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Preliminares

Anillos de Grupo

IG E IP

Definicion

Sean R un anillo y G un grupo,

RG=:4¢) aeg:ag€R, ag=0cs.
g8€G
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Preliminares
Anillos de Grupo
IGEIP

Definicion

Sean R un anillo y G un grupo,

RG=:4¢) aeg:ag€R, ag=0cs. }
g8€G
dotado de las siguientes operaciones:

(H) (Y g8) + () Bgg) =) (g + Bg)g,

g€G 8€G
() Z Xe& Z Buh = Z (“gﬁh)gh = Z Cull,
g€G heG gheG ueG
donde ¢, = Z agPp-
gh=u

tiene estructura de anillo con los elementos de G como base.
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Preliminares
Anillos de Grupo
IGEIP

Definicion

Sean R un anillo y G un grupo,

RG=:4¢) aeg:ag€R, ag=0cs. }
g8€G
dotado de las siguientes operaciones:

(H) (Y g8) + () Bgg) =) (g + Bg)g,

g€G 8€G
() Z Xe& Z Buh = Z (“gﬁh)gh = Z Cull,
g€G heG gheG ueG
donde ¢, = Z agPp-
gh=u

tiene estructura de anillo con los elementos de G como base. Ademds es

un R-dlgebra con la siguiente operacion:
"
() (/\r deG ‘ng) = EgGG(A‘Xg)g'
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Preliminares

Definicion

@ Sea F un cuerpo. Un anillo R satisface una identidad polinomial, si

existe un polinomio 0 # f(x1,...,xu) en la F—3lgebra libre F <
X1,.+.,Xn,... > sobre un nimero infinito enumerable de variables
no conmutativas {x1,xy,...,%Xy,...} tales que f(aj,ay,...,a,) =0

para todos los a; € R.
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Preliminares

Anillos de Grupo

IGEIP

Definicion

@ Sea F un cuerpo. Un anillo R satisface una identidad polinomial, si

existe un polinomio 0 # f(x1,...,xu) en la F—3lgebra libre F <
X1,.+.,Xn,... > sobre un nimero infinito enumerable de variables
no conmutativas {x1,xy,...,%Xy,...} tales que f(aj,ay,...,a,) =0

para todos los a; € R.

@ Sea U(R) el grupo de unidades de R, H C U(R) verifica una iden-
tidad de grupo, si existe una palabra no-trivial w en el grupo libre

< X1,--.,%Xn,... >, sobre un conjunto enumerable de variables tal

que w(uy, Uy, ..., Uuy) =1, para todos los u; € H.
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Conjetura (B. Hartley, FG Vs U(FG))
Sean G un grupo de torsion y F un cuerpo infinito.

Si el grupo de las unidades U(FG) de FG satisface
una identidad de grupo, entonces FG satisface una

identidad polinomial.
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La Conjetura de Brian Hartley

Conjetura (B. Hartley, FG Vs U(FG))
Sean G un grupo de torsion y F un cuerpo infinito.

Si el grupo de las unidades U(FG) de FG satisface
una identidad de grupo, entonces FG satisface una

identidad polinomial.

U(FG) € IG= FG € IP
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La Conjetura de Brian Hartley

Lema (Passman [18])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y sélo si G contiene

un subgrupo p-abeliano de indice finito.
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La Conjetura de Brian Hartley

Lema (Passman [18])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y sélo si G contiene

un subgrupo p-abeliano de indice finito.

Consideremos el FC-grupo asociado a G

$(G) ={g€ G:[G:Cg(8)] <eo}.
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La Conjetura de Brian Hartley

Lema (Passman [18])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y sélo si G contiene

un subgrupo p-abeliano de indice finito.

Consideremos el FC-grupo asociado a G

$(G) ={g€ G:[G:Cg(8)] <eo}.

Lema (Passman [18])
Supongamos que car(F) = p > 0. Entonces

O FG es semiprimo si y sélo si ¢(G) es un p’-grupo.
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La Conjetura de Brian Hartley

Lema (Passman [18])

Sicar(F) = p > 0, entonces FG satisface una IP si y sélo si G contiene

un subgrupo p-abeliano de indice finito.

Consideremos el FC-grupo asociado a G

$(G) ={g€ G:[G:Cg(8)] <eo}.

Lema (Passman [18])
Supongamos que car(F) = p > 0. Entonces

O FG es semiprimo si y sélo si ¢(G) es un p’-grupo.

© La suma de todos los ideales nilpontentes N(FG) de FG es nilponente si y

sélo si |pp(G)| < 0.
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La Conjetura de Brian Hartley

Lema (Lema de Linealizacién [18, Lema 5.1.1])
Si R es un F-dlgebra que satisface una IP de grado 7, entonces R

satisface una IP lineal en cada variable, es decir, R satisface una IP de la

forma:

flx1, 20,0 x0) = ) XX o(1)Xp(2) - - - Xo(n)-
PESH
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Demostracién
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Demostracién

Giambruno, Sehgal y Valenti en [8] dividen la prueba de su resultado en

los siguientes tres casos excluyentes:
Q FG es semiprima, es decir, N(FG) = {O},
@ N(FG) es (no cero) nilpotente, y

© N(FG) es nil pero no nilpotente.
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Demostracién

Giambruno, Sehgal y Valenti en [8] dividen la prueba de su resultado en

los siguientes tres casos excluyentes:
Q FG es semiprima, es decir, N(FG) = {O},
@ N(FG) es (no cero) nilpotente, y

© N(FG) es nil pero no nilpotente.

En adelante para car(F) = p #0...
o P={g€G:o(g) = pr para algiin k}, p-elementos,

e Q={¢geG:pto(g)}, p'-elementos.
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Demostracién

Giambruno, Sehgal y Valenti en [8] dividen la prueba de su resultado en

los siguientes tres casos excluyentes:
Q FG es semiprima, es decir, N(FG) = {O},
@ N(FG) es (no cero) nilpotente, y

© N(FG) es nil pero no nilpotente.

En adelante para car(F) = p #0...
o P={g€G:o(g) = pr para algiin k}, p-elementos,
e Q={geG:pto(g)}, p'-elementos.
Sip=0P={1}yQ=G.
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.

o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.

o Asi, P = {1} y G = Q es abeliano.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.

o Asi, P = {1} y G = Q es abeliano.
@ N(FG) es (no cero) nilpotente.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.

o Asi, P = {1} y G = Q es abeliano.
@ N(FG) es (no cero) nilpotente.
o ¢p(G) =< ¢ NP> esfinitoy ¢(G/¢P,(G)) es un p’—grupo.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.
o Asi, P = {1} y G = Q es abeliano.
@ N(FG) es (no cero) nilpotente.
o ¢p(G) =< ¢ NP> esfinitoy ¢(G/¢P,(G)) es un p’—grupo.
@ Por un Lema de Passman, (p;,(G) es p-grupo finito y F(G/¢,(G)) es

semiprima.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.
o Asi, P={1} y G = Q es abeliano.
@ N(FG) es (no cero) nilpotente.
o ¢p(G) =< ¢ NP> esfinitoy ¢(G/¢P,(G)) es un p’—grupo.
@ Por un Lema de Passman, (p;,(G) es p-grupo finito y F(G/¢,(G)) es
semiprima.

o Los p—elementos de ¢,(G) forman un grupo, ¢»(G) es p—grupo.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.
o Asi, P={1} y G = Q es abeliano.
@ N(FG) es (no cero) nilpotente.
o ¢p(G) =< ¢ NP> esfinitoy ¢(G/¢P,(G)) es un p’—grupo.
@ Por un Lema de Passman, (p;,(G) es p-grupo finito y F(G/¢,(G)) es
semiprima.

o Los p—elementos de ¢,(G) forman un grupo, ¢»(G) es p—grupo.
o Del Caso 1. G/¢,(G) es abeliano: G' C ¢, (G).
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

Q FG es semiprima, (N(FG) = {0})

o SiyeQyptm=o(y) entonces <y >< G.
o Luego Q es abeliano 6 Q es Hamiltoniano.
o Asi, P={1} y G = Q es abeliano.
@ N(FG) es (no cero) nilpotente.
o ¢p(G) =< ¢ NP> esfinitoy ¢(G/¢P,(G)) es un p’—grupo.
@ Por un Lema de Passman, (p;,(G) es p-grupo finito y F(G/¢,(G)) es
semiprima.

o Los p—elementos de ¢,(G) forman un grupo, ¢»(G) es p—grupo.
o Del Caso 1. G/¢,(G) es abeliano: G' C ¢, (G).

FGeIP, [xy]/" =0
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

N(FG) es nil pero no nilpotente.
R = F{X}: Algebra libre sobre X = {x1,xy,...,%p,...}, R[[t]] anillo de

serie de potencias.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

N(FG) es nil pero no nilpotente.

R = F{X}: Algebra libre sobre X = {x1,xy,...,%p,...}, R[[t]] anillo de

serie de potencias.
@ Por el argumento de Magnus: {1 + x;t} ; son U(R[|t|]) que

generan un grupo libre.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracién.
N(FG) es nil pero no nilpotente.
R = F{X}: Algebra libre sobre X = {x1,xy,...,%p,...}, R[[t]] anillo de

serie de potencias.
@ Por el argumento de Magnus: {1 + x;t} ; son U(R[|t|]) que

generan un grupo libre.

o 1#w(yr, Y2 - Yir-- - Yn)ly=14x¢ € R[|t]], es decir,
Zpi(xlleI' . '/xn)ti #£0

i>1
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

N(FG) es nil pero no nilpotente.
R = F{X}: Algebra libre sobre X = {x1,%3,...,%n,...}, R[[t]] anillo de

serie de potencias.
@ Por el argumento de Magnus: {1 + x;t} ; son U(R[|t|]) que

generan un grupo libre.

o L#w(yr Y2 - Yir- - Yn)ly=14x¢ € R[|t]], es decir,
Zpi(x1,x2,...,xn)ti #0
i>1
pr(x1,%x0,...,x,) 0, 3 >1
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

N(FG) es nil pero no nilpotente.
R = F{X}: Algebra libre sobre X = {x1,%3,...,%n,...}, R[[t]] anillo de

serie de potencias.
@ Por el argumento de Magnus: {1 + x;t} ; son U(R[|t|]) que

generan un grupo libre.

o L#w(yr Y2 - Yir- - Yn)ly=14x¢ € R[|t]], es decir,
Zpi(x1,x2,...,xn)ti #0
i>1
pr(x1,%x0,...,x,) 0, 3 >1

o {rj}"; C N(FG)
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

N(FG) es nil pero no nilpotente.
R = F{X}: Algebra libre sobre X = {x1,%3,...,%n,...}, R[[t]] anillo de

serie de potencias.
@ Por el argumento de Magnus: {1 + x;t} ; son U(R[|t|]) que

generan un grupo libre.

o L#w(yr Y2 - Yir- - Yn)ly=14x¢ € R[|t]], es decir,
Zpi(xllxzr' o '/xﬂ)ti # 0
i>1
pr(x1,%x0,...,x,) 0, 3 >1

o {rj}"; C N(FG)

(1 P 1‘,‘/\)_1 = (1 — 1A+ 1‘12/\2 — .
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

k .
© WYL, Y2, Yir- - Yn)lyi=14rA = Zpi(m,...,rm)/\’ =0
i=1
Jk € IN.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

k .
© WYL, Y2, Yir- - Yn)lyi=14rA = Zpi(m,...,rm)/\’ =0
i=1
Jk € IN.

k .
@ Con F infinito, EI/\j € F tal que Z%pi(rl,...,rm))\;. =0
1=
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

k .
O WYL Y2 - Yire o Yn)ly=1ra = Y pi(r1, o, rm)A =0
i=1

dk € IN.
k .
@ Con F infinito, EI/\j € F tal que Zpi(rl,...,rm))\;- =0
i=1
1 A& - X 0
R N e
1 /\k-ﬁ-l )\IIE_H pk(1’1,...,1’m)
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

k .
O WYL Y2 - Yire o Yn)ly=1ra = Y pi(r1, o, rm)A =0
i=1

dk € IN.
k .
@ Con F infinito, EIAj € F tal que Zpi(rl,...,rm))\;- =0
i=1
1 A& - X 0
R N e
1 Ak—i—l Allz—i-] pk(7‘1,...,1’m)

Como el determinante de la matriz de Vandermonde es no cero,

entonces

t = pk(rl/ ceey "m) =

v
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

p1(x1,...,xp) € IP para N(FG)
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

p1(x1,...,xp) € IP para N(FG)

@ Por el proceso de linealizacion estandar N(FG) satisface

f(xlr-..,Xd) = Z Oio—xo.(l) 5o .xU’(d)

gES,
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

p1(x1,...,xp) € IP para N(FG)

@ Por el proceso de linealizacion estandar N(FG) satisface

f(xlr-..,Xd) = Z Oio—xo.(l) 5o .xU’(d)

gES,

@ Como N(FG) no es nilpotente existen {a;}¢_, C N(FG) tal que

alaz---ad;éo
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

p1(x1,...,xp) € IP para N(FG)

@ Por el proceso de linealizacion estandar N(FG) satisface

f(xlr-..,Xd) = Z Oio—xg.(l) 5o .xU’(d)

gES,

@ Como N(FG) no es nilpotente existen {a;}¢_, C N(FG) tal que

[ZlFGa2FG ‘e -ﬂdFG 7é 0

alaz---ad;éo
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

p1(x1,...,xp) € IP para N(FG)

@ Por el proceso de linealizacion estandar N(FG) satisface

f(xlr-..,Xd) = Z Oio—xo.(l) 5o .xU’(d)

gES,
@ Como N(FG) no es nilpotente existen {a;}¢_, C N(FG) tal que

alFGa2FG ‘e -ﬂdFG 7é 0

° 2 Xoly(1)Xe(1)0(2)X0(2) ** * o(d)Xo(d) €S una identidad polinomial
0ES,
multilineal generalizada no degenerada.

alaz---ad;éo
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

@ Por un resultado conocido de Passman podemos concluir que

(Gig) <oy (¢:1) < oo,
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

@ Por un resultado conocido de Passman podemos concluir que
(Gig) <oy (@:1)< oo

@ ¢’ es un p—grupo pues G es localmente finito y FG € IP.
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Caso | Il
Demostracién Caso Il

Demostracion.

@ Por un resultado conocido de Passman podemos concluir que
(Gig) <oy (@:1)< oo

@ ¢’ es un p—grupo pues G es localmente finito y FG € IP.

i Qué siguio?
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

@ Por un resultado conocido de Passman podemos concluir que
(Gig) <oy (@:1)< oo

@ ¢’ es un p—grupo pues G es localmente finito y FG € IP.

i Qué siguio?

(1997) Passman caracteriza los grupos G tales que U (FG) € IG.
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

@ Por un resultado conocido de Passman podemos concluir que
(Gig) <oy (@:1)< oo

@ ¢’ es un p—grupo pues G es localmente finito y FG € IP.

i Qué siguio?
(1997) Passman caracteriza los grupos G tales que U (FG) € IG.

(1999) Liu resuelve la conjetura para cuerpos de cualquier tamafio.
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Caso | Il

Demostracién Caso Il

Demostracion.

@ Por un resultado conocido de Passman podemos concluir que
(Gig) <oy (@:1)< oo

@ ¢’ es un p—grupo pues G es localmente finito y FG € IP.

i Qué siguio?
(1997) Passman caracteriza los grupos G tales que U (FG) € IG.
(1999) Liu resuelve la conjetura para cuerpos de cualquier tamafio.

(1999) Liu y Passman establecen condiciones necesarias y suficientes sobre

G tal que U(FG) € IG.
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Otros resultados

@ Giambruno, Sehgal y Valenti caracterizan dlgebras de grupo de
grupos de torsién tales que U™ (FG) € IG, sobre cuerpos infinitos
con carF # 2.
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Otros resultados

@ Giambruno, Sehgal y Valenti caracterizan dlgebras de grupo de
grupos de torsién tales que U™ (FG) € IG, sobre cuerpos infinitos
con carF # 2.

@ A. Dooms y M. Ruiz, establecen el caso de involuciones sobre FG

inducidas por una involucidn arbitraria en grupos localmente finitos.
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