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Resumen y Motivacién

Consideramos el subgrupo IT de SL(2, Z[&]) generado por las
matrices

A=(i) yB=(1%").

con ZI[¢] el anillo de polinomios en la variable .

Para un nimero { € C y una palabra W € IT, W ({) significa la
matriz en SL(2, C) obtenida cuando se evalta el parametro ¢ en (.
Para cada nimero complejo { obtenemos el grupo IT () al
reemplazar la indeterminada ¢ en IT por (.
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Por ejemplo el grupo modular T es precisamente T1(1).
Este grupo I1 es una generalizacién de los grupos de Hecke.

Los grupos I1(2cos(7t/q)) (g > 3) se convierten en los grupos
cldsicos de Hecke al ser proyectados en PSL(2,C).

I1(Z) para { € R se convierte en el grupo generalizado de Hecke.

Hay mucha literatura respecto a estos grupos.

Toro y Pommerenke



Nuestro interés inicial fue estudiando representaciones, en
SL(2,C), de grupos de nudos. En particular obtuvimos familias de
grupos generados por las matrices

10 11

t 1)'\0 1
para un parametro t € C. Estos grupos son isomorfos a subgrupos
de nuestro grupo I1.
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Describimos explicitamente los elementos de I1, y estudiamos una
familia especial de subgrupos, que son libres de indice 4.
Encontramos que hay exactamente 8 de estos subgrupos, de los
cuales 4 son normales.

El comportamiento de estos subgrupos normales se resume en el
siguiente diagrama, donde Iy es un grupo libre de indice 16, libre
de rango 5.
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Descripcién de los elementos.

Para W € IT escribimos

W = <i Z), abcdeZ[E], ad—bc=1.

Si { € C entonces W(Z) denota la matriz con elementos

a(2), b(2), c(2), d(0) tal que W(Z) € SL(2,C).

El grupo IT estd formado por las matrices =/, =By
W = Bb A Bh A1 ... ALBh (n € N)

con lp, I, € {0,1,2,3}, |, € {1,2,3} para0 < v < ny con
Jv €Z\ {0} paral<v<n.
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Se tiene que B> = —/, B3 = —By

(1 k& _(kE -1
#=(o ) we=(F 7)

para k € Z.

Definicion

Sea K la coleccion de todas las sucesiones v = (kp)peN con
kn, € Z\ {0}. Definimos Vo = I y

Vo=V, (v) =V, =A"B...AkB
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Veamos que todas las matrices V), son diferentes.

Proposicion

Sea v = (kn)pen € Ky sean ap =a,(v)y B, =B, (v) definidos
en forma recursiva mediante

g = 1v xy = lev Kp+1 = kn+1Can — &p—1,

:BO =0, ﬁl — I .Bn+1 = kn+lC:Bn _;anl

para n € IN. Entonces

V,,:(DC” ﬁ”) (ne N).

Xn—1 :Bn—l
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Sean v,u € K, v = (kp)neN, t = (In)nen, Vo =Vh (V) y
Um = Vi (u) . Entonces V,, = Uy, para n,m € Z si y solo si
n=mykj =1/ paratodol </ < m.
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Tenemos las siguientes igualdades

V, = < Xn :Bn ) . BV,B = <_:Bn—1 “n—1> ’
Kn—1 ;anl ﬁn —&n
—&p —&p—1 _,B _
V,B = By , BV, = ¢ 1) .
! (:Bnl _“”_1> ! ( Xn ﬁn
Puesto que —/ conmuta con todas las matrices vemos que IT esta
formado por &/, =By

+V, BV, £V,B, £BV,B

conVp,=V,(v),ve K, nelN.
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Subgrupos de Indice 4

Para W = Bl AnBh Aln-1 ... At Bl € TT definamos las suma de los
exponentes con respecto a los generadores asi:

c(W) = j,+---+j1, suma de los exponentes de A en W.
T(W) = hb+h---+1, (mod4) suma de los exponentes de B en W

Esta suma de exponentes satisface las propiedades, para W, U € 11

c(l) =0, c(WH=-0c(W), oc(WU)=0(W)+c(U),
() =0 T(WhH=-—1t(W), T(WU)=1(W)+71(U),
por lo que se tienen los homomorfismos

c: 1l — Z T: 11 — Z4
W — oWw) Y W o (W)
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Definicion

Para k =1, 2, 3,4 consideremos los siguientes subgrupos de I

I = {Well| T(W)=(k—1)c(W)mod4}.

Es decir
I, = {Well|t(W)=0 mod4},
I, = {WEH‘T(W)EO’(W) m0d4}’
II; = {(Well|t(W)=20(W) mod4},
I, = {Well|t(W)=—0(W) mod4}.
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Teorema

Para k =1,2, 3,4, el grupos I'Ix es un subgrupo normal de indice
4 en I1. Es un grupo libre con presentacién libre dada por

T, = <ABH, (A, B]>.
Ademds, se tienen también las presentaciones

II;, = (A BAB™'), IL = (AB,BA),
II; = (—A —BAB™ ') Il = (—AB,—BA).
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Bosquejo de la prueba: Por la definicién, claramente son
subgrupos normales.
Para cada k se tiene que las clases laterales

B ={Well | t(W)=(k—1)c (W) +,jmod4},j=0,123

son distintas y
3
1= JILB,
j=0

por lo que I, tiene indice 4 en I1.
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Como o (B/) =0y T (B/) =j #0, se tiene que B/ ¢ I,
j=123k=1,23,4.
Si W e Il,, W # |, entonces W se puede escribir como una de las

palabras
+V,, +BV,, £V,B, +BV,B

y ya habiamos probado que todas las posibles
V, =V, (v), v = (kn)nen, son distintas, por tanto todas estas
expresiones son distintas y los grupos son libres.
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Para ver que en efecto se tienen las presentaciones alternativas, es

claro que
(A[AB]) = (A BAB™'), yaque [AB]=A-(BAB 1)
(AB,[A,B]) = (AB,BA), ya que [A B] = AB-(BA)".
(AB?,[A,B]) = (—A —BAB'),
yaque B> = —ly [AB]=—A-(—BAB )",
(AB%[A,B]) = (—AB,—BA), yaque [A Bl =—-AB-(—BA)".
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Se tiene que para cada k,
o (AB*1) =1yt (AB*71) = k — 1, por tanto

T (ABH) =(k-1)0c (ABH) mod 4
o ([A B]) =0=1([A B]), luego

W e <ABk*1, [A, B]> entonces W € I1,.
Para el reciproco usamos las presentaciones alternativas y

probamos por induccién sobre n, el nimero de ocurrencias de A en
la palabra W, que si W € Iy entonces W € <AB"*1, [A, B]> .
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Veamos como se hace esta induccién para k = 1y se tienen
procesos andlogos en los otros casos.
Veamos que

Il = {W €I | (W) =0 mod4} C (A [A B]).

Las palabras de la forma At € I1; y At € (A, [A, B]).
Supongamos que todas las palabras con menos de n ocurrencias de
A que estdn en IT; estdn en (A, [A B]).
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Sea W € Il una palabra con n ocurrencias de A.

Si

W = AnBAI-1 ... At B
tomemos U = A € I1; y U € (A, [A, B]), entonces
UtW = BAt ... ABh € T
y como tiene n — 1 ocurrencias de A, tenemos que
UtW € (A [A B))

por lo que
W e (A A B]).
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Si

W = BA"BA-1 ... A1Bh
tomemos U = BA"B~ = (BAB™1)" €11, y

U= (A"1-[A B])" € (A A B]).
Tenemos de nuevo

U'W = BA1 ... ALBh c TLUTIW € (A, [A, B])
y de nuevo por induccién se tiene que

W e (A [A B)).
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Tenemos otros cuatro subgrupos de IT libres de indice 4 que no
son normales.

Teorema

Los grupos
Moy = (AL~ [A ). (=123.4)

son libres y subgrupos de IT de indice 4 que no son normales.

Estos grupos son imagen de los homomorfismos
@;: I, — 1I

ARl — AR/
[AB] — —[AB]
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Teorema

Los grupos I1;, j =1,---,8, son los tnicos grupos libres de I1
con indice 4.

Idea de la prueba

Si T es libre [IT,T'] = 4, se prueba que las clases laterales

{F, I'B,TB?, FB3} son distintas y por tanto forman un conjunto
completo de clases laterales.

Haciendo un estudio detallado de la clase a la que pertenecen las
palabras A, —A, BAB y —BAB, podemos probar que el grupo T es
uno de los grupos II;, j=1,---,8.
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Interseccion de los subgrupos

Consideremos el subgrupo

[Ip={Well|t(W)=0c (W) =0 mod4}.

Teorema

El grupo Iy es un subgrupo normal de indice 16 en IT, libre con
presentacién libre dada por

Mo = (4", (4,8, [4, ], [4,5]  [4 B]).
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Teorema

El grupo I satisface
Iy =11 NIL =1L NI =113 NI =11, NI

y es un subgrupo normal de indice 4 en cada uno de los grupos
I, k=1,2,3,4.

I I,
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Las intersecciones de los otros grupos nos dan lugar a nuevos
subgrupos interesantes.
Tenemos las siguientes presentaciones libres

I NI = (A% [AB], [A%B]),
ILNIL, = (-A%[AB], [A%B])

y Iy tiene indice 2 en estos 2 grupos.
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Preguntas

Un resultado adicional que tenemos es

El subgrupo conmutador IT’ tiene indice infinito en IT.

Se sabe que ITj es finitamente generado. ;Es IT finitamente
generado?

Se sabe que Hg es finitamente generado si y solo si [HO, Hg} < o0.

i Es el grupo IT§ finitamente generado?
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