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Definicién de G*)

Sea k > 2 un entero. Se define la sucesidn lineal recurrente de orden
k denotada por G .= (ng))n227k como

G = Gglk_)1 + ngk—)Q teee Tt Gv(mk—)k vn =2,

con las condiciones iniciales G(f()kd) = G(f()k%,’) = v
G(()k) =ay ng) =b.
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Observaciones

e Sia=0yb=1, entonces G¥) es la sucesién
k-generalizada de Fibonacci F(*) .= (Frgk))nzg,k.
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Observaciones

e Sia=0yb=1, entonces G¥) es la sucesién
k-generalizada de Fibonacci F(*) .= (Fék))nzg,k.

e En este caso, si escogemos k = 2, obtenemos la clasica
sucesion de Fibonacci

Fo=0 Fi=1yF,=F, 1+ F, o paran>2.

(Fo)ns0 = {0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55 89, 144,233, .. .}.

e Si k = 3, aparece la sucesién Tribonacci

(FT(L3))n2*1 = {07 0,1,1,2,4,7,13,24,44, 81,149,274, .. . }.
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e Por otro lado, sia =2y b =1, entonces G*) se conoce como
la sucesién k-generalizada de Lucas L(¥) := (L%k))nﬂ_k.

e En el caso de k = 2, obtenemos la habitual sucesién de Lucas
Lo=211=1yL,=L, 1+ L,_o paran>2.
(Ln)n>0 ={2,1,3,4,7,11,18,29,47, 76,123,199, 322, .. .}.

e Si k = 3, entonces la sucesién 3-Lucas es
(L)1 = {0,2,1,3,6,10,19, 35,64, 118,217,399 . .}.
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Propiedades de F'*)

e El polinomio caracteristico de la sucesién G*), a saber
Wp(z) =2k —aF =1,
es irreducible sobre Q [z] y tiene solamente una raiz a(k)
fuera del circulo unitario. En efecto,

2(1 —27%) < a(k) < 2 (Wolfram, 1998)



Propiedades de F'*)

e El polinomio caracteristico de la sucesién G*), a saber
Wp(z) =2k —aF =1,
es irreducible sobre Q [z] y tiene solamente una raiz a(k)
fuera del circulo unitario. En efecto,

2(1 —27%) < a(k) < 2 (Wolfram, 1998)

Considere para un entero s > 2, la funcién

r—1

2+ (s+1)(z—2) para x > 2(1 — 279)

fs(x) =



e Con esta notacién, F(¥) satisface la siguiente férmula “al
estilo Binet”

ka (o) (Dresden, 2011),

donde o = a1, ..., son las raices de Wy (z).
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Con esta notacién, F(®) satisface la siguiente férmula “al
estilo Binet”

ka (o) (Dresden, 2011),

donde o = a1, ..., son las raices de Wy (z).

R fk(a)anfl‘ <1V n>2—F (Dresden, 2011),

a"? < Fék) <a"!'V¥n>1yk>2(Bravo - Luca, 2013).
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Potencias de 2 en sucesiones generalizadas de Fibonacci

(Bravo - Luca, 2012) determinaron todas las soluciones de la ecuacién
diofdntica
FP =2m, (1)

n

en enteros positivos n, k, m con k > 2.
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Potencias de 2 en sucesiones generalizadas de Fibonacci

(Bravo - Luca, 2012) determinaron todas las soluciones de la ecuacién
diofdntica
F{F) =2, (1)

en enteros positivos n, k, m con k > 2.

Esto es

FO =1, 7N =1, =2, FF =4, F®) = 2k

mientras que el siguiente término en la sucesién anterior es

k) _ ok
Fpy=2F—1.



De aqui, las triplas
(n7k7m) = (17k70) Yy (n7k7m) = (t7k7t - 2)7 (2)

son soluciones de la ecuacién (1) V 2 <t < k + 1. Las soluciones
dadas por (2) las llamaron soluciones triviales.



De aqui, las triplas
(n7k7m) = (17k70) Yy (n7k7m) = (t7k7t - 2)7 (2)

son soluciones de la ecuacién (1) V 2 <t < k + 1. Las soluciones
dadas por (2) las llamaron soluciones triviales.

Teorema (Bravo - Luca, 2012)

La dnica solucién no trivial de la ecuacion (1) en enteros positivos
n,k,m conk > 2, es (n,k,m) = (6,2,3), a saber Fﬁ(z) = 8.
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Coincidencias en sucesiones generalizadas de Fibonacci

(Bravo - Luca, 2013) hallaron todas las soluciones de la ecuacién
diofdntica

F{ = F, (3)
en enteros positivos n, k, m,{ con k,{ > 2.

Notaron que si kK = ¢, la unica solucidn interesante de la ecuacién
(3) es

(n,k,m,0) = (1,k,2,k), (4)

a saber, Fl(k) = FQ(k) = 1. Luego, asumieron SPG que k > /.



En segundo lugar, es claro que Ft(k) = Ft(e) V1<t</{+1, es
decir, la cuadrupla

(n,k,m, ) = (t, k,t,0), (5)

es una solucién de la ecuacién (3) V1 <t¢ < ¢+ 1. Las soluciones
dadas por (4) y (5) les llamaron soluciones triviales.



En segundo lugar, es claro que Ft(k) = Ft(e) V1<t</{+1, es
decir, la cuadrupla

(n,k,m, ) = (t, k,t,0), (5)

es una solucién de la ecuacién (3) V1 <t¢ < ¢+ 1. Las soluciones
dadas por (4) y (5) les llamaron soluciones triviales.

Teorema (Bravo - Luca, 2013)

Las unicas soluciones no triviales de la ecuacion (3) en enteros
positivos n, k, m,f con k > { > 2, son:

(n,k,m, ) € {(6,3,7,2),(11,7,12,3), (6,2,5,)},

V>4 Asaber, IV = P =13 FV = F®) =504 y
FP=FY =8vit>4.
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k-Fibonacci = k-Lucas

Lema

La siguiente relacion siempre se cumple

& =af® + - a) R

En particular,

L =2F® P
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Propiedades de L(*)

Lema (Bravo - Luca, 2014)
Sea k > 2 un entero. Entonces

(a) a1 < L%k) < 2a™ Vn > 1.
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Propiedades de L(*)
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Propiedades de L(*)

Lema (Bravo - Luca, 2014)
Sea k > 2 un entero. Entonces

(a) a1 < ng) < 2a™ Vn > 1.
(b) L*) satisface la siguiente férmula “al estilo Binet”
k

L =205 — 1) fi(en)al ™,
i=1
donde o = vy, ...,y son los ceros de Vi (x).

C Lglk)— 200 —1 fkaa”_l <3Vn>2-k.
2
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Propiedades de L(*)

Lema (Bravo - Luca, 2014)
Sea k > 2 un entero. Entonces

(a) a1 < ng) < 2a™ Vn > 1.
(b) L*) satisface la siguiente férmula “al estilo Binet”
k

L =205 — 1) fi(en)al ™,
i=1
donde o = vy, ...,y son los ceros de Vi (x).

(c) L (2a — 1) fr(@) ”_1‘<%Vn22—k‘.

(d) Si2 <n <k, entonces LW —3.on-2,
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Coincidencias en sucesiones generalizadas de Lucas

Determinar todas las soluciones de la ecuacién diofantica

Lk =

~

s (6)

en enteros no negativos n, k,m,f con k > £ > 2.
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Coincidencias en sucesiones generalizadas de Lucas

Determinar todas las soluciones de la ecuacién diofantica
L¥ =LY, (6)
en enteros no negativos n, k,m,f con k > £ > 2.

Ante todo, note que si k > ¢, entonces Lgk) = Lg) VO<t</, es
decir, la cuadrupla

(n,k,m, ) = (t, k,t,0), (7)

es una solucién de la ecuacién (6) V0 < ¢t < ¢. Las soluciones dadas
por (7) les llamaremos soluciones triviales.
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Resultados
Teorema (B., Bravo, Luca, 2014)

La ecuacion (6) tiene solamente soluciones triviales.
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Corolario

Sean k, ! enteros con k > { > 2. Entonces

LW NLO| =0 +1.
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Teorema (B., Bravo, Luca, 2014)

La ecuacion (6) tiene solamente soluciones triviales.

Corolario

Sean k.t enteros con k > { > 2. Entonces

LW NLO| =0 +1.

Corolario

Si (n,k,a) es una solucion de la ecuacion diofantica L) = 3.9a
en enteros no negativos n,k,a con k > 2, entonces 0 <n <k y
a=n-—2.
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La prueba

(20— 1) f(@)o™ " = (28 — 1) fo(B)8™ | =

(20 = D) file)a™ = L) + (L) — (28 = D f(8)58" )] <3
(8)

6
/Bm—l
(9)

ot T (20— 1) fr(a) (28 — D fe(B) T = 1) <
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Definicién (Altura logaritmica)

Sea n un ndmero algebraico de grado d con polinomio minimal
sobre los enteros

d
apr? + a1z + -+ ag = ag H(X - U(i))
i=1

donde las a;s son enteros primos relativos con ag > 0 y los n()%s
son conjugados de 7.



Definicién (Altura logaritmica)

Sea n un ndmero algebraico de grado d con polinomio minimal
sobre los enteros

d
apr? + a1z + -+ ag = ag H(X - U(i))
i=1

donde las a;s son enteros primos relativos con ag > 0 y los n()%s
son conjugados de n. Entonces

h(n) =3 <log ap + Zdzlog (max{‘n(i) ,1}))
i=1

se llama la altura logaritmica de 7.
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Teorema (Matveev, 2000)
Sean K un campo de nimeros algebraicos de grado D sobre Q,

Y1, ..., reales positivos de K y by, ..., b, enteros racionales tales
que

A::’yll’l-~~7ft—1750.



Teorema (Matveev, 2000)

Sean K un campo de nimeros algebraicos de grado D sobre Q,
Y1, ..., reales positivos de K y by, ..., b, enteros racionales tales
que

A::’yll’l-~~'yft—1750.

Entonces
|A| >exp(—1.4 x 30113 x 145 x D?(14log D)(1+log B)A; - -+ Ay),
donde B >max{|b1|,...,|b¢|}, ¥

A; >max{Dh(~;),|logvi|,0.16}, para todoi =1, ...,t.



En una primera aplicacién del Teorema de Matveev, obtenemos:



En una primera aplicacién del Teorema de Matveev, obtenemos:
Lema (1)

Si (n,k,m,¢) es una solucién no trivial en enteros positivos de la
ecuacion (6) con k > { > 2, entonces { < m — 1 y las
desigualdades

6<n<m<b54x10"k8log®k

se cumplen.



En una primera aplicacién del Teorema de Matveev, obtenemos:

Lema (1)
Si (n,k,m,¢) es una solucién no trivial en enteros positivos de la

ecuacion (6) con k > { > 2, entonces { < m — 1 y las
desigualdades

6<n<m<b54x10"k8log®k

se cumplen.

Ahora, consideramos dos casos...
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El caso de £ pequeno
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El caso de £ pequeno

A continuacidn, tratamos los casos cuando k € [3,800]. Sea

z1:=(n—1)loga — (m —1)log 5 + log 1, (10)
donde p = (2a — 1) fx(a)((28 — 1)f(B))~. Por lo tanto, (9)
puede ser reescrito como

6
ﬁmfl :

et — 1] <



El caso de £ pequeno

A continuacidn, tratamos los casos cuando k € [3,800]. Sea
z1:=(n—1)loga — (m —1)log 5 + log 1, (10)

donde p = (2a — 1) fx(a)((28 — 1)f(B))~. Por lo tanto, (9)
puede ser reescrito como

6
ﬁmfl :

et — 1] <

Si z1 > 0, entonces

1 1
0<(n—1) <IZ§Z> —m+ <1+ IZEZ) <13.87(m=1)

Ahora, queremos reducir nuestras cotas.
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Lema (Dujella-Petho, 1998)

Sea M un entero positivo, sea p/q un convergente de la fraccion
continua del irracional v tal que ¢ > 6M, y sean A, B, u nidmeros
reales con A >0y B > 1. Sea € := ||uq|| — M ||vq||, donde ||-||
denota la distancia al entero mds cercano.




Lema (Dujella-Petho, 1998)

Sea M un entero positivo, sea p/q un convergente de la fraccion
continua del irracional v tal que ¢ > 6M, y sean A, B, u nidmeros
reales con A >0y B > 1. Sea € := ||uq|| — M ||vq||, donde ||-||
denota la distancia al entero mds cercano. Si e > 0, entonces no
hay solucion de la desigualdad

O<uy—v+p<AB™Y,
en enteros positivos u,v y w con

log(A
u<M y wz%.



n—1<[54x 10"k log® k| (Del Lema 1 anterior)

Aplicamos el Lema de Dujella-Petho V & € [3,800]. En todos los
casos obtenemos que m < 1600.



n—1<[54x 10"k log® k| (Del Lema 1 anterior)

Aplicamos el Lema de Dujella-Petho V & € [3,800]. En todos los
casos obtenemos que m < 1600.

Finalmente, usamos Mathematica para comparar Lﬁf) y L,(f;) para el
rango

6 <n,m <1600, 2 <k, /<800, conn<m,l<k.

Esto completa el andlisis en el caso k € [3,800].
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Lema (Bravo - Luca, 2013)

Sir > 1 es un entero que satisface r — 1 < 2¥/2, entonces

)
(2a — 1) fr(a)a™t=3.27"2 4 3. 271y + B + no,

donde § y m son niimeros reales tales que

2r+2 2%

’5‘<Wy \77|<27;-
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El caso de £ grande

Ahora, asumamos que k£ > 800. Para tal k tenemos
n<m <54 x10"k8 logd k < 28/2.
Se sigue entonces del Lema anterior que

n—2

_ e 2
(200 — 1) fro(@)a™ ' =322 < 15 73 (11)
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El caso de £ grande

Ahora, asumamos que k£ > 800. Para tal k tenemos
n<m <54 x10"k8 logd k < 28/2.
Se sigue entonces del Lema anterior que

n—2

_ e 2
(200 — 1) fro(@)a™ ' =322 < 15 73 (11)

Distinguimos dos subcasos...
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k > 800y el caso m < 2/

Subcaso 1 m < 2¢/2

Usando el Lema anterior una vez mas, tenemos que
1 5 2m72
(26— DfB)Fm =322 <45 S
Por lo tanto, usando (?7?) y la desigualdad anterior, obtenemos

2m72
2t/2

277 — 272 <19



k > 800y el caso m < 2/

Subcaso 1 m < 2¢/2

Usando el Lema anterior una vez mas, tenemos que
1 5 2m72
(26— DfB)Fm =322 <45 S
Por lo tanto, usando (?7?) y la desigualdad anterior, obtenemos

2m72

|2m=2 — 2" % < 19 P

Luego, 2¢/2 < 38 y por lo tanto ¢ < 10. En este caso se sigue que
n < m < 37. Esto completa el anélisis cuando m < 2¢/2



k> 800y el caso 2¢/2 < m

Subcaso 2. 22 < m. Aqui, tenemos la siguiente cadena de
desigualdades

202 <« m < 5.4 x 10"k%log® k < k'

De (8), (??) y dividiendo ambos lados de la desigualdad resultante
por 3-2"72 llegamos a

—(n— m— - 1 o
’2( 2.5 1‘31(25—1)f£(ﬂ)—1’<2ni_2+2kﬁ
Si denotamos a I' = min {k/2,n — 2}, entonces

272 g 25 - 1)) 1| < o

Teorema de Matveev = I' < 4.46 x 10'2¢*1og? ¢log m.
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log 2 1
0<(n=2) (125) ~mo+ (1- (28] <26.2T



log 2 1
0<(n=2) (125) ~mo+ (1- (28] <26.2T

Caso 1. Fz%

Lema

Si (n,k,m, ) es una solucién no trivial en enteros positivos de la
ecuacion (6) conn > 6, k> 800, 2¢/2 <m y k/2 <n —2,
entonces las desigualdades

n<m<7.75%x 10" k< 28x10% y ¢ <2970

se cumplen.

En este caso obtenemos que k < 740, lo cual es una contradiccién.



Caso 2. I'=n—2

Lema

Si (n,k,m,?) es una solucién no trivial en enteros positivos de la
ecuacion (6) con n > 6, k > 800, 22 «myn—2< k/2,
entonces las desigualdades

n<m<91x10** y ¢ <180

se cumplen.

Con ayuda de Mathematica, reducimos el problema a encontrar to-
das las soluciones de la ecuacién

LW =3.9"2con2< <17, (+1<m <290y 6<n < 190.

Asi, el Teorema queda demostrado.
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