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Conjunto de Sidon o Bj

Sea (G, *) un grupo. El conjunto, A = {a1,...,a,} C G es un conjunto de
Sidon si para todo z € G y todo a;,a; € A con 1< i< j<n, el nimero de
soluciones de la ecuacién z = a; * a; es 0 o 1.
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Conjunto de Sidon o Bj

Problema

Estudiar el comportamiento asintético de la funcién:

f2(G) := max{|A| : A C G es un conjunto de Sidon}.
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Conjunto de Sidon o Bj

Problema

Estudiar el comportamiento asintético de la funcién:

f2(G) := max{|A| : A C G es un conjunto de Sidon}.

Existen tres construcciones de conjuntos de Sidon que proporcionan conjun-
tos maximales.

o La construccién de Singer (1938) que implica fa(Z,24,41) = ¢+ 1,
o La construccién de Bose (1942) que implica f2(Z,2_1) = g,

o La construccién de Ruzsa (1993) que implica f2(Z,2_,) =p — 1.




Conjunto de Sidon en dos dimensiones

Los conjuntos de Sidon enteros en dos dimensiones tienen una interesante in-
terpretacién geométrica: se pueden ver como aquellos que tienen la propiedad
especial que no es posible “dibujar” un paralelogramo usando sus puntos
como vértices.
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Conjunto de Sidon o Bj

Dado cualquier campo F' con las operaciones de adicién y multiplicacién
(F,+,-) tenemos dos grupos (F,+) y (F*,-), donde F* = F \ {0}.

Con estos dos grupos podemos formar los siguientes grupos producto:
O (F,+) x (F,+),
© (F+) x (F7,) = (F", ) x (F\ +),
Q@ (F*,:) x (F*,).
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Conjunto de Sidon o Bj

Dado cualquier campo F' con las operaciones de adicién y multiplicacién
(F,+,-) tenemos dos grupos (F,+) y (F*,-), donde F* = F \ {0}.

Con estos dos grupos podemos formar los siguientes grupos producto:
O (F,+) x (F,+),
© (F+) x (F7,) = (F", ) x (F\ +),
Q@ (F*,:) x (F*,).

En estos grupos es posible construir algunos conjuntos de Sidon en dimensién
dos:
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Conjunto de Sidon o Bj

En particular, si consideramos el cuerpo finito F = F, , donde ¢ = p™, n € N
y p primo, y usando algunos isomorfismos conocidos tenemos:

Q C(Fy) = {(x’xz) s x€Fg} C (Fg x Fg, +),
© Di(Fy x Zg—1) = {(z,1loggz) : x € F} C (Fy x Zg—1,+),
Dy(Zg—1 x Fy) = {(k,0%) : k € Z; 1} C (Zg—1 x Fyg, +),

© Do(Zg—1 X Zg—1) = {(logy (0% —a), k) : k € Zy1} C (Zg1 X Lg—1,+).
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Secuencias Sonar

Las secuencias sonar, son un tipo de conjuntos de Sidon en dos dimensiones
que se definen en términos de funciones; estas secuencias fueron introducidas
por Golomb y Taylor en 1982, como ejemplos de patrones de sincronizacién
dos dimensional de minima ambigiiedad. Una secuencia sonar m X n es un
arreglo de puntos y espacios que tienen m filas y exactamente un punto en
cada una de sus n columnas, sujeto a la restriccién que cada par de puntos
determinan vectores distintos.
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Secuencia Sonar 4 x 8




Arreglos Costas

Los arreglos Costas aparecen por primera vez en 1965 en el contexto de la
deteccion sonar con J. Costas.

)

Arreglo Costas 6 X 6
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Funcién Sidon

Definicién (Propiedad de Diferencias Distintas)

Sean n,m € Ny f:[l,n] — [1,m] una funcién. Se dice que f tiene la
propiedad de diferencias distintas si para todo i, j, k tales que
1<k<n-1,1<14,57 <n—k secumple:

fl+k) = f(@) =fG+k) = fG) =i=3.
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Funcién Sidon

Definicién (Propiedad de Diferencias Distintas)
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en el grupo aditivo Z X Z.

Definicién (Propiedad de Diferencias Distintas Modulares)

Una funcién Sidon modular, es una funcién f : [1,n] — Z., tal que tiene la
propiedad de diferencias modulares distintas; esto es, si para todo

hyi,jcon 1 <h<n—-1y1<i,j5<n-—h,

fi+h) = f(@) = FG +h) - f(G)(modm) =i = j.
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Secuencias Sonar y Arreglos Cos

Una secuencia sonar de orden m X n es una funcién f : [1,n] — [1,m] que
tiene la propiedad de diferencias distintas; dicho de otro modo, una
secuencia sonar es una funcién Sidon de [1,7] en [1,m].
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Secuencias Sonar y Arreglos Cos

Una secuencia sonar de orden m X n es una funcién f : [1,n] — [1,m] que
tiene la propiedad de diferencias distintas; dicho de otro modo, una
secuencia sonar es una funcién Sidon de [1,7] en [1,m].

Una secuencia sonar modular m X n es una funcién f : [1,n] — Z,, con
la propiedad de diferencias modulares distintas.

Definicién

Un arreglo Costas de orden n es una permutacién f : [1,n] — [1,n] que
tiene la propiedad de diferencias distintas; es decir, un arreglo Costas es
una funcién Sidon biyectiva de [1,n] en [1,n].




de Secuencias Sonar y Arreglos Costas

Problema 1

Para m fijo encontrar el mayor n para el cual ezxiste una secuencia sonar
m X n.
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Construciones de Secuencias Sonar Modulares

Teorema (Construccién cuadratica)

Sean p un primo impar, a,b, c enteros tales que a Z 0 (mod p). La funcion
f:[1,p+1] = 2, definida por f(i) = ai® + bi + ¢ es una secuencia sonar
modular p x (p+ 1).

Teorema (Construccién Shift)

Sean q = p" una potenica prima, o un elemento primitivo de F2 y B un
elemento primitivo de Fq. La funcion f : [1,q] — Zq—1 definida por
f(@) =logsz(a'? + ') es una secuencia sonar modular (¢ — 1) X q.




Construciones de Secuencias Sonar Modulares

Teorema (Construccién Welch Exponencial Extendida)

Sean o un elemento primitivo modulo p y s un entero. La funcion
f:[0,p—1] = Z, definida por f(i) = o’ es una secuencia sonar modular
pxp. Sis=0, la funcidn f: [1,p — 1] = Z, definida como antes es una
secuencia sonar modular p x (p — 1).

Teorema (Construccién Welch Logaritmica)

Sea oo un elemento primitivo modulo p. La funcidn f: [1,p — 1] = Zp—1
definida por f(i) = log, i es una secuencia sonar modular (p — 1) x (p —1).




Construciones de Secuencias Sonar Modulares

Teorema (Construccién Golomb-Lempel)

Sea q > 2 una potencia prima, y sean «, B elementos primitivos de Fy. La
funcidn f:[1,q — 2] = Zq—1 definida por definida por f(i) = j si y sdlo si
o'+ 47 =1 es una secuencia sonar modular (g —1) x (¢ —2). Si a = 8 esta
construccion se conoce con el nombre de construccion Lempel.




Nuevas Construcciones de Secuencias Sonar Modulares

Nuevas construcciones de Secuencias Sonar Modulares, que provienen de los
conjuntos de Sidon tipo Bose y tipo Ruzsa.

Sean m,b € N y A ={a1,...,an} un conjunto de Sidon en el grupo aditivo
Zmp. Si Amod b:={amodb:ae A} = [1,n], entonces la funcion
f:[1,n] = Zm definida por f(i) = L“—I;J, es una secuencia sonar m X n,
donde a; es el unico elemento en A tal que a; = ¢ mod b.
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Ejemplo

Sean ¢ = 9, mb = 80 = 8 x 10.

Un conjunto de Sidon con 9 elementos en el grupo aditivo Zso que proviene
de la construccién de Bose es:

B ={1,6,13,14,28,49, 52,75, 7T} J
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Ejemplo

Sean ¢ = 9, mb = 80 = 8 x 10.

Un conjunto de Sidon con 9 elementos en el grupo aditivo Zso que proviene
de la construccién de Bose es:

B ={1,6,13,14,28,49, 52,75, 7T} J

Este conjunto satisface que

B(mod10) = {1,6,3,4,8,9,2,5,7} = [1,9].

Entonces por el Teorema anterior si consideramos m = 8, b = 10 la funcién

f : [1,9] — Zs
i f(i) = [b:/8]

donde b; € B, es una secuencia sonar modular 8 x 9.
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Explicitamente,

1=1( )
52 = 2( )
13 = 3( )
14 = 4( )
75 = 5(mod10)

6 =6( )
TT=17( )
28 = §( )
49 = 9( )

S ={(1,0),(2,5),(3,1),(4

mod10) = b; =1

mod10) — by = 52
mod10) — b3 = 13
mod10) — by = 14

mod10) — bg = 6

mod10) — by =77
mod10) — bg = 28
mod10) — by = 49

Nuevas Construcciones de Secuencias Sonar Modulares

(1) =|1/10] =0
—f(2) = |52/10] = 5
—f(3) = |13/10] =1
—f(4) = |14/10] =1
—f(5) = [75/10] =7
—f(6) = [6/10] =0
—f(7) = (77/10| =7
—f(8) = |28/10] =2
—f(9) = |49/10] = 4

'1),(5,7),(6,0),(7,7),(8,2),(9,4)}
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Nuevas Construcciones de Secuencias Sonar Modulares

BOSE

Corolario 1
Sean ¢ una potencia prima, § un elemento primitivo del cuerpo finito F; y

B(g,0) un conjunto de Sidon tipo Bose en el grupo aditivo Z,2_;.
La funcién f : [1,q] — Z4 definida por

iy = | 2 .

es una secuencia sonar modular (¢ — 1) x g, donde b; es el unico elemento
en B(q,0) tal que b; = ¢ mod (q + 1).




Nuevas Construcciones de Secuencias Sonar Modulares

RUZSA

Corolario 2
Sean p un nimero primo, 6 un elemento primitivo del cuerpo finito F, y

R(p,6) un conjunto de Sidon tipo Ruzsa en el grupo aditivo Z,2_,.
La funcién f : [1,p — 1] = Zp—1 definida por

= ||,

es una secuencia sonar modular (p — 1) X (p — 1), donde 7; es el unico
elemento en R(p,0) tal que r; = ¢ mod p.




Nuevas Construcciones de Secuencias Sonar Modulares

RUZSA J

Corolario 3
Sea R(p,0) un conjunto de Sidon tipo Ruzsa en el grupo aditivo Zy2_,,.
La funcién f : [1,p — 1] — Z, definida por

fiy =" |

es una secuencia sonar modular p X (p — 1), donde r; es el Unico elemento
en R(p,0) tal que r; =i mod (p — 1).




Propiedades de las secuencias sonar modulares

Se pueden hacer algunas transformaciones en las secuencias sonar modulares
m X m para obtener mejores secuencias sonar, estas transformaciones son:

@ Agregar a médulo m, f14(2) = [f(i) + a] (modm).
@ Multiplicacién por v médulo m, fx. (i) = uf(i)(modm).

@ Cizallamiento por s médulo m, fechear(s)(4) = [f(4) + si] (modm).
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Propiedades de las secuencias sonar modulares

Se pueden combinar las anteriores transformaciones obteniendo el siguiente
resultado.

Teorema

Si f es una secuencia sonar modular m X n y u es una unidad moédulo m ,
entonces g definida por

g(t) =uf(i) +si+a

es una secuencia sonar modular m X n.




Ejemplo

Usando el ejemplo que proviene de la construcciéon de Bose, tenemos la
secuencia sonar modular 8 x 9

5 ={(1,0),(2,5),(3,1),(4,1),(5,7),(6,0),(7,7), (8,2), (9,4) }

o (@)

o0
o o

1234561789
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Ejemplo

Si aplicamos la propiedad (1) a la secuencia sonar anterior tenemos que la
funcién:

f+1:[1,9] = Zs definida por fy1(i) = f(i) + 1

produce la secuencia sonar modular:

5 ={(1,1),(2,6),(3,2),(4,2),(5,0),(6,1),(7,0), (8,3),(9,5)}

o =~ DD WMo o N

(%] (]
1 234567829
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Ejemplo

Ahora si aplicamos el tltimo teorema y consideramos la funcién:
g : [1,9] — Zs definida por g(i) = 5f(z) + 3i + 2

obtenemos la siguiente secuencia sonar modular

S1={(1,5),(2,1),(3,0), (4,3), (5,4), (6,4),(7,2), (8,4), (9, 1)}

123456789

o =N W s o N
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