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Abstract

En este trabajo se estudiara la electrodindmica escalar (SQED,) y la electro-
dindmica escalar de primer orden en el formalismo de plano nulo. Se utilizara el
formalismo de Dirac para sistemas con vinculos con el fin de realizar un andalisis
detallado de la estructura de vinculos en ambas teorias. Se impondrdn apropia-
das condiciones de de frontera en los campos para poder fijar el subconjunto
oculto de vinculos de primera clase que generan transformaciones de gauge im-
propias y asi obtener una tnica inversa de la matriz de vinculos de segunda clase.
Finalmente, escogiendo las condiciones de gauge de plano nulo, se determinan
los corchetes de Dirac asociadas a las variables dindmicas independientes.
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Capitulo 1

Introduccion

El éxito de la ecuacién de Dirac para describir particulas relativistas de espin
1

5 inspiro a algunos investigadores en buscar ecuaciones de onda de primer
orden que describan particulas de spin O y espin 1. De esta manera, G. Petiau
[1], R. Duffin [2], y N. Kemmer [3]| propusieron una ecuacién de primer orden
para describir particulas de spin O y espin 1 en una formulacién tnica que
sigue las ideas propuestas por los trabajos de Broglie [4]. Esta ecuacién de
primer orden es conocida como ecuacién de Duffin-Kemmer-Petiau o también
como teoria DKP y su forma matricial es muy similar a la ecuacién de Dirac

con la diferencia que las matrices equivalentes obedecen un dlgebra diferente.

Una caracteristica fundamental de la teoria de DKP es que su representacién
en un espacio tiempo (3 + 1) dimensional puede ser descompuesta en tres re-
presentationes irreducibles: La representacion 5 x 5 esta asociada a particulas
de espin 0, la representacién 10 x 10 correspondiente a particulas de espin 1
y una representacién 1 x 1 la cual no tiene significado fisico. Durante el pe-
riodo de 1939 hasta aproximadamente 1970 la mayoria de los trabajos acerca
de la ecuacién DKP fue dirigida al desarrollo del formalismo e investigacién
de particulas cargadas DKP en interaccién con un campo electromagnético.
Célculos correspondientes a diferentes procesos basados sobre las ecuaciones
de DKP y de Klein-Gordon condujeron a resultados idénticos en aproximacio-
nes de on loop [5]. Una importante contribucién para entender esas ecuaciones
fue hecha por A. Wightman [6], quien mostré que cuando el campo de DKP
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es acoplado al campo electromagnético las ecuaciones de DKP para particulas
de espin 1 es estable bajo suaves perturbaciones locales del campo externo.

A la mitad del siglo pasado, Dirac impuso dos requerimientos sobre sistemas
dindmicos relativistas: relatividad espacial y que las ecuaciones de movimien-
to deban ser expresadas en forma Hamiltoniana. Estas condiciones no definen
el sistema dindmico pero limitan las posibles formas que éste pueda tener.
Una completa descripcién de la dindmica implica que se especifique todas las
posibles interacciones que el sistema pueda tener. La evolucién de un sistema
en mecanica no relativista es determinada por el Hamiltoniano: el estado del
sistema en un instante t = cte permite calcular su comportamiento en un ins-
tante posterior. Dirac propuso tres diferentes formas de dindmica relativista
dependiendo del tipo de superficies donde las condiciones iniciales fueran con-
sideradas [7]. La primera forma, identificada como frente forma , es aquella
cuando se selecciona una superficie tipo espacio y es la que frecuentemente se
utiliza. La segunda forma, punto forma, es aquella consistente en considerar
una rama de la superficie hiperbdlica x"x,, = k2, Xo > 0y finalmente, el frente
forma, es una superficie de una simple onda de luz cominmente identificada
como formalismo de plano nulo.

En el frente forma dos puntos a tiempos iguales poseen separacién tipo espacio
y por tanto los campos definidos en esos puntos son cantidades independien-
tes. Sin embargo, en el plano nulo la situacién difiere porque el principio de
micro-causalidad conduce a un requerimiento de localidad en las componentes
transversales y de no localidad en la coordenada longitudinal [8]. Las coorde-
nadas de plano nulo no son relacionadas por una trasformacién de Lorentz a
las coordenadas tradicionales utilizadas en el rente forma y como tal las des-
cripcién del mismo contenido fisico en una teoria dindmica sobre el plano nulo
podria resultar diferente del aquella descrita en el tratamiento convencional

[9].

Una importante ventaja sefialada por Dirac de la formulacién de plano nulo
es que siete de los generadores del grupo de Poincare son cinemdaticos mien-
tras que en el tratamiento convencional solo seis tiene esta propiedad. Otra
interesante caracteristica de una teoria relativista descrito en el plano nulo
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es que da origen a Lagrangianos singulares, es decir, a sistemas dindmicos
con vinculos [10]. Esto en general conducer a una reduccién en el nimero de
operadores de campo independientes en el correspondiente espacio de face.

La ecuacién de DKP ha sido utilizada con éxito en el andlisis de interaccio-
nes relativistas entre hadrones y nucleos. Este ecuacién relativista de primer
orden permite describir de una manera unificada bosones de espin 0 y 1, resul-
tando asi en un mecanismo alternativo a las formulaciones convencionales de
segundo orden de Klein-Gordon y Proca. Las ecuaciones de DKP se asemejan
mucho a la ecuacién de Dirac, no obstante las dlgebras asociadas a las matri-
ces [3, difieren substancialmente de las matrices y,. La equivalencia entre las
ecuaciones de DKP y las ecuaciones de Klein-Gordon y Proca fue demostrada
para el caso de las interacciones vectoriales minimamente acopladas [11] aun
canto la equivalencia entre la ecuacién de DKP y y la ecuacién de Proca ya
tuvo un precedente si no se consideran corrientes parcialmente conservadas
en las interacciones [12].

La gran variedad de acoplamientos incapaces de ser expresados en la formula-
cién de Klein-Gordon y Proca garantiza mayor contenido fisico para sistemas
descritos a partir de la teoria de DKP. Los acoplamientos se clasifican de
acuerdo al comportamiento de los mismos bajo transformaciones de Lorentz.
Los acoplamientos escalares y vectoriales han sido utilizados para describir
la dispersidén eldstica mesdén-nucleén con mejores resultados experimentales
comparados a aquellos obtenidos a partir del formalismos de Klein-Gordon y
Proca [13].

Al investigar la equivalencia entre las teorias de DKP y su contraparte de se-
gundo orden, algunos resultados recientes fueron adicionados como la prueba
de equivalencia entre los elementos fisicos de la matriz S para el campo de
particulas escalares interactuando con los campos externos electromagnéticos,
Yang-Mills y gravitacional [14]. La teoria de DKP mostré su equivalencia a las
teorias de segundo orden cuando presentan un acoplamiento minimo al cam-
po electromagnético donde fueron analizados también los términos anémalos
que surgen en el Hamiltoniano de la ecuacién de onda acoplada [15]. La teoria
de DKP relativista ha sido aplicada con éxito en la mecdnica cudntica en el

7



estudio de osciladores de bosones escalares y vectoriales [16], de osciladores
en espacios no conmutativos [17], en la QCD [18], en el estudio de Hamilto-
niano covariante [19], en la condensacién de Bose-Einstein [20], en el campo
electromagnético a temperatura finita [21], etc.

La electrodindmica escalar de primer orden describe un campo de DKP en la
representacién 5 x 5 con acoplamiento minimo a un campo electromagnético.
Dada la estructura singular de la densidad Lagrangiana que describe el campo
DKP y la naturaleza gauge del campo de Maxwell, un andlisis consistente de
la teoria requiere un procedimiento candnico apropiado que garantice compa-
tibilidad entre los vinculos que surgirdn de la teoria y un apropiado conjunto
de corchetes de Poisson. Ahora, siendo que el estudio se realizara en las coor-
denadas de plano nulo, se deberd construir una representacién adecuada de
las matrices {3, y del campo fundamental de DKP. Ademas, se debera esperar
que la estructura de vinculos que surgen en la teoria sea, de alguna manera,
equivalente a los resultados que ya se han derivado en las coordenadas usuales
[15]. Siendo que se deben obtener un conjunto de corchetes consistente que
los vinculos de primera clase, apropiadas condiciones de gauge tendrdn que
ser derivadas.

Neville and Rohrlich [22] observaron que la cuantizacién sobre el plano nu-
llo significa cuantizar sobre las superficies caracteristicas de las ecuaciones de
campo cldsicas, es decir se debe especificar condiciones sobre ambas carac-
teristicas, x© = cte, x~ = cte, y no solo sobre un plano nulo. Mc Cartor’s
[23] demostré que al cuantizar fermiones sin masa en (14 1) en ambas carac-
teristicas implica que existan conmutadores a iguales x* y x~ en la descripcién
Hamiltoniana y asi dos pardmetros de evolucién temporal dificultara determi-
nar una Unica formulacién Hamiltoniana. Sin embargo, Steinhardt [24] destaco
un importante problema asociado al procedimiento de cuantizacién sobre el
plano nulo. Después que la condicién de gauge ha sido introducida a la teoria
y los vinculos han sido eliminados de la misma de tal manera que no existan
mas transformaciones de gauge propias, existen transformaciones de gauge
impropias que son consecuencia de no definir apropiadamente las condiciones
de frontera y que por ende no se pueden eliminar introduciendo condicio-
nes de gauge adicionales ya que pueden eliminar posibles estados fisicos [25].
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Ademds, la presencia de las transformaciones de gauge impropias no permite
definir coherentemente los conmutadores de la teoria.

Una caracteristica fundamental de una teoria relativista sobre el plano nulo
es que ésta describe un sistema dindmico con vinculos, por ende, el procedi-
miento estdndar de Dirac [26] sera utilizado para analizar consistentemente la
teoria.

Neville and Rohrlich [27] estudiaron la electrodindmica escalar SQED, en la
cual un campo de espin O cuantizado interactua con un campo electromagnéti-
co cuantizado de fondo. La electrodindmica cudntica es obtenida consideran-
do que los campos escalar y electromagnético son operadores en un espacio
de Hilbert y requiriendo que las ecuaciones de campo asociadas deberan ser
implementadas con convenientes relaciones de conmutacién. La dindmica con-
sistird en la evolucién del sistema fuera de un dado plano nulo con relaciones
de conmutacién entre los operadores especificadas sobre el plano nulo siempre
y cuando ellas no involucren derivadas con respecto al pardmetro de evolucién
temporal x™.

Los autores del presente proyecto realizaron un estudio canénico detallado de
SQEDy sobre las coordenadas de plano nulo [28]. Se mostré que la SQED,
sobre el plano nullo posee una ley de Gauss que resulta de una combinacién
lineal de los vinculos asociados al sector electromagnético y escalar consecuen-
cia de los vinculos de segunda clase que resultan del sector escalar. Cuando
la condicién de gauge de plano nulo se utiliza los vinculos de primera clase
se transforman en de segunda y apropiadas condiciones de frontera sobre los
campos permite eliminar el subconjunto oculto de vinculos de primera clase.
Los conmutadores derivados, via principio de correspondencia de los corchetes
de Dirac, resultan consistente con los resultados presentados en la literatu-
ra [29] siendo que en [28] los conmutadores fueron calculados cuantizando los
corchetes de Dirac derivados a nivel clasico y y siguiendo un cuidadoso analisis
de la estructura de vinculos de SQEDy.
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Capitulo 2
El Plano Nulo

Dirac establecié que un sistema relativista deberia cumplir con dos requisitos
[31]:

= La relatividad exige que las leyes de la fisica se expresen en términos
de un sistema de coordenadas curvilinea en el espacio-tiempo y que
ademads ellas deban ser invariantes por transformaciones de un sistema
de coordenadas a otro.

= Segln la mecdnica cudntica, las ecuaciones de movimiento tienen que
ser expresadas en forma Hamiltoniana.

Eistos requerimientos no definen un sistema dindmico pero si limitan las po-
sibles formas que este puede tener. Una completa descripcién de la dindmica
del sistema implica que se deba especificar todas las posibles interacciones.
Por tanto, es de vital importancia considerar nuevos sistemas dindmicos y ve-
rificar si ellos describen el mundo atémico de una manera mas adecuada [31].
Después de todo, estos nuevos sistemas dindmicos deberdn cumplir con los
requisitos de relatividad general y las ecuaciones de Hamilton de movimiento.

Por otra parte, la dindmica no relativista tiene una tnica forma posible ya
que las interacciones deben estar contenidas en el Hamiltoniano y todos los
otros generadores del grupo de Galileo son independientes de la interaccién.
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De acuerdo a Dirac, el problema central para una general formulacién Hamil-
toniana es proporcionar una representacién particular de los dies generadores
del grupo de Poincare los cuales son definidos por las siguientes relaciones de
corchetes de Poisson:

{P“,PV} =0

{MM\’)PP} — g'PP* — gHPPY
{ M MPTL = ghIMYe — g MY - @M+ g MR, (2.1)

en términos de un conjunto de variables dindmicas independientes, tales co-
mo las coordenadas, los momentos, el espin, etc. Por lo tanto, alguna teoria
dindmica invariante de Poincare que describe por ejemplo la interaccién de
particulas deberd proporcionar una realizacién particular del dlgebra de poin-
care (2.1).

Una realizacién elemental de (2.1) consiste en escoger un punto del espacio-
tiempo x" y su respectivo momento conjugado p¥ como variables candnicas
de tal manera que satisfagan la siguiente dlgebra:

{x“,pv} =—g" {x”,xv} =0 , {p”,pv} =0, (2.2)

de tal manera que los correspondientes generadores de Poincare tienen la
siguiente estructura:

P =p* | MHY = xtpY —x"p* (2.3)

con lo cual se puede mostrar que (2.1) es satisfecha. Sin embargo, a pesar
de que (2.3) es una representacién covariante sufre de varias deficiencias. Por
ejemplo, ésta no describe ninguna interaccién; para un sistema de particulas
los generadores son simplemente la suma de los generadores de una simple
particula. Ademds, la representacién (2.3) no lleva en consideracién las con-
dicién on-shell p> = m? que garantiza la causalidad relativista.

Con el fin de solucionar ésta situacién se procede a elegir una variable de
tiempo, es decir, una foliacién del espacio-tiempo en el espacio tiempo X con
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normal tipo luz o tipo tiempo. La superficie X~ deberd ser escogida de tal
manera que ésta cruce todas las posibles lineas de mundo una y solo una
vez. A parte de esta necesaria consistencia con causalidad, la foliacién parece
arbitraria. Sin embargo, dada una particular foliacién uno puede preguntar
por los generadores de Poincare que dejan la hiper-superficie X invariante. El
conjunto de tales generadores definen un subgrupo de grupo de Poincare lla-
mado grupo de estabilidad Gy de X. Los generadores asociados son llamados
cinemdticos en tanto que los otros son denominados dindmicos. Los genera-
dores dindmicos mapean X en otra hiper-superficie £’ y por tanto involucran
la evolucién temporal. Por tanto, se espera que éste tipo de generadores de-
penden del Hamiltoniano, y en consecuencia de la interaccién, ya que es una
cantidad dindmica.

Se espera que el grupo de estabilidad que corresponde a una hiper-superficie
irregular y que no tenga un alto grado de simetria sea vacio. Por ende, se
exigird que el grupo Gy actué transitivamente sobre X, es decir, que dos puntos
sobre X se puedan conectar por una trasformacién que pertenece a Gy.

La construccién de una teoria dindmica se realiza en dos pasos:

= Primero se especifica los generadores del grupo de estabilidad, es decir,
se determina la cinemadtica dentro de la superficie X. La caracteristica
principal de estos generadores es su independencia de la interaccién con
lo cual las variables dindmicas y los estados fisicos se transforman, bajo
el grupo de estabilidad, de un manera simple.

= Se tienen en cuenta los generadores de Poincare que no pertenecen al
grupo de estabilidad y que transforman la superficie ¥ en alguno otra
superficie . En particular, estos generadores describirdn la evolucién
del sistema como una funcién del tiempo. Estos generadores contienen
toda la informacién de la dindmica del sistema, y por ende se conocen
como formas Hamiltonianas segin Dirac.

El mismo procedimiento puede ser aplicado a la dindmica no relativista, para
la cual el grupo a considerar es el de Galileo. para este caso existe una tnica

13



superficie inicial con la propiedad de interceptar cada linea de mundo una
sola vez; ésta es la superficie x° = cte. Por lo tanto, hay una manera posible
de dividir el grupo de Galileo en una parte cinemdtica y otro dindmica. El
subgrupo de Galileo que mantiene invariante el instante x° = cte posee nueve
generadores, y ademads, se presenta un simple Hamiltoniano que genera des-
plazamientos en el tiempo. Dirac establecié que la unicidad del Hamiltoniano
no relativista es perdida en el caso n relativista. La razén es que la causalidad
restringe la familia de lineas de mundo y permite un gran nimero de super-
ficies X [31, 33]. En principio, alguna superficie que no presenta direcciones
tipo tiempo podria ser considerada.

Si la hiper-superficie X no posee simetrias, el grupo de estabilidad es nulo, en
este caso la descripcién no contiene la parte cinemadtica y cada uno de los dies
generadores del grupo de Poincare es un Hamiltoniano. Por tanto, se considera
superficies X~ para las cuales el grupo de estabilidad Gy puede por lo menos
ser transitivo con lo cual todos los puntos sobre X son equivalentes. Con éste
requerimiento adicional existen cinco clases in equivalentes de superficies [33]

Tres de ellas fueron identificadas por Dirac [31]:

= El instante de tiempo T = x° = 0 conocido como instante forma (i).

» Una superficie del hiperboloide T = x> = a?> > 0,x° > 0 al que se

denomina punto forma (ii).

» La superficie definida por T = x° + x*> = 0, conocida como plano nulo

(ii).

Una reciente clasificacién de todos los subgrupos del grupo de Poincare
tiene en cuenta dos clases posibles y adicionales de superficies iniciales con
sus respectivos grupos de estabilidad [34]. Una de ellas consiste en considerar
una de las superficies del hiperboloide T = x{ —x§ — x5 = a> > 0, x® > 0
(iv) en tanto que la otra es definido por: T = x5 —x3 = a?> > 0, x* > 0 (v).
Asi, la unicidad de la descripcién Hamiltoniana no relativista resulta ser cinco
veces ambigua en el caso relativista. Eis importante tener en cuenta que para

si en todas las formas se toma lim. ,,, T = t, esto implica que en el caso no
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relativista existe solo una posible foliacién conduciendo al tiempo absoluto
Galileano. Esto es consistente con el hecho que no existe una velocidad limite
en el caso no relativista y por tanto la hiper-superficie 2, : t = cte es la tinica
qgue corta todas las posibles lineas de mundo.

Con el fin de determinar cual de los generadores del grupo de Poincare son
cinemadticos, se utiliza el hecho que la accién del grupo de Poincare sobre
alguna funcién F (x) es dada por:

5F (x) = {F(x),éG} 5 F — 2 Sw (MY — XN, (24)

2
donde §G = da,P*— 1 8w, M*" es el generador de las trasformaciones infini-
tesimales de Poincare. Considerando que X es de la forma ¥ : T=F(x) y que
P¥ y M* como generadores cinemdticos para algtin valor de u o v, entonces,
para estos indices particulares se deberd cumplir que:

o"F=0 , (x*0Y —xYo")F =0, (2.5)
es decir, el gradiente y la "derivada angular”de F (x) deben ser nulos.

Segun Dirac [31] las dies cantidades fundamentales para un sistema dindmico
son tales que algunas de ellas son simples y otras tienen una estructura mas
compleja. Las cantidades complejas son identificadas con los Hamiltonianos
y tienen el mismo papel de un Hamiltoniano en la dindmica no relativista.
En tanto que las cantidades simples serdan identificadas como los generadores
cinemadticos. La eleccién del tiempo Galileano T = t es generalmente la mas
comun, aun en el caso relativista, por tanto, se construird la representacién
asociada de los generadores del grupo de Poincare sobre la hiper-superficie
Y :t = 0. La idea es usar el vinculo p> = m? para eliminar la variable
conjugada a t y que en este caso es: p° = N-p = (p*+m?)2, siendo N un vector
normal al hiper-plano y posteriormente elegir x° = 0 en (2.3). Utilizando la
idea de Dirac [31], se adiciona el vinculo on-shell a los generadores de Poincare
(2.3) mediante multiplicadores de Lagrange,

P = p*+ A" (p* —m?)
MK = Xupv o vap + ARV (pZ . 2) )
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Ahora, se impone la condicién de que el lado derecho sea independiente de
p°. Derivando la parte derecha de (2.6) y (2.7) con relacién a p° y resolviendo
se determina los siguientes valores para los multiplicadores de Lagrange:

Xi
— 2p0 ,

1

0 __
}\——2—po y

A=0 , A= AT =0, (2.8)

De esta manera, los generadores de Poincare, por su estructura simple, de
cardcter cinematico son:

Pl=p' , MY =x'p—¥p}, (2.9)
en tanto que los de caracter dindmico tienen la siguiente forma:

con w, = (p'p'+m?)2. Comparando con (2.3), p° fue substituido por w, y x°
se torna nulo. Como regla se puede observar que los generadores que contienen
p°® en la representacién (2.6) y (2.7) tienen en cuenta los multiplicadores
de Lagrange que no desaparecen. Ellos se identifican como los generadores
dindmicos, que en el caso del instante forma son dados por el Hamiltoniano
P° y los generadores boosts M. De acuerdo con la relacién (2.5), para X :
T=F(x) =t = cte, se deduce que:

0F(x)=0 , (x'0—x0")F(x)=0. (2.11)

de tal manera que X : t = cte es invariante por rotaciones y traslaciones, con
lo cual se establece que el grupo de estabilidad tiene dimensién seis. De otra
manera,

F(x)=1+#£0, (xX°—x0°)F(x)=—x #0. (2.12)

A parte del Hamiltoniano, los boost son generadores dindmicos por tanto
Y .t = cte no es invariante por transformaciones generadas por este tipo
de elementos ya que éstos generadores mezclan las coordenadas de espacio
y tiempo. Las representaciones (2.9) y (2.10) garantizan que el 4lgebra de
Poincare sea compatible con el vinculo x° = 0. Utilizando la relacién {x, p'} =
5Y es posible mostrar que los generadores (2.9) y (2.10) obedecen los corchetes
de Poisson (2.1).
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Tal como ocurre en el instante forma, se puede construir la representacién
asociada a los generadores de Poincare sobre €l plano nulo £ : T = x" =
x° 4+ x3 = 0 el cual se identifica como un plano tangente al cono de luz. Esta
hiper-superficie puede equivalentemente ser vista como el frente de onda de
una onda de luz plana viajando hacia la direccién z positiva. Por ello, la
hiper-superficie ¥ := x™ = 0 es también denominada frente de luz.

Ahora, con €l fin de eliminar la variable canénica conjugada a x*, es decir, p~
y posteriormente seleccionar x* = 0 en (2.3), se considera que el lado derecho
de las ecuaciones (2.6) y (2.7) sean independientes de p~—. De esta manera, se
puede mostrar los siguientes valores para los multiplicadores de Lagrange:

1
2p*
+ .
_X— =0 ) AT =— * y
2p* 2p*

AT=A'=0 , A =

i

AT = AT=0. (2.13)
Por tanto, se obtiene la siguiente representacién (3 + 1) de los generadores de
Poincare de cardcter cinemaético:

Pi _ pi ) P+ — p+ , M—i—i — _Xip-l-)
Mt~ =—xp" |, MZ=x'p2—x%*p'. (2.14)

De igual manera, los generadores de cardcter dindmico se puede expresar de
la siguiente manera:

_ pipie m2

p p+

, Mi=x7p —x'p, i=1,2. (2.15)
Sietes de los generadores de Poincare son cinemdticos asi que el plano nu-
lo conduce al grupo de estabilidad de mayor dimensién. La dimensién de os
grupos de estabilidad paras hiper-superficies (i), (ii), (iv) e (v) son 6, 6, 4,
4, respectivamente. Ademds, los grupos de estabilidad de las superficies (i)
hasta (v) no son isomérficos, con lo cual ellos no pueden ser deformados uno
en otro por difeomorfismos [32]. De esta manera, de las teorias Hamiltonianas
invariantes de Poincare basadas sobre superficies in-equivalentes iniciales en
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un instante de referencia difieran de la manera por la cual los dies generadores
de Poincare son divididos en cinemdéticos y en dindmicos [33]. El cuestiona-
miento que surge es si la diferencia es solo formal o existen consecuencias
fisicas inherentes, hasta el momento no surgen respuestas desde el trabajo de
Dirac [31].

Es importante destacar que el Hamiltoniano P~ no contiene una raiz cuadrada
como ya lo habia sefialado Dirac. Sin embargo, existe una singularidad en
p™ = 0 que resulta peculiar y que en el lenguaje de teorias gauge corresponde
a que la matriz de Faddeev-Popov desperezca. También, se puede destacar
que para un valor positivo de p™ el signo del Hamiltoniano P~ es también
positivo, con lo cual no existe ambiguedad en el signo de la energia en la
formulacién del plano nulo. No obstante, para una particula de masa cero y
p' =0, el valor de p™ = 0 conduce a un valor indeterminado de P~. Aun, para
particulas masivas, se debe dar una prescripcién para desplazarse alrededor
de la singularidad p* = 0.

2.1. Algebra de Poincaré

Se considera un boost en la direccién z con rapidez w, que expresado en el
sistema de coordenadas del instante forma, el boost se escribe de la siguiente
forma:

t'=tcoshw+zsinhw , 2z =zcoshw + tsinhw . (2.16)

Se sabe que las transformaciones de boost mezclan coordenadas espaciales y
temporales, de la relacién (2.16) se puede determinar que la accién del boost
en el plano nulo tienen la forma:

Xt =ex" | X" =e%", (2.17)

entonces, las trasformaciones de Lorentz tienen una forma muy simple en este
sistema de coordenadas, donde la caracteristica mas notable es que las varia-
bles x™ y x~ no llegan a ser mezcladas bajo esta trasformacién [34]. Estas sim-
plemente sufren una trasformacién de escala manteniendo el producto x™x~
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2.1. Algebra de Poincaré

invariante. Las coordenadas de plano nulo diagonalizan el boost en la direc-
cién z. Se debe notar que los puntos sobre la hiper-superficie £ : x© = 0 son
mapeados sobre ella misma, con lo cual, el generador M~ = 2M30 = —2K?3, es
cinemdtico. No obstante, los otros generadores cinemdaticos Mt acttian sobre
las coordenadas transversales manteniéndolas inalterables [32, 33].

Las relaciones de corchetes de Poisson no nulos de los siete generadores de
Poincare son:

(MM} = eImY (2.18)
{M12,Pi} — EUPJ
(MY P~} = —2p
{M—H’Pj} _ _6ijp+,

com i = 1,2, en tanto que el restante conjunto de corchetes de Poisson son
nulos. Es interesante considerar el grupo de Galileo bidimensional donde los
generadores, para una particula libre de masa m, son:dos momentos k!, un mo-
mento angular L = ¢Yx'p/,, dos trasformaciones de boost de Galileo G' = mx!,

un Hamiltoniano H = ¥X y la masa m que es el operador de Casimir. Utilizan-

do {x', K} = &Y e identificando P! «» ki, M'? & L, M* 5 —2G}, P™ 5 2m
y P~ < H, de puede mostrar que (2.18) es una subalgebra del édlgebra de
Poincare isomorfa al dlgebra de Lie del grupo de Galileo bidimensional [36].
Las primeras dos relaciones en (2.18) establecen que M™ y P! se trasforman
en vectores bidimensionales. Por tanto, se espera que la cinemdtica del plano
nulo muestre un comportamiento no relativista que es asociado a la dimensién
transversa y gobernada por el grupo de Galileo bidimensional [37].

Es importante destacar algunas caracteristicas fundamentales de las coorde-
nadas de plano nulo:

0 3
= Las coordenadas de plano nulo x* : (x*, x*, x), donde x* = *72=
x* = (x!, x?) no estén relacionadas por una trasformacién de Lorentz

con las coordenadas tradicionales x* : (x° =1, x!, x* x*) [38], por lo
tanto, la descripcién del mismo contenido fisico de una teoria dindmica
sobre el plano nulo, que estudia la evolucién temporal del sistema en x™*
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en lugar de x°, podria ser diferente de aquel determinado por el trata-
miento convencional. este es el caso de la descripcién del rompimiento
de simetria y del estudio de los modelos de teorias gauge en dos dimen-
siones, en donde fue demostrado que la cuantizacién sobre el plano nulo
es apropiada para la exhibicién de los grados de libertad relevantes, lo
cual conduce a un espacio de Hilbert fisico [39, 40].

En general, se conoce que dos puntos que pertenecen al hiperplano x° =

cte son separados por distancias tipo espacio (x —y)* = (x° —yo)z —
(x—y)2 = — (x—y)2 < 0 y la separacién se torna tipo luz cuando
los dos puntos coinciden. Sin embargo, los puntos en el hiper-plano
xT = cte, también tienen una separacién tipo espacio cuando x' # y',
(x—y)? = (xt—yH) (x —y ) — (d—y) = —=(x*—y})* < 0y se
torna tipo luz en el caso x' = y', no obstante, con la diferencia de
que los puntos no necesitan coincidir ya que (x~ — Yy~ ) no requiere ser
nulo. Este observacién cuando combinada con el principio de micro-
causalidad, establece que la dindmica en el plano nulo puede llagar a ser
no local con respecto a las coordenadas longitudinales x~[41].

Una teoria dindmica en las coordenadas de plano nulo poseen una carac-
teristica general por el hecho de que ésta es siempre una teoria dindmica
por Lagrangianos singulares [42] y la construccién de una formulacién
Hamiltoniana consistente no es simple. El procedimiento de Dirac [43]
o métodos andlogos para el estudio de sistemas dindmicos con vinculos
deberdn ser utilizados. Una formulacién Hamiltoniana clasica autocon-
sistente es la mas conveniente para cuantizar las teorias via principio de
correspondencia de los corchetes de Dirac con los conmutadores/anti-
conmutadores de los correspondientes operadores.



2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano
Nulo

Con el fin de iniciar la discusién se considerara el campo escalar libre masivo
clasico ¢ (x) que satisface la siguiente ecuacién de campo:

(O +m?) ¢ (x) = 0. (2.19)

Eis conocido que sobre una superficie tipo espacio X, un conjunto completo de
condiciones iniciales es dado si se especifica el campo y sus derivadas sobre
dicha superficie. Ahora, la cuestién seria saber cual seria el valor del campo
en un punto arbitrario y fuera de la superficie. La solucién a este problema
se obtiene a este problema resulta de la solucién covariante de campo libre.
El siguiente teorema deberd ser considerado [44]:

Teorema 1 En un punto y fuera de la superficie tipo espacio X el campo
es dado por:

O ly) = L a*x [A(y —x) 05 (x) — b (x) %A (y — x)]
_ J d'xA (y — x) 06 (), (2.20)
>

donde A(y—x) es la funcién de Schwinger que tiene las propiedades:
es solucién de la ecuacion homogénea de Klein-Gordon-Fock (KGF), es
real, nula fuera del cono de luz y es antistmétrica. Por tanto, el campo
ast determinado corresponde a la propagacion causal o sea, ® (y) es solo
influenciada por puntos x € L que estdn atrds o delante del cono de luz

asociado a 'y, dependiendo de siy estd después o antes de L (ver Figura
2.1)

Si es selecciona a X como siendo una superficie plana con tiempo constante

x° = cte, la solucién apropiada del problema de valores iniciales se escribe
como: N
b(y) = | Exaly =)0} (). (2.21)
T
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Figura 2.1: En la primera figura el punto y es influenciado causalmente por
puntos que estdn en 2. En la segunda figura y influencia causalmente aquellos
puntos que estdn dentro de su cono de luz en 2.

LA solucién tradicional de teoria de campos es basada en la bien entendida
teoria de Cauchy-Kowalewski de las ecuaciones hiperbdlicas [45], que propor-
ciona teoremas para la existencia y unicidad de las soluciones cuando el campo
y sus derivadas temporales son conocidas sobre una hiper-superficie tipo es-
pacio. Ahora, surge la controversia sobre las condiciones para la existencia y
unicidad de las soluciones para datos impuestos sobre el plano nulo. Con el
fin de responser a ello, la ecuacién diferencial (2.19) se expresard en términos
de las coordenadas de plano nulo ?

("0 +m?) p=0. (2.22)

En término de las coordenadas de plano nulo, la ecuacién de KGF se expre-
sa en la forma canédnica de la ecuacién diferencial hiperbdlica [45] y x* son
denominadas como superficies caracteristicas de la ecuacién diferencial. En
la teoria de ecuaciones diferenciales parciales se demuestra que la especifi-
cacién del campo y un nimero finito de derivadas sobre una caracteristica
no determina una solucién tnica de la ecuacién diferencial [46]. Asi que se
esta tratando con un problema de valores iniciales caracteristicos cuando se
desea resolver ésta ecuacién, lo que implicard que se deben especificar condi-
ciones sobre ambas caracteristicas x* = cte. El problema de valores iniciales

1Se considerara el caso en dos dimensiones por simplicidad.
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2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

caracteristicos se formula de la siguiente manera: Determinar una solucién
¢ (xT,x7) que satisfaga las siguientes condiciones iniciales,

o (xFxg)=1T(x") , d(x3,x)=9g(x), (2.23)
y la condicién de continuidad
b (x3,%x5) =F(x§) =9 (x7) - (2.24)

Las funciones f y g que especifican ¢ sobre ambas caracteristicas son llamados
de datos caracteristicos. De acuerdo con Neville e Rohrlich [47], la solucién del
problema de valores iniciales caracteristicos se obtiene de la relacién (2.21) del
problema de Cauchy y utilizando el teorema de Gauss. Entonces, es posible
mostrar que:

o8 [A(y—x) 3% (x)| =0, (2.25)

recordando que ¢ como Asatisfacen la ecuacién de KGF'. Integrando la relacién
(2.25) por el volumen limitado por ABC (ver Figura 2.2), donde el plano

P

Figura 2.2: Contorno de integracién usado en la derivacién de (2.26).

x° = 0 intercepta la parte de atrds del cono de luz del punto P, AB: x° =0,
BC: x" =x5 y AC: x~ =x;. Por el teorema de Gauss se obtiene que:

Jd“xag [A(y—x)a?@(x) ~ 0
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0, explicitamente

(J ot >dz(")“” [A(y—x)éﬁmmlzo, (2.26)
AB BC CA

donde dX es el elemento de superficie apropiado y n* es un vector normal a
la superficie. De (2.21) se deriva que,

d(y) = d3xA( x) 05 (x)

— —

_ | dym(y—x)a:q)(xHJ dy Ay —x) 3 d (x), (2.27)
JCB CA

Debido a que la normal a un plano nulo se encuentra en el mismo plano, el
conocimiento de ¢ sobre el plano nulo implica su derivada normal. Se establece
el siguiente teorema [47]:

Teorema 2 La solucion de la ecuacidn de KGF (2.22) para m > 0 es uni-
camente determinada por (2.26) en la region coneza limitada por la cuna
formada por los planos x* = cte si ¢ se especifica sobre esos planos.

Utilizando el hecho que A desaparece sobre argumentos de tipo espacio,
(x —y)® < 0, las integrales en (2.26) se extienden desde la cufia (punto C
na Fig. (2.2)) hasta +oo, por lo tanto, esas partes que estdn fuera del cono
caracteristico de P no contribuyen a la integral. Si se compara (2.26) con (2.21)
se determina que el lado derecho de la solucién del problema de Cauchy, que
en término de las condiciones iniciales (2.23), se expresa:

o of 0
cl)(x+,x_):J dy* [A(x+_y+)x_—x5)ay—+—f(y )ay+A(X —yt,x —x&)}

+
X0

0

o0 0
+J dy~ {A(X“L—xg,x_—y_)—g_— (y~ )ay

. 5 AxT—x§),x — y‘} .
0

Esta es la solucién del problema de valores caracteristicos para la ecuacién
de KGF en el plano nulo en términos de las condiciones iniciales f y g y la
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2.2. Problema de Valores Inicias Sobre el Plano Nulo

funcién de Schwinger A. Entonces, con el fin de obtener una solucién dnica
es necesario especificar condiciones iniciales sobre las dos caracteristicas y no
solamente sobre una.

Para una teoria cudntica de campos en d = 1 + 1 dimensiones, la relacién
(2.28) implica que se debe cuantizar sobre el plano nulo [48]. para entender
mejor esta afirmacién, se sabe que el conmutador de dos campos escalares
libre se puede expresar en términos de la funcién de Schwinger de la siguiente
forma [49]:

b (x),d Y] =iA(x—y) ,

del cual se puede determinar los siguientes conmutadores a tiempos iguales
entre los campos en las coordenadas tradicionales:

(2.29)

00,0 oo =0 00, d(y)] =—iBx—y).  (230)
De la relacién (2.21) se puede determinar que:
00,0 ) = [z { [ 12,0 1] Alx -2~ [0 )] B x—2)}
(2.31)

Insertando en esta relacién la expresién (2.30) se obtiene la identidad (2.29).
Asi, la ecuacién (2.31) es una condicién de consistencia que expresa el conmu-
tador para tiempos arbitrarios diferentes x° > y° a través de las condiciones
de Cauchy a tiempo x° = y° [50].

Con el fin de derivar una condicién de consistencia andloga a (2.31), se es-
cogerd x; = 0; por lo tanto, usando (2.28) se obtiene que el conmutador de
campos a tiempos diferentes es dado por:

[ 0 0
0,0 =] " 2|8 (x—2) 32 1021, 0 ([0 (2), & ()] 52 2
o e At 2 01,0 ) HO @) 0 )] A (x-2

dxt=z*t
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lo que implica que para todo x* dos conmutadores independientes deben ser
especificados,

609, (Wl = e (F —y7), (239)

es decir, el problema de valores iniciales caracteristicos corresponde a cuanti-
zar en el plano nulo. En la literatura los conmutadores son especificados sobre
una sola caracteristica, usualmente x* = 0, lo cual es indispensable si se desea
una formulacién Hamiltoniana con un solo pardmetro de evolucién temporal
x*, lo que estaria en contradiccién con los resultados obtenidos. Por tanto,
la cuantizacién sobre una sola caracteristica es posible si condiciones sobre la
segunda son impuestas [47, 50]. Un caso interesante se obtiene si se mueve el

plano nulo x~ = cte hacia el pasado distante y sobre este imponer ¢ = 0;
explicitamente,
lim ¢=0 , Vx , x">xg, (2.34)
X ——00

obteniéndose de (2.28) la solucién:
_ X
b =|  ayax-y3 oM. (235)

Consecuentemente, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 3 Especificado ¢ sobre el plano x™ = xS’ y la condicion asintdtica
(2.34), la ecuaction de KGF, para m > 0, tendrd una unica solucion dada
por (2.35) en el plano x* > x3 [47].

Coroldrio: Cualquier solucion de la ecuacion de KGF que satisfaga
(2.34) y que se anule sobre el plano nulo definido por por x* = x;, también
se anula para x* > xj .

En (2.35) la integracién sobre y~ se extiende de —oo hasta 400, aun cuan-
do el conjunto abierto y~ € (x7, c0) no contribuya, ya que A desaparece para
argumento tipo espacio. Los puntos del cono caracteristico deberdn ser to-
dos internos al dominio de integracién , ¢ serd correctamente dada por ésta
ecuacién para algin x* > xar, pero en el limite cuando x* se aproxima de x;
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una condicién de convergencia para x~ — +oo sobre la integral (2.35) se hace
necesaria. Asi, se impone la siguiente restricciéon adicional:

lim =0 , sobre x" =xg, (2.36)

X —00

y, con esto, se verifica la consistencia de (2.35) tomando P sobre el plano nulo
+
Xy [47].
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Capitulo 3

Electrodinamica Escalar
SQED, en las Coordenadas
de Plano Nulo

En la mitad del siglo pasado Dirac propuso tres diferentes formas de dindmica
relativista las cuales dependian sobre los tipos de superficies donde los grados
de libertad son establecidos [31]. La primera denominada frente forma o
instante forma, es definida por una superficie tipo-espacio donde los corchetes
fundamentales de Poisson o los conmutadores son establecidos y el la que mas
frecuentemente se utiliza. La segunda forma, conocida como punto forma, y
es definida por la rama de la superficie hiperbélica x*x, = «? with x° > 0.
Finalmente, la tercera forma, frente forma, frente de luz, se da cuando se
elige la superficie de una onda de luz para estudiar los campos dindmicos. Este
superficie es generalmente referida como el formalismo de plano nulo y tardo
alrededor de 30 anos para que la idea de Dirac fuera aplicada a fenémenos
fisicos. Una caracteristica importante de una teoria relativista sobre el plano
nulo es que se da origen a Lagrangianos singulares, es decir, sistemas dindmicos
con vinculos, por lo tanto, el procedimiento de Dirac [43] puede ser utilizado
para analizar la estructura de vinculos de una teoria dada. Lo anterior conduce
a una reduccién en el nimero de operadores de campo en el respectivo espacio
de face.
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Es posible verificar que las trasformacién de las coordenadas usuales a las
coordenadas de plano nulo no es mediada por una trasformacién de Lorentz y
por ende el espacio de face es diferente cuando se compara con el convencional.
Como tal, la descripcién del mismo contenido fisico de una teoria dindmica
sobre el plano nulo, la cual estudia la evolucién del sistema en x* en lugar de
x°, puede resultar diferente de su equivalente en el tratamiento convencional
[53].

P. P. Srivastava [53] concluyo que la cuantizacién sobre el plano nulo significa
realizar la cuantizacién sobre las superficies caracteristica de las ecuaciones
de campo clasicas. Asi, esto implica que se tiene que especificar los datos
de Cauchy sobre ambas caracteristica , x* = cte y x~ = cte, y no solo
sobre un simple plano nulo. Ahora, McCartor [54] se pudo percatar que al
cuantizar sobre plano nulo fermiones libres sin masa en (1 + 1) sobre ambas
caracteristicas es necesario especificar conmutadores a tiempos iguales en x™
y x~, con lo cual la descripcién Hamiltoniana tendria dos diferentes tiempos
lo que podria impedir una formulacién Hamiltoniana apropiada.

Ademds, el trabajo de Steinhardt [55] mostré un importante problema asocia-
do con la cuantizacién sobre el plano nulo: después de establecer la condicién
de gauge para los vinculos de primera clase y los vinculos de segunda clase
fueran eliminados a través del procedimiento de Dirac no se podrian esperar
mas trasformaciones de gauge; sin embargo, aun persisten en el andlisis una
especie de trasformaciones de gauge impropias las cuales estarian relacionadas
con los modos ceros de las derivadas longitudinales 0_ y que aparecen a la
falta de apropiadas condiciones de frontera sobre los campos [56]. este hecho
no permitiria definir una tnica inversa para la matriz de vinculos de segunda
clase con la cual se construyen los corchetes de Dirac. Por lo tanto, trasfor-
maciones de gauge impropias podrian ser fijadas si apropiadas condiciones de
frontera son impuestas.

En este capitulo se estudiard la estructura de vinculos de la electrodindmica
escalar SQED, en forma detallada y las ecuaciones de movimiento de las
variables dindmicas serdn determinadas utilizando el Hamiltoniano extendido.
Se procedera a clasificar el conjunto de vinculos y a eliminar estos imponiendo
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condiciones de gauge y apropiadas condiciones de frontera sobre los campos.
Finalmente, se calcularan los correspondientes corchetes de Dirac entre las
variables dindmicas fundamentales.

3.1. Estructura de vinculos de la SQED4 en las
Coordenadas de Plano Nulo

La teoria gauge que se esta considerando es definida por la siguiente densidad
Lagrangiana en el espacio-tiempo de 4 dimensiones:

1 % «
£=—7FFuy + g Dud (Dyd)" — mipd*, (3.1)

donde ¢ es un campo escalar complejo de una componente, F,, = 0,A,—0,A,
denota el tensor de campo electromagnético, D,, = 9, +igA,, se identifica como
la derivada covariante. La densidad Lagrangiana (3.1) es invariante bajo la
siguiente simetria de gauge U (1):

. : 1
Cb_)ewc(x)d) : (b*ﬁeiwc()()d)* ) AuHAH_aa”a' (3.2)

Las ecuaciones de campo correspondientes son:

SL
— X R S
AL (x) 0, F* 4 0,
o (D;D*+m?) ¢* =0 (3.3)
3¢ (x) " ’ '
SL
——— = (D,D* ) ¢ = 0.
50" () (D.D*+m?) p =0

donde j* es la corriente definida como:

i* =igld (D*d)" — ¢"D"]. (3.4)
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Con el fin de calcular los momentos candnicos se re escribird la densidad
Lagrangiana (3.1) de la siguiente manera:

L= —%F”Vﬂw +D.¢ (D_¢)* + D_¢ (D;+¢)" + Didp (D*¢)"

—m?ood*. (3.5)

En la relacién anterior se han introducido el tiempo de plano nulo x™ y la
coordenada longitudinal x~ las cuales son relacionadas a las coordenadas x°
y x> a partir de las siguientes ecuaciones de trasformacién:

0 43 0_ 43
xt=X1X , x =2 X, (3.6)
V2 V2
con las coordenadas transversales x = (x',x?) s1endo las mismas. En el es-
pacio de cuadri-vectores x = (x*,x',x%,x7) = (x",x*,x7), la métrica tiene
la siguiente representacién matric1a1
0O 0 0 1
0O —-1 0 O
9=10 0 —10 (3.7)
1.0 0 0
En forma explicita, es posible deducir las siguientes identidades: Explicitly,
xt=x_ , x =x4 , x-y=xy +xy"—x+-yh, (3.8)

donde las derivadas en relacién a las coordenadas x* y x~ son definidas por:

0 0
con 0" = 0_. Ahora, utilizando la relacién:
_9L  _ pee
0 (0pA&) ’

se puede mostrar que los momentos candnicos asociados a los campos A, ¢

y ¢* son:
oL

T[ll -
9 (0;A,)

= F* (3.10)
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oL * oL
50.4) 0P =gy P (1

respectivamente. A partir de las relaciones (3.10) y (3.11) es posible deducir
las siguiente relacién dindmica:

*

T =

mw = a_|_A_ - a_A+, (312)
junto con cinco vinculos primarios distribuidos de la siguiente manera:
= Tres vinculos asociados al sector electromagnético:

C=n"=~0 , X*=m"—0_Ax+dA_=0. (3.13)

= Dos vinculos correspondientes al sector escalar:

r=n—D ¢~0 , TM=n"—(D_d) =~0. (3.14)

Ahora, es necesario proceder a calcular la consistencia de los vinculos prima-
rios, para ello, siguiendo el procedimiento de Dirac [43], se procede a definir
la densidad Hamiltoniana candnica de la siguiente manera:

HC — T(HaJrAu —l_ aer)*T( —|— T(*a+d) — L

= L) (0 + Y ) A — (D) (D)’

1
+m2d)d)* + ZFHFH’ (3.15)

por consiguiente, el Hamiltoniano candnico se especifica como siendo:
He = Jd3y He . Jdﬁ; = de1dy2dy_ = szyidy—. (3.16)

Se define el Hamiltoniano primario Hp adicionando al Hamiltoniano canénico
los vinculos primarios con sus respectivos multiplicadores de Lagrange,

Hp = He + Jd3y (uC + wex* + v'T +Tv), (3.17)
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donde u, uyx son los correspondientes multiplicadores asociados a los vinculos
electromagnéticos en tanto que v y v* son los respectivos multiplicadores de
los vinculos escalares.

Se procede a definir los corchetes de Poisson (PB) entre los campos funda-
mentales de la teoria de la siguiente manera:

{ At (W)} = 818° (x—v), (3.18)

{o0), W} =8x—y , {¢0,mu}=6Kx-y) , (319

donde &° (x —y) = &(x~ —y7) & (x* —y*). El procedimiento de Dirac es-
tablece que los vinculos primarios se deben preservar en el tiempo bajo la
evolucién generada por el Hamiltoniano primario, ésta afirmacién se conoce
como condicién de consistencia de los vinculos. Con el fin de garantizar la
consistencia de los vinculos primarios se debe requerir que ellos tengan un
PB que desaparezca débilmente con el Hp. Utilizando los siguientes PB entre
los vinculos primarios, los cuales son consecuencia de las PB fundamentales
(3.18) y (3.19):

{T0),r" )} = —2028* (x—v),
{r',ry)} = 2078 (x—v), (3.20)
(X)X )} = 280028 (x—),

junto con las siguientes expresiones:

{77 00,7 W)} =207 (x) " (x) 8 (x —y),

{T00,7" W)} =ig | o (y)DF (x—y) + 8 (x—y) DY (y)],  (3:21)
{r0,i* )} =~ig[8* (x—y) (PLo (W) + (6 )D*) & (x—y)],
(T, )} =—ge (¥ x—y) , {I"KX),7 W)} =ige" (x)& x—y),
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3.1. Estructura de vinculos de la SQED4 en las Coordenadas de Plano Nulo

se puede verificar que la consistencia de los vinculos primarios correspondien-
tes al sector escalar producen para I':

P = {70 He = [y [ () (P07 ()} {T (0,7 ()} AL ()
—{T(x),j* (W)} A (y) — YD + igArd] [0f — igA*] T (x), " (y)}+
m2 (y){T (x), & (y)} +{T (x), ™ (Y)}v (y) |

— _ighm — ighd*A, — ig [ (0 +1igA_) [A.] + A, (3 +1igA_) q;]
— [0F + igA*] [0k + igArd] — m*p — 2 [0* +1igA_]v

= —ig [0 + 0% (BAL) +igA A b+ (3 +igA ) [0A,]]
— (0 +igA¥) (0 +igAx) o —m*d — 2 [0* +igA_|v

= —ig[pm +2(0" +igA_) [PAL]] — (3 + igA¥) (3} + igAx) & — m?d
—2 [0 +igA_] v,

es decir, en forma compacta el resultado anterior se expresa:
M= —ig [¢pn +2D_ (A;d)] — D*Drdp — m?¢ — 2D_v ~ 0. (3.22)

Un procedimiento similar al anterior permite determinar que la consistencia
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del vinculo I'* establece que:
M(x) = { ™ (x) ,Hp} — J Py [ (W {M ), 7 W} +{Tx),n ()} oA, (y)
—{I(x),i" (W} Ar (y) — (05" —igA*d™) (3] +igA){I™ (x), d (y)}
+m " (Y™ (%), ¢ (Y} +v* ({r (x),T (y)}}
= igp*m +1igp 0 A, +1ig [A+ (0X —igA_) " + (30X —igA_) [A+c|>*]}
— (0f — igAy) (0¥ —igA¥) ¢* —m?dp* —2 (9 —igA_) v*
= g [¢m + 0 (AL) —1gALA "+ (31 —igA ) (A, 9]
— (3F — igAx) (0¥ —igA¥) ¢* —m?dp* —2 (9 —igA_) v*
= ig[¢'m +2(0* —igA_) [ALd']] — (Bf —igAx) (05 —igA¥) ¢* — m*¢*
—2 (9 —igA_) v,
es decir:
M =ig [¢*m +2D" (A,¢")] — (DkD*$)" —m?dp* —2(D_v)* ~ 0. (3.23)

Las expresiones (3.22) y (3.23) permiten determinar el valor de los multipli-
cadores de Lagrange v y v* respectivamente, como consecuencia, no existirdn
mas vinculos asociados al sector escalar.

Ahora, se procede a calcular la condicién de consistencia asociado al vinculo
primario del sector electromagnético. En primer lugar se procede a estudiar
el vinculo x*:

X x) = {x0x) Mo = [ @y [ () 3F + 0¥AL (y) 0 — VAL (y) 2"
+ig (y) [050° — igA'*] +igd* (y) V6 + igAid)
1

3P 007 — 812%] ~ 2u () 0" | 8 (x—v)

= O +1igd [0Ld" —igA'd*] +1igd” [0fd + igAid] + OxFis — 20wy ~ O,
relacién que se puede escribir de la siguiente forma:

X© = 0t +3*+ 9jFj — 20_uy ~ 0, (3.24)
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que se entiende como una ecuacién que permite deducir el valor del multipli-
cador uy. Finalmente, se procede a calcular la condicién de consistencia del
vinculo 7t* lo cual resulta en:

i () = {7 (), Hp} = Jd3y (0¥ + 749Y —j*] {m" (x), A (y)}
7 + o 45t
0,

Q

es decir, que resulta un vinculo secundario que se definird por:
G=0.m + o +ijt =0, (3.25)

que se identifica como la ley de Gauss para la electrodindmica escalar en las
coordenadas de plano nulo. Procediendo con el método de Dirac se tiene que
garantizar la consistencia de éste vinculo secundario. Para ello si se utiliza las
siguientes relaciones:

{G,T)} = 2igd (0 (X —igA-) & (x—),
{600, T ()} = —2ige" (x) (3% +igA-) 8 (x ),
{6} = o

se puede mostrar que de la consistencia de la ley de Gauss resulta:

6 = {60 He} = | @y [20%0 (0" ()7 (y)+ 2670 (1) & (x) A, (y)
+2¢°d (y) d* (y) Ay (y) 0° +igd (y) [O5d* (y) — igA*d* (y)] O
gt (y) [0V (y) + 197w (y)] 3 + T 1970} — 070}
+2igd (x) v (y) (3 —igA_) —2igd” (x)v (y) (3" +igA )| & (x—y)
=g { 2 [9 (pd* T + dP XA, 40X [pd*AL]) +1id (0X —igA_) v*
1" (0% +igA ) v | + 10} [9OKe" — p"0k — 2igA"p7] }
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Sin embargo, es posible observar que:

GT— I = —ig 20 n + 24" (3° +igA_) [PAL] +2¢ (¥ —igA_) [A "]
+0% [pOkd* — ¢ OkD — 2igA Ppd*] — 2¢* [0X +igA_] v
+2¢ (0* —igA_) v*
— _ig2 [qxp*n— + 0% (O*AL ) + po (3° A+)} — 20" [0* +igA |v
+2¢ (0¥ —igA_) v* + 0} [pOXd* — d* 0k — 2igA D d”]
— i { 2 [g [qxp*n L (GFALD) + dd* (a’:m)} —idp* [0 +1igA_|v
+id (0% —igA ) v'| +id} [9Ok" — &7 0k — 2igAk D7) },

de tal manera que se cumple:
G (x) = ig {d)* ()T (x) — ¢ (x) ™ (x)} ~ 0, (3.26)

es decir, que ningun vinculo adicional es generado de la consistencia de la
ley de Gauss ya que la expresién (3.26) indica que ésta es automdticamen-
te conservada. Entonces, las relaciones (3.13), (3.14) y (3.25) constituyen el
conjunto completo de vinculos que la teoria posse.

3.2. Clasificacion de los Vinculos

Segun el procedimiento de Dirac se procede a clasificar el conjunto de vinculos
en vinculos de primera y segunda clase [42, 43]. Facilmente, se puede deter-
minar que 7" tiene PB débilmente cero con el restante conjunto de vinculos
de la teoria, por lo tanto, se concluye que 7t se identifica como un vinculo de
primera clase. Ahora, con el fin de clasificar el restante conjunto de vinculos
Q% (x) = {T(x), T (x), G(x), x“(x)}, se requiere calcular los correspon-
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dientes PB lo que resulta en:

(XXX} = 280028 (x—),

{T00,M )} = 208 (x—y),

{100,609} = 2ig8* (x —y) DX (x) + 2ig (x) %8 (x ), (3.27)
{T00,6 )} = —2ig8 (x—y) (DX (x))" — 2igd” (x) X8 (x —y),

{600,6(y)} = —2¢2 | & (x =) 3% (& () " (x)) + 26 () " (x) 38 (x —y)] .

Las relaciones anteriores parecen indicar que el conjunto de vinculos ®¢ (x) =

{F (x), T*(x), G(x), x* (x)}, aparentemente es de segunda clase. Sin em-
bargo, al construir la matriz de vinculos asociado a ®¢ = {F, ™ G, Xk} con
elementos de matriz definidos por: Cyp (X, y) ={D@* (x), D% (y)} = A (x) 8 (x — y),
donde A (x) es la matriz representada en la forma:

0 —2(Dx)’ 2ig [(DX)" ¢ (x)] +2igd (x)2* 0
AG) —2D* 0 —2ig [DX¢* (x)] — 2igd* (x) * 0
X | =
2igd (x) DX —2igd* (x) (D*)” F(x) 0
0 0 0 —28}0%
(3.28)

y siendo F un operador que se expresa como:
= —2¢%0_ (") —4g%bd"d_. (3.29)

No obstante, es posible mostrar que la matriz C (x,y) tiene determinante igual
a cero. La anterior afirmacién implica que la ésta matriz posee un autovalor
cero cuyo autovector asociado dard una combinacién de los vinculos ®¢ (x) =
{T(x), T (x), G(x), x*(x)} y que tendr4 la caracteristica de ser un vinculo
de primera clase. El autovector correspondiente, U (x), se calcula a partir de
la siguiente ecuacién de autovalores:

Jd3xc (x,y) U (y) =0. (3.30)
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De la expresiéon anterior se determina que el autovector correspondiente al
autovalor cero es:

(3.31)

donde el segundo vinculo de primera clase se calcula se la siguiente manera:

Ix)=0(x)Ug(x) =G (x) —ig [ d" (x)T (x) —d (x) T (x) | . (3.32)

Una manera alternativa de visualizar el resultado anterior es observar la ley
de Gauss representada por el vinculo G que segin el conjunto de PB (3.27)
es de segunda clase. En el limite g — O, se recupera la teoria de campo
de Maxwell libre en la cual la ley de Gauss es estrictamente un vinculo de
primera clase. Por otra parte, si G pertenece a un conjunto minimo de vinculos
de segunda clase, el limite en el que la constante de acoplamiento tiende a
cero no se podria considerar naturalmente con el fin de recuperar las teorias
libres debido a que los corchetes de Dirac (DB) que son necesarios construir
para una teoria gauge no estarian bien definidos. Se debe tener en cuenta
que los DB asociados a la teoria estdn definidos en términos de una matriz
no singular construida a partir del conjunto minimo de vinculos de segunda
clase y como tal, ésta resultaria singular cuando se restaura las teorias libres,
es decir, cuando g — 0. En conclusién, se deberd considerar una combinacién
lineal de vinculos @ (x) = {T'(x), I (x), G(x), x*(x)} que resulta ser de
primera clase y que es dada por (3.32).

Con el fin de mostrar que X (x) es un vinculos de primera clase se procede a
calcular los PB de el con el restante conjunto de vinculos que la teoria tiene.
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3.2. Clasificacién de los Vinculos

Se puede mostrar que:
{z

{Z00,

{z

{Z0xX W} = o

lo que garantiza que (3.32) es el segundo vinculo de primer clase que la teoria
preenta. Es posible mostrar que X (x) presenta una estructura funcional dife-
rente la cual es:

(
(

), ()}
x)," (y)} = igM (x) & (x—y) ~ 0,
X))G(y)} = 0, (333)

I = G—ig(d'T —ol™)
= 0+ i —ig ¢ (n—D ¢)— (" — (D_¢))]
— . 4+ 0 +igld (D_d) — d*D_d] — ig {q)*n o
+¢ (D) —¢" (D)
— O + 0t —ig [d)*ﬂ - d)n*} : (3.34)

Asi, se puede concluir que el conjunto de vinculos de la SQED, se pueden
clasificar de la siguiente manera:

» Vinculos de primera clase:

C=m"=~0 , Z=G-ig(¢pT— ) ~0. (3.35)

= Vinculos de segunda clase:

r=n-D_¢~0 , TM=rn"—(D_d)"'~0 , x*=n"—0_A+0A_=~0.

(3.36)

Los resultados anteriores permiten asegurar que (3.35) constituye el nimero
madaximo de vinculos de primera clase y que la bisqueda de la independencia en
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el tiempo de (F, [ Xk) conduce a ecuaciones para determinar sus respectivos
multiplicadores de Lagrange. El vinculo de primera clase X, (3.32), puede ser
comparado con su equivalente en el instante forma [42] donde el segundo
vinculo de primera clase, en este sistema de coordenadas, no resulta de una
combinacién lineal de los vinculos del sector escalar y electromagnético ya
que en el andlisis candénico en el instante forma el sector escalar es regular.

3.3. Ecuaciones de Movimiento y Condiciones
de Gauge

Ahora, se procederd a comprobar que se poseen las correctas ecuaciones de
movimiento las cuales deberdn ser compatibles con la completa libertad de
gauge que existe en la teoria. Por tanto, la evolucién temporal de los campos es
calculada evaluando el PB de estos con el asi llamada Hamiltoniano extendido,
He. Es decir, si W, (x) = (Au(x), 7 (x),d (x),d" (x),m(x)," (x)) denota
cualquier variable del espacio de face de la teoria, la evolucién temporal de
W, (x) es determinada a partir de:

W () = { Yo (), He f (3.37)

donde el Hamiltoniano extendido es obtenido adicionando al Hamiltoniano
primario Hp todos los vinculos de primera clase que surgieron en el problema,
con lo cual se obtiene que:

1 . 1
He — Jday [Z () + (0 + 70— ) Ay — Did (DX9) "+ m20d" + FuaF

(3.38)
+ Jd3y [W1 C+wX*+ v T+ v + sz} .
Las cantidades (v,v*,uy) se interpretan como siendo los multiplicadores de

Lagrange asociados a los vinculos de segunda clase y que pueden ser fijados
de las consistencia de (R [ xk) en tanto que (wy, w,) son los multiplicadores
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de Lagrange asociados a los vinculos de primera clase y que son, en princi-
pio, indeterminados y arbitrarios. Asi, la evolucién temporal de los campos
asociados al sector electromagnéticos es dada como:

Al(x) = wix),
A (x) = m (x)4+ AL (x) — 0w, (x), (3.39)
Ar(x) = AL (x) +ue (x) — Ogwy (x).

Por consistencia de la segunda ecuacién en (3.38) con la ecuacién de movi-
miento (3.12) se podria elegir w, = 0. En forma similar, la evolucién temporal
de los momentos candnicos del sector electromagnético determina que:

it (x

—

= G(x) =0,

= 2% (x) §" (x) A (x) + Bue (x) + igv' (1) b (x) — ig” (X) v (x), (3.40)
7 (x) = g0 (x) | 350" (x) — 1gA* (x) &" (x) | +igd" (x) | 3t () + igAw (x) ¢ (x)|
+6’{Fu< (X) — Gfuk (X) .

T (x

~—

Al combinar las ecuaciones (3.39) y (3.40) se obtiene:
0L F*" +37 =0 (3.41)
Un andlisis semejante se puede realizar con las variables del sector escalar,

para las cuales resulta que la evolucién temporal de sus campos y momentos
canénicos es:

b(x) = v(x)+igw (x) d(x),

b (x) = v (x)—igwa(x) " (x),

ft(x) = —D*D*¢ (x) —igA; (x) DX ¢ (x) — DEDid (x) — m?¢ (x)
+igD”* [w; (x) & (x)] +igw, (x) D* ¢ (x), (3.42)

' (x) = —(DXDX¢ (x))" +1igAs (x) (DX (x))" — (DD (x))”

—m*¢* (x) —ig (¢ (x) DX)" wz (x) — 2igwz (x) (DX (x))’
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Combinando las relaciones anteriores se puede deducir que:

(DiDE+m?) & ~ igd*w, + 2igwsD* o,

(Dﬁ*D;** n m2> ¢* ~ —igd o w, — 2igw, (DX ¢)", (3.43)

Por lo tanto, las ecuaciones de campo (4.42) y (4.44) son consistentes con su
contraparte Lagrangiana si se elige w; = 0.

3.4. Eliminacion de los Vinculos

El algoritmo de Dirac requiere de tantas condiciones de gauge como vinculos
de primera clase surjan en la teoria. Sin embargo, tales condiciones de gauge
deberdn ser compatibles con las ecuaciones de Euler-Lagrange y por tanto
deben fijar el multiplicador de Lagrange w;, a cero y transformar los vinculos
de primera en vinculos de segunda clase. Una condicién de gauge que satisface
tales requerimientos es:

A =0 , m+IA =0 (3.44)

la cual es estandar en las teorias gauge puras y se conoce en la literatura como
gauge de plano nulo [55, 56].

Con el fin de eliminar el conjunto de vinculos de segunda clase que ahora la
teoria posee se aplicard el método iterativo y asi definir los corchetes de Dirac
(DB) [42]. Para cumplir con tal propédsito primero se seleccionara el conjunto
de vinculos de primera clase (3.35) junto con las condiciones de gauge (3.44)
y se los re definird de la siguiente forma:

(D1 =4 y (D3 =A_
(3.45)
D, =L=G—ig (¢ T—pI™) , Dy=7 +0_A,.

44



3.4. Eliminacion de los Vinculos

Utilizando los siguientes PB no nulos entre ellos:

{00,040} = 8 (x—),
{®:00,0:5(9)} = -8 (x—y),
{000,040} = 8*(x—v),

se definird una primera matriz de vinculos con los siguientes elementos: Cj; (x,y) =
{®; (x), D5 (y)} y que posee la siguiente representacion:

0 O 0 o

0 0 -t 0
L O N (3.46)

o 0 -1 0

Con el fin de calcular la inversa Ci_j1 (x,y) de la matriz de vinculos (3.46) es
necesario resolver la siguiente ecuacién matricial:

Jd3zCi_k] (x,z) Cyj (2,y) = Jdg‘zCik (x,z) C]:; (z,y) = 611-63 (x—y). (3.47)

No obstante, con el fin de cumplir la relacién se requiere definir conveniente-
mente la inversa del operador longitudinal 0_. En general, se sabe que:

(0) " f(x) = %de_ e(x —y ) f(y,x"x") +F(x"x"), (3.48)

donde la funcién € (x) es,

1, x>0
€(x) = 0, x=0 (3.49)
-1, x<0

y F (x*,xL) es una funcién independiente de x~. La presencia de la funcién
F en la expresion (3.48) es asociada con el hecho de no haber especificado las
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condiciones iniciales lo que podria implicar que a la matriz de vinculos (3.46)
se le pueda asociar una unica inversa. Dirac mostré que la matriz formada
por un conjunto completo de vinculos de segunda clase debe tener una tnica
inversa [43], por lo que el grupo de vinculos (3.45) no es un conjunto puro de
vinculos de segunda clase. La matriz inversa de (3.46) no es por tanto tnica
porque entre los vinculos de segunda clase se encuentra un subconjunto de
vinculos de primera clase ocultos [56]. La presencia de éste conjunto oculto
de vinculos puede ser visualizada observando las condiciones de consistencia
(3.22), (3.23) y (3.24) a las cuales se les puede asociar las siguientes soluciones
a los correspondientes multiplicadores de Lagrange (v, v, uy):

v(x) = 9(x)+s(xF,x"),
vi(x) = ¥ (x) +s" (xT,xh), (3.50)
u (x) = B (x) + s (xT,xH),

donde s (x,xF), s* (x*,x) y s (x*, x*) son funciones arbitrarias de (x*,x*),
en tanto que ¢ (x), € (x) y 4k (x) representan soluciones sin ambigiiedades,
con lo cual el Hamiltoniano total se puede expresar como:

2
+ d3 [ C ﬁ k * * 3 k * *
Yy | wiC+x + 9T+ 194wl | + |y | six"+sT+Ts|. (3.51)

1 . 1
(= Jd3y [_ ()" + (T o_ + 70— %) A, — D (D*) " + m*pdp™ + ZFMFH}

Dirac mostré que la contribucién de la solucién homogénea para v, v* y uy,
(3.50), estard siempre asociada con vinculos de primera clase, que en nues-
tro caso, son los vinculos ocultos de primera clase. Sin embargo, Steinhardt
[55] demostrd que este subconjunto de vinculos oculto de vinculos de primera
clase estd asociado con trasformaciones de gauge impropias [56], las cuales
cambian el estado fisico de un sistema y proyectan una solucién de las ecua-
ciones de movimiento en otra solucién completamente diferente. Por tanto,
no es posible eliminar las trasformaciones de gauge impropias por medio de
condiciones de gauge ya que tal procedimiento podria excluir consideraciones
fisicas. permitidas al sistema.
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La manera natural de eliminar los vinculos ocultos es fijando adecuadas con-
diciones de frontera con el fin de que el Hamiltoniano total sea un apropiado
generador de traslaciones temporales. De hecho, la invariancia de la accién
por trasformaciones impropias da origen a leyes de conservacién no triviales
que se expresan en la forma de integrales de superficie. Distinto a las tras-
formaciones de gauge usuales las cuales generan trasformaciones propias, que
son caracteristica de una teoria gauge, y las cuales no cambian el estado fisico
del sistema. La posibilidad de realizar trasformaciones de gauge propias puede
siempre ser eliminada imponiendo condiciones de gauge.

Por tanto, la evaluacién explicita de la inversa de la matriz de vinculos de
segunda clase (3.46) involucra la determinacién de una funcién arbitraria de
(x*,xL). Este funcién puede ser evaluada considerando apropiadas condicio-
nes de frontera sobre la variacién en la coordenada candnica generada por el
vinculo. Entonces, imponiendo las condiciones de frontera sobre los campos
(b, ", Ax) citadas en [47] y [58], la inversa del operador 0_ es definida sobre
toda funcién integrable f(x~) en la forma:

@) 0 ) = 5 Jdy e (¢ —y ) Ty ) (3.52)

la cual es menos singular que Xi, y desaparece mas rapido que Xi, para valores
grandes de x~. A partir de (3.52) se puede garantizar que la inversa tinica de
la matriz de vinculos (3.46) es dada por:

0 —x =y 0 e(x"—y")
1 X" =y 0 —e(x"—y) 0
C_1 y e 62 i_
y oY) 2 0 —e(x —y7) 0 0 b=y
e(x —y) 0 0 0

(3.53)
Una manera alternativa de calcular la inversa (3.53) es usar el hecho que los
DB deben satisfacer las identidades de Jacobi [59].

Utilizando la inversa de la matriz de vinculos definida por la ecuacién (3.53),
el primer conjunto de corchetes de Dirac (DB) {.,-}5;, para dos variables
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dindmicas A (x) y B (y) son calculados a partir de:

{A(x) B (y)}m — {A(x) By} —J’d3ud3v{A(x),CDi (u)} C;' (w,v)
{o;0),By)}. (3.54)

Utilizando las siguientes relaciones:

{$00,0:} = igb(x)8 (x—y), { & (0,02 (W)} = ~igd" ()" (x—y),

{7),0: (W) }=igs® (x —y) 3% (W), { 7" (x), 02 (w) | =—igs® (x —y) 3" (]
{01),A W)} = =8 x-v), {A),0: W)} =38 (x—u)
{m0,8)} = o,

es posible determinar que si A, (x) es un campo escalar se cumple que:

{000, Bo)] = {40, Bot)]} ~ | Cudy { A x), @200} € ()

D1
{ ©q (v), By (U)} - (3.55)

Ahora, si By, (x) es también una variable escalar se deberd cumplir que:

{Ac),Buly)} = {Ad),Bo (v} (356)

D1

de tal manera que los DB no nulos que tienen en cuenta los campos escalares
son:

{ox), W)} =8x-y , {o 0w} =8x-y). (357

D1 D1

Si se considera que By (x) = AL (x), se determina que:

{Aa (x), Ay (y)}m = %Jd3u{Aa (x),0, (u)} } u_—y“ 82 (uT —yT),
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3.5. Inversion de Vinculos Escalares

a partir del cual se puede deducir:

Lo, A} = Pow | —y |86 -y,

[0, )} = 20700 x —y 867 -y,

[, ac) = ey @ -y) oo, (358)
[0, Ac )} = 2~y |8 67—y % (o

No obstante para A, (x) = Ay (x) se debe cumplir que:

(A Bo )} = {Act0,Bo )40t | €965 00v) {@av), Bu )]
de la cual se puede concluir que los dltimos {:, -};;; no nulos son:

{A, W)} = 88 (x—y),

{Ak(x)>A+(U)}D1 = —%|x‘—y‘{6§62(xT—yT). (3.59)

3.5. Inversion de Vinculos Escalares

En este instante se procede a invertir los vinculos de segunda clase asociados
al sector escalar. Para ello, sera necesario definir un segundo conjunto de DB,
{,-}py, a partir de:

Yi(x)=m(x)— 0" (x) =0 , Y, =mn"(x) —0 ¢" (x) = 0. (3.60)

El BD {.,-}p, para dos variables A, (x) y By (y) es definido de la siguiente
manera:

{Acx),Bov)} = {Aa(x),By ()}

o o J d3udv { Ag(x), ¥, (u)}

D;I (u,v) {‘Pd (v), By (U)}

D1

. (3.61)
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donde D;g (x,y) (con a,b = 1,2) es la inversa de la matriz de vinculos de
segunda clase Dgy, (X,y) construida a partir de (3.60) y que es determinada
por los siguientes elementos de matriz:

D (%,Y) = { Wa (x), ¥ () } . (3.62)
Utilizando las siguientes relaciones:
(Wi, v} =-208 -y , {¥VK,¥L)]=-2008x-y),

se demuestra que D,y (X,y) tiene la siguiente representaciéon matricial funcio-
nal:

D (x,y) :-2(? é)a’i6363 (x—1y), (3.63)
cuya inversa, facilmente, se muestra que tiene la forma:
D' (x,y) :—1 01 e(x*—y*) 82 (xT —yT) (3.64)
’ 4\ 10 ) ’

Bajo la definicién de los DB {, -}, se cumple la siguiente condicién:

{wax),Bow)} = {¥a(x),By W)}

. - J Buddy { Y, (x), ¥, (u)}

D (uv) { ¥av), By (v)}

— {0, Bu ()]~ | @] EuDec (0D (1)

D1

. 7
~"

6c1d53 (X—V)

j
(v),By () }
j

—{¥(0,Bu(y)}

D1 D1

{
i

es decir, debido a (3.61) los vinculos escalares se pueden considerar identidades
fuertes:

Tx)—Fd(x)=0 , 7 (x)—d*(x) =0, (3.65)
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3.5. Inversion de Vinculos Escalares

de tal manera que de las cuatro coordenadas asociadas a ellos, (¢, ™, 7, 7T°)
solo dos son independientes. Aun cuando los vinculos no especifican cuales
con las coordenadas independientes, existe competa libertad en la seleccién
de los grados de libertad. La forma funcional de las relaciones (3.64) permite
considerar a (¢, d*) como las coordenadas independientes que se derivan de
(3.61) y por ende, los DB {-, -}, se calcularan inicialmente en relacién a éstas
variables. Si existe interés de calcular los DB asociado a las variables (7, 77")
se utilizara, simplemente, las expresiones (3.64). Ahora, con el fin de calcular
los DB sera conveniente utilizar las siguientes expresiones:

= Fx-y) , {0 W) =8 x-y

) D1
= —Bpne(v—y) -y,

|

}Dl _ 2
by = 20 e(v -y )BTy, (3.6
|

-0 {\Pi(v),nk(y)} —0.

D1

A partir de (3.61) y (3.66) se puede mostrar el siguiente conjunto de DB {, -}5,
no nulos:

[o00,0 )} = —re( —y) &Ky,
{opa ) = Ty o0 x —y |- [arem

e (x —v)e (v —y)], (3.67)
[or 00y} = 82—y [cb* )1 x =yl =3 [ ave

e(x—y7) e(v—y)} :
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{Ac, W)} = 88t x—y),
{A), AL W)} = —%\ x~ —y| 058t (xT —yT), (3.68)
2
(A A} = [ Eud [0006" @)+ ¢ e m)] e (v —w)
F(xT—ule(u —v )& (u—ve(v —y)
5 (v —yT)

3.6. Corchetes de Dirac

Finalmente, se procede a calcular los DB entre los grados de libertad de la
teoria. Para ello, se procederd a determinar hasta el momento las coordenadas
independientes que el sistema presenta. Inicialmente, la SQED, es definida
por el siguiente espacio de face: (A, ¢, ¢, i*, 7, 1), es decir, un espacio de
dimension 12. Bajo la definicién de los DB, el conjunto de vinculos que se han
invertido se convierten en las siguientes identidades:

A_=0,

m +0_A, =0,

n—D_¢o=n—0_¢ =0,

" — (D_¢) =" —0_¢p* =0, (3.69)
=0,

O_7T + 07T —ig [cp*n — qm*} —0_m + 0 —ig | d*O_p — pO_d*| =0,

con lo cual la teoria posee hasta el momento 6 coordenadas independientes.
Ahora, el conjunto de vinculos x* (x) del sector electromagnético, bajo la
definicién de los DB parciales, se expresa de la siguiente forma:

X =m"—0_A~0, (3.70)

lo que permite identifica al momento 7t (x) como dependiente del campo
Ay (x). Por tanto, a partir de (3.70) se construye la matriz de vinculos de
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3.6. Corchetes de Dirac

segunda clase:

Figy) = {X 00, )} =—2800%8" (x—y),  (371)

la cual posee la siguiente inversa:

(F_1)kl (x,y) = —%fffe (x =y )& (xT—yT). (3.72)

Entonces, el conjunto final de DB para las variables dindmicas A, (x) y Bq (x)
se define de la siguiente forma:

Ac(x),Bo(y)p = {Ax),Buly)p  — | dudvi Aq(x),x" (W)
{ o = 1 foa = | #ue j

(F)™ v {x" ), By (v)} (3.73)

D2

Utilizando la representacién explicita de la matriz (F')™ (x,y) dada por
(3.72), los DB (3.73) se expresan como:

{Ac),Buly)} = {A (0,Bo(y)} +Hd3ud3ve (w —v7) 8 (uT —v)
{Ac @} {x®),Bow)} . (3.74)
Utilizando los siguientes corchetes de Dirac,
{Ac X w = 88 -,
Lewhacty) = —ge (v —y) ol v —y7),
(A ) = —ge (o —w) o 0T —y7),

= 0,

}

j
{oxw} =0

}
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se deriva el conjunto final de DB entre las variables dindmicas fundamentales
de la teoria:

LA, Ay} = —gsfe () 8 (¢ —yY),
(3.75)
[o00,0° )]} = el —y)8 (" —yY),
{ d (x), Al (y)}D = égcb (x) [x =y | &* (x —y™) (3.76)
_%962 (x"—y") Jdv_ e(x v )d(xHv)e(v—y),
{ b (x), Ay (y)}D = —égcb* (x) [x =y~ | & (x" —y™) (3.77)

—{—%952 (XL _UL) J'dv— € (X_ _\;_> ¢* (xl,v_) € (V_ —y_) .

Del principio de correspondencia se deduce los siguientes conmutadores entre
los campos:

A0, Adly)] = —g8te (¢ ) 8 (),
(3.78)
[Cb(X),d)* (y): = —%e (x —y7)&* (x"—y"),
(00, AL ()] = —3a (0 [x —y7| 6 (x* —y") (3.79)
+%962 (x"—y") Jdv_ e(x —=v ) (xv)e(v —y),
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3.6. Corchetes de Dirac

o (00, A )] = 00" () e~y 8 (x" —y) (380)

_% 8% (x*t —y*) Jdv_ e(x =v )" (x,v)e(v —y ).

Las primeras dos relaciones fueron deducidas por Neville y Rohrlich [60]. Ellos
derivaron estas expresiones comenzando con las relaciones de conmutacién en-
tre los operadores de campo libres a tiempos iguales x*, y* y posteriormente,
calcularon los conmutadores sobre el plano nulo x* = y*. Las relaciones de
conmutacién que involucra los operadores de campo ﬁ+(x) no fueron obteni-
das por Neville y Rohrlich, sin embargo, ellos afirmaron que éstas expresiones
deberian ser deducidas al resolver una serie de vinculos cudnticos. En esta
parte del trabajo, se obtuvieron las relaciones de conmutacién entre los cam-
pos independientes de la teoria los cuales fueron derivados a nivel cldsico
siguiendo un cuidadoso andlisis de la estructura de vinculos del modelo.

Se ha mostrado que la SQED, posee un vinculo de primera clase que resulta
de una combinacién lineal de vinculos y que resulta ser el autovector de la
matriz de vinculos correspondiente al modo cero. De hecho, éste vinculo es
consecuencia de la existencia de vinculos asociados al sector escalar. El resul-
tado se debe contrastar con aquellos derivados en las coordenadas de instante
forma en los cuales el segundo vinculo de primera clase es simplemente la
ley de Gauss la cual depende tunicamente de las variables correspondientes
al campo electromagnético y donde los vinculos correspondientes al sector
escalar no existen.

Se ha utilizado el gauge de plano nulo con el fin de transformar los vinculos de
primera en segunda clase. Cuando apropiadas condiciones de frontera se han
impuesto sobre los campos, se ha fijado el subconjunto oculto de vinculos de
primera clase y se determino una tinica inversa correspondiente a la matriz de
vinculos de segunda clase. Se dedujeron los DB de la teoria y se cuantizaron
via principio de correspondencia. Las relaciones de conmutacién entre los
operadores de campo libre son consistentes con los resultados reportados en
lAa literatura [60]. Los conmutadores que involucran los operadores de campo

A fueron calculados cuantizando los DB derivados a nivel clasico siguiendo
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un cuidadoso andlisis de la estructura de vinculos.
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Capitulo 4

Teoria de
Duffin-Kemmer-Petiau

(DKP)

4.1. Introduccion

Emn 1928 Dirac propuso una teoria destinada a describir particulas de espin %
[61] la cual se caracterizaba por que la estructura fina del 4tomo de hidrégeno
surgia naturalmente a consecuencia del estudio de la interaccién de un electron
con un proton bajo el dominio de un potencial coulombiano. Al analizar el
limite no relativista d la ecuacién de Dirac en la presencia de éste tipo de
potencial se reduce a la ecuacién de Schrodinger mas el término de spin-
orbita. La razén de Dirac de proponer su ecuacién fue resolver el problema
de la densidad de probabilidad que surgia de la ecuacién relativista de Klein-
Gordon-Fock (KGF'). Se sabe que la ecuacién de KGF se obtiene de la relacién
energia-momento relativista: E2 = p?c?+m?c*, cuando se identifica la energia
E y el momento p con los operadores i’h% y —ihV, respectivamente, los cuales
deberdn actuar sobre una funcién de onda compleja VP (x,t) de manera que
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se obtiene:

1 9% (x, ) m?c?
—ga—t)z( + Vzll) (X) t) - ?d) (X> t) = O) (4'1)

o en forma equivalente:

2.2
<D + ”;ZC ) ¥ (x,t) = 0. (4.2)

La ecuacién de KGF fue considerada inicialmente por Schrodinger para estu-
diar el espectro del dtomo de hidrégeno mucho antes de formular su ecuacién
no relativista.

A partir de la funcién de onda 1 (x,t) se puede construir la densidad de
probabilidad p (x,t), donde su importancia radica en el hecho que p (x,t) d®x
se interpreta como la probabilidad de encontrar la particula en un elemento de
volumen d3x y por lo tanto la cantidad p (x, t) debe ser positiva definida. En el
caso de la ecuacién de KGF se puede mostrar que la densidad de probabilidad
es dada por:

ih o (x,t)

v (1) 0 " (x,t)

—h ot R (43)

la cual no es definida positiva y por lo tanto no puede ser considerada co-
mo una densidad de probabilidad. Fue hasta 1934 cuando Pauli y Weisskopf
interpretaron la densidad de probabilidad (4.3) como una densidad de carga
[62].

La propuesta de Dirac de una teoria cudntica para el electron que condujera
a una densidad de probabilidad definida positiva se enfoco en buscar una
ecuacién relativista de primer orden en la deriva temporal y mostré que ésta
deberia ser una ecuacién matricial de la siguiente forma:

(iy“aH _ m) W (x) =0, (4.4)
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4.1. Introduccién

donde las matrices y" deberdn obedecer la siguiente algebra:
Yy Yyt =m", (4.5)

en que el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowski n*¥ tiene la for-
ma (+,—,—,—). A partir de (4.4) se puede mostrar que la correspondiente
densidad de probabilidad es de la forma:

o (x) =¥, (4.6)

la cual es definida positiva.

El esfuerzo realizado por Yukawa en 1935 para explicar algunas caracteristi-
cas de las fuerzas nucleares [63] permitié que los fisicos trataran con nuevas
particulas, diferentes de aquellas conocidas de espin % tales como el proton,
neutron, electrén y positron. Sus estudios mostraron que la interaccién de
corto alcance entre dos nucleones es mediada por un boson con una masa
intermedia entre la del proton y la del electron que denominaron mesén. Fue
mostrado que una particula de éste tipo estaba presente en rayos césmicos
[64], no obstante, se espero dies afios para confirmar que dicho mesén era di-
ferente de aquel propuesto por Yukawa [65]. Sin embargo, el éxito de la teoria
de Yukawa y la observacién en rayos cdésmicos de los mesones incentivo la
bisqueda de una ecuacién que posiblemente describiera éstas particulas. En
la época no se habia encontrado evidencia experimental contundente acerca
del espin de los mesones cargados y neutros, que segin la teoria de Yukawa
podria ser 0 6 1.

Después del éxito de la teoria de Dirac, de Broglie propuso que un fotén
podria estar conformado por la combinacién de dos leptones, un hecho podria
explicar la masa del mismo [66]. Fue asi que de Broglie busco una ecuacién
de primer orden que pudiera describir su fotén masivo. En forma simultanea,
Kemmer estudiaba las ecuaciones segundo orden de Proca y pudo observar
que ellas podrian ser escritas como un conjunto de ecuaciones de primer orden
[67], las cuales escribié junto con las correspondientes ecuaciones para el caso
de espin 0. Kemmer se dio cuenta que tales ecuaciones se podrian escribir en
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las formas matriciales de 10 x 10 y 5 x 5 de manera que ellas logren describir
las representaciones irreducibles de espin 1 y espin O respectivamente, sin
embargo, Kemmer no consiguié determinar el dlgebra que tales matrices deben
satisfacer. Fue entonces cuando Petiau, un matemadtico y estudiante de de
Broglie, mostrd en 1936 el dlgebra de las correspondientes matrices y que su
estructura deberia ser 16 x 16 [68|.

No obstante, el trabajo de Petiau permanecié practicamente desconocido por
muchos afios, sucediendo lo mismo con un estudio de J. Géhéniau [69], quien
dos afios después, descompuso tal dlgebra en las representaciones: diez, cinco
y unidimensional o trivial. Después de conocer el trabajo de Duffin, Kemmer
unifico toda la informacién que se disponia y formulo un abordaje de primer
orden [70]. El propésito principal de Kemmer fue la de reformular la ecuacién
de Proca a fin de obtener ecuaciones de onda de primer orden sin usar una
forma tensorial. La teoria desarrollada estaba en estrecha correspondencia
con la teoria del electron de Dirac. La ecuacién derivada por Kemmer tiene
la forma:

(B3, —m) b (x) =0, (4.7)
donde las matrices " deben satisfacer la siguiente dlgebra:
BEBYR + BBYRY =" R +nBY. (4.8)

Las matrices 3" tienen dimensién 16 y constituyen una representacién redu-
cible del 4lgebra (4.8). Esta dlgebra solo admite tres representaciones irredu-
cibles: una representacién irreducible en 10 dimensiones asociada a particulas
de espin 1, representacion de 5 dimensiones correspondiente a particulas de
espin O y una representacién trivial sin significado fisico en 1 dimensién. El
objeto 1\ (x) es una funcién de onda multicomponente: para particulas de spin
1 se expresa como una funcién de onda de 10 componentes y conduce a la
teoria usual basada en la ecuacién de Proca, en la cual la funcién de onda
consiste de cuatro componentes formando un cuadrivector y seis formando
un tensor antisimétrico. La funcién de onda de 5 componentes estd asociada a
particulas de espin O y conduce a la teoria de KGF o llamada también escalar,
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4.2. BEcuacién de Onda Relativista

la funcién de onda consiste, en una de sus componentes, de un escalar en
tanto que las otras cuatro corresponden a su cuadri-gradiente.

4.2. Ecuacion de Onda Relativista

La ecuacién de onda de la mecdnica cudntica no relativista no resulta ser
invariante de Lorentz por que las derivadas espaciales y temporal no aparecen
en ella de forma simétrica. De hecho, la energia que describe una particula no
relativista es E = % que a nivel cudntico es interpretada por los operadores:

E— iﬁ% , p — —ihV. (4.9)
Se esperaria que la relacién (4.9) se podria utilizar para derivar una ecuacién
de onda relativista de la relacién: E? = p*c?+m?c? lo que resulta en la ecuacién
de KGF (4.2). Por ésta razén se asume que los campos de una teoria cudntica
deben satisfacer la condicién de KGF la cual se interpreta de la siguiente
manera: Los campos Q (x) correspondientes a particulas elementales libres
deben satisfacer la ecuacién:

(D + mz) Qu (x) = 0. (4.10)

Ahora, si las componentes de los campos Q (x) corresponden a un conjunto
de particulas de con valores de masa (mj, my,---,my) la ecuacién (4.10):

ﬁ (D+m§) Qu (x) =0. (4.11)

=1

Eis bien conocido que ecuaciones de de algin orden pueden ser transformadas
en un sistema de ecuaciones de primer orden al incrementar el nimero de
variables, donde éste nuevo conjunto de variable tiene un importante signi-
ficado fisico. El hecho de que una ecuacién de onda sea de primer orden en

61



62

la operacién de derivada temporal es esencial para el formalismo candénico
de la mecdnica cudntica. La invariancia candnica de la teoria asegura la con-
servacién de la probabilidad, con lo cual es necesario adoptar el formalismo
candénico en teoria cudntica de campos con el fin de mantener esta ley de
conservacion. Por lo tanto, las ecuaciones de onda deben tener una forma de
ecuaciones candnicas las cuales son ecuaciones diferenciales de primer orden.
Es decir, una teoria candnica de campos cudnticos estard basada sobre campos
que satisfacen ecuaciones diferenciales de primer orden.

Un ejemplo es el caso de un campo escalar ¢ (x) el cual satisface una ecuacién
de campo tipo (4.10), es decir:

(D + mz) ¢ (x) = 0. (4.12)

Es posible convertir (4.12) un ecuacién de primer orden al re escribirla de la
siguiente forma:

n*vo, Lllay(p (x)] +me (x) =0. (4.13)

Si se define:

@~ (x) 0y (x) ’ (4°14)

1
m
la ecuacién (4.13) se expresa como:

Ve, (x) +me (x) = 0. (4.15)

De esta manera, al adicionar al campo original ¢ (x) el cuadri vector @, (x),
se define un campo que posee cinco componentes (¢ (x), @+ (x)), los cuales
satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

Lol . ey +mel)=0.  (416)
m

Es decir, la ecuacién de segundo orden diferencial (4.12) se ha reducido a un

sistema de ecuaciones de primer orden (4.16) con el precio a pagar de haber
incrementado el niimero de variables: (¢ (x), @+ (x)).
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4.2. BEcuacién de Onda Relativista

En general, una ecuacién de onda relativista para la funcién de onda Q (x)
con x =1,2,--- ,n es de la forma:

A (3)Qy (x) =0. (4.17)

La condicién de KGF limita esta ecuacién de onda ya que ésta requiera que
exista un operador diferencial D, (0) que garantice que se cumple la mencio-
nada condicién, es decir:

D?, (3)A. (3) = (D+m2) 5. (4.18)
En general el operador DY, (0) tiene la siguiente forma:

D(0) = [D% (0)] = o+ a"d, + o120, D, + 125D, D, Dy
_|_..._+_(Xu1--.ulaul---aul—}—-u , (419)

donde los coeficientes """ son matrices de dimension n. Si se denota el
orden mas alto de diferenciacién del operador (4.19) por b, se debe cumplir
que

ot =0 para 1> b. (4.20)

La matriz A" (0) es de primer orden en el operador 0 y es, en general, de la
forma:

A(0) = [A)Y(9)] =1ip"d, — mpB, (4.21)

donde p" y 3 son matrices de dimensién n, el pardmetro m es una constante
y la funcién de onda Q (x) se representa como una matriz columna. A partir
de las relaciones (4.18), (4.19) y (4.21), es posible observar que:

D+m2 = (OC+ ot aH] + M uzaM aHz + o qu3au1auzau3 + - ) (ipuau N mB)

Al igualar potencias del mismo orden diferencial en la relacién anterior, es
posible determinar que:

m = —«f. (4.22)
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De (4.22) se puede proponer que se cumpla
x=-mp, (4.23)

es decir, que la matriz (3 tenga inversa, con lo cual, la ecuacién (4.17) se puede
expresar en la siguiente manera:

B'A (0)Qy (x) = (iB7'0*0, —m) Q) (x) =0. (4.24)

Definiendo la matriz

B* =B TpH, (4.25)
se puede expresar (4.24) de la siguiente manera:
(iﬁ“au - m) Q. (x) = 0, (4.26)

la cual es equivalente a la expresién (4.17).

Consideremos como un caso especial la siguiente forma para el operador D (0):
D (0) = « + «*0,. (4.27)
Se puede mostrar que
O+m? = 9,0, +m? = o+ a*dy) (B*0, —m)

= —moa+ (iocB” — moc“) d, + «"p70,0,
i
2

siendo que el ultimo término se ha simetrisado debido a la presencia del tensor
0,0v. Ahora, al igualar potencias del mismo orden diferencial se determina
que:

= —mo+ (iocB” — moc”) 0, + (oc”[’:%V + ocVB”) 0,0+,

m- = —mux,
0 = i — mat,
v 1 v

N = < (B atB),
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4.2. BEcuacién de Onda Relativista

que resulta en:

x = —m,
ot = —ipM,

e = D (BB B,
donde la 1ltima relacién se puede escribir como:
B*RY + VA" = 2n™. (4.28)
El niimero b que aparece en la expresién (4.20) se puede expresar como siendo:
b = 2f, (4.29)

donde f es el maximo valor del espin del campo descrito por Q (x) [71]. Para
el caso de (4.27), b = 1 y por lo tanto el espin del campo Q. (x) es % Asi,
la expresién (4.26) es la ecuacién de campo con espin %, donde las matrices
B* satisfacen el dlgebra indicada (4.28). Ahora, se procede a determinar la
estructura de la matrices 3" que por lo general son de orden n xn. Para el caso
n = 2, las matrices en mencién son de 2x2 y se podria considerar a las matrices
de Pauli oy, (k = 1,2, 3) junto con la matriz identidad I, las cuales constituyen
una base que satisfacen la siguiente relaciones de anticonmutacién:

{ Ok, O‘j} = 20y , { Ok, I} = 0. (4.30)

La relacién anterior indica que las matrices (oy,I) no satisfacen el dlgebra
(4.28), por lo tanto dichas matrices no pueden ser consideradas como una
base para éste caso y no pueden ser identificadas con las matrices 3". Por lo
tanto, se procede a considerar la siguiente dimension la cual es n = 4 [72]. Para
éste caso, las matrices asociadas son las de Dirac, denotadas como V", y las
cuales satisfacen la relacién (4.28), por tanto, pueden pueden ser identificadas
con las matrices 3%, es decir, 3" — y*. De esta manera, la ecuacién (4.26)
correspondiente se expresa como:

<iy“au—m) W (x) =0, (4.31)
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donde las matrices y" satisfacen el dlgebra
Y+ vyt =2t (4.32)

La ecuacién (4.31) se conoce como la ecuacién de Dirac, la cual describe
por medio del campo 1 (x) particulas masivas de masa m. La interpretacién
anterior es resultado apenas de una identificacién ya que la caracterizacién de
P (x) como un espinor es consecuencia del estudio de las matrices y* y de su
comportamiento bajo trasformaciones de Lorentz.

A partir de (4.32), es posible mostrar que:
(w»au + m) (wvav — m) P (x)

es decir, cada componente del campo P (x) satisface la condicién de KGF.
Cualquier funcién de las matrices de Dirac puede ser escrita como una com-
binacién lineal de 16 matrices y*, donde A = 1,2,---,16 definidas de la
siguiente manera:

(D + m2> W (x) =0, (4.33)

(1 = 1
Yy = 4
Yi=9 v - 4,
y5 — 1
v o6
donde :
Y =iy'y Wyt 2 =S (VY =),

Ademds se puede mostrar que las matrices Y satisfacen las siguientes condi-
ciones:

¥ =1
TWA =0 y YA 7& I>
Tr(v*) =0 A # B.

Las matrices y” son linealmente independientes y por tanto constituyen una
base de manera que cualquier matriz 4 x 4 se puede descomponen en funcién
de v
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4.2. BEcuacién de Onda Relativista

Ahora, analicemos el caso cuando el operador D (0) es de segundo orden, es
decir:
D (0) = o+ «*0, + «"0,0,. (4.34)

De esta manera, la ecuacién (4.18) implica que:

Y0,y + m? = (oc + o0, + o&‘fauag) (usvav - m)
= iaf¥0y +1a"p¥0,0y + 1x"°pY9,0,0v — M«
—matd, — mat?9,0,
— ixp0, + % ( By + o@’B“) 9,0y + 10" 30,040y — Mt

—mat9, — mat?9,0,
= —mo+ (iocB” — moc“) Oy + [% < oaBY + ocvﬁ”) — moc“V] 0,0y
+1) (a"BY) 9,040y,
P
siendo que ) , indica una suma sobre todas las permutaciones posibles de los

indices (pov) debido a la simetria del operador diferencial 9,,0,0,. Para que
la igualdad sea satisfecha las siguientes condiciones deberan ser obedecidas:

2

m- = —maq,
0 = iop" —moat,
n = l(oc“BVnLocVB”)—moc”v
2

0 =1 E (o*BY)
P
Estas condiciones conducen a:

m = —q,
ot = —ipH
1 [1
ot = m [z (5”66+5GBH) —T]W}»

0 = X |5 (8pp+ poprp) —nop]
P
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La ultima relacién, al considerar sodas las posibles permutaciones conduce a
la siguiente dlgebra:

BERYR® + BRAY =n""R% + BN (4.35)

Una manera alternativa de deducir la relacién (4.35) es a partir de la idea de
de Broglie segin la cual la matriz 3"se puede expresar como

p* = % (M +T1%), (4.36)

donde
Mf=y"®1 , M =1y (4.37)
Ademds, se debe cumplir que

{ ru, rv} — znu\/ — { r/u) r/v}

[r”, F’V} — 0. (4.38)

A partir de la relacién (4.36) se puede mostrar que

ﬁpBVBO‘ — %(rurVrU+rurVr/U+rur/vr0+rurlvrlc+r/urer‘

I (0 ] SO T ] r’“r’vr’ﬁ) . (4.39)
En forma similar, se determina que:

1
BGBV[S}J, — g <r0‘r\/ru+r0'rv]-/p_+_rGr/Vru+rUerr/p+r/GrVru

+ TPV 4 TOTVTH 4 r’“r’vr’“) . (4.40)
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4.2. BEcuacién de Onda Relativista

Sumando las relaciones (4.39) y (4.40) se obtiene que

BHE’VBG—’_ BO‘BVBH — %[rurVrU+rUrVru+r/prlvr/0+r/0rlvrlu

+r/0‘ (rurv + r\/rp,) + r/\/ (rprO‘ + rO‘ru) _|_ ru (r/VrlO‘ + r/O'rl\/)
+r/p (r\/rO‘ + rO‘rV) + rv (F/HFIO‘ + FIO‘FIH)
+ r(f (r/prlv + r/vrlp)}

— % [ruerU+ rcr\/ru_|_ r/prlvr/0+ r/(fr/\/r/u

+r0 {rlp) r/\/} + r\/ {r/p’ FIO‘} + rp {r/\/’ FIO‘}
TP TV T, T T, T

— % [ruerU+ rcr\/ru_|_ r/prlvr/0+ r/(fr/\/r/u

+2nMT0 4 2nHoTY 4 2n°'TH
42RO 4 oY znwr’q . (4.41)
De la relacién (4.38) se puede determinar que
PHTY — 2t — YR,
de manera que:

rHrTe

20MVT9 — TYTHT = 2nP¥T9 — T (2nH° — TOTH)
— 20T — 2MOTY 4+ TYTOTH = 2MVT9 — 21RO 4 (2% — TOT) T+
— 20T — 2MOTY 4 21 TH — [OTYTH

Asi que la relacidén anterior permite establecer que:
FHTYTC + TOTYTH = 20T — 2nM°TY + 2n°VTH, (4.42)
De forma similar se determina que:
MHIYTYO + TV = 2070 — 20 MY 4 200V T, (4.43)
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Combinando las relaciones (4.42) y (4.43) en la expresién (4.41) se obtiene:

1
BuBVBO‘ _|_ BO‘BVB}L — g |:2np\/r0‘ _ znpo‘rv + zno‘\/ru + znu\/r/c _Znucr/\/
_’_Zn(ﬂ/r/u_i_znpvr(r_i_znucrv +2ndvru

_|_ znu\/rlo‘ + zno‘\/rlp _|_ znpO'r/\/:|

1
_ _ |:2npwro‘_i_2ncvru+2nuvrlcf_|_2no‘vr/pi|

4
1 1

— nuvz (r0+r/6)+n0vz (FH—FFIH)

= n"'B% +n"pY,

de manera que:
B*BYR’ + BRBY ="' R + VRN,
que es el dlgebra (4.35).

4.3. Ecuacion de DKP y las propiedades de las
matrices beta

Un andlisis de las propiedades de los campos escalares masivos (espin 0) y de
los campos vectoriales masivos (espin 1) se puede dar a partir de una ecuacién
de primer orden. Lo anterior es posible si se aumenta el nimero de variables
como ocurrié con el ejemplo que dio origen a la ecuacién (4.15). La ecuacién
qgue se desea considerar es proporcionada por el formalismos de primer orden
de DKP que describe este tipo de particulas y que se expresa como:

(iﬁ“au - m) W (x) =0, (4.44)
donde las matrices 3" satisfacen la siguiente dlgebra:

BEBYR° + B°BAY =n""R% + BN (4.45)
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4.3. Ecuacién de DKP y las propiedades de las matrices beta

La ecuacion (4.44) describird las propiedades la particulas libres de espin O y
espin 1, con las matrices 3" satisfaciendo las propiedades algebraicas (4.45)
en ambos casos. Esta dlgebra admite tres representaciones irreducibles: 10
dimensiones representando particulas de espin 1; 5 dimensiones representando
particulas de espin 0 y 1 dimensién la cual es una representacién trivial sin
significado fisico. Ahora, la evidencia de los valores de espin se da por el hecho
de que la funcién de onda multicomponente \{ (x) en el caso de espin O tiene
5 componentes, en tanto que en el caso de espin 1 la funcién de onda tiene 10
componentes.

A partir de la relacién (4.45) se puede deducir una serie de propiedades ttiles
de las matrices 3". Haciendo p = v = o en (4.45) se obtiene:

(B*)® =nHpH, (4.46)

donde se entiende que no se suma sobre el indice p. Un conjunto de matrices
que complementan las matrices " es definido como siendo:

=2 (B — s, (4.47)
las cuales, a partir de (4.46), satisfacen la siguiente propiedad:
@) = 4(B")" —dn™ (BH)* + (™)* = (*)* = 1. (4.48)
2
dnre(BY)

La relacién de anticonmutacién entre las matrices " y 0" se puede derivar
de la siguiente manera: Multipliquemos la expresién (4.47) por la matriz 3°
por la derecha de manera que se obtiene:

BT =2(B")" BT — B, (4:49)
Ahora procedamos a realizar 1 = v en la relacién (4.45):
(B")* B+ BT (B")" = n" BT +n™pY, (4.50)

asi que:
(B*)? B =n"B° +nB* — B (BM)°.
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Substituyendo la anterior relacién en (4.49) se obtiene

BT = 2| mMBmpt— B (B —npe
= 2t — BT (2(BH) )
= 7B — B, (4.51)

Entonces:
BT+ B = {7 B} = 7B, (4.52)

a partir de la cual se deduce:
si o = U *pY =nHRH. (4.53)

Una relacién de conmutacién entre las matrices " y 7" se deriva multipli-
cando la expresién (4.47) por 3" tanto por la izquierda como por la derecha
de manera que resulta en el siguiente par de ecuaciones:

BRAM = 2(BM)° —nHHBH =B,
N——
neepH

TB* = 2(B")° — Bt = nHpH,

siendo que se ha utilizado la identidad (4.46). Restando las ecuaciones obte-
nemos que:

BrA* — B = | B, 7| =O. (4.54)

La relaciéon de conmutaciéon entre las matrices " se puede determinar por
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4.4, Ecuacién de DKP conjugada

multiplicacién directa y utilizando la expresién (4.51), es decir:

TR = (2087 —n) = 2(BY) BY — AN =2 (2n™BM — BT B
= ABERY —AnTHBYBH + 2BV —
— 4 (MR — BYBY) + (2(BY) —m™)
= 4| B4 B+

de manera que

| = A B, Y] (4.55)
De la relacion anterior se puede deducir ficilmente que en el caso p # v,
[ﬁ”,ﬁv} ~0. (4.56)

Otra relacién util que se puede derivar resulta de (4.45) cuando o =,
BHBYRY + BHRYRY =R +nHVRY,
por tanto:

B*RYR" =n"pY, (4.57)

4.4. Ecuacion de DKP conjugada

Si se escoge una representacién para las matrices 3 tal que:
(ﬁu)T — 1HHRH, (4.58)
garantiza que
= (208" —n“”) ((B” ) —q

= 2(mMpH) - =2(pM)° —
= 7Y, (4.59)
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es decir, garantizan que las matrices N" resulten ser hermiticas. Ahora, se
pretende buscar una matriz C que actué sobre las matrices 3 y que suministre
su conjugada hermitico, tal que cumpla las siguientes condiciones

CprC = (BY), (4.60)
C? =1

Junto con la ecuacién (4.58) se obtiene que:
CR"C =n"*pM. (4.61)

Multiplicando la expresién (4.61) por la matriz C tanto por la derecha como
la izquierda se obtiene:

CBR* =nMBHC ) BC = n"*CpY,
de manera que al substraerlas resulta en:
e8] = [ ] = = [, ]
resultado que es equivalente a:
(1+7") [c, [ﬂ —0. (4.62)

De la relacién anterior anterior podemos establecer dos caso: Si u = 0, la
igualdad se cumple si [C, BO} = 0, sin embargo en el caso en que i =1, la

cantidad [C, Bi} mantiene indeterminada. Por tanto, con el fin de garantizar
que la relacién (4.62) se cumpla para todo | es que:

[C, B“} = 0. (4.63)
Sin embargo, siendo que C? =1, se deduce que:
CRHC =n"p* = pHa*,

por lo tanto
CB* = BH“C,
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igualmente
B"C = CBHAY,

lo que al restar los dos ultimos resultados da:
¢, pr] = [ B, c| =B w4+ | BYyC| A
dado que: | C, B"] =0, la anterior relacién implica que:

0=pH [ﬁ”, C} . (4.64)
Exigiendo que la identidad se cumpla para todo " debe cumplir que:
[C,ﬁ”} ~0. (4.65)

Ahora, siendo que [ﬁ”,ﬁv] = 0, se puede escoger C tal que:
C=AM"

sin embargo, dado que el cuadrado de éste matriz deberd ser la identidad,
podremos restringir la forma de ésta matriz:

Cl = AMHATY = > AAMTHY Ad AT = ) AdAat)  AdAT.
a a#b a a#b

La forma mas simple de satisfacer esta restriccién es si todos los coeficientes
A son nulos con excepcién de uno en particular, que podriamos denotar por
d. No obstante, la condicién C? = 1, nos hace seleccionar el valor d = 1. Con
lo cual se establece que: C = f*, que puede garantizar que C? = A2 = 1.
Utilizando éste resultado en la expresion (4.61) junto con (4.54) se determina
que:

MBE =BT = B () = BY,
es decir:
(1 —m") pH =0. (4.66)

75



76

Si la expresién anterior se cumple para todo " se debe garantizar que n"** =1,
lo que implica que la dnica solucién posible de ésta ecuacién es cuando u =0,
asi, se concluye que C =7° y de (4.60) se establece que

(BT =n"pra’ =ntHpH. (4.67)

Por tanto, la matriz responsable de la conjugacién hermitica de las matrices
R" es la matriz 7°, con lo cual se puede concluir que B° es hermitica en tanto
que ' son antihermiticas.

Si la operacién de adjunto hermitiano es aplicada a la ecuacién de DKP (4.44)
se obtiene:

bt (=184 8, —m) = —w! (o) (TR, +m) =o.
Multiplicando la expresién anterior por i° por la derecha se obtiene

(o) (0BHAR°0, + mA’ ) = ! (x)7° ((iB*3, +m) =o.
Si se define el campo conjugado a VP (x) como siendo

T = vl ()7, (4.68)

se deduce la ecuacién de DKP conjugada:

T (x) (iﬁ“au + m) —0. (4.69)

Ahora, se procederd a derivar la correspondiente ecuacién de continuidad aso-
ciada a la teorfa. Multiplicando la ecuacién de DKP por 1 (x) por la izquierda
en tanto que a la ecuacién conjugada se la multiplica por { (x) por la derecha,
se deduce:

W (3,p) —mPpp =0, 1(2,) B + miPip =0,
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4.5. Covarianza de Lorentz de la Ecuacion de DKP

que al sumar resulta en:
WpB* (3,) +1 (0,) B = id, (B ) = 0. (4.70)

Por tanto, se define la densidad de corriente como siendo:

1—
= S0BH, (4.71)
con lo cual la ecuacién de continuidad se expresa:
0, J" =0. (4.72)

El factor § que resulta en la definicién de la corriente (4.71) se introduce con
el fin de obtener ua densidad de corriente similar a aquella que se utiliza en la
ecuacién de Klein-Gordon-Fock y su limite no relativista [73]. No obstante, la
componente temporal de la corriente, es decir ]°, no es definida positiva lo que
implica que ésta cantidad no puede ser interpretada como una densidad de
probabilidad. Sin embargo, aiin es posible interpretar a J° como una densidad
de carga. Esta carga no necesariamente debe ser considerada como una carga
eléctrica, mas como una carga generalizada que resulta de la simetria asociada
al sistema.

4.5. Covarianza de Lorentz de la Ecuacion de

DKP

Una teoria relativista adecuada deberd ser covariante de Lorentz, es decir,
su forma debe ser una transformacién que conecta dos sistema de referencia
inercial [74]. Dados dos sistemas de referencias inercial asociados a los observa-
dores X y X/, describirdn el mismo evento fisico en términos de sus respectivas
coordenadas. Las coordenadas que conecta dichas observaciones es mediada
por la transformacién de Lorentz la cual es definida como:

XM =AM xY, (4.73)
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y la cual garantiza que el operador 0, transforme como un vector covariante:

3, = A0y, (4.74)

siendo que se debe cumplir la condicién:
AJN%, = BN, (4.75)

Ahora, si se exige que la ecuacién de DKP permanece invariante por trans-
formacién (4.73) se debe cumplir que en el sistema de referencia asociado al
observador X' se cumpla:

(iﬁ’“a’u - m) W' (x) =0, (4.76)

donde { (x’) es la funcién de onda transformada de Lorentz. Ahora, se asu-
mird que bajo una transformacién de Lorentz el campo 1 (x) transformar en
la forma:

V' (x) =7 (Ax) = U (AP (x), (4.77)

donde U (A) es una matriz. Lo anterior implica que se esta buscando una
representacién de la transformacién de Lorentz en el espacio de Hilbert. Ahora,
se debe exigir que las matrices f'* también satisfagan el dlgebra de DKP, es
decir:

Bluﬁlvﬁlg + 6/0[3/\/[3/}4 — anBIO‘ _|_T.]O‘V6/p. (4:78)

Con el fin de conectar los dos sistemas de referencia inercial se deberd en-
contrar una representacién explicita de ™" y U (A), con la condicién que la
transformacién U~ (A) exista ya que permite hacer la conexién con el sistema
de referencia inicial. Utilizando los resultados (4.74) y (4.77) en la expresién
(4.76) se obtiene que:

(1B%A20y —m) U(A) % (x) =0.

Si se multiplica la expresién anterior por U~' (A) por el lado izquierdo se
obtiene que:

(iu1 (A) BMU (A) A, — m) ¥ (x) = 0. (4.79)
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Ahora, si la ecuacién de DKP es covariante, es decir, que se cumpla que la
anterior expresién tenga la forma

(iﬁvav - TTL) P (x) = 0,
se deberd cumplir:
U™ (A)BHU (A A =B

Utilizando la identidad (4.75) se puede transformar la ecuacién anterior en la

siguiente forma:
U~ (A) MU (A) = AR BY, (4.80)

lo que indica como deben transformar las matrices 3". Una manera de en-
contrar una representaciéon de U (A) es considerar las transformaciones de
Lorentz infinitesimales propias, para las cuales A", deberdn ser de la forma:

AY, = 8%, + Awk, + O (Aw?) . (4.81)

Siendo que la distancia entre dos puntos espacio temporales infinitesimalmen-
te préximos es invariante bajo transformaciones de Lorentz:

d*s =, dx*dxY =1, dx*dx”, (4.82)
se puede mostrar que la cantidad Aw,
AWy = —Ayy, (4.83)

es antisimétrica. Expandiendo la matriz U (A) en potencias de Aw,, y man-
teniendo potencias hasta de primer orden se determina que:

U(A) ~ 1 +ixAw,,SH, (4.84)

donde « y S* son cantidades a ser determinadas. Substituyendo (4.84) en
(4.80) hasta primer orden en Aw,, se determina que:

ARBY = (8% +Awh) B = B* + Awh B
= U (A)BUIA) = (1 - ioAwegS™ ) B (14 iaAwe,S™)
= B+ 1xAWRMST — 1AW SR + oczAwoq_»,AouUpS"“5 pHSoP
~ BV iaAweg ( BMS™F — $2pN)
= BM +icAwgg [B’”,S“B} .
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Igualando los coeficientes relacionados a los polinomios en Aw,, se obtiene
que:
Y =R, (4.85)
en tanto que
AWM BY = iAW, [ B, SGP} , (4.86)
esta ultima que sera utilizada para encontrar la forma explicita del generador
infinitesimal S*P. Ahora:

Awuv Bv - Awownwxﬁv-

Siendo que Aw,, es antisimétrico, es necesario antisimetrizar el producto
N**B" en el par de indices («,Vv) de manera que la relacién anterior se exprese
de la siguiente manera:

1
AW, BY = Awen*BP = SAwe, (nwﬁp —n“p(sc) , (4.87)
de manera que la expresion (4.86) se pueda expresar en la siguiente forma:
1 .
ZAwGp (n”“[%p —n“pﬁ“) = ltAwgp {[3“, S‘Tp} , (4.88)

Ahora, a partir del dlgebra de las matrices DKP, es posible mostrar que:

B4 | B, B°|| = | B BB~ BoBY| = | B*,B7B| — | B, BB
— B"B"B° — BUBPR" — BHB°B" + B°BB
— BBTBP+ BPBB" — ((BUBTBH + BB°B7)
= NRP + "R — (n""fi“rn“"ﬁ“)
= NP —n"R",
es decir
nope — T = | B4, | 7,87 | (4.89)
de manera que

%chp |:Bp’ |:BO') Bp” = 1AW, [Bu, Sdp} ) (4.90)

80



4.5. Covarianza de Lorentz de la Ecuacion de DKP

Asi, la relacién anterior permitird inferir los valores de las cantidades « y SH*Y
como siendo

o — _% s = [BG, (59} . (4.91)

La transformacién de Lorentz finita es completamente determinada para ser:
1

U (A) = exp (zw6p509> , (4.92)

lo que determinard finalmente la manera como transforman los campos 1 (x)
bajo Lorentz.

Ahora, la transformacién de Lorentz correspondiente a el campo conjugado
es determinada como:

P (x) = YT (x)A° = [Ull) (x)rﬁo =T (x) U°
= (v'ean’) (Ruln®) =90 (nUlR),  (493)
donde
U (A) = exp ngpsf‘”’) (4.94)

Sin embargo,
gteo {Bp, BGT _ (Bpﬁcf _ BGBp>T — BTGBTD _ BTpﬁTG.
De la expresién (4.67) se puede determinar que:
st — AR — OBPRNR R =7 ( BB — BB )
= 7°| B, 87| 1 = "SR = —A°S"RC. (4.95)

Analizando la aproximacién infinitesimal de la transformacién asociada a
U (A) se obtiene que:
Oy (i _ 1 0 1 —0cpo—0 | —
uR® ~ 7° <1 + EwgpST“p) 7% =7° (1 — ngpnoSpGn()) 7°
1

J— pPo
— 1 - _w(yps )

2
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que en el limite finito se deduce

U (A) 70 = exp (—%wgps(’p) =Uu'(A), (4.96)
por lo tanto
P () = (x) U (A). (4.97)

Se puede afirmar entonces que la covarianza de la ecuacién de DKP ha sido
probada y que es independiente de la representacién de las matrices B".

A partir de la relacién (4.80) es posible mostrar que:

useu = U pe, B0 U= (BUB° — BPB7) U
= U 'puu’pruU —u'prUUTTRU
= A%BFARBY — AP BYAT B = AN, (BB — BYB")
= AL | B BY] = ATARSY, (4.98)

Lo que indica que S°° es un tensor de segundo orden en el dlgebra de las
matrices B". En general todo tensor en ésta dlgebra puede ser escrito como
una combinacién lineal del producto de 3 y & [75]. De la relacién (4.89) se
establece que

NHoRP —MPRC = {BH)SGP} ) (4.99)
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4.5. Covarianza de Lorentz de la Ecuacion de DKP

se manera que
5] = [[607].57] = [ 075 [70%7]
= B[ 8,87 + | B S| BY - B | B S| — | B, 57
= B (7B —np7) + (n*B° —np°) B
—B* ("B — ) — (7B —n*p7) B
= 1 (Brp°— pop*) +n (BB — BB
i (BPBY — BYB?) +n ((BYBT — B7B")
= 7| B BP| P | 87, B| 1 | B% BY] 4 | BB
OGPV oy YOGHD 4y OST  eYO,

es decir
[S‘”, S"p} = nHOSPY + 1YPSOH — HPSOY — nVOSPH, (4.100)

Introduciendo las matrices oy de la siguiente manera:
Oy = iiklmslm, (4.101)

y teniendo en cuenta la expresién (4.100) se determina que

[ka Gl} = [ — iEkmnsmna _ielpq Spq} = —&mnflpq [Smm Spq}
= —gkmnELPq <nmqun + nnpsmq + nnqum + T]mqsnp)

= —&mnflpq ( - 6mpsqn - 6npqu - 6nqspm - 6mqsnp>
= EpnkEpqlSqn T EpnkEpqloqn + EpnkEpqiSqn + Epnk€pqiSqn
= 4€pnk5pqlsqn =4 (6nq5kl - 5n16kq) Sqn

_ 4 (zmsm - s,d)
— 45,
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Ahora,

iekinOn = i€kin (1enpgSpq) = —EnkiEnpqSpq = — (5kp51q — 5kq51p> Spq
= — (S — Su) = —28y,

de manera que:
1
—Sn = 5 €kinOn,

de manera que se puede concluir
[Ulq 0-1} = 2iexnOn,

que en forma equivalente se expresa como:

[%, %} - iekm%. (4.102)
La expresién anterior se interpreta como las relaciones de conmutacién para
las matrices de momento angular, entonces oy tendra las propiedades de mo-
mento angular y podra tomar los autovalores: (f, f—1,f—=2,--- ,—f+ 1,—f),
donde f es un niimero entero o semientero. Lia ecuacién caracteristica para las
matrices oy es:

(o —f) (o —Ff+1) -+ (o +f—1) (o + ) = 0. (4.103)

En general la representacién de las matrices de momento angular que satis-
facen (4.103) pueden ser descompuestas en representaciones irreducibles Dy,
Dj¢_y), - - - del grupo de rotaciones infinitesimales. Estas representaciones irre-
ducibles corresponden a los valores |f|, |[f — 1|, --- de momento angular. Ya
que en una representacién irreducible D; la funcién de onda tiene (21 + 1)
componentes independientes correspondientes a diferentes direcciones de mo-
mento angular, se muestra que el campo de DKP 1 (x) describe el estado de
una particula con espin f = 1. Asi, se deduce que la funcién de onda en (4.31)
describe los estados de particulas espin [f], [f — 1], - - - .Este momento angular
es una propiedad intrinseca de las particulas ya que no desaparece inclusive
cuando éstas se encuentran en un estado de reposo.
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4.6. Representaciones irreducibles de la teoria DKP

4.6. Representaciones irreducibles de la teoria
DKP

El conjunto de matrices 3" junto con el operador unidad generan un anillo
con el dlgebra de espin entero [76]. El dlgebra expresada por (4.45) genera
un conjunto de 126 matrices independientes. Esta dlgebra, por el teorema de
Frobenius-Schur, debe poseer tres representaciones independientes irreduci-
bles [67].

126 = 12 + 5% +10% (4.104)

Se tendrd una representacién de primera orden, que es la trivial y la cual
no tiene significado fisico. Una representacién de quinto orden que descri-
bird particulas de espin =, el cual se identifica como el sector escalar de la
teoria DKP. Finalmente, una representacién de décimo orden asociado con
particulas de espin 1 que se conoce como el sector vectorial. El campo de
DKP, por tanto, poseerd un exceso de componentes y la teoria deberd ser
condicionada por una ecuacién que permita eliminar algunas componentes
redundantes. Dicha condicién se deriva de la ecuacién de DKP multiplicando

(4.44) por (1 - (BO)Z), resultando en:

0 = (1 - (50)2) (us“au— m) W= (1 - (50)2) (iﬁoao + B0, — m> W
= [1(1-(8)7) B%Bo+i (1 (BY)") B0 —m (1 (B%)) | w. (4.105)
A partir de la relacién (4.46) se determina que:
(B%)” =n%p = p°,
por lo tanto, ,
0=(1-(8)°) B
Ahora, de (4.50) se obtiene que
(B())z Bk + Bk (BO)Z :nOOBk +nkOBO — E’k)
85



86

entonces 5 5
B (%)= (1= (8)°) "

De manera que la ecuacién (4.105) se reduce a:
: 2 2
i (8%) 3 = m (1 (B°)") w. (4.1086)

Como se podra observar posteriormente, la relacién (4.106) permitird deter-
minar que tres (cuatro) componentes del campo 1 (x) se expresan en términos
de las otras dos (seis) componentes y sus derivadas en el sector escalar (vec-
torial) de modo que las componentes superfluas desaparecen y se mantienen
solamente las componentes fisicas de la teoria de DKP. Se mostrara que las
ecuaciones de KGF y de Proca son obtenidas seleccionando los sectores de
espin O y 1, respectivamente de la teoria DKP para el bosén libre.

4.6.1. Equivalencia entre el formalismos de DKP y el
formalismos de KGF

En 1953, Fujiwara [77] desarrollo dos conjuntos distintos de operadores que
tienen la interesante propiedad de seleccionar el sector de espin 0 o 1 de la
teoria de DKP. La propuesta de Fujiwara se baso en la propuesta de Peas-
lee [78]. Sin embargo, el abordaje realizado por Umezawa [71] resulto siendo
mucho mas didactico y presenta de manera explicita estos operadores. Para se-
leccionar la funcién de onda de espin O, es necesario introducir los operadores
P y P* definidos de la siguiente forma:

=—(B°)" (B")" (B")" ("), (4.107)
el cual cumple con la condition:
P? =1, (4.108)
Ademads, se introduce el operador:
P* = PRY, (4.109)
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al cual se le puede deducir la siguiente propiedad:
PHBY = PR*BY.
Ahora, siendo que: B*BYR" =n"*VR", se determina:
(B“Bv—nw) pH =0. (4.110)

Siendo que la identidad anterior se deberd cumplir para todo " se deduce
que:

BHRY =", (4.111)
de manera que
PERY = PBRMBY = Pn*. (4.112)

Los resultados anteriores nos llevan a la siguiente identidad:
PST =P | B, 37| = P B7BP — B°B) =0 =S"P. (4.113)
En forma similar se demuestra que:

PUS™ — PY (7B —BPB°) = P*BB" — PHB°" = PRMBTB — PRUBp
= "7 (PRP) —n** (PR®) =n""PP —n"PPT, (4.114)

bajo una transformacién infinitesimal de Lorentz arbitraria, se deduce que:

PUY (x') = PU (A) W (x) ~ P (1 n %5%95“9) VY(x)=PP(x), (4.115)

lo que permite determinar que Py (x) transforma como un escalar, de manera
que el operador P selecciona el sector escalar de la teoria de DKP. En forma
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anéloga se puede observar que si se utiliza la relacién (4.114) se obtiene:
PR (x) = PRU(A) W (x) = PP (x) +

— PR (x) +
— PR (x) +
— PR (x) +
= Ph )+ 5 (5P, + 8P (x)
_ (P“q) (x)) + St (prp (x)) (4.116)
= (¥ + dw) (PPw (x))
= A% (P (),

lo que indica que P* (x) transforma como un vector. Si se aplica el operador
P a la ecuacién de DKP se obtiene que:

0 = P(iﬁuap—m>1|)(x):iPB“autl) (x) — mP (x)
- iau(wxp (x))—m(PLI) (x)). (4.117)

Ahora, si aplicamos el operador P* y se utiliza la expresién (4.112) se deter-
mina que

0 = P (iﬁ“au _ m) ¥ (x) = iPYBHd,p (x) — mPYP (x)
= iPn*0, (x) — mMP™ (x) = 10" (Pq) (x)) —m (vap (x)) ,

de manera que:

1
58waePHS Y (x)

Sty (PP — P (x)
%(&N‘Pp—éw HPO) P (x)
l( SWHPP, — 5w P,) 1 (x)

PR (x) = nila” (Plb (x)) : (4.118)

que al substituir en la relacién (4.117) resulta en:

i, (%ﬁ (Pw (x))) —m (P (x)) = 0,0 (P () —m (P () =
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4.6. Equivalencia entre el formalismos de DKP y el formalismos de KGF

es decir,
(D+m2> (Ptl) (x)) _0, (4.119)

por lo tanto, los campos Py (x) son identificados con campos escalares de
masa m que obedecen la ecuacién de KGF para un boson libre, es decir,
es una ecuacién de onda para espin 0. Por lo tanto, cuando el operador de
proyeccién P es aplicado a la ecuacién de DKP, inmediatamente el sector de
espin O de la teoria es seleccionado suministrado solamente la componente
fisica del campo 1 (x) que satisface la ecuacién de KGF libre.

Si se denota la funcién de onda multicomponente { (x) como:

cpo((X))

° (x

vw=| ol —((‘ppv((’%) Cv=0,1,2,3, (4.120)
o (x
@’ (x)

se puede encontrar una representacién de las matrices " de manera que los
operadores P y P* seleccionen las componentes del campo DKP que podamos
asociar con el campo de KGF. La naturaleza de los operadores P y P" debe
ser tal que:

O4x1
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Lo anterior implica que dichos operadores deberdn ser de la forma:

(10000\ (01000\ 00100
00000 00000 00000
P=|00000 PP=1 00000 Pl=| 00000 ],
00000 00000 00000
\ooooo) \ooooo) 00000
(00010\ (00001\
00000 00000
PP=100000 P=100000 (4.122)
00000 00000
\ 0000 0) \00000)
De la expresién (4.118), se puede determinar que:
" et (Lot (x)
PLNX)_( Osx1 >_ma <P¢(X))_<mo4x1 ’
es decir: )
P (x) = — 0% (x). (4.123)
m
Definiendo el siguiente campo:
@ (x) = vVmo (x), (4.124)
se determina que .
1 _
o (x) = \/—n—la“cp (%), (4.125)

de manera que el campo multicomponente de DKP se puede expresar de la

siguiente manera:
VMo (x)

o= ( L58). (4.126)

que se interpretara como la forma fisica de la funcién de onda de DKP del
sector de espin 0, siendo que:

P (x) = v ( o0 ) L PR (x) = %n_l ( e ) o (a120)
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el cual satisface la condicidn:

(D+mz> (Pw(x)) =\/ﬁ< (O+m?) P (x) ) _o,

O4><1

es decir:
(D + mz) @ (x) =0. (4.128)

4.6.2. Equivalencia entre el formalismos de DKP y el
formalismos de Proca

De forma similar se puede seleccionar la funcién de onda para campos de espin
1, para ello, se introduce el siguiente conjunto de operadores [71]:

RE = (B')(BY) (8%) ("B —*), (4.129)
RS = RHpY,
los cuales satisfacen las siguientes propiedades:
RE = ()" (8%)" (B%)" (BB —n™) B¥ = (B)" (8Y)" (B°)" ( B*BB” —n"B").
Del 4lgebra de las matrices [3 se determina que:
B BOBY + BYBOBH =n"0BY + P,
es decir:
B BB —m™BY =nBH — BB = — ( BV —m™) B,

de manera que

R = — (B")" ()" (B%)" (BB — ) B* = —R"BM = —R™.  (4.130)
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De iagual manera,
ROBY = RBYY = (B')°(BY) (B%)° ("B —n*) B*B°
= (8)" (B) (8)" ((B*B°B"B° BB
Ahora, de la misma algebra de las matrices 3 se obtiene que:
BORVRE + BORVR° = n®pe + n°B°,
de manera al usar el hecho que BYB® =n"° se deduce:

0pvQo 0pvpd _ .0v 0 v 0 0pvp0 - u0_vo
BB BYR” —m"RYB —nE‘:EjLn B"PB E\“E/BB '

nre nho
= n% (B“BO —n“") —n* <B”B° —nov) ,
resultando finalmente que
RHVRE — ([31)2 (BZ)Z ([33)2 [nev (BHBO _npO) IC ([3\/[30 _n0v)}
- ([31)2 (52)2 ([33>2 (BHBO _np0> ST (61)2 (62)2 (63)2 <BVBO _n0v>
— n®RM —HORY,

es decir:
RWRY = R*n® — RVH°. (4.131)

Ahora, asociado al operador R* se determina que:
RHSGOP — RH {E’G> Bp} — (RHB(T) Bp _ (RHB()) BG

RHOBP — RHPBY = RM1PY — ROpMP — RH P 4 RPYHO
= n*°RP — PR, (4.132)

Igualmente:
SOPRH  — {6(;» Bp} R* = BGBPRH _ BpﬁGR”
= n°°R* —nP'R* = 0. (4.133)
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De manera andloga se observa que:

RHYSOP _— RHV |:[30', Bp} _ <vaBc) Bp o (Rmfﬁp) BO‘
— (Runav _ Rvnuo) Bp o (anpv o Rvnup) BO‘
= R*BPM — RYBPNH — R*B NP + RYB M
= NOVRM —HORYP — PYRHC 4 HORYC, (4.134)

Las identidades anteriores garantizan que bajo una transformacién infinitesi-
mal se cumple que:

REY () = RMU(A)W (x) ~ R* (1 + %mcps‘m) W (x)

= R™p (x) + %6w0pR”SGp¢ (x)

= R™ (x) + 58wg, (N""RP —m*PR) 1 (x)

= R (x) + 5 (8w R” —dw *R) P (x)

= R* (x) + 5 (Ow"PR, — dwMRg) P (x)

el \)

= R" (x) + 7 (dw"PR, + 8w Ry) Y (X)),

es decir:

RAY (X) = (RM (x)) + S, (R () (4.135)

lo que indica que el operador R* selecciona las componentes del campo de DKP
P (x) que transforman como las componentes de un cuadrivector. Ahora, al
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considerar el operador R"¥ se determina que:

RV (x) = RMU (A) W (x) ~ RHY (1 + %5%9509) W (x)

— RMYY (x) + 16wng”VS“ptl) (x)

2
= RO (x) + %&»w (N™REP — AR — nRET 4 R 1 (x)

— RMYY (x) + % (5wVpR“p — SWH R — 5w YRM + SwG“RW) W (x)
— R¥Y (x) + % (mvaup — SWHPRY, — Sw™RY, + 6wG”RVU) W (x)
— R (x) + % (B@W™RY, + SR, + 8w PRY, + 5w R, ) 1 (x)
— RMY (x) + S (R‘th) (x)) + 5w, (R“pxp (x)) . (4.136)

Ahora, si consideramos una transformacién de Lorentz infinitesimal de un
tensor de segundo orden, su comportamiento seria:

R = AR AY%R™ ~ (8% +dwh,) (8% + dwYs) R*P
~ (848" + 0" 0w 4 850wk, ) R*P
= R" 4+ dw" R* + dw", RM,
resultado que permite establecer de la relacién (4.136) que el operador R

selecciona aquellas componentes del campo de DKP 1 (x) que transforman
como un tensor de segundo orden.

Si se aplicar el operador R* a la ecuacién de DPK se obtiene:
0=R (iBHaH - m) ¥ (x) = iRYBFI P (x)—mR'P (x) = iR, (x)—mR Y (x),

es decir:
RWYO P (x) = —imRMp (x). (4.137)
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Sin embargo, si el operador R*¥ es aplicado, resulta e aplicar (4.131) que:
0 = RW (us“aa _ m> W (x) = iR B, (x) — mR* (x)
= 1(R"¥n™ —=R"M") 0ap (x) — mR*™ (x)
— i (R”d) (x)> T (R%p (x)) — MR (x),
asi que,
d” (R“xl) (x)> v (vap (x)> — —imR™Y (x). (4.138)

Teniendo en cuenta que R (x) transforma como un vector, podemos definir
el siguiente campo tensorial de segundo orden:

VY = Y (R“xl) (x)) e (vap (x)) , (4.139)
el cual satisface la propiedad de ser antisimétrico,
VY = —VVH, (4.140)

De esta manera, la ecuacién (4.138) se expresa como:

RFY (x) = —nllv“V, (4.141)

con lo cual, la relacién (4.137) se escribe:

d, (wap (x)) AmRMP (x) = —nilavvw +im (th) —0,
es decir,
O,V 4+ m? (R“d)) —0, (4.142)

que se interpreta como siendo la ecuacién de Proca para el campo vectorial
R (x) que describe una particula de espin 1. Si se aplica el operador 0, a la
ecuacién (4.142) se deriva una condicién subcidiaria para el campo R* (x).
De la antisimetria del tensor V" resulta que:

0,0, V™ + m2d,, (RUp) = m2d, (R =0,
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por tanto
d, (R“q)) —0. (4.143)
Ahora, si la condicion anterior es utilizado en (4.142) se obtiene,
A,V 4 m? (R“q)) — 9, [av (th (x)) _om (vap (x))] +m? (th)
— 2,0 <R“1|) (x)) — o, (vap (x)) +m? (th)
— 2,0" (th (x)) +m? (th) —0,
lo que en forma compacta se expresa:
(D n m2> (R“q) (x)) —0. (4.144)

Las ecuaciones (4.143) y (4.144) son equivalentes a las ecuaciones de proca.
La ecuacién (4.144) indica que son necesarias 4 coordenadas para describir
la particula de espin 1, sin embargo, la condicién (4.143) elimina una de
esas componentes estableciendo que son necesarios unicamente 3 grados de
libertad.

Al denotar la funcién de onda multicomponente \ (x) para el caso en consi-
deracién como siendo:

X

——
_—

X xR R

, (4.145)

X R R X

eSS
N X N oy g AW N = O
AA/—\/—\A?AA/—\/—\

~
<
Ka¥

N—

se puede encontrar una representacién de las matrices " de manera que el
operador R" seleccione las componentes fisicas del campo DKP para el sector
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de espin 1 las cuales son identificadas como siendo (cl)1, 2, P2, cl)4). Bajo esta
condicién se puede esperar que el operador R* realize la siguiente accidn:

RMY (x) = < ¢ (x) ) . k=0,1,2,3. (4.146)

091

Sin embargo, hay que tener en cuenta que de las componentes fisicas indicadas
anteriormente, la relacién (4.143) los vincula manteniendo solo tres de ellas
como independientes. A partir de la expresién (4.144) se puede deducir que
son éstas cuatro componentes del campos VP (x) las que satisfacen la ecuacién
de KGF libre. Con el fin de garantizar (4.146), los operadores R* deberdn ser
de la forma:

1000000000 ) (0100000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
p0_| 0000000000 pl_| 0000000000
0000000000 > ~ 0000000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
\0 000000000 \0000000000)
(001000000 0) (0001000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
p2_| 0000000000 p3_| 0000000000
0000000000 > ~ 0000000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
0000000000 0000000000
\0 000000000 \0000000000)
(4.147)

{@)]
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Seguin la propuesta de de Broglie una manera de construir las matrices 3
que garanticen que el dlgebra (4.35) sea satisfecha es si dichas matrices se las
puede expresar en la forma:

ﬁ”:%<y”®1 + 1 ®y’“), (4.148)
donde
{v”,vv} = 2" = {v’“, v’v} : [v”,v’v} =0. (4.149)

Hay que tener en cuenta que la representacién dada por (4.148) es reducible
de manera que una teoria basada en la ecuacién:

0 (V'@ T+T@Y") b (x) + Kb (x) =0, (4.150)

es equivalente a la teoria DKP. A partir de la ecuacién (4.150) se puede
concluir que el campo P (x) se transforma como el producto directo de dos
campos de Dirac. Como ya se ha mostrado el campo de DKP describe los
campos de espin O y espin 1 ademads de contener una representacion trivial las
cuales estdn contenidas en la representacién particular para las matrices "
dada por (4.148). Como se mostré en la seccién anterior, el campo de espin 0
posee cinco componentes (Ptl), P”Lb), en tanto que el campo de espin 1 tiene
dies componentes ( R, V”V). De esta forma, las representaciones irreducibles
para los campos de espin O y espin 1 contienen 15 componentes. Debido a
(4.148), las representaciones reducibles para 3" tienen 16 componentes, por
tanto, es necesario encontrar una ultima componente, a fin de descomponer
en tres representaciones irreducibles: 16 =105 ® 1.

Esta dltima componentes sera entonces una representacién irreducible, de
modo ella deba ser una cantidad escalar satisfaciendo una ecuacién diferencial
de primer orden. Sin embargo, es imposible encontrar tal ecuacién para una
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componente escalar que satisfaga también la ecuacién de segundo orden de
GKF, a menos que éste escalar sea cero. Por lo tanto, se concluye que la
ultima componente es trivial, es decir, no tiene interés fisico. Debido a la
irreducibilidad de las tres representaciones, el nimero de matrices linealmente
independientes es dado por la expresién (4.104). Se puede mostrar usando el
dlgebra de las matrices " que toda matriz en dicha dlgebra y su producto,
se puede expresar como una combinacién lineal de las siguientes 126 matrices
[79]:

I ke YR
i pY YR RP
BHRY BYR* Tl AT (4.151)
B*BYR™ B R*pP AR’
BB RRP Y Tl

En cualquier representaciéon que se de para las 126 matrices, solo 16 poseen
traza no nula, es decir, las " y todos los productos entre ellas. Las trazas de
las matrices 3" y para matrices que contienen n* son las siguientes [80]:

TT.(BMBHZ...(_),Han) — 0) (4_152)
Tr ( BH] [3112 BHs ﬁw e BHanz BPLanl [311271) — JHiH2§H3Ha | §Hon—1,Hon

_|_6H2H35H4H5 - 6“27172,“271716“1,”'271

Ahora, en relacién a cada representaciéon del campo de DKP se cumple:

s=1 s=0 trivial

Tr (1) 10 5 1
Tr (M%) 2 —1 —1 (4.153)
Tr (A*7Y) 2 1 1
Tr (@7 n%) —2 3 —1
Tr (A*7'A°0P) 2 -3 —1

la traza de un nimero impar de matrices " es siempre nula. Para el calculo
de diferentes observables solo es necesario conocer las propiedades de las ma-
trices ", de manera que las mediciones asociadas a ellas no dependan del la
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representacién especifica de dichas matrices. Se mencionara algunas represen-
taciones especificas para las matrices beta en los tres casos mencionados aun
cuando no es la tnica posible. En el caso de la representacién trivial, todas
las matrices deben ser iguales a cero:

B =p'=p*=p>=0. (4.154)

En el caso de la representacién correspondiente a los campos de espin 0, las
matrices " son 5 x 5 y tienen la forma:

01000 0 0100
10000 0 0000

P=| 00000 , B'=[-10000 [,
00000 0 0000
00000 0 0000
0 0010 0 0001
0 0000 0 0000

pr=| 0 0000 , B*=| 0o 0000 (4.155)
10000 0 0000
0 0000 10000

Ahora, para el caso de campos de espin 1, las las matrices " son 10 x 10 y
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—1 00

0

0 0

0

0

0

4.8. Formulacién Lagrangiana de la teoria de DKP

una posible representacién es:

}\
o< OOOO,I_OOOOOOOO
o o oo oo
cReReReReReReRe ke
oo © coocoocoococoo
oo o c OO0 O0CO0CO0OO0OOO
— 01_-0000000
| © O o o
oo laRoReRe e Re Re)
o< < © coocococoococoo
—_
o o o
| 00001_0000
001_ ) CO OO OO —OOO
oo o o cReReReRe e ReRe Re
/
—_
o oo _ I
o
oY
Il —
=y OO O OO
)1_00000000
ke ReRe ke Xe)
P N X E-E-R-R-R- R
cococn OO0 0 00O
P N X E-E-R-E-R-R
cReoReReReReXe) 0001_00000
cRekeReRe ke XKe)
cRcoReRe oo o Re
cReReReRe e
T coococoococoocoo
cReReRe kel aRe)
—
coocom~oo PP | 09
cReReoReReReRe e ReRoReRe o Ro kel
- ~~—
I I
o o~
oY oY

(4.156)

(4.157)
101

\10 0000000 0
BHP (x) —m (x) P (x),

Formulacion Lagrangiana de la teoria de

DKP

£= 35 () B* (0, () — 5 (3, ()

\0 0 000000 0 0)
Debido a la estrecha similitud entre la forma funcional de la ecuacién de Dirac

y la ecuacién de DKP, se propone que la densidad Lagrangiana para el campo

de DKP libre es:

4.8.
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a partir de la cual se calculan las correspondientes ecuaciones de campo aso-
ciadas a (1]),1])) de la siguiente manera:

oL oL oL oL
5~ (a7a7) TR (a(aplp)) (4.158)
Calculando las derivadas correspondientes se determina que:
oL 1, — — oL 1—
= T — R
oL i oL i
—_— = = H a — y — — — = H y

relaciones que al ser substituidas en (4.158) resultan en:
¥ (x) (%B”er) —0 (iB”au—m)ll)(x) —0, (4.159)

resultando en las ecuaciones de campo (4.44) y (4.69). Es posible observar que
la densidad lagrangiana indicada en (4.157) posee una simetria global U (1):

V) oW ) =Y (x) , D)o () =e T P(x).  (4.160)

lo cual es el reflejo de la presencia de la corriente conservada indicada por la
ecuacién (4.71)

1—
J¥ = Ell)ﬁ”ll)-

Ahora, debido a que el Lagrangiano que describe la teoria de DKP es de
primer, asi como en el caso del campo de Dirac, es posible mostrar que las
dos teorias comparten una propiedad en comin. Con el fin de evidenciar lo
anterior, se procede a calcular los momentos candnicos asociados a los campos
(b, ) de la siguiente manera:

oL 1— oL

"0 = Sy 2 M T =g

1
300 (X)) 2 = 2 Pob i)

(4.161)
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4.8. Formulacién Lagrangiana de la teoria de DKP

El hecho que en la expresién anterior se muestre que los momentos candéni-
cos (i, 7) asociados a los campos (), respectivamente, se relacionen a los
mismos campos y no a las derivadas temporales de ellos, da a entender que
el Lagrangiano que describe los campos de DKP es singular, es decir, que
las coordenadas que definen el espacio de face (1]),1_b, T, 7'[) no son completa-
mente independientes y por las expresiones (4.161) constituyen un conjunto
de vinculos [81]. Por lo tanto, un método apropiado deberd ser considerado
con el fin de analizar consistentemente la teoria y que en nuestro caso sera
considerado el método de Dirac para estudiar sistemas con vinculos [82]. Es
asi, que al sistema de ecuaciones (4.161) se le asociara el siguiente conjunto
de vinculos primarios:

F(x)zﬁ(x)—%E(x) o~=0 F(X)ET[(X)-F%BOLP(X)%O. (4.162)

El numero de vinculos que resulta de (4.162) dependera del tipo de campo
que se desea describir a partir de (P, ). Siguiendo el procedimiento de Dirac
se definird la densidad Hamiltoniana candnica de la siguiente manera:

He = mop + aoﬁﬂ — L
1— i, — i— ) 1— o
= VR0 — 500 Rep — PP 00 — SR Ok
2 2 2 2
i, — 1, — —
+§aotl)ﬁoll) + zakll)ﬁkll) + minp
1— i — _
= 5 B*OK + 20k B P + m,
de manera que el Hamiltoniano candnico asociado a la teoria es:

He = J IxHe = J d’x {—%t_bﬁkamb + %akm_bﬁkw + m&l)] : (4.163)

De igual manera, se define al Hamiltoniano primario adicionando al Hamilto-
niano candénico los vinculos primarios con sus respectivos multiplicadores de
Lagrange,

Hp = Hc+Jd3y (X)) + Ty aly)] (4.164)

= [ [-50B (0pw) + 3 (O1) Bw -+ i+ )T () + T ) cly)|.
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siendo (&, ) los multiplicadores de lagrange asociados a los vinculos primarios
(F, F) respectivamente. Ahora, dado que el espacio de fase de la teoria es

expandido por (11),1_]), I, 7'(), para dos variables dindmicas definidas en dicho
espacio:

FOO =F 90,9 (00,7 (x),m00)] , G =6 % (x),(x),70x),m(x)],
(4.165)
la definicién funcional de los corchetes de Poisson a tiempos iguales es:

_ Jdazlér‘(x) 5S1y) , SF) 56 o)

ooy 5, (2) 57t (2 ) s¢ (z EAD
~ 8F(x) 8G(y) (x) 3G (y)
57 (2) 5g (2) fma (z] (4.166)

A partir de la relacién anterior se puede mostrar que los inicos PB diferentes
de cero son:

{Wa (), 7 (W)} =808 (x—y) , { B0 (), (1)} = 88 (x ).
(4.167)

Utilizando las relaciones (4.167) es posible mostrar que el conjunto de vinculos
primarios (4.162) satisface el siguiente sistema de ecuaciones:

{1, o)} =1(Bo)an & (x—y) , {Talx), T (y)} = =i (Bo)iy 8* (x— ).
(4.168)

El procedimiento de Dirac establece el los vinculos primarios se deberdn pre-
servar en el tiempo, es decir, ellos deben ser consistentes baja la evolucién
temporal generada por el Hamiltoniano primario. Por lo tanto, se exige que
(I,T) posean un PB débilmente igual a cero con el Hamiltoniano primario,
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4.8. Formulacién Lagrangiana de la teoria de DKP

con lo cual (utilizando (4.167)) se deduce que:

{Fa(X))HP :——Jd3y{Ta(x),ﬁb(y)ﬁgc(agwc(y))}
%J‘ﬁy{r (), (3¢bs (y ))B‘;cwc( )}

+mjd3y{Fa(x) J F (Y Ty (y)}
[ @yb, v )ﬁbcay{ﬁ )}

-

-~

—84c8 (x—y)

+3 | @y @2 () B {7 () e ()}
e | @iy (y) {7 () () + | @y () { a0, ()}

.

V

—i(Bo) npd° (x—y)
3 | Py () B8, 2L 8 (x—y) = 5 (3%, () B, — i x)
i@ () (Bo) oy

=508, () Bl — 5 (91 () B, — i [x) = i (5) (Boleg
b, (x) (13 5BY, + mban) — i () (Bo)oa

De manera que la consistencia del vinculo T (x) establece que:

T(x) =¥ (x) (ﬁmk + m) 4 & (x) Bg ~ 0. (4.169)
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En forma similar, la consistencia del vinculo I' (x) determina que
o) = {Ta0, Mo} = =3 [ @y {Fatx), i () Bl (B ()}
+3 @y (R0, (0 ) B ()}

s | @y { T, By ()0 ()} + | Sy {Fax) T () o )

= @y tx), B ()} B (000 ()

-

Vo

—84c8 (x—y)

5 [ @yo2 {00, 0y () } Bl ()

e | @y {000 ()} )+ | @u{ T 00, T ) oo ()

-

(Bo) 48> (x—y)

jcﬁyﬁﬁcwc (y) 3 8 (x—)
—

B ACTN)

1

2

i (%) +  (Bo) gy oo (¥)
1

= 3Bl (Olbe () + 5B (BWe (X)) — mibg (x) + 1 (Bo) g oo (x)

= (1BE,0% — b ) Wy () + 1 (Bo)p o (X),

que en forma compacta se expresa como:
[ (x) = (uska§ - m) ¥ (%) + 1By (x) ~ 0. (4.170)

No obstante, a pesar que las relaciones (4.169) y (4.170) establecen condicio-
nes sobre los multiplicadores de Lagrange asociados a los vinculos primarios
(F, F), la singularidad de la matriz 3, establece que nos todas las componentes
de (o, ®) consiguen ser determinados. Una manera de determinar que mul-
tiplicadores de Lagrange son determinados y que condiciones pueden surgir

106



4.8. Formulacién Lagrangiana de la teoria de DKP

para aquellos que no se pueden fijar resulta de la definicién de los siguientes
operadores:
Pr=p , Pp=1-p5 (4.171)

A partir de la relacién anterior es posible deducir la siguientes propiedades
para los operadores considerados:

Pi1+P, = ],
Pi = BoBo =Bo="P,
Ro
Pi o= (1-83) (1-BE) =1—Bi— B3+ BBl = 1— B3 =Px
Bo
PPy = B3 (1 B3) =B~ BoB3 =0, (4.172)

Bo

donde la relacién (4.46) ha sido utilizada. Por lo tanto, el conjunto de ecua-
ciones (4.172) indican que el sistema de operadores (P;, P,) definen un par de
proyectores. Re escribiendo les ecuaciones (4.46) en la siguiente forma

PBox(x) = — <i[3ka§—m> ¥ (x) ~ 0, (4.173)
(0B = —0 00 (193*+m) =0, (4.174)

es posible determinar a partir de (4.173) que:
Bl (x) = Pro (x) = if, (iﬁkaﬁ - m) ¥ (x) ~ 0, (4.175)

lo cual permitird determinar algunas de las componentes del multiplicador de
lagrange o (x). Ahora si aplicamos el operador (1— ;) se deduce que:

i(1-83) Box () =0 =— (1-B3) (iB*0; —m)w () ~ 0,

lo cual constituye una conjunto de relaciones entre las coordenadas del espacio
de fase, es decir, de la consistencia del vinculos primarios I' (x) resulta una
agrupacién de vinculos secundarios que se denoratan de la siguiente manera:

O(x) = (1 — ﬁé) (iﬁkgt — m) P (x) = 0. (4.176)
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Un andlisis similar con la ecuacién (4.174) permite concluir que:
- 2 - TN ST xak
& (x) B2 =T (x) Py = i (x) (1ak[3 +m) By ~ 0, (4.177)

garantizando que se pueden fijar algunos de las componentes del multiplican-
do de Lagrange o (x). Ahora, si aplicamos a la relacién (4.174) el operador
(1 — B§) por la derecha resulta que:

i () Bo (1 3) =0 =D (x) (193" +m) (1-p3) =0,

de manera que un nuevo conjunto de vinculos secundarios resulta de la con-
sistencia de I" (x). A este nuevo conjunto se lo denotara como:

O(x) = (x) <i<5‘,§[3k + m) ( 1 55) ~ 0. (4.178)

El numero de multiplicadores de lagrange que se consiguen determinar de las
relaciones (4.175) y (4.177), al igual que el numero de vinculos secundarios
que resultan de la consistencia de (I;T), dependerd de la dimensién de los
operadores (Py, P,), es decir, de la representacién de los campos de DKP.

Debido a la existencia de vinculos secundarios, la consistencia de los mismos
deberd ser considerada, es decir, se exigird que:

Ox)~0 , ©O(x) ~0. (4.179)

Con el fin de calcular las relaciones anteriores, se utilizara las siguientes iden-
tidades que resultan de calcular los PB entre los vinculos secundarios y las
vinculos primarios:
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4.8. Formulacién Lagrangiana de la teoria de DKP

donde todas las otras posibles combinaciones de PB entre dichos vinculos es
cero. Asi, es posible mostrar que de la consistencia del vinculo secundario
© (x) resulta que:

Ou(x) = {@a (x) ,Hp} - JdSy {@a (x),To (y)} o (y)
— Jdg‘y ([ (1—-B3) (iﬁkat—m)}ab &’ (X—U)> xp (Y)
— ([ (1—B3) (ifska‘;—m)] oc(x)) ,

a

es decir:

O(x) = (1 — [3(2)) (iﬁkat — m) o (x) ~ 0. (4.181)

Igualmente, la consistencia sobre el vinculo © (x) resulta en:

8. (x) = {0, My} = | @y (v) {8 (), T (v
= Jd3y&b (y) ({ (10%B +m) (1 — Bé)}ba 5 (X—U))
= (&0 [ (i9tp+m) (1-BY)])

de manera que:
O (x) =& (x) (i(gljﬁk n m) (1 _ [53) ~ 0. (4.182)

Cuando se analiza (4.175) y (4.177) se puede observar que el proyector (3
selecciona una componentes de los multiplicadores de Lagrange o (x), & (x),
en tanto que de las relaciones (4.181) y (4.182) es el otro proyector (1 — B3)
que es utilizada y por que por tanto selecciona las componentes que aun hacian
falta por determinar. Una manera de verificar la anteriores afirmaciones es
considerar las representacién de las matrices 3". Si consideramos en primer el
caso cuando el campo de DKP esta asociado a los campos de espin 0, es posible
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obtener la siguiente representacién de los proyectores al utilizar (4.155):

10000 00000
01000 00000

Bs=| 00000 , I-Bs=100100 ], (4.183)
00000 00010
00000 00001

de manera que a partir de las expresiones (4.175) y (4.177) se determinan las
componentes (1,2) asociados a los multiplicadores de Lagrange o (x),« (x),
mientras que a partir de las ecuaciones (4.181) y (4.182) se establecen relacio-
nes para las componentes (3,4,5). Ahora, si el campo DKP describe particulas
de espin 1, las matrices " podrédn tener la representacién (4.156), de maneras
que los proyectores en consideracién tendran las siguiente forma:

(@&
—

—
(@

I-B§ =

SO OCOCOOCOCOOo
SO OCOCOOCDOCOCOOo
SO OC OO OO oo
oo HeoloNoleoloNoNo
o ol ololNololoNoNo
SO OCOCOODOCOOOo
SO OC OO OO Ooo
SO OCOCOOCOCOOOo
SO OCOC —=-OCOCOOoOo
SO OCOCOOCOCOOo

ol oNeoNeoNeoR HoloNeoNe!

SO OCOCOOC OO —=0O
SO OCOCOOCOo —=0O00
SO OCOCOOC =00 C

— OO OC OO O oo

N—

S OO OCOCOCOoC oo
S OO OO OO oo

~
—

0
0
0
0
0
0
1
0
0
0

H OO O OO OCOCOoCOoOo

(0.0]
N =
\ov
—
o
N—

(4
con lo cual, a partir de (4.175) y (4.177) se calculan las componentes (2, 3,
en tanto que de (4.181) y (4.182) se deducen las componentes (1,5, 6,
los multiplicadores de Lagrange o (x), ™ (x).

A
(¢]

Los resultados anteriores permiten asegurar que todas las componentes de los
multiplicadores de Lagrange son determinados lo que al mismo tiempo ga-
rantiza que el conjunto de vinculos (T (x),T (x),© (x),© (x)) son de segunda
clase. Estos vinculos primarios y secundarios serdn agrupados y renombrados
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4.8. Formulacién Lagrangiana de la teoria de DKP

de la siguiente manera:

0r (x) = (01 (x),02 (x),83(x),04 (x) ) = (T (x),0 (), T (x),0 (%)),
(4.185)

de manera que podamos construir una matriz de vinculos de segunda clase
con sus elementos definidos como:

Gas (x,y) = { Oa (x),0p (U)} : (4.186)

A partir de los PB definidos por las relaciones (4.168) y (4.180) se puede
mostrar que ésta matriz tendra la siguiente estructura:

G(X>y) - <D(2,y) C(g)y) )) (4'187)
donde
_ ip (10%Bx —m) (1 - BY) _
0w = (g (om0 )P
:aT 2\ (:a Ak T
D _ —1p [(1_60)(1Bkax+m)} 8 (x —u).
(x,y) ( (1058, +m) (1— )] 0 (x—y)
(4.188)

Con el fin de eliminar los vinculos de segunda clase de la teoria se deberd in-
troducir los Corchetes de Dirac DB, los cuales son definidos para dos variables
dindmicas A (x) = A [ (x), % (x), 7 (x), 7 (x)] y B (x) = B [ (), (x), 7 (x) , 7% ()]
de la siguiente manera:

{Ai (x), B (y)}D - {Ai (x), B; (y)} —Jd3ud3v { Ai(x), 04 (u)}
Gab (w,v) { 08 (v), B; (v) } (4.189)

donde G;E (x,y) denota la inversa de la matriz de vinculos (4.187). bajo la de-
finicién de los DB (4.189) el conjunto de vinculos (T (x),T (x),0 (x),0 (x)) se
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tornan en identidades fuertes, de manera que podemos determinar la siguiente
igualdad a partir de los vinculos primarios:

T =SB (B 5 lx) = —Bab (x), (4.190)

es decir, los momentos canédnicos (7t (x),7t(x)) se tornan en variables depen-
dientes en la teoria. Ahora, a partir de las identidades fuertes que resultan de
los vinculos secundarios se podrdn extraer los verdaderos grados de libertad.
Con el fin de calcular los correspondientes PD se debe especificar la repre-
sentacién del campo de DKP que se desea estudiar, en nuestro caso se desea
analizar analizar la representacién asociada a campos de espin 0, de manera
que los campos (P (x), WV (x)) estdn definidos por estar constituidos de cinco
componentes. Por tanto, utilizando la representacién matricial de las matrices
" dadas por (4.155), los vinculos (@a (%), B4 (x)) tendrdn para a = 3,4,5
las tinicas componentes no triviales ya que como se menciono anteriormente,
la consistencia de los vinculos (@ (x),0 (x)) determina esas componentes de
los multiplicadores de Lagrange o (x),® (x). Asi, es posible mostrar que las
matrices C (x,y) y D (x,y) tendrdn la siguiente representacion:

[0 i 0 0 0 —idf —idy —idy )
i 00 0 0 0 0 O
o0 0 0 0 —-m 0 0
Clxy) = 8 8 8 8 8 8 o _?n 5 (x —y),
iy 0 -m 0 0 0 0 0
9y0 0 —-m 0 0 0 0
\iy 0 0 0 -m 0 0 0 )
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( 0

—1

0

0

0
—10%
—i0}
—10}

L.

iy 10y 10} \
0

& (x—y).

0
0
0
0
0
0
0
m

cCoocOoCOoOoOo
co3 coococoo
c3 coocococoo
cocoocooco3l o
cocoocoo3 oo

0
0
m
0
0
0
(4.191)

La matriz inversa asociada a G (x,y) se calcula a partir de la siguiente expre-
sion:

JdazG (%,2) G (z,y) = Jd3zG_] (%,2) G (z,y) =I5 (x —y), (4.192)

donde I representa la matriz identidad de dimensién 16 x 16. A partir de la
relacién (4.192) y de la forma funcional de la matriz G (x,y) dada por (4.187),
la matriz G' (x,y), tendra la siguiente estructura:

—1
Gi] (X>y) — ( Ol (()X,y) b (()X)y) ) ) (4'193)

donde C7'(x,y) vy D' (x,y) son las matrices inversas correspondientes a
C (x,y) y D (x,y) respectivamente y que tienen la siguiente elementos:

0 i 0 0 0 00 0Y
i 0 Loy Loy 1oy 0 0 0
0—qlla>f o o0 o <L 0.0
00— 0 0 0 0 L0
1 — 2 m 3 —
o 0 L+ 0 0 000
o o 0 L 0 000
\o 0 o0 0 L1 00 0)
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[0 —i 0 0 o 0 0 0 \
—i 0 —loy —Loy —Lldy 0 o0 O
0 %6}‘ 0 0 o -L 0 0
C'(xy) = 8 gg% 8 8 8 g . _Onll 5 (x —y).
o 0 —L 0 o 0 0 0
o 0o o -—-L o o0 0 O
\o 0 0o 0 1 0 0 o)

(4.194)

Ahora, con el fin de calcular los DB correspondientes a los campos se utilizara
los siguientes PB:

{wix),05 W} = {0, T} =808 (x—w),
{0000, W)} = M), 0} =88 v—y), (4.19)

con lo cual es posible determinar que el DB correspondientes a los campos de

DKP (P (x), ¥ (x)) es:

D

{0} = {00, ) = | @udv {000 ()}

= G5 (%, y). (4.196)

De las relaciones (4.193) y (4.194) se determina que ésta submatriz tiene las
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siguientes componentes:

0 —i 0 0 0
) 0 Lo oy —doy |
{0, o)} = 0 gor 0 00 0 |8 (x—y). (4197
0 -0} 0 0 0
0 q1a>< o 0 0

Todas las otras posibles combinaciones de DB entre los campos (11) (x), ¥ (x))
son nulos. A partir de (4.197) es posible deducir el siguiente DB:

{q)o (x), ¥, (y)}D — i3 (x—vy). (4.198)

Con el fin de comparar con el resultado que se conoce para el campo escalar
complejo se considerara la representacion del campo 1V (x) dada por la ex-
presién (4.126), con el cual es posible determinar V) (x) = P' (x)7°, donde
la matriz ° en la representacién considerada para las matrices f* tiene la
forma:

100 0 O
01 0 0 O

W =28—-I=]100 -1 0 0 (4.199)
00 0 -1 0
00 0 0 —1

De esta manera, los campos (1]) (x) ,1_|)(X)) se expresan, en componentes, de
la siguiente manera:

[ Vmo

\}50@

Y= | —wm0e |, (4.200)
—\%325

\ — 0@

P = (\/_@ —— 7009 —ﬁa@* ——=0,¢" —ﬁ%@*),

de manera que se puede determinar que: P, (x) = VMm@ (x) yP; = ——=009" (x),
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de manera que el DB (4.198) se re escribe como:

{@00,00" (0] =8 (x—y), (4.201)

resultado que es coherente con la teoria que describe el campo escalar com-
plejo. Los DB asociados a los momentos candnicos (7t (x),7t(x)) podrdn ser
derivados a partir de las identidades (4.190). Un andlisis equivalente deberd ser
realizado si se espera que los campos de DKP describan particulas de espin 1,
en éste caso se deberd considerar la representacién de las matrices " dadas
por (4.156) con la relevancia que en éste caso la matriz de vinculos de segunda
clase G (x,y) es de 32 x 32.

4.9. Interaccion con Campo Electromagnético

La interaccién de un campo de DKP con el campo electromagnético se estudia
mediante la prescripcién de acople minimo, segin el cual:

0, — D, =0, —ieA,, (4.202)

en la correspondiente densidad Lagrangiana (4.157),

L—L = S$B* (Dap) — 5 (Dud) B'Y — mipy

= SUB* (Dutp) — 5 (Di) B —m
_ %aﬁu (0, —ieA ) — % (0, + ieA) PBMp — mipy
= SUB O — 5 (0.0) Brh —mPw + edBrALp,  (4.203)
de donde resulta el siguiente Lagrangiano de interaccién:
L1 =ePpp*A . (4.204)

Por tanto, con el fin de recuperar el término de interaccién en la teoria de
KGPF, se podria intentar usar la funcién de onda fisica para el campo de DKP
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P (x) v U (x) expresadas por (4.200). Si se utiliza la representacién (4.155) de
las matrices ", se deduce que:

B*FA,=| A+ 0 0 0 0 |, (4.205)
—-A, 0 0 O O
—-A; 0 0 O O
de manera que:
L1 = ePPHAD = ieA, [@* (x) 4P (x) — 09" (x) @ (x)] - (4.206)

La relacién anterior se diferencia del Lagrangiano de interaccién de la teoria
de KGF,

Lier = teA” [5*6@ - @6@*} + g°A AP, (4.207)

en el término cuadratico. Entonces, éste resultado da a entender que la equi-
valencia entre la teoria de DKP y la teoria de KGF solo es valido en el caso
libre. No obstante, se mostrard que ésta diferencia resulta del la incorrecta
manera de usar la forma fisica del campo DKP (4.126) ya que ésta ya no es
valido mas, por e hecho de que su derivacién fue valida para campos libres.

Notemos en primer lugar que la expresién (4.126) para la forma fisica del
campo es inconsistente con la invariancia de gauge que deberd poseer la teoria.
Bajo una transformacién de gauge local el campos de DKP debe comportarse
COmo:

P (x) = W (x) = ee*M (x), (4.208)

siendo que las componentes fisicas deberdn transformar de la siguiente mane-
ra:

@ (x) = @ (x) =e* Mg (x). (4.209)
Ahora, usando propiedad de transformacién del campo @ (x) en la expresién
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(4.126) para la forma fisica del campo de DKP se obtiene:

VI )\ Ve g (x)
7040 (x ) —\ e org (x) — 0t (x) e M (x)
7& eieoc < \/_(P X’ )

=M (x) )

lo que da a entender que la expresién que fue derivada en el caso libre ya no
es valida en la presencia de interaccién. Una manera de dar solucién a éste
problema consiste en cambiar la forma fisica del campo { (x) y reemplazando

por:
P (x) = ( ﬁf@( ) ) , (4.210)

donde D¥ es la derivada covariante definida por (4.202), de manera que ga-
rantiza que:

W x) = (

m

) = (YR Vmete
ll) X) = ;D/p@/ — ﬁ(a“—ieA’“) elGO(@

3

e (3
& (e**0Mp + ied e P — ieAtele P + 1edH xe )
< V/metealx )@ (x) _ giea [ VP (¥]
: _

D'

donde se ha tenido en cuenta que la transformacién del campo gauge es:
Ap(x) = AL (x) = Au(x) — 0, (x). Por lo tanto, se puede garantizar la
compatibilidad entre las dos transformaciones en (4.208) y (4.209).

Ahora, si se deriva la ecuacién de campo a partir de la densidad Lagran-
giana (4.203) se obtiene:

oL 1, — - = oL 1—
w = —z (apll)> Bu_m¢+e¢BHAH ) a(apll)) - Z'LI)E)H,
L oo u oL _ i,
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4.9. Interaccién con Campo Electromagnético

de manera que:

oL oL i i
0 = _—_all < > :%Bu(auw)_mll)‘}'eBHAull)_au <_%BH¢)

o 9 ()
- [i[ﬂ” (au—ieAu) —m} ¥
= (iB"Du—m) v,
es decir:
<i[3”Du—m)1|) = 0. (4.211)

Y en forma similar se deduce que:
P (iD;[?s“ + m) = 0. (4.212)

Utilizando las relaciones (4.109) y (4.112), se deduce al aplicar los operadores
P y P* a la ecuacién de campos (4.211):

PR“D,p = DM(P%I)):“T‘(PM,

(PR
P9) = SRED = D" P,
ey

resultando en: .
i m
Dy (PRp) = —D.DE (Ph) = — (P,

(DHD“JFmZ) (PY) = 0. (4.213)

La relacién anterior muestra que todos los elementos de la matriz columna
Py son campos escalares de masa m obedeciendo la ecuacién de KGF con
acoplamiento minimo, en tanto que los elementos P son nll veces la derivada
covariante del correspondiente elemento Pi. Utilizando los mismos pasos y la
misma representacién de las matrices 3" utilizadas para derivar (4.126) en el
caso libre se puede determinar que la correcta forma fisica para el campo de
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DKP 1 cuando esta presente la interaccién con el campo electromagnético es
dado por (4.210), siendo que

Py (x) = vim ( o0 ) P = ( PPt ) o (a214)

de manera que a partir de (4.213) se deduce:
(DHD”erZ) @ (x)=0. (4.215)

Por lo tanto, para garantizar la iteracién con un campo electromagnético
en la teoria de DKP de forma coherente no es suficiente tener en cuenta
la derivada covariante en la densidad Lagrangiana (4.203), lo cual lleva al
Lagrangiano de interaccién (4.204), sino que la forma fisica del campo de
DKP 1 deberd poseer una derivada covariante entre sus componentes, como
se indica en (4.210). Utilizando la versién correcta del campo DKP dada por
(4.210) en la densidad Lagrangiana (4.203) permite determinar que:

L= SHB3. — 3 (3.0) B — mip + ehB ALY
- % 5°0"D, P — D, 50" % i (D7) T +i0"5"D, 7|
1 . —% — —x —
—m [m@”‘@ + HDﬁ@*D”@] +e |:1A-u ((p ot — oM™ (x) (p)}
1

o0* ey -~ * o=k 1 —T )k T~ — —
= =3 [(p o"D,o+ o (a“DH(p )} + 2 [a“q)DH(p + %o Ducp}

.I

= =3 P'0'D,® + @ (2D}) | — m'PP + 090,

1
+aieAu (@700 - 909" ) — 0,9°0%0
—leAy (@*a“@ - @6@*) + e?AMA 0P +ieA, (@*a% _ au@*¢)
= =5 [cp 0"D,®+ ¢ (0"D.® )} . SieA, ((p 4P — POMP )
+e’AMA, PP
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Integrando por partes el primer término de la relacién anterior se deduce:

] —% — — Tk =k ] —% — — T k%

£ = 5[09' D@ +0eD0 } — o [(p D@+ @D P }
1

—m?Qp e + zieAH (@*a% — @6”@*) — e’AMA,070.

Por lo tanto, a excepcién de un término de frontera la densidad lagrangiana
se expresa como,

L = % Zauﬁ*au@—l—ieAu(@*6”@_@au$*)}

LI o
—m?Q P + zleAH ((p ot — ot ) + eZA”AH(p ©
= G0, 7 — mP'T +ieA, (90T~ POF) + ALAT',

a partir del cual se puede identificar el correcto Lagrangiano de Interaccién de
la teoria de DKP expresada anteriormente por (4.207). Entonces, utilizando la
correcta forma fisica del campo de DKP 1 (x) en el caso de acoplamiento mini-
mo, es posible recuperar el Lagrangiano de la teoria de KGF con el apropiado
término de interaccidn, asi, la equivalencia de esas teorias se mantiene tanto
en el caso libre como también cuando esta presente una interaccién con campo
electromagnético. El hecho de utilizar la forma fisica del campo de DKP del
caso libre resulta en inconsistencias cuando el campo electromagnético esta
presente y que ademads de incompatibilidad con la invariancia de gauge de la
teoria.
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Capitulo 5

Teoria de
Duffin-Kemmer-Petiau
(DKP) Libre en las
Coordenadas de Plano
Nulo

5.1. Introduccion

El éxito alcanzado por la ecuacién de Dirac con el fin de describir particulas
relativistas de espin % consiguid inspirar a algunos investigadores a buscar una
ecuacién de onda de primer orden que pudiera describir particulas de espin O
y espin 1. Fue asi que G. Petiau [83], R. Duffin [84], and N. Kemmer [85] pro-
pusieron una ecuacién de primer orden que describiria ésta clase de particulas
de una manera unificada y siguiendo las ideas propuestas en el trabajo de de
Broglie [86]. La ecuacién de primer orden es conocida como teoria DKP y su
estructura es muy similar a la ecuacién de Dirac pero con una dlgebra ma-
tricial diferente. La caracteristica de la teoria es que su representacién, en un
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espacio-tiempo (3 + 1) dimensional, puede ser descompuesta en tres represen-
taciones irreducibles: La representacién 5 x 5 que se asocia a las particulas
de espin 0, la representacién 10 x 10 correspondiente a particulas de espin 1
y finalmente la representacién 1 x 1 que es trivial y la cual no tiene ningin
significado fisico.

Durante el periodo de 1939 hasta aproximadamente 1970 la mayoria de los
trabajos relacionados a la ecuacién de DKP fueron direccionados al desarrollo
del formalismo y la investigacién de particulas cargadas DKP en interaccién
con un campo electromagnético. Célculos basados en las ecuaciones de KGF
y DKP para diferentes procesos dieron idénticos resultados, algunos de ellos
consideraban correcciones a un loop [87]. Una importante contribucién para
entender estas cuestiones fue hecha por A. Wightman [88], quien mostré que
cuando el campo DKP tiene un acoplamiento minimo con el campo electro-
magnético, la ecuacién DKP para particulas de espin O es estable bajo una
suave perturbacién local de campos externos.

En este capitulo se estudiara la estructura del campo DKP libre en el forma-
lismo de plano nulo [89]. En primer lugar se realizard el anélisis de la teoria
de 1+ 1 dimensiones y posteriormente se extenderd a 3 + 1 dimensiones.

5.2. FEcuacion de DKP en 1+ 1 Dimensiones

En 1+ 1 dimensiones la métrica g"¥ posee las siguientes componentes en las
coordenadas de plano nulo: u,v = +,—, de manera que su representacién

matricial es de la forma:
x 01
g“:<10>. (5.1)

De la relacién anterior se puede determinar que del dlgebra de las matrices
B
BB B + BYR™BRY = B g™ + BYg™, (5.2)
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se cumplen las siguientes identidades:
BB BT =B , BRB =B
BT (B) +(B) BT =B , B (B)+(B)B =B" (53
(87)" =0, () =0

En un espacio-tiempo dos dimensional el campo DKP 1 (x) se expresa como
una vector de tres componentes con la siguiente representacién matricial:

@ (x Py
v = ¥ () b, |- (5.4)
P (x) P3

A fin de seleccionar la funcién de onda de espin 0, se introduce los operadores
de proyeccién P y P* definidos por las relaciones (4.107) y (4.109) de manera
gue su naturaleza sea:

@ (x) o (x)
Pll)(X):<(p(x)): 0 ) P“tl)(x):<(pu(X)): 0
0

0241 0241

(5.5)
Teniendo en cuenta la expresién (5.4), el conjunto de operadores (P, P, P~)
deberdn seleccionar las componentes del campo DKP de la siguiente forma:

@ P* V-
Py = [ 0 . Py =| o0 o Pyv=[ 0o |, (5.6)
0 0 0

con lo cual, una apropiada representacién matrical de (P,P",P~) es de la
forma:

100 010 001
P=|000 , PPr=1000 , PP=[000 . (5.7)
000 000 000
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La expresién anterior permite introducir la forma matricial de las matrices
(B, B~) como siendo:

010 0 01
=000 , B =11T00 (5.8)
100 000

5.2.1. Estructura de Vinculos

La densidad Lagrangiana asociada al campo DKP en 1+ 1 dimensiones en las
coordenadas de plano nulo se expresa de la siguiente manera:

L = zwﬁ“a w——auwﬁw mip (5.9)

= Wfs*(am))—— (2:) rsﬂlw B (0 ¢)__( ) B — mby.

A partir de (5.9) se puede determinar los momentos canénicos (p,p) conju-
gados a los campos (ll),ll)), los cuales son definidos de la siguiente forma:

. 5 .
5= %q)(ﬁ . [3*1]) (5.10)
ap

La expresién (5.10) indica que el conjunto de variables (, V), P, p) que definen
el espacio de face de la teoria DKP libre no es linealmente independiente. Estas
ecuaciones establecen que existen un conjunto de vinculos primarios que se
definirdn de la siguiente forma:

Gzp—l—%BJFLI)%O , 0=9p ——1])[3*““0 (5.11)

Teniendo en cuenta la representacién (5.4), la dimensién del espacio de face de
la teoria DKP es 12, con lo cual se puede concluir que el nimero de vinculos
primarios deducidos en la expresién (5.11) es 6. Ahora, se procede a calcular la
consistencia de conjunto de vinculos primarios aplicando el método de Dirac
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[90], para ello, se calcula la densidad Hamiltoniana canénica de la teoria en
las coordenadas de plano nulo de la siguiente manera:

He = _1]) ‘HT’P /3 . .
= zxprs*w VB — [lmﬂb—%w B
%M (0-) 5 (2-D) Bw+m?|)u»}

? N ) ] . (5.12)

A partir de H¢ se puede introducir el Hamiltoniano candnico, el cual se ex-
presa como:

HC:de’HC:detl)[ (? a) ]w. (5.13)

El procedimiento de Dirac establece que debido a la presencia de los vinculos
primarios (5.11), la dindmica de la teoria es gobernada por el Hamiltoniano
primario el cual resulta de adicionar a Hc una combinacién de los vinculos
primarios, es decir:

Hp :Hc+de_ [X(x)e(x) +6(x)>\(x)], (5.14)

donde (A,A) son los multiplicadores de Lagrange asociados vinculos (A, )
respectivamente. Ahora, se procede a introducir los corchetes de Poisson fun-
damentales a tiempos iguales (x* =y™) correspondientes al espacio de face
(b, ¥, P, p) los cuales son definidos de la siguiente manera:

{$a 0,50 W)} =88 (" =), {Balx),poly)} = 8ad (x —y7).
(5.15)

A partir de (5.15) se puede mostrar ficilmente que el conjunto de vinculos

primarios (5.11) satisface el siguiente conjunto de corchetes de Poisson:

{0a00,8, (W)} =B (6 —v7) , {8a(x),0 ()} = —iBlu (x —v7)
(5.16)
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Teniendo los elementos necesarios, se procede a calcular la evolucién tem-
poral de los vinculos primarios (5.11) . En primer lugar, se considerard la
consistencia de 0 (x) de la siguiente manera:

6a(0) = {0a(x),Hp}

= [(Bri0r —m) v )+ B A
= | (B0~ —m) P (x) +ip"A (X)} o
es decir,
6 = ( B i0* — m) PY+ip A0 (6.17)

La expresién (5.17) establece una condicién sobre el multiplicador de Lagran-
ge 0, sin embargo, teniendo en cuenta que éste posee tres componentes, se
espera que la ecuacién anterior permita determinar de manera tnica cada
una de ellas. No obstante, debido a la naturaleza singular de la matriz B+
hace pensar que no todas las componentes de 0 son determinadas a partir de
la expresién (5.17). El andlisis correspondiente se realizard dentro de poco.
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En forma similar, se calcula la consistencia de 0 (x),

0a(x) = {8400, Hp}

= de_ 13 B+m]> {ga(x)>¢b}
b
+3° (y) { 8 (9,84 (u) }]
= oy {B[3(E-a)p +m] -Rewp} s -v)
= pdy_{—w _%<a‘i+§)ﬁ +m- —1X(y)[5+} 5(x —y7)
_ — P (x) (B710 + m) —iA (x) Bﬂa

= [P0 (B +m) + BB

de manera que,
0=1 ( Bi0* + m> NG ~ 0. (5.18)

Equivalente al resultado de la consistencia del vinculo 0, la ecuacién (5.18)
indica una condicién sobre el multiplicador de Lagrange 0, pero el caracter
singular de la matriz B* implicara que sea necesario mostrar que todas las
componentes de 0 estdn siendo o no determinadas por (5.18). Ahora, se pro-
cede a mostrar que a partir de las relaciones (5.17) y (5.18) se determinan
inicamente algunas componentes de los multiplicadores de Lagrange (A, A),
para ello se utilizara la representacién matricial de (8", ) y algunas pro-
piedades que resultan de su dlgebra como se indican en la ecuacién (5.3).
Definiendo los siguientes productos de matrices:

Aq B_B+ ’ Ar=1-— B_B+>
B, = B+B_ , B,=1-— B+B_, (519)
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se puede determinar que

Al = BBRTB B =B BT =Ay,

B+
A} = (1—pB) =1—B B =B B +p BB B"
B+
— 1B BT =A,
Ar+A; = 1.
De forma similar se deduce:
Bf = BB BB =B =B,
—
B = (1—B"B ) =1—B"B —BB +B'p BB
—
= 11— B+E’_ = By,

Bi+B;, = 1.

es decir, el conjunto de operadores (Aj, A,, By, B;), constituye un grupo de
proyectores diferentes a aquellos definidos por (5.5) y que poseen la siguiente
representacién matricial:

100 000

AT = BB =010 , Ay=1—-RB B =000
000 001
100 000

By = BB =1000 , By=1—pB"B"=|[ 010 ].5.20)
001 000
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Utilizando las expresiones (5.5) es posible deducir a partir de (5.17) que:
iBBA = iAA~—B (B0 —m) Y =

100 A1 0 01 —m 0 10* U,
il 010 A2 = —1100 i0* —m O VP,
000 A3 000 0 0 —m LR
i)\] mll)g)
i | = [ my -0, |,
0 0

estableciendo relaciones para las componentes (Aj,A) del multiplicador de
Lagrange A (x), en tanto que la componente A\; mantiene indeterminada y por
tanto arbitraria. De igual manera, de la relacién (5.18) se puede deducir:

BB = By~ (—B0% + m) B =

100 m 0 —id~\ /001
1(X1 Xz X3) 000 :—($1 $3) —10* m 0 100
00 1 0 0 m 000

(v 0 A3 ) = — (MY, 0 mp; —id*y, ),

con lo cual las componentes (A1,A;) correspondientes al multiplicador A (x)

pueden ser fijadas en tanto que A, esta un por ser determinada. Los resultados
anteriores dan a entender que deben existir un nuevo conjunto de vinculos
secundarios que garanticen que se puedan fijarlas componentes A3y A,.

Las componentes restantes se pueden deducir utilizando los proyectores com-
plementarios, con lo cual se pueden introducir un nuevo conjunto de vinculos
que definidos de la siguiente manera:

W = {(1—6*6_)(6_162—111)1])} ~0 , a=2, (5.21)
W, = [Tp(ia’iB_er) (1—B‘B+)} ~0 , a=3,

siendo que los valores a = 2 y a = 3 son consecuencia de la representacién
matricial (5.20). Ahora, se procede a calcular la consistencia de los vinculos
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secundarios, para ello sera util las siguientes corchetes de Poisson diferentes
de cero entre los vinculos primarios y secundarios que la teoria posee:

{wat0), Bl = [ (1=B"F7) (B710* —m)| 5 (x"—y),
{@a(x),wb(y)} = [(1—B+B ) (Bi0x —|—m)}ba X —y ),
{wa(x),eb(y)} = [(16"[3 +m) (1—p~ (5+)La (x"—y7),(5.22)
")

{000, @0 (y)} = | (10 p —m) (1-pB")] s(x—y).

A partir de (5.22), se puede determinar de la consistencia del vinculo w (x)
que:

a (x) = {wa (1), Mo} = [dy™ {ealx), 84 (3]} A°(y)
_ de— [(1-B*B) (B —m)A ()] 8 ( —y)
_ { (1= BB (B 10" —m)A (X)L, =
siendo que a = 2, de manera que
w=(1—-p"Bp7) (P10 —m)A=0 (5.23)
Utilizando la representacién matricial de los proyectores, se deduce que

0
(1—B*B7) (B 10" —m)A = ( 10X A1 — mA, ) ~ 0,
0

de manera que una nueva relaciéon entre las componentes (A;,A,) se ha gene-
rado. Sin embargo, al usar la relacién (5.3) se puede determinar la siguiente
identidad entre las matrices (87, B7):

(BT () +B"(B) B =B"B , B (B) B +(B) (B) =p*B,
de manera que:

BT (B) B =B (B") B (5.24)
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Asi que de la consistencia del vinculo w (x) se decude:
BT = BT (1—p™p7) ( B i0*A — m)x)
_ ms“( ﬁ—iai—mx>
= B BB IA—mB BTA
= —iBTR A0 (IBTA) +imp BT (IBTA).
A partir de la expresién (5.17) se puede verificar que:
BT = ipTR A [(BT10X —m) Y] —imB BT [(BT10X — m) Y]
= ip" Ej 10X — mi BB %i0p —imp BT (BTi0X —m)
=0
= —mipTR Y —imP i Y +im?B BT
= —im (14 B™R7) 1Y +im*p BT
= —im (14 B*R7) 710 Y +im*B B Y
~ 0,

de manera que un vinculo terciario a resultado en la teoria al cual se identi-
ficara como:

Q= [ —m(1+ BTR) Bi0* + mzfs—[sﬂ W~ 0 (5.25)
En forma similar, al analizar la consistencia del vinculo @ (x) se establece que:
G () = {@a (0, Mo} = | ay X" () {@a (x), (v
— Jay R0 B my (127 506 —y)
- [X(iai B +m) (1— [3—[5+)} ~0,
donde a = 3. Por tanto,
w=A{i*p~+m)(1—p B") =~0. (5.26)
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Utilizando la representacién matricial considerada con anterioridad es posible
observar que:

AR +m)(1=BB") = [id0* (A A2 A3)

OC OO oc—-o
O OO ocoo
—_ OO occ —

= (0 0 ia§X1+mX3)
~ 0,

garantizando asi una nueva relacién entre los multiplicadores de lagrange
(7\1,7\3). Ahora, al analizar la ecuacién de consistencia del vinculo @ (x) se

determina que
wpt = AR +m)] (1—-B B*)B"

= [A{* B +m)] BB
= WX AR BTPT +mABTIR
= 9* (IABT) B 2T —im (IABF) BT~

Si la ecuacién (5.18) se utiliza es posible determinar que:

Wt = o [W (- +m)] BB +im [P (—B I +m)| BB
= —10** Y Ej BT+ md* PR 2R —imid* PR BTR +im*WB R

=0

= imid* PR~ (1+ B B) +im* PR B~
= M Pp (1+ B BF) +im*Pp p~
= M Pp (1+ B BF) +im*Pp p~
~ 0,

resultando en un nuevo vinculo terciario que se definird en la forma
ﬁzw[mﬁ—m + B BT) Y + mBHR| ~ 0 (5.27)
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5.2. HEstructura de Vinculos

Si el procedimiento de Dirac es nuevamente tenido en cuenta, se debe estudiar
la consistencia del nuevo conjunto de vinculos (Q, Q), para ello se debera con-
siderar los corchetes de Poisson entre estos vinculos y los vinculos primarios,
es decir:

BT) B 1Y +mB B S(x —y),
{8a00,0, W)} = —{ }

- |- <+ﬁ+ ) B0t Y] 8 —y),
{000,600 (v)} = [mp ( +p B+)1 +m?BTp }baé(x ~y),
{000, 05W)} = —{ D (v),0.(x)] (5.28)

7)

— [ ( +B BT i0r —m*BTB Lbé(x_—y_).

Los resultados anteriores permiten determinar que:

040 = {00, M} = [ay {00 00,8" W) A0 )
_ de— [_im(w BYBT) B A (y)ia"+im2f5_f5+7\(9)}a5(x__9_)
_ [( —im (14 B*R7) (s—ia’i+im2(3‘(5+) MX)L’

de manera que
0= { —m(1+ BTR) Bi0* + mzﬁ_ffﬁ} A~ 0. (5.29)
Ahora, utilizando la representacién matricial considerada se determina que:

m2A; —i2mo* A;
—m (14 BRT) BTN 4 mIBTRT A = | —imarA +mA,
0

Q
o
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lo que establece una condicién sobre la componente A3 (x) correspondiente
al multiplicador de Lagrange A (x) que faltaba por determinar. De manera
similar se puede deducir que:

Q) = {0, e} = fay™ A () { B (), 0 (1)}
— de— [X(y) [mﬁ‘(] +B B ia’i+m2|3+l3‘ﬂa5(><‘—y_)
= [X() [mp (1+p7p*) 0% +m?ptp Ha,

entonces,
Q=X|mp=(1+pB)id" +mp*p| ~o. (5.30)
que en forma explicita se expresa:

X [mﬁ_ (1+ B B+)id* + mzfsﬂﬂ = (m2A; +12md* A, 0 imd*A; +miA; )
0,

Q

Asi, una condicién sobre A, (x), componente del multiplicador de Lagrange
A(x), es determinada, de tal manera que la arbitrariedad sobre éste multi-
plicador es eliminada. Por tanto, no mas vinculos son generados en la teoria
por el hecho que las condiciones de consistencia establecen relaciones para
todas las componentes de los multiplicadores de Lagrange (7\, X). Este hecho
permite garantizar que el conjunto completo de vinculos de la teoria DKP
libre en las coordenadas de plano nulo:

0 = proh 0, B=p- 0B~

w = (1—[3*[3*)([3*ia§—m)1|)z

w = P(io* [5 +m) (1-B7B") =0, (5.31)
Q = [ 1+ BB7) (sia’:+m2[3(5+} W 0

Q= %[mp (1+f3—ﬁ+)iai+m2fs+(3—} ~ 0.
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5.2. HEstructura de Vinculos

son de segunda clase, ya que los PB entre ellos,

{0a(x),8 (y)} = B8 (x —y7),

{0, Boy)} = [ (1-BB) (B0 —m)| s(x —v), (532
{@00,000)} = [(B10+m) (1-57B7)] 56—y,
{00008 W)} = [—m(1+pp)pios +mipp| s(x —y),
(G000} = [mp=(1+p7p) M08 +m?p7B| s(x —y7).

Ahora, bajo la definicién del conjunto (5.31) se puede demostrar la equiva-
lencia de la dindmica formulada a partir del Hamiltoniano primario y las
ecuaciones de campo que resultan de la formulacién Lagrangiana. Por tanto,
se determina que:

o) = {00, } ey {800}
= de ) Po (y)}Ab (y):deAa(y)é(X‘—y‘)
= Aq(x),
es decir,
P (x) =A(x). (5.33)

La dindmica del campo 1 (x) implica que:

Fa ) = {0 e} = [y {F00, K 0 1y

— Jay R () {Fat0, 0 ()} = fay™
= Rl

Aa(Y)S(x —y)

con lo cual, .
P (x) =A(x). (5.34)
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Un anadlisis similar realizado a los momentos candnicos conjugados a los cam-
pos () garantiza que:

palx) = {pa)He} = fay {pa 1, |38 (85-37) | w B A )}

— de §(x~—y") B _%B‘ (?‘i—ﬁ) +m} x|)+%f5+7\ (y)]
_ J”dy—zs () |- |38 (-0r-27) + m] b+ 2B (y)] a
= [ (B0 —m) P (x) + %B*A (X)] )
de manera que
B x)=0.p (x) = (B710_ —m) W (x) +2B*ALx). (5.35)

Utilizando la expresién (5.33) y la ecuacién asociada al vinculos primario, es
posible mostrar a partir de (5.35):

(B0 —m) b (x) + 2B, (x) ~ —2B 701 (x),
de manera que

B0 (x) + (B710- —m) P (x) = (B0, —m) P (x) = 0. (5.36)
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5.2. Proyeccién de los Vinculos y Corchetes de Dirac

S1 la dindmica del momento P (x) se encuentra:

H

(%)
P, (x) = {5a(x),HE}=de— {ﬁa(x),t_l)BB (a‘i—a?‘z?)+m]¢+7\(y)9(y)

- o [l () )

F2Ro () B { P (09, 0 (v)

{Pa (), (v) }

b

——
—

2
o [ () ]~ Sh0018] 56—
— oy |- ; (0748) +m| - 7w B7| 36 —y)
= |- (x) (B~ 1aX+m)—%X( ) B }

con lo cual, después de utilizar la ecuacién (5.34) y la ecuacién de vinculos se
deduce:

Px) = 0.p() =B (x) (B0 +m) — SAB* (x) = 50. 9B,
de donde se determina que:

P (x) B0+ + ¥ (x) (B710- +m) =1 (x) ("3, +m) = 0. (5.37)
Por lo tanto, las ecuaciones (5.36) y (5.37) garantizan que la dindmica deri-

vada a partir de la formulacién Hamiltoniana es débilmente equivalente a su
contraparte Lagrangiana.

5.2.2. Proyeccion de los Vinculos y Corchetes de Dirac

Con el fin de garantizar que el conjunto de vinculos (5.31) es de segunda clase,
se apelara a los proyectores (5.5), que para la representacién considerada son
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definidos por:

P = B (1-B"B )fs— B~ (B*) B~ =B"(B)"B",
Pr o= PBT=p(1-p"B) =5 (B)’, (5.38)
P = PR =" (B" ) ,
y que satisfacen la siguiente propiedad:
PP~ =P=PB" , PR =0=Pp". (5.39)

Utilizando la siguiente representacién matricial para las variables del espacio
de face de la teoria:

¢ (x) _ B B

b = (0], (e BT ),
b ()
Po (%)

PO = [Pl | POO=(Pel0) PLl¥) (),
p- (%)

se determinan las siguientes expresiones para las proyecciones de los campos
considerados anteriormente: Para el vinculo

1
0=p+3B~0,
se determina que
i i, i
PO = Pp"'zpﬁ 11):]9(0"‘2]) ll):p(p‘f‘zl') ~ 0,
pte — P+p+%P+(5+¢:p+zo, (5.40)
PO — P_p+%P_B+1I):p+%P1p:p+%(p¢:¢O.

Ahora, las componentes del vinculos
w=(1-p"p") (BD—m) b ~0,
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5.2. Proyeccién de los Vinculos y Corchetes de Dirac

son
Pw = (P—=P"BR7) (710" —m)Pp=(P—P)(B710* —m)p =0,
Pfw = i0*Pp —mP P =id e —myp' =0, (5.41)
P w = 0.

De igual manera, al vinculo
Q=-m(1+ B"p7) B id*Y +m*p B Y~ 0

le corresponde

PO = —2mPid*{ + m?PY = —2mid* Yy~ +mie ~ 0,
PTQ = —mD*¢ +miPp" =-—m (D¢ —mp*) = —mPw ~ 0,
P Q = 0. (5.42)

Si el vinculo

R
6 =B ~0,

se tiene en cuenta, sus componentes tienen la forma:

oP = PP —%xWP Po—50 (P) =P, — 50 =0,
8P = p(P) - w (P1) =P, —SHP =P, — 50" ~ 0, (5.43)
() = p(P) —wE (P =p. ~o0.

Entre tanto cuando
@ =P(—10*p +m)(1—-BB") ~0
se analiza se determina que:
WP = P(id* B~ +m) (P —P) =0,
@ (P = P p +m) (B P—BP) =0, (5.44)
w P’)T = WY P+my (P ) =10 " +my = 0.
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Finalmente, para el conjunto de vinculos

Q=mid*Pp~ (1+p B) + MY B ~0

se deduce
QP = 2mid* P (PH)'+ m*PP = 2mid* )" + me* ~ 0,
arPh) = o, (5.45)
a(P)' = mi*yP + m*y (P7)" = mid* (p +mip
= m (ia’i(p* +mp ) "~ 0.

Asi, las proyecciones del conjunto completo de vinculos en su estructura ma-
tricial ha permitido determinar los siguientes vinculos no redundantes:

i i
p<P+§1p+ ~ 0 ) p—&-%O ) p—+z(p%0’
i —mypt ~ 0 , 2mid*yp +mie =0, (5.46)
_ i _ i, _
p(p_zll) ~ 0 p—i—_z(p ~0 p—%())
Yo +mp o~ 0, 2mid*P 4 mie* ~ 0.

Con el fin de invertir el conjunto de vinculos anteriores, se los va a redefinir
de la siguiente forma:

Vi =pe+ 30" , Ye=Pp— 350
Y =py . ) Y7 = [ %(P
Y= p_+ z(p ) Ys= p_ ) (5°47)
Y, =i —mpT  ,  Wo=10"@* +my

Vs = 2md* P +imle , Yo = 2md*Y —imle*
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5.2. Proyeccién de los Vinculos y Corchetes de Dirac

los cuales satisfacen el siguientes conjunto de PP diferentes de cero:
(W)W} = i85 —y),
(Wi, W)} = 105 (x —y),
Wi (x), Y1o(y)

{ = im? (x —y),
{ w200, ¥i0(y)

= 2md*s (x~ —y ),

J
J
J
{‘Pg(x),‘lfg(y)} — i5(x —y), (5.48)
{%(ﬂ»%(@} = —md(x" —y7),
{%(X),%(y)} = %5 (x —y),
{‘1’4(X),‘1’7(y)} = —md (x" —y7),
{Ws(x), Wely) } = im?s (x —y7),
{‘{’5(X),‘P3(y)} = 2md*s (x —y ),

de manera que se puede definir una matriz de vinculos de segunda clase cuyos
elementos de matriz se calculan de la siguiente forma:

Dy (x,y) = {\yi(x),xyj(y)}, (5.49)
y la cual posee la siguiente representacion:
( 0 0O 0 0 0 0 i 0 id* im? \
0 o 0 0 0 0 0 0 0 2mox
0 o 0 0 0 i 0 0 —m 0
0 o 0 0 0 i —m 0 0 0
0 O 0 0 0 im? 0 2md* O 0 _
Pyl=| 0 i —im2 0 o o o o [P0-y)
—i 0 0 m 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2mdx 0 O 0 0 0
i 0 m 0 0 0 0 0 0 0
\—im?2me* 0 0 0 0 0 o0 0 0 |
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Con el fin de definir los corchetes de Dirac es necesario calcular la inversa
D~ (x,y) de la matriz de vinculos anterior y la cual debe satisfacer la siguiente
identidad:

sz_D (x,2) D7 (z,y) = sz_D_l (x,z) D (z,y) =0 (x_ —y_) . (5.50)

A partir de la relacién anterior es posible que la inversa de la matriz de
vinculos es de la forma:

(0 0 0 0 0 Ag A7 Ag Ay 0 )
0 0 B; 0 0 B¢ B, By By By
0 0 0 0 0 C¢ Cr Cg Co O
0 0 0 0 0 D¢ D, Dg Dy 0O
i, 0O 0 0 0 0 0 0 E 0 0
Dy oW =1t L B E 00 0 o0 0 o | (631
G G, G3 G, 0 0 0 0 0 0
Hy H, Hs Hy Hs 0 0 0 0 O
Ki K, K3 K4 0 0 0 0 0
\0 M 0 0 0 0 0 0 0 0

donde los elementos de matriz son funciones de (x7,y~) y tienen la siguiente
forma:

Funciones A; (x,y):

As(x%,y) = _nzl“:("__y_%

A7 (xy) = %6 x —v7),
As(xy) = _¥a]_§€ x —vy),
Asloy) = —re(x —y).
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5.2. Proyeccién de los Vinculos y Corchetes de Dirac

Funciones B; (x,y):

Bs(oy) = —ge(x —v7),

Bs (%,y) = —%a%e(x‘—y‘),
B7 (x,y) = —%la]—,ie(x‘—y‘),
Bs(oy) = _%a;aze(x__y_)’
By (x%,y) = %alxe (x —y),

Bio (x,y) = I € (x —y).

Funciones C; (x,y):

Colxy) = 58 (x —y7),
C;(x,y) = ﬁa’:& (x —vy),
Cs (%,y) = —%G(X‘—y‘),
Co (x,y) = %16 (x —vy7).
Funciones Dj (x,y):

D (x,y) = —%e(X‘—y‘),
D7 (x,y) = ﬁé (x —y),
Ds (x,y) = %;—ie(x—y),
Dy (x,y) — %e (x —y).
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Funciones E; (x,y):

Funciones F; (x,y):

Funciones G; (x,y):

Funciones H; (x,y):

146

Es (x,y) = am (x~—y7)
F (X>y) —%6 (X —Y ) )
fn2
F; (X>y) %—E (X _U_)a
F3 (X>y) _% (X_ _ U_) )
Fs (%, y) —%e (x"—y7).
1 _
G1 (X>y) _26 (X -y ))
GZ (X>y) _%Le (X_ _y_) )
1
G3 (X,U) Raié (X__y )»
1
Gs (x,y) _Ré (x"—y7)
. 2 .l
H] (Xay) %a_xe (Xi _yi> )
m> 1 1 i
H; (%, y) 16 or© (x =y
1
H3 (Xay) _?a_xé (Xi _yi) )
1
Hy (x,y) —%a—xe (x —y),
1
Hs (x,y) me(x*—y*).



5.2. Proyeccién de los Vinculos y Corchetes de Dirac

Funciones K; (x,y):

Ki(qy) = —%e(x‘—y‘),
Ka(xy) = —%;—X_e x —y7),
Ks(x,y) = —ﬁﬁ x —y7),
Ki(xy) = A%le(f—y‘),

y finalmente, funciones M; (x,y):

1
M, (X>y) - Re (X_ _U_) ’

Ahora, siendo que la inversa de la matriz de vinculos ha sido calculada, se
procede a definir los corchetes de Dirac entre dos variables dindmicas A, (x)
y By (y) de la siguientes forma:

{Aa (x), Bp (y)}D = {Aa (x), Bo (y)} —Jdu_dv_ { Ag (X)W (u)}
Dyp (1,v) {‘Vrs (v), By (y)}. (5.52)

De la estructura de vinculos que se han determinado para la teoria, es po-
sible mostrar que el espacio de face posee el siguiente conjunto de variables

dindmicas independientes: ((p, P, P, @ ,1_|)+,1_l)). Por tanto, si se utilizan
los siguientes corchetes de Poisson,

{ox),Ye(u)}=>5(x —u) {o*(x),¥ u}=5(x —u)

(V" (%), ¥ (W} =8 (x —u" P (x), V(W) =50 —u)

{0, ¥sw}=s(x—uw) {¥ (x ,% W =8x —u)
(5.53)
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se puede determinar que el corchete de Dirac asociado al campo ¢ (x) se
deducen a partir de:

{oxBuw} = {0 Buiw)} —[awer {00 %} DG (wy)

D
{‘1’6 (v), By (y)}- (5.54)

Por lo tanto, usando los PP introducidos en (5.53) y la inversa de la matriz
de vinculos (5.51) que los tnicos corchetes de Dirac asociados con el campos
@ (x) son:

{om o}, = —[awar {om v}y @ (im0 )

D
= Jdu_dv_f) (x"—u") Dg (u,v) 5 v —v)

- D(;_11 (X>y) =F (X>y)

m — _
= el -y ),
es decir:
{(p(X),cp* (y)}D :—%e(x—y). (5.55)
De forma similar, a partir de (5.54) se determina:
{om 0w}, = —[awar {00, %0} DG v {%:0),5" 1)

= Dy (x,y) =F2 (x,y)
im? 1 B B
= el v,

entonces,

X —y). (5.56)
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5.2. Proyeccién de los Vinculos y Corchetes de Dirac

Finalmente,

{o0, 3 ), = -] awa {o0 v} g ) (v 0),% ()}

asi que, .
{@00, 0 W} =—38(—y) (5.57)

Ahora, si se desea encontrar los corchetes de Dirac correspondientes al campos
)T (x), se deberd utilizar la siguiente expresién:

{0700, Bow) ] = {0700, Bu)} - [ewav {97 00, (w0} D7 ()
{ws ), By (v} (5.58)

Estableciendo los siguientes corchetes,

{w 00w} =~ [awar {9700, 00} D () {0 ), 0 ()
= D7 (x,y) =G (x,y) = —%5 (x—y7),
entonces, .
(v 00,0 =380 —y). (5.59)
Igualmente,
{0700, 9 W)}, =~ [awev {17 00,9 w0} D7 () {120, 9" (v)}
= D;z] (X>U) - GZ (X>y)
m _ _
= —Fek -y,
entonces, m
{v 00,07 W} =—Felx—y) (5.60)
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Finalmente,
{700, 5 W}, = ~[awer {47009 w07 v {B0,T v)

- D;g] (X>U) - G3 (X>U)

| _ _

= Ra_s (x —y ) y

de manera que,
— 1
(¥ 00,0 W} =508 (x —y). (5.61)

Los corchetes de Dirac asociados al campos \J~ (x) se deducen de:

{lb_(x),Bb (y)}D = {ll)_(x))Bb(y)}—Jdu_dv_{¢_(x),Wg(u)}Dg[; (u,v)
{‘1’6 (v}, By (y)} , (5.62)

lo cual conduce a los siguientes resultados

(o 0,0 )} = —Jdu_dv_ {9700, ¥ (W} DF () { W1 (v), 0" () }

D
= Dy (x,y) = H; (x,y)

entonces,
im? 1

{1|) (x), @ (U)}D:Ta—xe(x -y ). (5.63)
Ademads se puede deducir que:

—+

(v 0,9 W)} = —Jdu—dv—{xp—(x),ws(u)}Dgz‘ (W) { ¥ ), %" ()}

= Dg (%,y) = Hz2 (x,y)
— 33]_]_6 (X__ _)
~ 169~ 0o~ vy
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5.3. Ecuacién de DKP en 3 + 1 Dimensiones

entonces,

{7000 W)} = Tesace (v —y) (5.64)

con lo cual

Lo 00,0 ) =T 86 —y) (5.65)
5.3. Ecuacion de DKP en 3 4+ 1 Dimensiones

En 3 4 1 dimensiones la métrica g" posee las siguientes componentes:

0 0 0
w010
0 0 —I
1 0

(5.66)

o o
S o o =

donde aun se cumplen las siguientes relaciones:

BJrB* + [3+
B (B7)"+ (B7)°

+
=
A
—
o

+
~

)
_|_
— R
o
+
~

)
o

|

I
o
+

§
BT =

w

B =0 , (B)=0
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Sin embargo, en 3 + 1 dimensiones el campo de DKP tendrd la siguiente

representacién matricial:

P =

donde los operadores de proyeccién seran definidos de manera que:

[ ®
0
P = | 0 PP
0
\ 0
[W*
0
PR = | 0 PP
0
\ 0

P
1|)+
vl
1])2
N
P P
0 0
=| o Ply=1] 0o |,
0 0
0 0
=
0
=1 o
0
0

(5.67)

(5.68)

Asi, una conveniente representacién de dichos proyectores es de la forma:

10000
(ooooo\
P=|00000]| ,Pr=
00000
\ 00000/
00010
(ooooo\
PP=100000 P =
00000
\ 00000/

Ahora, usando el hecho que
P = PRH

152
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0

——

SO OC O OO OO

100 0) 0
0000 0
0000 Pl=10
0000 0
0000) 0
000 1)

0000

0000

0000

0000)
PHBY = Pn*,

0100

0000

0000

0000

0000
(5.69)

(5.70)



5.3. HEstructura de Vinculos

una conveniente representacién de las matrices [3 es:

(01000 0 0100
00000 0 0000

T = 100000 , Bl=| 10000 |, (5.71)
00000 0 0000
\1 0000 0 0000
[0 0010 00001
0 0000 10000

p? = 0 0000 , p=]100000
1000 0 00000
\ 0 0000 00000

5.3.1. Estructura de Vinculos

La densidad Lagrangiana correspondiente al campo de DKP en 3 4 1 dimen-
siones se expresa de la siguiente manera:

L= 1opro— —auwm mip

2
i
= OB (0] 3 (0.5) BT+ 3 BB (0a) — 5 (34T) BA5.72)
—mll)ll),
donde A = —,1,2. Los correspondientes momentos canénicos (p,p) conjuga-

dos a los campos (Lb,tl)), respectivamente, definidos como siendo

oL i oL i,
, =~ =—5 B, 5.73
P Ppa* p 5 ! (5.73)

permite introducir el siguiente conjunto de vinculos primarios:

P =

N e

GEp—i—%BﬂlJ%O , @Eﬁ—%EB‘L%O. (5.74)
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Debido a la dimension de los campos (E, 1])), existe un conjunto total de diez
vinculos primarios. Con el fin de analizar su correspondiente consistencia se
debe introducir la densidad Hamiltoniana candnica de la teoria el cual se
define de la siguiente forma:

.= {1 —
He =plh+bp — L =1 [zﬁf* (03-%) + m] W,
con lo cual el correspondiente Hamiltoniano candnico se expresa:
He = Jd3y7-[c. (5.75)

La consistencia del conjunto de vinculos primarios es analizados a partir
del Hamiltoniano primario el cual se construye adicionando al Hamiltoniano
candnico una combinacién de los vinculos primarios, es decir:

Hp = He + J d3x [X (x)0(x) +0 (x)A(x)], (5.76)

donde d®x = dx~dx'dx* y (A,A) son multiplicadores de Lagrange a ser de-
terminados. El espacio de face de la teoria es definido por las coordena-
das ('L|),1_]), ﬁ,p), de manera que los corchetes de Poisson a tiempos iguales
(x* =y™) correspondientes a estas coordenadas son definidos por

Ahora, se procede a introducir los corchetes de Poisson fundamentales a
tiempos iguales (x™ = y™) correspondientes al espacio de face los cuales son
definidos de la siguiente manera:

(9o 00,5 W)} =88 (x—y) , {Ba 00,0 (W)} = 8ad (x—),
(5.77)
con la delta de Dirac en tres dimensiones definida como:

Fx—y=s(x —y)s(x'—y")s(x*—y?).

A partir de (5.77) es posible comprobar que los vinculos primarios satisfacen
las siguientes corchetes de Poisson:

{82 (x),06 ()} =1B5Hd° (x—y) , {6a(x),00 (y)} =—iBred (x—y).
(5.78)
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5.3. HEstructura de Vinculos

Utilizando los resultados previamente establecidos se procede a calcular las
condiciones de consistencia, determinado en primer lugar para el vinculo 0 (x)
que

de manera que:

0 = (105B* —m) Y +ip"A =~ 0. (5.79)
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En forma similar, la consistencia sobre el vinculo 0 (x) determina que:

0a(x) = {8 (x),Hp}

- Jd3y {—l_l) %BA (@—@f) tm| —iXB+} 5 (x —y)
— Jd3y {—t_l) %BA @wa?) +m —iXB+} 5 (x —y)
- {$(5A163+m) +ﬂ3+} ,
concluyendo que:
0 = (B0} +m) + A" ~ 0. (5.80)

En principio, las expresiones (5.79) y (5.80) permiten establecer condiciones
sobre los dies multiplicadores de Lagrange (7\, X), sin embargo, debido a la
naturaleza singular de las matrices [3, serd posible intuir que algunas compo-
nentes de dichos multiplicadores mantienen indeterminadas, similar a lo que
ocurrié en 1 4 1 dimensiones. Con el fin de poner en evidencia la afirmacién
anterior, se utilizard algunas propiedades de las matrices 3 y de los proyec-
tores definidos con anterioridad que resultan del dlgebra que satisfacen las
mismas matrices y como se muestran en el cuadro 5.1. De donde se puede
deducir que

P=P , P (p)BT=P , BT(F)(P) =P (5:81)
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5.3. HEstructura de Vinculos

PRT=PT | PR =P" PRk = p¥ PR =0
PBT=P | PR =0 P~B*=0 Pk =0
BP=(P) | BP=(P) | BP=—(P})"| p(P") =0
B (P)' =P B (P)T=0] B () =0 | p (P} =
PRk =0 | PKgt=05kP | B(PH) =0 |p'(PY) =skP
P+~ =P PKB~ =0 Bt (p+)T —P | gt (Pk)T _

Cuadro 5.1: Algunas propiedades de las matrices 3.

se puede determinar de la consistencia del vinculo 0 (x):

PO = 10* (P ) + idf (PXP) —m (P) +i(PTA) ~ 0

PO = i0* (PY) —m (PTY) ~ 0,

P9 = 137 (PY) —m (P'Y) =~ 0, (5.82)
PO = —m(P¥)+1i(PA) =0,

asi que dos componentes del multiplicador de Lagrange A (x) pueden ser de-
terminadas, es decir: (PA, P™A), de manera que nuevos vinculos deberdn surgir
de la condicién de ésta consistencia los cuales se podran extraer aplicando el
proyector (1 —B"B7), de manera que se deduce:

ws = | (1—B*p7) (B*id} —m) ﬂ’L ~ 0, (5.83)

con 0 = 2,3,4. Al utilizar los operadores de proyeccién para el campo de DKP,
es posible observar de la relacién anterior que:

Pfw = P (B7id*y + B idfh — mp) = 10 (PYp) —m (PTP)
= PO~ 0,
Plw = P'(B7i0*Y + B*idjp — mp) = 13} (PY) — m (P1)
— P9 ~0,
Pw = 0,
Pw = 0,
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resultados que son consistentes con la ecuacién (5.82). De igual forma, al
analizar la consistencia del vinculo 0 (x), via proyectores, es posible deducir:

op = i0x [$(P")'| — i [ (PY) | +m (WP) + 1 A ()] m0

) = m[e (P +i(P) ~ o,

0(P) = o (WP) +m [ (P)'| ~0, (5.84)
)| = i (@P) +m B (P)] ~0,

de manera que correspondiente al multiplicador de Lagrange A (x), Gnicamen-

te las componentes (XP,X(P)T> pueden ser fijadas y dos nuevos vinculos

secundarios deberdn surgir. Los vinculos secundarios son extraidos mediante
la aplicacién del proyector (1 — [5‘[3*), con lo cual se establece que:

@ = | B (103 B* +m) (1 (5‘(5*)}6 ~ 0, (5.85)

con 0 = 3,4,5. Con el fin de garantizar que los resultados indicados en la
ecuacién (5.85) son coherentes, apliquemos los operadores de proyeccién del
campo de DKP, es decir:

@ (P = (10° $p~ +10t0B" + m) (P) = id} (UP) +m | (P)’]

= é(Pl)T ~ 0
@ (P)" = (108 B~ +10L0B* + mb) (P7)' = i0* (GP) +m [P (P7)']
= @(P_)T ~ 0
@P = 0,
@ (P = o,

resultados equivalentes a aquellos derivados en (5.84). Entonces, La teoria
posse el siguiente conjunto de seis vinculos secundarios

ws = {(1_ﬁ+5)(ﬁmag—m)xphzo, 5=2,3,4, (5.86)
@ = BB +m) (1-BB)] ~0,  5=345
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5.3. HEstructura de Vinculos

los cuales satisfacen los siguientes corchetes de Poisson:
{wa(0),Bw)} = | (1-p"p) (Bi0f —m
{000, @0 (v)} = | (1-8*B7) (B0} +m
{@a ()00 ()} = |05 +m) (1-B77)]
{0a(x), @ (y)} = |0} B*—m) (1-B7B")

A partir de las relaciones anteriores es posible estudiar la consistencia de los
vinculos secundarios determinando para w (x):

s (00) = {ws (x), Hop = [ e y) { ws (), v
— | @urn v [0 878 (8405~ m)], 8 (x -y

= {1 —p"B) [(B*i0} —m)A ()]}

5

es decir:
W= (1-B"p7) [(B*d} —m)A(x)] = 0. (5.88)
De la expresién anterior es posible extraer los siguientes resultados:
Pw = 0,
P~w = 0,
Pl = 10} (PA) —m (P'A) =~ 0, (5.89)

P*@w = 10* (PA) —m (P™A) ~ 0.
La ecuacidn (5.79) se puede expresar de la siguiente forma:
BA ~ —0* B — OFBFp — im.

Utilizando la expresién de los proyectores del campo de DKP y las propiedades
expresadas por la tabla 5.1 es posible deducir de la ecuacién anterior:

(PA) = —3* (P7y) — 3} (P*y) —im (PW),
(PA) = —im (P7). (5.90)
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Por lo tanto, la cuarta ecuacién que aparece en (5.89) se puede re escribir de
la siguiente forma:

P = md* (P7) + md* (P ) + mdj (PXP) +im? (Py)
= 2md* (P Y) + mdj (P*Y) +im?* (Py)
— _p ( —2mp* —mﬁkaﬁ—imz) W

Utilizando la relacién (5.81) permite expresar el resultado anterior de la si-
guiente manera:

Pty — —P+{(B—)2(5+<—2m(5—a§—m[3ka§—im2)q)}
~ P ) B (—2mp oY — mpkop —im? )},

de manera que hemos podido extraer un vinculo terciario definido de la si-
guiente manera:

o=(p)p ( —2mpBor — mprar — imz) P~ 0 (5.91)

Ahora, utilizando los resultados (5.90) en la tercera ecuacién de (5.89) se

establece que:
Pl = md} (P7p) —m (P'A), (5.92)

lo cual determina las componentes | = 1,2 del multiplicador de Lagrange
A(x).

Si la consistencia del vinculo @ (x) es analizada se determina que:
G () = {0 (), He} = [y () (@5 (1], 8 )
— @y ) [ (2384 m) (18767 8 0x-y)
= {X(x) (10584 +m) (1-B8) }

asi que
w=A(i0y Y +m)) (1—p BF) =~0. (5.93)
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5.3. HEstructura de Vinculos

Utilicemos los proyectores del campo de DKP con el fin de determinar las
componentes del multiplicador de Lagrange que se pueden determinar, es
asi que:

wP = 0,
@ (P = o
@ (PY) = @y () +m A (PY)'| >0, (5.94)

@ (P)" = w0x (W) +m [x(P)] ~o.
A partir de la ecuacién (5.80), que se puede expresar en la forma:
AR A~ =X PR — AXPR* + im, (5.95)

se puede deducir después de utilizar proyectores del campo de DKP y las
propiedades indicadas en la tabla 5.1:

(AP) = im [E (P+)q ,
K| = o [w ()] +or [0 (P9)] +im (oP).
De esta manera es posible determinar que:
G (P)' = —mar [0 (PH)!| —m* [¥ (P9)'] +mat [0 (PY)'| +im? (¥P)
= —2mod* {1_1) (P+)q + mo§ {E (Pk)q +im?* (YP)
= P [-2md* B~ — mdp*+1im?] P
- {Tp [—2mo* B~ — mdp* +im? p* (ﬁ)z} ()’
~ [ - 2mpor —mproy+im?] B ()7} (P),

donde la relacién (5.81) ha sido utilizada. Asi, se ha podido deducir un vinculo
terciarios definido de la siguiente manera:

Q=0 [ —2mpBoX — mprA + imz] B (B7) ~0. (5.96)
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Ahora, de la tercera ecuacién en (5.94) se puede verificar que:
@ (PY' = —may [ (P +m [X(PY)], (5.97)

lo que resulta en condiciones para las componentes 1 = 1,2 para el multi-
plicador de Lagrange A (x). En conclusién, se han determinado el siguiente
conjunto de vinculos terciarios en la teoria:

Q

(B7)* " (—2mp o —mpay —im? )b~ 0,

Q=19 ( 2mp ¥ — mprAY +im ) BT () ~0.  (5.98)

Al continuar aplicando el procedimiento de Dirac la consistencia de los vincu-
los terciarios (5.98) deberd ser analizada, para tal fin, serd necesario estudiar
los corchetes de Poisson de estos vinculos con los vinculos que han surgido en
la teoria, es decir:

{Q.(x),8 W)} = |(B7)°8" (—2mB o —mpiop—im?)| & (x—y),
T

{Q.(x),0(y)} = —2mp o~ —mprAy +im?) BT (B ) 8 (x —y).
ab
(5.99)

Por tanto, la consistencia sobre el vinculo Q (x) determina que:

Ou(x) = (Qu(x),Hp) = jdﬁmb (9) {Qa (%), 8y (y))
- Jdaj (B7)" B (—2m B A(Y) X —mBA (y) 3 —imAA (y))| & (x—y)
= |(87)"B" (~2mp 0¥ —mBray —im?) A(x)]

es decir
Q= (B) B+ (—2mp 0" —mB*d} —im?) A, (5.100)
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5.3. HEstructura de Vinculos

Si los proyectores de los campos de DKP son utilizados se establece que:

PQ = 0,
PkQ = 0,
PO = 0,

PO

F(BT) BT (—2mpBTO* — mBrIY —im?) A
= P(—2mpB 0" — mp"d} —im’) A
= —2md* (P"A) — md} (P*A) —im? (PA)
relacién que garantiza que todas las componentes del multiplicador de La-

grange A (x) consiguen se determinadas. De manera similar, la consistencia
sobre el vinculo Q) (x) garantiza que:

Qo) = {0 (), He} = | &yR (y) {04 (x), 84 (]}
— [y [(2mR () por — mA(y) proy + imR(w) B (B)7] 8 (e w)
= |(-2m*A(x) B~ — mOA (x) B* +im A () B (B7)°]
de manera que
Q = (—2md* A~ — mOAB* +imA) B* (B7)7. (5.101)
De la relacién anterior se puede deducir:
]

arPy' = o

arPh)' =

QP =0

QP = (—2md AR — mIABK +im2A) gt (B7)* (P
= (—2md AR~ — mAAR  +imA) P

= —2ma* A (PH)] —may [X(P)] +im? (AP),

asi, se concluye que no mas vinculos se generan el la teoria de DKP libre en
3 + 1 dimensiones.
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Se ha podido mostrar que la teoria esta caracterizada por el siguiente conjunto
de vinculos:

o= pilew . -plue 5100
w = (1-p*7) (p*s—m)v , @=0(i03p*+m)(1-pB"),
0 = ()" (—2mp ot —mpho; —im? ) v,
Q = E( —Zmaiﬁ——maﬁfskﬂmz) B (B).

Sin embargo, los corchetes de Poisson (5.78), (5.87) y (5.99) permiten es-
tablecer que este conjunto de vinculos es de segunda clase siendo ésta una
caracteristica que se comparte también cuando se analiza la teoria de DKP
en el sistema de coordenadas tradicionales aun cuando el conjunto de vincu-
los terciarios no son propios de ellas y son consecuencia directa de utilizar el
sistema de coordenadas de plano nulo.

5.3.2. Ecuaciones de movimiento

Ahora, se procede a estudiar la equivalencia entre las ecuaciones deducidas
en el espacio de face, es decir, las ecuaciones de Hamilton y su contraparte
en el espacio de configuracién que son las ecuaciones de Euler-Lagrange. Se
sabe que la dindmica de la teoria en el espacio de face es gobernada por el
Hamiltoniano primario:

He = Jd3y [E BBA (@—a?\) + m] ) + A0 +§>\] ,
de manera que la evolucién temporal de los campos DKP (1, ) implica:
o) = {00, Hef = | @y {0 061,50 (1)} Au )

_ jdma (y) 8 (x—)
— }\a (X) )
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5.3. Ecuaciones de movimiento

igualmente
o) = {00, e} = | @uha () {Ba (0] 9o ()}
_ Jcﬁyia (y) 8 (x — )
— Xa (X) )
es decir:

b=A , $=x (5.103)

de manera que la evolucién temporal de dichos campos, en principio, estaria
indeterminada por la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange (A, A),
no obstante, el hecho que los vinculos que surgen en la teoria libre son de
segunda clase permitiria fijar dichos multiplicadores gracias a la consistencia
de ellos. De manera similar, al estudiar la evolucién temporal de los momentos
(p,P) se determina que:

Palx) = {Pa ), He]
= chy {{ Pa (%), 0y () | (EBA (g‘i—a?\) +m] 1P>b
5 {a 0 T )} Bk )
- Jd3y63(x y) {— —%BA (0537 +m] ¢+%ﬁ+}‘ (y)}a
- Jd3y63(x y) {— Z%BA (—:—@f) +m] ¢+%B+7\ (y)}a
_ {(BAiag—m)xl)Jr%B*?\}a,
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en forma similar:

Pa(x) = {Pa(x),He

-~ Jd3y — %ﬁA <a‘j\_—<’f‘z\?)+m —%X(y)fﬁ 5°(x —y)
= [@y[-w[5pt (5743) +m| - K] £6x-v)

_ {_w ( BA@; +m) - %X (y) B*} ,

a

Ahora, de la definicién de los vinculos primarios es posible determinar que:
: : i : 1
b o= dp= ( BALD, — m) b+ 5B A= ( BALD, — m> b+ 5B10
i
~ —5BTa,
entonces
B0, + ( BAD, — m> W = ( B id, — m> P~ 0 (5.104)
Igualmente
Ty i o an N
5= 0,7 = 1])([3 16A+m) SAB q)((s 15A+m) S0, bp
1. —
~ za+1l)[3+)

con lo cual

T <B+ia+> +Tp((5AiaA +m) =P (B0, +m) ~ 0. (5.105)

Las relaciones (5.104) y (5.105) garantizan que las ecuaciones de campo que
resultan de las dos formulaciones son débilmente equivalentes.
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5.3. Corchetes de Dirac

5.3.3. Corchetes de Dirac

A fin de invertir los vinculos de segunda clase seria conveniente proyectar los
mismos, procedimiento similar al realizado para el caso de 1+ 1 dimensiones.
Para ello, se utilizaran las siguientes propiedades de las matrices f3:

B =6, () =p",
(BO)T _ Bo ’ (B])T:—B]>
P = Bt(1—p*p ) B =B (BB =p"(p)'B",
Pt = PRI =B (1-B"B) =B (B"), (5.106)
P- = P =B (),
PR~ = P=PB" , PBRt=0=P B,
junto con

P=Pl , PT(B)BT=P , BT(B)(P) =P

al igual que los resultados presentados en la tabla 5.1. Utilizando la siguiente
representacién explicita de las variables (Lb,tl), p,]?) que definen el espacio de
face:

<
Il
-
=
Il
N
-6*
<
+
2
<l
¢
N—
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Utilizando las identidades (5.106) se puede establecer que para el vinculo
la
se cumple

PO = Pp+ PP =py+ 5P =py+ 7" ~0,
PO = PTp+ %P*ﬁﬂp —p, =0, (5.108)

Pk — Pkp—i—%PkBﬂp:pkzO,
) A i i

2(p%O.

Ahora, la proyeccién del vinculo

w = (1-B*B7) (B*d) —m)
= (1—B%B7) (B7i0* + B*idf —m) Y ~ 0,

indica:

Pw = (P=P"B7) (B7i0* —m)p=(P—P)(B7i0* —m) ¢
O)
P (B7i0* + M0} — m) Y = 10* (PY) —m (PT)
0% —myp" x~ 0, (5.109)
Pkw = P*(B1d* + B*idf — m) P = 13} (PY) — m (P*)
0} — mp* ~ 0,
Prw = (P"—P7) (B7id0* +p*ioy—m) Y
= 0,

_U

+
S
I

En el caso del vinculo
\2 —AX X .
Q=(B7)" B" < —2mpB 0* —mp'o; —lmz)tl)%o
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5.3. Corchetes de Dirac

se determina que

PQ = 0,
PtQ — P( —Zmﬁ—a"—mﬁla?—imz)xp
= —2md* (P7Y) — md} (Pp) — im?* (Py)
—2md* P — moP* —im?~x 0
PO = 0, (5.110)
P Q = 0.

El anélisis sobre

0P = PP— =GB P =P, — 5% (P) =P, — 39 ~0,
8(P7) = p(P) 0B (PT) =P~ 50P =P 50" ~ 0,
0(PY" = (P =508 () =F~0, (5.111)

En tanto al estudiar la proyeccién del vinculo

el
|

§ (10} B +m) (1B
P (10X B~ +idy ' +m) (1— B BT),
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se deduce:
wP
(P’
T

(P

gl

gl

@ (P

Finalmente,

= ¥ (10X B~ + 1y B +m) (P—P) =0,

— P (i0* B+ 1} B +m) ((P*)T _ (P+)T) 0,

= (0B -+ 0y B m) () = 105 [§P] + m [ ()]

= 0 @ +mP ~0, (5.112)
= G o p e m) () 0% [OP) 4 m [ ()]
= 10" +mp =0.

cuando se estudia las componentes de

Q=10 ( —2md B — mdP + imz) B (B) ~0,

se deduce
apP = ( —2md* B — mAp + imz) Bp (PH) =0,
a ) = E( —2md* B — md} 1Jrimz) BTp B (P1) =0,
Py = P —2morp~—moypl+im?) BB (P =0,
arP) =9 ( —2md B~ —mdp + imz) P (5.113)

Por tanto, el
son:

= —2mo* [$ (P*)'] + may [ (P)'] + WP
= —2md* P +mdfP +imie* ~0.

conjunto de vinculos de segunda clase puros de la teoria de DKP

1 1
p@+§¢+ ~ 0 ) p+%0 ) pk%O ) p_—i-ch%()
e -—mp"T ~ 0 , We-—mPp*~0 , —2mdYP —mdP* —imlex0
_ i _ i, _ _
p(p_zlp ~ 0 ) p+_§(p ~ 0 ) ‘pk%O ) P_%O,
10} @* + mp ~ 0 , e 4+mdp ~0 , —2mdP + ma{‘l_bl +im?e* ~ 0.
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5.3. Corchetes de Dirac

Con el fin de calcular la matriz de vinculos de segunda clase asociada a este
conjunto es conveniente denotarlos de la siguiente manera:

Vi =pe+ 37 » WYs =P, — 30
Y =py ; Vo= P, —50°
\yg = Pk . y Yo = Pk
Y, = p,—f—%({) y Wi = P—
Ys =i —mp ™" , Y, =10 @* +m
Yo = 0% — mp* , Y3 = i} o + mp-
Y, = 2m o — mapF —imle | Wiy = —2m* %+ map’ + imle*

(5.114)
los cuales satisfacen los siguiente corchetes de Poisson diferentes de cero:

{W(x),¥o(y)} =18’ (x —y) {Wo(x),¥1 (y)} = —18 (x —y)
(W) (x), ¥ (y)} =128 (x —y)  { ¥ (x),¥(y)} =108 (x —y)
(W (x),¥3(y)} =idf8* (x—y)  {¥i3(x),¥1(y)} =10}8° (x —y)

{Wy (x), W14 (y)} = —im2& (x —y) { Y14 (x), ¥ (y)} =im?8’* (x —y)

(W, (%), Y1 (y)} = —2md*& (x —y) { W4 (x),¥2(y)} = —2md*&’ (x —y)

b=—mbud’ (x—y)  {W¥i(x),¥;(u)} y
)} :ma§63 (x—vy) {‘{’14 (x),¥s (y)}:ma§63 (x—vy)
y) )

{‘P4(x),1k’8 }:163 (x—y) {Wg(x),‘{’4(y)}:—ié3 (x —y
(W (x),¥12(y)} =—m& (x —y) {W1 (x),¥s(y)} =m&’ (x —y)
{Ws(x),¥s(y)} =i0*& (x —y) {¥s(x),¥s (y)} =i0*& (x —y)
{¥s5(x),¥ (y)} = —md’ (x —y) {¥s (x),¥5 (y)} =m& (x —y)
{We (x),¥s (y)} = i0y8° (x —y) {Ws (x), W6 (y)} =1050° (x — )

{We(x),¥10(y)} =—mbud (x—y)  {W¥io(x), ¥ (y)} = m8ud’ (x —y)
{¥; (x),¥s (y)} ~ —im?&’ (x —y) {V¥s (x),¥7 (y)} =im?8’ (x —y)
{W700, W0 (y)} = —mOg8° (x —y)  {Wi0(x),¥7 (y)} = —mds® (x —y)
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De los resultados anteriores se puede definir la matriz de vinculos de segunda
clase donde sus elementos de matriz son definidos por la siguiente relacién:

Dy (x,y) = { Wi(x), %(w) }, (5.115)
y que tendra la siguiente estructura matricial:
O7><7 () (X»U) )
D (x,y) = , 5.116
( y) (X(Xay) 07><7 ( )

donde A (x,y) y B (x,y) son matrices 7 x 7 que tienen la siguiente forma:

/ 0 i 0 0 i0* idF —im?
0 0 0 0 0 0 —2md*
0 0 0 0 0 —mdy mo
e (xyg i 0 0 0 —m O 0 8 (x —y),
i —m 0 0 0 0 0
K—imz 0 —md —2md* 0 0 0 )
(5.117)
( 0 0 0 —i id* i  im? \
—i 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 mdy —mdk
0 0 0 m 0 0 0
iy 0 mdg 0 O O 0
Kimz —2md* md 0 0 0 0

mientras que 07,7 se interpretan como matrices nulas de 7 x 7. A fin de calcular
los corchetes de Dirac es necesario calcular la inversa de la matriz de vinculos
de segunda clase la cual sebera satisfacer la siguiente ecuacién:

Jd3zD (x,2) C7 ' (z,y) = Jd3zC_1 (%,2) D (z,y) =8> (x — z) . (5.118)
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5.3. Corchetes de Dirac

Un célculo laborioso permite determinar que la inversa de la matriz de vincu-
los tiene la siguiente representacion:

o oow= (gt Yo’ ) 5119

donde

(Am A A Az Ay As 0 0 0

Bio Bin Bz Biz By Bys Bis Byz Big
Cio Ci1 Cy2 Ci3 Gy Ci5 G 00
D19 D11 Di2 Dz Dy Dys 0 Dyz O
P(x,y)=| Bio Enn Eiz Eiz B E5s O 0 0 |,
Fio Fii Fi2 Rz By Fis 0 0 O
0 0O Gz 0 Guiu O 0 0 0
0 0 0 H;3 Hys O 0 0 0
0 0 0 0 Ky O 0 0 0 )
)
(M1M2M3M4M5M6000\
Pp P, Py P4 Ps Pg 0 0 O
Qi Q2 Qs Q4 Q Q¢ Q7 0 O
Ri Rb R3 R4, Rs Rg O Rg O
¢ (x,y) = Sy S S3 S4 S5 S¢ S7 Sg Se |,
T L T3 T, Ts T 0 0 0
O W us; 0 0 O 0 0 0
O W, 0 W, 0 O 0 0 0
\ 0 Z 0 0 0 0 0 0 0

siendo que los elementos de matriz de VP (x,y) v & (x,y) son funciones de
(x,y) y tienen la siguiente forma:

173



174

174

Funciones A; (x,y):

A10 (X)y)

An (x,y)

A1z (%)
A1z (x,y)
Aus (x,Y)

Ais (x,Y)

Funciones B; (x,y):

B1O (X>y)

B (x,y)

(og]
w
)
|
«

N e N e N e
|O>f‘ - |@‘ -

N e B e
) )
|><‘—‘| ‘—‘



5.3. Corchetes de Dirac

Buloy) = g | (0101 m?) o (018 -y

Bis(oy) = o | (o505 m?) o (935 (e —w) |

B (x,y) = —#%{%(%%—nﬁ)al{(Eﬁaﬁ—l—mz) a%é%x—y)}},
Buslny) = e | (900 m) 8 )]

Bis(vy) = 5o (98 (x—),

Bir(xy) = 5o (08 (x—),

Bis(x,y) = —%15%53(7(—9)-

Funciones C; (x,y):

i 1
Cro (Xay) = Ea%( (a_x§3 (X_y)>)

1
Cn(xy) = Ra’;zﬁ(x—y),
1 T1
Clxy) = 50t 50 (318 (x—v) |,
1 1
Ciz(xyy) = Ra)f 6—(6553(7(—9)) ,
1 T1 1
Cis(x,y) = _Ha)‘( a—x(aﬁaﬁ‘i‘mz) 5753 (X—U)]>
1 . T1
Craloy) = 50 [508° (v w)].
] i
Cis(xyy) = n—153(x—9)-
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Funciones D; (x,y):

i 5 [lég (X_y)] )
D10 (X)y) - 2 2 a)i
1 300 )
= —05%0" (x —y), —
D (x,y) = 2 _
0y | (018 - w)
D (x,y) = 7 02 :a’i :
oy |a (038 - |
Dz (x,y) = m 2_6’i I .
] XX mZ) —6 (X y )
_Lag [_x( KO T+ ox
Duboy) = 4m < | 9*
LS <lxz'>3 (x—y)) ,
D15 (X)y) - —Zm 2 a_

3 L )
Di7(xy) = 8 (x—y

Funciones E; (x,y):

13 )
= 3 Yy
E]O(X>y) - 26 (X )
= loasn-y),
En(x,y) = m
1 S x— 1)
= —070° (x—vy),
Eiz (x,y) = 7 01
1 S x—y)
= _656 (X Y,
E]S(va) - Zm ] 3
2) — X_y))
— —i<a§a§+m) o
F—M(X)y) — im
1T )
= —& (x—vy).

176



5.3. Corchetes de Dirac

Funciones F; (x,y):

Fio (x,y) = —2553 (x—y),
Fiboy) = 208 (—),
Fia(x,y) = —%161—,:(6’1‘53 (x—y)>>
Fiz(xy) = _%161_’: (672(53 (X—U)>>
Fulxy) = == grac | (@RE+m?) 508 (-l
Fi5 (x,y) = ﬁa]—,if)s(X—U)-
Funciones G; (x,y):
Guloy) = =8 (x—y),
Gusxy) = —50f (58 (v w).
Funciones H; (x,y):
His(oy) = 8 (x—y),
Ha(x,y) = —5005 (58 (- w).
Funciones K; (x,y):
Kis (x,y) = —L1—53 (x —y)
2mo*
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Funciones M; (x,y):

M1 (X>y)

MZ (X»y)
M3 (X»y)
M4 (X»y)

MS (X»y)

M6 (X>y)

Funciones P; (x,y):

178

P (X>y) =

P2 (X>y)

P3 (X>y)
P4 (X)y)
P5 (X,U)

P6 (X)y)



5.3. Corchetes de Dirac

Funciones Q; (x,y):

Qi (xy) =
Q2 (x,y) =
Qs (x,y) =
Qs(x,y) =
Qs (x,y) =
Qs (x,y) =
Q7 (x,y) =

Funciones R; (x,y):

R; (X>y) =

R2 (X)y) - I

Rs(x,y) =
Re(x,y) =
Rs (x,y) =
Re (x,y) =

Rs (X>y) =

1 X 1 3
—za (6_"6 (X—U)>>

Am ! | X

— 3

2m | o*

2m | 0x
%83 (x —
m 1 (X U) )

] X 1 3
Fm ol (a—x“

Loy | L (915 (- w)]

oy | (335 (- w)]

a0 | (3001 - m?) 58 (v,
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Funciones S; (x,y):

i1 1
Sixy) = —— 1% [(aﬁaﬁ‘sz) 6—53 (X—H)] ,
T 1 1 XAX 2 1 XAX 2
S200y) = —g g (A0 m) o [ (arer—m?)
_ T 1 [ XAX 2 1 xg3 ]
S;3(xy) = Tamor _(akakam)E(aﬂ-) (X—U)> >
_ T 1 [ XAX 2 1 xg3 ]
Sa00y) = —g—oo (A0 +m?) o (938 () |
1 1
Ss (x,y) = TImax (a§a§+m2) 53(X—U)}>
1 1 1
Sa(uy) = —grac | (30F+m?) 580 x—v)]
1 1
S700y) = 3= (218° (x—)),
1 1 <3
Ss(6y) = 3= (938° (x—y)),
11,
So(x,y) = —Ra—xz—) (x—y)
Funciones T; (x,y):
i1
Tioy) = =558 (x—y) o syl =—5
1 1
T (xy) = A 9% [(aﬁaﬁ—nﬁ) —5° (X—U)]>
1 1
Ly = 5-= (918 (x—y)),
1 1
Tixy) = 5= (918 (x—y)),
11,
Ts (x,y) = Rgé (x—vy).
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5.3. Corchetes de Dirac

Funciones U; (x,y):

W(xy) = —ia’f( L (x—y)),

2m 0*
1
Us(x,y) = ——8 (x—y)
Funciones W; (x,y):
1 X 1 3
W, (x,y) = “om 2 a—xé (x—y) ),
1
Wi (oY) = ——8 (x—y).
Funciones Z; (x,y):
T 1 5
ZZ(X>U):—2—6—X5 (x —y)

Los resultados anteriores garantizan que se pueda definir el corchete de Dirac
entre dos variables dindmicas A, (x) y By (y) de la siguiente manera:

{Aa (x), By (U)}D = {Aa (x), By (y)} —Jd3ud3v { Ay (%), Yy (u)}
Dyp (1,v) {‘PB (v), By (y)}. (5.120)

De la estructura de vinculos definidos por (5.114), que en total constituye un
conjunto de 19 elementos, es posible determinar que el espacio de face expan-
dido por (1l),$,p,1_)),, que tiene dimensién 20, solamente existen 2 campos
independientes, que dada forma de los mismos vinculos se pueden considerar
como siendo (@, @*). Utilizando las siguientes corchetes de Poisson, diferentes
de cero, entre los grados grados de libertad (¢, ¢*) y los vinculos (5.114):

{er, s} =8 x-w , {o 0, ¥\w}=8Kx-u, (5121)
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se deduce que el corchete de Dirac asociados al campo @ (x) se calculan a
partir de:

(@ x)Bulylo = {000, Boly)} — | dudv { @ (x) ¥ ()} Dy} ()

{ws (v), By (y)}

— { @ (x), By (y)} —Jdudv53 (x —u) Dgg (u,V) {‘Pﬁ (v), By (y)}

~ {00, Bu )}~ | DG (x,v) { ¥a ), Bu )}

Asi, se determina que el corchetes de Dirac entre los campos (¢, @*) es:

e(x),0" (Y} = —|dvDg (x,v){ ¥ (v), 0" (y)
{ bo = - { }

D
= JdvDS_]1 (x,V) 53 (v—y)
= Dg (x,y)

De la representacién matricial de la inversa de la matriz de vinculos de segunda
clase se pude deducir que
* m — —
{00, 0 W} =My =—Te( —y) @ K-y (5122)

S1 hacemos uso de la forma fisica de la funcién de onda del campo de DKP
para el sector de espin 0 indicada por la ecuacién (4.126), segin la cual:

eX)=vmd(x) , @ (x)=vmo(x), (5.123)
se puede observar a partir de (5.122)
{0, W} =m{ex), ¢ W)} =-Fe(—y) -y,
es decir:

(000,00} =gt —y)F 6Ty, (5120

resultado que es equivalente a las relaciones derivadas en (4.70) para el caso
libre.
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Capitulo 6

Electrodinamica Escalar de
primer Orden en las
Coordenadas de Plano

Nulo

6.1. Introducciéon

En el periodo comprendido entre 1939 hasta 1970 los trabajos desarrollados
con la ecuacién de DKP se direccionaron al estudio de particulas cargadas
interactuando con un campo electromagnético. Estudios de diferentes procesos
tomando como base la formulacién de DKP y de Klein-Gordon condujeron
a resultados idénticos hasta correcciones de un loop [87]. Sin embargo, A.
Wightman [88] mostré que cuando el campo de DKP se acopla al campo
electromagnético, la ecuacién de campo para la particula de espin O es estable
bajo perturbaciones locales suaves de campos externos.

Eis bien conocido el hecho que en el caso de campos libres existe una equi-
valencia entre el formalismo de DKP con las ecuaciones de campo de KG y
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de Proca, no obstante, cuando alguna interaccién es presente, como en el ca-
so de la electromagnética, surgen surgen ciertas dudas. Fue mostrado [91] la
presencia de términos anémalos en el Hamiltoniano de la teoria y la aparente
diferencia entre las descripciones no existen si se especifican cuidadosamente
las componentes fisicas de los campos de DKP. Ha sido probado [92] que los
elementos de matriz S en las teorias de DKP y de KG coinciden en en caso
de particulas de espin O interactuando con campos externos gauge abelianos
y no abelianos incluyendo el campo gravitacional.

En este capitulo estudiaremos la estructura candnica del campo de DKP in-
teractuando con el campo electromagnético. Se realizara el estudio de la es-
tructura de vinculos de la teoria para el caso de dos y cuatro dimensiones en
el formalismo de las coordenadas de plano nulo. Se estudiara la naturaleza
gauge del problema y se considerara la condicién de gauge mas conveniente
con el fin de calcular los DB entre los grados de libertad.

6.2. Electrodinamica Escalar de Primer Orden
en 1 + 1 Dimensiones

La teoria, en forma general, es descrita por la siguiente densidad Lagrangiana

_ _ 1 _ _ 1
L= 9B" (D) =5 (D) B b —mbh — 1P Fuy  (6:1)

N =

donde hemos definido las derivadas covariantes D, = 19, — gA, and D, =
10, + gA,. Las ecuaciones de campo que correspondientes a la densidad La-
grangiana (6.1) son:

0 Y — g =0 , ¥ (B“§H + m) =0 , (B"Dy—m)Y =0, (6.2)
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6.2. HElectrodindmica Escalar de Primer Orden en 1 + 1 Dimensiones

Los momentos canénicos (7, p, p) conjugados a las variables (Au,ll),$), res-
pectivamente, son definidos de la siguiente manera:
oL oL

T[H:—:—F—H'L ]3:—:

d(0,A,) ’ A

_ d ;
T ngﬁ = B*Y
(6.3)

De conjunto de relaciones (6.3) es posible deducir el siguiente conjunto de
vinculos primarios:

NI e

a0 9=p+%[3+1|)%0 , 6:5—%@3*%0, (6.4)
junto con la siguiente relacién dindmica:
0O4A_ =7 +0_A; (6.5)

La evolucién temporal de las variables del espacio de face (A, ¥, 7, P, p)
es determinada por el Hamiltoniano candnico al cual se le asocia la siguiente
densidad:

He = mOAL+Pbabp — £
= 7 (AL + S U - SU B - B PBb— b BTY

BB b0 B B+ g A BB Y+ gAY+ miih - 5”2]

N — N e

w2 (n—a_ tg Tpﬁﬂp) A+ BB‘ (?_—zf) Y gA B+ m} W,
de manera que

He = de {%712 + (716_ +g EBHI)) Ay (6.6)

+ BB_ @_—a__)) +gA_B + m] ll)} .

Sin embargo, debido a la presencia de los vinculos primarios, la dindmica del
sistema no es dnicamente definida por H¢ con lo cual se debe introducir el
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Hamiltoniano primario Hp definido a partir del Hamiltoniano candénico mas
una combinacién de los vinculos primarios, dsea:

Hp = He + de— (u (x) 7" (x) £ A (%) 0 (x) + 8 (x) A (x)> . (6.7)

donde (u, A, A) son un conjunto de multiplicadores de Lagrange asociados a los

vinculos primarios (71*, 0, 6) respectivamente. Ahora, con el fin de determinar
la consistencia de los vinculos primarios se procede a definir los corchetes
fundamentales de Poisson entre las variables dindmicas fundamentales de la
siguiente manera:

{A0, )} = susie—y),
{ll)a(X),ﬁb(y)} = Sapd(x —y), (6.8)
{90, po(y)} = Sandlx—y).

A partir de (6.8) es posible mostrar que el conjunto de vinculos primarios
satisface los siguientes corchetes de Poisson:

{0ax),8u(y)} = B8 —v), (6.9)
{0ax),00(9)} = —iBEs(x—y).

Ahora, se procese a calcular la consistencia del vinculo primario 7t (x) del
sector electromagnético de manera que se obtiene:

w0 = {0 (e f = [ay {7 00, [ ()02 4 9B () BT ()] A ()]
— oy [7 ot g B W] 5(x )

— oy [~ e g BwE ] —y)
= 0 (0~ g D (0B (x) ~ 0,
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6.2. HElectrodindmica Escalar de Primer Orden en 1 + 1 Dimensiones

entonces,

G(x) =0 (x)— g (x) B (x) =0, (6.10)

lo que implica que un vinculos secundario asociado con el sector electro-
magnético es encontrado que se conoce como la ley de Gauss para la elec-
trodindmica escalar. Con el fin de calcular la consistencia de éste vinculos se
utilizaran las siguientes relaciones:

{600,000} = =g {®ax),pe W)} [BO(X)],
= —g[B"V(¥)],8(x —y)

{600,8 W} = g[8 ] {va¥), P (v)}  (611)
= —g[VB" ()], 8(x —y")

A partir de los resultados anteriores se determina que:
G(x) = {G (x),Hp}
- de— { G(x),g A (YWY B V(Y +A(y)6(y) +5(y)7\(y)}
= 90 fay {7 (0, A~ )} @ () B () + Jay R ) { G (9,00 )
+Jay {600,800} ()
_ de g (D) B () 0 — gA (y) BT (¥
—geB* (A )] 8 (x —y7)
= —g [0 (@ (0BT () + A (x) BT () + B () A (x)] ~ 0,

de manera que . B B B

G=0" (YR W) +AB Y+ PR A0 (6.12)
Siendo que es necesario probar que la ley de Gauss se conserva es necesario
analizar la consistencia de los vinculos primarios asociados al sector de DKP.
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Asi, la consistencia del vinculo 0 (x) determina que

o fem) s

+gA_(y) B~ +m}¢ } de {Ga(x)

|
[on
=
N~
>
on
«

= Jay s (=) |- [o v I A ) +5

FTgA_(y)p +m 1|)+us+x(y)}

—_
1 I

= de‘é (x—vy) E gB V(Y AL (Y +5 (—gﬁ - £) B
+g A (y) B +m| b+ iB W)

= B (0 — 9A- () —m| W () — g Ay (x) BT ()
+ipA (X)} :

a

= [(F D —m)v(x) —g A ()BT (x) +iBAK)]

a

entonces

0=(B D —m)Yp—gA,p Y +iB"A~0, (6.13)

donde hemos utilizado de definicién de derivada covariantes DX = 10X —gA_.
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6.2. HElectrodindmica Escalar de Primer Orden en 1 + 1 Dimensiones

En forma similar, la consistencia del vinculos 6(x) implica que:

0a () = {8a(x),Hp}
= de—(gmy)wmwwwy) B (02 —7)p +gA (u)p +me
{8001 0 ()} + Jay R () { B (o) )
= de {—E(g) [g B+A+(y)+%<§—£) Bm+gA_(y)p +m]
~ ()BT 8-y
= fay [—my) [g BAL () 5 (081 30) B g A_(y) B +m]
~R()BT] 5 —y)
= [P0 [p (102 +9A-10) +m| — gAL )P (x) BY — IR (x) ]
= [P [pD+m|+ oA )P 0BT +HRKX) B |
asf que:

0=10 ( D+ m) + gA PP HIABT =0, (6.14)

con D" = id* + gA_. De las relaciones (6.13) y (6.14) es posible determinar
que:

Q

BA ~ i ( B DX — m) b —1igA B,

P ( B D+ m) +igA DB,

Q

ABT
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que al ser substituidas en la expresién (6.12) resulta en:
G = 3 (VR W) +ABTY +YBA
= 0 (BB ) + [ (B D +m) +igA. BB W
Y [i ( B D* — m) P — igA+[5+1|)]
O (BB ) — () B+ igA BB + mid
+igA BBTY — BB (94%) —igA BB b — mit —igA BB
0 (BB ) — 0 (BB V)
— 0,

es decir:

G =0, (6.15)

asi, la ley de gauss de la electrodindmica escalar es automdticamente conser-
vada.

Si la representacién matricial de las matrices 3 en 1 + 1 dimensiones es uti-
lizada, es posible determinar a partir de la ecuacién (6.13) que al utilizar el
proyector BB se deduce:

BB (A+igAh) ~ —p (B DX -m)v =

ifo1o0])| mtigha, | = —[100][ D —m o0 ¥,
000/ \ As+1igA, s 00 0 0 0 -m/ \
lE)\] + lgAJrl.l)]) mll)3
(A2 +1igAi;) = | mp; —DXs |,
0 0

de manera que la consistencia del vinculo 0 (x) determina condiciones sobre
las componentes Aj (x) y A2 (x) del multiplicador de Lagrange A (x) en tanto
que la componente A3 (x) atin se mantiene indeterminada. De manera similar
al analizar la expresién (6.14) se deriva con la ayuida del proyector "B~ que:

{(A—1gA ) BB~ (B D +m)p,
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6.2. HElectrodindmica Escalar de Primer Orden en 1 + 1 Dimensiones

lo que en forma matricial es equivalente con:
( 1 (X1 —19A+$1) 0 i(X3 —19A+E3) ) - ( mp, 0 mi, "‘ﬁiwz ) )

con lo cual, solo las componentes A (x) ¥ A3 (x) consiguen ser fijadas en tanto
que la componente A; (x) del multiplicador A (x) esta por especificar. Las afir-
maciones anteriores dan an entender que la arbitrariedad en algunas de las
componentes de los multiplicadores de Lagrange dan indicio de la existencia
de vinculos secundarios en el sector escalar. En forma andloga a los resulta-
dos derivados con la teoria libre, los vinculos secundarios se infieren de los
proyectores complementarios a aquellos utilizados anteriormente, con lo cual

el conjunto de vinculos correspondientes al sector escalar tendrdn la forma:

ws = [(1—[5*[5_)(6_D’i—m)1|)]6%0, 5=2,  (6.16)

@5 = [w(DiB_er)(]—B_B*)LwO, 5= 3.

La consistencia de este nuevo conjunto de vinculos es analizado utilizando los
siguientes corchetes de Poisson.

{wa),00 ()} = [(1-8"B7) (B D =m)| 5(x—y7),
{ga(x),wb(y)} = —{wb(y),5a(><)}

(18 ) (55w s,
(@ 8, = [(Dp+m) (1-8787)] s(x —y),
{000, @ (v)} = —{@o v),0.(x)] (6.17)

{wab,m )} = —g[(1-8"87) B w0 5(x—y),
(@), )} = g[PB (1-878)] 5(x —y). (618)
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Entonces, la consistencia del vinculo w (x) establece que

@5 (x) = {ws (x),Hp)
— Jay ) {eos (00,7 ()} + [y R AL () s (), (u)}
+de— {ws (x), 8 ()} A® ()
— Jay [mom ) (1-87B7) B0 1x)~ 90 A- (y) (1- BB ) B (v
+(1-887) (BAWID —mAW))] 8 (x —y")

o

= [(1-8"7) |9 (7 (0 +0*A, (x)) B0+ ( BD* —m)Ax)]|

5

entonces
W = (1 _ fs+f5—> [—g <n— + a’iA+> B + ( B D* — m) 7\} ~0, (6.19)

con 0 = 2. Al utilizar la representacién matricial de la anterior ecuacién se
deduce que:

0
w = (g(ﬂ+ayA+)1b1 + DX\ m}\z) ~ 0,
0

lo que implica una nueva relacién entre las componentes A; (x) y A; (x) mante-
niendo adn la componente Az (x) indeterminada. Utilizando la relacién B~ pp~ =
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6.2. HElectrodindmica Escalar de Primer Orden en 1 + 1 Dimensiones

RTR 2B se determina
Bt = pt (1 _ [5+[3‘) [—g (n— + a’:m) B Y+ (fs—D’: - m) 7\}
— ppP [—g (n— + a’:m) B Y + ( B D* — m> 7\}
= —g (7 + AL ) BTBTBTY + BTBTIBTDIA— MBI
= —g(m +OA ) BB BIY— BB IDE (iB1A) +imp BT (i)
= —g (7 + " A, ) BB +ip DL [(BDE—m) b —g A pY]
—imB Bt [(BDE—m) Y —g A BV
= —gr TR IRTY — g A BTRTIRTY —mipTRTID Y
+gB BB (A) + A ABTB BT
—imB B" (B DX —m) Y+ gimA,p By
= —gn BB IRTY —mipTRTID Y + gBTRTIRTALIY
+gHA A BRI —imB DX +im2B B + gimA BBy
= —im (14 B7B7) BD W +im?B B — g BB
~igA B B2 [p (102 —gA ) —m|w
= —im (14 BB D +imip prh — g BB IATY
~igA,8* (1-8"7) (BDX—m),
relacién que en forma compacta se expresa como:
B> = —im (14 B*B7) B DXY+im?B B h—gn BB IR Y—igA BT w ~ 0.

La relacién anterior pone de manifiesto la existencia de un vinculo terciario
que se definira de la siguiente manera:

Q= [—im (1 n (5+(3—> B D* +im?p Bt — gnf3+f3—2f5+] Y0 (6.20)
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De forma similar se estudia la consistencia del otro vinculo secundario, a
partir del cual se determina que

@ (x) = {@s (0, He}

I
—_—
&

|

ﬂ|

=
—

gl

s (), (y) |+ VAL () { @s (4), 7 (y) ]
+2 () { @5 (x), 00 () |

— |y [om FEB (1-8B)+ 90 A W T0p (1-5B)
FA () (DB +m) (1-B7BY)] 5(x —v)

— OHg <7r_ (x) +0*A, (X))E(X) B~ +A(x) (D [3_—|—m)} (] N B_BJF)L

para 6 = 3, es decir,
@ (x) = [g (n + aX_A+) VB +AD B+ m)} (1 _ B_B+) ~0, (6.21)
que al ser representado en forma matricial se determina
Wx)=(00 g(m +3A.) P+ DA +mA; ) =0, (6.22)

con lo cual una nueva relacién entre las compones A1 (x) ¥ A3 (x) se ha esta-
blecido, entre tanto A, (x) atin es indeterminada lo que indica la existencia de
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6.2. HElectrodindmica Escalar de Primer Orden en 1 + 1 Dimensiones

un nuevo vinculo el cual se procede a determinar de la siguiente manera:

Wpt = [g (n— + a’:m) VB +AND B+ m)] (1 — frfﬁ) B+
_ [g (n— + a’:m) VB~ +AD B+ m)] BB~
g (7 + 0" AL ) BBBIET+ DI ABBTIRT + mAB IR
— 9 (7‘[_ + a’:m) PRTR BT —iD" [IABT] BB —im [iART] BB
— g (n— + a’:A+) PRTPIpT +iD" [(Eﬁ—ﬁ’i Fmp 9A+$B+>} B2p*
+im Hx_p ( B D + m) + gA+$(3+H BB~
= gm PRI IRT + gd AL PBTR BT + miD PR BY
—g0* (A4) BB RT +ig’A_A BB TB BT +impB BT DL
Hm2PRTR +imgA, PR
— imD B (14 B7BT) +imIPBTR + g BBTRIAT
+igA b [p~ (10 + A ) +m| prp-
— imD B (1+BB7) +imIPBTR + g BBTRIAT
FigAL P ( B D+ m) (1 _ fﬂ)ﬁ) B+
— imD PP (14 BBT) + imAPBTR + g BTBIRT +igA, DB
imD Ppp~ (1+ B BY) +im* PR B~ + gm YRR BT ~ 0,

Q

con lo cual un nuevo vinculos terciario resulta al cual se denotara de la si-
gulente manera:

Q=1 [imﬁ’i(s— ( 1+ B‘ﬁ*) AM2BTR g BTRRT| ~ 0 (6.23)

Ahora, con €l fin de calcular la consistencia de éste nuevo conjunto de vinculos
primarios deducimos los siguientes PB de los vinculos terciarios con el restante
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conjunto de vinculos del sector DKP, es decir:

{0000,8 W)} = |-im(1+ B*B7) B D +im?p p*
— g BB Sy,
{00, 000)} = —{ 0 (v),0:(x)}
= |=im (14 p*p7) pD" —im?pp*
+gr BB s (x —y),
{Qu),8, (W)} = [imDp~ (14+B7") +im?pp
+gr BB S (x—y)
{00, 00 (v)} = —{ O (v),0a(x)}
— [imD*p~ (14 pB) —im?pp"
—gm BB s(x —y),

ab

junto con el siguiente conjunto de relaciones

{Qu(x),m W)} = igm (1488 ) B 00| 5(x—y),
{Qu00,m W)} = igm [D0p (1+6787)] 50 —y),
(Qa(x),A- () = g |B BB ()| 8(x —y),

{Qux),A- W)} = —g[POIB*B2BY] 5(x —y7).

Entonces, al considerar los resultados anteriores se puede deducir de la con-
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6.2. HElectrodindmica Escalar de Primer Orden en 1 + 1 Dimensiones

sistencia del vinculo Q (x) que:

Qo) = { Qa0 He}
— |y [ { Qo W} + oA { Qa0 )
+9 (P B W) { 0, A- W)} + {00 ),8° W) | Ao (v)]
| ay [igma ) (14 8787) B v (0+igmd AL () (14 BB ) B
+0% (P (y) B (y)) BB 2B (x) + [—im (14 BB) B A(y) D
+im?B B A () — g (W) BB B AW)]| 5 ()
= Jigmm () (14 B*B7) B0 (x) +igmd A, (x) (1+ BB ) B (x)
+0% (B () B (x)) BB W (x) —im (14 BB ) BDXAX)
Fim?BBIA(x) — gm BT (x) BB A ()|
= Jig{m (7 +oA, ) (1+ BB
~ig (P (x)B W (x)) B (1—B"B) | B (x)
+|-im (14 B*B7) B DX +imp Bt — g BTBB A1)
~ 0,

de manera que:

O = ig{m(m +0YA,) (14 877) —ig (W w) BT (1B} B W
+ [—im (1 + (5+f5—> B DX +im2p Bt — gn(ﬁﬁ—zeﬁ} A~0. (6.24)
Si la representacién matricial de las matrices 3 en 1+ 1 dimensiones es utili-
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zada se puede mostrar que:

. 2igm (7 +0Y A ) Y3 + ¢ (W) Py + (im? — gt ) Ay — 2imDX A3
Q = igm (™ 4+ YA )P —imDX*A; 4+ im?A; ,
0
(6.25)

implicando en una nueva condicién para las componentes A; (x) y Az (x) del
multiplicador de Lagrange A (x) junto con una condicién para la componente
A3 (x), asi, nuevos vinculos no surgen de la consistencia de Q (x). En forma
similar, si estudiamos la consistencia del vinculo Q (x) se determina que:

Qu(x) = {Qa(x),Hp}
— |y [ {007 W} oA w {Bw, )
+9 (0 (v) B (1) { Qa (9, A (W) |+ (y) {Qalx), 00 (v}
~ |y [iomm )T (145787 +igmatA. T
B (1B BY) —g* (B (y) B (W) V() BB 2E" +A(y)
[imﬁ’ifs ( 1+ ﬁﬁ*) Fim2BTp + gn—fsﬂszwﬂ S —y)
= [igmm (B () B~ (1+B7B) +igmd* A, ()P (x)
B (1+87B) —g* (V) BY (x)) B (x) BB 2B
AN () [imD* B (148 BY) +im*B B +gm (x)BBB||
= |igh () B [m (7 () + A, (0)) (1+87BY)
+ig (P ()BT () (1- BB B*| +A(x)
imDB (1487 B ) +imBp +om () BB BY|
0,

Q
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6.2. Clasificacién de los Vinculos

resultando por tanto en

O = ighp~ [m(m +0%A ) (1+p7B) +ig (VB W) (1-B7B") B
A [imﬁi(s ( 1+ ﬁﬁ*) FAm2BtR + 971_[3+[32[3+] ~0, (6.26)

qgue en forma de componentes se expresa como:

o - (—g% (WB7W) Py +2igm (7 +0YAL) h, + (im? + g ) Ay + 2imD" A
0 igm (n +0YA,) by +imD A +im?hs ), (6.27)

asi, una nueva condicién entre las compones A1 (x) 7 Az (x) del multiplicador
de Lagrange A (x) se ha deducido, junto con una condicién sobre A, (x) que se
mantenia desconocida.

6.2.1. Clasificacion de los Vinculos

Finalmente se ha podido comprobar que (7", G, 8,0, w,m, Q, Q) que explici-
tamente tienen la siguiente forma:

nox 0 , G=0"1m —gPpp P ~0,

0 = praphN0  ,  B=p- 20RO,

w = (1-p"B7) (B DX —m)p ~0, (6.28)
@ = YD B +m)(1-pB") ~0,

Q = [~im(1+ pTp7) BD* +im?p p* — g BB 2] W~ 0,

Q = E{imﬁiﬁ_(l + B B) —|—im2[5+[3_—|—g7t_f5+f5_2(5+} ~ 0,
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constituye el conjunto maximo que la teoria posee y que satisfacen los siguien-

tes PB:
{e (x),0, (y)}

{66
{

%/—’H/—’%/—’H/—’%/—/

PBard (X —y7)

~g| 8w (X)L 5(x —y)

~g [D(x)B*] 5 —v)

(1=6767) (8702 m)] o0 —y)

(05 m) (1-4707)] 56 )

:—im (1 n [5+[5—) B D* +im2p p*

—gn ()BTBTBT| S(x ) (6.29)

imD B~ (14 BB +im?p P

+ g (x) BB (T —y)

o' [(1-B*B7) v (x| [BBB ()] 8(x—y)
H(1-88) B )| (BB s (x—y)

—g [P r0p (1-88")| BB U] s(x )

o' (W) (1-p787)| [WIBBB] 80 —y)

tmg? [ (1 8767) B0 [ 0087676

+ BB | [ (14B7B)] [8(x—y)

Las relaciones anteriores muestran que 7t (x) satisface la condicién que el PB
de él con cualquier otro vinculo de la teoria es cero, por tanto, se identifica
a 7" (x) como un vinculo de primera clase. Sin embrago, dado el hecho que
el sistema que se esta estudiando es una teoria gauge se debe mostrar que
existe un vinculo mas de primera clase, similar a lo que se pudo determinar
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6.2. Clasificacién de los Vinculos

en la electrodindmica cudntica escalar (SQED). Utilizando lo que fue apren-
dido con la SQED, el segundo vinculo de primera clase debe resultar de una
combinacién lineal del segundo vinculo asociado al sector electromagnético
y el conjunto de vinculos del sector DKP. Mostremos ahora, que el segundo
vinculo de primera clase es dado por la siguiente expresién:

¥ =G—ig (q)e—eq)) — ¥ —ig (Tpp—w). (6.30)

La demostracién consiste en calcular los PB de (6.30) con los vinculos indi-
cados en (6.28) y comprobar que los PB resultantes son cero o debilmente
iguales a cero. Entonces, se deduce que el PB con 0 (x) resulta en:

{200,000} = ~ig [pa () {Talxpo )}~ 5Btba 0 { Puli) e 0}

= —ig |p(x)+ %rs*tl)(x)] S(x —y ) =—igba (x) 8 (x —y")
L b

Q
e

Cuando se considera 0 (x) se deduce que:

(20,80 (8)} = g |~Pu (x) (04 (09), Py ()} — 5 () By {pe (), e (y))

— g [P B0 BT| 5 (x —y) =gl (x) (x )
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Si el vinculo w (x) es tenido en cuenta se determina:

{z(x),wb (y)}

= —g|(1-8"B7) B W) o {n (),A
+iga (x) [(1-B7B7) (BDY—m)] {ﬁa(x),wc(w}

= g|[(1-8"B7) B W ()] a8 (x —v)
~ig[(1-8"67) (— B WD —mp ()] s(x —y)

= {o(1-B"p7) [ [w)s(x —y )|+
(w A ( ) X" —y )+im1p(x)5(x—y)]}

= {g(1-8"7) [8(x —y7) BV )+ B W (x)
8 (x —y ) — PR W (x) 8 (x  —y ) +igA_ (x)
B ()8 (" —y7) +imb (x)8 (x" —y7)| }.

~ we -y fs(1-8))

B (10 —9A-(x)) —m|w ()|

~i5(x —y ) {(1-877) (BD -m)w ()}

—1d (x_ — y_) Wy (x)
0

b

Q

Ahora, si el PB con @ (x) se calciila se determina que:

202

= gl s (1-8")] @ {m AW}
~igh, (x) | (DY B +m) (1-878)| {pa(x), % (v)]
= —g[$) B (1-BB")] a8 (x )
+ig [$(x) (=D B~ +m) (1-B7B)| s(x —y)
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Q

[~ [9) s —y)] B~ o) (0* —gA- ()

5(x =y ) B +mip(x)8 (X_—‘J_)} <1_B_B+)}b

(OB TR Ry
—y

El andlisis correspndiente a Q (x) establece que:

{Z00,000)} = img [(1487B7) B (v)] 8 {7 (x),A-(v)]

Figha (x) [~im (14 B7B7) BW(X)DY +im?p B
—gm ()BT BY| {Pu 0 e (v}
= ~ig{m (14 B"B7) BV (W) S (x —y)
+[im (14 B7B7) B () DY +im?p B W (x)
—gm (x) BTBBT ()] 8 (x )}
= —ig{m (14 B*B7) B [W(y)s (x —y)]
Fim (14 B7B7) B (x) (10 +9A (0)) 8 (x —y7) +im?
B R W(X)8(x —y ) —gm (X)BB BTV (x)8 (x — y)}
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= —ig{m (14 B7B) B[ (x —y) U () + Bly)
8 (x =y ) —P(x) X8 (x — y‘)} +imgA_ (x)
(14 BB7) B0 (x)8 (" —y) +im?pp*
Y(X)S(x =y ) —gm BB IBV()S(x —y) }b
= —igs (x —y7) [im (X — oA (x)) (1+ B*7) B (¥
FAmIB B () — g BB B ()]
—igd (x” —y") { [—im (1 + B+[3) B DX +im?p pT
—gn () BBIBY W ()|

—igd (x~ —y7) Qp (%)
0

& |

Y cuando se calcula el PB con el vinculo Q (x) se obtiene que:

{200,020y} = img[w)p (148 78%)] o {7 (),A- (W)}
~igh, (x) [imDY B~ (14 7B +im?pp"
+gm (W) BB BY] P e v}
= ig{-mP(y)p- <1+B BY) 0%8(x —y) + | —imp (x) B~
(14 B7B) DX +imp (x) BB+ g (X)W (x)
BYBB |8 (x —y)},
= 9{—ma" [E(y)é X -y

(157 (1

BB 8 (x —y ) +gm (x)

“(1487B7) —imP ()
) X~ —y +im2$(x)

)8
A ()
B (x) BB (x —y)}

b
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= ig{m| -8 (x —y) PV K) - B ()8 (x —y7) +B (1)
028 (x"—y7) | B~ (1+BB") +imgA_ () (x) B~
(14+B7B7) 8 (x" —y) +imB(x) B8 (x —y")
+or (0B )BTRS (x —y )}

= ig5 (x —y ) {W 00 [im (10 +9A ) p (148787

+im?BTB + gn (x) BB |

ig (x_ —y7) {W (0) [imD* B~ (1+p7B") +im?pp

+gm (x) BTBBY] }

igd (x"—y~) Qv (x)
0.

Q

Finalmente, cuando se estudia el PB con €l vinculo G (x) se deduce que:

{200,6)} = ig? [$a (x) | B [y )L Pa(x), Wy (y) }
~ba (x) [ (y rsﬂ Pa (x), 0y (u) }]

= ig*| B ()BT () x)}éx—y
= 0.

Todos los resultados anteriores permiten establecer que la teoria posee el
siguiente conjunto de vinculos de primera clase:

a0 L=01m —ig (Yp—pP) =0 (6.31)
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en tanto que el correspondiente conjunto de vinculos de segunda clase esta
constituido por:

2
8 = p2UB ~0,
w = (1—(3+5—)(f5 D"—m)x]) 0
w:ﬁ(ﬁﬁ +m)(1—[3[3) (6.32)
Q= |~im(1+pp) B—Di+imzﬁ—fs+—gnﬁ+ﬁ—zﬁ+]w 0,
O = $[imD B (1+pB")+im*B B +gm BB ~0.

Ahora, con el fin de eliminar los vinculos de primera clase y tornarlos de
segunda se consideraran las condiciones de gauge de cono de Luz, definidas
como:

A_~0 , 7T 4+ 0*AL ~0, (6.33)

lo anterior con el fin de garantizar la equivalencia de los resultados que se
deducirdn con aquellos derivados en la electrodindmica escalar.

6.2.2. Ecuaciones de Movimiento

Después de haber deducido todos los vinculos de primera clase que la teoria
posee, estamos en posicién de determinar completamente la dindmica de la
teoria la cual reflejara la libertad de gauge de la misma. Para ello, es necesario
definir el Hamiltoniano extendido Hg, el cual resulta de considerar todos los
vinculos de primera clase secundarios que en el problema surjan. Entonces,
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6.2. Ecuaciones de Movimiento

para nuestro caso dicho Hamiltoniano se expresard de la siguiente forma:

He = Hp+ J dx u; (x) X (x)

H

= de_ EW‘Z + (MY +guR )AL+ BB‘ (a‘i—a?) +gA B+ m] P

+ it + A0 +§7\+u22} i

Entonces, considera la evolucién temporal de las variables dindmicas asociadas
al sector electromagnético. En primer lugar, se estudia la dindmica de A, (x)
para la cual se determina:

At = A 00, Hef = [ dy () { As ()7 ()]
= de_m Yo(x —y7) =uw (x), (6.35)
resultado que da a entender que la evolucién temporal de A, (x) es comple-
tamente indeterminada por el hecho de estar asociado con u; (x) que el el
multiplicador de Lagrange asociado a un vinculo de primera clase y que has-

ta el momento mantienen indeterminados. De manera similar, la evolucién
temporal del campo A_ (x) establece que:

A (x) = {A_(x),HE}
- Ja {a 0 gt +n A ) ez}
— ey w { A0 )+ |y w {A 7 w)
+de_u2(y)ay{A—(X)JF_(U)}
= de— [n— (y) + %A (y) + w2 (y) 5”’_} 3(x —y7)

= [y [+ A w5 —y)
= m (x)+ 0 A, (x)—0%uy(x), (6.36)
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relacién que indica que si se desea que se equivalente con la ecuacién (6.5),
el multiplicador u; (x) de Lagrange podra ser como minimo una constante. Si
se analiza la evolucién temporal de los momentos canénicos conjugados a las
variables consideradas anteriormente se deduce que:

it (x) = {n+ (x), HE} — G (x) ~ 0. (6.37)

Finalmente, el estudio sobre el momento 7t~ (x) determina que:

i) = {0, Hef = [ay {00, 04 (B 0B ()}
= o[y Tap v {r 00,A )]
~ o[ &y DB VI —y)
— gl (B ). (6.39)
Combinando las relaciones (6.36) y (6.37) es posible deducir que:
it = F =0 — g ~ —0 F — gpT,

de manera que
OFYT + X F T = 0f P & g,

En forma similar, usando la antisimetria del tensor de campo electromagnético
se determina que

o= —LFTT = Yt — Y F

= _aﬁFu_ = —91_|)f37¢>
de manera que si se combinan los dos ultimos resultados se obtienen que:

XFHY — gRP ~ . (6.39)
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6.2. Ecuaciones de Movimiento

Ahora, si el estudio es realizados con el sector de DKP se obtiene que:

P (x)

{1l)a (x) >HE}
dy [ {00 00, (1)} Ao () + i (9) by (8) {0 (0, 7 ()

de [7\ (y) +1iguz (y) (y)} 5(x —y")

J a

A (%) +igua ()% (x)] (6.40)

a

J

Si el campo 1 (x) es considerado, se deduce que:

Py (x) =

[0 (), e}
j dy~ [Xb (y) {Ea(x),pb (y)} — iguz (y) by (y) {Ea(x)’pb (y)H

de— [X(g) —igu, (y)ﬁ(y)]af’ x—vy7)

Ax) iguz(x)w(x)} . (6.41)

a

Igualmente, cuando la dindmica de los momentos canénicos (p,P) se estudia
a partir de Hg resulta en:

Pa (x)

{Pa(x), He

[y for ) [Bw ], {pa 00,y ()} + {pa 00, )}

(BB_ (ﬁ—ﬁ) +gA_B + m] w)b — % {pa (x), W, (y)} oM (Y)

—igua (y) {Pa ()5 o (U)} & (9)}
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— [ stx -l |~or. w1Brw ) - |36 (¥-07) +on (w)p-

+m} ¥ (y) + %(3#7\ (y) +iguz (y)p (y)]

a

= de‘é (x" =) [—9A+ (y) B (y) — BB (—(6_"—67_) +9A_(y) B~
+ m} Y (y) + %(3*7\ (y) +iguz (y)p (y)]
= |—0A (BT (0 + BT (0% — 9A- (XS —m| ¥ ()
+%B+7\ (x) +igus (x) p (x)] . (6.42)

Si se junta las expresiones (6.3) y (6.40), la ecuacién (6.42) toma la forma:

b= 0.p=—0gA.p 0+ [p (10 —gA ) —m| b+ BN+ igup

i 1

= —gA BT+ {[3_ (ia — gA) — m} P+ %B*@gl) + §ﬁ+9u21|)
+igup

—>B*0. 0,

Q

entonces,
B (104 — 9AL )W+ B (10— gA ) —m| b ~ —gmpTV,
que en forma compacta se expresa como:

( Dy — m) b~ —guyp . (6.43)
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De forma similar, al analizar la dindmica del momento canénico p (x) se esta-
blece que:

|
—%X(U)W—lguz(y)ﬁ(y) S0y
= de [—gm W) (y) B T (y) BB‘ (02+3%) + 9A_ (y) B +m]
—%X(y)(ﬁ—lguz(y)ﬁ(y) aé(X -y)
— [—9A+ () () B = () B (102 + 9A- () +m| — S (x) B*
—iguw (X)F (x)} - (6.44)

Utilizando las expresiones (6.3) y (5.39) se infiere:
- _ — [0 (- 1— o
P o= 0.5=—gA BT~ B (10-+g A ) +m| - SAB" —igup
_ . i, — | R—
= —gAL VBT - B (10_+gA_)+m]— §a+1l)f3+ + zguzll)BJr
—iguzﬁ
i
~ §a+ll)f3+>
es decir,
DB+ (ia+ +gA, ) P {B‘ (ia_ iy A_> n m} ~ gu DB,
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lo cual tiene la forma:
) ( "D, + m) ~ gu B (6.45)

Entonces, si las ecuaciones de campo derivadas a nivel Hamiltoniano son débil-
mente equivalentes a las ecuaciones de campo deducidas a nivel Lagrangiano,
esto establece que el multiplicador de Lagrange u; (x) satisfaga la condicién
u (x) =~ 0.

6.2.3. Proyeccién de los Vinculos

Con el fin de calcular los corchetes de Dirac entre los grados de libertad de la
teoria se procede a expresar los vinculos del sector de DKP en su forma mas
simple, es decir, en términos de las componentes elementales de los campos
de DKP. Utilizando las expreciones (5.38) y (5.39) es posible mostrar que: las
componentes del vinculos 0 (x) son:

PO = Pp+PB"Y =py+ 5P =py+ 7" ~0,

PO = P+ PRt =pi ~0,
i
2

Ahora, cuando el vinculos w (x) es considerado se determina que:

Pw = (P—P*B)(ﬁD’i—m)tl):(P—P)([SD’j—m)ll):O,
Ptw = D*PYp—mPPp=D"¢p —mp" =0,
P-w = 0.

PO = P—p+%P—B+¢:p_+%P¢:p_+ ¢ ~ 0.

Entre tanto, cuando Q) (x) es examinado se deduce:

PQ = —2imP DX\ +im?PY — gt PP = —2imD*p~ +im?p —gm @ = 0
PTQ = —imD¥¢ +im*p" = —im (DX ¢ —mpT) = —imPTw ~ 0,
P~Q = 0.
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De manera similar, si estudiamos el caso para 0 (x) :

o = pP —%xWP P20 (P) =P, — 3B ~0,
o) = (P - ¢B+(P+) =P, —39P =P, — 50"~ 0,
5(P) = p(P) 1T (P ) =p ~o0.
Si consideramos @ (x) se inifere:
wP = (D B~ +m)
@ (P)" = (DB +m) (B P-BP) =0,

w(P_)T = YD_P+my (P ) =D " +mp ~0.
Finalmente, a partir de Q (x) resulta:

QP = 2imD ¥ ( ) +im? PP + g PP
= 21mD_1b +im?e* + g @ =0,
P = o
(P)" = imD*YP +im%P (P7) =imD" ¢* +im* P
— im(ﬁi(p* —I—mt_l)_) =imw (P ) ~ 0.
Asi, se puede concluir que en términos de las componentes de los campos

DKP el sector escalar presenta el siguiente conjunto de vinculos de segunda
clase.

1 1
pq)—l_zll)—'_ ~ 0 ) P+7'50 ) p*_‘_zq)%o
DXe—mpT ~ 0 , —2imD*{ +im?e —gm ¢ ~ 0,
1— _ i, _
p(p—ztl) ~ 0 P 5@ ~0 , p_=0, (6.46)
D" +mp =~ 0 , 2imD ¥ +ime*+gm ¢* ~0.
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Finalmente, si el vinculo X (x) de primera clase es expresado en términos de
las componentes de los campos de DKP éste tendrd la forma:

I = o —ig (¥p —pY)
= o —1ig (cp*p@ +9 PP P — P — P — 13_11)‘> :

6.2.4. Inversion Vinculos del Sector Electromagnético

En este momento, se procederd a invertir los vinculos de segunda clase del
sector electromagnético los cuales estdn constituidos por los vinculos de pri-
mera clase (6.31) y las dos condiciones de gauge y (6.33). Estos elementos se
denotaran de la siguiente manera:

@1 = 7'[+,
X _— X —+ - — — —
©, = oin —ig (cp Pot ¥ Pt p-—P0—P 0" —P_Y ),
@3 = A_,
Oy = m +0A,, (6.47)

y satisfacen los siguientes PB:

{er e} =as(x—y) }
{e:0,6:m) =8 —y) , {&:K,6:)}=-08(x —y),
{ }

{@3(x),@4(y)}=6(x_—y_) >
(6.48)

A partir de (6.48) se puede construir una primera matriz de vinculos de se-
gunda clase la cual es definida por las siguientes elementos:

Cij (X>U) = { ®; (x), q)j (y)} ) (649)
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6.2. Inversion Vinculos del Sector Electromagnético

y que posee las siguiente representacién matricial:

0 0 0 or
0O 0 =0 O _ _

Clxy) = 0 —d O_ 1 0 (X —Y ) y (6.50)
o 0 -1 0

Con el fin de eliminar los vinculos de segunda clase (6.47) se procede a cons-
truir un primer conjunto de DB que para dos variables dindmica A, (x) y
By (x) son definidos de la siguiente forma:

{0 B} | = {40 Buw)} -~ [aw v {Aa00), 0000}
Cy' (wv){ ©a(v), By (y) ], (6.51)

donde C;j 1 (x,y) se interpreta como las componentes de la inversa de la ma-
triz de vinculos (6.50) y que se calcula por la siguiente identidad que debe
satisfacer:

szC (%,2) C7" (z,y) = szC1 (x,2)C(z,y) =16 (x —y7), (6.52)

siendo que I es la matriz identidad de 3 x 3. Es posible mostrar por calculo
directo que la matriz C~' (x,y) tiene la siguiente representacién:

0 —IxT =y 0 e(x"—y7)
_ 1 X" =y 0 —e(x—y7) 0
1 [ g—
¢ oy =3 0 —e(x —y) 0 0
e(x”—y7) 0 0 0
(6.53)

De la definicién de los vinculos (6.47) y bajo la definicién de los DB D1, se
puede verificar que se deben cumplir las siguientes identidades:

nt = 0,
oXm —ig (@*P@ +9 Py + D po— P — P — ﬁ_tlf) = 0,
A_ = 0,
T+ A, = 0,
(6.54)
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de manera que las coordenadas (A_,7t") son idénticamente nulas en tanto que
A es la inica coordenada independiente asociada al sector electromagnético.
Por tanto, se se puede afirmar que atn sin tener en cuenta los vinculos asocia-
dos al sector DKP, el espacio de face de coordenadas independientes estaria

. ot _ _ .
dado por: (A1, @, @0, % B , Py, Pgs P4 P, Py ). Utilizando los
siguientes PB diferentes de cero:

{$a(x),0: 0} = ighe ()8 (x ),

{Tp J(W} = —igh, ()8 (x”—u7),
{p } = igpa (x) 8 (x” —u7),

{Pa 0,02

{@1,A, (y)} = —5(v —y), (6.55)

= —igp, (x) 8 (X_ - u_) y

es posible mostrar que en el caso en que la variable dindmica A, es identificada
con uno de los campos del sector DKP se deduce que:

{000 Bow)} = {40, Bu()} - | aw av {Aulx), @200}
C5 (uv) { @4 (v), By () } . (6.56)

Entonces, si By, (y) es otra de los campos DKP se determina de la presentacién
matricial (6.53) que

{Ac),By(v)} ={Ac(x),Byy)]. (6.57)

D1

El resultado (6.57) establece que el primer conjunto de DB entre campos de
DKP coincide con los PB inicialmente definidos entre las mismas variables,
de manera que:

D1

Balx),Poly)} = Bardlx ).

(W), P} = sadlx—y), (6.58)
{
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6.2. Inversion Vinculos del Sector Electromagnético

Ahora, en el caso en que By, = A, es posible deducir:

(A A} = [awre {am,e:mw) eyl v {erm), A )}
— Jdu_{Aa (x),0, (LL)}C;1 (w,y)

_ %Jdu{Aa(x),@z(U«)}‘u__y_"

Entonces, si Ay (x) =1V, (x) se determina que:

{vet s} = 5 e {00} v -y

DI 2
_ %jdu—wa(x)a(x‘—u‘)\u‘—y‘}
g -
= > )] xT—y|. (6.59)

A partir de la identidad (6.54) es posible determinar que:

{vax), )} = =¥ {wa(x), A ()]

DI .
__Y -y
= (X)0Y | xT =y
— % (x)e(x"—y7). (6.60)

D1

De igual manera, cuando A, (x) =1, (x) se deduce:

{pota vt} = 5 e {patx @0} w -y
— %gjdu_pa(x)é(x—uﬂu_—y_‘
= %gpa(x)fx—y|> (6'61)
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resultando también en:

Pa (x), 7T (y)
{ |

Considerando que A, (x) =1, (x), se obtiene:

{$a00,A W)} =

con lo cual:

D1

D1

1

2

g

= —5Pa(x)0L | x" —y7|

ig

| a

2

SPa () e (X" —y7).

{0, 0w -y

ig J du e (x) 8 (x—u) [u” —y |

1g— _ _
_fll)a(x”x -y ‘a

{Ba )W)}

Y finalmente, en el caso en que A, (x)

{Pax)A ()} =

de manera que:

218

D1

1

2

179% (x)0Y | x~ —y~|

_Y9%
S0,

(x)e(x"—y7).

=Pq (x),

[aw {pe @200} —y]

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)



6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

6.2.5. Inversion de los Vinculos de DKP y Corchetes de
Dirac

Bajo la definicién de los DB (6.56) los vinculos asociados al sector de DKP se
expresan en la forma:

Yi=perit W=7, 40
YV2=ps ) V7= p,—50°
Y3= p_+30 , Y= p_
Yy =idXe —myp” : Yo =1i0*@* +mp
Wy = 2md* ) +imle —gm @ , Yo = 2md P —imle* — gn @

(6.67)
con el siguiente conjunto de DB diferentes de cero entre ellos:

{‘Jﬁ (),
{‘1’1 (x),
Yy (x),

€

= i5(x —y),

= W05 (x —y7),

- (im2+g7r_(x))6(x_—y_),
= 2md*s(x —y ),

(y)

s

(y)

<

(y)

{ 5 (x —y),
{‘Ps(x),%(y) = —md(x —y),
{‘{’4(X),‘P6(y) = 5 (x —y),
{%(X),%(y) = —md(x —y’),
{0, %W} = dexles(x —y),

= g (x) e (x)8(x —y7),

S
w
Q
S
N
<
I
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{ = 2md & (x —y ), (6.68)
W5 (x), W ()} = %" ()@ (x)8 (X —y7),
(W00, W0 (v)} = —2img? | 9" ()W )+ (B ()] 8 (x"—y7),
{W (), Yoy} = —g%0 (e ()8 (x —y7)

Ahora, con el fin de tornar los vinculos (6.67) en identidades fuertes, se proce-
de a definir un nuevo conjunto de DB que para dos variables dindmicas A (x)
y By (y) se definen de la siguiente manera:

{a 0,Bw} = {Act0,Buly)}

D2

(x), Wo () }

Dot (wv) { ¥ (), Bu (W)} (6.69)

D1 a D1

— J du~dv- { A

donde D;é (x,y) denota la inversa de la matriz de vinculos la cual se expresa
a partir de las siguientes componentes:

Dij (X,U) = {Wl (x) )lyj (U)}D1 ) (670)

la cual posee la siguiente representacién matricial:

([ Alxy) B(xy)
Dloy) = ( C(x,y) D(x,y))’ (6.71)

siendo que A (x,y), B(x,y), C(x,y) y D(x,y) son matrices 5 x 5 con la
siguiente estructura:

A(Xay) =

S OC O oo
ol oNoNoNe
oS O O oo
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6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

0 i 0 i0*  A(x)
0 0 0 0 2mox
B(x,y) = i 0 0 —m 0 5(x~—y7),
i —m 0 0 —B(x)
0(x) 0 2mo* —B(x) &(x)
0 0 —i i0® —0(x)
—i 0 0O m 0
Cxy) = 0 0 0 0 2md* |&8(x —y),
i0* 0 m O B (x)
—A(x) 2mox 0 B (x) —&(x)
000 O 0
000 O 0
D (x,y) = 000 0 0 §(x"—y7),
000 0 v (x)
000 —y(x) O

siendo que se ha introducido la siguiente notacién:

R
z
I

= —g'e (e (), BL)=-g (o),
Y0 = —gle (e (x), 0(x)=(im!—gn (), (6.72)

(im?+gm (0), &) =-2img? [0 (V™ (X)+ 0 (X)) P ()]

>
®
I

Ahora, la matriz D' (x,y) es determinada a partir de la siguiente identidad:
JdZ_D (x,2) D7 (z,y) = sz‘D_1 (x,2)C(z,y) =16 (x"—y~), (6.73)

Eis posible mostrar que, después de un trabajo laborioso, la matriz inversa de
vinculos tendrd la siguiente forma:
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con

—
y -~
oXfoocoo —mmmm——_ .
- (@) Te) \J
) ) co T oo
oo o oo coooo
- SRS IS IS SR 2 Xo 5
o oo SREZo 22 oo Xoo
~— o o. O O <+ T I < o~
- <mOA O T X -
= Pames 2222 T 3
chooo RARAEL Z2ERo FLpdo
— © oo 0 0O oo NN ™ — -
o <pOoAWw HOIX (G
B > I =
X ddo REELRo ZRR2AE codoo
— [ S NG NG S ~N S~ S ~
<Hmda <mupn HOIXZ T
= > e >
oXooo RRRRo X¥rRAXo coRoo
— o o v O _ - = - \O
aal <mOA O T X T
N— N— _ — _ — _—
I I I I
= = = =
Ka) Ral Ra) Ra)
< {an) @) Q)

Los elementos diferentes de cero que aparecen en la matrices A (x, y), B (x, y),

C(x,y) y D(x,y) son dados por:

Expresiones asociadas a A; (x,y):
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6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

Expresiones asociadas a B; (x,y):

BiOoy) = —gae [v0e ()],
Balxy) = 7amrge { [P0 | g [y ey )]
pr g [+ B2 e -y b
Bs(x,y) = —8Lmze(x—y),
Biboy) = gae [0 (o —y)],
Belxu) = gor { |00+ B0 el —y) ).
B xu) = g { [0 S e -y |
Bs(x,y) = #;—_{% 17\(x)+6g) a]—_{[ie(x)—l—ﬁ(x)]e(x —y )}
e o —y) + 05 [ate e -y ],
Brlxy) = —gar { |00+ P e -y L
Bioboy) = ge(x —y ).
Expresiones asociadas a C; (x, y):
C2(x,y) = —#v(x)e(x‘—y‘), Ce(x,y)=%6 (x —vy7),
Criy) = 055 (x —y), Coluy) =780 —y),
Cs(x,y) — #[ie(x)—ﬁg)}e(x_—y_).
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Expresiones asociadas a D; (x,y):

D200y = —gae [0 —y)],

D6 (x,y) = —%e(x‘—y‘),

D7 (x,y) = %16 x —y7),

Ds (x,y) — —#;—i{[ie(x)qtﬁg)} e(x—_y—)},
Dy (%,y) = 41—me (" =y7).

Expresiones asociadas a E; (x,y):

Expresiones asociadas a F; (x,y):

Frixy) = —%e(x —y), Fs(x,y)=—%5(x‘—y
ly) = —gae { |00+ 5 e (v —y) ],
Fi(xy) = —;le (x—v),

Faboy) = g [x(e(x —y)]
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6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

Expresiones asociadas a Gj (x,Y):

G (x,y) = —%5 (x—y7),

6:0xy) = g [0~ 22 e -y,
Gs(uy) = 5055 (x —y ),

Giloy) = 55 (),

Gsluy) = —gzalde(x —y ).

Hi (x,y) — —il{[ie(x)+ﬁ(")]e(x‘—y‘)},

80" m

Hy (x,y) — _#;—_ {—% [ie (x) + Bn(f)] ;—_{[i?\(x)+ E’n(f)} e(x_—y_)}
_"z‘gz)alx{ (x)e(x‘—y‘)}—!—ag)e(x —y‘)},

H; (x,y) = #%{-ie(x)—ﬁg)- 5(x——y‘)},

Hilxy) = #alx{:ie(xwﬁn(f): e(x —y >}>

Hs (x,y) = ﬁe(x-—y%

Ho(oy) = gost [abe (o —y)],

Hr (oY) =~ (@08 0 —y7)],
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Hluy) = farge {5 { [0
(1000 + X}alx[ (x) e (x —y‘)]},

Hy (x,y) = _#alx {oc(x)e(x_—y_)}.

—

Expresiones asociadas a K; (x,y):

i

Kibwy) = —ze(x —y),
K (x,y) — #;—i{{ﬂ(x)—l—ﬁg)]e(x—y)},
Ks(xy) = —%ﬂé x =vy),
Ks(x,y) = #e(x_—y_),
Ks (x,y) = sLmzaL_ {a(x)e(x——g—)}.
Expresiones asociadas a K; (x,y)
Mz(x,y)—#e(x )

Bajo la definicién de los DB (6.69), es posible estimar que del conjunto de
identidades (6.67) se pueda considerar como variables independientes a los

siguientes campos: ((p, Ph P, @ ,1_b+,$_), de manera que si se utiliza los
siguientes DB diferentes de cero:

{o0, W} = 50 —u),

D1
{e0), B0} = —Temewex —u),
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6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

junto con:

_ i

e e (ue (x~—u7),

o (x* —u*) .

e bx) | % —u],
—Joe (v —y),
g *

6(X*—u*),

s 2

o ()@ (We (x —u7),
92 iy o

o ()¢ (We (x —u),
§(x"—u’),

2 42

T e e (v —u),
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AP
= B e e (x —u),
= 6(x*—u*),

}
for =50
{5_ (x),¥s (u)} - %I_P_ (e we(x —u),
B ig?— x - -
} = S50 Mo We(x —u),
|
}

D1
{Ba, A W)} = =T )| x =y
{0s ) AL )] = imgum (e (v —y ),
{P), AL} = —imgh’ (e (v —y).

Asi, es posible deducir a partir de (6.69) que para el caso cuando A, (x) =
@ (x) se determina que:

{omBuw} | = {00 Buw}, ~[awav {000, W)

D2 D1

— J du dv- { @ (x),¥s (u)}
D3} () { s () Bu )} [ cwav {00, W0 ()}

D1_o](5 (u,v) {‘1’[3 (v), By (U)}m ;

D3 (u,v) { s (v), By (y) }

D1 D1

D1

relacién que permite establecer los siguientes DB:

{@W%@WM} :=—Jmf&f{@WLde}

. D& (wv) { W1 (v), " ()

D1 D1

= Jdudvé (x —u ) Dy (w,v)6 (v —y)~
= D6_1] (x,y) =k (X)y)

mo,
= —?e (X _y ))
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6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

es decir,
{ox) 0 W} =-Telx —y)
De igual manera:
{o 07w}, = — e {om %] Ddwy) {v0),
- aw e {o 000t} D, vl {6, 5" (y
—1 ig’
= D62 (X)U) - 7

entonces

{0008 ], = —gor { [P0+ B2 e (v}

o x) | due (x —uw) o"(we (W —y).

Ahora, si By (y) =1 (y) se determina:

{om 0w}, = —[awa {0, %w)

D1

_ o
= D63] (X>U):F3(X>U):_§5 (X —Y )’

por lo tanto

lo00, 0 )} =350 —y).

(6.75)

DG (wv) { ¥ (v), 9 (v)}

(6.76)
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Considerando el caso cuando A, (x) =" (x), los DB asociados a esta catidad
qgue son diferentes de cero se calculan de:

Lo 00,But)} = {0t (0, Jdu ) ¥}
Dy (1,v { )} - Jdu av- { 0 W)
D7} fwv) { ¥ ), Bo )} — [ awev {97 (x) Yo fw)}
Digg (1, V) {wﬁ v),Bo(y)} .
De manera que en el caso cuando By, (y) = ¢* (y) resulta en:
(v 0,0 )} =~ e {700} Dy
{wiw), 0w}
= D7_11 (%y) = Gi (x,y)
— —%6 (x —y7),
entonces:
[ 0,0 )} =380 —y). (6.77)
Para By (y) =¥ (y)
{07 00,9 )} Jdu v { " (0, % (W] D v {¥M),9" W)}
Jdu dv {LI)+ (x),‘i’m(u)} Dy, (u V){Wz v), b (U)}m
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6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

1 192 + — — — * —1
= D7, (x U)—Tll) (x)Jdu e(x —u)e (w) Dyg,z (1, y)
. 2
= D (0 y) 507 00 [ dure (6w ) o (WD, ()
. 2
= Gz (xyy) — l%llfr (x) J du e (X_ — u_) " (u) Mz (w,y)

_ [U\ (x) — P (X)] e(x —y")

dm m
)
_;%111)+ (x) J due(x” —u) " (We(x —y7),
es decir:
(v w3 W, = g [0 - B e o —y)

+ 2

8m

Ahora, si By (y) =1 (y) se deduce:

{0700, 9 W}, =~ [ewar {97000 0} D7 ) {B0),9
- D;; (X>1J) - G3 (X)y)
T _ _
= Raf& (X —y ),
asi que:
__ |
{000 W} =508 (x —y7) (6.79)

(6.78)

_ﬂqﬁ (x) J' du e (x_ — u_) @ (u)e (X_ _‘J_) :

Ahora, si se considera el caso A, (x) =1 (x) es posible deducir que los DB
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asociados a esta variable se calculan a partir de:

D2 D1

Lo, B} = {9 00, Bu )} —Jdu‘dv‘{ll)_ (x), W5 (w)}
Dgg (u,v) {‘PB (v), By (U)}m — J du dv- {11)_ (x), ¥s (u)}m
Ds_[; (u, v) {‘Jr’[s (v), By (U)} — J du dv- {ll) (x), ¥1o (u)}m

D
Digs (uyv) { W (v), By () |

—_

D1

*

Cuando By, (y) = ¢* (y) se obtiene:

(w00}, = ~[awe (¥ 00w} Dy
{vime )}~ | awa {v w0, v}
D (wv) { Y5 (v), " (y) ]

— DI _ig Dy -y
_ D xy) - 9 (y)J’dv D& (x,v) @ (v) e (v" —y")

D1

D1

2
. 2
= Hxy) - g (y)Jdv—H5 (x,v) @ (V) e (v —y")
i . B (x) B _
— _ga—x{{le(x)%— - }e(x -y )}
igz

es decir,
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*

En el caso cuando By, (y) = ¢o* (y):

1

{07 00,87 W}, = — v (w00, v}, Dyt {03 )}
— J du dv- {ll)_ (x),Ws (u)}m Dy (u,v) {W5 (v) ’$+ (y)}m
—Jdu_dv_ {11) (%), ¥1o (u)}m D1_o],z (u,v) {WZ V), (y)}m

1 i92_Jr - - -
= Dy, (X>U)—71l) (U)Jdv Dgs (V)@ (V) e (v —y)
igz _ _ _ — * —1
——b (X)Jdu e (x” —u7) @" (u) Dy, (u,y)
2
~ oy~ 50 ) | av Hs v e e (v —y)
ig?

de manera que

{1|)_ (x), 9" (U)}DZ = _%161_2 {_%61_2 [Y(X) € (x‘—y‘)} —% [16 (x) + 61:)}
1
o e )
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igz —+

igz _ d _ Nk _ _
b () [ due (¢ —w) @ We (@ —y ), (68)

(y) J dve(x —v)eWe(v —y7)

De igual manera, el DB calculado con el campo \ (y) determina que:

{07600, 9 W}~ [ e {7000} P ) {60, 5 W)}

2

_Jdudv {v7 00w} Dy v {00 L)}

asi que:

oo i, {2t v} e

m

» 2
b ) [ ave -y ) e e (v —y).

Consideremos el caso cuando By, (y) = A, (y) de las relaciones que permiten
calcular los DB asociados a los campos DKP. Entonces, se establece en primer
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6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

lugar que:

{o,A W} = {orx),A )}

D2

— J du dv™ { ¢ (x), ¥ (u)} D;J (u,v)

D1 D1

{w ), A+(y)}

_ Yo _
_ Yo _

dvD,] (x,V) Je(vi—y")

|
J dvF, (x Je(vi—y7)
1

N[ N

— %[(p X —y | — Jdve X —Vv )e(v_—y_)],
asi:

Lot Ay} =% [cp (%) x —y| —1jdve (x =) cp(v)e(v——y—)] .

D2 2 4
(6.83)
De manera similar cuando el campo en consideracién es " (x) se obtiene:

{vreaw} = {v w0 A} - [awar (v %0} Dl )
{ww,A W)}

= Yy -y +§Jdv—D;; (x,v) @ (v) e (v —)

= %gqﬁ (x)‘x—y}—l—ngVGzl (Ve (Ve (v —y7)
= %[itlﬁ(x)}x -y ‘—L(P( )€ (X__‘J_)]>
dando

0t 00 v =y |- g e (o -y

(6.84)

{v'00,Ac ) =3
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Si se estudia el caso para P~ (x):

siendo que

{v~ (0,44 (v)}

236

D2

DI
S0 0 —y [+ 5| @Dy e e (v —y)
—ingdv [)851 (%, V)b~ (V)E(V -y )
—%Jdv Dy (x,v) @* (V) e (v —y")
%gll)_ ()| x —y |+ %Jd\’_m (vie e —y)
—img J dvHs (x,v) b~ (V) e (v  —y7)

g

S ixv) @t e (v —y),




6.2. Inversién de los Vinculos de DKP y Corchetes de Dirac

Ahora, cuando se analiza el campo ¢* (x) resulta que:

{omam}, = {omam), - [ae {oxwmw)

D2 DI b
D3y (w,v) { ¥ (v), AL (W)}
=~ Yo ) x -y |- J av D3, (x,v) @ (v) e (v~ —y")
= Lo -y -3 @A e el -y ),

entonces

Lo 00,2, () =2 [cp* )| x =y |- [evele —v) e e (v——y—)] .

D2 4
(6.86)
De manera similar, para el campo ¥ (x):

(0w} = (¥ maw), - [aa {3700}

D3, (u,v) {‘1’4 (v), Ay (U)}D] - J du-dv {I_I)Jr (x), %2 (u)}m
Dy (u,v) {‘1’9 V), A (U)} 1 —Jdu_dv_ {1_|)+ (), %2 (u)}m
Dz_}o (u, V) {‘1’10 v), AL (y)

- _179$+(x)|x—y]+%Jdv Dy (V) e (e (v —y7)
_%Jdv D29‘ (x,v) @* (v)e(v —y‘) +1ngdv DZ}O(X,V)
P e —y)
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= I W[y G [ B e e (v —y)
_% J dv By (x,v) @* (V) e (v  —y~) +1img J dv Bio (V)P (v)e(vT —y)
g 1
— _%qﬁ ()| x —y7| + % J dv - Y¥e(—v)|eWwe( —y)
b (& o k) e

+%9 J dv e (x™ —v7) b (v)e v —vy7),

de modo que:

{$+ (x), At (U)}DZZ —i—gl_l)+ (%) ‘ X —y‘} + ?11 Jdv_l_ [y (x) e (x_ —v‘)}

2 16m? 0*
@ (v)e (v —y ) +%1Jdv_% { [U\( ) + [3“(?)] € (x_—v_)}
e*(ve(v —y7) +%Jdv e(x —v )P Welv —y),
(6.87)
Finalmente, cuando se estudia el Db para el campo 1} (x) se obtiene:
(T oaw} = (¥ waw), - |ace (T 0wnmw)
D3 (uyv) { s (v), AL (W)}
= 3% W[ x —y |- § DY v et e (v —y)
2 2 T

= 0 ] -y | -3 S et e —y)

= @ g el =y
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{E (x),/my)} =—§ [@‘(x)\x —y [+5- ] e (x)e(x —y7)

(6.88)

6.3. Electrodinamica Escalar de Primer Orden
en 3 + 1 Dimensiones

A partir de la densidad Lagrangiana (6.1) y de las relaciones asociadas a los
momentos candnicos conjugados definidas por (6.3), es posible demostrar que
la electrodindmica escalar de primer orden en 3 + 1 dimensiones presenta el
siguiente conjunto de vinculos primarios en el sector electromagnético:

T 0 , CI) =m—0_ Ax + 0 A _, (689)
Al igual que un conjunto de vinculos correspondientes al sector escalar:
i _ i-
95p+zﬁ+1l)z0 , GEﬁ—ztl)B‘Lz . (6.90)

Ademds de una relacién dindmica definida por:
a+A_ — 7'[7 + a_A+ (691)

La Hamiltoniano candnico correspondiente a la teoria es definido por

HC = Jd?)y?'[c,
con

He = 7TH6+AH+‘[_)1])+$I)—£
1 _
= zﬂ_2+(ﬂAaX+9¢B+¢)A++¢[ p* (;‘i 7)+9AABA+m]1I)

+él1 (F9)?, (6.92)
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donde A = —,1,2. La evolucién dindmica del sistema estard determinado
por el Hamiltoniano primario, el cual se construye a partir del hamiltoniano
candénico mas una combinacién lineal de los vinculos primarios via multipli-
cadores de Lagrange, que para el caso sera:

Ax)0(x) +0 (X)A(x)],

(6.93)
donde d3x = dx~dx'dx? = d3x*. Con el fin de complementar la evolucién del
sistema se introduce los PB fundamentales los cuales son definidos por:

Hp = Hc —|—Jd3x {u(x) o (%) +w (x) ¢ (x) +

{Av0, 7 ()} = 88 (x—y),
{$a 00,50 W)} = sad (x—), (6.94)
{$a )P0 (W)} = 8ad® (x—v).

Ahora, analicemos la consistencia de los vinculos primarios estudiando en
primer lugar aquella correspondientes al sector electromagnético, de manera
que:

7o) = {0 He) = [ @y {7 (0, (70 9 B ly) B () A ()
= [ @y (P T WIBY W) (e
_ —Jd3y (—m 0% + g W (y) B (y)) 8 (x— )
= O () — g B (x) BT () = 0,

de manera que

7wt =t — gPp TP = G ~ 0, (6.95)

es decir, un vinculo secundario a surgido del sector electromagnético. Ahora,
con el fin de estudiar su consistencia se utilizara los siguientes PB calculados
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6.3. Electrodindmica Escalar de Primer Orden en 341 Dimensiones

entre G (x) y los vinculos primarios:
{60 0 )} = aof {7 (0,A W)} —axY { 7 (x), A () }
= 01 (x —y) — 9108 (x —y) =0,
{600,00)} = —g {Bal0),poly) | [B ()]
= —g|[BV (] S lx—y), (6.96)
{6008} = —g [ BB (0)| {alx),Pulv)}
= —g[Pp] & x—y),
junto con las siguientes relaciones:
{ct, )} = oty {m (0, A )} - 308 { 7 (x), A (v) }
= 0050 (x—y) — 5038° (x—y) =0,
{6,A )} = o {mx,A v} =-08Kx-v), (6.97)
{6, A} = a{rm,Al} =08 x—y).

De manera que la consistencia G (x) establece que:
G(x) = {G(x),Hp}

—g[ey{6r,A W}TWEPm+o|Ey{6m A}

B w) B () + | @y () { 6 1), 80 (1)} + | e (v) { 600,80 ()}
— | @y [~ g () B (y) 3" — g (1) B (y) 0 — oA () B™ (¥

—gbBT (A ()] 8 (x —)

= —g [0 [ (0B W ()] +07 [V (0 B ()| +X(0) B (x)
+ () B*A ()| 20,
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resultando que:

= 0} (PB™ W) + AB* Y + BB A~ O. (6.98)

Ahora, con el fin de calcular la consistencia del vinculo ¢* (x) consideremos
las siguientes expresiones:

{o“ 00, W)} = q{A )7 W)} =38 x—y)
{o" 00, WA W)} = {A 0,7 (v }ala, )
—0 { Ac(x), 7 (y) } YA (v)
= | UAL (y) 3~ 0YAL (y) Y] 8 (x ),
{6 (), 90 WD W) B W)} = g¥ (y) B (W) { 7 (), AL y) |
(x) B4 () 8* (x — y),

gb
{700, An )} — 08 { 7 (x), Am ()}
o,

{d)k(x))]:mn(y)} = a%
SKOY, — 8% %) & (x —y) .

Sy (y) {* (%), (y)} + J Py {o* (x), 7" (y) 9{ AL (y)}
+ | @y {650,920 )T () B (9)} + 5 | EyFn )
[O* (%), Faun (9)) +Jd3yul ) {65 (), b (y)}
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— | @y s -y + [ Sy (AL )3 - AL 1)27) (e
~g [ @ 0 B4 (08 (x = y) + | 3P () (5505 — 857) 8 (v~
2| @y ()28 (x - y)

= Q7 (x) + OROT A (x) — XA, (x) — g (x) B W (x)
L (skay, — 65.08) Fan (%) — 2051 ()

2
= O (x) — g (%) B (x) 4+ 3% Fank (x) — 20% wy (x)
~ 0,
es decir:
b = ok — gPB*P + 0% Fre — 20% sy, (6.99)

lo que indica una relacién sobre el multiplicador de Lagrange uy (x).

Ahora, se procede a analizar la consistencia de los vinculos asociados al sector
DKP, con lo cual se obtiene:

0 (x) = {ea(x),Hp}

+oAn(y) BA + ]w( ) + Jd3y{e (9,8 ()} (v)
= [ty (oA + 584 (32-01) + o Aupt 1 m| )

i @y [paw)] Fix-y)

a

a
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= ] (10} — 9Ax(x)) B~ —m| B(x) — gA, ()BT W) + BAK)|

= [(D3p* —m) w(x) + B (M09 — gA ()]
entonces,

0= (Dip* —m) Y +B* (ir — gA ) ~ 0, (6.100)

con D} =10} — gAa. De manera similar, cuando se estudia la consistencia de
O(x) se obtiene:

I
o
w
«
/7~
@
<
«
>
_|_
>
+
«
_|_
<
«
1
N e
>»
S
@
s |

—ﬁ) + gAa(y)B* + mD

b

= — |00 [B* (105 + 9Ax(0)) + m| +RCIB" + ghLB AL )]
= — [B() (B*D; +m) + (%) + (oA () B7] |

a

siendo .
=1 ( BAD) + m) + (1A + gpAL) BT ~ 0, (6.101)

244
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con D), = 10% + gA,. Las expresiones (6.100) y (6.101) pueden ser escritas de
la siguiente manera:

BA ~ i(DiB* —m) b —igA. B,
i (B*Dj +m) +ighBrA,,

>

)

4
%

que al ser substituidas en (6.98) se obtiene:

G = 0} (WB™b) +i | (B Dh+m)|w+igA BB + i | (DYBH —m)w]
—igA B Y
= 35 (UB*0) — (030 B*w + igAaUBAD + imb — b4 (350)
—igAADRA Y — im
= o (VB*0) — (30) B*w — VB (5v)
= 0 (Vptw) — o5 (VB)
— O)

asi que:

G =0, (6.102)

con lo cual, la ley de Gauss para la electrodindmica escalar de primer orden,
identificada con la relacién G(x), es automdticamente conservada.

Ahora, es necesario determinar si el conjunto de relaciones (6.100) y (6.101)
determina completamente los multiplicadores de Lagrange (A, A). Para este
fin, se utilizara el siguiente conjunto de propiedades que satisfacen las matrices
beta en las coordenadas de plano nulo:

PB+ :P+> PB_ =P, PBk:Pk>
PB*=P, P B =0, PR“=0,
PRt =0, P*p =P, Pp*=0,
Pkt =0, P~ =0, P*p'=5/P.

(6.103)
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ademds de las siguientes expresiones:

BP=(P), pP=(P), pP=—(PY),
B~ (P)'=P p"(P)' =0, BX(P)' =0, (6.104)
B (P =0, BT (P1) =P, Bf(P) =0, |

k
l

donde los operadores de proyeccién son definidos de la siguiente manera:
PP, PT(B)B =P , BT(B)(P) =P  (6.105)

De manera que al utilizar a representacién matrical de las variables (1|), P, p, T))
correspondientes al espacio de face del sector DKP expresadas en la forma:

e B B R PR A

P = y P= (ﬁ(p ]34— P ﬁl)) (6'106)

con L = 1,2, es posible deducir de (6.100):

PO = D* (P ¥) + D (P*0) — m(PY) +1(P"A) — gAL (PTY) =~ 0,
PO = D* (PY)—m (PT) ~ 0,
PO = D} (PY)—m (PY) ~ 0, (6.107)
P70 = —m (PY) +i(PA) — gA, (PY) =0,
con lo cual, dos condiciones sobre el multiplicador de Lagrange A pueden ser
determinadas y que corresponden a PTA y PA, siendo que las componentes
P'A atin mantienen indeterminadas. Lo anterior da a entender que la teoria

posee un vinculos secundario, como lo dan a entender las relaciones (6.107),
asociado a la consistencia de 0 (x) y el cual puede ser deducido, en analogia
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con el caso libre, mediante la aplicacién del operador (1 — [5+[3_), de manera
que el vinculo secundario correspondiente es dado por:

ws = [(1—=pB7) (B*D} —m) ], ~ 0, (6.108)

con & = 2,3,4. Mediante la accién de los proyectores (6.105), es posible ob-
servar que:

PTw PT (B D*Y + B*Dip — my)
D* (PY) —m (PT) =P = 0
Plw = P'(B D*Y + B*Dip — mi)
= D} (PY) —m (Pp) =P'O~0
Pw = 0 , P~w =0,
que son consistentes con (6.107). De forma similar, cuando la expresién (6.101)
es considerada, se deduce que:

P — D* [E (P+)T} _ﬁk [11) (Pk)q +m (L_I)P) +1 {X (P—)T]

0(P)" = DX @P)+m ¥ (P)']| ~o. (6.109)

Asi, las relaciones que donde se evidencia AP v A (P~)', dan a entender que
solamente dos componentes del multiplicador A consiguen ser fijadas, en tanto
que las componentes A (Pl)Jr atin estdn por ser deducidas. De la expresién

anterior es posible constatar que nuevamente vinculos secundarios surgen de
la consistencia de 8(x) y que pueden ser identificados mediante la accién del
operador (1 —B~B"), de manera que:

@5 = [E (ﬁ’; BA ¢ m) (1- B_B+)L ~ 0, (6.110)
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donde & = 3,4, 5. Fécilmente, es posible mostrar a partir de (6.110) que:

@ (PY) = (D 9B~ +Dibp+m )(P1
= Dy (@P) +m[B (P)| =0 (P) ~
@ (P)" = (D 9B + DB +m )(P
= D (@P) +m [¥ (P)] =8 (P) ~o0
wP =0 , w(P)=o,

lo que resulta compatible con (6.109). Entonces, podemos concluir que la
teoria posee un conjunto de vinculos secundarios asociados al sector DKP
identificados con (6.108) y (6.110) y que satisfacen los siguientes PB:

D|
o
®
(S
o
=

Jab

<
~
2
S
o
S

[(1—B+ )M( )} 5 (x—),
= g [0 B (1-B78)| 8 1x—y),

= —g[0 00 B (1-87")| & x—v).
(6.111)

=3 ;a|
% =
g e
o =
e <

e W e N e N WD N NS N N,
D
£ S
® 2
S £
~ <
c <
e e e e e e e
I
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Utilizando los siguientes resultados:

{ "W} = —g[(0=B"B) BV (X)] & (x—y),
{wa (x), 7 aym )} = g8 (=) [[(1-B*B) B W (0] AL (x
+1(1-887) B )] AL ()],
{@a(x),m (Y} = gbx)B~ (1—-pBY)] 8 (x—y),
{@a (x), 7 (W) AL ()} = 98 (x—y) [|[® (x)B~ (1-B7B")| AL (x
+ [0 00 BF (1= B8] wdiAL ()]

se determina que:

@s(x) = { ws(x),Hp
— | @y ) {wstm )+ | @y { @i, nA(y)ayA+(y)}
+ [ @y ) {0, 0 )} + Jdmb y) { wilx),8 (1)}

[ou Lo (-8 )1 (5 ) ]
—g[(1—fs B7) B (x)] AL () — guily )[(1—B+B ) B ()]
l(1- ) (-

:{gn(x)@ BBT) B () —g(1- ) x) X A (x)

—g (1= B"B") B (x) %A, (x) — gui x )(1 BB )rsxp( )
+(1=8"87) (B*DL —m) A (W],

= {(1-8"B7) [~om (0) BT (x) — gB W (x) DX A, (x) — gB W (x)

O AL (x) = gui (x) B (x) + ( B*Dy —m)A(x)| }
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de manera que:

@ = (1-B"B7) [~gm B W — gB hI*A, — gB VLA,
—quplY + ( BADY — m) 7\] ~ 0. (6.112)

Ahora, es necesario determinar si le expresién (6.112) garantiza fijar todas
las componentes del multiplicador de Lagrange A (x), para ello, es necesario
utilizar los operadores de proyeccién (6.105), de manera que se determina lo
siguiente:

Pb =0 , Pd=0,
Plv = —g (a’fm + ul) (PY) + D} (PA) —m (PA) ~ 0,
Pri = —g (n v a’:m) (PB) + D* (PA) —m (P*A) ~ 0,

entonces, utilizando las siguientes relaciones:

(PTA) = iD* (P7¥) +1iD§ (P*) —im (PY) — igA. (PTY),
(PA) = —im (P7¥) —igA, (PY),

deducidas con anterioridad de la consistencia del vinculos 0 (x), es posible
mostrar el siguiente resultado:

Pri = —g (7[_ + aim) (PY) — im D* (P~1) —ig D [A, (P)]
—imDX* (P ) —imD§ (P*p) + im? (PY) + igmA, (PT)

— g <7t+a’iA+) (Pp) —im D™ (P7Y) —ig [i (0*A,) (PY) + A, D* (Plp)}
—imD* (P7) —imD§ (P*) + im? (PY) + igmA, (PT)
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= —gr (PY)—2imD* (P Y) —imD§ (P9) +im? (PY)
_igA. [D’: (PU) —m (Pﬂp)]
— _p (Zim BD* + imp*DY — im? + 971_) W — igA, P+
_ _pt {([3—)2 B+ (Zim BD* + imB*DX — im? + gn—) P+ igA+é}

_pt {([3—)2 B* <Zim B~D* +imp*D} —im? + th) tl)} :

Q

Asi, se puede concluir que un vinculo terciario resulta y que se define como:
Q=(p)p (Zim BD* +imp D} —im? + th_) Y0, (6.113)

Si la condicién de consistencia del vinculo @(x) es estudiada se determina

que
o — {aui }
- Jcﬁyn ) (y)}+Jd3y{w5(x),nA W) o4A ()}
+jd3yu1y{ ")} [ @ ) { @00 ()]}
— [y [ () [B 1x B‘(1—B‘B+)L+9 W oop (1-687)] A ()
+9 [B 00 B (1-B78") | s03A+ (x) + quiy) [$ 10 B (1-B77)].
o ly) | (Daph+m) (1-8787)] |&x-y)
= {lom BB +gb () BAA, (9 + g (x) BHARA, ()
+gu ()P (x) B+ A () (Dy Bt +m)| (1-87B%)}
con lo cual:
T = g DB+ g B AL + gBB A, + guih B+ A (D B4+ m)]

(1 - [5—(5+) ~ 0. (6.114)
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Utilizando nuevamente los proyectores, se deduce que
wP =0 , w(P)=o,
G (P = g (oA, +w) @BP)+ D (W) +m [ (P)],
@(P)' = g(m +0*AL) (WP) +D* (AP) +m X (P)].

De las expresiones que resultan de la consistencia de 0 (x), es posible verificar
que:

(AP) = i [IT)( *)T] +1igA+ (WP),
AP = D B ()] — Dy [B (PY'] + im (P) +igA, [ (P)],
de manera que:
@ (P)" = g(m +03*A,) (WP) +imD" [§ (P*)'| +igD" [A. (VP)]
HmD” [ (P)'] —imDy [ (P)] +im? (BP) +igmA. [ (P)']
= g (WP) + gd* A, (WP) +imD" |§ (P*)']
+ig [iaim (GP) + A, D" } +imD [m_p ]
—imD} [ (P9)] + im? (tl)P) +igma, [§ (P)']
= g (HP) +2imD" [ (P*)'| — imDy [ (P4)'] +im? (HP)
+igA, { D (WP) +m | (P)']}
- (zmﬁiﬁ‘ +AmDLB* + im? + gn—) P+1igA, 0 (P)
_ {E (Zimﬁ"(s +AmDLB* +im? + th_) BT (B) + igA+§} (P)!
~ {¥ (2imD*p~ +imDp* +im? + gn ) 7 (B7)"} (P)',
entonces, un vinculo terciario resulta y que se define en la forma:
O =3 (2mD"p~ +imDyB" +im? + gn ) B* (B7)" ~ 0. (6.115)
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Con el fin de calcular la consistencia del conjunto de vinculos terciarios que
han surgido en la teoria correspondiente al sector escalar, es necesario utlizar

los siguientes PB:

{Qa(x)ﬁb(y)} — [(B_)ZB“L(ZimB_D’j—HmBkDﬁ—imz—l—gn_)} 8 (x —y),

ab

Qa (%), (W)} = —g|(B7) B* (imB Y (x) =¥ (x)3})| & (x—y),
{ b= a
[Qa(x),00(y)} = [(Zimﬁi(5+imﬁ’;fsk+imz+gn—) fﬁ(ﬁ)z} 8% (x—y),

ba

{0, 0 W)} = o{(imb B +D(x)2F) B ()"} & (x—v),

(6.116)

al igual que las siguientes expresiones:

{Qax),7 ()}
{Qa 0,7 W) 04AL (W) }

{Bax),A- )}

~2img | (B7)" B B W (x)| 8 (x—y),

—img { ()" (2B (x)3* A, (x) + B (x)
AL (x)} 8 (x—y),

—g| (B) B ()] & x—v),

2img [E(x) B BT (f:’f)szS3 (x—vy),

img { (20% A, ()W (x) B~ + FA, (X)W (x) ')

B (B)’} 8 (x—v),

es posible calcular la consistencia de los vinculos Q (x) y Q (x) resultando en:

00 () = { Qa (%), Hp }
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— Jd3y7t (y) {Qa (x), 70 (y)} +Jd3y {Qa (x), 7 (y) 0% AL (y)}
49 |y [0 () B )] { Q0 (9, A- ()} + |y () {0 (), ¢ ()
+ | uh () {00 (0], )}

_ J @y [~2imgre (y) (B7)* B B (x) —img (B7)* B
287 () 3XAL (%) + B () 3FAL ()] — g* [ () Bw (v)] (B7)" BHY (x)
—gu (y) ()" B (imBe (x) — ¥ ()37 ) + ()" B*
(2m B A(y) D* +impiA(y) Df —imA(y) + g A(y)) | & (x—y),

resultando en

O = (p)'pt { [zm (n— + 6"A+> B +im (aim + ul) Bl — Polw
—g? [OB ] ¥+ (2im B DX +impFD} —im? + g ) A}

De la relacién anterior se puede deducir que:

PQ =0 PO =0 PO =0
PO = —g[2im (n + AL ) (P7w) +im (A, + 1) (P) — (P¥) 3w
—g* [WB Y] (PY) + [zm D* (P™A) +imD§ (P*A) —im?* (PA)+gm~ (PA)} ,

indicando que nos vinculos son generados. De manera similar, al estudiar la
consistencia de Q (x) se deduce:

Qa (x) = { Qa (0), He }
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_ Jcﬁyn—(y){ﬁa(x),ﬂ—(y>}+Jd3y{ﬁa(x),wf*(y)aimm}

+g [ €y DY) (y)] {ﬁ ) A ()} + @y )

+Jd3yib( { 0 (y)}
_ J &y [2imgr (y) () BB (B ) +img [ 208 AL (x) (x) B+IAL () () B]
B (B) — g [ ( (W] () B (B7)* + gue (y) (imb (x) B+ (x) )

B
B (B7)’ +<21m7\(y)f3 D_+1m7\(y)Bka+lm27\(y) + 9 A(Y))
B (B)’] & (x—y),

que al evaluar la integral conduce a:

Q = {g [zm (n + a*_A+) VB~ +im ( RA, + u1> VB + Ea’ful}
—~g* [BB W] + (2imD X~ +imDAB* + im*A + g A) } B ()",

a partir de la cual es posible verificar:

P =0 , aEHh=0o , Qr=0

(P_)T =g [ZIm (7T +0*A ) [ (P¥) ] —im (6’{A+ —|—u1) {E (PI)T] + (EP) a?ul}
—g* [ W] (WP) +2imD_ [X (PJ’)T} —imD, [X (Pl)q
+im® (AP) + gt (AP)

ool
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6.3.1. Clasificacion de los Vinculos

En resumen, la teoria esta constituida por el siguiente conjunto de vinculos
asociados al sector electromagnético:

a0, P =m"—AL+RA. , G=0m"—gppTY, (6.117)
junto con el siguiente conjunto de vinculos asociados al sector DKP:
i e
0 = p—|—§B+tl) : e:p—zxp[sﬂ (6.118)
= (1-8"87) (B Di-m)v , T=U(Dap*+m)(1-p )
(B) B+ ( 2im B DX + imp*D} — im? + gﬂ_) W

Q=49 (Zimﬁx_rs‘ +1imD, ¥ +im” + 971) B (B)

w
Q

En analégia con los mostrado en 14 1 diemnsiones, mostremos que ademads de
7t (x), el segundovinculo de segunda clase es dado por la siguiente convinacién
lineal:

L= G-ig(o-0p) =oxmt —ig (Vp—pv)
= ' + ot —ig (Ep—ﬁq)) (6.119)

En primer lugar, se sabe que al considerar los PB con los vinculos correspon-
dientes al sector electromagnético se determina que:

{2, 0"} ={6x),e" W)} =0,

de igual manera:

{Zx,6W)} = —ig |y (0 {00 (x),G W)} — {8 (0,6 ()} wy ()]

= —ig? [ )BT (0~ B (x) B ()] 8 (x — )
= 0.
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6.3. Clasificacién de los Vinculos

Ahora, cuando el analisis es realizado con los vinculos del sector DKP se
obtiene que:

{20,000} = {6(x),00(9)} —ig { e (x),00 (y)} 0a (x)

Q

En forma similar:

{200,800} = {600,00(v)} —igha (x) { 8. (0),8 (v) }

+igBa (x) { ba (), 8 (u) }

—g [V ()R], 8 (x—y)+g[¥(x) "], 8 (x—y)
0.

Q&

Cuando los vinculos secundarios del sector DKP son considerados se obtiene
que:

{2, w0} = (1-8787) [—glB W) 0" {7 (0),A W)}

bc

9 [B% (v)], 3% { 7 (%), AL (y) } +iguq (%)
(BDY+BDY—m) {Palx),baly)}]

= (1 — B%‘)bc [ g[B W (y)], 08 (x—y)
+9 [BWP (y)], 9x8° (x —y) — igib, (x)
(B‘DE#—BlD%—m) 53 (x—y)}

257



258

= g(1-8"8) [ x—va [Bo 0] + [Bv (] 08 (x—y)
+8 (x —y) 3 [B*W (x)] . + [B Y (x)], 958° (x —y) — i [B~W (x)],
(02— 9A- (1)) & (x—y) — i [B' ()], (10} — 9AL (W) 8* (x —y)
+ ima, () 8° (x — y)|

= g8 (e—y) (1-8°p) |-ib (10" —9A-(x)) b (x)

— 1B (10} — 9 (%) b (x) + imap (x)]
= —ig8*(x—y) [(1-p"B") (B*Di —m)w ()]
= —ig& (x —y) wy (x) ~ 0.

b

Ahora, cuando se considera el vinculo @ (x) se determina que:

{Z,@m)} = (1-88%) [g[@WB ] {m (0,A ()]
+9 [ (v) B, 05 { 7 (0, A~ (v) } —igW (1)
(DYp +DVp +m) {p(x),baly)f]
= —g(1-878") [[B(y)p )08 x—y)+ ¥ (v) Y,

0r8® (x — ) —i%bd (x) (5”’_ B~ +DY B‘+m>dc 5 (X—U)}

= —g(1-pB") [ -y @B xIB +P () B 8 (x—y)
+8% (x —y) W (x) B* + B (x) BXORE* (x —y) — i (x) B~
(0% +9A- () 8 (x—y) =W (x) B' (i} + g1 ()
5 (x —y) —imp (x) &° (x—y)L

— g8 (x—y) (1-BB") [~ (x) (10" +9A (x)) B
— i (x) (iaﬁ + gAk (x)) B* —imy (X)L
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6.3. Clasificacién de los Vinculos

= ig8* (x—y) [# (x) ( B*Di +m) (1-B7B*)|
= 1963 (x —y) Wy (x) = 0.

Finalmente, cuando se tiene en cuenta los vinculos terciarios del sector DKP
se deduce:

{200,000} = (B8] [—e2im [ W) o {m (0,A ()}
—gim [B' (v)], 0% { 7 (), Au (y) | + g ()
(2imp DY +imp'DY —im’ + gn~ (y)) {Fe(0),ba(y) ]

= g[(B7)" 8] [2tm[Bw )] 028 (x—y) + im [B W (y)] 3 (x )

i (2imB P (x) DY + imBlp (x) DY — im*p (x) + g () 7w (y)) & (x — )|
— g [(5)2 Bﬂbc [53 (x —y) 2im B~ 0% Y (x) + 24m B W (x) 83 (x — y)

+6 (x —y) B*O3 (x) + B W (x) ;8% (x —y) + 2m B (x)

(0% —9A- (1)) 8* (x—y) + mBe (x) (13} — 9AL () & (x— )

—m ()8 (x —y) —igh () ()8 (x )|

= g[(B7)"B"] [2mp (18 —gA- (1) (x)+mB* (3 — 9AK (X)) b (¥
—m (x) — igh () (x)] 8 (x—v)

= —ig|(B7)"B" (2imB DM (x) + imB DY (x) — imAP (x) + g (X)w (1)) |

5 (x —y)
= —igQy (x) 8 (x —y) ~ 0.

¢

b

Y finalmente,
{200, 0)} = [B*(B)] , [2igm [W (W) B 08 {7 (x), A~ (v)]
+igm [P (y) B, 0% { 7 (x), A (y) | — g, (¥
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(2tmD¥ B~ +imDYB +im’ + gn~ (y)) {Pa(0),0a(y)}]
= g[B" (8)7] [ —2im¥ (y) p0X8 (x—y) — im (y) B*O}S’ (x—y)
i (2im (x) DY +im (x) B'DY +im*P (x) + g7 (y) ¥ () 8 (x )|
= g[B" (B)7] | —8 (x—y)2imd P (x) B~ —2im (x) B 0%8* (x — )

)
8% (x =) imdL (x) B* + ¥ (x )rska;zw y) = 2mb (x) B~
(10 +9A (1)) & (x —y) — mp (x) B* (10} + 9AL (1)) & (x — )
)8 (x—y) +ign () (x) 8 (x )|
= g[B" (8] |[-2m® (x) (0% +9A- (x)) B~ —m (x)
(10 + 9Ak (x)) B* =2 (x) +ign ()P ()] & (x—)
— g [$ (x) (iZmﬁ’ifs— +imDLB* + im? + g (x)) B+ (fs—)z}b 8% (x —y)
= igQy (x) & (x —y) =~ 0.

Por lo tanto, se ha podido determinar explicitamente que el conjunto madxi-
mo de vinculos deducidos para la teoria se pueden clasificar de la siguiente
manera: Vinculos de prinera clase,

TR0 ZEG—ig(Tpe—Qtp):agnA—ig(Ep—ﬁxp), (6.120)

y vinculos de segunda clase:

0 = prohv , G=p 0B,

w = (1-8"7) (B*DY—m)¥» , @=0(Dap*+m)(1-p B
0= (p)p* (zm B DX +imp*D} —im? + grt) ¥,

Q=1 (2imﬁ’i[3‘ +imDEp* +im? + gﬂ‘) B (B,

¢ = T — AL+ A (6.121)
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6.3.Ecuaciones de Movimiento

Ahora, con el fin de tornar los vinculos de primera clase en vinculos de segunda
clase se introducirdn las condiciones de gauge de plano nulo definidas como:

A0 , m™ +0A; =0 (6.122)

6.3.2. Ecuaciones de Movimiento

Siendo que se ha determinado la completa libertad de gauge de la teoria al
momento de identificar todos los vinculos de primera y de segunda, se esta
en posiciéon de determinar la dindmica de los campos que sea compatible con
estos vinculos. Para ello, se utilizara el Hamiltoniano extendido Hg que resulta
de adicionar al Hamiltoniano candénico todos los vinculos de primera clase que
del problema resultan, por tanto, para el caso en consideracién Hg se define
como:

He = Hp+ J dyw,
[ [t (w0« g A+ [ () + g A ] v

1 _ _
+Z (an)z + 1.117'[+ + uld)l + AO + OA + 1122] . (6.123)

Al aniliazar la dindmica de los campos asociados al sector electromagnético
se determina que:

A = { At M) = | @y {Ar (e w ()7 ()
- jcﬁym (4)8(x —y) = w (x). (6.124)
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De manera similar:

A ) = {A(x),He}
_ Jdg‘yn_ (y){A_(X),ﬂ_ (y)}+Jd3yayA+{A—(X)>TC_ (y)}
+Jd3yuz (y) aU;{A_(x),Tt‘ (y)}
_ Jdg‘y T (y)+ VAL s (1) 0Y] B (x—y)
_ Jd3y [w‘ (y) + VA, —uy (y)a"} 5 (x —y)

= T A, — O . (6.125)

De igual forma:

Ay(x) = {As(x),HE}
= Jd3y{As(x),ﬂk(y)}6£A+ (y)+Jd3yu1(y){/\s(x},7rl(y)}
| @y ) o { Al ()}
_ sty 5 (x—y)YAL (y) + 1 (y) 8 (x —y) + 2 (y) W (x )|
_ J@U VAL (y) + s (y) — 1w (y) 9] 8 (x — )

= 0,A; (x)+us(x)—0iu, (x). (6.126)

Ahora, si la dindmica de los momentos candnicos asociados a los campos A (x)
es considerada, resulta que:

*(x) = {n+(x), HE} — G(x) ~ 0, (6.127)
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6.3.Ecuaciones de Movimiento

Ademais,

= —gh (x) B () + Ot (). (6.128)

Y finalmente,
io(x) = {ﬂs(x),HE}
— | @yg® tv) B () { w0, AL )} + [ 5P () { 7500, o (1)}
+ | Eyuty) { w0, 0t ()
=~ [@ygh ) B () Px—y) + [ ey
o {70, A ()] — | Py (9)22 {700, A ()]

= g% (0 B ()~ [ Py ) (8205 — 8500) Fx—y

1

+Jd3yus (y)0Y8° (x —y)
= —qg (x) B (x) + (5;16;; — 5;1a;§) J d3y%an (y) & (x —y)
—a’in3yus (y) & (x —y)

) B (x) + 3 (O3 Fms (x) — 03Fon () — 0% (x)

x) B (x) + 0F Fns (x) — 0% ug (x) . (6.129)

263



264

Ahora se procede a garantizar la equivalencia de éstas ecuaciones de movi-
miento con su contraparte Lagrangiano, para ello, se puede deducir de la
expresién (6.126) que:

U = 04 A — 0AL +0sup = Fg + 05up = F°~ + Ouy, (6.130)
de manera que:

it = 0.1 = 0, F m 0amh — ghB T = 04FAT — gUB T,
es decir: B

L F™ + 0,FAT — g™ ~ 0,
que en forma compacta se expresa como,
0" — g ~ 0. (6.131)
De igual manera:
T o= 0. =0:F T =—gPB Y+ =—gPp Y+ F + =
0 = O, F +0F" —qUp ¥+ 0101, =0, F +0_F 4+ oF—
—gB Y + 01011y,

entonces o
aHFH_ —gyR Y + 0,01u; = 0. (6.132)
Finalmente,
7 = 0,1 =0, F" = —gUB*Y + 0y Fms — 0_1g
= —qUB*YP + 0, F™ —0_F —0_0,w»
= —qUBYPY + 0, F™ +0_F °* —0_0,w =
0 = O,FF +0_F*4+0,F™ — gPpY — 0_0,u,

Asi que:

0, F* — gbB*Y — d_0sup = 0. (6.133)

Lo que implica que la equivalencia con la ecuacién de movimiento para el
campo electromagnético derivada en el espacio de configuracién dada en la
forma:

auFuV - 9$BV11) =0,
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6.3.Ecuaciones de Movimiento

exigird que se deba cumplir la siguiente la condicién u; = 0. Ahora, si se
estudia la dindmica de los campos asociados al sector DKP se obtiene que:

o) = {¥alx),He
= | @y [{abo, o ()} Ao () + tgus () () { a0, B3 ()]

— ﬂd3y [7\ (y) +iguz (y) v (y)} 5°(x —y)

a

- _)\—I—iguztl)] , (6.134)

Si el campo P (x) es considerado se obtiene:

Balx) = {Wal),He
_ : @y [Ro () { a0, P () b — g (1) Py () { Dulx), po (1) }]

— nd3y [X(y) —igw (U)E(y)}aés(x—y)

- |- iguzl_b] - (6.135)

En el caso de los momentos candnicos conjugados a los campos (d),tp) se
obtiene que:

p(x) = {Palx), He
— o] Eya. ) [B 0 )], { P, o )]
+[ @y {patel, B )} (BBA (03-0Y) +9 AABA+m} w)

_% J dy {pa(x)@c (y)} A (y) —ig J d’yu; (y) {pa(x)@b (y)} Po (y)]

b
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— [@ustx -yl [-oA. B 0 ) - |38 (-0F) + g Aup* 4

+%B+7\ (y) +1iguz (y) p (y)]

a

= Jd3y63(x—y) [—gA+ () B W (y) - EBA (—05-0L) + g AuB* + m] U

+%B*7\ (y) +iguz (y)p (y)]

a

= [—gmw + |8 (105 — 9Ax) —m|w + %m + iguzP] . (6.136)

a

A partir de la cual se puede deducir que:
P = 3.p=—gAB Y+ |B* (184 —9Ax) —m| ¥+ BN+ igup
_ /. i 1 _
= —gA B+ BT (184 —9An) —m| b+ 3BT + 3B  gunh +igup

—>B 0.y

Q

es decir,

BT (ia+ — 9A+> P+ [ﬁA (iaA — QAA> — m] P = ( B*D, — m) P~ —gqup .
(6.137)

En el caso del momento p(x) se determina que:

Palx) = {Pal),He
:JdﬁJ [<9A+ PRI+ BBA (‘a‘z{—@) +g AaBt + mD

2 () B { Pal)y b ()} -+ igus (9) Py (8) { P60, (y)}]

{Palx), s ()]

b
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6.3. Eliminacion de los Vinculos de Primera Clase

i
2
~igu: (Y)P(y)| §x—y)

~ | @y [—gm T [ p* (03-0%) + g Anp? +m] St

2

= Jd3y [—9A+ PR —1 EBA (%ﬂt?}f\) + g App® +m] — %X (y)B*
—igu(y)P W) Sx-y)

= [—9A+ PRt -1 {BA (ia;g +9 AA> + m} — %Xf3+ — i9112]3] ,

a

expresién que puede ser escrita en la siguiente forma:
- — 1. pn+ - A . 1— + . —
P = 0.5 =—gA, B’ — P |B* (104 +9An) +m| - SAB" —igup
_ _ . 1, — | .
= —gA, PR - {BA (16A +4g AA> + m] — §6+1b[3+ + zguzlb[:’ﬁ —iguyp

1. —
§a+1|)6+>

Q

resultado que permite deducir:
VRt (ia+ +gA, ) P [fsA (iaA tg AA> n m] S ( B D, + m) ~ qu DB+
(6.138)

Resultado que confirma el hecho que la suposicién de escoger u, = O es valida.

6.3.3. Eliminacion de los Vinculos de Primera Clase

Con el fin de eliminar los vinculos de segunda clase que la teoria posee, pro-
cederemos a aplicar el método iterativo, con lo cual se considerard en primer
lugar el conjunto de vinculos correspondiente a los vinculos de primera clase y
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las condiciones de gauge. De manera que definiremos las siguientes relaciones:

O = n,

€ = om + ot —ig (bp— V),

®; = A, (6.139)
@4 = 7T_+a)iA+,

los cuales satisfacen los siguientes PB diferentes de cero:

{©1(x),04(y)} =0*8°(x—y) , {©x), (y)} =08 (x —y),

{©:(x),053(y)} = -8 (x—y) , {Os(x),0,(y)} =08 (x —y),

{05(x),04(y)} =8 (x—y) {94( y)}——53 X —y),
(6.140)

Por tanto, se procede a definir la primera matriz de vinculos cuyos elementos
de matriz se calculan de la siguiente manera:

Cij (X»U) = { @ (x) y cDj (y)} ) (6'141)

asi, a partir de (6.140) se puede determinar que la matriz en consideracién
tendrd la siguiente estructura.

0 O 0 ox

O 0 -0 0
C(x,y) = 0 o O_ 1 63(x—y), (6.142)
o 0 -1 0

La inversa de la matriz anterior fue ya calculada con anterioridad y tiene la
siguiente representacion:

0 —[x =yl 0 e(x —y7)
_ 1 | x —y | 0 —e(x —y7) 0
] == Y Y 2T T
C vy)=5 0 e (x—y) 0 0 % (xT —yT).
e(x"—y7) 0 0 0

(6.143)
Entonces, se procede a definir el primer conjunto de DB, identificados con D1,
que para dos variables dindmicas A, (x) y By (y) se calculan de la siguiente
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6.3. Eliminacion de los Vinculos de Primera Clase

manera:

{000, Bow)} = {Ac0 B} - [uev {a

N (4,0 (W)} G5 (w,v)

{@d (v), By, (y)} : (6.144)

Utilizando las siguientes relaciones:

{900,020} = ighe ()8 (x—w), {Wa(0),0:(w)} = —igh, (%) (x—u),
{Pax), @200} = igpa(x)8* (x—w), {Pa(x),02(W)} = —igh, (¥) 8 (x— ),
{e,A W} = Frv-y , {AX),0: W} =—3 x—w),

{n0), 8} = o,

he]

se puede deducir que para el caso cuando A, (x) es una variable asociada al
sector DKP se cumple:

{000 Buw} | = {400 Buly)} — | @udv {Acx), @200} &5 (v

D1
{©a(v), B ()}

Si By (y) es también un campos DKP se determina que:

{:00,Bow) ], = {40, Bul)} - | @uev {Acto),0: 00} ¢ (1w
{€:(v),By ()}
= { A, By W)},

con lo cual se puede concluir que:

{90, Po W)} =8ad®(x =), {Wax),poly)} = 8ard (x ).
(6.145)
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Cuando se considera que By (y) = A (y) se determina que:

{Ac), At} = -

D1

[ @udv{acm,0:00} 65 (wv) { € ), A ()}

— | @u{ A} ol (wy

%Jd%{Aa (x),02 (u)} [y | 82 (uT —yT),

a partir de lo cual se deduce:

{¥ax), AL (W)} =

D1

De igual forma

{pa (X) y AL (y)}Dl =

%Jd3u{1|)a(x),@z (u)} ‘ u_—y_‘ 52 (uT —yT)

e () x —y [ 8 07—y, (6.146)

%Jd3u{]3a (x),0; (u)} ‘ u_—y“ 52 (uT —y7)

%gpa (%) )X‘—y“ o (xT —yT). (6.147)

Para el caso del campo \, (x),

{Pax), AL (W)} =

D1

Y en el caso de p, (x):

{Fav,Actn)} =

D1

270

| @ {at e} -y 8 -y

2
~ D () [x =y 7|8 (T 7). (6.148)
1Jd3u{5 (x) @z(u)}\u —y [ 8% (uT —yT)
2 ar

—17913(1 (x)‘x —y‘éz (xT—yT) (6.149)



6.3. Inversién de los Vinculos asociados al Sector DKP

Para el caso cuando A, (x) = Ay (x), se puede tiene

(A Betw)} = (A0, Boly)} - | @udy {Acte) 020} €3 (v
{©v),Bs ()}

= {Ak (x), By (y)} - 6§Jd3vczﬂ (%, V) {@d (v), By (U)}>

de manera que los tinicos DB iniciales no nulos son:

(A} = o avey v {@n ), Ac )
- _a§C511 (%,y)
— _% X~ —y | 958 (xT —yT). (6.150)

Para cuando By (y) =7 (y):

{Ak(x),ﬂ (y)}m _ —aE{Ak(x),m(g)}D]:—%ai X~ —y | 088 (xT —yT)
= —%e(x‘—y‘) 5% (xT —yT). (6.151)

F'acilmente se puede deducir:

{Ac(), (Y}, = {A(x), 7 ()} = 88 (x — ). (6.152)

6.3.4. Inversion de los Vinculos asociados al Sector DKP

Con el fin de eliminar los vinculos asociados al sector escalar representados por
los campos de DKP es fundamental extraer las componentes no redundantes
de los mismos, para tal fin serd necesario utilizar las propiedades asociadas
a los proyectores de los campos de DKP indicadas por la ecuacién (5.106),
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junto con las siguientes relaciones:

PRT =Pt PR =P PR* = Pk
PBR*=P PR =0 P BR=0
BP= (P+)T BTP = (P—)T ka _ (Pk>T
B (P) =P BT (P) =0 B(P) =0

ademads de:
PFT=0 PR =P PHR¥ =
Pkt =0 P =0  P*Bl=5P
B™(P) =0 BT (PH) =P B"(P1) =
B~ (Pk>T —0 B* (Pk)T —0 BL (Pk)T _ 6'{P
Empleando la representacién fisica de los campos DKP indicados por la ecua-
cién (5.107), es posible extraer de los vinculos asociados a los campos DKP

los vinculos no triviales de la siguiente manera: En el caso del vinculo 0 (x)
se determina:

PO = Pp+PB"Y =py+ 5P =py+ 7" ~0,
PO = Prp+ Pt =p. ~0,

Pk — Pkp+%Pk[3+1|):pk¢:ﬁO,
) R T i i

~ 0.
2(p

Cuando el vinculo w (x) es tenido en cuanta se obtiene:

Pw = (P—PB7) (B D —m)Y=(P—P) (B D*—m)y =0,

Ptw = P" (B D* +p*Df—m)p = D* (PY) —m (P"h) =D ¢ —mip* =0,
Plw = P*(BDX +B*Di —m) b = Di (PY) —m (P*) = Do — mp* ~ 0,
Prw = (P~ —P7) (B DX+BDi—m)h =0,
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6.3. Inversién de los Vinculos asociados al Sector DKP

Si se considera ahora Q (x),

PQ =

PTQ

P*Q

PQ =

0,

P [2im B DX +imp*Df —im’* + gn~ |

2imD* (P ) +imD§ (P*P) + (—im? + gn ) (PY)
2im D*{~ + imDp* + (—im2 + g ) = 0,

0,

0.

De manera andloga, cuando se consiodera el caso del vinculo 0 (x),

PP = J0BTP =Ty — 3% (P ) =B, — 3 ~0,
p(P) = 0B (P) =P — 5P =P, — 30" =0,
p(PY 0B (P =P =0,

p(P) - %EB* (P)' =p_~0

DB~ +D; B +m) (PN

— —k
Dy @* +mip ~ 0,

D o*+m)p ~0.

=Dy [P +m [ (PH)]
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Finalmente, cuando Q (x) es considerado:

QP = ZlmD "B~ +imD Bk + im? +th} =0,
ﬁ(P*)T = P ZlmD_[?S +imD B  + im? + gt } [3*[3 B~ T =0,
QP9 = § |2imD* B +imDp' +im® + gn ][sﬂs B —0,
G(P) = T [2imD B +imD}p +im? + g | P

= 2imD" [ (P*)'] = imDy [ (P)'] + (im? + o) (GP)
. =X L=l N s
= 2imD ¥ —imD} + (im* +gm ) @* = 0.
Asi, se puede concluir que el conjunto de vinculos no redundantes de la teoria
correspondientes al sector DKP estd constituido por los siguientes elementos:
i

Y, = p(p—i—zll)*zo , Yo=p.=~0 , Y3=pr=0,

Y, = 2mo*y —lm(laﬁ—gAk>1|)k—|—<1mz—g7't )(pz ,
_ 1— _ i
Ys = po—5 =0, W=9p—s0 =0, %= pe~0
\yn = p ~ 0 y Wu—iai@*—Fmﬂ) ~ U,
Y3 = <ia +9Ak> " +my,
_ X Tk .2 — *
Y, = 2md*y +1m(1a +9Ak)1|) —(1m + g7 )(p ~ 0.

A partir del conjunto de vinculos definidos por (6.153) es posible construir
una segunda matriz de vinculos cuyos elementso de matriz estdn definidos de
la siguiente manera:

Dij (X>y) — {Wi(x))wj(y)}lm ) (6'154)
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6.3. Inversién de los Vinculos asociados al Sector DKP

La cual tiene la siguiente representacién:

D (x,y) = <‘§§E§g§ by ) 5 (x ), (6.155)

donde se han introducido las siguientes submatrices:

0000 0 0 0 \
0000 0 0 O
0000 O 0 O
Axy=[0000 0 0 0 ,
0000 0 0 «(x)
0000 O 0 O
\ 0000 —x(x) 0 0 )
( 0 i 0 0 idr Dy A(x)
0 0 0 0 0 0  2md*
B (x,y) = i 0 0 0 —-m 0 0 ,
i —m 0 0 0 0 B (x)
DY 0 —mdy O 0 0 0
\e(x) 0 —imD} 2md* B(x) 0 —&(x) )

( 0 0 0 —i i D, -6 ()
— 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 mdy —imDy
Clx,y) = 0 0 o 0 0 0 2mdr |
i0x 0 0 m 0 0 —B(x)
D, 0 moa O O 0 0
K—?\(x) 2md* imD, 0 —B(x) 0  &(x) )
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(oooooo o\
0000 0 O O
0000 0 0 O
Dx,y)=| 0000 0 0 0 ,
0000 0 0 —y(x)
0000 0 0 O
\00O0O0YXx 0 0 )

y se han definido los siguientes elementos:

a(x) = go(Xe(x) , B =g (x) , v =ge (x)e*(x)
0(x) = [imz—gﬂ_ (x)} , A(x) = [un + gt ( }

£(0) = 2img? [ @ (I (x) + o) ()] - (6.156)

La matriz inversa C~' (x,y) asociada a D (x,y) es calculada a partir de la
siguiente identidad:

Jd3yD (x,y) C ' (x,2) =18% (x — z) , (6.157)
siendo que I la correspondiente matriz identidad. Al utilizar la relacién (6.157)

y después del andlisis correspondiente se puede mostrar que la matriz C~' (x,y)
se expresa de la siguiente manera:

C—1 (X,y) — ( E(Xay) F(X)y) > )

con

/0Azooooooo\
B; B, B; By, Bs B¢ 0 0 0
0 C, 0 0 0 0000
0D, 0 0 0 0000

E(x,y)=| 0 E, 0 0 0 0 00 0 |,
0 Fb 00 0 0000
0 0 0 0 0 0000
0 0 0 0 0 0000
\0 0 0 0 0 02000
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6.3. Inversién de los Vinculos asociados al Sector DKP

(Am A A Az Ay As 0 0 O \

Bio Bin Bz Biz Buy Bys Bis Biz Big
Cio Cii G2 Ci3 Gy G5 CGg 00
D19 D31 Dy Dz Dys Dyis 0 Dy; O
F(x,2y=| Bo En Ei2 Bz Eu E5 0 0 0 [,
Fio Fn Fi2 F3 Fu Fs 0 0 0
0 0O G2 0 Guiu O 0 0 0
0 0 0 Hy;3 Hiy O 0 0 0
\ 0 0 0 0 Ky 0 0 0 0 /
/M1M2M3M4M5M6000\
P P, P3 Py Ps P O O O
Q Q2 Q3 Q Q5 Qs Q7 0 O
Ry R, R3 R, Rs Rg 0O Rg O
G (X,y) = S] Sz 53 S4 S5 SG S7 Sg S9 y
T L T3 T4 T3 T 0 0 0
O W us; 0 0 O 0 0 0
O W, 0 W, 0 O 0 0 0
\ 0 Z 0 0 0 0 0 0 0
( 0 0 0 0 My 0 00 o\
O 0 0 O Py O O0O00O
0O 0 0 0 Qu 0 000
O 0 0 O Ry O O0O00O
H(x,y) =1 S0 S11 S12 S13 Sis S5 000
O 0 0 0 Ty 0 000
O 0 0 © 0 O 000
O 0 0 © 0 0O 000
\0 0 0 0 0 0 000)
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Con los siguientes valores: LAs funciones correspondientes a A; (x,y):

Ao = pea YR g xow)] L Aw= -G ),
An = 280y, Ap=gs [0 -y,
Ay = %al Dy (x-y)| AM:%;—X {5§5§—¥+19(x) a]—xé3(x—y),
A5 = —%aleﬁ (x—y)
Las funciones B; (x,y):
B = g (Y5 (o w)| L B = g [v 008 k-l
B = e { [DiDk+ ot~ 00| 5 [y %) 5080 ix—v)]
#r 00 { 5 Dz + B -] oot - w b
B = gy {00 5 D3 0] LB = o {v ) 5 (D3 - w] |
B = e [0 8 (e w)|  Be= o [0 (x-w].
B =~y { [DRDR+ o) — )| 8 (e w,
B = g { | DDk~ ol A0 8 (x -y |
B = groge { | DD+ Pl | 5 [Dh (v w]



6.3. Inversién de los Vinculos asociados al Sector DKP

By — - {[ﬁ’gﬁ’;+6£‘)—v\(x)]alx[ﬁﬁzs%x—y)”

4m o* x
B = g o {£00 508 (0wl = 5o ) 508 (x|}
+% {mﬁ%%—m (x)] al { {5§ﬁ§—¥+w (x)} aleﬁ (x—y)}},
Bis = grgr { | DD+ ot~ A0 o8t k-
Bi; = _ﬁalx [§§53(X—y)] : 818:%16%63(7‘_9%
Las funciones C; (x,y):
Lk B M e | T
Cip = %ﬁ? [;—263(7(—13)] , Cn:—%nﬁ?fﬁ(x—y),
Ca = —5Di g [P -y} Ca= DY 58 x-)
Ci3 = _ﬁﬁ?{a]_z :5;53 (X_U)]}a
Cra = _z%mﬁf{a]_x_ :ﬁﬁﬁﬁ—ﬁmﬂe (x)} 61—253 (x—y)}.
Las funciones D; (x,y):
D, = 4%“253{6]—1 [y(x);—iég(x—y)]} , Dm:%ﬁ)z( [61—153(X—U)]>
D = —%ﬂD’;é%x—y) ) Du——iD;‘{a]—i[DTéﬂx—y)}},
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. ] X ] X3 . 1 X 3
Dy; = —RDz{a—z[Dzé (x—y)]} . Dis=5-D; [—5 (x y)}
o 1 X 1 X=X B(X) 3
1
Dy = —& (x—
17 m (x —y)
Las funciones E; (x,y):
E; = ML53(X—U) E10:163(x—y) EH:LGX&%(X—U)
4m?2 o* ’ 2 ’ 2m ’
1 —=x 3 1 =x3 1 3
= —— — Es=—=—D — Eis = —08 (x—
Ei2 sz15 (x—y) , Ei3 I 2 (x—y) , Eis 7 (x—y),
1 —_X=X B(X) . 1 3
= — |D.Dy + —— — —
Es 4m[ KD+ — +19(X)] 616 (x —y)
Las funciones F; (x,y):
1 1 1 i1
F, = —— —8 (x — Flo=—==-06 (x —
D= gy [P w] L R ),
Fin = RZS (x—y) F12—R£ [D15 (X—U)L
. i1 =Xc3 o T 1 3
Fo = qae (D 0c-w)] o Fio=gnges (e,
- 1 1 —X—=X B(X) . 1 3
Fuu = —4—mg{[Dka Tﬂe (x)] 56 (x—y) .
Las funciones G; (x,y):
- _ — DIl _
G2 m6 (x—vy) ; G 7 ][626 (x U)]
Las funciones H; (x,y):
H —l53(x— ) Hys = =D} l53(x— )
13 — m y ) 14 — zm 2 ai y *
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6.3. Inversién de los Vinculos asociados al Sector DKP

Las funciones K; (x,y):

K14 2—553 (x—vy)
Las funciones M; (x,y):
M= ~Ras ey M=o | oope B ] Lo ix-n
Ms = 2 DI - y)] 5 Ma=—3oc D3 (x -y,
Ms = 8 (—y) , Me=—228 (x—y),
Mi = o [l )6%63(x—y)}
Las funciones P; (x,y):
Po= g xy)  Pa= g DD B o] S ),
P; = —ﬁD’féa(x—y) , P4——RDX63( —-y) , P5—%16X63(x y)
Ps = —%153 (x—y) , P14—Z(X2) {6%63 (X—U)]
Las funciones Q; (x,y):
Q= 3D 58 -l Q=50 {5 DI ey,
Q = 4mD*{aL [DiDW%X)— A (x )] 61—,:63(x—y)},
Qi = —ﬁDX{aL D x-u] b, Qs =516 (x ).
Qs = —3Di | (e-w)| L Q= x- ),

Qu — A%D’f{a]—x_[fx( )6%63(x—y)}}.
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Las funciones R; (x,y):

R = —%DX [61_7‘63 (x—y)] , R3:_ﬁDx{a1x [D}6° (x — y)}}
R, = HDX{;X [D§D§+¥— iA (x )} a]xzé(x y)}

Ry = —ﬁDX{aL (D38 (x — y)}} , Rs:—%lDﬁé3 (x—y),
Rg = —5— D*[alxz?( —y)] , Rsz—nllé%x—y),

Ru = 7303 { g |20 58 e w)| |

Las funciones S; (x,y):

S; = —%;—X{[DﬁDﬁ— Bn(f) + 10 (x)] alxz‘ﬁ (x—y)}
= L fomn 2 o] 1 {oror e B o)

8 -yl - S dem g oy + 5L g -] H
S3 = —ﬁ;—i{ Doy — P ie ) ;—z[D’ffﬁ(x—y)}},
Sy = _4%151_1{ DﬁDﬁ—B( )+i9(x)_ ;—i[D’Z‘fﬁ(x y)}},
S5 = %;—_{ _D§D§+ %+ e(x)] 5 (x—y)} : sg——ﬁa]—i [D38° (x—y)],
S¢ = ﬁa]__{ DﬁDﬁ—Bn(f)+ e(x)] aif(x—y)} , Sg—%na]—xf(x—y),
S0 = ~groge [XR) 58 x-v)| L 8= 5o DI (x -l
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1 1 i1 1T 1=x
St = ey [R008 -w] s Sn= o {uln 5 [0 v |
i1 T [=x 1 1 1
S = grage %050 [P0 )] |1 S =g [« 5080 x-y)]
S = —grage {§ [P0E— o) 0 )| o [t o e w| |

+a (x) {l [ﬁﬁﬁﬁ — ﬁn(f) +i0 (x)] alzs3 (x —y) }}

i1 i1 <3
T = —zgé (x—y) , T3——2 a[Dlz-) (x U)]»
1 1 B (x) 1 5
= —— DDy + ——= — — —
T 4ma§{[ KDy + m Al )] 6_6 (x—y) ¢,
i1 3 1T 3
T 1 5 1 1 L
Te = Ra_xé (x—=y) , Ta TAmZoX [‘X(X) 55 (X—U)}
Las funciones U; (x,y):
_ 1 X 1 3 _ 1 3
Uz—ﬂm {675 (x U)} , Uz = 55 (x—y).
Las funciones W, (x,y):
W = - Dx lz‘>3(x— ) W, ——l63(x— )
Las funciones Z; (x,y):
1T 1 5

Con la matriz D' (x,y) habiendo sido calculada, se procede a definir el se-
gundo conjunto de DB, para dos variables dindmicas A, (x) y By (y), de la
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siguiente manera:

D1

{000, Bo} | = {Act0 By}, [ @udtv {Aut0, v (0]

D (1,v) {‘Pfs (v), By (y)} (6.158)

D1

De la definicién del conjunto de vinculos de segunda clase asociados al sector
escalar (6.153), es posible considerar a las variables (¢, ¢*) de los campos de
DKP como los grados de libertad correspondientes a este sector, en tanto que
las otras componentes se pueden interpretar como variables dependientes. De
igual manera, de la definicion de los DB D1, se puede considerar inicialmen-
te como coordenadas independientes del sector electromagnético a (A, Ay).
Entonces, con el fin de calcular los correspondientes DB D2, se utilizaran las
siguientes relaciones:

{0, s} = &Kk-w),

{000, Tuiw} = e we (e —u) st —un),
{v 00, %) = —%ﬁ (x) @ (W) e (x~ —u) 8% (xT —uT),
{00, T} = —% (%)@ (e (x —u) 8 (xT —uT),

{o 0w} = 8-y, (6.159)
{000, T} = Lo rohel —u)s(r—un,

{000, P} = 9 (0 0" (e (x~ =) 8 (T ),
(V70w = 8-y,
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junto con:

o= —gcp Ve (v —y ) (T —yT),

= imgly~ (v)e ( v —y_) 5% (VT —y'),
g

= Jerwe(vi—y) ST —y),

J

J

J

{‘P14(v)>/\+(y)} = —igmyp (v)e(v —y )& N —yT),

b= Yy |y 8Ty, (6160
J
J
J

1g— .
- = oy 82 (xT—yT
N 5 b (0 | X7 =y 7|87 (T —yT),

= %g(p (W) e (x™ —u) 9pd” (xT —uT),

= %g(p* (u) e (x* — uf) 6§62 (xT —uT).

Entonces, los DB D2 que pueden ser asociados al campo ¢ (x), se calcula a
partir de (6.158) y (6.159) con los siguientes términos relevantes:

{o) o} = {00 Buiw)} ~[@udv{or, @} D@y
{w0) o)}~ [@udv{o (@} Dy (v
(W), Botw)} |~ | @udv {0000} D)
{vs ), By )}
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De manera que cuando se calcula el DB D2 con el campo ¢* (y) se deduce
que:

{omnow}, = —[eudv{om v}, D5l (v W)
= Dy (,y) =M (o) =~ 8 (x )
= —Telx—y)& (T —xT),
es decir:
{(P (x), @ (y)}m :—%e(x—y)éz (xT —xT). (6.161)

Ahora, cuando el campo A, (y) se conisedera se obtiene:

{omacw) = {emam} ~|euv{om b0}, Dilwy)

D2 D1 D1
{wsm,A W)}
- %CP (x) | x =y |8 (xT—yT) + % J d*vMs (x,v) @ (V)

e (v —y7) &V —y)
= %62 (xT—yT) [(p(x) ‘ x_—y“ —J—IJdv_e (x~—v7)

oWe (v —y7)|,

entonces,
(oA} = Fo -y o] x —y |- [avelc —v)
@ (v)e (v —y_)] , (6.162)

donde cualquier otro DB D2 con el campo ¢ (x) y campos independientes
es nulo. De forma similar, los DB D2 correspondientes al campo ¢* (x) se
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determinan a partir de:

¢ (x), By (y) = 10 (x),By(y)p —|dudve e (x),¥i(w); Dy (u,v)
{ P = 1 o =] atua j

D2 D1 DO
{WB (v), By (y)}D] - J d3ud3v{ @* (x),Y¥; (u)}D] D74 (u,v)
{¥s ), Bulv)} - J Pudv{ ¢ (0, Y (1w} D (u,v)

{¥ v),By ()}

D]

Con lo cual, cuando el DB D2 con el campo A, (y) se concederd se obtiene
que:

{oam}, = {omam} - [euv{em v}, D)
{‘1’12 (V) Al (U)}m
= —F ) | x =y | Ty - § [ @A o) ¢ ()

= gy [q)* ()| x"—y7| - Hd\f@* (v)

e(x —v7)e(v™ —y‘)} ,

asi que,
{0 00 A}, = ~F8 -y o'W x —y ] - g [e et
e(x —v)e(v — y)} : (6.163)

Otro posible conjunto de DB D2 correspondientes al campo A (x) se calculan
de:

287



288

(A 0,8} = {A (0,By(v)}

o J d3udv { Al (x),¥s (u)}

D3} () { ¥ (), By (v)} - J dudv { A: (0,97 ()}

D;}3 (u,v) {‘1’[3 (v), By (U)}m - J d’ud’v { Ay (x), ¥ (u)}m

Didy (1) { ¥ ), Bo ()} — | dudv { A (), w1 ()]

Dify (,v) { 5 (), By (v},

D1

a partir del cual se puede deducir:

(A acw} ) = - [@udv{A w80} D3 wy)

— J d3udv { Al (x),¥; (u)}
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92

{rmacw} | = 1 [ @udvip et v+ o' W ble (x —w)

D2 lé6m

FxT—uNe(u —v )& —v)e(v —y )& (W —y7)

En el caso que se consideren los campos Ay (x), es posible mostrar que los DB
D2 diferentes de cero con ésta variable son:

[A, A )} = =3[~y [958 (7 — ),

{Ak (x), (y)}m — 883 (x—y). (6.165)

6.3.5. Conjunto Final de Corchetes de Dirac

Finalmente, se ha determinado que el conjunto de vinculos que restan por ser
invertidos bajo la definicién de los DB D2 son:

P =7 — XA, (6.166)

a partir de los cuales se definen la dltima matriz de vinculos, cuyos elementos
de matriz son determinados de la siguiente manera:

Faloy) = {0°00,0' W)}
= ¥ {70, A | =t { A, ()}
= 510Y8% (x —y) — 8,0° 8% (x — )
= —26{08° (x —y),
donde su correspondiente inversa tiene la forma:
Fol (x,y) = —L‘Ste (x —y )& (xT—yT). (6.167)

4
289

(6.164)



290

A partir de (6.167), es posible definir el conjunto final de DB entre dos varia-
bles dindmicas A, (x) y By (y) de la siguiente manera:

{Aa (X) )Bb (y)}D - {Aa (X) )Bb (y)}Dz - J d3ud3v {Aa (X) )d)p (u)}Dz F;(} (u,v)
{09 (v), By (y)p,

— (A0 (), B (y)lny + 7 | Eudv[Ae (9,67 (Wl

e (w —v7) 8 (U —v){dP (v), By (Y)Ip; - (6.168)
Siendo que bajo la definicién de el conjunto de DB D2 1y el conjunto de
vinculos (6.166) se puede considrar cmo variables independientes a los campos

(Ax, AL, @,,®"), de manera que con el fin de calcular los DB finales entre ellas
se utilizaran las siguientes relaciones:

{AB),0mw) = 88 (x—w),

D2
(A 00,07 W) = —Te(x —u) 03 (7 —u),
{cp(x),cbp (u)}Dz -0 {(p* (x), $F (u)}m:O. (6.169)

En el caso que se considere calcular el DB asociado al campo Ay (x), los
terminos relevantes de la relacién (6.168) son:

(At B} = (A Botw} o+ | @udv{Acm, o7 )

D
e (W —v) 8 (uT —v7) { &P (v), By (y)}
1

— (A, Baw) ]y [ e (v —v) B x o)

{o“0),Buw)}

D2

D2

D2

de manera que cuando By (y) = A (y) se determina:

{ac, A}, = 5 fevere —v) g —w{etm,am}
= e (v ) BT -y,
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6.3. Conjunto Final de Corchetes de Dirac

es decir:

{Ak (%), Ay (y)}D:_élléke (x =y )& (xT—yT). (6.170)

Ahora, si se considera By, (y) = A (y) se obtiene:

{Acx), A} = { A, A )}

. + %Jd%e (x™—v7) & (xT —V7)
{¢‘< V)AL )]

D2

D2
11

yg2 T
2466( —v7)

= ——‘x —y }a 5% (xT —yT) —
Jdv_e (x—=v)e(v —y")
1 1
= 5 [ =y (T —yT) g | X —yT[ 958 (T V)
— —%‘x‘—y‘}agéz(xT—vT),
entonces:

{Ak (x), Ay (U)} :_éll‘ x*—y*}aﬁéz (xT —vT). (6.171)

D

Eis posible mostrar que los siguientes casos particulares resultan:

{Ax, 0o} =0

D

(A, 0 )} = o (6.172)

De la relacién (6.168) se puede verificar que cuando A, (x) = @ (x) 6 Aq (x) =
¢@* (x), se cumple:

{00, Buy)} =

D

{
{o By} = {0, Bov)} , (6.173)

D
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de manera que los resuultados derivados para los campos ¢ (x) y ©* (x) siguen
siendo validos de manera que:

{0 0" W}y, = et 8 (71,

{0, A )} = 86—y [cp )] x =y =5 | ave (v =)
oMe(v -y,

{(p* (x), AL (y)}Dz = —%962 (xT—yT) {(p* (x) ! x*—y*‘ —%Jd\)e (x*—v*)
@ (vie (v — y‘)} : (6.174)

Finalmente, cuando se estudia el caso A, (x) = A, (x), se concluye que los
términos a considerar de la expresién (6.168) son:

(A B} = {Ac00Baw] 7 | @uev { A 0,07 )
e (w =) 8w —v1) { ¢ (v), By ()]
= {A: (), Buly)} - %63 J du~dve (x” —u7) 8 (xT —vT)
e(u—v) { $P (v), By (U)}D2>

a partir del cual se infiere que:

(A0, ) = {A 0,4 )]

D

D2

D2

1 X —33 — -\ 2
Dz—gadeu dPve (x7—u7) 8 (xT —v7)

e (w —v) {e",AL )}

2
- %n J FEud®v e (1) @ (v) + @* (W o (V) e (x —u)

82 (xT—uT)e ( u —v_) & (uT—vT) e ( v —y_) 8% (VT —yT)
11
+§§a;agz‘>2 (xT —yT) J du"dve(x —u)e(u —v)

e(vi—y7),

D2
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es decir:
g2
(A A} = o | Pudvle e m)+ o (W o ble(x —uw)
82 (xT—uT)e ( u- —v*) 82 (uT —vT) e ( v —y*) 8% (vT —yT)
—%%Viéz (xT—yT) J due(x —u’)|u —y|. (6.175)

En resumen, la teoria estd caracterizada por el siguiente conjunto de DB,
que son consistentes con todos los vinculos de segunda clase y condiciones de
gauge introducidos:

[ A} = —a8he (0 —y) 8 (7 —y7).
{Ak(x),A+(y)}D - —}l\x——y—ya@z(xr_w).
2
(A2 )} = %Jd%d%[cp (W e" (V) + 0" (W e We(x —u)

FxT—uNe(u —v )& (U —ve(v —y )&V —yT)

_11vi52 (xT —yT) J du e (x_ —u") } u —U_| :

82

{0, 0 W} = —Telx—y)s K —x1),

Lot A )} | = Ps i~y [cp (x)!x‘—y‘\—ﬂdv‘e (=)
o Ve (v —y)l,

Lot} = ~Ye e —yn) lcp* )| x —y |- %Jdv‘e (x —v)

o e (v —y7)|.

293



294

294



Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo consideramos los aspectos cldsicos mas importantes de la
electrodindmica escalar de primer orden en las coordenadas de plano nulo.
Debido al caracter singular de la teoria, la formulacién de Dirac para estudiar
sistemas con vinculos fue utilizada.

En la primera parte se introdujo las bases de la dindmica en las coordenadas de
plano nulo, en donde se discutié las algunas caracteristicas fundamentales del
grupo de Poincare. Se mostré las relaciones que existen entre los conmutadores
a tiempos iguales de los operadores de campos escalar co las soluciones de las
ecuaciones de campo y las condiciones de frontera. Se pudo determinar que
una teoria de campos en las coordenadas de plano nulo serd siempre descrito
por un Lagrangiano singular, lo cual requiere que un tratamiento adecuado
sea utilizado de manera de lo lograr un andlisis consistente con los vinculos
que resulten en una teoria particular.

En el capitulo 2 del trabajo se realizo una andlisis consistente de la electro-
dindmica escalar, SQEDy, en las coordenadas de plano nulo y varias carac-
teristicas se presentaron que se contrastan con su contraparte desarrollada en
el formalismo desarrollado en una superficie tipo espacio. En primer lugar se
observo que el vinculo de primera clase, que se identifica como la ley de Gauss,
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resulta de una combinacién lineal de los vinculos del sector electromagnético
y escalar y se obtiene como consecuencia del autovector de modo cero de la
matriz de vinculos. Lo anterior es consecuencia de la existencia de vinculos
asociados al sector escalar. Sin embargo, cuando el andlisis es realizado en
el instante forma es posible mostrar que el segundo vinculo de primera clase
no tiene contribucién del sector escalar ya que en este formalismo el sector
escalar estd libre de vinculos.

Después de seleccionar las condiciones de gauge de plano nulo, los vinculos
de primera clase se tornan de segunda, no en tanto, fue necesario importer
apropiadas condiciones de frontera sobre los campos con el fin de eliminar el
subconjunto oculto de vinculos de primera clase, lo cual permitird obtener
una inversa de la matriz de vinculos de segunda clase bien definida. Asi, los
corchetes de Dirac de la teoria pueden ser derivados de manera consistente
y pueden ser cuantizados via principio de correspondencia. Las relaciones de
conmutacién entre los campos que fueron derivadas, son consistente con aque-
llos resultados reportados en la literatura [93]. Sin embargo, las relaciones de
conmutacién que involucran al operador de campo A, nu fueron obtenidos
por Neville and Rohrlich, sin embargo, ellos afirmaron que dichas expresiones
podrian ser derivadas resolviendo las ecuaciones de vinculo cudnticas. No obs-
tante, esos conmutadores fueron calculados al cuantizar los corchetes de Dirac
que se derivaron cldsicamente siguiendo un cuidadoso andlisis de la estructura
de vinculos de la SQEDy.

En el capitulo 4 se estudio la teoria de Duffin-Kemmer-Petiau que es una
formulacién relativista en primer orden para describir particulas de espin 0
y 1. Se estudio las propiedades generales de la ecuacién de DKP y el dlgebra
de las matrices [3. Posteriormente se analizo la covarianza de la ecuacién de
DKP bajo trasformaciones de Lorentz y la ley de trasformacién de los campos
fundamentales. En seguida, se examino las representaciones irreducibles de la
teoria d DKP y se mostré la equivalencia entre éste formalismo y el formalismo
de Klein-Gordon-Fock, cuando se se selecciona el sector de espin O con el
formalismo de Proca cuando se considera el sector de spin 1. Debido a la
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dependencia lineal en la derivada de los campos en la densidad Lagrangiana
asociada a la teoria de DKP, el método de Dirac fue necesario utilizar con
el fin de dar un manejo apropiado a la estructura de vinculos que la teoria
presenta y encontrar los apropiados grados de libertad y corchetes de Poisson
consistente con los vinculos que resulten de la teoria. Finalmente, se discutié el
acoplamiento minimo electromagnético en la teoria de DKP

En el capitulo 5 estudiamos la teoria de DKP libre en las coordenadas de
plano nulo en dos y cuatro dimensiones. La naturaleza singular de la teoria
resulto mds evidente en este sistema de coordenadas, ya que a diferencia de
su contraparte en las coordenadas de instante forma, la teoria posee un nuevo
conjunto de vinculos, secundarios y terciarios. Su presencia pone de manifies-
to que los multiplicadores de lagrange que se deben considerar para estudiar
la dindmica de los campos no se pueden fijar completamente y el nimero
de componentes determinadas depende, inicialmente, de la dimensién de la
representaciéon de los campos a considerar. Sin embargo, con el fin de ponen
en evidencia los vinculos secundarios que resultan fue necesario introducir un
nuevo conjunto de proyectores. Solamente hasta que se determino completa-
mente el conjunto mdximo de vinculos que la teoria posee se logro configurar el
conjunto de vinculos independientes. Para tal fin, se utilizaron los proyectores
que determinan las componentes fisicas de los campos de DKP. Finalmente,
ya definidos éste conjunto de vinculos, se procedié a determinar los grados de
libertad correspondientes ala teoria y los corchetes de Dirac asociados a estas
cantidades. Finalmente, se pudo observar que las expresiones que resultaron
eran equivalentes a aquellas que se derivan para el campo escalar de KGF
complejo en las coordenadas de plano nulo.

En el dltimo capitulo, se estudio la electrodindmica escalar de primer orden
que se interpreta como la interaccién de un campo escalar descrito por el
campo de DKP con el campo electromagnético. Como era de esperar, las
estructura de vinculos es completamente diferente de aquella que se conoce
en el formalismo de segundo orden de la SQED,. Se mostré con detalle la
estructura de vinculos que el sistema posee y se pudo visualizar directamente,
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que en el limite cuando la constante de acople tiende a cero se reproduce los
resultados que se conocen en las teorias libres, lo que garantizé la coherencia de
los resultados derivados. Se pudo observar, cuando los vinculos se clasifican,
que el segundo vinculo de primera clase que se identifica como la ley de
Gauss para la teoria en interaccidén, resulta de una combinacién de lineal
de los vinculos del vinculos subsidiario del sector electromagnético con los
vinculos primarios del sector DKP. Un andlisis detallado, permite identificar a
los campos (@, @*, A, ), se pueden identificar como los grados de libertad de la
teoria. Los corchetes de Dirac entre estas variables fueron calculadas, después
de un andlisis laborioso, y se mostré que son equivalentes a los resultados
obtenidos en el formalismo de segundo orden, cuando la representacién fisica
de los campos DKP es considerada.
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