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RESUMEN

Este trabajo est�a dedicado a estudiar la mec�anica cl�asica de sistemas singulares

desarrollada inicialmente por Dirac. Adem�as se propone resolver algunos problemas

con un n�umero �nito de grados de libertad como: Toy Model, el Rotor R��gido,

el modelo de Christ - Lee que nos permitan tener una mejor comprensi�on de los

v��nculos de primera y segunda clase.



ABSTRACT

This work is dedicated to studying the classic mechanics of singular systems de-

veloped initially by Dirac. In addition, it propooses to solve some problems with a

�nite number of degrees of freedom like: Toy Model, rigid rotor and model of Christ

- Lee, which allow us to have a better comprehension of the �rst and second class

constrains.
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GLOSARIO

ESPACIO DE CONFIGURACION: Es el espacio de�nido por las coordenadas y las

velocidades.

ESPACIO DE FASE: Est�a de�nido por las coordenadas y los momentos.

MATRIZ HESSIANA: Se denomina as�� a la matriz cuadrada n x n de segundas

derivadas parciales de una funci�on f de n variables.

SISTEMAS SINGULARES: Sistemas en los cuales el determinante de la matriz Hes-

siana es igual a cero, de lo contrario se llama sistema regular.

VINCULOS: Es un tipo de ligadura que surge del Lagrangiano que describe el sis-

tema. Puede ser primario, cuando surge de la de�nici�on de momentos can�onicos y

secundario aparece despu�es de hacer uso de las ecuaciones de movimiento. Adem�as

se pueden clasi�car en: primera clase cuando tienen corchete de Poisson d�ebilmente

cero con todos los v��nculos o de lo contrario son llamados de segunda clase.

HAMILTONIANO PRIMARIO: Resulta de adicionar al Hamiltoniano ya conocido,

una combinaci�on l��neal de los v��nculos primarios.

HAMILTONIANO EXTENDIDO: Determina la din�amica del sistema teniendo en

cuenta la completa libertad de Gauge, ya que tiene en cuenta todos los v��nculos de

primera clase, primarios y secundarios.

RANGO DE UNAMATRIZ: El rango de una matriz es el n�umero m�aximo de colum-

nas linealmente independientes.

IGUALDAD DEBIL: Es el s��mbolo introducido por Dirac para denotar los v��nculos

y signi�ca que el corchete de Poisson de los v��nculos con alguna variable din�amica

puede ser diferente de cero.

CONDICIONES DE CONSISTENCIA: Imponerlas signi�ca que las derivadas tem-

porales de los v��nculos deben anularse.



ITERATIVIDAD: Es una propiedad de los corchetes de Dirac en la cual podemos

tomar un subconjunto de v��nculos para evaluar estos par�entesis y continuar el pro-

ceso de manera que obtenemos el mismo resultado que hacerlo en un s�olo paso.

TRANSFORMACION DE GAUGE: Son transformaciones de las variables din�ami-

cas que conectan puntos que corresponden al mismo estado f��sico. Son generadas

por los v��nculos de primera clase.

CONDICIONES DE GAUGE: Es la condici�on impuesta a los v��nculos de primera

clase para convertirlos en v��nculos de segunda clase.



1. INTRODUCCI�ON

La mec�anica anal��tica es una �area de la f��sica que estudia el movimiento de los

cuerpos, sus causas y pretende interpretar fen�omenos f��sicos observados experimen-

talmente, adem�as, comprende una serie de m�etodos cuya caracter��stica principal es

el tratamiento puramente abstracto, anal��tico de los sistemas mec�anicos. De �esta

forma, se separan las consideraciones f��sicas y geom�etricas necesarias para de�nir

el movimiento de las consideraciones matem�aticas para plantear y solucionar las

ecuaciones que describen el sistema.1 Las primeras son necesarias para formular las

coordenadas, enlaces y magnitudes cin�eticas de un sistema dado; una vez realizada

la de�nici�on de un sistema mediante la adecuada selecci�on de las magnitudes ante-

riores, los m�etodos de la mec�anica anal��tica permiten obtener las ecuaciones de la

din�amica (o las ecuaciones de la est�atica en su caso) de forma casi autom�atica.

El iniciador de estas t�ecnicas fue Joseph Louis Lagrange, a partir de la publicaci�on

de su obra M�ecanique Analytique en 1978. Lagrange introdujo numerosos conceptos

empleados hoy en d��a en la mec�anica y en las matem�aticas, formul�o ecuaciones que

llevan su nombre, coloc�o sobre bases s�olidas el c�alculo de variaciones, fue el inventor

de las palabras derivada y potencial, etc.

Otra �gura clave en la mec�anica anal��tica fue Wiliam Rowan Hamilton, ya en el siglo

XIX (1805-1865). En su obra busc�o una gran generalidad desarrollando una teor��a

por la que el movimiento se puede reducir a la b�usqueda y diferenciaci�on de una

s�ola funci�on (la integral de acci�on S). El punto de vista de Hamilton result�o muy

f�ertil, siendo b�asico para otros campos de la mec�anica cu�antica, desarrollada poste-

riormente en el siglo XX.2

Un planteamiento b�asico de la mec�anica anal��tica es la descripci�on del movimiento

de las part��culas en un sistema mec�anico mediante coordenadas generalizadas, ya

1J.M. Goicolea,Curso de Mec�anica, Vol. I. Universidad Polit�ecnica de Madrid, 2001. sec 1.10
2Ibid,
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que en muchos casos los vectores posici�on no son los m�as convenientes, �esto quiere

decir mediante un conjunto cualquiera de coordenadas fqi; i = 1; 2; ::ng, que sir-

ven para determinar en forma completa el estado de un sistema mec�anico, lo cual

signi�ca dar las posiciones (en un instante dado) de todas las part��culas dotadas de

masa que la conforman. Expresado en ecuaciones, para cada part��cula i (1 � i � N)

donde N es el n�umero total de part��culas, podremos expresar su vector posici�on como

una funci�on xi(q
1; q2; :::q3N). Al evolucionar el sistema en el tiempo, las coordenadas

generalizadas describen trayectorias qk (t) en el espacio de con�guraci�on por lo que

podemos de�nir las velocidades genralizadas _qk. Las ecuaciones din�amicas que se

deducir�an permiten la determinaci�on (al menos en principio) de las trayectorias qk

e involucran funciones que dependen de las coordenadas, velocidades generalizadas

y el tiempo.3

En la mec�anica cl�asica existen dos tipos de ligaduras: las ligaduras mec�anicas4 y las

que surgen del Lagrangiano que describe el sistema5 tambi�en llamadas v��nculos las

cuales ser�an objeto de nuestro estudio.

Aproximadamente en el a~no 1950, los trabajos de investigaci�on sobre sistemas con

v��nculos que poseen un n�umero �nito de grados de libertad fu�e desarrollado por

Dirac.6 Posteriormente, P.G. Bergmann y sus colaboradores intentan aclarar la

conexi�on entre los v��nculos y las propiedades de invarianza de una teor��a. Aunque

de �estos trabajos se abrieron las puertas para la cuantizaci�on can�onica, los m�etodos

eran dif��ciles de aplicar a teor��as de inter�es f��sico. Ya en los a~nos sesenta, los v��nculos

se incorporaron en la cuantizaci�on por medio de integrales de camino de Feynman.

Los sistemas con v��nculos son sumamente frecuentes en f��sica. Teor��as como el

electromagnetismo de Maxwell, la gravitaci�on de Einstein y numerosos sistemas

3F. Minotti, Apuntes de Mec�anica Cl�asica, 2009.P�ag 11
4H. Goldstein, Mecanica Cl�asica, Aguilar, Madrid, 1950. sec 1.3
5K. Sundermeyer, Constrained Dynamics, Vol. 169, Springer, New York, 1982. P�ag 46,2
6P. A. M. Dirac,Lectures in Quantum Mechanics, Benjamin, New York, 1964.P�ag 7
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mec�anicos invariantes ante transfomaciones de Lorentz poseen v��nculos que invali-

dan la aplicaci�on directa del formalismo can�onico cl�asico. Es importante poseer una

formulaci�on Hamiltoniana apropiada para sistemas con v��nculos si se desea desar-

rollar un procedimiento v�alido de cuantizaci�on can�onica.7

A continuaci�on se propone introducir un tratamiento cl�asico de sistemas descritos

por Lagrangianos singulares, es decir, sistemas en los cuales el determinante de la

matriz Hessiana es igual a cero,empleando el m�etodo de Dirac de la siguiente man-

era. En el cap��tulo I se realiza una descripci�on de la formulaci�on Lagrangiana y

Hamiltoniana teniendo en cuenta la presencia de v��nculos. El estudio de los v��nculos

de segunda clase ser�a descrito en el cap��tulo II y los v��nculos de primera clase en el

cap��tulo III. Por �ultimo, en el cap��tulo IV, se da a conocer las conclusiones obtenidas

de este trabajo.

7Opcit,

15



2. OBJETIVOS

2.1. Objetivo General

Realizar un estudio del m�etodo de Dirac para sistemas singulares con un n�umero

�nito de grados de libertad aplicado a teor��as que poseen v��nculos de primera y

segunda clase.

2.2. Objetivos Espec���cos

Soluci�on de un "Toy Model"para entender la estructura de v��nculos de segunda

clase.

Estudio del problema del rotor rigido".

An�alisis del modelo de Christ -Lee y determinaci�on de la estructura de v��nculos

de primera clase.

16



3. FORMULACI�ON LAGRANGIANA Y

HAMILTONIANA

Consideremos un sistema con N grados de libertad descrito por las coordenadas y

las velocidades, variables que describen un espacio de con�guraci�on. El estado del

sistema est�a caracterizado por los valores de estas variables, es decir, por un punto

en el espacio de con�guraci�on. La din�amica est�a descrita por la acci�on S dada por

S =

t2Z
t1

L
�
qi; _qi

�
dt, (1)

donde L es el Lagrangiano del sistema. El principio variacional establece que las

trayectorias del sistema son aquellas que minimizan la acci�on.8 Para determinar

�estas trayectorias debemos calcular �S = 0, lo cual conduce a,

�S =

t2Z
t1

�
@L

@qi
�qi +

@L

@ _qi
� _qi
�
dt = 0, (2)

=

t2Z
t1

�
@L

@qi
�

d

dt

�
@L

@ _qi

��
�qidt = 0, (3)

donde se ha integrado por partes el segundo t�ermino de la ecuaci�on (2). Teniendo en

cuenta que las variaciones de los �qi en los puntos inicial y �nal de las trayectorias

son iguales a cero y que estos son linealmente independientes, �nalmente se obtiene:

@L

@qi
�

d

dt

�
@L

@ _qi

�
= 0 i = 1; 2; :::N , (4)

llamadas ecuaciones de Euler Lagrange. La motivaci�on principal para desarrollar el

formalismo Hamiltoniano es reescribir las ecuaciones de Euler Lagrange, de segundo

orden, en una manera que involucra s�olo derivadas de primer orden. El punto de

partida de �este formalismo es la introducci�on de los momentos can�onicos a trav�es de

pi =
@L

@ _qi
i = 1; 2; :::N , (5)

8Opcit,
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en t�erminos de los momentos pi las ecuaciones de Euler Lagrange se reescriben como

_pi =
@L

@qi
= _pi (q; p) . (6)

Las ecuaciones (5) y (6) son un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

para q, p y por lo tanto hemos logrado nuestro prop�osito inicial.9

Nuestra siguiente tarea es obtener una descripci�on variacional de las ecuaciones

anteriores. Esto se puede conseguir con la introducci�on del Hamiltoniano can�onico

Hc de�nido por

Hc = _qipi � L, (7)

el cual es funci�on de (q; p). Para veri�car �esto, consideremos la forma diferencial de

�esta relaci�on:

dHc = d _qipi + _qidpi �
@L

@qi
dqi �

@L

@ _qi
d _qi (8)

Utilizando las de�niciones (5) y (6) la relaci�on anterior se reduce a:

dHc = _qidpi � _pidqi, (9)

lo cual garantiza que el Hamiltoniano sea una funci�on de las coordenadas y los

momentos can�onicos.10 Por lo tanto podemos concluir que q y p son las variables

din�amicas fundamentales de la teor��a Hamiltoniana y de�nen un espacio de fase. Al

calcular el diferencial dHc e igualar con la ecuaci�on (9) se puede deducir

_qi =
@Hc

@pi
_pi = �

@Hc

@qi
, (10)

llamadas ecuaciones de Hamilton las cuales son equivalentes con las ecuaciones de

Euler - Lagrange (4).

Ahora, la transici�on de la formulaci�on Lagrangiana a la Hamiltoniana se basa en el

hecho de que es necesario expresar las velocidades _q en funci�on de las coordenadas

9Opcit,
10Opcit,
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q y los momentos p, para esto la Lagrangiana del sistema debe ser regular, es decir,

la matriz Hessiana con determinante distinto de cero

W � detWij = det

���� @
2L

@ _qi _qj

���� 6= 0. (11)

Si la Lagrangiana que describe el sistema es singular, ocurre que

W = detWij = 0. (12)

A nivel Lagrangiano esto signi�ca que no es posible despejar todas las aceleraciones

a partir de las ecuaciones de Euler Lagrange para lo cual es necesario que el deter-

minante de la matriz Hessiana sea diferente de cero. Desde el punto de vista Hamil-

toniano, las ecuaciones que de�nen los momentos can�onicos no pueden ser resueltas

para expresar todas las velocidades en t�erminos de las coordenadas y los momen-

tos.11 Este car�acter singular o regular es una caracter��stica propia del Lagrangiano.

Sea N la dimensi�on del espacio de fase y R el rango de la matriz, entonces habr�an

R velocidades que pueden expresarse en funci�on de q,p y (M = N �R) velocidades

restantes indeterminadas de la forma:

�a(q; p) = 0 a = 1; 2; :::M , (13)

denominadas v��nculos primarios porque se obtienen directamente de la de�nici�on

(5), sin hacer uso de las ecuaciones de movimiento. Los v��nculos restringen la din�ami-

ca del sistema a un sub-espacio �0 de dimensi�on (2N�M) del espacio de fase original

� de dimensi�on 2N .

Al desarrollar la formulaci�on Hamiltoniana para sistemas con v��nculos se consider-

an ecuaciones equivalentes de Lagrange y Hamilton, para lo cual se debe elaborar

un mecanismo para obtener unas ecuaciones que incorporen la informaci�on de los

11Opcit,
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v��nculos. Escribiremos el principio variacional en t�erminos del Hc como
12

�

t2Z
t1

�
pi _q

i �Hc

�
dt = 0. (14)

Aqu��, el Hamiltoniano can�onico est�a de�nido como en (7) y depende s�olo de las

variables q y p, lo cual signi�ca que las velocidades que no se pueden despejar no

aparecen en Hc.
13 Al estudiar un sistema con v��nculos, los problemas se pueden

tratar a trav�es del uso de multiplicadores de Lagrange, para lo cual basta considerar

la variaci�on de la acci�on de�nida por

�S = �

t2Z
t1

�
pi _q

i �Hc � �a�a
�
dt (15)

donde �a son los multiplicadores de Lagrange. Por analog��a con la ecuaci�on (14)

Dirac sugiri�o que la nueva din�amica del sistema ser�a completamente determinada

por el Hamiltoniano primario Hp de�nido por:

Hp = Hc + �a�a, (16)

el cual resulta de adicionar al Hc una combinaci�on lineal de los v��nculos primarios.

Con �este nuevo Hamiltoniano reescribimos la ecuaci�on (15) de la siguiente manera

�S = �

t2Z
t1

�
pi _q

i �Hp

�
dt: (17)

La variaci�on de la ecuaci�on (17) se obtiene considerando variaciones independientes

de las q's, p's y �'s

t2Z
t1

��
_qi �

@Hc

@pi
� �a

@�a

@pi

�
�pi �

�
_pi +

@Hc

@qi
+ �a

@�a

@qi

�
�qi � �a��

a

�
dt = 0, (18)

12Opcit,
13Opcit,
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por lo tanto, las ecuaciones de movimiento que surgen son

_qi =
@Hc

@pi
+ �a

@�a

@pi
, (19)

_pi = �
@Hc

@qi
� �a

@�a

@qi
,

y

�a = 0. (20)

Estas nuevas ecuaciones de Hamilton deber�an ser equivalentes a las ecuaciones de

Euler Lagrange lo cual se debe demostrar para cada caso particular.14

Como lo mencionamos anteriormente las variables fundamentales del formalismo

Hamiltoniano son q y p. Por lo tanto, cualquier funci�on relevante que no dependa

expl��citamente del tiempo, deber�a estar escrita en t�ermino de estas variables, es

decir F = F (q; p). La evoluci�on temporal de esta cantidad est�a determinada por su

derivada con respecto a t
dF

dt
=
@F

@qi
_qi +

@F

@pi
_pi, (21)

utilizando las ecuaciones de Hamilton (19), la anterior relaci�on se puede escribir

_F = fF;Hcg+ �a fF; �ag , (22)

donde hemos empleado el par�entesis de Poisson de�nido para dos variables din�ami-

cas F y G en el espacio de fase como:

fF;Gg =
@F

@qi
@G

@pi
�
@G

@qi
@F

@pi
. (23)

Estos corchetes tienen signi�cado s�olo para variables F y G que son expresadas

en t�erminos de las coordenadas y los momentos ya que los coe�cientes �a no son

generalmente funciones de las coordenadas del espacio de fase, por lo tanto los

corchetes de Poisson con estas cantidades no necesariamente est�an bien de�nidos.

El Hamiltoniano can�onico no est�a determinado en forma �unica en todo el espacio de

14Opcit,

21



fase dado que se le puede sumar cualquier combinaci�on lineal de los v��nculos, que es

cero sobre �0. Por lo tanto, �este Hamiltoniano est�a bien de�nido s�olo sobre el sub-

espacio �0 de�nido por los v��nculos y se puede extender fuera de �este sub-espacio; es

decir, a pesar que la din�amica tiene lugar sobre la super�cie �0, �esta din�amica recibe

contribuciones de su vecindad, entonces ser��a incorrecto colocar los v��nculos iguales

a cero desde un principio ya que �estos se anulan en �0 pero no en su vecindad.15

Este hecho se expresa escribiendo

�a � 0, (24)

donde � es el s��mbolo de igualdad d�ebil introducido por Dirac y que en adelante

utilizaremos para identi�car los v��nculos, diferente del s��mbolo de igualdad fuerte

=, v�alido sobre �(super�cie sin v��nculos). De �esta manera podr��a ocurrir que los

v��nculos puedan tener par�entesis de Poisson no nulos con las variables can�onicas.

En consecuencia las igualdades d�ebiles llegan a ser igualdades fuertes s�olo despu�es

que se han evaluado todos los par�entesis de Poisson.

Finalmente podemos escribir las ecuaciones de movimiento restringida a la super�cie

de los v��nculos como:

_F � fF;Hpg (25)

donde Hp es el Hamiltoniano primario.

3.1. Lagrangiano de Guler

Consideremos el siguiente Lagrangiano

L =
1

2
_q21 �

1

4
( _q2 � _q3)

2 (26)

cuyos momentos est�an dados por:

p1 = _q1 p2 = �
1

2
( _q2 � _q3) p3 =

1

2
( _q2 � _q3) , (27)

15Opcit,
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por lo tanto, hay un v��nculo que relaciona los momentos p2 y p3:

p2 + p3 = 0. (28)

De manera m�as general, existe otro m�etodo para obtener el v��nculo a partir de la

matriz Hessiana teniendo en cuenta la siguiente ecuaci�on:

Wji _qi = pj, (29)

al reemplazar los valores de la matriz Hessiana, las velocidades y los momentos, la

ecuaci�on anterior nos queda:0
BBB@
1 0 0

0 �1
2

1
2

0 1
2

�1
2

1
CCCA

0
BBB@
_q1

_q2

_q3

1
CCCA =

0
BBB@
p1

p2

p3

1
CCCA (30)

Haciendo uso del rango R de la matriz Hessiana Wij, se puede obtener el n�umero de

v��nculos �, que es igual a (N � R) donde N es la dimensi�on de Wij. Para nuestro

ejemplo, R = 2 y N = 3 entonces hay un v��nculo. Realizando operaciones elemen-

tales sobre las �las de la ecuaci�on(30): 1 � (fila2) + 1 � (fila3) se llega al siguiente

resultado: 0
BBB@
1 0 0

0 �1
2

1
2

0 0 0

1
CCCA

0
BBB@
_q1

_q2

_q3

1
CCCA =

0
BBB@

p1

p2

p2 + p3

1
CCCA (31)

De la �la de ceros en (31), se obtiene el v��nculo:

p2 + p3 = 0 (32)

la cual coincide con (3).

3.2. Condiciones de Consistencia

La exigencia que los v��nculos primarios se mantengan durante la evoluci�on tem-

poral del sistema, es decir, que sus derivadas temporales sean (d�ebilmente) cero
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resulta en la siguiente relaci�on:

_�m (q; p) = f�m; Hpg = f�m; Hcg+ �n f�m; �ng � 0. (33)

conocida como condici�on de consistencia de los v��nculos y que conduce a tres posibles

casos.

Una clase de ecuaci�on se reduce a 0 � 0, es decir, se satisface en �0.

En segundo lugar, se podr��a obtener una ecuaci�on independiente de los multi-

plicadores de Lagrage �n y que relacione las coordenadas del espacio de fase.

Estas ecuaciones constituyen un conjunto de nuevos v��nculos llamados v��ncu-

los secundarios los cuales a diferencia de los v��nculos primarios surgen despu�es

de hacer uso de las ecuaciones de movimiento y se representan as��:

�s (q; p) � 0 s = 1; 2; :::S. (34)

Donde S es el n�umero total de v��nculos secundarios.

Por �ultimo, la ecuaci�on de consistencia puede imponer condiciones sobre los

multiplicadores de Lagrange asociados a los v��nculos. Estas ecuaciones ser��an

de la forma:

f�j; Hcg+ �a f�j; �ag � 0 a = 1; 2::M j = 1; 2::J . (35)

donde J es el n�umero total de v��nculos. Dirac conjetur�o que �estos v��nculos deben

tratarse de la misma manera que los v��nculos primarios. Por lo tanto, su condici�on

de consistencia debe ser analizada nuevamente y estudiar a qu�e caso de los tres

mencionados pertenece. Es posible que aparezcan nuevos v��nculos y el procedimiento

debe repetirse hasta agotar todas las condiciones de consistencia. Ahora todos los

v��nculos, primarios, secundarios o de una generaci�on posterior, aparecen al mismo

nivel y al �nal tendremos un total de S v��nculos secundarios denotados por

 r (q; p) � 0 r =M + 1;M + 2; :::M + S, (36)

24



que ser�an escritos como igualdades d�ebiles de la misma manera que los v��nculos

primarios. El conjunto de todos los v��nculos primarios y secundarios pueden ser

escritos de la siguiente manera

'j (q; p) � 0 j = 1; 2; :::M + S = J , (37)

con M los v��nculos primarios y S todos los posibles v��nculos secundarios.

3.3. V��nculos de Primera y Segunda Clase

Adem�as de la clasi�caci�on en v��nculos primarios y secundarios, existe una que

es mucho m�as importante, en v��nculos de primera y segunda clase. Se de�ne una

funci�on F (q; p) o v��nculo 	� (q; p) en el espacio de fase como de primera clase si

tiene par�entesis de Poisson d�ebilmente cero con todos los v��nculos de la teor��a y

consigo mismo, es decir,

f	� ; �ag � 0, (38)

en caso contrario se denomina de segunda clase �� (q; p). Toda cantidad que se anula

d�ebilmente es fuertemente igual a una combinaci�on lineal de los v��nculos,16 por lo

tanto, si F es una funci�on de primera clase, entonces satisface la siguiente igualdad

fuerte

fF; �ag = f ba�b. (39)

Alguna combinaci�on lineal de los �'s es otro v��nculo. Calculemos la evoluci�on de

una variable din�amica g con el �n de analizar el papel de los v��nculos primarios de

primera clase �a. Si g no depende explicitamente del tiempo, su evoluci�on temporal

estar�a determinada por:

_g = fg;Hcg+ va fg; �ag , (40)

la arbitrariedad en la elecci�on de va hace que la evoluci�on temporal de g no quede

totalmente determinada, para una misma condici�on inicial g(to) = go. En un instante

16Opcit,
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t posterior a to, g puede tomar diversos valores seg�un la elecci�on que se haga de los

coe�cientes va. Hallemos el valor de g en un intervalo de tiempo peque~no �t posterior

a to.

g(�t) = g0 + _g�t = g0 + fg;Hpg �t (41)

= g0 + [fg;Hcg+ va fg;	� g] �t

dado que los coe�cientes va son completamente arbitrarios, es posible elegir para

�este diferentes valores y obtener valores diferentes para g(t) cuya diferencia es de la

forma:

�g = fg;	� g �
i (42)

donde �i = (v � v0) �t es un n�umero arbitrariamente peque~no. Ambos valores de la

variable deben corresponder al mismo estado f��sico ya que �este no puede depender de

la elecci�on de los coe�cientes. Puesto que la transformaci�on generada por la funci�on

�i	� relaciona descripciones equivalentes de un mismo estado f��sico, llegamos a la

conclusi�on que los v��nculos primarios de primera clase generan transformaciones de

las variables din�amicas ya que conectan puntos de una misma clase de equivalencia,

las cuales se conocen como transformaciones gauge. Los v��nculos 	� no son los

�unicos generadores de transformaciones de equivalencia ya que puede demostrarse

que los v��nculos secundarios de primera clase pueden generar transformaciones de

equivalencia que no modi�can el estado f��sico de un sistema. Por tal motivo, Dirac

conjetur�o ampliar el Hamiltoniano primario de la siguiente manera 17

HE = Hp + �� (43)

donde  es el multiplicador de Lagrange asociado a los v��nculos secundarios de

primera clase. En adelante, (43) llamado Hamiltoniano extendido determinar�a la

din�amica del sistema que tendr�a en cuenta la completa libertad de Gauge de la

17Opcit,
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teor��a. Este resultado sugiere que las ecuaciones de movimiento se pueden gener-

alizar para permitir no s�olo contribuciones dadas por los v��nculos de primera clase

primarios sino tambi�en por los secundarios. En general, �estas ecuaciones, no siempre

son equivalentes a las ecuaciones de Lagrange correspondientes. Este hecho condujo

a varios autores a de�nir el Hamiltoniano primario (16) como el generador correcto

de la evoluci�on temporal para los sistemas con v��nculos. Sin embargo, esto es incor-

recto, ya que se puede mostrar que la conjetura de Dirac es cierta para sistemas que

s�olo poseen v��nculos de primera clase.18 Hp y HE generan las mismas ecuaciones de

movimiento, es decir, los dos Hamiltonianos dan origen a la misma din�amica.

La presencia v��nculos en la teor��a implica la existencia de coordenadas que no son

independientes y pueden ser eliminadas expres�andolas en t�erminos de las coorde-

nadas independientes. Los v��nculos de segunda clase son eliminados rede�niendo los

corchetes de Poisson e introduciendo un nuevo conjunto de par�entesis que act�uen

sobre los grados de libertad de la teor��a llamados par�entesis de Dirac, que para dos

variables din�amicas en el espacio de fase se de�nen:

fF;GgD = fF;Gg � fF;�ig�
ij f�j; Gg (44)

donde �ij es la matriz de par�entesis de Poisson construida con v��nculos de segunda

clase y por de�nici�on es una matriz regular cuya inversa es �ij. Al ser una matriz

anti-sim�etrica su rango es un n�umero par 2L.

Ahora, bajo la de�nici�on de los par�entesis de Dirac todos los v��nculos de segun-

da clase de la teor��a son fuertemente nulos lo cual reduce el n�umero de variables

independientes ya que se cumple la propiedad 19

fF;�igD = 0, (45)

por lo tanto, las igualdades d�ebiles � son ahora igualdades fuertes.

18Opcit,
19Opcit,
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Todas las ecuaciones de la teor��a se formulan en t�erminos del par�entesis de Dirac,

por lo tanto se puede escribir las ecuaciones de movimiento en t�erminos �estos

_g (q; p) � fg;HpgD (46)

igualdad que a�un escribimos con el s��mbolo � ya que est�an incluidos los v��nculos de

primera clase.

Hemos logrado escribir la din�amica de un sistema con v��nculos de una manera

Hamiltoniana, s�olo que esta vez, en lugar del par�entesis de Poisson hemos usado

el par�entesis de Dirac. Este �ultimo, posee todas las propiedades del par�entesis de

Poisson y una propiedad importante que es su iteratividad, es decir, si el n�umero

de v��nculos es demasiado grande, se toma un conjunto m�as peque~no de v��nculos de

segunda clase y se evalua el par�entesis de Dirac. Iterando este procedimiento hasta

colocar todos los v��nculos de segunda clase iguales fuertemente a cero, obtendremos

el mismo resultado que evaluar el par�entesis de Dirac en un �unico paso.

El siguiente problema que debemos considerar es qu�e hacer con los multiplicadores

de Lagrange indeterminados asociados con los v��nculos de primera clase. Para �esto se

deben transformar los v��nculos de primera clase en v��nculos de segunda clase, intro-

duciendo condiciones adicionales de forma arbitraria llamadas Condiciones de Gauge

y que se comportan como nuevos v��nculos, de tal manera que el conjunto completo de

v��nculos junto con las condiciones de Gauge sean s�olo v��nculos de segunda clase los

cuales pueden ser eliminados introduciendo par�entesis de Dirac de�nidos entre ellos.

No hay una manera �unica de determinarlas aunque las ecuaciones de movimiento

nos pueden inducir para su escogencia. El n�umero de condiciones de Gauge impues-

tas debe ser igual al n�umero de v��nculos de primera clase y el par�entesis de Poisson

con los v��nculos de primera clase debe ser no nulo, as�� que el determinante de la

matriz construida entre las condiciones de Gauge y los v��nculos de primera clase es

diferente de cero, condici�on que expresa que el conjunto de v��nculos es de segunda

clase. Finalmente, el n�umero de grados de libertad de la teor��a se puede calcular a
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trav�es de la siguiente ecuaci�on:20

K = 2N � 2L� 2R (47)

donde 2N es el n�umero total de variables can�onicas, 2L y 2R el n�umero de v��nculos

de segunda clase y primera clase respectivamente.

20Opcit,

29



4. V�INCULOS DE SEGUNDA CLASE

4.1. Problema Modelo

En �este cap��tulo se estudiar�a el ejemplo de un sistema bidimensional descrito por

el siguiente Lagrangiano:

L(q1; q2; _q1; _q2) =
1

2
_q21 + q2 _q1 + (1� �) q1 _q2 +

�

2
(q1 � q2)

2 (48)

donde � y � son constantes arbitrarias cuyos valores nos conducir�an a situaciones

diferentes. Para este sistema hay dos ecuaciones de movimiento que se obtienen a

partir de las ecuaciones de Euler - Lagrange:

@L

@q1
�

d

dt

�
@L

@ _q1

�
= �q1 + � _q2 + � (q2 � q1) = 0 (49)

@L

@q2
�

d

dt

�
@L

@ _q2

�
= �� _q1 + �(q1 � q2) = 0 (50)

a diferencia de la ecuaci�on (49), la expresi�on (50) no es una ecuaci�on de movimiento

puesto que no posee el t�ermino correspondiente a la aceleraci�on, por lo tanto se

la identi�ca como un v��nculo Lagrangiano.21 Por otro lado, para pasar del formal-

ismo Lagrangiano al Hamiltoniano, primero necesitamos encontrar los momentos

can�onicos, los cuales est�an de�nidos por:

p1 =
@L

@ _q1
= _q1 + q2; (51)

p2 =
@L

@ _q2
= (1� �) q1. (52)

Con ellos, podemos calcular la matriz Hessiana para el sistema, que tendr�a la forma,

Wij =
@pi

@ _qj
=

0
@1 0

0 0

1
A , (53)

21Opcit,
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y cuyo resultado es independiente del valor particular de � y �, as�� que para cualquier

valor de �estas constantes, estaremos tratando con un Lagrangiano singular, es decir,

existe una relaci�on que es consecuencia directa de la ecuaci�on (52) llamada v��nculo

primario:

�1 = p2 � (1� �)q1 � 0. (54)

De�nimos el Hamiltoniano can�onico Hc asociado al sistema de la siguiente manera:

Hc = _qipi � L i = 1; 2, (55)

utilizando las ecuaciones (48), (51) y (52); la anterior relaci�on puede ser escrita as��

Hc = [p2 � (1� �)q1] _q2 +
1

2
(p1 � q2)

2 �
�

2
(q1 � q2), (56)

donde el primer t�ermino que corresponde al v��nculo primario, es una igualdad d�ebil,

por lo tanto:

Hc �
1

2
(p1 � q2)

2 �
�

2
(q1 � q2). (57)

Sin embargo, debido a la existencia del v��nculo (54), la din�amica del sistema es ahora

determinada por el Hamiltoniano primario de�nido a continuaci�on:22

Hp = Hc+ u�1 =
1

2
(p1 � q2)

2 �
�

2
(q1 � q2) + u [p2 � (1� �)q1] , (58)

en el cual u es el multiplicador de Lagrange asociado al v��nculo primario. Aqu��, Hp

es necesario para analizar la consistencia del v��nculo, es decir, exigir que _�1 � 0

en todo momento, para esto debemos asumir que las coordenadas que de�nen el

espacio de fase en el problema considerado satisfacen los siguientes corchetes de

Poisson fundamentales:

fqi; pjg = �ij fqi; qjg = 0 fpi; pjg = 0, (59)

teniendo en cuenta esto, se obtiene

_�1 = f�1; Hpg = �(p1 � q2)� �(q1 � q2) � 0. (60)

22Opcit,
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De acuerdo al formalismo de Dirac, �esta ecuaci�on es un v��nculo secundario, puesto

que expresa una relaci�on entre las coordenadas del espacio de fase:

�2 = �(p1 � q2)� �(q1 � q2) � 0. (61)

Siguiendo los procedimientos est�andar, requerimos determinar la consistencia de �este

nuevo v��nculo, lo cual da lugar a

_�2 = f�2; Hpg = ��(q1 � q2)� �(p1 � q2) + u(� � �2) � 0, (62)

expresi�on que determina una relaci�on entre las variables del espacio de fase y el

multiplicador de Lagrange, lo cual asegura que nuevos v��nculos secundarios no sean

generados.

Habiendo determinado el conjunto de v��nculos del sistema procedemos a clasi�carlos

en v��nculos de primera y segunda clase, para �esto calculamos los corchetes de Poisson

entre ellos:

f�1; �1g = 0 (63)

f�1; �2g = �2 � � (64)

f�2; �2g = 0. (65)

Puesto que al menos uno de �estos resulta ser diferente de cero, esto garantiza que �1

y �2 son v��nculos de segunda clase. Con el objetivo de probar la consistencia entre la

din�amica Lagrangiana y Hamiltoniana, calculamos las ecuaciones de movimiento en

el formalismo Hamiltoniano a partir de los par�entesis de Poisson entre las variables

din�amicas y el Hamiltoniano primario haciendo uso de la de�nici�on de momentos

can�onicos (52):

_q1 = fq1; Hpg = p1 � q2 (66)

_q2 = fq2; Hpg = u (67)

_p1 = fp1; Hpg = � (q1 � q2) + u(1� �) (68)
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_p2 = fp2; Hpg = (p1 � q2)� � (q1 � q2) , (69)

las cuales conducen a las ecuaciones de Lagrange de la siguiente forma:

�q1 = _p1 � _q2 = � (q1 � q2)� u� (70)

�q1 + � (q2 � q1) + � _q2 = 0: (71)

De manera similar, obtenemos la segunda ecuaci�on de Lagrange

_p2 = (1� �) _q1 (72)

(p1 � q2)� � (q1 � q2) = (1� �) (p1 � q2) (73)

�� _q1 � � (q1 � q2) = 0. (74)

Las ecuaciones de movimiento a nivel Hamiltoniano indican que la din�amica asociada

a la coordenada q2, (67) es completamente indeterminada, por el hecho de que �esta

depende del valor del multiplicador de Lagrange u el cual a priori no ha sido de�nido.

Debido a que las constantes � y � pueden tomar valores arbitrarios estudiaremos

cuatro casos particulares en este ejemplo:

4.1.1. � = � = 0

La Lagrangiana correspondiente es:

L(q1; q2; _q1; _q2) =
1

2
_q21 + q2 _q1 + q1 _q2 (75)

utilizando las ecuaciones de Euler - Lagrange (49) y (50) obtenemos �q1 = 0, la cual

describe que la velocidad generalizada _q1es constante. De (51) y (52) calculamos los

siguientes momentos can�onicos

p1 = _q1 + q2 (76)

p2 = q1 (77)
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y de la ecuaci�on (77) se obtiene el v��nculo primario:

�1 = p2 � q1 � 0: (78)

Para encontrar la consistencia de �este, necesitamos de�nir el Hamiltoniano primario

que determinar�a completamente la din�amica del sistema, para el caso particular se

escribe

Hp = Hc+ u�1 =
1

2
(p1 � q2)

2 + u(p2 � q1). (79)

Al garantizar que _�1 � 0 en todo momento, obtenemos:

_�1 = f�1; Hpg = 0, (80)

lo anterior nos permite concluir que no hay m�as v��nculos. Ahora, debemos identi�car

si el v��nculo encontrado es de primera o segunda clase, esto se consigue calculando

el corchete de Poisson consigo mismo

f�1; �1g = 0, (81)

como el resultado es igual a cero, �1 es un v��nculo de primera clase, de �esta manera

no es posible �jar el valor del multiplicador de Lagrange u.

4.1.2. � = 0; � 6= 0

Teniendo en cuenta estos valores para � y � la Lagrangiana del sistema es:

L(q1; q2; _q1; _q2) =
1

2
_q21 + q2 _q1 + q1 _q2 +

�

2
(q1 � q2)

2 (82)

para la cual, las respectivas ecuaciones de movimiento son:

�q1 � �(q1 � q2) = 0 �(q1 � q2) = 0, (83)

donde se puede observar la presencia de un v��nculo Lagrangiano(50). De la de�nici�on

de momentos can�onicos (51) y (52) se determina el siguiente v��nculo primario

�1 = p2 � q1 � 0. (84)
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El Hamiltoniano primario para �esta teor��a es dado por:

Hp =
1

2
(p1 � q2)

2 �
�

2
(q1 � q2)

2 + u(p2 � q1) (85)

que me permite determinar la consistencia del v��nculo (84)

_�1 = ��(q1 � q2) � 0 (86)

obteniendo una condici�on sobre las variables din�amicas y de acuerdo al m�etodo de

Dirac, es un v��nculo secundario. Teniendo en cuenta que � 6= 0, de�niremos el nuevo

v��nculo de la siguiente forma:

�2 = q1 � q2 � 0. (87)

Procedemos ahora a calcular la condici�on de consistencia de �este nuevo v��nculo

_�2 = (p1 � q2)� u = 0, (88)

resultando una funci�on que depende de q, p y u, de la cual se puede determinar el

multiplicador de Lagrange de tal manera que nuevos v��nculos no son generados. El

caso en consideraci�on se caracteriza por la existencia de dos v��nculos, con el �n de

comprobar si son de primera o segunda clase calculamos sus respectivos corchetes

de Poisson

f�1; �1g = 0 (89)

f�1; �2g = 1 (90)

f�2; �2g = 0 (91)

de estos resultados se deduce que �1 y �2 son v��nculos de segunda clase.

4.1.3. � 6= 0; � = 0

La Lagrangiana para esta situaci�on corresponde a:

L(q1; q2; _q1; _q2) =
1

2
_q21 + q2 _q1 + (1� �)q1 _q2 (92)
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de �esta, se obtienen las siguientes ecuaciones de movimiento:

�q1 + � _q2 = 0 � _q1 = 0, (93)

debido a que el Lagrangiano que describe el sistema es singular, el v��nculo primario

es:

�1 = p2 � (1� �)q1 � 0. (94)

De�nimos el Hamiltoniano que determina la din�amica del sistema

Hp =
1

2
(p1 � q2)

2 + u [p2 � (1� �)q1] (95)

a partir del cual encontramos la consistencia del v��nculo primario que nos conduce

a

_�1 = �(p1 � q2) � 0 (96)

como � 6= 0 tenemos un v��nculo secundario de�nido de la siguiente forma

�2 = p1 � q2, (97)

sobre el, imponemos una nueva condici�on de consistencia

_�2 = ��u � 0 (98)

de acuerdo a esto u � 0, as��, deducimos que no existen m�as v��nculos.

Clasi�camos �estos v��nculos en primera y segunda clase

f�1; �1g = 0 (99)

f�1; �2g = � (100)

f�2; �2g = 0 (101)

de los anteriores resultados, se concluye que los v��nculos son de segunda clase.
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4.1.4. � = �2

Para �este valor particular de � la Lagrangiana del sistema es dada por:

L(q1; q2; _q1; _q2) =
1

2
_q21 + q2 _q1 + (1� �)q1 _q2 + �2(q1 � q2)

2, (102)

para ella, las ecuaciones de movimiento son:

�q1 � �2(q1 � q2) + � _q2 = 0 � _q1 � �2(q1 � q2) = 0. (103)

El sistema presenta el siguiente v��nculo primario:

�1 = p2 � (1� �)q1 � 0 (104)

y su consistencia ser�a determinada ahora por el Hamiltoniano primario

Hp =
1

2
(p1 � q2)

2 �
�2

2
(q1 � q2)

2 + u [p2 � (1� �)q1] , (105)

del cual deducimos que:

_�1 = �(p1 � q2)� �2(q1 � q2) � 0 (106)

para todo �. De acuerdo a esto, se obtiene una relaci�on entre las coordenadas del

espacio de fase, as��, podemos a�rmar que hay un v��nculo secundario que de�nimos

a continuaci�on.

�2 = (p1 � q2)� �(q1 � q2). (107)

Exigiendo la consistencia de �2 obtenemos:

_�2 = ��2�2 � 0 (108)

y como �2 � 0, esto implica que no hay m�as v��nculos. Calculando los parentesis de

Poisson entre los v��nculos obtenidos es posible mostrar que son de primera clase, lo

que garantiza que el multiplicador u se mantiene completamente indeterminado.
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4.2. Eliminaci�on de los V��nculos de Segunda Clase

Nuestro objetivo ahora es eliminar todos los v��nculos de la teor��a. Los v��nculos de

segunda clase podran ser eliminados introduciendo los corchetes de Dirac, mientras

que los v��nculos de primera clase introduciendo condiciones de Gauge. Esta �ultima

situaci�on se analizar�a en el siguiente cap��tulo.

4.2.1. Caso � = 0; � 6= 0

El problema se caracteriza por el hecho que cuatro variables en el espacio de

fase se suponen inicialmente independientes. Sin embargo, la existencia de los dos

v��nculos determinan que �unicamente dos de ellas lo son, de las ecuaciones (84) y

(87) se consideran p1 y q1 como grados de libertad. Introducimos los parentesis de

Dirac que entre dos variables din�amicas A y B en el espacio de fase se de�nen de la

siguiente manera:

fA;BgD = fA;Bg �
mX

i;j=1

fA; �ig�
ij f�j; Bg (109)

donde m es el n�umero total de v��nculos de segunda clase y �ij es la inversa de la

matriz �ij construida con ellos. Para el caso particular tendr�a la forma

�ij =

0
@f�1; �1g f�1; �2g

f�2; �1g f�2; �2g

1
A =

0
@ 0 1

�1 0

1
A , (110)

y su respectiva inversa �ij es dada por

�ij =

0
@0 �1

1 0

1
A . (111)

Ahora, calculamos los corchetes de Dirac entre las variables independientes:

fq1; q1gD = fq1; q1g �
2X

i;j=1

fq1; �ig�
ij f�j; q1g (112)
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reemplazando el valor de los corchetes de Poisson que aparecen en la expresi�on

anterior y expandiendo la sumatoria resulta:

fq1; q1gD = �
2X

i=1

fq1; �ig
�
�i1 f�1; q1g+�i2 f�2; q1g

�
= 0: (113)

De igual manera

fq1; p1gD = fq1; p1g �
2X

i;j=1

fq1; �ig�
ij f�j; p1g

= 1� fq1; �1g�
11 + fq1; �2g�

21�

fq1; �1g�
12 � fq1; �2g�

22 = 1. (114)

Teniendo en cuenta que los parentesis de Dirac satisfacen las mismas propiedades

de los corchetes de Poisson, se tiene que

fp1; q1gD = �1. (115)

Finalmente, el �ultimo parentesis de Dirac entre las variables p1 y p1 nos conduce a:

fp1; p1gD = fp1; p1g �
2X

i;j=1

fp1; �ig�
ij f�j; p1g (116)

= fp1; �1g�
11 + fp1; �2g�

21 � fp1; �1g�
12 � fp1; �2g�

22 = 0

Concluimos que fq1; p1gD = 1 es el �unico par�entesis de Dirac diferente de cero entre

los grados de libertad de la teor��a.

4.2.2. Caso � 6= 0; � = 0

Nuevamente de los dos v��nculos de segunda clase (94) y (97), se asume que q1 y

q2 son variables independientes. Antes de calcular los par�entesis de Dirac entre ellas,

calculamos la matriz de v��nculos

�ij = �

0
@ 0 1

�1 0

1
A (117)
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cuya inversa es dada por

�ij =
1

�

0
@0 �1

1 0

1
A . (118)

Los corchetes de Dirac se calculan siguiendo un procedimiento an�alogo al anterior,

esto nos permite deducir las siguientes relaciones:

fq1; q1gD = 0 (119)

fq1; q2gD =
1

�
(120)

fq2; q1gD = �
1

�
(121)

fq2; q2gD = 0. (122)

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, vemos que la presencia de v��nculos

modi�can completamente la estructura de los corchetes de Poisson (59).

4.3. El Rotor R��gido

Trataremos el problema del rotor r��gido como una part��cula libre restringida

a moverse en una super�cie esf�erica de radio r. En este caso la Lagrangiana que

describe el sistema es:23

L =
1

2
m _xi _xi � x4(xixi � r2) i = 1; 2; 3 (123)

donde x4 es un multiplicador de Lagrange, que permite incorporar la ligadura

mec�anica xixi � r2 = 0 a la din�amica del sistema, as��, el problema quedar�a de-

scrito por el siguiente conjunto de variables x1,x2,x3,x4. Utilizando las ecuaciones

de Euler - Lagrange, las ecuaciones de movimiento del sistema tienen la forma:

m�x1 + 2x4x1 = 0, (124)

m�x2 + 2x4x2 = 0, (125)

23N. K. Falck and A. C. Hirshfeld, Eur. J. Phys: Dirac Bracket: the rotator rigid 1983

40



m�x3 + 2x4x3 = 0, (126)

r2 � x21 � x22 � x23 = 0. (127)

El primer paso para el cambio de la formulaci�on Lagrangiana a la Hamiltoniana es

encontrar los momentos can�onicos:

pu =
@L

@xu
u = 1; 2; 3; 4 (128)

de donde deducimos que

pi = m _xi i = 1; 2; 3, (129)

p4 = 0 (130)

con ellos, la matriz Hessiana asociada al sistema tiene la siguiente forma:

Wij =

0
BBBBBB@

m 0 0 0

0 m 0 0

0 0 m 0

0 0 0 0

1
CCCCCCA

(131)

Puesto que detWij = 0, la Lagrangiana (123) describe una teor��a singular. El v��nculo

primario se obtiene a partir de la ecuaci�on (130) y est�a dado por:

�1 = p4 � 0. (132)

Ahora, introducimos el Hamiltoniano primario del sistema, de�nido as��:

Hp = Hc+ u�1 =
1

2m
pipi + p4 _x4 + x4(x

2
i � r2) + up4, (133)

con el �n de garantizar que el v��nculo primario se conserve durante la evoluci�on

temporal del sistema, analizamos su consistencia teniendo en cuenta que las variables

del espacio de fase (qu; pv) satisfacen los siguientes corchetes de Poisson

fqu; pvg = �uv u; v = 1; 2; 3; 4. (134)
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De las relaciones (133) y (134) se deduce que:

_�1 = f�1; Hpg = r2 � xixi � 0. (135)

Siguiendo el m�etodo de Dirac, la ecuaci�on obtenida es un v��nculo secundario, ya que

expresa una relaci�on entre las coordenadas del espacio de fase

�2 � r2 � xixi � 0, (136)

exigiendo que _�2 � 0 se determina

_�2 = �
2

m
pixi � 0, (137)

obteniendo un nuevo v��nculo,

�3 = pixi � 0; (138)

al calcular su consistencia se observa que

_�3 =
1

m
(pipi � 2mx4xixi) � 0, (139)

resultando una funci�on que depende de las variables del espacio de fase, as�� con-

cluimos que se genera un nuevo v��nculo

�4 = pipi � 2mx4xixi � 0. (140)

Exigiendo nuevamente la consistencia de esta �ultima relaci�on se obtiene

_�4 = �2muxjxj = �2mur2 � 0 j = 1; 2; 3, (141)

de acuerdo a esto, u � 0 y por lo tanto no m�as v��nculos son generados. Al calcular los

corchetes de Poisson entre los v��nculos encontrados, veri�camos que son de segunda

clase. Las ecuaciones de movimiento en el formalismo Hamiltoniano son:

_xj = fxj; Hpg =
1

m
pj j = 1; 2; 3, (142)

_pj = fpj; Hpg = �2x4xj j = 1; 2; 3, (143)
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donde podemos comprobar la equivalencia con las ecuaciones de Lagrange de la

siguiente forma:

�xj =
1

m
(�2x4xj) j = 1; 2; 3, (144)

m�xj + 2x4xj = 0: (145)

Inicialmente tenemos ocho variables de las cuales cuatro se consideran independi-

entes. Los v��nculos (132),(136),(138) y (140) me permiten eliminar como grados de

libertad x4 y p4. Adem�as, debido a la complejidad en la estructura de los v��nculos, se

decide calcular los corchetes de Dirac para las variables xj y pj, los cuales se de�nen

de acuerdo a la relaci�on (109). En ella la matriz de v��nculos, en �este caso particular

toma la forma

�ij =

0
BBBBBB@

0 0 0 2mxixi

0 0 �2xixi �4pixi

0 2xixi 0 2pipi + 4mx4xjxj

�2mxixi 4pixi �2pipi � 4mx4xjxj 0

1
CCCCCCA

(146)

y su correspondiente inversa es:

�ij =

0
BBBBBB@

0 ��1
12 ��1

13 ��1
14

��1
21 0 ��1

23 0

��1
31 ��1

32 0 0

��1
41 0 0 0

1
CCCCCCA

(147)

donde

��1
12 = ���1

21 =
2p2i + 4mx4x

2
i

4mx2ix
2
i

��1
13 = ���1

31 =
4pixi

4mx2ix
2
i

(148)

��1
14 = ���1

41 = �
1

2mx2i
��1

23 = ���1
32 =

1

2x2i
(149)

lo anterior debido a que la matriz es antisim�etrica.

Los corchetes de Dirac para las variables xj y pj son:

fxj; xjgD = 0 (150)
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fxj; pjgD = �ij �
2xixj

r2
(151)

fpj; pjgD = �
1

r2
(pixj � xipj): (152)

Seg�un lo anterior, la ecuaci�on (150) permanece invariante con relaci�on al corchete

de Poisson, los otros resultados cambiaron por la presencia de v��nculos.
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5. V�INCULOS DE PRIMERA CLASE

El objetivo de �este cap��tulo es eliminar los v��nculos de primera clase que aparecen

en el problema modelo y en el modelo de Christ and Lee. Para ello introducimos

tantas condiciones de Gauge como v��nculos de primera clase existan.

5.1. V��nculos de Primera Clase en el Problema Modelo

5.1.1. Caso � = 0; � = 0

Aqu�� tenemos un v��nculo de primera clase

�1 = p2 � q1 � 0. (153)

Puesto que las condiciones de Gauge que se imponen en el sistema son arbitrarias,

imponemos la siguiente:

�2 = p1 � 0, (154)

ya que con ella el corchete de Poisson entre (153) y el v��nculo (154) es diferente de

cero. Sobre la condici�on de Gauge (154), garantizamos su consistencia:

f�2; HEg = u1 � 0, (155)

dondeHE es el Hamiltoniano extendido y u1 es el multiplicador de Lagrange asociado

a los v��nculos secundarios de primera clase, este resultado que me permite �jar su

valor. Por lo tanto, el v��nculo que era primera clase (153), es ahora de segunda clase

y se lo elimina calculando los parentesis de Dirac. Las coordenadas independientes

escogidas para este caso particular son q1 y q2. Recordando la de�nici�on de corchetes

de Dirac:

fA;BgD = fA;Bg �
mX

i;j=1

fA; �ig�
ij f�j; Bg (156)

los elementos de la matriz �ij de v��nculos de segunda clase para este caso particular

es:

f�1; �1g = 0 f�1; �2g = �1 f�2; �2g = 0, (157)
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y su correspondiente inversa �ij tiene la forma,

�ij =

0
@ 0 1

�1 0

1
A . (158)

Los corchetes de Dirac entre las variables independientes son:

fq1; q1gD = 0 (159)

siguiendo el procedimiento anterior

fq1; q2gD = �1 (160)

Finalmente, se calcula el �ultimo par�entesis de Dirac:

fq2; q2gD = 0. (161)

Los v��nculos reducen el espacio de fase y adem�as modi�can los parentesis de Poisson

originales. Se podr��a considerar como una condici�on de Gauge alternativa

�2 = q2 � 0, (162)

sin embargo, se obtienen resultados inconsistentes ya que todos los corchetes de

Dirac son igual a cero.

5.1.2. caso � = �2

Existen dos v��nculos de primera clase:

�1 = p2 � (1� �)q1 � 0, (163)

�2 = (p1 � q2)� �(q1 � q2) � 0, (164)

siendo que � 6= 0 es un valor arbitrario, con el prop�osito de determinar una condici�on

de Gauge apropiada escogeremos por conveniencia � = 1, s�olo momentaneamente,
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luego � permanecera arbitrario. En �este caso, las relaciones (163) y (164) se expresan

como:

�1 = p2 � 0 �2 = p1 � q1 � 0, (165)

teniendo en cuenta �esta estructura de v��nculos, consideramos las siguientes condi-

ciones de Gauge:

�3 = q2 � 0 �4 = p1 � 0. (166)

Sobre ellas debemos garantizar su consistencia

f�3; HEg = f�3; Hc + u�a + u1�g = u � 0 (167)

f�4; HEg = �2 (q1 � q2) + u (1� �) + �u1 � 0 (168)

donde u y u1 son los multiplicadores de Lagrange asociados al v��nculo primario y

secundario de primera clase respectivamente (163) y (164). Con el resultado obtenido

puedo determinar los valores de u y u1(167),(168).

Teniendo en cuenta que el n�umero de v��nculos es igual al n�umero de coordenadas

iniciales del espacio de fase no hay grados de libertad, es decir, todas las coordenadas

son dependientes entre s��. Sin embargo, en el objetivo de calcular los par�entesis de

Dirac, escogemos hacerlo para la variable q1. En este caso la correspondiente inversa

de la matriz de v��nculos �ij es

�ij =

0
BBBBBB@

0 0 1 0

0 0 ��1
�

1
�

0 � 1
�

0 0

1
��1

�1
�(��1)

0 0

1
CCCCCCA
. (169)

A la restricci�on � 6= 0, debemos agregarle otra condici�on teniendo en cuenta los

resultados obtenidos en la matriz inversa, que � 6= 1, ya que para este valor, la

matriz no est�a de�nida. Calculando los par�entesis de Dirac para q1 se determina

que:

fq1; q1gD =
1

�� 1
. (170)
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Comparando los corchetes de Dirac con los corchetes de Poisson, podemos decir que

los v��nculos modi�can su estructura.

5.2. Modelo de Christ and Lee

El modelo est�a descrito por la siguiente Lagrangiana:24

L =
1

2

�
_x21 + _x22

�
� (x1 _x2 � x2 _x1)x3 +

1

2
x23
�
x21 + x22

�
� V

�
x21 + x22

�
(171)

donde V es el potencial en funci�on de las coordenadas. Para ella hay tres ecuaciones

de movimiento que se obtienen a partir de las ecuaciones de Euler - Lagrange

�x1 + _x2x3 � x23x1 +
@V

@x1
= 0 (172)

�x2 � _x1x3 � x23x2 +
@V

@x2
= 0 (173)

x1 _x2 � x2 _x1 � x3
�
x21 + x22

�
= 0. (174)

Esta �ultima, es un v��nculo Lagrangiano ya que no posee el t�ermino correspondiente

a la aceleraci�on. Ahora, encontramos los momentos can�onicos y con ellos el valor de

la matriz Hessiana:

p1 = _x1 + x2x3 (175)

p2 = _x2 � x1x3 (176)

p3 = 0, (177)

por lo tanto,

Wij =

0
BBB@

1 0 0

0 1 0

0 0 0

1
CCCA . (178)

24M. E. V. Costa and H.O. Girotti, Phys. Rev. Quantization of gauge-invariant theories through

the Dirac-bracket formalism
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Encontrando su determinante, comprobamos que la Lagrangiana (171) es singular.

El v��nculo primario para el caso se obtiene a partir de la ecuaci�on (177):

�1 = p3 � 0. (179)

Antes de exigir que _�1 � 0, determinamos el Hamiltoniano primario para el sistema:

Hp =
1

2
p21 +

1

2
p22 + (x1p2 � x2p1)x3 + V

�
x21 + x22

�
+ u1p3, (180)

con el cual analizamos la consistencia del v��nculo primario

_�1 = � (x1p2 � x2p1) � 0, (181)

al obtener una relaci�on entre las coordenadas del espacio de fase se a�rma que hay

un v��nculo secundario que se de�ne en la forma:

�2 = x1p2 � x2p1 � 0. (182)

De acuerdo al m�etodo de Dirac, se repite los pasos hechos con el v��nculo primario,

calculamos su consistencia y se obtiene

_�2 � 0 (183)

de tal manera que no surgen m�as v��nculos. Puesto que los corchetes de Poisson entre

ellos son todos cero, se establece que los v��nculos encontrados son de primera clase.

Las ecuaciones de movimento en el formalismo Hamiltoniano consistentes con las

ecuaciones encontradas a nivel Lagrangiano son:

_x1 = fx1; Hpg � p1 � x2x3 (184)

_x2 = fx2; Hpg � p2 + x1x3 (185)

_x3 = fx3; Hpg � u1, (186)

_p1 = fp1; Hpg � �p2x3 �
@V

@x1
(187)
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_p2 = fp2; Hpg � p1x3 �
@V

@x1
(188)

_p3 = fp3; Hpg � x2p1 � x1p2. (189)

En este problema se sugieren como condiciones de Gauge las siguientes [?]:

�3 = b� c arctan
x2

x1
� 0 �4 = x3 � 0 (190)

donde b y c son constantes diferentes de cero. Para �este caso, la matriz �ij tiene la

forma:

�ij =

0
BBBBBB@

0 0 0 1

0 0 �1
c

0

0 1
c

0 0

�1 0 0 0

1
CCCCCCA
. (191)

Aqu��, consideramos como grados de libertad x1y p1. Los �unicos parentesis de Dirac

diferentes de cero entre estas variables son:

fx1; p1gD = 1�
x22

x21 + x22
. (192)
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6. CONCLUSIONES

Las conclusiones principales de este trabajo basadas en la descripci�on cl�asica de los

sistemas con v��nculos se resumen de la siguiente forma:

Estudiamos la formulaci�on Hamiltoniana para sistemas con v��nculos, los cuales

se mani�estan al calcular los momentos can�onicos y veri�car que las veloci-

dades no se pueden expresar en funci�on de las coordenadas y momentos. Ello

indica que no todas las coordenadas son independientes.

Se describe el paso de la formulaci�on Lagrangiana a la Hamiltoniana cuando

el Lagrangiano que describe el sistema tiene v��nculos. Adem�as se determinan

las ecuaciones de Hamilton consistentes con las ecuaciones de Lagrange para

estos casos.

La principal caracter��stica de la presencia de v��nculos es que reducen el espacio

de fase, es decir, si la dimensi�on del espacio de fase original es 2N, 2L y

2R el n�umero de v��nculos de segunda clase y primera clase respectivamente,

tendremos un subespacio de dimension 2N-2L-2R.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos vemos que los v��nculos modi�can

la estructura de los corchetes de Poisson originales. Para v��nculos de primera

clase, las condiciones de Gauge obtenidas determinan los par�entesis de Dirac.

Los multiplicadores de Lagrange asociados a los v��nculos de primera clase per-

manecen indeterminados. Se trata de eliminar �esta arbitrariedad introduciendo

condiciones de Gauge que se comportan como nuevos v��nculos, de tal manera,

que todo el conjunto sean s�olo v��nculos de segunda clase, los cuales se eliminan

introduciendo los par�entesis de Dirac entre los grados de libertad de la teor��a.

Dirac conjetur�o que todos los v��nculos de primera clase primarios y secundarios

eran generadodres de transformaciones gauge por lo cual propuso introducir un
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Hamiltoniano extendido que involucre estos v��nculos y con �el, escribir las ecua-

ciones din�amicas para el sistema. Este Hamiltoniano determinar�a la din�amica

del sistema ya que reeja la completa libertad de gauge de la teor��a.

La lagrangiana que describe el Toy Model posee constantes arbitrarias � y �

cuyos valores nos permiten obtener v��nculos de primera y segunda clase.

El rotor r��gido es un problema caracter��stico de v��nculos de segunda clase, aqui

se calcularon los par�entesis de Dirac entre xj y pj debido a la complejidad de

los v��nculos con el �n de eliminarlos.

El Modelo de Christ - Lee es un problema con un n�umero �nito de grados

de libertad que posee v��nculos de primera clase, en el se imponen condiciones

de Gauge con el �n de convertirlos en v��nculos de segunda clase y poderlos

eliminar.
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