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GLOSARIO

ATENUACION: se denomina atenuacién de una sefal, sea esta acustica, eléctrica u Optica, a la
pérdida de potencia sufrida por la misma al transitar por cualquier medio de transmision.

COHERENCIA TEMPORAL: esta relacionada con la correlacion de la fase de la onda en un deter-
minado punto alcanzado por la misma en dos instantes de tiempo diferentes.

COHERENCIA ESPACIAL: hace referencia a una relacién de fase definida entre puntos distintos
de una seccion transversal de un haz luminoso.

CONDENSADO BOSE-EINSTEIN: es el estado de agregacion de la materia que se da en ciertos
materiales a muy bajas temperaturas. La propiedad que lo caracteriza es que una cantidad ma-
croscopica de las particulas del material pasan al nivel de minima energia, denominado estado
fundamental. El condensado es una propiedad cuantica que no tiene andlogo clésico.

DISPERSION: es el fenémeno por el cual un conjunto de particulas que se mueve en una direccién
determinada rebota sucesivamente con las particulas del medio por el que se mueve hasta perder
una direccion privilegiada de movimiento.

EFECTO TUNEL: En mecénica cudntica, se refiere a un fendmeno nanoscopico por el que una
particula viola los principios de la mecénica cldsica penetrando una barrera potencial o impedancia
mayor que la energia cinética de la propia particula.

FASE: indica la situacién instantdnea en el ciclo, de una magnitud que varia ciclicamente.

GUIAS DE ONDA: En electromagnetismo y en telecomunicacién, corresponde a cualquier estruc-
tura fisica que guia ondas electromagnéticas.

NO LINEALIDAD: un sistema fisico, matemético o de otro tipo es no lineal cuando las ecuaciones
de movimiento, evolucién o comportamiento que regulan su comportamiento son no lineales.

OSCILADOR: es un sistema capaz de crear perturbaciones o cambios periddicos o cuasiperiddicos
en un medio, ya sea un medio material (sonido) o un campo electromagnético (ondas de radio,
microondas, infrarrojo, luz visible, rayos X, rayos gamma, rayos cOsmicos).

SOLITON: es una onda solitaria que se propaga sin deformarse en un medio no lineal. Se encuentra
en fendmenos fisicos como solucion a ecuaciones diferenciales no lineales.



RESUMEN

En este trabajo se discute la estabilidad cldsica de dos cadenas oscilatorias no lineales acopladas
y la cuantizacién macroscépica de solitones en las cadenas. El estudio de las propiedades clasicas
de las cadenas no lineales acopladas se realiza por medio del método 3 — F'PU. Las propiedades
de estabilidad del sistema y las soluciones de las ecuaciones dindmicas del mismo se resuelven
por métodos variacionales. Estas soluciones cldsicas analizadas en el limite semicldsico WKB,
permiten la cuantizacion del sistema y el analisis de fendmenos estrictamente cudnticos como tu-
nelamiento entre las dos cadenas.



ABSTRACT

This work discusses the classical stability of two linearly coupled nonlinear oscillator chains and
macroscopic quantization of solitons in these chains. The study of classical properties of nonlinear
coupled chains is performed using the  — F'PU method. Stability properties of the system and
solutions of its dynamical equations are stablished by variational methods. The analysis of classical
solutions in the semi-classical WKB limit, allow the quantization of the system and the analysis
of quantum phenomena as quantum tunneling from one chain to the other.



INTRODUCCION

El modelo de cadenas oscilatorias no lineales Fermi-Pasta-Ulam (FPU) es aplicado ampliamente
para investigaciones en problemas de dindmica no lineaﬂ Un campo de investigacion es la explo-
racion de energia en cadenas oscilatorias no lineales y la existencia de estructuras aisladas como
pulsos localizados. Los solitones son encontrados como soluciones de las ecuaciones diferenciales
parciales no lineales planteadas para el sistema oscilatorio.

Dada la complejidad de las ecuaciones diferenciales establecidas para la dindmica de las cadenas
no lineales, se hace necesario el estudio del sistema utilizando analisis numérico, utilizando co-
mo herramienta el programa MATHEMATICA. En este trabajo se propone realizar un estudio de
cadenas no lineales acopladas mediante el modelo 5-FPU. Considerando el alto grado de inesta-
bilidad de las soluciones se plantea resolver las ecuaciones diferenciales por medio de métodos
variacionales, la idea de la aproximacion variacional consiste en insertar funciones de prueba con
parametros libres y determinar el Lagrangiano del sistema, de esta manera mediante las ecuaciones
de Euler-Lagrange para estos parametros libres se describe la evolucion del sistema.

Ademas, en el sistema de cadenas oscilatorias no lineales se establecen las caracteristicas del siste-
ma que hacen posible un acercamiento macrocuantico, el estudio se realiza en el limite semiclasico
WKBﬂ Considerando el sistema de tal manera que los efectos cuanticos puedan ser relevantes, y en
este punto analizar aspectos fundamentales de la mecanica cudntica en medios no lineales e indagar
sobre posibles efectos de tunelamiento de solitones entre las cadenas.

'KOSEVICH YU. A, MANEVITCH L.I,SAVIN A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum
dynamics.Phys. Rev. E 77,(2008)
ZPOMEAU Y., LE BERRE M., Optical solitons as quantum objects.(2008)
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1 OBJETIVOS

1.1. OBJETIVO GENERAL

Resolver las ecuaciones que describen la dindmica de cadenas oscilatorias no lineales, establecien-
do condiciones de estabilidad clasica y aplicar métodos de mecanica cudntica no lineal para cadenas
acopladas no lineales.

1.2. OBIJETIVOS ESPECIFICOS

* Estudiar pardmetros que rigen la estabilidad de un sistema de cadenas oscilatorias no lineales
acopladas, utilizando funciones de prueba.

e Establecer las condiciones de estabilidad clasicas, de un sistema de dos cadenas oscilatorias no
lineales acopladas.

e Realizar un estudio semiclasico del sistema de dos cadenas oscilatorias no lineales, utilizando
funciones de prueba estables cldsicamente.

 Cuantizacion del sistema de dos cadenas oscilatorias no lineales y aplicacion del método WKB
para el estudio de tunelamiento cuantico.

15



2 MODELO FPU

Las cadenas oscilatorias no lineales han sido utilizadas en investigaciones en problemas de dindmi-
ca no lineal. El modelo FPU, corresponde a uno de los sistemas de estudio de cadenas oscilatorias
no lineales, fue propuesto por primera vez para explicar los fundamentos de la mecédnica estadisti-
caﬂ Un reciente desarrollo es la exploracion de energia ubicada en cadenas no lineales, la existencia
de estructuras aisladas como pulsos localizados y solitones en altas frecuencias, que son encontra-
dos como solucidn a las ecuaciones diferenciales parciales. La evidencia experimental se encuentra
en varios sistemas como: arreglos no lineales de guias Opticas de ondas, cristales de bajas dimensio-
nes, arreglos de junturas josephson, sistemas micromecdnicos, proteinas de - hélices y solitones
lentos que son descritos en cadenas unidimensionales no lineales encontrados en macromoléculas
de ADN y algunos cristaleﬂ

En el modelo FPU el sistema se representa por un gran nimero de masas que interactian unas
con otras por medio de fuerzas no lineales. El planteamiento de las ecuaciones de movimiento
y Hamiltoniano ademads de otras caracteristicas del sistema se hace considerando una cadena de
particulas con masa M cuya interaccion es modelada como si las particulas fuesen conectadas por
resortes:

Figura 2.1: Modelo FPU.

i u

h n+i

M

oww@wmmm W@

Por lo tanto, si se considera cadenas oscilatorias no lineales acopladas, se puede hacer uso del
Hamiltoniano Fermi-Pasta-Ulam (FPU). Este modelo es ampliamente aplicado al estudio de redes
no lineales’t

2
I L i i I i i
H o= 305 o + 510w — w4 50wy — ul)?
=1 n
g0 0,0 oy Lo ye-ayy 2.1
4 n+1 n g n . .

En esta expresion u,, es el desplazamiento de la particula n-esima desde su posicion de equilibrio
en la cadena i-esima , pgf ) es el momento de la particula, @) o) y 3 (1) son las constantes de fuerza

'BERMAN,G. PIZARAILEV F. M. The Fermi-Pasta-Ulam problem: 50 years of progress;arXiv:nlin.CD/0411062
v2 14, (2004)

2KOSEVICH YU. A, MANEVITCH L.I,SAVIN A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum
dynamics.Phys. Rev. E 77,(2008)

3KOSEVICH YU. A, MANEVITCH L.ISAVIN A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum
dynamics.Phys. Rev. E 77,(2008)

16



lineal y no lineales, y C' describe el acoplamiento lineal entre las cadenas. De manera ilustrativa el
sistema se comporta de la siguiente manera:

Figura 2.2: Modelo F'PU para dos cadenas no lineales acopladas.

u)

Cadena 1

C

U ?(;2 ) / (2) o (2) 3 (2) Cadena 2

El Hamiltoniano (2.1)) describe una dindmica dada por las siguientes ecuaciones de movimiento,
i=1,2:

i) = 1@, ) —2ul)))

n n—1
+a (ot — ufl) = (L) —u?)))
Ol — uD)? — () — uD)] 4 Ol —u). (2.2)

[lPara el estudio del sistema de dos cadenas oscilatorias no lineales acopladas, se hace necesario in-
troducir funciones envolventes continuas para los desplazamientos de las particulas en las cadenas,
asumiendo f,si = u? (=) y fnz) = f(x);. Las funciones f(z); son supuestas para variaciones
lentas en la escala interatémica en ambas cadenas, de tal manera que % < 1, lo cual permite
escribir las ecuaciones diferenciales parciales no lineales correspondientes estas funciones.

Para obtener las ecuaciones no lineales de las funciones envolventes para cadenas acopladas, se
plantea por separado la dindmica del desplazamiento relativo vl = ufw)rl — u! y el desplazamiento
total w;, = u;,; +u;, de las particulas vecinas mas cercanas. Ademas en los desarrollos posteriores

se considera constantes de fuerza no lineal idénticas para ambas cadenas, o) = a® = ay

L = 5 = 3.

Las ecuaciones para v, y w', se obtienen a partir de (2.2):

4KOSEVICH YU. A, MANEVITCH L.IL,SAVIN A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum
dynamics.Phys. Rev. E 77,(2008)
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n n—1
+ﬁ[vn+1 + vill =200 + C =), 23)
wq(zl) = l(i)(wffil + wgll 2“’211) + afv 7(121 - Uﬁf) 1]
FO[ = 0] 4 CwED — w®). (2.4)
Introduciendo desplazamientos relativos continuos o) = v(x); y desplazamientos totales conti-
nuos w) = w(x); y expandiendo en las ecuaciones 1} y 1| las diferencias u(®n+1 — o) y

w1 — ) hasta segundo orden, se obtiene las ecuaciones diferenciales para v(z,t); y w(x,t);:

- (921)
(i) _ _l(Z i 4l
v Oz

L Owi
(9:1: (s + v7) — 4807 + Clvz_i — v;), (2.5)

82wZ (%2 (3 3
0x? 5

w® =@

(w3—; — w;). (2.6)

Considerando dos cadenas idénticas altamente acopladas con /(1) = [(2) = 1, se realiza la suma de

la ecuacion (2.6):

02 (wy + wo) N 2@8(@% + v2)

d(v} 4 v3)
Ox? Ox '

ox

Wy + Uy = +28 2.7)

Omitiendo el termino relacionado con las derivadas temporales, se obtiene desde la ecuacién (2.7)),
la siguiente expresion para el desplazamiento del centro de masa estatico de las dos cadenas:

wy™(x) = v (2) ;L woal®) _ —Oz/ (v} +v3) da, (2.8)
donde los corchetes angulares denotan promedio en el tiempo. El termino no lineal, proporcional

a 3 (v? +v3) se desprecia del promedio por ser la tercera potencia de v;. De esta manera en el
modelo (-FPU:

Wo1 (ZU) -+ wog(l‘)

wi™(x) = 5 = 0. (2.9)

Con los anteriores resultados, y considerando v(z); = 2f(x);, a partir de (2.5), (2.7) y (2.9), para
cadenas acopladas 3-FPU, en las cuales se considera = (, se obtienen las siguientes ecuaciones
diferenciales parciales no lineales, para las funciones envolventes f(x);, i = 1,2 :

0 fi
0

fit Wi fi + =2 +166f2 — Cfs_1 =0, (2.10)
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donde w2, = /4 + C para el parametro [ = 1.

En un estudio que involucre la amplitud y fase de las excitaciones no lineales, es ttil introducir
campos complejos W (x, t); asociados a cada cadena:

)i = %[\I/(x, D + U, 1)7] 2.11)

La ecuacion (2.10) con la consideracion planteada en (2.11), permite escribir las ecuaciones de
acoplamiento para W; y ¥, ¢ = 1, 2 de la siguiente manera:

1 82\1’1 82\112 9 9 C

3G T ggz T wmi¥i) T OOV — Sy =0, (2.12)
1,0°0r 9%V . v, C_.

5( 12 + 2 +w212\1[i)+ﬁ|\lli’2\pi —5‘1’3—120. (2.13)

Esta aproximacion posibilita describir el sistema de cadenas oscilatorias no lineales como medio
continuos. Las ecuaciones diferenciales resultado de la dindmica de cadenas oscilatorias no linea-
les son numéricamente integrables, y no pueden ser resueltas de manera analitica. Ecuaciones no
lineales de este tipo y otras relacionadas, tiene soluciones conocidas estables, donde la dispersion
y la no linealidad se contrarrestan para producir amplitud y velocidad de propagacion constante,
fendmenos que pueden ser explicados desde la teoria de solitones.

2.1. SOLITONES

E]El descubrimiento del soliton fue realizado por Norman Zabusky y Martin Kruskal en 1965. Para
definir un soliton, se considera el movimiento de una onda descrita por una ecuacion no lineal. Una
onda viajante que se mueve en el espacio sin cambio en su forma y en particular sin atenuacién o
dispersidn, y estd localizada como un solo pulso, es llamada onda solitaria. Un soliton es una onda
solitaria con la propiedad adicional que esta preserva su forma cuando interactia con otras ondas
solitarias. Un soliton, el cual difiere completamente de una particula microscopica normal, posee
la dualidad onda-particula. Las propiedades de onda aparecen en forma de ondas solitarias viajan-
tes, con caracteristicas del movimiento ondulatorio, entre la cuales se pueden destacar frecuencia,
amplitud, periodo, velocidad de fase, difraccién, transmision y reflexion. Las propiedades como
corpusculo se reflejan en la forma estable después de una colision, andlogo a una particula clasica.
Los solitones poseen masa, energia y momento definido.

El estudio que llevo a Kruskal y Zabusky a los solitones, tuvo su origen en el problema FPU.
Kruskal y Zabusky a través de series de aproximaciones asintdticas, relacionaron las cuestiones de
recurrencia para el sistema de osciladores en el modelo FPU a la ecuacion diferencial no lineal:

ou ou  Ou
b u— 4+ —— =0. 2.14
ot ox  Ox® @.14)
La ecuacién llamada ecuaciéon KdV, fue deducida por primera vez en 1895 como una apro-
ximacién para la descripcion de ondas superficiales en el agua moviéndose en un canal y puede
aparecer como caso limite en el estudio de redes discretas de osciladores no lineales.

SCAMPBELL DAVID K.Nonlinear Science.Alamos Especial issue. pdg.227-230
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El estudio analitico de una estructura coherente en la ecuacién (2.14)), se realiza buscando una
solucién localizada u4(€) que depende solo de £ = x — vt, de esta manera se reduce la ecuacion
diferencial parcial a una ecuacién diferencial ordinaria en £. El resultado es integrado de manera
explicita y conduce a:

us(x,t) = 3vsech2§(:ﬁ —vt). (2.15)

Este soliton se propaga con una velocidad uniforme proporcional a la amplitudEILa existencia de
solitones en la ecuacion KdV, se puede comprender como resultado del balance entre el termino

. . 3 . P . . .
dispersivo %, que causa que el pulso cambie de forma o se atenué en su movimiento, y el termino

no lineal u% que tiende a aumentar el tamafio del pulso.

Los solitones son ampliamente aplicados en sistemas como fibras dpticas, polimeros conductores
y otros cuasi-sistemas unidimensionales, lineas de transmision de Josephson, asi como las ondas
superficiales en el agua. Una de las aplicaciones de solitones es la comunicacion efectiva a larga
distancia por medio de fibras Opticas. Los solitones en fibras dpticas, estdn descritos por la ecuacion
no lineal de Schrodinger. En términos del campo eléctrico complejo E(x, t), esta ecuacion se puede
escribir de la siguiente manera:

i— 4+ — + |E|”E =0. (2.16)
X

El soliton corresponde a un pulso no lineal moviéndose con una velocidad v a través de la fibra
Optica que tiene la forma:

U2

2
E(z,t) = 2w+ %)%ei‘“tJ“%sech((w + Z)

[V

(x —vt)). (2.17)

En el limite idealizado, estos solitones se propagan sin deformacién, son modos localizados estables
para la propagacion en la fibra. Una caracteristica intrinseca no lineal de este solitones, que se
muestra de forma explicita en la ecuacion(2.17), es la relacion entre su amplitud (de ahi su energia)
y su anchura.

Existen varias técnicas numéricas y técnicas de perturbacion analiticas, para el estudio de sistemas
fisicos no lineales que incluyen soluciones solitonicas. Una condicion inicial arbitraria, produce
un conjunto de estructuras que viajan con su propia velocidad; la inestabilidad se explica desde la
dindmica cadtica del movimientd’|

2.2. MAPAS DE FASE

De las ecuaciones no lineales de un sistema, se puede extraer informacion acerca de las propiedades
de la solucioén sin resolver las ecuaciones de movimiento, consideraciones cualitativas se pueden
expresar graficamente en términos de diagramas de energia y diagramas de faseﬂ

SINFELD, E.,ROWLANDS,G., Nonlinear waves, solitons and chaos.pag.8

"BERMAN,G. PIZARAILEV F. M. The Fermi-Pasta-Ulam problem: 50 years of progress;arXiv:nlin.CD/0411062
v2 14, (2004)

8CHOW TAI L.Classical Mechanics. pig.287
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Un sistema dindmico puede ser pensado como algo que evoluciona en el tiempo, las variables
dindmicas del sistema, tal como q y p, posiciéon y momento candnicos respectivamente, presentan
informacion en un espacio abstracto definido para estas variables denominado espacio de fase, y
su dimension estd claramente relacionada con el numero de variables incluidas en la dindmica del
sistemeﬂ Los mapas de fase son configuraciones abstractas generalmente bidimensionales que se
obtienen de la combinacién de dos variables parametrizadas del sistema de estudio. En un sistema
de ecuaciones los mapas de fase poseen la propiedad de mostrar graficamente el lugar geométrico de
las familias de soluciones numéricas dentro del conjunto de infinitos resultados que puede presentar
el sistema.

Existen dos tipos de Mapas de Fase especialmente utiles cuando se desea analizar una variable
determinada del sistema o cuando se estudia un sistema unidimensional. En estos casos si es ne-
cesario recurrir a una variable, los mapas de fase se pueden generar mediante las proyecciones de
la variable contra su derivada (q vs ¢) o por la representacion de la variable contra si misma pero
evaluada con un retardo 7 o sea (q(t) vs ¢(t — 7)).

Los mapas de fase son utilizados en la identificacion de la dindmica de los sistemas complejos
a partir de series temporales de sus variables. En el caso del pendulo simple, el comportamiento
del movimiento puede ser descrito por el movimiento de un punto en el espacio de fase de dos
dimensiones con coordenadas 6y

Figura 2.3: El comportamiento del péndulo simple es representado por los contornos de las constan-
tes de energia en el plano de fase 0 y 0. Las curvas cerradas representan oscilaciones periddicas. Las
lineas onduladas corresponden a movimientos en los cuales el péndulo se mueve completamente
alrededor de su pivote.
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El analisis del plano de fase, ayuda a comprender el desarrollo cadtico en sistemas dindmicos. Un
estado simple de equilibrio puede ser descrito por un punto central, en el que todos los estados

CAMPBELL DAVID K.Nonlinear Science.Alamos Especial issue. pig.221
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iniciales de un sistema evolucionan con el tiempo, tal que ellos son atraidos al estado de equilibrio
o a trayectorias cerradas. Un estado inestable esta descrito por trayectorias en el espacio de fase
que escapan de las orbitas cerradas. El comportamiento cadtico de un sistema se caracteriza por la
presencia de estados de equilibrio y estados inestables, los cuales presentan gran dependencia de
las condiciones iniciales del sistemal

I9INFELD, E.,ROWLANDS,G., Nonlinear waves, solitons and chaos.pag.145
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3 MECANICA CUANTICA EN MEDIOS NO LINEALES

3.1. EFECTOS CUANTICOS MACROSCOPICOS

Los efectos cudnticos macroscépicos se refieren a fendmenos que ocurren en escala macroscépica.
Se ha comprobado a nivel experimental que tales fendmenos pueden ocurrir en muchos sistemas
fisicos, se presentan a continuacion algunos de estos sistemas y sus efectos cudnticos macroscopi-
cos relacionadogl

» Efecto Cuantico macroscopico en superconductores. La superconductividad es un fendmeno en
el que la resistencia de un material desaparece repentinamente cuando la temperatura es inferior a
un determinado valor 7, conocido como temperatura critica. El fendmeno se explica con la teoria
BCS (Bardeen, Cooper y Schreiffier), en la cual los electrones forman pares y se condensan en un
estado de minima energia, resultando en estados cudnticos altamente ordenados y coherentes. Los
pares de electrones no se dispersan por la red y fluyen libremente, dando lugar a la superconducti-
vidad. El efecto Josephson en junturas superconductoras y la cuantizacion de flujo magnético, son
algunos ejemplos de tales fendmenos cudnticos macroscopicos.

» Efecto Josephson. El efecto Josephson se produce en dos superconductores que son separados
por un dieléctrico. El descubrimiento del efecto Josephson abrid la puerta para una amplia gama de
aplicaciones de los superconductores. Propiedades de los superconductores se han explorado para
producir interferémetro cuantico superconductor - magnetémetro, voltimetro, generador de ondas
electromagnéticas, detector y mezclador de frecuencia, y etc.

» Efecto cudntico macroscépico en helio liquido. La fase liquida del helio representa un estado
ordenado. Cuando la temperatura estd por debajo de 2,17 K, la fase liquida, referida como He II
se convierte en un superfluido. El superfluido tiene una baja viscosidad y su velocidad es indepen-
diente de la diferencia de presion en los capilares y su longitud. Tal propiedad se llama superfluidez
de *He. Transiciones de fase de ®He, muestran también caracteristicas de superconductividad y
superfluidez.

 Sistemas de spin polarizado en dtomos de hidrogeno. Los dtomos de hidrégeno son bosones y
obedecen las estadisticas de Bose-Einstein. Debido a alta presion, su estado se somete a un cambio
cuando su densidad alcanza un alto valor. Por encima de esta densidad critica, el exceso de atomos
son transferidos a un estado que corresponde a un minimo de energia, y se produce la condensa-
cién. En otras palabras, cuando la temperatura estd por debajo del valor critico 7> una cantidad
considerable de 4tomos de hidrégenos en el sistema, ocupan el mismo estado cudntico, a través de
la atraccion y la coherencia entre ellos.

* Condensacion Bose-Einstein de excitones. Un electrén y un hueco puede formar un estado base, o
un exciton. Un exciton tiene su propia masa, energia y momento. Es posible que dos excitones con
spin opuesto formen una molécula exciton con caracteristicas de Boson, debido a la fuerza atractiva
entre ellos. Cuando la temperatura esta por debajo de un cierto valor critico, una cantidad conside-
rable moléculas exciton condensan al estado base con momento cero, resultando en condensacion
de Bose-Einstein, y en superfluidez como en el helio liquido.

Bajo determinadas condiciones como muy baja temperatura, alta presion o de alta densidad, un
gran nuimero de particulas microscOpicas se junta unas con otras y se condensan, resultando en

'PANG XIAO - FENG,FENG YUAN-PING. Quantum Mechanics in Nonlinear Systems. sec 2.1
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estados ordenados y coherentes, de baja energia. En este estado altamente ordenado, el movimiento
colectivo de un gran nimero de particulas es el mismo que el de una sola particula dando lugar a
los efectos cuanticos macroscopicos.

En ausencia de un campo externo, el Hamiltoniano de un determinado sistema fisico puede ser
descrito porf]

H = / Hdz = / 5176 — alo + Aoz 3.1)

Las unidades del sistema en el cual m = h = ¢ = 1 son usadas por conveniencia. El Hamilto-
niano (3.1]) describe los estados cudnticos macroscopicos incluyendo estados superconductores y
superfluidos.

Si (3.1) se escribe de la siguiente manera:

1
H = —=5(V6)* + Uess(9), Uess(9) = —ad® + A", (3.2)

se puede observar que la energia potencial tiene dos extremos ¢g = 0y ¢g = £,/5y, y el minimo

0 — A = s ;‘ ;

més que en ¢g = 0. Asi, g9 = 0 corresponde al estado base normal, mientras que ¢o = +,/53

es el estado base de sistemas cudnticos macroscopicos. Los dos estados base satisfacen (0 |¢|0) #

— (0]¢| 0), bajo la transformacién ¢ — —¢. La simetria del estado base ha sido destruida debido al

termino no lineal A ]gb|4 en el Hamiltoniano. La transicion del estado ¢y = O ael estado ¢g = £ /5%

y la condensacién de particulas, son resultado del rompimiento ntaneo de simetria debido a
3.

interacciones no lineales. Considerando la derivada funcional de (3.1)), e igualando a cero 2% = 0,
se obtiene:

09

V2 — 200 4+ 4N |¢)° ¢ = 0, (3.4)

esta ecuacion corresponde a la ecuacion no lineal de Schrodinger independiente del tiempo. El
estado cuantico macroscopico o el estado base superconductor formado después del rompimiento
espontaneo de simetria, es un estado condensado de Bose-Einstein. La condensacion de Bose-
Einstein es un fenémeno no lineal, el estado es coherente y puede ser descrito por la ecuacién
Gross-Pitaevskii:

0 0?
Za—f = —8;; = Ael” +V(a)e, (3.5)
considerando ¢’ = { y 2’ = x@

2PANG XIAO - FENG,FENG YUAN-PING. Quantum Mechanics in Nonlinear Systems. sec 2.2
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El Hamiltoniano de un sistema condensado fue formulado por Elyutin de la siguiente manera

2

1
+ V(@) 6" = SAlel (3.6)

donde A es el parametro de no linealidad y V(z') corresponde al potencial.

Se puede observar que (3.5]) es exactamente igual a (3.4) y que (3.6) a (3.1)), esto confirma la exac-
titud de la teoria de condensacion Bose-Einstein. LLa dindmica coherente de las funciones de onda

macroscopica condensadas permiten la formacién de ondas solitarias no lineales, de esta manera
las ecuaciones dindmicas en sistemas cudnticos macroscopicos tienen soluciones solitonicas.

Haciendo una comparacion entre los efectos cudnticos macroscopicos y los efectos cudnticos mi-
croscopicos, se puede resumir las principales diferencias entre ellos.

1. Los efectos cudnticos microscopicos se producen cuando las particulas estdn confinadas en un
espacio finito, mientras que los efectos cudnticos macroscopicos se deben al movimiento colectivo
de las particulas microscdpicas en sistemas no lineales.

2. Los efectos cudnticos microscopicos estan caracterizados por la cuantizacion de cantidades
fisicas, tales como la energia, el momento y el momento angular de las particulas microscépicas.
Los efectos cudnticos macroscépicos estdn representados en discontinuidades en cantidades como
la resistencia, voltaje, flujo magnético. Los efectos cuanticos macroscopicos pueden ser observados
directamente en experimentos.

3. Los estados cudnticos macroscOpicos son estados coherentes y condensados. Los efectos cudnti-
cos microscopicos involucran Bosones y Fermiones, mientras que solo Bosones o combinaciones
de Fermiones se encuentran en efectos cudnticos macroscopicos.

4. Los efectos cudnticos microscopicos son efectos lineales y el movimiento de las particulas esta
descrito por ecuaciones diferenciales lineales, tal como la ecuacién de Schrodinger. Por otra parte
los efectos cudnticos macroscOpicos son efectos no lineales y el movimiento de tales particulas
esta descrito por ecuaciones diferenciales parciales no lineales tal como la ecuacion no lineal de
Schrodinger (3.4]).

3.2. MECANICA CUANTICA EN SISTEMAS NO LINEALES

Los efectos cuanticos macroscOpicos analizados en la seccion 2.1, se deben principalmente a in-
teracciones no lineales. Las ecuaciones dindmicas de tales sistemas son funciones no lineales de
la funcién de onda de las particulas microscépicas, para el estudio de tales sistemas, se plantea el
establecimiento de una teoria cudntica correcta.

El concepto de mecénica cudntica en sistemas no-lineales fue propuesto por muchos cientificos co-
mo Mielnik, Jordania, Gisin, Weinberg y Doebnetﬂ Los principios y teorias de la mecanica cudntica
en sistemas no lineales se pueden establecer, considerando como base los efectos cuanticos ma-
croscopicos, la teoria de solitones y las teorias establecidas de superconductividad y superfluidez.

Los principios fundamentales de la mecénica cudntica no lineal pueden ser resumidos de la siguien-
te manera [

SPANG XIAO - FENG,FENG YUAN-PING. Quantum Mechanics in Nonlinear Systems. pig.83
4PANG XIAO - FENG,FENG YUAN-PING. Quantum Mechanics in Nonlinear Systems. sec 3.2
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1. Las particulas microscépicas en un sistema cudntico no lineal estdn descritas por la siguiente
funcion de onda,

o(r,t) = (1)), 3.7)

donde la amplitud gp(?, t) y la fase 9(?, t) de la funcién de onda son funciones del espacio y del

tiempo. 2. En el caso no relativista, la funcion de onda qb(?, t), satisface la ecuacion generalizada
no lineal de Schrodinger (NLSE),

R 2 =

donde V' es un potencial externo y b es un coeficiente de interaccion no lineal.

Estas son las dos hipdtesis de la mecédnica cudntica no lineal, estas ecuaciones son usadas para
estudiar el movimiento de electrones superconductores y &tomos de helio en estado de superfluido.
Ha sido demostrado que describe las leyes de movimiento y las propiedades de las particulas
microscopicas en sistemas cuanticos no lineales.

La mecdanica cudntica no lineal es una integracioén de superconductividad, superfluidez, y teoria mo-
derna de solitones, y su fundamento experimental esta en los fenOmenos cudnticos macroscopicos.
De las dos hipétesis se puede deducir:

1. El médulo al cuadrado de la funcién de onda ¢(7, ) dado en 1b

2 2

o7 1) = p(r.1)

_ ‘w(?,t)

corresponde a la densidad de masa de las particulas microscOpicas en un punto. De esta manera
el concepto de probabilidad o interpretacion estadistica de la funcidon de onda no es tan relevante
en la mecdnica cudntica no lineal. La funcién de onda (3.7)) tiene forma similar que en mecénica

cudntica lineal, pero el significado es completamente diferente. Aqui gp(?, t) es la envolvente de las

W0(7 t)

particulas microscépicas y e es una onda portadora de d)(?, t).

2. La funcién de onda ¢(7,t) representa un soliton o una onda solitaria. La ecuacion |D €s una
ecuacion dindmica y tiene soluciones solitonicas. Por consiguiente, una particula microscopica es
un soliton, o esta descrita por un soliton, en mecdnica cuéntica no lineal.

3. El concepto de operador en mecdnica cudntica lineal es aun utilizado en mecéanica cudntica no
lineal. Sin embargo, los operadores son no lineales, y ciertas propiedades de los operadores lineales
no son utilizadas, tal como, el conjugado Hermitico del momento y operadores coordinados. Se
construyen operadores no lineales y son usados en mecénica cudntica no lineal. Por ejemplo, la
ecuacion puede escribirse como

¢ -
iy, = H(@)o. (3.9)
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El operador Hamiltoniano H (¢) tiene una dependencia no lineal de ¢ y estd dada por

2
H(p) = —;—mVZ —blg)* + V(7,t). (3.10)

4. Debido a la no linealidad de los operadores en mecdnica cudntica no lineal, ya no es necesario

para sus valores propios o estados (b(?, t), satisfacer el principio de superposicion lineal, ¢ =
> Cn@n. Esto implica que la superposicién de dos estados, no es necesariamente un estado del
sistema. Como consecuencia se tiene la modificacion del principio de superposicién para mecanica
cuantica no lineal. 5. En mecanica cuantica no lineal, las ecuaciones dinamicas son no lineales en
la funcién de onda ¢. Los operadores Hamiltoniano dependen de la funcién de onda.

3.3. INTEGRAL DE CAMINO DE FEYNMAN

En fenémenos macroscopicos, como superconductividad y superfluidez, un gran nimero de grados
de libertad se juntan para formar una sola variable colectiva. Las técnicas de integrales de camino
han demostrado ser ideales para el andlisis de estos sistemas. La integral de camino, es relevante
para diversas aplicaciones en fisica de muchas partl’culaﬂ En términos generales, existen dos plan-
teamientos bdsicos para la formulacion de la mecénica cuantica: El enfoque operador, basado en la
cuantizacién canonica de observables fisicos, asi como las correspondientes operadores dlgebra, y
la integral de camino de Feynman. La integral de camino de Feynman, presenta muchas ventajas,
entre las cuales se pueden destacar:

* La integral de camino hace explicito el uso de la mecénica cldsica como una plataforma sobre la
cual construir una teoria de las fluctuaciones cudnticas. Las soluciones clasicas de las ecuaciones de
Hamilton del movimiento son un ingrediente central del formalismo, por esta razon, la integracion
de camino, ha resultado ser una herramienta indispensable en campos como Caos Cuantico, donde
las manifestaciones cudnticas de comportamientos clasicos no triviales son investigadas.

* Las integrales de camino permiten una formulacién eficaz de aproximaciones no perturbativas a
soluciones de problemas de mecanica cudntica.

3.3.1. Accién cldsica. La accion cldsica se define [t

t2
S = / L(gi, i, t)dt. 3.11)
t

1

Donde L(g;, ¢;, t) es la funcion Lagrangiana del sistema y ¢;(¢) asume valores preestablecidos en ¢;
y to, pero puede variar arbitrariamente para valores entre ¢; y ¢5. El movimiento del sistema desde
su posicion en el espacio de configuracion en el tiempo ¢; a su posicion en el tiempo ¢,, sigue una
trayectoria para la cual la accién (3.T1)), tiene un valor estacionario. Esto significa que si el conjunto
de funciones g;(t) da un valor maximo (o minimo) a la integral .S, luego un conjunto de variaciones,
sin importar que tan cerca estén al conjunto ¢;(¢), deben hacer que S disminuya (o aumente). En
términos del célculo de variaciones, esto significa:

to
5S = 5/ L(gi, g;, t)dt = 0, (3.12)
t1

SFEYNMAN PATH INTEGRAL. pdg.(103-104)
SCHOW TAI L.Classical Mechanics. pag.(114-115)
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donde ¢;(t) se sujeta a la condicidn dg;(t1) = dg;(t2) = 0.

Por lo tanto, el extremo es una curva, que estd condicionada por:

d(aL> oL i=1,2,....n. (3.13)

dt 94 _a(h‘

Las ecuaciones corresponden a las ecuaciones clasicas de Lagrange de movimiento. En
mecdnica cldsica, la forma de la integral de accién S = [ Ldt, permite determinar la accién a
lo largo de un conjunto de curvas vecinas, y en ese orden definir la curva de minima accién. En
mecdanica cudntica tanto la forma de la integral asi como el valor del extremo son importantes.

3.3.2. Integral de camino. Eponsiderando el sistema, bajo las reglas de la mecanica cuéantica,
cada trayectoria contribuye a la amplitud total para ir de ¢;(¢;) a ¢;(t2). Todas las trayectorias
contribuyen por igual a la amplitud total, pero en fases diferentes. La fase de contribucién de un
determinado camino es la accién de S para el camino en unidades cuénticas de accion h. La pro-
babilidad P(2, 1) para ir de un punto ¢;(¢1) en el tiempo ¢; a el punto ¢;(¢2) en el tiempo t5, es el
médulo al cuadrado P(2,1) = |K(2,1)|? de la amplitud K (2, 1), para ir de ¢;(t;) hasta ¢;(¢,). Esta
amplitud es la suma de la contribucion ¢(g;(t)) para cada trayectoria

K(2,1) =) ¢(a(t)), (3.14)

donde la sumatoria se hace sobre todos los caminos desde ¢;(¢;) asta g;(tz).

La contribucion de una trayectoria tiene una fase proporcional a la accion S

d(qs(t)) = CeDSu®] (3.15)

la accion es la correspondiente a la del sistema clasico (3.11)) y la constante C' se escoge normali-
zando K. En la ecuacién (3.13)), todas las trayectorias contribuyen igualmente. En el limite clésico,
alguna trayectoria tiene que ser mas importante. La aproximacion clésica corresponde al caso en
el que las dimensiones, masas, tiempos, etc, son tan grandes que S es grande en relacién con A.
Pero en nivel cudntico, S puede ser comparable con A, y todas las trayectorias deben ser sumadas
en (3.14). Escribiendo la suma sobre todas las trayectorias, se tiene la integral de camino:

qi(t2) .
K(2,1) = / D(q’p)e(ﬁS[Qi(tZ)»(Ii(tl)])’ (3.16)
q:(t1)

donde S es la accidn clésica de la trayectoria. Considerando la conexién de el Hamiltoniano al
Lagrangiano a través de la transformacion de Legendre, H(p;,q;) = pigi — L(pi, ¢i), 1a accién

"FEYNMAN R.P,HIBBS A.R.Quantum Mechanics and Path Integrals. pag.(27-29)
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cldsica de una trayectoria t — ¢;(t) estd dada porf]

to t2
S:/ L(q;, g;,t)dt :/ pigi — H(pi, q;)]dt (3.17)

t1 t1

Con (3.17) se construye la formulacién Hamiltoniana de la integral de camino:

qi(t2) i 2

KD = [ Dapessly [ (i~ Hiowa))dt] (3.18)
qi(t1) t

La integracion se extiende sobre todos las curvas posibles a través del espacio de fase clasico

del sistema el cual comienza y termina en los mismos puntos de configuracién ¢;(t1) y ¢;(t2),

respectivamente. La contribucion de cada trayectoria es ponderada con su accién Hamiltoniana.

3.4. TUNELAMIENTO CUANTICO

La conexion de los principios de la accién de mecdanica clésica es particularmente aparente en
problemas de tunelamiento cudnticd’} el tunelamiento es un fenémeno en el cual una particula de
energia I/, puede tunelar a través de una barrera de potencial de altura V' > E. La amplitud de
trasmision durante el tunelamiento, es proporcional

expl 5 [ VEmVa) - )il (3.19)

donde g es el punto de retorno clasico. Luego la probabilidad de encontrar la particular que viaja de
izquierda a derecha de la barrera gy + b, donde b corresponde al ancho de la barrera, es proporcional
al cuadrado de la amplitud o al factor:

ool [ VeV~ Bl (320)

Para que la probabilidad no sea despreciable se debe tener

2v/2m(V,, — E)b ~ h. (3.21)

Donde V;,, es la altura maxima de el potencial. Esta consideracion muestra que el tunelamiento es
un fendmeno exclusivamente cudntico y no tiene equivalente clasico.

3.5.  APROXIMACION SEMICLASICA. LIMITE WKB

Problemas de tunelamiento pueden ser resueltos considerando la aproximacién semi cldsica, en
este limite las teorias son ampliamente gobernadas por las estructuras clasicas con fluctuaciones
cudnticas impuestas.

Un método utilizado para el estudio de fendmenos de tunelamiento cudntico, en la aproximacion

SFEYMAN PATH INTEGRAL. pag.109
‘FEYMAN PATH INTEGRAL. pig.105
'"MOHSEN R.Quantum Theory of tunneling. pag.10
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semiclésica es el método WKB (Wentzel, Kramers y Brillouin). En el limite WK ‘ la funcidn de
onda es expresada por medio de la accién cldsica de Hamilton-Jacobi, ® = Aexp(*).

En el limite cuasi- clasico, se restringe situaciones donde la accién es mucho mds grande que h. El
limite WKB es especialmente conveniente para tratar problemas de tunelamiento, porque equivale
a calcular la parte imaginaria de la accion (la cual es compleja) y ponerla en el orden correcto de .
El factor de tunelamiento estd dado por

—ZSE)
h Y

T = exp( (3.22)

donde S es la parte imaginaria de la accidn, la cual luego entra en el médulo de la funcién de onda
como un exponente real (en lugar del exponente imaginario importante para el limite cldsico de la
mecanica cuantica).

La parte imaginaria de la accion es calculada en dos pasos:

* Primero se hace el cambio de las variables conjugadas (¢, p) en (g, ip) en la formulacién clésica
Hamilton - Jacobi de la mecdnica cudntica, el Hamiltoniano H(q, p) se convierte en H(q, ip).

* En segundo lugar el problema de extremalizacion de la nueva accidn, la accion Euclidiana, es

L . J . . . 2
formalmente otro problema de la mecdnica cldsica. Considerando el Hamiltoniano H = 2- +

V(q), asociado al problema de una particula en un pozo doble de potencial, la accién Euclidiana es
calculada con:

q(to)
Sp = / pdgq, (3.23)
q(ty)

deducida desde el Hamiltoniano Hyp = —% + V(q), pero con la misma energia del movimiento
clasico. Para este potencial, esto significa una rotacién de 180 grados, exhibiendo dos colinas de
energia maxima. Los valores de ¢(to) y ¢(ts) en la ecuacion son los puntos de retorno cldsicos
definidos para £ = V(q). Para calcular Sg, se tiene que encontrar la trayectoria que conecte estos
puntos, para calcular la integral de camino Euclidiana. Esto se desarrolla resolviendo las ecuaciones
de Hamilton para el Hamiltoniano Euclidiano:

8q 8HE
A _ & 3.24
ot op (3.24)
@ B _8HE
o 9q’

considerando las condiciones iniciales, para el valor conocido ¢(t) y un valor desconocido p(ty),
realizando variaciones asta converger hacia una trayectoria que finalice en ¢(¢s), que proporcio-
na la accion definida en (3.23)). Las ecuaciones son obtenidas desde Hamiltoniano cldsico
del sistema, con el cambio de ¢ en it, y p en ip. Las ecuaciones (3.24)) son llamadas ecuaciones
Euclidianas de movimiento.

"POMEAU Y.,LE BERRE M., Optical solitons as quantum objects.sec IV
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4 CONDICIONES DE ESTABILIDAD CLASICA

En este capitulo se presenta el trabajo realizado para alcanzar los objetivos propuestos para el
estudio de los pardmetros y condiciones que rigen la estabilidad clésica de un sistema de cadenas
oscilatorias no lineales acopladas, utilizando funciones de prueba. El estudio de las condiciones de
estabilidad de las ecuaciones diferenciales dindmicas, propuestas para el sistema, bajo el modelo
(-FPU para cadenas oscilatorias (2.12), se realiza por medio del método variacional y andlisis
numérico.

Las ecuaciones que describen la dindmica del sistema, permiten aplicar el método variacional, a
través de la formulacién clasica del Lagrangiano, el cual se determina para funciones de prueba
con parametros libres.

Finalmente, las ecuaciones de Euler-Lagrange posibilitan extraer informacion del sistema, mediante
diagramas de fase para cada uno de los pardmetros incluidos, de esta manera se determina en forma
numérica la evolucién del sistema.

4.1. METODO VARIACIONAL

Las ecuaciones que describen la dindmica de cadenas oscilatorias no lineales acopladas, se constru-
yen asignando funciones complejas W (z, t) a cada una de las cadenas. Las ecuaciones diferenciales
de acoplamiento establecidas en la seccion 1.1, para el sistema de cadenas, se pueden escribir de la
siguiente manereﬂ:

1{0%*0 0>

s\ T+ o et | + 8100 = o, @.1)
1(020, 020, )

5 o2 + o2 +wm‘y2 +ﬁ|\1}2‘ ‘112:(:‘;[]17 (42)

donde w,,, es un parametro asociado a la dindmica de las cadenas, ( es la constante de interaccion no
lineal y c es la constante de acoplamiento lineal entre cadenas. El Lagrangiano L, de las ecuaciones

@#.1) y (#.2) estd dado por:

. © (190> |0T,]2 [0 |* |0T,|?
Lt ¥z, 02) = / (‘ atl ' 8752 ’8; +‘ 83:2 — ¥l
—w?n‘\I/2|2 - ﬂ("l’lrl + ‘\I/2|4) + 26(‘1&‘1’3 + \I’Q\I’T)> dx. 4.3)

El cual se obtuvo mediante el proceso de derivada funcional, descrito en el anexo A.

E]La idea de la aproximacion variacional consiste en insertar funciones de prueba apropiadas con

'KOSEVICH YU. A, MANEVITCH L.ISAVIN A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum
dynamics.Phys. Rev. E 77,(2008)

2UZUNOV 1M.,KIVSHAR Y.S,MALOMED B.A. Pulse switching in nonlinear fiber directional
couplers.Phys.Rev.E. Vol 51, Number 3
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pardametros libres en la ecuacion (4.3). Posteriormente realizando la integracion con respecto a x se
encuentra el Lagrangiano, el cual varia con relacion a los parametros escogidos.

Finalmente, con las ecuaciones de Euler-Lagrange para los pardmetros ﬂ:

4 9L, OL_
dt 0¢"  Oq

4.4)

se obtiene un nuevo conjunto de ecuaciones diferenciales, las cuales describen la evolucién de los
pulsos. De las ecuaciones (4.4)) se extrae informacién del sistema considerando los diagramas de
fase de los parametros. Un diagrama de fase es una herramienta util para el estudio cualitativo
del sistema dindmico no lineal, permitiendo una descripcion de las principales caracteristicas del
sistema y el andlisis de las condiciones en las cuales se presenta mayor estabilidadE]

En la utilizacién del método variacional el punto critico es la eleccién adecuada de las funciones
de prueba, ya que pueden reflejar, al menos, aproximadamente, la evolucion de los pulsos durante
el proceso de acoplamiento.

4.2.  FUNCIONES DE PRUEBA IDENTICAS

En una primera aproximacion, el estudio del comportamiento numérico del sistema de cadenas
acopladas, se realiza considerando funciones de prueba idénticas, donde

Uy (z,t) = Wo(x,t) =p(x,1).

Usando la suposicion general para la funcién de prueba propuesta para guias de ondas no linealeﬂ
se asume la siguiente forma para ¢(x, t):

o(x,t) = VUpaeSech[zA(t)] exp if(t), 4.5)

En esta consideracion, la funcién de onda esta asociada a un pulso que depende del parametro \(t)
y una fase 0(t), con una amplitud maxima ¥,,,, = 1.

Reemplazando la funcién de prueba (4.5), en la ecuacion (4.3) e integrando con respecto a z, se
obtiene el Lagrangiano:

L(\6,),6) = (12)\(75)4 F120(£)2(=3w2, + 6c — 28+ 30(t)2) + (12 + WQ)A(N) . (46)

ON(t)?

Las ecuaciones de Euler - Lagrange, determinadas por medio de la ecuacién (4.4), para los pardme-
tros A(t) y 6(t), son:

12M\(1)* — 12X\(1)3(—3w?2, + 6¢ — 26 + 30(t)%) 4 3(12 + 7)A(1)? = 2(12 + T)A(B)A(E), (4.7)

3CHOW TAI L.Classical Mechanics. pag.118

*CHOW TAI L.Classical Mechanics. pig.287

SKOSEVICH Y.A.MANEVITCH L.I..SAVIN A.V.Energy transfer in coupled nonlinear phononic wavegui-
des.Journal of Physics: Conference Series 92 (2007)
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D)) — A)O(t) = 0. (4.8)

Integrando la ecuacién (4.8) se obtiene 6(t) = ¢;A(t), donde ¢; es una constante de integracion.
Con este resultado reemplazando en (4.7)) se encuentra una ecuacion para el pardmetro A(t):

120(1)* — 12X(1)%(—3w2, 4 6¢ — 26 + 3(c A (1))?) 4 3(12 + 72)A(1)? — 2(12 + TH)A(E)A(t) = 0, (4.9)

La ecuacién diferencial no lineal de segundo orden (4.9), estd asociada inicamente a el pardmetro
A(t). Mediante el andlisis del mapa de faseﬂ de esta ecuacion se puede extraer informacion sin

resolverla de forma analitica. El mapa de fase (), )\) se presenta en la ﬁgura

Las curvas se construyen para un sistema de cadenas con factor de no linealidad § = 2y cons-
tante de acoplamiento entre cadenas ¢ = 0.3, considerando el pardimetro w,, = 1 y la constante de
integracion ¢, = 1.

Figura 4.1: Diagrama de fase (), )\) para la ecuacion Ib Las lineas de cada color corresponden a
diferentes condiciones iniciales del sistema especificadas en la tabla. Los diagramas se construyen

para el parametro de no linealidad 3 = 2, factor de acoplamiento ¢ =0.3 y constante de integracion
Cc1 = 1.

A (t) Curva | AD)| A :';]:-_
— | 247 005

2130 | -0.10

—_— | 192 -0.05

287 | 005
340 0.00
'. —_ [ -380| 005

| — | 1.90| 005
13 AMt) | = | 1.22]-005
.' —_ | 295| 010
| —_— | 072] 005
242 | 0.05
— | 337| 000

—_ | 372| 0.00

067 0.00

En el diagrama de fase del pardmetro )\, las curvas estan asociadas a distintas condiciones iniciales
relacionadas a diferentes soluciones de la ecuacién diferencial. Por cada punto en el diagrama de
fase pasa una curva solucién con condiciones iniciales tnicas. En la figura[d.1] las curvas de colores
se asocian a diferentes condiciones iniciales y sus respectivos valores se presentan en la tabla.

SCHOW TAI L.Classical Mechanics. pag.291
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Las curvas de fase para la ecuacion diferencial del pardmetro A, presentan un comportamiento
similar a las curvas de fase de un sistema periddico de ondas no lineale{], en las que las trayectorias
cerradas que emergen desde el origen van alrededor de su centro y perpendicular al eje A. Cada
curva de fase viaja en el sentido de las manecillas del reloj, a medida que el tiempo aumenta. Los
puntos de equilibrio, corresponden a soluciones estaticas en las que no hay cambio del sistema con
el paso del tiempo.

En el diagrama de fase las trayectorias cerradas en torno al centro corresponden a soluciones
periddicas y los puntos centrales son las trayectorias en las cuales el sistema es mds estable.

Las condiciones iniciales asociadas a uno de los puntos de estabilidad, para el pardmetro \(¢) son:
« \(0)=0.725 y A(0) = 0.050.

Por otra parte considerando (t) = ¢;\(t). Para un valor establecido ¢; = 1 en la construccién de
los diagramas de fase, las condiciones iniciales para 6(t) son:

« 6(0) = 0.000 y 6(0) = 0.725.

Las condiciones iniciales establecidas para el sistema de cadenas, permiten resolver de forma
numérica las ecuaciones de Euler - Lagrange (4.7) y (4.8)), con el fin de obtener la construccién
numérica de la funcién de prueba propuesta en la ecuacién (4.5)), los resultados se presentan en la

figura[d.2)(a).

Ademas, los valores establecidos para las constantes de interaccion lineal ¢ y no lineal (3, junto
con la construcciéon numérica de la funciéon de prueba, permiten la integraciéon numérica de las
ecuaciones (1)) y (4.2)), los resultados obtenidos se presentan en la figurag.2|(b).

Figura 4.2: (a) Modulo al cuadrado de la funcién de prueba |¢(z, t)|* con ¥,,q, = 1. (b) Integracién
numérica de las ecuaciones diferenciales (4.1)) y (4.2)) para cadenas con 8 =2, w,, =4y c=0.3.

(a) (b)

(1)

- b
4 j“

[}

1m0

La simulacién numérica del modulo al cuadrado de la funcién de prueba propuesta en la ecuacién
(4.5), describe un pulso estable y constante en el tiempo, con una amplitud maxima V¥,,,,, = 1,
figura (a). El resultado numérico de la integracion de las ecuaciones de acoplamiento (#.1) y (4.2),

TINFELD, E..ROWLANDS,G., Nonlinear waves, solitons and chaos.pag.147-148
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para la funcién de prueba (4.5) presentado en la figura (b), describe pulsos oscilatorios, constantes
y estables para cierto intervalo de tiempo.

Los resultados obtenidos en forma numérica, presentados en la figura [4.2(b), son estables para
cierto intervalo de tiempo. Bajo esta consideracion, se plantea la inquietud de establecer funciones
de prueba idénticas con pardmetros adicionales y variaciones en la amplitud del pulso, que permitan
ampliar los intervalos de tiempo para la observacion de la evolucion del sistema en un mayor rango
de estabilidad.

4.3. FUNCIONES DE PRUEBA IDENTICAS CON PARAMETROS ADICIONALES

La construccion de funciones de prueba idénticas, que permitan observar el comportamiento estable
del sistema, en un rango mayor de tiempo, se plantean para:

Uy (z,t) = Wy(x, t) =p(z,t).

Teniendo en cuenta la inclusion de pardmetros adicionales en la nueva funcién ¢(z,t), la funcién
de prueba se asume usando la suposicion general para la funcién de prueba propuesta para guias de
ondas no linealeﬂ de la siguiente manera:

o(x,t) = Ve Sech[z(t)] exp if(t) exp iwt. (4.10)
En este caso se incluye el pardmetro w multiplicado por el tiempo en un factor exponencial, y se

conservan los términos dependientes del tiempo A(t) y 6(¢). El Lagrangiano del sistema se obtiene
reemplazando la funcién ¢(x,t) en la ecuacién (4.3)) e integrando con respecto a :

LX\6,)6) = % (12>\(t)2(—3w31 +6c— 202 B+ 3w?
FA)? + 30(H) (2w + 0(1))) + (12 + 7r2)A(t)2). @.11)

El termino adicional presente en la funcién de prueba, se observa también en el Lagrangiano del
sistema. Ademads, el Lagrangiano depende nuevamente de los pardmetros A, # y de sus derivadas
temporales. De esta manera las ecuaciones de Euler-Lagrange para el sistema, deducidas a partir

de (4.11)), para los pardmetros \(t) y 6(t) son:

3(ANE)* + (12 4+ 7HA®)?) = 2M(2) (6A(t)(—3w?, + 6c — 2¥2, B + 3w?

+30(1) (2w + 0(1))) + (12 + T A(1)), (4.12)
(w+0()A(E) = AB)0(¢). (4.13)
De la ecuacion (4.13)) se obtiene O(t) = —w + 1 A(t), donde ¢; es a una constante de integracion.

Este resultado permite determinar una ecuacion diferencial para el parametro A(t), haciendo uso de
la ecuacion (4.12)), y considerando una amplitud maxima V,,,,, = 1:

8KOSEVICH Y.A.MANEVITCH L.I..SAVIN A.V.Energy transfer in coupled nonlinear phononic wavegui-
des.Journal of Physics: Conference Series 92 (2007)
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%@)(12 + A2 = (12 + THN(E) = —6A(1) (3w, — 6c+ 28 + (1 — 3A)A(1)?)  (4.14)

La ecuacién diferencial determinada para el pardmetro A(t), se analiza considerando diagramas
de fase, los cuales son ttiles para ilustrar el comportamiento de las soluciones de la ecuacion di-
ferencial, y determinar las condiciones en las cuales el sistema presenta mayor estabilidad. Estos
diagramas son presentados en la figura 4.3

Figura 4.3: Diagramas de Fase de la ecuacién diferencial para A\(¢). Las lineas de color correspon-
den a diferentes condiciones iniciales del sistema, las cuales se describen en la tabla. Los diagramas
se construyen considerando el pardmetro de no linealidad § = 2, factor de acoplamiento ¢ = 0.3 y
las constantes ¢c; = 1y w = 2.

| Alt) AT, Curva A(0) AMO)
" 4350 | 0.0000
~0.725 | 0.0500

— | -3.625 | - 0.0500

~4.350 | 0.0500

— | 22625 | 0.1000

- 1.700 | - 0.0500

1.775 | 0.0500

0.706 | 0.0003

—— | 2450 | -0.0500

— | 3.425 | -0.0500

Las trayectorias observadas en la figura son atraidas a un punto central en el cual la ecuacién
(.14) presenta mayor estabilidad, en esta situacion el sistema permanece estdtico o en equilibrio.
Se observa tambien, en el espacio de fase una serie de trayectorias cerradas y concéntricas en torno
a este punto, simétricas con respecto al eje A y que con el trascurrir del tiempo, se recorren en el
sentido de las manecillas del reloj, las cuales corresponden a soluciones periddicas ﬂ

Las condiciones iniciales, relacionadas con uno de los puntos de estabilidad en el diagrama de fase
para A(t) son:

« A(0) =0.706 y A(0) = 0.0005.

Considerando la ecuacion é(t) = —w + c1A(t), y los valores establecidos en la construccion del
diagrama de fase ¢; = 1 y w = 2, se determinan las condiciones iniciales para 6(t):

« 6(0) =0y 6(0) =-1.2939

CHOW TAI L.Classical Mechanics. pag.291
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Las condiciones iniciales determinadas para 6 y A, permiten solucionar en forma numérica las
ecuaciones diferenciales (4.12) y (#.13)), correspondientes a las ecuaciones de Euler-Lagrange para
A(t) y 0(t). Estas soluciones y el valor determinado para el pardmetro adicional w = 2, se incluyen
en la ecuacién (#.10)), para la construccién numérica de la funcion de prueba propuesta. El resultado
se presenta en la figura[4.4(a).

El sistema de cadenas oscilatorias no lineales acopladas, estd caracterizado por un factor de no
linealidad # = 2 y un factor de acoplamiento ¢ =0.3. La solucion numérica de las funciones de
prueba, para este sistema de cadenas acopladas, permite la integracion numérica de las ecuaciones

@.1) y @.2). Los resultados obtenidos se presentan en la figura4.4(b).

Figura 4.4: (a)Médulo al cuadrado de la funcion de prueba |o(x,t)|.(b)Integracion numérica de
las ecuaciones diferenciales para cadenas acopladas considerando funciones de prueba identicas,

con 3 = 2y factor de acoplamiento ¢ = 0.3.

(b)

o

"A

El modulo al cuadrado de la funcién de prueba se comporta como un pulso constante de amplitud
maxima V., = 1, figura a). La integracion numérica de las ecuaciones diferenciales del siste-
ma de cadenas, evoluciona en forma de pulsos oscilantes, restringidos a cierto intervalo temporal,
4.4(b). Por medio de la integracién numérica del sistema de cadenas acopladas, para funciones de
prueba iguales con el pardmetro adicional w, no se observa cambios significativos en el rango de
estabilidad del sistema.

De esta manera, las funciones de prueba idénticas asumidas, no admiten grandes intervalos de tiem-
po en los que el sistema se comporte de manera estable. Ademads, considerar funciones de prueba
iguales, restringe las observaciones del efecto de acoplamiento entre las cadenas. Estas limitacio-
nes, inducen a pensar en funciones de prueba asociadas a cada una de las cadenas, que presenten
caracteristicas diferentes a las consideradas para funciones de prueba idénticas, en cuanto a la am-
plitud del pulso y a los parametros dependientes del tiempo y que a su vez permitan establecer la
evolucion de los pulsos en intervalos con mayor rango de estabilidad.

4.4. FUNCIONES DE PRUEBA CON X CONSTANTE

Un aspecto importante que se incluye en las funciones de prueba idénticas, es la dependencia tem-
poral de el parametro )\, esta caracteristica es replanteada y se considera funciones de prueba aso-
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ciadas a cada una de las cadenas, en las cuales el pardmetro )\ es una constante por determinar para
el sistema establecido.

Las funciones de prueba se definen siguiendo el modelo propuesto para pulsos localizados en ca-
denas no lineales acopladaﬂ de la siguiente forma:

Uy(z,t) = WeeSech[Az]cosf(t)exp (—iA(t)),
Uy(z,t) = WpeeSech[Az]sin(t) exp (1A(t)). (4.15)

Aqui, ¥,,,, es lamaxima amplitud, el parametro 6(t) estd relacionado con la medida de distribucion
de energia entre las cadenas. En las funciones de prueba se incluye la fase A(¢) y la constante A
cuyo valor inverso se relaciona con el ancho del pulso, el cual se asume igual para ambas cadenas.

Reemplazando las funciones de prueba U, (x,t) y Wy(z,t) en la ecuacion (4.3) y después de la
integracion con respecto a x, se obtiene el Lagrangiano del sistema:

.. P2
LO,A0,A) = %(ZAQ—FHCCOSQA(& sin 20(t) — 6w?,

—36 — Bcos4b(t) + 6A(t)? + 60(1)%). (4.16)

El Lagrangiano del sistema (4.16)), presenta dependencia de los pardmetros 6(t) , A(t) y sus res-
pectivas derivadas temporales. A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.4)) de este sistema,
las ecuaciones de evolucién para A 'y € son:

2¢sin 2A(t) sin 20(t) + A(t) = 0, (4.17)

6¢ cos(2A(t)) cos 20(t) + W2

2 Bsindf(t) — 36(t) = 0. (4.18)
Asumiendo las condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales para los valores ¢ (0) = A(0) =
1,y 8(0) = A(0) = 0, se analiza la estabilidad del sistema caracterizado por la constante de no
linealidad /3 y el factor de acoplamiento ¢, variando las constantes A y W, incluidas en el pulso

inicial. Los diagramas de fase|''| para dos sistemas de cadenas se presenta en la figura

Los diagramas de fase (a) y (c), se construyen considerando un sistema de cadenas con factor de
no linealidad (3 = 2.35 y acoplamiento entre cadenas ¢ = 0.51. El sistema se comporta de forma
estable si el pulso presenta una amplitud méxima V,,,, = 0.20 y una constante A = 0.53. Bajo
estas condiciones, se puede observar que las soluciones de las ecuaciones diferenciales para  y A,
tienden a permanecer en estado de equilibrio y no divergen.

De manera similar los diagramas de fase (b) y (c), presentan soluciones estables representadas en
orbitas periddicas y cerradas, para un sistema de cadenas con 3 = 1.50 y acoplamiento ¢ = 0.80,
con pulsos de amplitud méxima V¥,,,,, = 0.10 y A = 0.50. Un rasgo importante encontrado en este
andlisis, esta relacionado con la amplitud del pulso, la cual debe ser de un orden menor que 1, para
lograr estabilidad del sistema.

1UKOSEVICH YU. A, MANEVITCH L.I,SAVIN A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum
dynamics.Phys. Rev. E 77,(2008)
""CHOW TAI L.Classical Mechanics. p4g.290-291
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Figura 4.5: Diagramas de fase de las ecuaciones diferenciales para 6(t) y A(t). (a) y (c) correspon-
den a cadenas acopladas con 3 = 2.35 y acoplamiento ¢ = 0.51, para pulsos con parimetros A =
0.53 y amplitud maxima ¥,,,, = 0.2. Las graficas b) y d), son referentes a cadenas con 5 =1.50y
acoplamiento ¢ = 0.80, con pulsos localizados de amplitud maxima V¥,,,, =0.10 y A = 0.50.

Las condiciones iniciales asumidas para cada uno de los sistemas y los valores de las constantes
para soluciones estables, se utilizan para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones de Euler
- Lagrange y (4.18). Las soluciones numéricas para 6 y A, permiten construir numerica-
mente las funciones de prueba ({#.15). Los resultados para un sistema de cadenas con 5 = 2.35y
acoplamiento entre cadenas ¢ = 0.51, para un pulso de amplitud méxima V¥,,,, = 0.2y A = 0.53, se
presentan en la figura 4.6

Los médulos al cuadrado de las funciones |U;(x,t)|? y |¥y(x, t)|?, mostrados en la figura se
presentan como pulsos oscilantes y periddicos, que evolucionan en el tiempo de manera estable. El
comportamiento alternante de las funciones de prueba estd relacionado con el pardmetro 6.

De forma similar se construye numéricamente las funciones de prueba para un sistema compuesto
por cadenas oscilatorias con 3 = 1.50 y acoplamiento ¢ = 0.80, para pulsos de amplitud maxima
Wnaz = 0.10 y A = 0.50. Los resultados se presentan en la figura[d.7]

Los médulos al cuadrado de las funciones |y (z,t)|* y |[¥s(x,t)|% en la figura |4.7| se presentan
nuevamente como pulsos oscilantes y periodicos, que evolucionan en el tiempo de manera estable.

La solucién de la integracion numérica de las ecuaciones diferenciales de acoplamiento, para cada
uno de los sistemas estudiados se muestra en la figura[4.§|
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Figura 4.6: Solucién numérica de mddulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la
cadena uno |U;(z,t)|? y a la cadena dos | ¥ (x, t)|?. Para un sistema de cadenas con 3 = 2.35, ¢ =
051, ¥4, =02y A =0.53.

|Ta(z, t)?

7fU.IB
0.0z

0.01
0.00

|LD1($'. f]|9

P
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Figura 4.7: Solucién numérica de mddulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la
cadena uno |U;(x,t)|? y a la cadena dos |¥y(x, t)|?, para un sistema de cadenas con 3 = 1.50, ¢ =
0.80, ¥4 =0.10 y A = 0.50.
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Los médulos al cuadrado de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, para la cadena uno
| U, (z,t)* y alacadena dos |Wy(z, t)|?, presentan un comportamiento oscilatorio y alternante entre
las cadenas. En la ﬁgura (a) y (b) corresponden a soluciones de un sistema de cadenas con [ =
2.35 y acoplamiento entre cadenas ¢ = 0.51, para un pulso de amplitud mixima V,,,, =0.2y A =
0.53. Por otra parte, (c) y (d), corresponden a soluciones de un sistema de cadenas oscilatorias con
(= 1.50 y acoplamiento ¢ = 0.80, para pulsos de amplitud maxima V,,,, = 0.10 y A = 0.50.
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Figura 4.8: Mdédulos al cuadrado de las soluciones numéricas de las ecuaciones diferenciales de
acoplamiento para la cadena uno |¥,(z,t)|? y a la cadena dos |¥s(z,t)|%.(a) y (b) corresponden a
un sistema de cadenas con 5 =2.35,¢c=0.51, ¥,,,, =02y A =0.53. (¢) y (d) corresponden a un
sistema de cadenas considerando 3 = 1.50, ¢ = 0.80, ¥,,,,, = 0.10 y A = 0.50.

a) . 1 .
Y | iz, ///\ | oz, t)[*
0.006 i ﬁ 0.006

0.004 0.004

0.002
0.000

Las soluciones numéricas de las ecuaciones de acoplamiento, se presentan como pulsos localizados
oscilantes, que logran permanecer estables durante mayor tiempo. El sistema muestra alta sensibi-
lidad a las condiciones iniciales y a los pardmetros propios de la cadena, en donde es de gran
importancia la forma asumida para el pulso de prueba. Las caracteristicas que presenta este sistema
llevan a considerar funciones de prueba en las que se incluyan parametros adicionales, con el fin de
establecer mayores rangos de estabilidad.

4.5. FUNCIONES DE PRUEBA PARA A CONSTANTE CON PARAMETROS ADICIONALES

Considerando los resultados obtenidos para funciones de prueba con A constante, se plantean las
siguientes funciones en las cuales se incluye el pardmetro w, las ecuaciones se formulan siguiendo
el modelo propuesto para pulsos localizados en cadenas no lineales acopladas :

Uy(z,t) = UpeeSech[Az]cosd(t) exp (—%A(t)) exp —iwt,

Uo(z,t) = \I!maxSech[)\x]sin@(t)exp(%A(t))exp—iwt. (4.19)

2KOSEVICH YU. A, MANEVITCH L.I,SAVIN A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum
dynamics.Phys. Rev. E 77,(2008)
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En las ecuaciones, ¥, es la amplitud maxima del pulso, §(¢) es un pardmetro asociado a la distri-
bucion de la energia entre las cadenas, A(t) es una fase y el parametro adicional w es relacionado
a través del término exponencial.

Las funciones de prueba (4.19) se reemplazan en la ecuacién (4.3) y después de la integracién con
respecto a = se obtiene el Lagrangiano del sistema:

2

L(A0,A0) = 67”; (12w cos 20(1) A(t) 4 BA(E)? + 2(—6wy, 4+ 2A* — 32 .. 3

+6w? — U2

max

B cos40(t) + 12¢ cos A(t) sin 20(t) + 69(t)2)) . (4.20)

A partir de (4.20)), las ecuaciones de Euler-Lagrange para A(t) y 6(t) son:
4sin20(t) (csin A(t) — wht) + A(t) = 0, (4.21)
6¢cos A(t) cos 20(t) + W2

2 a3sind0(t) — 3(wsin 20(t)A(t) + 6(t)) = 0. (4.22)
Asumiendo las condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales para los valores 6 (0) = A(0) =
1,y 0(0) = A(0) = 0, la estabilidad del sistema se estudia para variaciones de las constantes
y ¢, considerando el pulso inicial variable para valores asignados a las constantes A y W ,,,... Los
diagramas de fase, para dos sistemas de cadenas se presentan en la figurad.9]

Figura 4.9: Diagramas de fase de las ecuaciones diferenciales (.21) y #.22). a) y ¢) corresponden
a cadenas con 3 = 3.22 y acoplamiento ¢ = 0.6. b) y d) corresponde a cadenas con 3 = 2.62 y
acoplamiento ¢ = 0.42. Para pulsos con pardmetros A = 0.5, w =4 y amplitud maxima V,,,, = 0.3.
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En los diagramas de fase se observa las soluciones para 6 y A, estas son estables y no divergen
para las condiciones determinadasEl Las soluciones se encuentran asociadas a los valores caracte-
risticos del sistema y valores establecidos en los pulsos iniciales, principalmente en la amplitud del
pulso, la cual debe considerarse en un rango de valores menores que uno.

La estabilidad en este caso se relaciona con la capacidad del sistema para permanecer en un estado
ciclico o periddico, las variaciones de frecuencia y amplitud, son los aspectos mas relevantes para
mantener el sistema estable, durante periodos de tiempo més largo

Las condiciones iniciales asumidas para el sistemas y los valores de las constantes para soluciones
estables, se utilizan para resolver numéricamente el sistema de ecuaciones de Euler - Lagrange
@.21) y @.22). Para un pulso de amplitud maxima ¥ = 0.3 y A = 0.5, se presentan en la figura[d.10}

Figura 4.10: Mddulos al cuadrado de las funciones de prueba asociadas a la cadena uno | ¥ (x, t)|?
y a la cadena dos |Wy(z, t)|?, construidos numéricamente. a) y b) corresponden a cadenas con 3 =
3.22 y acoplamiento ¢ = 0.6, mientras que c) y d) a cadenas con (3 = 2.62 y acoplamiento ¢ = 0.42.
Para pulsos con pardmetros A = 0.5, w =4 y amplitud maxima V,,,, = 0.3.

[Wa(z, )|

Los médulos al cuadrado de las funciones de prueba |V, (z,t)|? y |¥s(x,t)|?, se presentan como
pulsos oscilantes y periddicos, que evolucionan en el tiempo de manera estable. El pardmetro 6

13CHOW TAI L.Classical Mechanics. pdg.289
14Tnfeld,E, Rowlands, G.Nonlinear waves, solitons and chaos. pég.144-145
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estd asociado al comportamiento alternante de las funciones de prueba y el pardmetro adicional w
controla con el ndmero de oscilaciones en un rango de tiempo para el pulso.

Los valores para las constantes introducidas al sistema por medio de las funciones de prueba V¥,,,,..,
w, A, y los valores determinados para los pardmetros propios del sistema de ecuaciones de acopla-
miento (3 y ¢, permiten observar el comportamiento numérico de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales (#.1) y (@.2)), considerando las funciones de prueba @.13) y @.19). La solucién de
la integracion numérica de las ecuaciones diferenciales de acoplamiento, se muestran en la figura

411

Figura 4.11: Integracién numérica de las ecuaciones diferenciales de acoplamiento (.1) y (4.2),
| U, |? para la cadena uno y |¥,|? para la segunda cadena. (a) y (c) corresponden a cadenas con (3 =
3.22, w,, = 4y acoplamiento ¢ = 0.6; (b) y (d) cadenas con (3 = 2.62, w,, = 4 y acoplamiento c =
0.42. Pulsos con pardmetros A = 0.5, w =4 y amplitud méxima V¥,,,, = 0.3.

La soluciéon numérica de las ecuaciones de acoplamiento para los dos sistemas considerados en la
figura d.T1] se presenta como pulsos estables de amplitud reducida. Los pulsos se alternan entre
cada una de las cadenas, formando paquetes oscilantes los cuales oscilan también con frecuencia
propia. El pardmetro w permite observar el sistema de forma estable para rangos de tiempo mas
amplios.

El andlisis del sistema, a través de funciones de prueba diferentes, en las cuales se considera el
pardmetro )\ constante y se agrega un pardmetro adicional w, permite observar, el efecto del aco-
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plamiento lineal entre cadenas no lineales, aplicando un pulso inicial sobre una de las dos cadenas,
mientras la otra cadena permanece inicialmente en reposo, figura[d.12]

Figura 4.12: Integracion numérica de las ecuaciones (4.1) y (4.2) para los pardmetros 5 = 2.62,
Wy, = 4y acoplamiento ¢ = 0.42. Pulso inicial con ¥,,,,, = 0.3, A = 0.5 y frecuencia w =4 en la
cadena uno; la cadena dos permanece inicialmente en reposo.

|Ta(z, t)]?

10 0

En la figura[d.12] se analiza la dindmica del sistema de dos cadenas no lineales acopladas lineal-
mente, bajo la excitaciéon de un soliton estacionario en una cadenﬁ mientras que la otra cadena
permanece inicialmente en reposo con condiciones iniciales W5 (0,2) = 0y W5(0,2) = 0. Como
resultado de la interaccion entre cadenas, la excitacion inicial localizada en una cadena comienza
a trasladarse periddicamente entre las cadenas acopladas, con pulsos localizados de menor energia
que en el caso de la excitacion inicial con solitones estacionarios en las dos cadenas, resultados que
fueron presentados en la figura[d.TT](b) y (c), en este caso las cadenas evolucionan en el tiempo de
forma oscilante alternando entre las cadenas.

El sistema de cadenas oscilatorias no lineales acopladas linealmente, muestra alta sensibilidad a
las condiciones iniciales y a los pardmetros propios de la cadena, en donde es de gran importancia
la forma asumida para el pulso de prueba. Las funciones de prueba, que incluyen el pardmetro w
presentan un sistema mas estable y no divergente, que permite observar la evolucion de los pulsos.

En este capitulo, se ha estudiado la dindmica del sistema compuesto por cadenas oscilatorias no
lineales, para diferentes funciones de prueba. Con la técnica variacional, basada en la inclusion de
parametros variables en las funciones de prueba se realizo el andlisis de la estabilidad del siste-
ma. En primer lugar, asumiendo funciones de prueba idénticas, se observo soluciones numéricas
estables restringidas a intervalos cortos de tiempo que no admite la observacion de efectos de aco-
plamiento entre las cadenas.

Para funciones de prueba diferentes, el efecto de acoplamiento entre cadenas se observa en la
integracién numérica de las ecuaciones diferenciales y (.2)). Asumir funciones de prueba con
A constante permite observar soluciones estables mediante las cuales se puede analizar la evolucién
del sistema clasicamente.

5Kosevich, Yu.A. Manevitch, L.I. Savin, A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum dynamics.
Physical Review E. 77, (2008)
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El sistema presenta mayor estabilidad, para cadenas no lineales acopladas, con las caracteristicas
descritas en la seccion 3.5, en donde se incluye un pardmetro adicional w a las funciones de prueba
con A constante.

En el siguiente capitulo, se estudia la dindmica clasica del sistema, haciendo uso de las condiciones
de estabilidad determinadas en este capitulo, mediante la formulacion adecuada de las funciones
de prueba. El estudio de la evolucion clasica del sistema, es posteriormente replanteado, para con-
siderar las condiciones que se deben imponer sobre el sistema, para que los efectos cuanticos sean
relevantes.
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5 CUANTIZACION MACROSCOPICA DE CADENAS OSCILATORIAS NO LINEALES
ACOPLADAS

En este capitulo se presenta la cuantizacién macroscopica del sistema compuesto por dos cadenas
oscilatorias no lineales acopladas. En la primera parte se realiza un acercamiento clasico, plan-
teando las ecuaciones que describen la dindmica del sistema, a través de una simulacién numérica
directa, el sistema es analizado planteando funciones de prueba. La formulacién de las funciones
de prueba se realiza teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el estudio de la estabilidad del
sistema presentado en el capitulo anterior.

Posteriormente por medio de la aproximacion semi clésica, se formula la segunda parte del estudio
de las cadenas oscilatorias no lineales acopladas, en la que se indaga la posibilidad de acercarse al
sistema desde un punto de vista cuantico. Para este proceso se estudia las caracteristicas y condi-
ciones que el sistema debe cumplir para reformular las ecuaciones dindmicas y plantear el sistema
cudnticamente. Finalmente en el sistema cuantizado se estudia el tunelamiento entre dos cadenas
oscilatorias no lineales.

5.1.  TRATAMIENTO CLASICO DEL PROBLEMA

Las ecuaciones que describen la dindmica de cadenas oscilatorias no lineales acopladas, se constru-
yen asignando funciones complejas W(x,t) a cada una de las cadenas, tal como se describi6 en la
seccion 1.1. Las ecuaciones diferenciales de acoplamiento establecidas para el sistema de cadenas
, se pueden escribir de la siguiente manera :

0?0, 9V,

1

2\ o2 T o2 +wp Uy | + 80Py = by, (5.1
1[0%Wy, 0%, ) )

2\ o2 + Ox2 T w,, Vo | + G [W]" ¥y = ¥y, (5.2)

donde w,,, es un pardmetro asociado a la dindmica de las cadenas, (3 es la constante relacionada con
la interaccién no lineal de las particulas presentes en cada una de las cadenas y c es la constante de
acoplamiento lineal entre cadenas.

5.1.1. Funciones de prueba. Las ecuaciones diferenciales de acoplamiento (5.1) y (5.2), que
describen la dindmica de cadenas no lineales, no tienen una solucién analitica general, el sistema
es analizado por medio de una simulacién numérica directa, empleando funciones de prueba. En el
capitulo 3, se presento el estudio de la dindmica del sistema, para analizar las condiciones sobre las
cuales este presenta mayor estabilidad, con estas consideraciones y siguiendo el modelo planteado
para guias de ondeﬂ no lineales se plantean las siguientes funciones de prueba, para el andlisis
clasico del sistema:

'Kosevich, Yu.A. Manevitch, L.I. Savin, A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum dyna-
mics.Physical Review E. 77, (2008)

ZKosevich, Yu. A. Manevitch , L.I. Savin, A.V. Energy transfer in coupled nonlinear phononic waveguides.Journal
of Physics: Conferense Series 92 (2007)
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Uy (z,t) = co:}}iF)Eifx_iu@t)] cos&exp[—%@], (5.3)
Uy (z,t) = coz}}?[))gi(glr_id?/]t)] Sin@GXp[%@], (5.4)

En las funciones de prueba y (5.4), w corresponde a la frecuencia del soliton, la constante
A cuyo valor inverso se relaciona con el ancho del pulso, se asume igual para ambas cadenas, y
el pardmetro constante V' estd relacionado con el movimiento del soliton. Por su parte, W, es
la amplitud méxima de la funcién de prueba, la cual segin los resultados obtenidos en el capitulo
anterior, debe restringirse para ordenes menores que 1, con el fin de garantizar estabilidad en el
sistema. Ademds, en las funciones de prueba se incluye la fase ®(¢) y el pardmetro 0(¢), el cual
estd relacionado con la medida de distribucion de energia entre las cadenas.

Por medio de las ecuaciones de acoplamiento (5.1)) y (5.2), y las funciones de prueba (5.3) y (5.4),
se determina las ecuaciones de evolucién para ®(t) y 6(t))

.3
¢ = —ﬁ\llfmm cos 20 + < cos ® cot 20, (5.5)
w w
. c .
0 = —sin®. (5.6)
2w

Las ecuaciones de evolucion (5.5) y @Mueden escribirse de manera equivalente para la fase @
y el parametro z, donde z = cos 20 y v/1 — 22 = sin 26, de la siguiente manera:

.9
b="2r S hsd, (5.7)
WK wa/1 — 22

i= —S1- 2sind. (5.8)

w

__ 2c,py2
Donde se asume x = %\Ifmax.

Por medio de métodos numéricos se solucionan las ecuaciones para ®(t) y z(t), con el fin de ana-
lizar el comportamiento numérico de las funciones de onda asociadas a la cadena uno |¥,(x,t)|?
y a la cadena dos |Wy(z,t)[% Las caracteristicas que presentan las funciones de prueba estédn rela-
cionadas directamente con las variaciones de el pardmetro ~ y la constante de acoplamiento lineal
entre cadenas c.

Las soluciones numéricas se construyen para los valores que permiten estabilidad clésica del siste-
ma, determinados en el capitulo 3. Para este caso se consideran funciones de prueba de amplitud
maxima V¥,,,, = 0.3 y frecuencia del soliton w = 4 para las dos cadenas. El factor de acoplamiento
entre las cadenas se establece en ¢ = 0.1 y se observan los resultados de variaciones del pardmetro
x < 1.La figura[5.1.1corresponde a x = 0.8 y la figura[5.1.1| corresponde a x = 1.

3Kosevich, Yu.A. Manevitch, L.I. Savin, A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum dyna-
mics.Physical Review E. 77, (2008)
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Figura 5.1: Médulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la cadena uno | ¥, (z,¢)|* y a
la cadena dos |¥y(z,t)|?, con frecuencia w = 4 en las dos cadenas y factor de acoplamiento ¢ =0.1
entre las cadenas. Con los pardmetros V' =0.1y k = 0.8.

Wy (a, )]

Para x =0.8, figura[5.1.1] se observan pulsos oscilatorios y que permanecen sin dispersién a medida
que evolucionan en el tiempo. El modulo al cuadrado de la funcion de onda asociado a la cadena uno
| W, (x,t)|* presenta mayor amplitud, que los pulsos correspondientes a la cadena dos |Wy(z, )|

Figura 5.2: Médulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la cadena uno | ¥ (x,t)|* y a
la cadena dos |¥y(z, t)|?, con frecuencia w = 4 en las dos cadenas y factor de acoplamiento ¢ =0.1
entre las cadenas. Con los pardmetro V' =0.1y x = 1.

Para k =1, figura[5.1.1} se observan pulsos oscilatorios que permanecen sin dispersion aparente, a
medida que transcurre el tiempo. Los periodos de oscilacion para este caso corresponden a tiempos
mas grandes que en el caso de x =0.8.

Para el andlisis de las funciones de prueba considerando variaciones del parametro x > 1, se plantea
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Figura 5.3: Médulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la cadena uno |, (z,t)|? y
a la cadena dos |Wy(z,t)|?, con frecuencia w = 2 en las dos cadenas y el pardmetro V' =0.1. El
factor de acoplamiento entre las cadenas se fija para ¢ =0.2 y el parametro xk = 2.

la solucién numérica de las ecuaciones de evolucién para ®(t) y z(t), considerando nuevamente
los pardmetros de estabilidad determinados en el capitulo 3. Las funciones de prueba se establecen
para una amplitud maxima V,,,, = 0.3 y frecuencia del soliton w = 4 para las dos cadenas. El
factor de acoplamiento entre las cadenas se establece en ¢ = 0.2 y se observan los resultados de
variaciones del pardmetro x =. La figura[5.1.1]corresponde a x = 2 y la figura[5.1.1| corresponde a
Kk = 10.

Figura 5.4: Médulos al cuadrado de las funciones de onda asociadas a la cadena uno |y (z,t)[? y
a la cadena dos |Wy(x,t)|?, con frecuencia w = 4 en las dos cadenas y el pardmetro V' =0.1. El
factor de acoplamiento entre las cadenas se considera para ¢ =0.2 y el pardmetro x = 10.

-

Para valores de x > 1 se observa en las figuras y pulsos oscilantes que evolucionan
50



sin dispersion en el tiempo. Los pulsos oscilan de manera alternante entre cadenas, pasando entre
valores méximos y minimos de amplitud, el aumento en el valor de la constante de acoplamiento
del sistema se ve reflejado en un mayor nimero de oscilaciones en intervalos de tiempo mds cortos.

Las variaciones del parametro x, afectan directamente la solucién numérica de las funciones de
prueba, los resultados pueden variar significativamente dependiendo del rango en el cual este
parametro se encuentre, por lo tanto el pardmetro x junto con las ecuaciones de evolucion para
®(t) y z(t), son de gran importancia para el andlisis de la aproximacion clésica del sistema de
cadenas oscilatorias no lineales acopladas.

5.1.2.  Aproximacion Clasica. Considerando que z(t) corresponde a la posicién y ®(t) corres-
ponde a el momento conjugado canonico del sistema de dos cadenas oscilatorias no lineales aco-
pladas, la descripcidn clésica se realiza por medio del planteamiento del Hamiltoniano efectivo del
sistema, en términos de las variables canonicas conjugadas z y ®, por medio de las ecuaciones de
movimiento se tiene [}

. OH,.
O = __ff, (5.9)

0z

aHeff
= 5.10
a@ 9 ( )

el Hamiltoniano efectivo corresponde a:

Heff———z +— vl—z2cos® (5.11)

Considerando Z = 0 en la ecuacién de evolucién para la posicién (5.8), se obtiene las condiciones
asintéticas z £ 1 y las condiciones de equilibrio ® = n7 (en donde n es un entero), para el sistema
de dos cadenas no lineales acopladas.

El interés se centra en los valores del Hamiltoniano efectivo, para los estados de equilibrio. Con el
objetivo de preservar la conexion con la energia potencial en el sentido habitual que imponen que,
en los puntos de equilibrio, esta energia potencial se encuentra en un extremoﬂ

Se reemplaza en (5.11]), los valores de las condiciones asintdticas z = 1 y las condiciones de
equilibrio para ® = 0, para determinar:

Hypp = ——. (5.12)
WK

Aqui, la energia potencial depende del parametro «, la constante de acoplamiento c y la frecuencia
del soliton w. Las posibles trayectorias estables cldsicamente se determinan igualando la energia
potencial del sistema dada por (5.12)), con el Hamiltoniano efectivo (5.11)), esto conduce a la si-
guiente relacion:

4Kosevich, Yu.A. Manevitch, L.I. Savin, A.V. Classical counterpart of macroscopic tunneling quantum dyna-
mics.Physical Review E. 77, (2008)
SPomeau, Y. Le Berre, M. Optical solitons as quantum objects. Seccién IIT
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(kcos®)? + 22 =1 (5.13)

Las posibles trayectorias cldsicas estables para el sistema se presentan en la figura[5.1.2] construidas
numéricamente por medio de la solucién de las ecuaciones de evolucién (5.7) y (5.8), las cuales
cumplen ademds, con la condicién establecida en (5.13).

Figura 5.5: Posibles trayectorias clésicas estables. La grafica que muestra la relacion de las funcio-
nes z(t) y ®(t), las cuales se obtienen de la solucién numérica de las ecuaciones de evolucion (5.7)
y @ Las lineas 1-8 corresponden, respectivamente a los valores de x = 0.5, 0.8, 0.95, 1, 1.05,
1.25, 2, 10.

H
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En la figura[5.1.2] las trayectorias para valores de ~ > 1 corresponden a soluciones posibles, que
siguen una trayectoria cldsica, mientras que las soluciones para x < 1 no estdn unidas por una
trayectoria cldsica permitida.

El Hamiltoniano efectivo se construye numéricamente haciendo uso de la ecuacién (5.11) y las
ecuaciones de evolucién para @ y z, los resultados se presentan en la figura junto con las
respectivas trayectorias clasicas para diferentes valores de «.

En las figuras[5.1.2)a) y [5.1.2b), el Hamiltoniano efectivo se construye para valores de x menores
que uno, aqui el soliton no cuenta con suficiente energia para crear una trayectoria que sobrepase
el potencial y encuentre puntos de conexion.
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Figura 5.6: Hamiltoniano efectivo cldsico con posibles trayectorias para diferentes ~. En la figura
(a) k =0.5, en la figura (b)x = 0.8, tanto en la figura (a) como en la figura (b) se muestra la
imposibilidad de tunelamiento. En la figura (c) para k= 1y en las figura (d) para k=2 se observa
una trayectoria que posibilita sobrepasar la barrera de potencial del Hamiltoniano.

Por el contrario, para valores de x > 1, figura[5.1.2(c) y [5.1.2]d), se observa la conexi6n clasica
establecida para las trayectorias solucion del sistema.

Considerando los puntos que no permiten curvas cldsicas de conexion entre posibles soluciones, se
plantea la inquietud de analizar el tunelamiento cudntico en estas regiones prohibidas clasicamente,
para el sistema compuesto por dos cadenas oscilatorias no lineales acopladas. Usando los conceptos
de mecdnica cudntica para medios no lineales, descritos en el capitulo 2, se plantea un enfoque
cudntico del sistema en la siguiente seccion, por medio de la aproximacién semi cldsica, con el fin
de analizar fenémenos cudnticos como tunelamiento.
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5.2. CUANTIZACION SEMI-CLASICA DE CADENAS NO LINEALES ACOPLADAS

Para el estudio del sistema a nivel cudntico, se hace uso de la aproximacién semi cldsica, en el
limite WKB, basandose en los conceptos de mecdnica cudntica en medios no lineales descritos en
el capitulo 2.

Las ecuaciones Euclidianas de movimiento son encontradas multiplicando el momento conjugado
® por 7, seccidén 2.5. El Hamiltoniano Euclidiano se obtiene desde su forma clésica (5.11), a través
del cambio cos ® por cosi® = cosh ®. Con esta transformacién el Hamiltoniano Euclidiano esta
descrito por:

Hp = —izerE\/l—Z?Cosh(I). (5.14)
Wk w

La dindmica semi-clasica es dirigida por un nuevo conjunto de ecuaciones Euclidianas. Las ecua-
ciones de Hamilton para las variables conjugadas (z,®) se deducen del Hamiltoniano Euclidiano
(5.14), mediante las ecuaciones de movimiento[}

. OH
d=—"E (5.15)
0z
OHg
2 = . 5.16
=0 (5.16)
El nuevo conjunto de ecuaciones para la posicién y el momento conjugado candnico son:
= S\/1= 2ginh &, (5.17)
w
. 2c c z
d=——2z+4+——cosh®. (5.18)

WK wa/1 — 22

Para la exploracion de soluciones solitonicas, se debe analizar el comportamiento de las ecuaciones

(5.17) y (5.18)), cuando estas son independientes del tiempdf'}

0=Sv1=22sinh @

w

2
0=—-2.4+5_ %2 osho. (5.19)

WK w1 — 22
Del sistema de ecuaciones (5.19) se obtiene las condiciones asintdticas para z:

Zasint = £1/1 = (gf (5.20)

®CHOW TAI L. Classical Mechanics. Seccion 5.2
"Pomeau, Y. Le Berre, M. Optical solitons as quantum objects. Seccion IV
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Las condiciones asintéticas para z, ecuacion (5.20), son validas para valores de:
kK — 0,

esta condicion es impuesta al sistema para la exploracion de las posibles trayectorias para los soli-
tones en la aproximacion semi-clasica.

Las trayectorias estables, en la aproximacion semi- cldsica se establecen, considerando el Hamil-
toniano Euclidiano (5.14)), para la condicién asintética z = 1 cuando x — 0, y la condicién de
equilibrio ® = 0:

Hgasint = _i (5.21)

Igualando las ecuaciones (5.21) y (5.14), se tiene:

—L =224+ &1 —22cosh®

wK WK

De la anterior expresion se obtiene la condicién impuesta sobre las trayectorias posibles a nivel
cuantico:

(kcosh®)? + (2)* = 1. (5.22)

Las trayectorias estables en la aproximacion semi- cldsica para el sistema, se presentan en la figura
[5.2] construidas numéricamente por medio de la solucién de las ecuaciones de evolucién Euclidia-
nas para la posicion (5.17) y el momento (5.18) candnico conjugado. Estas trayectorias cumplen
ademas, con la condicion establecida en , validas para valores de k — 0.

Por medio del proceso de cuantizacidn del sistema, las trayectorias que no presentaban conexion
clasica pueden enlazarse en el régimen cudntico. Las trayectorias cudnticas permitidas, lineas 1-6
en la figura[5.2] muestran la posibilidad de tunelamiento cudntico de solitones entre las dos cadenas
no lineales acopladas.

El Hamiltoniano Euclidiano se construye numéricamente haciendo uso de la ecuacion (5.14) y las
nuevas ecuaciones de evolucion para @ y z, los resultados se presentan en la figura junto con
las respectivas trayectorias en el nivel cudntico para diferentes valores de , que cumplen con la
restriccion k — 0.

En las figuras [5.8(a), [5.8(b)[5.8](c) y [5.8(d), el Hamiltoniano Euclidiano se construye para valores
de x menores que uno.

A nivel cudntico, el soliton cuenta con suficiente energia para crear una trayectoria que recorre
el potencial y encuentra puntos de conexion. Estas trayectorias corresponden a trayectorias no
permitidas clasicamente, las cuales pueden recorrerse en una aproximacion cudntica.

Con el fin de determinar la accion Euclidiana asociada a el tunelamiento, en el limite semi-clasico,
se tiene en cuenta, como en el caso de una particula en un pozo doble de potencial, que calcular la
probabilidad de tunelar a través de la region prohibida cldsicamente, para el soliton, corresponde
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Figura 5.7: Representacion numérica z(t) Vs ®(t), resultado de la solucién numérica de las ecua-
ciones para posibles trayectorias con diferentes valores de . Las lineas 1-6 corresponden, respec-
tivamente a los valores de x = 0.8, 0.6, 0.5, 0.4, 0.3, 0.2.

vala |
e

a calcular la probabilidad de transicion para tunelar a través de la region permitida semi - clasica-
mente en la integral de camino Euclidiana, como se establecio en la seccion 2.5, por medio de la
formulacién de la acciéntt

qlts]
Sp = / pdg, (5.23)
q[0]

donde p hace referencia al momento conjugado y ¢ la posicion, los limites ¢[0] y ¢[tf] son los
puntos limites cldsicos definidos por el potencial. Para desarrollar la integracion dada por la accion,
€s necesario escoger un conveniente camino de integracion, en el plano Euclidiano.

La accién Euclidiana a lo largo de la trayectoria semi- cldsica dada por (5.23), se escribe para el
sistema de cadenas oscilatorias no lineales de la siguiente manera:

2[ts]
Sy = / Bz, (5.24)
=10

8Pomeau, Y. Le Berre, M. Optical solitons as quantum objects. Seccion IV A.
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Figura 5.8: Hamiltoniano Euclidiano con posibles trayectorias para diferentes . En la figura (a) se
muestra el Hamiltoniano cuantizado con la trayectoria para x = 0,2, en la figura (b) se muestra el
Hamiltoniano y trayectoria para x = 0,5, en la figura (c) se muestra el Hamiltoniano y la trayectoria
para k = 0,6 y en la figura (d) el Hamiltoniano y la trayectoria se grafica para x = 0,8.

haciendo uso de la ecuacién de evolucién Euclidiana para la posicién z, dada por la ecuacién (5.16),
se obtiene:

dz = £y/1 — 22 sinh ®dt.

Con este resultado, la accién Euclidiana (5.24)), toma la forma:

1
Sy =< / & sinh &v/1 — 22dt, (5.25)
-1

w
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Se busca analizar la ecuacién (5.25), en el limite k — 0, el cual corresponde a la condicién
impuesta sobre el sistema, para la aproximacion semi- clésica.

Utilizando la ecuacién se puede determinar ¢ en términos de z:

® = cosh ™! (¥=2)

K

La accion Euclidiana, finalmente, esta descrita por:

cosh ™' (~—"-)dz. (5.26)

! V1—22
Sgp =
-1 K
El término contenido en la integral puede reescribirse teniendo en cuenta el proceso, descrito en el

Anexo B, para determinan la solucion analitica de la accién Euclidiana. Mediante este proceso se
obtiene:

1
K

Considerando el siguiente resultado:

fjl In(2v1 — 22)dz = =2 + In 16.

La accion Euclidiana asociada a tunelamiento en el limite kK — 0, es:

Sy = —2In - (5.28)

Ke

Donde parametro x. = 4/e.

El resultado numérico de la integracion de la accién Euclidiana (5.26) se presenta en la figura
junto con la grafica numérica de la accién Euclidiana determinada para (5.28]). La accién Euclidia-
na, dada por (5.26) y (5.28), se presenta como funcién del inverso del pardmetro «.

La linea roja en la figura[5.2]corresponde a la integracién numérica de la accion dada por la ecuacién
(5.26)), por su parte la linea azul en la figura [5.2| corresponde a la accién Euclidiana graficada para
la ecuacion (5.28), para distintos valores del inverso del pardmetro «.

En la figura[5.2] comparando los resultados para la accién (5.28)), calculada de forma analitica y la
accion determinada por medio de integracion numérica, se observa que las graficas se ajustan
mejor para valores de kK — 0, la cual corresponde a la condicién impuesta sobre el sistema, para
la aproximacién semi-clésica.

La accién Euclidiana asociada a tunelamiento, obedece la ecuacion (5.28)), para los casos conside-
rados de funciones de prueba, definidos para el sistema de cadenas oscilatorias no lineales en el
capitulo 3, los cuales garantizan la estabilidad clésica del sistema. En el proceso de aproximacién
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Figura 5.9: Sg/2 versus inverso del parametro ~. Linea roja corresponde a grafica numérica de
[5.26] 1a linea azul corresponde a la grafica numérica de [5.28|

SE/JQ
8
.-'"’"."

6F

4t

21

1 2 3 4
In(L)

semi clasica en el limite WKB, el factor importante, para ser considerado es la tendencia a cero
del parametro k, esta condicion, ademds de las restricciones sobre las posibles trayectorias semi
clasicas (5.22)), permiten la formulacién de la accion Euclidiana. También se ha observado en los
resultados numéricos de la accién Euclidiana, el importante papel de las variables conjugadas z y
®, en la dinamica del sistema.
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6 CONCLUSIONES

El sistema de dos cadenas oscilatorias no lineales acopladas, presenta gran sensibilidad a las con-
diciones iniciales y a las caracteristicas propias del sistema, en el capitulo 3, se ha estudiado la
dindmica del sistema, para diferentes funciones de prueba. Con la técnica variacional, basada en la
inclusion de parametros variables en las funciones de prueba se realizo el analisis de la estabilidad
del sistema. De los resultados obtenidos se puede concluir:

» Asumiendo funciones de prueba idénticas, se observo soluciones numéricas estables restringidas
a intervalos cortos de tiempo, esta caracteristica estd ligada a la sensibilidad del sistema a las condi-
ciones iniciales y a los valores caracteristicos de las ecuaciones que rigen la dindmica del sistema.
Por otra parte, las funciones iguales no permiten la observacion de los efectos de acoplamiento
entre las cadenas.

» Para funciones de prueba diferentes, el efecto de acoplamiento entre cadenas se observa en la
integracion numérica de las ecuaciones diferenciales (4.1) y (4.2). Asumir funciones de prueba con
A constante permite observar soluciones estables y definidas en grandes intervalos de tiempo, los
valores de los parametros propios del sistema como la constante de acoplamiento entre las cadenas
y el factor de no linealidad, juegan un importante papel en la estabilidad del sistema.

* Un aspecto importante para considerar, en el estudio de la evolucion del sistema, es la inclusion
de pulsos de prueba con A constante, para pulsos iniciales con amplitud en un orden menor que
uno.

* En el estudio de la dindmica del sistema para solitones en cadenas no lineales acopladas, mediante
los resultados obtenidos, se puede observar mayor estabilidad si se considera funciones de prueba
diferentes, que incluyan frecuencia adicional a la fase, tal como las consideradas en (4.19)), con
pulsos en un limite de pequefias amplitudes, para cadenas caracterizadas en la seccién 3.5.

La segunda parte del trabajo, relacionada con la cuantizacion macroscopica del sistema, a través de
la aproximacion semi- clasica, desarrollado en el capitulo 4, se puede concluir:

* El andlisis clasico, realizado considerando funciones de prueba estables determinadas en el
capitulo 3, permite la formulacion de las ecuaciones de evolucion de la posicion y momento con-
jugado canénico del sistema, los cuales estdn caracterizados por el pardmetro w, la constante de
acoplamiento entre cadenas ¢ y un nuevo pardmetro s, este ultimo permite observar diferentes
comportamientos en la evolucion del sistema.

* En la aproximacion clasica, las soluciones estables para valores de x > 1, presentan trayectorias
de conexidn cldsica, mientras que las soluciones estables para valores de x < 1 corresponden a
trayectorias no conectadas cldsicamente.

* Las trayectorias prohibidas cldsicamente, encuentran conexion a nivel cudntico en el limite cuan-
do kK — 0, siguiendo las condiciones establecidas (5.22)), para la dindmica Euclidiana.

* La accion Euclidiana asociada a tunelamiento, obedece la ecuacion (5.28]), para los casos consi-
derados de funciones de prueba. También se ha observado en los resultados numéricos de la accion
Euclidiana, el importante papel de las variables conjugadas z y ®, en la dindmica del sistema.
De esta manera, los efectos de tunelamiento de solitones entre dos cadenas no lineales acopladas,
pueden afectar el sistema para el limite donde el pardmetro x — 0.
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7 RECOMENDACIONES

* Analizar el sistema de ecuaciones diferenciales propuesto para dos cadenas oscilatorias no linea-
les acopladas, considerando la dindmica cadtica del sistema.

* Para calcular la verdadera trasmision para el soliton en dos fibras Opticas acopladas, se tiene
que multiplicar la accién sin dimensiones Sy por un apropiado coeficiente s(*) que depende de las
propiedades de las fibras, esto da finalmente la accién fisica S%hys — 5098 en dimensiones de £,
este proceso esta descrito en el trabajo realizado por Martine Le Berre, para solitones opticos como
objetos cudnticos. Se plantea la posibilidad de determinar el coeficiente de trasmision entre dos
cadenas no lineales acopladas, determinando las propiedades de las cadenas.

* Mediante la caracterizacion del sistema y con el coeficiente de trasmision, es posible determinar
el limite entre el régimen cudntico y el régimen semi-clasico, para fibras Opticas de nucleo de
silica, trabajo desarrollado por Martine Le Berre, en el estudio de solitones opticos como objetos
cudnticos. Se sugiere nuevamente un estudio de dos cadenas oscilatorias no lineales acopladas en
las que se pueda establecer este limite.

* Se propone estimar la longitud tipica necesaria, para que un soliton pueda tunelar de una cadena a
la otra. Tal como el desarrollo propuesto para fibras Opticas, en el trabajo de solitones como objetos
cuanticos.
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A. Derivada Funcional ANEXOS

Los funcionales asignan un nimero real a cada funcién de una clase bien definida. Definiendo el
conjunto A de funciones. El funcional S asigna a cada miembro f € A, un numero real definido

por S(f).

S:A— R

Por ejemplo, definiendo F'(y) = fol y(z)*dz. Luego Fly = 2] = 4,y Fly = sinmz] = 3.

La derivada funcional es una generalizacion de la derivada usual que se presenta en el cdlculo de
variaciones. En una derivada funcional, en lugar de diferenciar una funcién con respecto a una
variable, se diferencia una funcional con respecto a una funcion.

La derivada funcional en términos de un limite que involucra la delta de Dirac 9, se define por:

OF[U(x)]

_ iy | 1Y (@) +ed(z —y)] — FP(2)]
oW(y) =0

€

(AD)

Aplicando la definicion (A1), se pueden considerar los siguientes casos especificos de derivadas
funcionales.

* Funcional de la forma F' = ffooo U(z)dz:

OF o0
W:/_mé(a:—y)dle.

« Funcional de la forma F' = [ [ W?(x)dz]:

A 2 )
SU(y) A, [/_m(w(x)d(w —y) + €8 (x — y))dx| = 2¥(y).

* Funcional de la forma F = [ _|¥(x) |* d, derivada con respecto a W(y):

OF o

oV(y) 0¥(y)

—00

/ h \Il(x)\ll*(x)dx]

= lim

e—0

/_OO (0(x —y)U*(x)dx

o0

= U*(y).

* Funcional de la forma F = [ _|¥(x) |* d, derivada con respecto a U*(y):
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OF o

oU*(y)  dV(y)

= lim
e—0

o0

/ h \If(x)‘ll*(x)dx]

| e = puiayis| = viy)

—00

* Funcional de la forma F' = [ > ¥a) odx

—oco Oz

oF 1 © 9
SU(y) e [/_oo 5 Y (@) +€b(z —y)]gdr —
/_Z g_j¢dm = /_Z %[5(5” —y)pdr = —¢'(y).

* De forma similar se establecen las siguientes derivadas funcionales:

2

5\11(1,10 [/Z ‘Na(i’t) da] = _%'
s ][] e - -T2
N(Ztﬂ/_i‘%%ﬂ__%
M[/_Z'wgz,t) de]:_%_

De esta manera el Lagrangiano del sistema de cadenas oscilatorias no lineales, corresponde a una
funcional descrita por:

2
— w2 [Ty

2 190,
ot

ot ox

. oo v 2 T, |? v
L(\Pla\IJQ)\Ill’\I[Q) — / (‘a ! ’a ! +‘aax2

—w2 | W2 = BT * + [Wa]*) + 2¢(T, W5 + %mf)) de.
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Derivando funcionalmente el Lagrangiano, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales, que
describen la dindmica del sistema.

Derivando funcionalmente el Lagrangiano con respecto a W7, se obtiene las ecuaciones diferencia-
les de acoplamiento asociadas a la cadena uno:

1 (0%, +82\I/1
2\ 0t? 0x?

+ W?n‘I’1> + 4 ’@1‘2 U = cVy, (A2)

La ecuacion diferencial de acoplamiento asociada a la cadena dos, se obtiene derivando funcional-
mente el Lagrangiamo con respecto a W3:

1 82\I/2+82\112
2\ ot? Ox?

+w72n\1’2> + BT, Uy = ;. (A3)

Las ecuaciones diferenciales de acoplamiento conjugadas asociadas a la cadena uno y dos, se ob-
tienen diferenciando funcionalmente el Lagrangiano (A11), con respecto a las funciones W, y a W,
respectivamente:

1 (02\11; o2
2

BrE) + o2 +wg1\lli> + 4 |\If’{|2\111 = V3. (A4)

10205 9
= +
2\ ot? 0x?

+ ww;) + B WP S = Wt (A5)

Mediante el concepto de derivada funcional, se puede formular las ecuaciones diferenciales que
describan la evolucion del sistema, a partir del Lagrangiano del sistema. O como en el caso de las
ecuaciones diferenciales para el sistema de dos cadenas oscilatorias no lineales acopladas, estable-
cer el Lagrangiano, por medio de las ecuaciones diferenciales del sistema.
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B. Formulacion analitica de la Accién Euclidiana

En la accion Euclidiana descrita por:

Zf / _ 2
SE:/ coshfl(l)dz, (B1)

i B
El término contenido en la integral puede reescribirse teniendo en cuenta el siguiente proceso:
x = coshy
2r =¢eY 4 e,
multiplicando la anterior ecuacion por el término e¥ se obtiene:
(e¥)? — 2xe¥ +1 =0,

solucionando la ecuacion cuadratica y simplificando términos se obtiene:

eV =x+ a2 -1,

Por lo tanto:

COSh_l(—Vl_Zg) :ln(\/l - \/1 — 22 _/{2).

K K

(B2)

Considerando que 1+ 2 ~ 1 + %x para x < 1y escribiendo el término /1 — 22 + k2 de la
siguiente manera:

\/1—22—%@2%\/1—22,/1—%,

para valores de K < 1:

2 2 _ 2 _ _ K
V1—22 —k2x+V1—2 AT
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reemplazando este resultado en la ecuacion [B2}

() = In(5t).

K

cosh™!

Con este resultado la accion Euclidiana tiene la forma:

1
K
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