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(Prefacio

A partir del proyecto de investigacion “Resoluciéon de Problemas: un me-
dio para la formacién matematica”, aprobado mediante el Acuerdo 090 de
noviembre 20 de 2014 de la Vicerrectoria de Investigaciones, Posgrados y
Relaciones Internacionales de la Universidad de Narifio (VIPRI), en el ano
2016 se realizé la Primera Olimpiada Regional de Matematicas de la Uni-
versidad de Narino (1" ORM-UDENAR), certamen donde estudiantes de
diferentes instituciones educativas de la regién de influencia de la Univer-
sidad de Narino, encontrarian un ambiente de sana competencia y a través
del cual tendrian la oportunidad de aprender y practicar sus conocimientos
matematicos.

Como preparaciéon para este evento en el XIII Coloquio Regional de Ma-
tematicas, organizado por el Departamento de Matematicas y Estadistica
de la Universidad de Narino, el grupo de investigacion Algebra, Teoria de
Ntimeros y Aplicaciones: ERM (ALTENUA) realizé una capacitaciéon en
resolucion de problemas y olimpiadas matematicas con la participacion de
dos invitados internacionales y dos invitados nacionales expertos en el area.
Es asi como contamos con el Dr. Luis Fernando Céaceres Duque, quien dicté
el curso “Potencia y cuadrilateros ciclicos” dejando claro la importancia de
este tema para participantes en las diferentes olimpiadas. El Dr. Caceres
es matematico de la Universidad Javeriana, Doctor en Matematicas de la



x Prefacio

Universidad de Iowa, Profesor de la Universidad de Puerto Rico, Recinto
Mayagiiez, fundador y director de los proyectos: Olimpiadas Matematicas
de Puerto Rico (OMPR) y Alianza para el Fortalecimiento del Aprendizaje
de las Mateméticas (AFAMaC) y entrenador de los equipos participantes
de Puerto Rico en olimpiadas matematicas internacionales. Adicionalmen-
te, en el ano 2016, fue galardonado con el Premio Paul Erdos, otorgado
por la Federacion Mundial de Competencias Nacionales de Matematicas
(WENMC). Esta distincion reconoce, ademas del desarrollo de las olim-
piadas matematicas en Puerto Rico, el apoyo que el Dr. Caceres ha dado a
otros paises de la region para fomentar el estudio de esta materia a través
de las competencias. Por supuesto, contar con el apoyo de un cientifico con
tan amplia trayectoria, fue una gran motivacién para nuestras nacientes
olimpiadas.

El nivel de exigencia en el cursillo presentado por el Dr. Caceres durante el
coloquio, evidencio no solo que era un tema poco conocido por los estudian-
tes de la Licenciatura en Matematicas y los profesores de nuestra region,
sino ademas su importancia en olimpiadas matematicas internacionales y a
nivel universitario. Esta fue una motivacion, para formular posteriormente
el proyecto de investigacion “Resolucién de problemas: Olimpiadas Univer-
sitarias de Matematicas UDENAR” aprobado con el Acuerdo 192 del 1 de
noviembre de 2016 emanado de la VIPRI. De esta manera, nos planteamos
la necesidad de realizar estudios y posteriores capacitaciones sobre cua-
drilateros ciclicos a los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de
la Universidad de Narino, integrantes del Seminario de Resolucién de Pro-
blemas interesados en participar en olimpiadas universitarias. Ante esto,
decidimos desarrollar un trabajo de grado relacionado con el tema y como
era natural solicitamos la colaboracién en la asesoria al Dr. Caceres como
experto en el topico. En esta tesis se realizé una recopilacion tedrica de teo-
remas y propiedades que ayudan a caracterizar a los cuadrilateros ciclicos,
y ademas se resalté la importancia de estos en olimpiadas matematicas por
medio de la resolucién de problemas propuestos en ellas.

Dado que uno de los objetivos del proyecto relacionado con olimpiadas
universitarias, citado anteriormente, es “Estudiar y difundir estrategias de
resolucion de problemas en estudiantes de pregrado de carreras de ciencias
e ingenierias en la Universidad de Narino”, una de las metas del desarro-
llo de esta tesis fue la creacion de un texto con el cual se transmitieran
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los conocimientos adquiridos sobre cuadrilateros ciclicos entre la comuni-
dad académica de nuestra institucion. Para nuestro agrado y gracias a la
dedicacién y disciplina de sus autoras y asesores, el trabajo de grado reci-
bié la méaxima calificacion por parte de los jurados evaluadores, resultado
que la distingue como “Laureada” y que confirma la necesidad de reali-
zar su difusion; razon por la cual decidimos escribir este libro. Se resalta
que la solucién de problemas relacionados con cuadrilateros ciclicos, permi-
ten abordar temas como angulos inscritos, angulos centrales, semejanza de
triangulos, la ley del seno, la ley del coseno, entre otros conceptos geométri-
cos que son olvidados frecuentemente por su falta de practica. Por lo cual
problemas que envuelven a los cuadrilateros ciclicos pueden llevar al lector
a retomar estos y otros conceptos geométricos.

Catalina M. Rua y John H. Castillo
Comité Organizador ORM-UDENAR
San Juan de Pasto, septiembre de 2018.
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(Introduccién

Una buena oportunidad para poner a prueba los conocimientos, creativi-
dad, inventiva y estrategias de solucion de problemas en el area de ma-
tematicas son las olimpiadas matematicas. En general estos certamenes se
realizan tanto para motivar en los estudiantes el gusto por las matemati-
cas al presentar problemas que no son habituales en el aula de clase, como
para identificar estudiantes que sobresalen en esta area e incluso falencias
en ella, ver De la Pena, Pineda, Céceres, Di Prisco, y Solotar (2014).

La primera competencia de matematicas se realiz6 en Hungria en 1894 y fue
impulsada por el barén Roland von Eo6tvos, cuando €l era ministro de Edu-
cacién de Hungria. Por tal motivo, la Sociedad Hungara de Matematicas y
Fisica le dio a este certamen el nombre “Competencia Eotvés” hoy cono-
cida como la “Competencia Kiirschak”. Los problemas que debian resolver
los estudiantes en su saléon de clase, cuando se encontraban realizando la
prueba, eran problemas para los cuales el conocimiento de féormulas me-
morizadas no era importante sino especialmente la creatividad. Ademas,
los 10 estudiantes que sobresalian en matematicas y en fisica durante esta
competencia, tenian garantizada la admisién a la universidad.

A partir de la creacién de esta competencia, surgieron diferentes certdame-
nes en el area tanto en matemaéticas como en fisica. Es asi como en 1959 en
Rumania, la Sociedad Rumana de Matematicas crea la “Olimpiada Inter-
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nacional de Matematicas” (International Mathematical Olympiad - IMO),
la cual actualmente es una de las competencias matematicas mas impor-
tantes del mundo. En la primera versién de este certamen participaron 7
paises, hoy en dia participan mas de 100 paises de todo el mundo, donde
cada pais conforma un equipo de maximo seis jovenes menores de 20 anos,
quienes durante dos dias realizan una prueba de forma individual. En el
2017, esta competencia se realizd en Rio de Janeiro en Brasil y en el 2018
en Rumania. Este es un certamen reconocido y de gran impacto en la vida
académica tanto de los jovenes que participan, como de los que se preparan
para intentar ser seleccionados para participar.

En Colombia la Universidad Antonio Narino organiza la Olimpiada Co-
lombiana de Matematicas (OCM) y coordina el equipo de estudiantes que
participan en la IMO, en la Olimpiada Matematica de Centro América y el
Caribe (OMCC), en la Olimpiada Iberoamericana de Matematicas (OIM),
entre otras. Asi mismo, la Universidad de Puerto Rico, Recinto Mayagiiez
bajo la coordinacion del Profesor Luis Céceres se encargan de capacitar y
organizar los equipos participantes de estos certamenes en representacion
de Puerto Rico.

Las olimpiadas matematicas se han convertido en concursos con gran aco-
gida por las situaciones problema que plantean, pues no son usuales y
generalmente su soluciéon no es obvia, retando a los estudiantes a explo-
rar nuevas estrategias que impulsan su ingenio y creatividad al intentar
resolverlos. Es aqui donde la resolucién de problemas juega un papel im-
portante.

La resolucion de problemas matematicos es un proceso que permite reflexio-
nar sobre las acciones que se pueden realizar al enfrentarse a un problema.
Resolver un problema, es un reto intelectual para quien lo enfrenta y se
necesita de una serie de pasos o estrategias que guien el camino hacia la
solucién, donde es necesario tener en cuenta los conocimientos, las habili-
dades, la creatividad y el ingenio. A lo largo de la historia se han realizado
considerables aportes a la resolucion de problemas matematicos. Entre los
autores que se destacan en esta area, se resalta al matematico hungaro
George Polya, quien en su libro “Cémo plantear y resolver problemas”,
publicado en 1965, propone las cuatro fases de oro para la soluciéon de
problemas, aunque en la practica no existe un método mecanico, ni una



Introduccion 3

férmula magica que los resuelva y como afirma Santos (2014): “son etapas
fundamentales en las que el uso de los métodos heuristicos desempenan un
papel importante”.

Pélya (1965a) plantea que el primer paso para resolver un problema es
comprender el problema, es decir, ver claramente lo que se pide, tener clara
la informacién dada, ser capaz de contar el problema sin necesidad de
leerlo, percatarse de los pequenos detalles aunque parezcan insignificantes
y si hay figuras dibujarlas, identificando en ellas los datos dados. Luego de
realizar el primer paso, Pdlya propone que se debe concebir un plan. Para
ello hay que mirar las relaciones existentes entre los elementos a partir del
problema, los conocimientos previos e incluso se pueden aplicar estrategias
empleadas en la solucién de otros problemas similares. Una vez pensado
un plan, el paso a seguir es ejecutar el plan, en donde se pone en juego
los conocimientos adquiridos, buenos habitos de estudio, la concentracion
y la paciencia. Finalmente, Pdlya resalta que es importante realizar una
mirada retrospectiva, la cual enriquece al estudiante, pues en este momento
se hace una revision de los procesos y razonamientos realizados para tener
completa seguridad de la validez de su solucion y en el caso de no resolver el
problema correctamente, idear un nuevo plan. Ademads, este ultimo paso es
el punto de partida para pensar en la posibilidad de cambiar el problema,
de tal manera que permita crear uno nuevo.

Al igual que Pdlya, otros autores como Miguel de Guzman, Allan Schoen-
feld y Santos Trigo, han trabajado e investigado en el drea de resolucién de
problemas proponiendo métodos para abordarlos y coinciden en que la re-
solucién de problemas es un proceso complejo e importante en el desarrollo

integral de una persona. Mas informacién al respecto se puede encontrar
en De Guzman (1995), Pdlya (1965b), Schoenfeld (1985) y Santos (2014).

Dado el impacto que las olimpiadas matematicas generan, los participan-
tes se preparan en las diferentes areas como son logica, teoria de niimeros,
algebra, geometria, entre otras. En los problemas geométricos que se pro-
ponen en olimpiadas matematicas como las presentadas en la Tabla 1,
donde se incluye la correspondiente sigla que se usara en este texto y el
url principal de cada certamen, se encuentran problemas relacionados con
cuadrilateros ciclicos, es decir, con cuadrilateros que se pueden inscribir en
una circunferencia.
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Olimpiada Siglas | Enlace

Asian Pacific Mathematics Olympiad APMO | www.ommenlinea.org/apmo
Canguro Matematico CM www.canguromat.org.es
International Mathematical Olympiad IMO www.imo-official.org
Olimpiada Colombiana de Matematicas OCM oc.uan.edu.co

Olimpiada Iberoamericana de Matematica | OIM www.oei.es/historico/oim
Olimpiada Matematica Argentina OMA | www.oma.org.ar

Olimpiada Matemadtica de Centroamérica | OMCC | www.oei.es/historico/oim/

y el Caribe omcc.htm

Olimpiada Matematica del Cono Sur OMCS | www.oma.org.ar/internacional /

cono.htm

Olimpiada Matematica Espanola OME www.olimpiadamatematica.es
Olimpiadas Matematicas de Puerto Rico | OMPR | om.pr

Tabla 1: Algunas olimpiadas matematicas.

Los cuadrilateros ciclicos no son un tema muy conocido en la educaciéon
bésica y media e incluso en la universidad. Sin embargo, es comin encon-
trarlos en libros de geometria elemental, como propiedades de cuadrilateros
inscritos en circunferencias y no con su nombre técnico, ver Morfin (2007).
Por otra parte, hay libros de geometria mas avanzada en los cuales se deja
una seccién sobre estos cuadrilateros, donde se presentan teoremas basicos.
Algunas referencias donde se pueden encontrar cuadrilateros ciclicos son
Andreescu y Gelca (2009), Barnett (1997), Castillo y Paz (2018), Coxeter
y Greitzer (1967) y Hemmerling (2003).

A partir de conceptos de la geometria euclidiana, el interés principal de este
texto es dar a conocer a los cuadrilateros ciclicos, los teoremas, propiedades
y algunas de sus caracterizaciones, ademas de su aplicacién en la resolucién
de problemas geométricos.

Este libro se encuentra dividido en dos partes: Cuadrilateros ciclicos y
Problemas. En la primera parte, se disponen los principales temas que se
deben tener en cuenta al abordar el estudio de los cuadrilateros ciclicos,
donde inicialmente se tienen preliminares geométricos y luego, entre otros,
teoremas y caracterizaciones de estos cuadrilateros. En la segunda parte
del libro, se presentan problemas tomados de algunas de las olimpiadas
matematicas listadas en la Tabla 1, de libros de geometria y de la tesis
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Castillo y Paz (2018). En la parte de problemas se encuentran soluciones,
donde el uso de las propiedades de cuadrilateros ciclicos como herramienta
ha sido esencial y ademaés, se incluye una recopilaciéon de problemas con los
cuales se pretende que el lector pueda practicar y adquirir mas habilidades
en la resoluciéon de problemas geométricos relacionados con cuadrilateros
ciclicos.

Como resultado de este libro se presenta en el Capitulo 3 un problema con-
textualizado en el cual se usa un simbolo representativo para la comunidad
indigena Pasto del sur de Colombia y del norte de Ecuador, denominado Sol
de los Pastos. En este simbolo se evidencian cuadrilateros ciclicos, motivo
por el cual se le asigna un espacio en la portada del libro.
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Los cuadri/ateros ciclicos
como herramienta en la

resolucion de problemas

(1. Preliminares

Con el fin de comprender el tema de cuadrilateros ciclicos y problemas
estudiados en este libro, es necesario conocer conceptos de geometria eu-
clidiana elemental. Es asi, como en este capitulo se presentan de forma
breve algunos conceptos y teoremas basicos que pueden ser de utilidad en
la solucion de dichos problemas y demostraciones.

Para empezar, es importante aclarar la notaciéon que se usara en este tex-
to. Los puntos se denotaran con letras mayusculas y las rectas con letras
minusculas o también se pueden definir por dos puntos que pertenezcan a
ella y sean diferentes, por ejemplo una recta definida por los puntos A y
B se denota como AB. Ademss, se denotars el segmento AB como AB
y cuando se trate de la medida del segmento, por abuso de notacién, se
escribird de igual manera.

Los angulos se denotaran mediante tres puntos, de modo que el del medio
corresponda al vértice y los otros dos puntos estén sobre los lados que
definen el angulo. El simbolo que se emplea para angulo es %, y cuando se
trate de la medida no se hard distincion alguna.

Las relaciones de congruencia entre los angulos formados por el corte de
una transversal s y las rectas paralelas [ y m, tal como se observa en la
Figura 1.1, son:
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. Angulos alternos internos tales como K ADE = XCED y X DEG =
XFEDB.

. Angulos correspondientes tales como X FDA = X DEG, BDF =
XCED, ADE = XGFH vy XEDB = X HEC.

. Angulos opuestos por el vértice tales como X FFDA = A EDB, X BDF =
XADE, KDEG = AHEC y XCED = XGEH.

] Angulos alternos externos como A BDF = XGEH vy X FDA = A HEC.

Figura 1.1: Rectas paralelas cortadas por una transversal.

Ademas de las relaciones de congruencia se tienen dngulos colaterales, los
cuales son suplementarios y pueden ser internos o externos. En la Figu-
ra 1.1, XEDB y XCED son angulos colaterales internos, mientras que
XBDF v £ HEC son colaterales externos.

Por otra parte, por la importancia que presentan los triangulos en los pro-
blemas geométricos ya que se usaran propiedades que se asumen conocidas
sobre ellos, se presentan algunas de estas y se aclara la notacién a usar con
respecto a propiedades de congruencia sobre los triangulos.

Los tridngulos son figuras geométricas cerradas formadas por la unién de
tres segmentos pertenecientes a un mismo plano, los cuales se llaman lados,
donde los puntos comunes a cada par de lados se denominan vértices. Cada
triangulo, se denotara con el simbolo A seguido de los tres vértices que lo
forman, por ejemplo el tridngulo con vértices A, B y C se denota AABC.
Una caracteristica importante de ellos, en la geometria euclidiana, es que
la suma de la medida de sus angulos internos es 180°.
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Los tridngulos se pueden clasificar segiin sea la relacion de congruencia
entre sus lados, en:

» Fquilateros: si los tres lados son congruentes.
» [sosceles: si dos lados son congruentes.
= Fscalenos: si ningin par de lados son congruentes.
También es posible clasificar los tridangulos segtin sus angulos, en:
= Rectangulos: si tienen un angulo recto.
s Acutdangulos: si sus tres angulos son agudos.
» Obtusangulos: si uno de sus angulos es obtuso.

Por otro lado, es importantes tener en cuenta las siguientes definiciones
relacionadas con triangulos:

» Altura: es el segmento perpendicular a uno de los lados (o0 a su prolon-
gacién) desde el vértice opuesto. El punto de interseccién de las rectas
que pasan por las alturas se conoce como ortocentro.

» Mediana: es el segmento que va desde un vértice al punto medio del
lado opuesto. El punto de interseccion de las medianas se conoce como
baricentro.

= Bisectriz: es el segmento o rayo que biseca un angulo y se extiende
hasta el lado opuesto. El punto de intersecciéon de las bisectrices se
conoce como incentro.

» Mediatriz: es la recta perpendicular a cada lado del triangulo por el
punto medio. El punto de intersecciéon de las mediatrices se conoce
como circuncentro.

En la Figura 1.2a se han construido las alturas del AABC, donde las altu-
ras desde B y C no son perpendiculares directamente al lado del triangulo
sino a la extensién del mismo; en este caso, H es el ortocentro del triangu-
lo. Por otro lado, en la Figura 1.2b para el AMNP se construyeron las
mediatrices, las cuales se cortan en el circuncentro O, siendo este punto el
centro de la circunferencia que inscribe el triangulo.
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1 _ _ _
NN
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Q

(a) Alturas y ortocentro. (b) Mediatrices y circuncentro.

Figura 1.2: Rectas notables y puntos notables.

En adelante, para indicar segmentos o angulos de igual medida se usara
una pequefia traza. Por ejemplo, los segmentos NQ v QP en la Figura 1.2b
tienen la misma medida; al igual que los angulos XCED y X BDF', en la
Figura 1.1, son congruentes.

En ocasiones es de gran utilidad demostrar la congruencia o semejanza en-
tre triangulos. La relacién de congruencia para dos triangulos significa que
tienen la misma forma y el mismo tamano, es decir, los lados y los angulos
correspondientes en ambos triangulos tienen la misma medida, aunque no
necesariamente tienen la misma orientaciéon o posicion. El simbolo para
denotar congruencia de triangulos es =.

La relacién de semejanza implica que los tridngulos tienen la misma forma
pero posiblemente diferente tamano, de donde, los dngulos son congruen-
tes, pero los lados correspondientes pueden diferir en igual proporcion. El
simbolo para denotar semejanza es ~.

Por ejemplo, en la Figura 1.3, se supone que el lado AC es paralelo al lado
DE y por lo tanto se tiene que AABC ~ ADEB. De esta semejanza, es
posible concluir que los angulos correspondientes son congruentes, es asi
como XCAB = XEDB, K BCA = XBED y el angulo X ABC' es comun.
Ademads por la semejanza, se concluye para una constante positiva k, la
relacion de proporcionalidad dada por

AB BC AC
DB BE DE

(1.1)

Por la importancia de la congruencia y semejanza de triangulos, se presen-
tan los criterios para demostrar estas relaciones.
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A —C

Figura 1.3: Triangulos semejantes.

Para probar congruencia entre dos triangulos se tienen tres criterios que
son:

= Angulo-Lado-Angulo (A-L-A), en este es necesario probar que dos
angulos de un triangulo son congruentes con dos del otro triangulo
y que los lados comprendidos entre los angulos son iguales.

. Lado—Angulo—Lado (L-A-L), en este es necesario probar que los dos
triangulos tienen dos lados y el angulo comprendido entre ellos con-
gruentes.

» Lado-Lado-Lado (L-L-L), en este es necesario probar que los tres lados
de un tridngulo son congruentes con los del otro triangulo.

Se presenta a seguir, los tres criterios para verificar si dos triangulos son
semejantes:

. Angulo—Angulo (A-A), en el cual dos tridngulos son semejantes si tienen
dos angulos congruentes.

» Lado-Lado-Lado (L-L-L), en este criterio se tiene la semejanza si los
lados correspondientes de dos tridngulos son proporcionales.

= Lado-Angulo-Lado (L-A-L), si un dngulo de un triangulo es congruen-
te con un angulo del otro tridngulo, y los lados correspondientes que
incluyen este angulo son proporcionales entonces los tridngulos son se-
mejantes.

Algunos textos para profundizar més sobre estos temas son Barnett (1997),
Hemmerling (2003) y Morfin (2007). Un lector interesado en conocer los
fundamentos de la geometria euclidiana puede considerar la lectura de los
elementos de Euclides en Heiberg (2007), ademés de Hilbert (1950).
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La rama de las matematicas que estudia las relaciones entre los angulos
y los lados de los triangulos es la trigonometria, en ella se encuentran di-
versas formulas que facilitan el calculo de dichos elementos y por lo tanto
se pueden aplicar en la resolucion de problemas. Se destacan la identidad
trigonométrica fundamental sen? o 4 cos®> a = 1, que permite deducir otras
identidades de gran utilidad; ademas de la ley del seno y la ley del coseno,
que incluso en el Capitulo 2 se demuestran con la aplicacién de cuadrilate-

ros ciclicos. Otras formulas trigonométricas se pueden encontrar en Zill y
Dewar (2012).

La Figura 1.4, permitira comprender las leyes de seno y coseno descritas a
seguir.

Figura 1.4: Lados y angulos de un triangulo.

Teorema 1.1. Ley del seno.

Sea NABC' tal que la medida de los correspondientes lados opuestos a los
angulos a, B y 0 son respectivamente a, b y ¢, como se tiene en la Figura
1.4. Entonces se cumple que

a b c

sena  senf send

Teorema 1.2. Ley del coseno.

Sea NABC tal que sus dngulos internos son «, 8 y 0 y la longitud de los
lados opuestos a ellos son a, b y ¢, respectivamente, como se ilustra en la
Figura 1.4. Entonces se cumplen las siguientes igualdades

& =a® + b* — 2abcos .

v’ =a® + & — 2accos B,
a® =b* + ¢ — 2bccos a.
Otro aspecto a resaltar en geometria, es lo referente a los dngulos centrales

e inscritos en una circunferencia. Los dngulos centrales, son aquellos for-
mados por dos radios de una circunferencia, donde el vértice del angulo es
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el centro de la circunferencia y los dngulos inscritos son aquellos formados
por dos cuerdas o un diametro y una cuerda, que tienen un punto comun
sobre la circunferencia. En la Figura 1.5, dado que O es el centro de la cir-
cunferencia, £ DOC' es un angulo central y los angulos X DAC v £ DBC
son angulos inscritos, en el caso del angulo £ DBC observe que el punto
comun sobre la circunferencia es B.

Figura 1.5: Angulo central y angulos inscritos.

A continuacion se describen relaciones importantes entre los angulos men-
cionados.

Teorema 1.3.
St dos angulos inscritos en una circunferencia abren el mismo arco, enton-
ces son congruentes.

Teorema 1.4.
La medida de un dangulo inscrito es iqual a la mitad de la medida del dngulo
central que abre el mismo arco.

Por los anteriores teoremas, se concluye que en la Figura 1.5, los angu-
los X DAC' vy £ DBC son congruentes y ademas, se tiene que 5 DBC =
%ADOC’.

Por otro lado, cabe resaltar la propiedad de la barquilla y la definicién de la
potencia de un punto. La primera relaciona una circunferencia con rectas
tangentes a ella desde un punto exterior y la segunda esta relacionada con
la distancia de un punto, con el centro de una circunferencia y su radio.
Se puede profundizar més sobre estas propiedades en Caceres (2010) y
Coxeter y Greitzer (1967).
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Teorema 1.5. Propiedad de la Barquilla.

Si se trazan dos rectas tangentes a una circunferencia desde un punto exte-
rior, entonces los segmentos de recta desde ese punto exterior a los puntos
de tangencia son congruentes y el centro de la circunferencia estda en la
bisectriz del dngulo entre las rectas.

En la Figura 1.6, se tienen una circunferencia de radio r y dos rectas m y
n tangentes a ella en A y B, respectivamente, las cuales se intersectan en
P, entonces por el Teorema 1.5, se tiene que AP y BP son congruentes
y que los angulos £ APO y £OPB también lo son. Luego, por el criterio
L-A-L, se concluye que los tridangulos AOP y BOP son congruentes. Es
importante tener en cuenta estas congruencias, puesto que pueden usarse
a la hora de resolver problemas geométricos.

Figura 1.6: Propiedad de la barquilla.

Definicion 1.1. Potencia de un punto.
La potencia de un punto P con respecto a una circunferencia con centro

en O y radio r se define como ‘(P_O)2 — 7“2‘.

En caso de que P se encuentre sobre la circunferencia, como estd en la
Figura 1.7a, la potencia es cero debido a que PO = r. Ademas, si el
punto P estd en el exterior de la circunferencia y A y B son puntos en la
interseccién entre la recta PO y la circunferencia, como se muestra en la
Figura 1.7b, entonces

(PO)’ — 1| = (PO +1)(PO —r) = PA-PB.

Este resultado también se cumple cuando el punto P esta en el interior de
la circunferencia, como en la Figura 1.7c.
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(a) P en la circunferencia.

(b) P en el exterior. (c) P en el interior.

Figura 1.7: Ilustracion guia para célculo de la potencia de un punto P.

Observe que la cantidad (P_O)2 — 12, que se utiliza para el célculo de la
potencia del punto P, puede ser usada para indicar si P se encuentra en
el exterior o en el interior de la circunferencia, puesto que cuando P esta
en el exterior de la circunferencia este valor es positivo y cuando esta en el
interior es negativo (ver figuras 1.7b y 1.7¢).

Finalmente, se presenta un grupo especial de poligonos que se conocen co-
mo cuadrilateros. Los cuadrilateros son figuras geométricas cerradas, for-
madas por la uniéon de cuatro segmentos que se encuentran en un mismo
plano, llamados lados, y los puntos donde esos lados se intersectan se llaman
vértices. Cada cuadrilatero se denotara usando la notacion de los cuatro
vértices que lo conforman.

Los cuadrilateros pueden ser converos, si sus angulos internos son meno-
res a 180°, o concavos si uno de sus angulos internos es mayor a 180°.
En este libro se usan cuadrilateros convexos. Una caracteristica de estos
cuadrilateros es que la suma de sus angulos internos es 360° y ademas, al
tomar cualquier par de puntos en el interior de un cuadrilatero convexo, el
segmento que los une se queda dentro del cuadrilatero. Estos cuadrilateros
se clasifican en:
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= Paralelogramos: si tienen los lados paralelos dos a dos. En esta cla-
sificacién se encuentran los cuadrados, con todos los lados iguales y
sus angulos rectos; los rectangulos, con lados iguales dos a dos y todos
los angulos rectos; los rombos, con los lados iguales; ademas, estan los
romboides, con lados iguales dos a dos.

» Trapecios: si tienen dos lados paralelos, usualmente conocidos como
base menor y mayor, respectivamente. Entre estos cuadrilateros estan
el trapecio rectangulo, que tiene un angulo recto; el trapecio isésceles,
para los cuales los lados no paralelos son congruentes; por dltimo, esta
el trapecio escaleno, en estos ningun par de lados son congruentes y no
tienen angulos rectos.

» Trapezoides: si ningun par de lados son congruentes ni paralelos.

Hay un gran nimero de propiedades basicas de los cuadrilateros, las cuales
se ensenan en cursos elementales de geometria y por su importancia en
este trabajo se recomienda profundizar en textos como Barnett (1997),
Hemmerling (2003) y Morfin (2007).

Por otro lado, se encuentran en geometria casos especiales que son intere-
santes de estudiar, ya que a partir de ellos se pueden determinar propie-
dades. Por ejemplo, observe que todo tridngulo se puede inscribir en una
circunferencia con ayuda del circuncentro, pero no todo cuadrilatero se
puede inscribir en una circunferencia, pues como se sabe por tres puntos
pasa una unica circunferencia, es decir, dado un cuadrilatero es posible
construir una circunferencia por tres de sus vértices, sin embargo, el cuar-
to no siempre pertenecera a ella. Lo anterior permite reflexionar sobre si los
cuadrilateros que se pueden inscribir en una circunferencia son especiales
y se cuestiona acerca de las caracteristicas y propiedades que estos tengan,
a estos cuadrilateros se los conoce como ciclicos y se estudian formalmente
en el siguiente capitulo.



Los cuadri/ateros ciclicos
como herramienta en la

resolucion de problemas

(2. Cuadrilateros Ciclicos

En las olimpiadas matemaéticas se encuentran problemas de distintas areas
de la matematica, como por ejemplo de algebra, teoria de ntmeros, geo-
metria e incluso juegos matematicos. En este texto se resalta la soluciéon
de problemas geométricos como el siguiente:

Sea ABCD un cuadrildtero ciclico, sea P la interseccion de las rectas BC
Y AD. La recta AC corta a la circunferencia circunscrita del tridngulo
BDP en S yT, con S entre A y C. La recta BD corta a la circunferencia
circunscrita del triangulo ACP enU yV, con U entre B y D. Demostrar
que PS = PT = PU = PV (Tomado de OMPR, ano 2015-2016).

Para resolver problemas como este, una estrategia puede ser usar las pro-
piedades y teoremas de los cuadrilateros ciclicos. Pero ;jqué son los cua-
drilateros ciclicos?, jqué propiedades cumplen?, jcémo saber cuando un
cuadrilatero es ciclico? Para responder estas preguntas se realizé una revi-
sién bibliogréfica en textos como Andreescu y Gelca (2009), Céceres (2010),
Coxeter y Greitzer (1967) y Kichenassamy (2010).

A continuacion se presenta la definicién de cuadrilatero ciclico y algunos
teoremas.

Definicion 2.1. Cuadrilatero ciclico.
Un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, es un cuadrildtero ciclico.
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Es importante comprender que los cuadrildteros de la Definiciéon 2.1 son
especiales, pues no todos los cuadrilateros se pueden inscribir en una circun-
ferencia. Por ejemplo, en la Figura 2.1, los cuadrilateros ABC'D, EFGH y
OPQ R son ciclicos, mientras que en la Figura 2.2, los cuadrilateros HIJK
y PQQRS no se pueden inscribir en una circunferencia y por consiguiente,
no son ciclicos.

B L F

H G R
D

Figura 2.1: Ejemplos de cuadrilateros ciclicos.

{ P
Q@
H
J R
S
Figura 2.2: Ejemplos de cuadrilateros que no son ciclicos.

En los problemas de geometria no siempre se menciona el término cua-
drilatero ciclico o cuadrilatero inscrito en una circunferencia, por lo tanto
es importante determinar criterios y caracteristicas que permitan relacio-
nar un cuadrilatero con la propiedad de ser ciclico.

Teorema 2.1.
Un cuadrilatero es ciclico si y solo si tiene un par de dngulos opuestos
suplementarios.

Demostracién. Primero se va a demostrar que dado un cuadrilatero ciclico
cualquiera, este debe tener un par de angulos opuestos que son suplemen-
tarios, es decir, que la suma de un par de sus angulos opuestos es 180°.
Sea ABC'D un cuadrilatero ciclico, se debe probar que X BCD+ X DAB =
180° 0 LABC + X CDA = 180°. Sin pérdida de generalidad se va a demos-
trar la primera igualdad.
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Dado que ABC'D es ciclico existe una circunferencia de centro O que ins-
cribe el cuadrilatero. Los angulos £ BOD y X DOB son angulos centrales
y los angulos £ DAB y £ BC'D son angulos inscritos (ver Figura 2.3). Por
lo tanto, por el Teorema 1.4, se cumple que

£ BCD — %4301} (2.1)

X DAB = %ADOB. (2.2)

Figura 2.3: Circunferencia que inscribe al cuadrilatero ABC'D.

Sumando (2.1) y (2.2), se tiene
£BOD + £ DAB - % (£ BOD + £ DOB) . (2.3)

Dado que £ BOD + A DOB = 360°, al sustituir lo anterior en (2.3), se
obtiene

XBCD + XDAB = 180°,
que es lo que se queria demostrar.

Ahora, para demostrar la otra implicacion, es necesario suponer que un par
de angulos opuestos de un cuadrilatero son suplementarios y demostrar que
el cuadrilatero es ciclico. Para mostrar esto se cuenta con la Definicién 2.1,
por lo cual se debe demostrar que los vértices del cuadrilatero se encuentran
sobre una misma circunferencia.

Sea ABC'D un cuadrilatero tal que un par de sus angulos opuestos son
suplementarios. Por los puntos A, B y D se traza una circunferencia. Su-
ponga que C no esta en la circunferencia y sea C el punto de interseccién
de la circunferencia con la recta BC , tal como se muestra en la Figura 2.4.
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C

A

Figura 2.4: Construccion de Cf.

Luego por la Definicién 2.1, ABC1D es ciclico y por lo demostrado ante-
riormente, se cumple que

KXABCY) + £C1DA = 180°. (2.4)
Por otro lado, se tiene de la hipotesis que
KXABC + XCDA = 180° (2.5)

y como C4 y C pertenecen a la recta (B—C)’, entonces X ABC| = L ABC. De
donde al sustituir en (2.5), se tiene

K ABC, + £CDA = 180°. (2.6)

Note que de las ecuaciones (2.4) y (2.6), se concluye £C1DA = £CDA.
Como XCDA = XCDC1+XC1 DA entonces £C1DA = XCDC{+5C1DA,
de donde £ C'DC; = 0° por lo cual se deduce que C} = C' y por lo tanto
ABCD es ciclico. []

Observe que los angulos opuestos de un rectangulo son suplementarios, por
lo cual el siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema
anterior.

Corolario 2.1.
Todo rectangulo es un cuadrildtero ciclico.

Ademas, del Teorema 2.1, se puede inferir otra propiedad de cuadrilateros
ciclicos al relacionar un angulo interno con uno externo como se describe
en el préximo corolario.

Corolario 2.2.
Un cuadrilatero es ciclico si y solo si un dngulo interno es congruente al
dngulo adyacente del dngulo opuesto (ver Figura 2.5).
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Figura 2.5: llustracion del Corolario 2.2.

El Teorema 2.1 permite determinar si un cuadrilatero es ciclico conociendo
la medida de sus angulos, lo cual brinda un criterio muy 1util a la hora
de resolver problemas. A continuacion se presenta una consecuencia de
este teorema, mediante el cual se puede determinar cuando un trapecio es
cuadrilatero ciclico.

Teorema 2.2.
Un trapecio es un cuadrildatero ciclico si y solo si es isosceles.

Demostracion. Sea ABC'D un trapecio, con AB paralelo a DC'. Primero se
va a probar que si ABCD es ciclico, entonces es isosceles.

Si ABCD es un cuadrilatero ciclico, por el Teorema 2.1, CDAy £ ABC
son suplementarios. Ademas como 5 ABC' v X BCD son colaterales inter-
nos, también son suplementarios. Asi CDA = £ BC'D, como se muestra
en la Figura 2.6, por lo tanto el trapecio ABC'D es isésceles.

A B

D C

Figura 2.6: Trapecio isosceles.

Para la otra implicacion nuevamente se usa el Teorema 2.1, asi se va a
demostrar que un trapecio isosceles tiene un par de angulos opuestos su-
plementarios.
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Sea ABC'D un trapecio isosceles con
KXCDA = BCD, (2.7)
como se indica en la Figura 2.6.

Los angulos £ DAB yv £C' DA son suplementarios al ser angulos colaterales

internos, es decir
XDAB + CDA = 180°. (2.8)

Luego reemplazando (2.7) en (2.8), se obtiene que £ DAB+ X BC'D = 180°
y con esto se concluye la demostracion. []

El siguiente teorema, permite identificar si un cuadrilatero es ciclico por
medio de la relacion de los lados, las diagonales y los angulos de dicho
cuadrilatero.

Teorema 2.3.

Un cuadrildtero es ciclico si y solo si el angulo formado por un lado y una
diagonal es congruente al dngulo formado por el lado opuesto y la otra
diagonal.

Demostracion. Sea ABC'D un cuadrilatero cualquiera, siendo las diagonales

de dicho cuadrilatero AC' y DB como se muestra en la Figura 2.7.

B

D

Figura 2.7: Ilustracién guia en la demostracion del Teorema 2.3.

Primero se va a demostrar que si ABC'D es ciclico, entonces XCAB =
XCDB. Esto se sigue del Teorema 1.3, dado que los angulos K CAB y
KX CDB abren el mismo arco.

Para la otra implicaciéon, se prueba que si CAB = XC DB entonces el
cuadrilatero ABC'D es ciclico. Para ello por el Teorema 2.1, basta probar
que X DAB + X BC'D = 180°.
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Por la suma de los angulos internos del triangulo ABC, se tiene X CAB +
XBCA+ £ABC = 180°. De donde como X ABC = XABD + X DBC,
resulta

XCAB + £BCA+ 5 ABD + £DBC = 180°. (2.9)

Luego, como los angulos £ DBC' v £ ABD abren respectivamente el mismo
arco que los angulos X DAC v X ACD, por el Teorema 1.3, se tiene que
XDBC = XDAC vy KABD = X ACD. Reemplazando la anterior conclu-
sién en (2.9), se obtiene

XCAB + £BCA + £ ACD + £DAC = 180°,

y dado que DAB = XCAB + DAC vy BCD = BCA + £ACD,
se concluye que £ DAB + X BCD = 180°. Asi el cuadrilatero ABCD es
ciclico. []

Observe que este teorema es una doble implicacién, es decir, que no solo
indica una manera de probar que un cuadrilatero es ciclico, sino también
presenta una caracteristica propia de dichos cuadrilateros. Se muestra mas
adelante en la resolucién de problemas lo utiles que son estos teoremas.

Para caracterizar los cuadrilateros ciclicos en los anteriores teoremas se
consideraron sus angulos, pero ahora se presentan teoremas que relacionan
las longitudes de sus lados y diagonales.

Teorema 2.4.

St ABCD es un cuadrildtero tal que sus diagonales se intersectan en P,
entonces ABCD es ciclico si y solo si PA-PC = PB-PD (ver Figura

<
N

D

Figura 2.8: Punto de interseccion de diagonales del cuadrilatero ABCD.

Demostracion. Primero se va a probar que si ABCD es un cuadrilatero
ciclico entonces PA - PC'= PB - PD.
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Se supone que ABC'D es ciclico. Por el Teorema 2.3, se tiene que X BDA =
X BCA y por angulos opuestos por el vértice  APD = XCPB. Asi por
el criterio de semejanza A-A, se concluye que AADP ~ ABCP y por lo
tanto -

PC PB

PD PA
Al operar (2.10), se concluye que PA- PC' = PB - PD.

(2.10)

Para la otra implicacién se demuestra que si PA- PC = PB-PD, entonces
el cuadrilatero ABCD es ciclico.

Como PA - PC = PB - PD entonces % = f;g y por angulos opuestos
por el vértice APD = XCPB. Asi por el criterio L-A-L los tridngulos
ADP y BCP son semejantes, por lo cual se tiene que K PDA = X BCP.

Finalmente, por el Teorema 2.3, ABCD es ciclico. ]

Observe que usando el teorema anterior se puede probar que PA-PC'y PB-
PD corresponden a la potencia del punto P con respecto a la circunferencia
que contiene a los puntos A, B, C' y D de acuerdo a la Definicion 1.1.
Este teorema brinda otra manera de probar que un cuadrilatero es ciclico
cuando ya se conocen las longitudes de sus diagonales, ademas permite
conocer otra caracteristica de ellos.

El siguiente teorema, a diferencia de los anteriores, permite demostrar que
un cuadrilatero es ciclico teniendo en cuenta un punto exterior a él.

Teorema 2.5.

Sea ABCD wun cuadrildtero tal que dos lados opuestos se cortan en P.
Entonces ABCD es ciclico si y solo si PA-PB = PC - PD (ver Figura
2.9).

A B

D

Figura 2.9: Cuadrilatero ABC'D con corte de lados opuestos en P.

Demostracion. Primero se va a probar que si el cuadrilatero ABCD es
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ciclico, entonces PA- PB = PC - PD. Por el Teorema 2.1, como ABC'D
es ciclico, se tiene

ACDA+ A ABC = 180°. (2.11)
Luego, dado que el angulo £ ABP es llano, se obtiene

A ABC + £CBP = 180°. (2.12)

De (2.11) y (2.12), se puede concluir que CDA = £CBP y dado que
A BPC es comun en los tridngulos ADP y CBP, entonces se tiene que
ANADP ~ ACBP por el criterio A-A. Por lo tanto % = %, asi resulta
PA-PB=PC-PD.

Para demostrar la otra implicacién, se supone que PA-PB = PC - PD de
donde % = % y como % BPC' es comun, entonces por el criterio L-A-L
los triangulos APD y C'PB son semejantes, por consiguiente 5 PC'B =
KX DAB. Asi, por el Corolario 2.2, el cuadrilatero ABCD es ciclico. ]

Los teoremas 2.4 y 2.5 demuestran que la potencia de un punto P con
respecto a una circunferencia es constante, en el sentido de que esta no
depende de los puntos de interseccion entre la recta que pase por P y la
circunferencia.

Observe que en algunas figuras se tiene un cuadrilatero ciclico sin incluir
la circunferencia que lo inscribe, por ejemplo el cuadrilatero de la Figu-
ra 2.9. Es asi como surge el siguiente interrogante: jcéomo se construye la
circunferencia que inscribe a un cuadrilatero ciclico? Para responder a es-
ta pregunta imagine un cuadrilatero ciclico, para el cual basta trazar las
mediatrices de dos lados, luego con centro en el punto de interseccién de
las mediatrices y con radio hasta uno de los vértices del cuadrilatero se
construye la circunferencia que lo inscribe.

El siguiente teorema recibe le nombre del matematico y astronomo griego
Claudio Ptolomeo, en el cual se establece una relacion geométrica entre las
longitudes de los lados y las diagonales de un cuadrilatero ciclico.

Teorema 2.6. Teorema de Ptolomeo.
El cuadrilatero ABCD es ciclico si y solo st AC-BD = AB-CD+BC-AD
(ver Figura 2.10).

Demostracion. Para empezar se realiza una construccion auxiliar.

Sea ABC'D un cuadrilatero cualquiera. Luego se construye el punto E tal
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Q

AvD
Figura 2.10: Cuadrilatero ciclico ABC'D con diagonales.

que ABCE ~ ABAD, teniendo en cuenta la correspondiente congruencia
de angulos que se muestra en la Figura 2.11.

B
A />

D

Figura 2.11: Construccion del punto E.

CE

De la anterior semejanza, se tiene que % = =% v despejando CE, resulta
__  BC-AD
AB
Por otro lado, de esta semejanza también se puede concluir que gg = gg y

como X ABC = X DBFE, debido a que £ ABD = £CBE por construccién,
se concluye que AABC ADBE. De aqui al despejar DE de la relacién

de proporcionalidad 2 Tol C ig , se obtiene
DE = DTAC. (2.14)
AB

Para la primera implicacion, suponga que ABCD es ciclico. Por construc-
cién del punto E se tiene K DAB = X FECB, entonces por el Corolario
2.2, los puntos D, C' y E son colineales, por lo cual DE = DC + CE y




Cuadprilateros Ciclicos 29

reemplazando (2.13) y (2.14), se tiene

BD - AC e BC-AD'

AB
Luego, multiplicando por AB y simplificando

AC -BD = AB-DC + BC - AD.

Para la otra implicacion, suponga que ABC'D no es un cuadrilatero ciclico,
entonces D, C'y E no son colineales por lo cual DE < DC'+CE. De donde
reemplazando (2.13) y (2.14), se deduce que AC-BD < AB-DC+BC-AD,
lo cual contradice la hipdtesis. ]

Los siguientes teoremas se atribuyen al matematico indi Brahmagupta.
El primero aplica para cuadrilateros ciclicos tales que sus diagonales son
perpendiculares. El segundo establece una férmula entre el semiperimetro
y la longitud de los lados del cuadrilatero para poder determinar su area,
se anticipa que en este ultimo se usan relaciones trigonométricas.

Teorema 2.7. Teorema de Brahmagupta.

Si las diagonales de un cuadrildtero ciclico son perpendiculares, entonces
toda recta perpendicular a un lado cualquiera del cuadrilatero y que pase
por la interseccion de las diagonales, biseca al lado opuesto.

Demostracion. Sea el cuadrilatero ciclico ABCD, tal que sus diagonales
son perpendiculares y se cortan en (). Sea M el pie de la perpendicular al
segmento C'D que pasa por Q v corta a AB en P, como se indica en la
Figura 2.12.

Figura 2.12: Tlustracién guia en el Teorema de Brahmagupta.

Se va a demostrar que AP = PB. Para ello observe que AABQ ~ ADQM
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por el criterio A-A, pues por hipétesis los angulos X BQA y QM D son
rectos y por el Teorema 2.3, se tiene XCAB = XCDB. De la semejanza,
se concluye que

£ PBQ = £DQM. (2.15)

Por otro lado, los angulos X DQM v £ BQ)P son opuestos por el vértice y
asi

X DQM = £BQP. (2.16)

Luego de (2.15) y (2.16), se concluye que £ BQP = £ PB(Q y por consi-
guiente el ABP(Q) es isésceles, de donde

PB = PQ. (2.17)

De manera andloga, al considerar los triangulos ABQ y C' M () se demuestra
que el AAPQ es isésceles, de donde

PQ = AP. (2.18)

Finalmente, de (2.17) y (2.18), se puede concluir que AP = PB. O

Teorema 2.8. Formula de Brahmagupta.

St un cuadrildtero es ciclico entonces su drea es la raiz cuadrada del pro-
ducto de las diferencias del semiperimetro con la longitud de cada uno de
sus lados.

Demostracién. Sea ABC'D un cuadrildtero ciclico tal que AB = a, BC = b,
CD = cy DA = d (ver Figura 2.13). Se va a probar que el area del
cuadrilétero es Aapep = A/(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d), donde s es el se-
miperimetro.

A

<

Figura 2.13: Longitud de los lados del cuadrilatero ABCD.
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Considere K ABC = «. Por el Teorema 2.1, se tiene CDA = 180° — «a.

Aplicando la ley del coseno a los triangulos ABC' y ACD se tiene, respec-

tivamente, que
(AC)? = a* + b* — 2abcosa (2.19)

(AC)? = & + d* + 2cd cos a. (2.20)
Asi, igualando (2.19) y (2.20), resulta

a® +b* — 2abcosa = ¢ + d* + 2cd cos a,

y al realizar las respectivas operaciones y despejar cos «, se concluye
a?+ b —c—d?
2(cd + ab)

Ahora, observe que a < 180° pues ABC'D es ciclico y al despejar sen « de
la relacién fundamental trigonométrica sen? o + cos? a = 1, se tiene

(a2 4+ > — % — d2)2
sena =41 — 5,
(2(cd + ab))

- \/(2(cd +ab)? — (a2 + b2 — ¢ — @2)?
B (2(cd + ab))* '

cosx =

Desarrollando como diferencia de cuadrados y factorizando, se obtiene

\/[(a 10 — (c— d)2] [(c +d)?— (a— b)z]

= : 2.21
sena 2(cd + ab) (221)
Considerando que el semiperimetro del cuadrilatero ABCD es
a+b+c+d
S =
2 Y

despejando a+b y elevando al cuadrado, se sigue (a + b)* = (25 — (¢ + d))*.
De donde desarrollando el cuadrado, se tiene

(a+b)* = 45> — 4sc — 4sd + & + 2¢cd + d°. (2.22)
De manera similar al despejar ¢ + d, se puede concluir que

(¢ +d)* = 4s® — 4sa — 4sb + a® + 2ab + b (2.23)
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Asi, si se reemplaza y opera (2.22) y (2.23) en (2.21), resulta

/(45?2 — dsc — 4sd + 4ed) (452 — 4sa — 4sb + 4ab)
sen o = )
2(cd + ab)

de donde
2

ab+cd\/(s—d)(s—c)(s—b)(s—b). (2.24)
Dado que el area del cuadrilatero ABC'D se puede encontrar al sumar el
area de los tridngulos ABC'y AC'D, entonces

Sen & =

absena  cdsen(180° — «)
2 - 2 ’

Aspep =

es decir que
ab + cd

AABOD = Se1n .

Luego, reemplazando (2.24) en Aypcp, se tiene

ab + cd 2
A = : — — — —d).
apop = T2 = )= D)~ s~ d
Simplificando la expresion anterior queda demostrado el teorema. ]

La importancia de este teorema es que proporciona una férmula para cal-
cular el area de cualquier cuadrilatero ciclico partiendo tinicamente de la
longitud de sus lados.

Observe que, si la longitud de uno de los lados del cuadrilatero tiende a
cero, se obtiene la féormula que propuso el matemaéatico griego Herén de
Alejandria para calcular el area de un tridngulo conociendo la longitud
de sus lados. Siendo asi, la Férmula de Herén es un caso particular de la
Formula de Brahmagupta, la cual estda dada por

Ap = /s(s —a)(s = b)(s — ),

donde s es el semiperimetro del tridngulo y a, b y ¢ la longitud de sus lados.

Una aplicacién de cuadrilateros ciclicos se encuentra en la demostracion de
las leyes del seno y del coseno como se vera a continuacion.

Recuerde que la ley del seno, Teorema 1.1, dice: sea AABC' tal que la
medida de los correspondientes lados opuestos a los angulos a;, 5y ¢ son
respectivamente a, b y c. Entonces se cumple que

a b &

sena  senf send
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Demostracion. Dado el triangulo ABC' se considera la circunferencia que lo
inscribe, donde el centro se denota con O. Luego se construyen las rectas
AQO, BO y CO que cortan a la circunferencia en D, 'y F', respectivamente,
determinando los didmetros AD, BE y C'F. Aqui se presentan dos casos,
el primero cuando O estd en el interior del triangulo y el segundo cuando
esta en el exterior, lo cual se puede ver en la Figura 2.14.

Figura 2.14: Tlustracion de los dos casos de la ley del seno.

Para demostrar el primer caso, donde el centro de la circunferencia esta
en el interior de AABC, considere el diametro AD como se indica en la
Figura 2.15.

Figura 2.15: Primer caso de la ley del seno.

Como ABCD es ciclico, por el Teorema 2.3, se concluye que 6 = X BDA
y al aplicar la funcién seno en ambos lados de la igualdad, resulta

send = sen(5 BDA). (2.25)

Ahora, por el Teorema 1.4, el angulo X ABD es recto, asi el AABD es
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rectangulo y por consiguiente

sen(f BDA) = =" (2.26)

Luego igualando (2 25) v (2.26), resulta send = ==y al despejar AD, se
obtiene AD =
y C'F con el AACF se puede conclulr que BE = y FC = W’

respectivamente. Finalmente, como AD = BE = F(' al ser diametros de

la misma circunferencia, se concluye que —4— = - = ¢
) sen sen (8 sen d

sen «

Para la demostracién del segundo caso, donde O esta en el exterior del
triangulo, considere el didmetro como se muestra en la Figura 2.16.

Figura 2.16: Segundo caso de la ley del seno.

Como el cuadrilatero ABC D es ciclico, por el Teorema 2.1, § + XCDA =
180°. Luego al despejar C' DA y aplicar la funcién seno en ambos lados
de la igualdad, resulta sen(zC'DA) = sen(180° — 3). De donde al realizar
las operaciones correspondientes, se tiene

sen(fCDA) = sen f3. (2.27)

Por otro lado, por el Teorema 1.4, £ ACD es recto, asi el AACD es
rectangulo y por consiguiente

b
AD

Asi, al igualar (2 27) y (2.28), resulta sen § = % y despejando AD, se
obtiene AD =

sen(CDA) = (2.28)

sen ﬂ

Ahora, se repite el proceso realizado en el primer caso al considerar BE
con el AABE y CF con el ABCE, obteniendo como resultado BE =

en6
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y CE = —— respectivamente, y nuevamente como AD = BE = FC por

ser diametros de la misma circunferencia, entonces
a b c

senaw senf3 send’
]

Observe que en el teorema anterior —* b_y <
sena’ sen 3 sen d

de la circunferencia que inscribe al tridngulo ABC.

son iguales al diametro

Por otra parte, la ley del coseno, Teorema 1.2, dice: sea AABC' tal que sus
angulos internos son «, # y J y la longitud de los lados opuestos a ellos son
a, by c, respectivamente. Entonces se cumple que

& =a® + b? — 2abcosd,

2 2 2
b* =a” + ¢ — 2accos (3,

a? =b% + & — 2bccos a.

Demostracion. Sea un triangulo ABC' como el que se muestra en la Figura
2.17. Se construye una circunferencia con centro en A y radio AC tal que
la prolongacién de los lados BC' y AC cortan a la circunferencia en D y
H, respectivamente, v AB la cortaen F v E.

Figura 2.17: Construccion auxiliar para demostrar la ley del coseno.

Dado que el ACDH es rectangulo, se cumple que cos § = % y despejando
DC, resulta
DC = 2bcosd. (2.29)
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Ademads, por hipotesis se tiene que
BC = a, (2.30)

luego como D, B y C son colineales entonces

DC = DB + BC. (2.31)
Reemplazando (2.29) y (2.30) en (2.31) y operando, se tiene
DB = 2bcosé — a. (2.32)

Por otro lado, teniendo en cuenta la colinealidad de A, B, E'y F', se puede

concluir que
EB=b+c (2.33)

BF =b—c. (2.34)
Finalmente, como el cuadrilatero C'EDF es ciclico entonces por el Teorema
2.4, DB - BC = EB - BF y al reemplazar (2.30), (2.32), (2.33) y (2.34) en

esta dltima expresion y realizando las respectivas operaciones, se concluye
que

2 = a® + b — 2abcosd.

]

La demostracion anterior es un caso particular, pues la circunferencia que
se construye depende de la longitud de un lado del triangulo, de modo que
si se toma otro lado, la construccion no quedaria de igual manera y por
ende no es posible construir el cuadrilatero que facilita la demostracion.

Se resalta que las demostraciones presentadas se pueden hacer utilizando
otros conceptos geométricos, sin embargo se observa que los cuadrilate-
ros ciclicos constituyen una herramienta en la demostracién de teoremas
relacionados con trigonometria.

Con los conceptos presentados en los preliminares y en este capitulo, es
posible entender los problemas que en el siguiente capitulo se resuelven.
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Los cuadri/ateros ciclicos
como herramienta en la

resolucion de problemas

(3. Problemas Resueltos

En este capitulo se presentan diversos problemas tomados de libros y olim-
piadas matematicas, los cuales han sido resueltos con ayuda de los teoremas
y propiedades de cuadrilateros ciclicos descritas en el anterior capitulo.

Dado que los problemas geométricos que se plantean en olimpiadas ma-
tematicas no siempre incluyen una grafica que ilustre las condiciones del
problema, un buen comienzo para resolverlo es intentar realizarla. Esta se
puede hacer con ayuda de un software de geometria dinamica pues facilita
la elaboraciéon de una construcciéon donde se pueden observar las condi-
ciones que se enuncian en el problema y permite hacer modificaciones en
tiempo real para identificar relaciones, plantear conjeturas, realizar varia-
ciones del problema, entre otros, teniendo en cuenta que este es un apoyo
para la demostracion, es decir, sirve como laboratorio y para conjeturar
pero no para demostrar. Se aclara al lector que las graficas que ilustran los
problemas en este libro se hicieron con el software de geometria dinamica
GeoGebra, ver Hohenwarter et al. (2018).

A continuacién se presentan problemas en los cuales se debe demostrar,
dadas ciertas condiciones, que un cuadrilatero es ciclico.

Problema 3.1. Tomado de Cdaceres (2010).
Sea AL la bisectriz del dngulo £ BAC de un tridngulo acutdngulo ABC.
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Sean M y N puntos sobre los lados AB y AC, respectivamente, de manera
que ZALM = XCBA y ANLA = LACB. Demostrar que AMLN es un
cuadrilatero ciclico.

Solucion. Primero se ilustran las condiciones del problema en la Figura 3.1.

A

L

Figura 3.1: Ilustracion del Problema 3.1.

Para demostrar que el cuadrilatero AM LN es ciclico, se va a probar que
la suma de un par de sus angulos opuestos es 180°, es decir, K M AN +
XNLM = 180°, lo que por suma de angulos es igual a X MAL + X LAN +
KXALM + A NLA = 180°.

Para ello se considera el AABC y como la suma de la medida de sus
angulos internos es 180°, entonces

4CBA + £BAC + £ ACB = 180°. (3.1)

Por hipétesis K CBA = K ALM y X ACB = X NLA, ademas como X BAC' =
AXMAL + X LAN, entonces reemplazando estos valores en (3.1), se tiene

AMAL+ X LAN + XALM + X NLA = 180°,

por lo cual el cuadrilatero AM LN es ciclico. ]

Problema 3.2. Tomado de Caceres (2010).

Sean AD, BE y CF las alturas de un triangulo ABC' y H su punto de
interseccion. Demostrar que los cuadriliteros AEHF, CDHE, BDHF,
BCEF, ACDF y ABDE son ciclicos (ver Figura 3.2).

Solucién. Dado que BE y CF son alturas del tridngulo ABC, entonces
KXAFEH =90°y X HF A = 90°, respectivamente, asi por el Teorema 2.1, el
cuadrilatero AEH F es ciclico. Analogamente, se tiene que los cuadrilateros
CDHE y BDHF son ciclicos.
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A F B

Figura 3.2: Alturas del triangulo ABC.

Por otra parte, como £ BEC = 90° y X BFC = 90°, entonces por el Teo-
rema 2.3, el cuadrilatero BC'E'F' es ciclico. De manera analoga, se muestra
que los cuadrilateros ACDF y ABDE son ciclicos. []

Problema 3.3. Tomado de Caceres (2010).

En la Figura 3.3, estdn trazadas las bisectrices de los dangulos interiores
del cuadrilaitero ABCD, las cuales se intersectan en los puntos E, F', G y
H como se muestra en la figura. Demostrar que el cuadrilatero EFGH es

ciclico.

Figura 3.3: Ilustracién dada por el Problema 3.3.

D

B

Solucién. Se denota los angulos como se muestra en la Figura 3.4.

Considere los triangulos ADG y BCFE, de donde se tiene que 6 = 180° —
ar —ay v B = 180° — as — ag, respectivamente. Luego sumando 6 y 3,
resulta

84—5:360—(0414-@24-&34-&4).

Como la suma de la medida de los dangulos internos de un cuadrilatero es
360°, entonces a1 + as + az + a4 = 180°. Asi # + 8 = 180° y por lo tanto
el cuadrilatero EFGH es ciclico. []
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Figura 3.4: Notacién de los angulos internos del cuadrilatero.

Problema 3.4. Tomado de OMPR, ano 2001-2002, nivel intermedio.

Un tridngulo ABC' estd inscrito en una circunferencia. Sea M la intersec-
cion de las rectas tangentes a la circunferencia en B y C'. Por el punto M
se traza la recta paralela a AC, la cual corta a AB en el punto N.

s Demuestre que BMCN es un cuadrildtero ciclico.

» Demuestre que AN = C'N.

Solucion. Para la primera parte, se debe demostrar que el cuadrilatero
BMCN es ciclico, entonces por el Teorema 2.3, basta con probar que
AMCB = AMNB.

Sea o = X BMC. Como las rectas BM y CM son tangentes a la circun-
ferencia de centro O, se tiene KOBM = 90° y X MCO = 90°, respec-
tivamente. Luego, del cuadrilatero BMCO, se obtiene XCOB = 360° —
KXOBM — A MCO — a. Al reemplazar en la expresion anterior los angulos
encontrados y hacer las respectivas operaciones, resulta X COB = 180° —q.

Ahora, como XCOB es un angulo central, entonces por el Teorema 1.4,
XCAB = %ACOB. Ast LCAB = 90° — § y puesto que la recta NM es
paralela a la recta j‘l_C)’, se tiene que XM NB = XCAB, por lo tanto

AMNB = 90° — % (3.2)

Por otra parte, como las rectas BM y C(TJ son tangentes a la circunferencia
en B y C, respectivamente, por la propiedad de la barquilla dada en el
Teorema 1.5, se cumple que BM = C'M. Asi el tridngulo BM C es isésceles,
de donde CBM = A MCB (ver Figura 3.5).
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Figura 3.5: Ilustracion guia para la solucién del Problema 3.4.

Del triangulo BC'M se puede inferir que CBM + X MCB + o = 180°.
Por lo tanto, 2(X MCB) = 180° — a, lo que es igual a

AMCB = 90° — % (3.3)

Finalmente, igualando (3.2) y (3.3), se tiene que M NB = X MCB, asi
el cuadrilatero BMCN es ciclico.

Para la segunda parte, como BMCN es ciclico los angulos a y CNB
son suplementarios por el Teorema 2.1, asi CN B = 180° — a.. Luego, por

suma de angulos
KXCNB =4CNM+ AMNB.

Al reemplazar (3.2) y la medida del angulo £ C' N B, se concluye

XONM = 90° — %

Como las rectas CA y M N son paralelas, entonces por angulos alternos
internos KCNM = A NCA y de esta manera

ANCA=90° — % (3.4)
Por otro lado, de la primera parte, se tiene que
ACAB = £CAN = 90° — % (3.5)

Finalmente, de (3.4) y (3.5), el tridngulo CAN es is6sceles, de donde AN =
CN.

L]
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Problema 3.5. Tomado de OMCC, ano 2004.
Sea ABCD un trapecio tal que AB es paralelo a CD y AB + CD = AD.
Sea P el punto sobre AD tal que AP = AB y PD = CD.

s Demostrar que £CPB = 90°.

n Sea Q el punto medio de BC y R el punto de corte de la recta AD Yy
la circunferencia que pasa por los puntos B, A y (). Demostrar que los
puntos B, P, R y C estdn sobre una misma circunferencia.

Solucion. Para la primera parte se denota £ PAB = «, ademas por angulos
colaterales internos £ DAB + £ CDA = 180°, de donde £CDA = 180° —
XDAB. Como £ DAB = X PAB, se tiene CDA = 180° — a.

Por otra parte, observe que los tridngulos ABP y C'DP son isésceles (ver
Figura 3.6), asi del AABP, resulta

XBPA = 5 ABP. (3.6)
A B

P

D # C

Figura 3.6: Triangulos isosceles.

Luego como la suma de la medida de los angulos internos de un triangulo
es 180°, entonces
XBPA+ XABP + a = 180°, (3.7)

donde reemplazando (3.6) en (3.7) y operando, resulta

180° — «

XBPA = (3.8)
De manera analoga, del triangulo C'D P, se puede concluir que
£DPC = 2. (3.9)

2
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Ahora, como el angulo £ DPA es llano, entonces K DPA = X DPC +
XCPB+ ABPA = 180°.

Si se reemplaza (3.8) y (3.9) en esta tltima expresion, se tiene

180° —
% + 4CPB + TO‘ — 180°,

y finalmente operando, se obtiene que X CPB = 90°.

Para la segunda parte se tiene por hipétesis que los puntos A, B, @, y
R estéan sobre la misma circunferencia (ver Figura 3.7), por lo tanto el
cuadrilatero ABQR es ciclico. Asi por el Teorema 2.3, se tiene

ARAQ = 4 RBQ (3.10)

XQAB = £QRB. (3.11)

Figura 3.7: Angulos congruentes.

Luego, como el triangulo BC'P es rectangulo y por hipétesis () es el punto
medio de su hipotenusa BC entonces BQ = QP. De esta manera los
triangulos ABQ y AP() son congruentes por el criterio L-L-L, de donde
XPAQ = XQAB. Asi de la igualdad anterior, (3.10) y (3.11), se tiene
X RBQ = £QRB. De lo cual se puede concluir que el ABQR es isosceles
con BQ = QR.

De lo anterior se tiene que los puntos B, P, R y C equidistan de @), es decir
que se puede construir una circunferencia con centro en ) y radio QC' de
tal manera que pase por estos puntos, que era lo que se buscaba. ]

Para demostrar que un cuadrilatero es ciclico, en el Capitulo 2, se presen-
taron criterios que fueron de gran utilidad en la solucién de los anteriores
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problemas. Es el caso del Teorema 2.1 por el cual, si en un cuadrilatero,
un par de angulos opuestos son suplementarios entonces el cuadrilatero es
ciclico, este criterio se uso en el Problema 3.3. Se resalta el uso de los con-
ceptos geométricos como la suma de los dngulos internos de un triangulo,
la relacién de angulos centrales e inscritos, caracteristicas de los triangulos
is6sceles, entre otros, en la solucién de los problemas que se muestran.

Ahora se presentan problemas donde a partir de las condiciones dadas es
posible identificar un cuadrilatero inscrito en una circunferencia, el cual al
ser ciclico por definicion permite utilizar las propiedades que lo caracterizan
en la solucién.

Problema 3.6. Tomado de CM, ano 2001, nivel 5.
s Cudl es la medida del dngulo v en la Figura 3.8¢

V=

Figura 3.8: Ilustracién dada por el Problema 3.6.

Solucion. Se considera el cuadrilatero ABC'D y T el punto de corte de sus
diagonales, como se muestra en la Figura 3.9. Dado que ABCD es ciclico
por definicién, entonces por el Teorema 2.3, se tiene que £CAB = XCDB,
es decir que CAB = a.

Figura 3.9: Cuadrilatero ABCD y punto de corte de sus diagonales.
Luego, como el angulo £ CT A es llano entonces X BT'A = 180° — XCTB
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y por hipétesis se tiene £ CT'B = 70°, asi se concluye que £ BT A = 110°.
Ademés, como la suma de la medida de los angulos internos de un tridngulo
es 180° entonces la medida del angulo T AB = 40°. Finalmente, como

XTAB = CAB, se concluye que o = 40°. ]

Problema 3.7. Tomado de CM, ano 2005, nivel 2.
En la Figura 3.10, ABCD es un trapecio inscrito en una circunferencia,
scudnto mide el angulo £ DAB?

Figura 3.10: Ilustraciéon dada por el Problema 3.7.

Solucién. Se debe determinar la medida del angulo £ DAB, pero por suma
de angulos es equivalente a encontrar la medida de £ DAC' y K CAB.

En primer lugar, como el trapecio esta inscrito en una circunferencia en-
tonces es ciclico. Asi por el Teorema 2.3,  DAC = 35° y £ BC'A = 65°.

Se denota 7' el punto de interseccion de las diagonales del trapecio y te-
niendo en cuenta que la suma de la medida los angulos internos de un
triangulo es 180°, del triangulo BC'T' se tiene que £ C'T'B = 80° y como el
angulo £ CT A es llano, se infiere que £ BT'A = 100° (ver Figura 3.11).

Figura 3.11: Medida de angulos dados y concluidos inicialmente.
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Como ya se dijo, ABC'D es un cuadrilatero ciclico entonces por el Teorema
2.3, se tiene que

ACAB = £CDB. (3.12)

Ademsis, como ABCD es un trapecio y los lados AB y DC son paralelos
cortados por la transversal BD, entonces por angulos alternos internos,
resulta

4 ABD = £CDB. (3.13)
De esta manera por (3.12) y (3.13), se concluye que £ ABD = XCAB.

Finalmente, se enfoca la atencion en el AABT del cual se conoce que
X BT A = 100° y que los otros angulos son congruentes, asi se concluye que
XTAB = X ABT = 40°. Por consiguiente, la medida del angulo X DAB es
75°. O

Problema 3.8. Tomado de Cdaceres (2010).
El triangulo equilatero ABC' estd inscrito en una circunferencia. P es un
punto sobre el arco que va desde B hasta C'. Probar que PA = PB + PC.

Solucién. Se construyen los segmentos PC' 'y PB formando el cuadrilétero
ciclico ABPC' como se muestra en la Figura 3.12.

A

Figura 3.12: Construccién de segmentos.

Luego, como ABPC es ciclico entonces por el Teorema 2.6, se cumple que

AP-BC = AC-PB+ PC - AB. (3.14)
Por otro parte, como el AABC' es equilatero entonces
AB = BC = AC. (3.15)

Asi, reemplazando (3.15) en (3.14) y simplificando, se concluye que PA =
PB+ PC. [
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Problema 3.9. Tomado de Caceres (2010).

Suponga que AB y CD son dos cuerdas perpendiculares de una circunfe-
rencia y sea E su punto de interseccion. Si AE =2, EB =6 y ED = 3,
determine el diametro de la circunferencia.

Solucién. Sea O el punto de interseccién de la mediatriz de AB y de CD,
siendo este el centro de la circunferencia (ver Figura 3.13).

\

Figura 3.13: Construcciones auxiliares del Problema 3.9.

Como el cuadrilatero ACBD es ciclico, por el Teorema 2.4, se tiene que
CE-ED = AFE - EB. Reemplazando los datos de la hipdtesis, resulta

3CE = (2)(6),
de donde al despejar CE = 4. De esta manera CD = 7.

Luego, se traza la recta @ que intersecta a la circunferencia en F' de-
terminando el didmetro C'F v se considera el ACDF. Observe que por el
Teorema 1.4, el angulo X F'DC' es recto.

Después, se traza la recta r paralela a C'D por O, la cual corta a DF en G.
Ahora como CD es perpendicular a AB y CD es paralela a r, entonces r es
perpendicular a AB. Sea M el punto de corte de 7 con AB. Ademds como r
pasa por O, entonces r biseca a AB, asi M es el punto medio de AB. Luego,
como AB = 8y AE = 2, entonces EM = 2. Como los segmentos paralelos
comprendidos entre rectas paralelas son congruentes entonces DG = 2,
pero como O es el punto medio de C'F entonces G es el punto medio de
DF, por lo tanto DF = 4. Asi, aplicando el Teorema de Pitdgoras al
triangulo CDF vy teniendo en cuenta la longitud de los segmentos CD y
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DF, se tiene (W)2 = 7% + 4%, De esta manera, la longitud del didmetro
CF es 1/65. [

Problema 3.10. Tomado de OMPR, ano 2011-2012, nivel superior.

Sea ABC' un triangulo y G la circunferencia que lo inscribe. Sea D el
pie de la altura desde A al lado BC. La recta W, donde M es el punto
medio de AD, corta a G nuevamente en N. La recta ]<\7—E), donde E es el
punto medio de AC, corta a G nuevamente en P. Demuestre que AP es
un didmetro.

Solucién. En este problema, para demostrar que AP es didmetro, es sufi-
ciente probar que £ POA = 180°, donde O es el centro de G.

Observe que, ante las hipétesis dadas, el cuadrilatero ABC'N se encuentra
inscrito en la circunferencia y por lo tanto es ciclico. Luego por el Teorema
2.3, se tiene

XCBN = XCAN, (3.16)

como se indica en la Figura 3.14.

Figura 3.14: Condiciones del Problema 3.10 y angulos congruentes.

Después, como por hipétesis £ y M son puntos medios de AC' y AD,
respectivamente, al considerarse el AAC D, se concluye que la recta ME
es paralela a la recta BC'. Estas rectas son cortadas por la recta MB y por
pares de angulos correspondientes, se obtiene que

ACBN = £EMN. (3.17)
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Asi, de (3.16) y (3.17), se sigue que
XCAN = £ EMN.

De esta manera, por el Teorema 2.3, el cuadrilatero AM EN es ciclico.

Para finalizar, como la recta AD es perpendicular a la recta BC y la recta
BC es paralela a la recta M(—)E, entonces la recta AD también es perpendi-
cular a la recta ME. Por lo tanto, se concluye que £ EMA = 90° y como
AMEN es ciclico, por el Teorema 2.1, se tiene que FANE = XANP =
90°. Luego como el angulo £ AN P abre el mismo arco de circunferencia que
el angulo central £ POA, por el Teorema 1.4, se sigue que £ POA = 180°
y asi se concluye que AP es un didmetro. ]

Problema 3.11. Tomado de OMPR, ano 2011-2012.

Sea ABC un triangulo que estd inscrito en una circunferencia. Las bisec-
trices de los dngulos A, B y C se encuentran con la circunferencia en D,
E y F, respectivamente. Demuestre que AD es perpendicular o EF.

Solucion. En la Figura 3.15, se ilustran no solo las condiciones del problema
sino también los cuadrildteros ciclicos BOCEF y ABDC'.

Figura 3.15: Condiciones del Problema 3.11 y cuadrilateros ciclicos.

Por el Teorema 2.3, del primer cuadrilatero se concluye que KCBE =
XCFE = [y del segundo que CDA = XCBA = 20 yv XBAD =
XBCD = a.

Ahora, se considera el AABC' y sumando la medida de sus angulos inter-
nos, se tiene

a+ 3 +v=090" (3.18)
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Por otra parte, sea O el punto de corte de FC con BE v P el de AD con
EF ysea A = £DOC (ver Figura 3.16).

Figura 3.16: Congruencia de los angulos £ DOC' y 5 POF'.

Teniendo en cuenta los angulos internos el triangulo C'DO, se tiene
A+ 28+ a+ v =180°.
Luego, reemplazando (3.18) en el resultado anterior y operando, resulta
A+ 5 =90°. (3.19)

Finalmente, como se observa en la Figura 3.16, £ DOC = £ POF = \. De
la suma de angulos internos del AFOP, se tiene £ FPO = 180°—3— Ay de
(3.19), se sigue que £ F PO = 90°. Asf se concluye que EF es perpendicular

a AD. ]

Es importante resaltar que los problemas propuestos por el Canguro Ma-
tematico proporcionan una grafica, de la cual se puede inferir inmediata-
mente que hay un cuadrilatero ciclico y por lo tanto, se pueden aplicar los
teoremas estudiados para encontrar un camino que lleve a la solucion, ver

CM (2018).

Por otro lado, los problemas 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11, tienen en comun que
en su enunciado se da una circunferencia y ciertas condiciones que dejan
puntos sobre la circunferencia, con lo cual se identifica la existencia de un
cuadrilatero ciclico de manera inmediata.

En las olimpiadas matematicas y libros de geometria, también se encuen-
tran problemas donde en el enunciado se da un cuadrilatero ciclico y a
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partir de ello se debe demostrar una relacién o encontrar un valor. Los
problemas a seguir, tienen esta caracteristica.

Problema 3.12. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Sea ABCD un cuadrildtero inscrito en una circunferencia. La diagonal
BD biseca a AC. Si AB =10, AD = 12 y DC = 11. Hallar BC.

Solucion. Sea () el punto donde se cortan las diagonales del cuadrilatero
ABCD, tal como se ve en la Figura 3.17.

[
</

12

X

Figura 3.17: Ilustracion del Problema 3.12 y construccién del punto Q).

Como ABCD es ciclico por el Teorema 2.3, se tiene K ABD = XACD
y CAB = XCDB. Asi por el criterio de semejanza A-A, se obtiene
ANAABQ ~ ADCQ y por consiguiente

QA 4B
QD DC
Reemplazando en esta proporcion el valor de AB y DC, resulta
QA 10
QD 11
y despejando QA se encuentra
10 —
QA = 11 QD. (3.20)
De manera analoga, los triangulos DAQ) y C' B(Q son semejantes, de donde
QD AD
QC BC
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Como por hipétesis se tiene que QA = QC v que AD = 12, entonces reem-
plazando estos valores en la anterior expresién y despejando QA, resulta

— BC —
QA= —-QD. (3.21)
12
Luego, igualando y operando (3.20) y (3.21), se concluye que BC' = 120, []

Problema 3.13. Tomado de OMPR, ano 2006-2007.
St ABCD es un cuadrildtero ciclico, es decir que estd inscrito en una

circunferencia, y M es el punto de corte de AC y BD, demostrar que
AM -MC =DM - MB.

Solucion. Como ABC'D es un cuadrilatero ciclico, entonces por el Teorema
2.3, resulta

AMAB = £CDM (3.22)

X ABM = £ MCD. (3.23)
Asi, de (3.22) y (3.23), se tiene que AABM y ADCM son semejantes,

entonces

AM  MB
DM MC’
de donde se concluye que AM - MC' = DM - M B. []

Otro tipo de problemas geométricos que se proponen, es cuando se pide
hallar la medida de un segmento. Este es el caso del Problema 3.12, donde a
partir de las longitudes de tres lados se debe hallar la del cuarto, lo cual se
facilita con la utilizacion de cuadrilateros ciclicos. El Problema 3.13 llama
la atencién, dado que es una de las implicaciones del Teorema 2.4 y esta
propuesto en una olimpiada.

En el siguiente grupo de problemas las construcciones dadas no permiten
identificar un cuadrilatero ciclico a primera vista, ni se menciona como
tal. En estos problemas se identifica un cuadrilatero y al demostrar que es
ciclico permite llegar a la soluciéon del problema.

Problema 3.14. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).
Sobre el lado AB del cuadrado ABCD, se construye el tridngulo rectdngulo

ABF, con hipotenusa AB. Si AF = 6 y BF =8, encontrar EF, donde E
es la interseccion de las diagonales del cuadrado.
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Solucion. En la Figura 3.18, se observan las construcciones dadas en el
enunciado del problema.

B c

Figura 3.18: Ilustracion del Problema 3.14.

Por hipétesis £ BFA = 90° y como las diagonales de un cuadrado son
perpendiculares entonces £ AEB = 90°, por lo tanto el cuadrilatero AEBF
es ciclico. Ahora se va a utilizar el Teorema 2.6, por lo cual primero se debe
calcular la medida de AB, AE y BE, ya que estos aiin no se conocen. Para
ello se considera el AABFE' y por el Teorema de Pitdgoras, se tiene

(AB)’ =(AF)" + (FB)"

Reemplazando AF y F B, que se tienen por hipétesis, y operando, resulta
AB = 10.

De manera andloga, con el tridngulo ABC' se obtiene que AC = 10+/2.
Luego, BE = AE = %AC’ ya que las diagonales de un cuadrado se cortan
en el punto medio, asi BE = 5v/2 y AE = 54/2.

Con estos datos es posible aplicar el Teorema 2.6 al cuadrilatero ciclico
AFEBF, de donde

FE-AB=FA-BE+ AFE - FB,
es decir
10 FE =(6)(5v2) + (5v/2)(8).
De esta manera, al realizar las operaciones correspondientes, se concluye

que FE = 7V/2. O

Problema 3.15. Tomado de Caceres (2010).

En un cuadrado ABCD, M es el punto medio de AB. Una linea perpen-
dicular a MC por M intersecta a AD en K. Demostrar que £ BCM =
AMCK.
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Solucién. Por hipétesis M es el punto medio de AB entonces AM = MB,
ademas como ABCD es un cuadrado AD = BC'y X DAM = M BC. Asi
por el criterio de L-A-L, se concluye ADAM ~ ACBM y por consiguiente,
se tiene  BOM = MDA (ver Figura 3.19), lo que es igual a

ABCM = £ MDK. (3.24)
A M B
/
K] /
/
/
/
D C

Figura 3.19: Congruencia de tridngulos.

Por otra parte, como los angulos £ K MC'y 5 K DC' son rectos entonces por
el Teorema 2.1, el cuadrilatero DCM K es ciclico. Luego, por el Teorema
2.3, resulta

AMDK = A MCK. (3.25)
Finalmente, igualando (3.24) y (3.25), se obtiene £ BCM = £ MCK, que
era lo que se queria demostrar. ]

Problema 3.16. Tomado de OMPR, ano 2006-2007, nivel infermedio.

En la Figura 3.20, el trapecio isésceles ABCD es tal que AB = BC =
AD =1y DC =2, donde AB es paralelo a DC'. ;Cudnto mide el dngulo
XDAC?

A B

/TN

D C

Figura 3.20: Tlustracion dada por el Problema 3.16.

Solucién. Primero se trazan las perpendiculares al segmento AB por los
puntos A y B. Estas perpendiculares cortan al segmento CD en E y F,
respectivamente (ver Figura 3.21), de esta manera AB = EF = 1, pues
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son segmentos paralelos comprendidos entre rectas paralelas. Ademas como

OCD =2 entonces CF = ED = %
B
/k
\
/
v

D E F ¢

Figura 3.21: Construccién de los segmentos AE v BF.

Sea G el punto medio de EF, entonces CG = 1y como BF es mediatriz de
CG, se concluye que BC = BG, con lo cual el tridgngulo BCG es equilétero.
De manera andloga, el tridngulo ADG es equilatero.

Luego como el trapecio ABC'D es isdsceles, entonces por el Teorema 2.2, es
cuadrilatero ciclico y por lo tanto existe una circunferencia que lo inscribe.
Como AD = BC se tiene que GD = GA = GB = GC con lo cual G
es el centro de la circunferencia que inscribe el trapecio. Finalmente, por
angulos centrales e inscritos £ DAC' = 90°. ]

En estos problemas se resalta que el demostrar que un cuadrilatero es
ciclico, ayuda a encontrar la solucion de forma practica. Por ejemplo, en
el Problema 3.14 se buscaba la longitud de un segmento, que resulté ser
una diagonal de un cuadrilatero ciclico, lo que permitié aplicar el Teorema
de Ptolomeo y de esta manera llegar al valor solicitado. Hay que tener
en cuenta que no es la unica solucion posible, pero dichos cuadrilateros
brindaron un camino exitoso.

Se encuentran problemas en los que, ademas de no mencionar cuadrilate-
ros ciclicos, no se identifica ningiin cuadrildtero, sin embargo construir un
cuadrilatero ciclico teniendo en cuenta las condiciones dadas es un punto
clave en la resolucion del problema.

Problema 3.17. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Un triangulo inscrito en una circunferencia de radio 5, tiene dos lados
que miden 5 y 6, respectivamente. Encontrar la medida del tercer lado del
triangulo.

Solucion. Para resolver este problema se utiliza el Teorema 2.6.

Sea el triangulo ABC' inscrito en una circunferencia de radio 5, con AB = 6
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y AC =5, luego sea P el punto diametralmente opuesto al vértice A (ver
Figura 3.22).

C

Figura 3.22: Construcciéon del punto P sobre la circunferencia.

Por el Teorema 1.4, se tiene que £ ABP = 90° asi el AABP es rectangulo.
Luego por el Teorema de Pitagoras, se obtiene que

(BP)’ = (AP)" — (AB)’
= 10> — 67,
de esta manera BP = 8.

De forma andloga, como el AACP es rectangulo, se concluye que CP =

54/3.

Por la Definicion 2.1, se tiene que ABPC' es cuadrilatero ciclico, entonces
por el Teorema 2.6, se sigue que

AP-BC = AB-CP + AC - BP,

de donde

AB-CP+ AC - BP

=5 :
Reemplazando los valores que se obtuvieron y realizando las operaciones
correspondientes, se encuentra que la longitud del lado BC' del tridngulo

es 3v/3 + 4. O

Problema 3.18. Tomado de OME, ano 2007, fase nacional.

O es el circuncentro de un triangulo ABC'. La bisectriz que parte de A
corta al lado opuesto en P. Si b y ¢ son las longitudes de AC y BA,
respectivamente, probar que se cumple (ﬁ)2 - (@)2 — (W)2 = bc.

BC =
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Solucion. La Figura 3.23, ilustra las condiciones que se enuncian en este
problema.

Figura 3.23: Ilustracion del Problema 3.18.

Sea R el punto de interseccion de la circunferencia que inscribe al AABC

y la recta AP. Ahora se considera el cuadrildtero ABRC que es ciclico,
por lo cual K ARB = X ACB.

Por otra parte como AP biseca al dngulo X BAC entonces X BAR =

X PAC, con lo anterior se concluye AABR ~ AAPC'. Asi

. _ 7
b Y

es decir
be — AR . AP. (3.26)

Dado que por suma de segmentos se tiene AR = AP + PR, al reemplazar
en (3.26) y operar, resulta

be = (AP)’ + AP - PR. (3.27)

Como se puede ver en la Figura 3.24, note que AP - PR es la potencia del
punto P respecto a la circunferencia con centro en O y radio OA. Es decir
que

AP - PR = (40)’ — (OP)". (3.28)
Finalmente, se reemplaza (3.28) en (3.27) y se obtiene
2

(AP)" + (OA)" — (OP)" = b,

que era lo que se queria probar. O
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Figura 3.24: Construccién del cuadrilatero ABRC'.

Problema 3.19. Tomado de OME, ano 2015.

Sean M y N puntos del lado BC del tridangulo ABC tales que BM =
CN, estando M sobre el segmento BN. Sean P y (Q puntos que estdn,
respectivamente, en los segmentos AN y AM, tales que CMP = X BAM
y XQNB = A NAC. ;Es cierto que CBQ = K PCB?

Solucién. Se construyen las circunferencias Cy y Cs que inscriben a los
triangulos BNQ y CM P, respectivamente, luego la recta AM corta a Ch
en Ry larecta AN corta a Csen S, ademas CBQ = ANBQy A PCB =
KX PCM. Observe que los cuadrilateros BQNR y CPM.S son ciclicos por

definicion, como se muestra en la Figura 3.25. Luego, por el Teorema 2.3,
se tiene que X NBQ = A NRQ) = X NRM y X PCM = X PSM = X NSM.

Por lo tanto, se va a demostrar que X NRM = X NSM. Para ello observe
que los triangulos ABM y AC'N tienen bases congruentes por hipotesis y
la misma altura desde A, por consiguiente tienen igual area, entonces

AM - AB -sena = AN - AC - sen 3, (3.29)
donde a« = X BAM vy = A NAC.
Si se despeja % de (3.29), se encuentra que

AM_E sen (3
AN AB sena’

(3.30)

Por otra parte, los triangulos ABR y SC A son semejantes, ya que dos de
los dngulos del AABR son ay f = BRQ = ABRA = QN B (porque
BQNR es ciclico) y de manera andloga dos de los angulos de AAC'S son
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Figura 3.25: Construccion de los cuadrilateros BQNRy CPMS.
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a y 3, de lo cual se tiene

AS CS

AR AB
Ademas, aplicando la ley del seno al triangulo AC'S, resulta
AC 5
senoe senf3
Si se despeja == se obtiene
senfj _ C5 (3.32)
sena  AC

Luego, si primero se reemplaza (3.32) en (3.30) y después en (3.31), se tiene

AM AC CS CS AS

AN AB AC AB AR
entonces AM-AR = AN -AS, de lo cual por el Teorema 2.5, el cuadrilatero
MNSR es ciclico.

Finalmente, por el Teorema 2.3, se tiene X NRM = X NSM lo que de-
muestra que los angulos X CB(@) y £ PCB son iguales. []

Estos tres ultimos problemas muestran la potencialidad de los cuadrilateros
ciclicos de una manera diferente, ya que las condiciones dadas distan de
las caracteristicas de dichos cuadrilateros, pero mediante construcciones
auxiliares y el ingenio se puede construir un cuadrilatero inscrito en una
circunferencia que sirva como herramienta en la resoluciéon del problema.

Por otro lado, como se mencion6 al iniciar el capitulo, GeoGebra sirve
de guia para resolver problemas geométricos y ademas, facilita realizar la
mirada retrospectiva que propone Pélya. En el siguiente problema se hace
uso de GeoGebra, con el cual se hicieron modificaciones al problema y se
plantea una conjetura.

Problema 3.20. Tomado de OMCC, 2008.

Sea ABCD un cuadrildtero convexo inscrito en una circunferencia de cen-
tro O tal que AC' es un didmetro. Se construyen los paralelogramos ADEO
y BCOF'. Demostrar que st los puntos E/ y F' pertenecen a la circunferencia
entonces ABCD es un rectangulo.
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Solucion. Sin suponer que los puntos F y F' se encuentran sobre la circun-
ferencia, en la Figura 3.26, se ilustra el enunciado del problema.

"\
A
\_—

D

0

Figura 3.26: Puntos E y F' fuera de la circunferencia.

Si ahora se supone que E y F' estan sobre la circunferencia, se desea pro-
bar que ABCD es un rectangulo, es decir, se va a probar que X DAB =
XABC = XBCD = ACDA = 90°. Las hipdtesis dadas se ilustran en la
Figura 3.27.

f——"——~B
N\
A A
\
<\
Figura 3.27: Puntos E y F' sobre la circunferencia.

Como ABCD es un cuadrilatero ciclico entonces por el Teorema 2.1, se
tiene que

KX ADC + £ ABC = 180°. (3.33)
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Ahora se considera el triangulo ABC que estd inscrito en la semicircun-
ferencia, entonces por angulos inscritos la medida del angulo £ ABC' es
90°, luego reemplazando este valor en la ecuacion (3.33) se obtiene que

XCDA = 90°.

Por hipétesis F' v E estén sobre la circunferencia, entonces OF = OF = r,
donde r es el radio de la circunferencia. Por lo tanto como BCOF' es
un paralelogramo, entonces OF = BC = r, de esta manera el tridngulo
BCO es equilatero, puesto que la longitud de sus lados es r, entonces

ZCOB = 60°.

Luego como la medida de todo angulo inscrito en una circunferencia es
igual a la mitad de la medida del angulo central que abarca el mismo arco,
se tiene que KCAB = %ACOB, es decir, KCAB = 30° tal como se ilustra
en la Figura 3.28. Ademaés de forma analoga, se tiene que el triangulo ADO
es equilatero, de donde X DAO = 60°.

Figura 3.28: Medida del angulo £ C'AB.

Finalmente, como X DAB = X DAC' + £ CAB = 90° y como ABCD es un
cuadrilatero ciclico, £ BC'D = 90°. Luego ABCD es un rectangulo, pues
sus cuatro angulos son rectos. []

Para realizar la mirada retrospectiva que propone Pélya, se cambiaron de
posicion los puntos E y F' de tal manera que no estén sobre la circunfe-
rencia. Como se puede ver en la Figura 3.29, si se mueven los puntos B
y D arbitrariamente sobre la circunferencia se observa que el cuadrilatero
ABCD no es un rectangulo.
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L

D E
Figura 3.29: Puntos F/ y F' dentro y fuera de la circunferencia.
Sin embargo, si se mueven los puntos B y D de tal manera que las rectas

FO y OF coincidan, como se tiene en la Figura 3.30, da la impresiéon que
el cuadrilatero ABC'D es un rectangulo.

Figura 3.30: Cuando las rectas coinciden.

Por lo anterior, bajo las hipétesis del Problema 3.20, se plantea la siguiente
conjetura:

Si los puntos F', O y E son colineales, entonces el cuadrilditero ABCD es
un rectangulo.

Cabe resaltar que esta conjetura se deja como un problema propuesto al
lector, para que reflexione sobre la creacion de nuevos problemas a partir
de los que ya se resolvieron anteriormente en este libro.

Los siguientes problemas se tomaron de la tesis Los cuadrildteros cicli-
cos como herramienta en la resolucion de problemas, ver Castillo y Paz
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(2018), los cuales se crearon observando invariantes en las construcciones
geométricas que se pueden realizar en GeoGebra y estudiando los conceptos
de cuadrilateros ciclicos.

Problema 3.21. Tomado de Castillo y Paz (2018).

Sea ABC' un tridngulo isdsceles, con AB = BC. Sean E y D los puntos
medios de AB y BC, respectivamente. Sea P un punto exterior al tridngulo
sobre la altura desde B, tal que la interseccion de EP y DP con AC es H
y J, respectivamente. Demostrar que el cuadrilatero DJHE es ciclico (ver
Figura 3.31).

Figura 3.31: Ilustracion del Problema 3.21.

Solucién. Como E y D son puntos medios de los lados AB y BC, respec-
tivamente, la altura desde B es perpendicular al segmento ED y pasa por
el punto medio M, entonces EM = M D, ademéas X PMD = X EMP pues
son rectos y como M P es comun a los tridngulos PM D y PME por crite-
rio L-A-L son congruentes. De donde EP = PD, por lo tanto el tridngulo
EDP es isosceles y se cumple que

A PED = £ EDP. (3.34)

Por otro lado, como AC es paralelo a ED por ser E y D puntos medios,
entonces

XEDJ =ADJC. (3.35)
Ahora, de (3.34) y (3.35), se tiene que K PED = X DJC y asi por el
Corolario 2.2, se concluye que DJHFE es ciclico. ]

Problema 3.22. Tomado de Castillo y Paz (2018).

Sea ABCD un cuadrildtero ciclico, tal que la prolongacion de los lados
AB y DC se cortan en un punto P. Si BPC =60°, AB=6, CP =5y
AP =10 (ver Figura 3.32).



Problemas Resueltos 67

. AD
n Determine 5=

» Encuentre la medida de AD y BC.
A
0 B p
60°\/
/
/5
C

D

Figura 3.32: Ilustracion del Problema 3.22.

Solucién. Para la primera parte los triangulos APD y C'PB son semejantes
por el criterio A-A, ya que el angulo X BPC' es comtn y como el cuadrildte-
ro ABCD es ciclico, por el Corolario 2.2, se tiene  BCP = X DAP. De

esta semejanza se tiene que

AD AP
BC CP
Luego, reemplazando AP = 10 y CP = 5, dados en la hipétesis, resulta
AD
= = 2
BC

Para la segunda parte, por hipétesis se tiene que AP = 10 y AB = 6,
ademds como A, B v P son colineales entonces BP = 4.

Luego, dado que el cuadrilatero ABC' D es ciclico por el Teorema 2.5, se tie-
ne AP-BP = DP-CP, de donde reemplazando AP, BP, C'P y despejando
DP, resulta

DP = 8.
De lo anterior se puede concluir que DC = 3 al ser D, C'y P colineales.
Por otro lado, aplicando la ley del coseno al tridngulo BC'P, se tiene
(BC)’ = (BP)’ + (CP)*—2BP - CP - cos 60°.
Si se reemplazan los datos que se conocian y se simplifica, se encuentra que

BC =21
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De la primera parte se tiene que — 2 v al reemplazar BC y despejar

AD, se obtiene

3

AD = 2+/21.
]
Problema 3.23. Tomado de Castillo y Paz (2018).
Don Carlos tiene un cultivo de zanahorias, pero debido al cambio climdtico
perdié una parte de la siembra. El quiere saber el drea que no fue afecta-

da, para ello realizo el siguiente dibujo senalando algunos datos que logro
identificar (ver Figura 3.33).

Area no afectada

—
—
—
—

5m

Figura 3.33: Cultivo de don Carlos.

St la region sombreada es la parte del cultivo no afectada y el producto de
las diagonales es 64, scudl es el drea de la region sombreada?

Solucion. En el dibujo que realizé don Carlos, se denotan los vértices del
cuadrilatero como se muestra en la Figura 3.34. Luego como X DAB =
KX ECB = [ entonces por el Corolario 2.2, se tiene que ABCD es ciclico.

Area no afectada

5m

D

Figura 3.34: Notacion del Problema 3.23.
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Teniendo en cuenta que la figura que delimita la regién sombreada es un
cuadrilatero ciclico, se puede utilizar el Teorema 2.8 para calcular su area.
Para esto se debe conocer la longitud de cada uno de los lados del cua-
drildtero, por eso primero se debe encontrar AB v AD.

Como ABCD es ciclico, por el Teorema 2.3, se tiene £ BDA = «. Asi el
triangulo ABD es isosceles con

4B - 4D. (3.36)

Ademads, por el Teorema 2.6, se cumple

AC-DB =AB-DC + AD - BC. (3.37)

Ahora, se reemplaza AC' - DB, DC', BC'y (3.36) en (3.37), de donde
64 =5AB + 3 AB.

Luego, al factorizar y simplificar, se concluye que AB = AD = 8.
Finalmente, el semiperimetro del cuadrilatero ABCD es

AB + BC+ DC + AD
— > 7
donde al reemplazar las longitudes de los lados y simplificar, se tiene que
s = 12. Asi por el Teorema 2.8, se obtiene

Aupep = /(12 — 8)(12 — 3)(12 — 5)(12 — 8).

De este modo, el drea de la regién no afectada o sombreada es de 12+/7m?.
O

S

Por 1ltimo, como resultado de este libro se presenta un problema contex-
tualizado en el cual se usa un simbolo representativo para la comunidad
indigena Pasto del sur de Colombia y del norte de Ecuador, denominado
Sol de los Pastos, el cual se muestra en la Figura 3.35. Esta representa-
cion geométrica es un simbolo mistico ancestral que se caracteriza por su
simetria y sus ocho puntas representan los estadios del espiritu humano:
la familia, la salud, el placer, los amigos, la comunidad, los hijos, el saber
y la riqueza, ver Quijano, Morales, Ordénez, Guerrero, y Castillo (2001).
La contextualizacién de problemas ayuda a que estos se solucionen de una
forma mas amena.
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Figura 3.35: Sol de los Pastos.

Problema 3.24.

En Cumbal, Narino, se encontré tallado sobre la piedra de los Machines el
Sol de los Pastos, el cual es un simbolo mistico ancestral de los indigenas
de la region y tiene como caracteristica interesante que los triangulos que
lo componen son congruentes. Un investigador desea determinar el radio
de la circunferencia que inscribe el Sol de los Pastos, para ello usé datos
encontrados en un manuscrito, los cuales se observan en la Figura 3.56.
Ayuda al investigador a encontrar el radio de la circunferencia.

Figura 3.36: Datos presentes en manuscrito.

Solucién. Para determinar el radio de la circunferencia, primero se va a
demostrar que DC' es un diametro de la circunferencia y luego se encontrara
su valor.

Por hipoétesis se tiene que los triangulos que se forman en el Sol de los Pastos
son congruentes. Asi en la Figura 3.37, los triangulos ACM y BLM son
congruentes, de donde MC' = MLy ACM = XBLM. Luego se tiene
que el ACLM es isésceles, de donde K MCL = XCLM y por lo tanto
KLACL = XCLB.
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Figura 3.37: Notacion para el Problema 3.24.

Como la suma de los angulos internos de un cuadrilatero es 360°, se sigue
que
XLBA+ $BAC + XACL + XCLB = 360°.

Luego, dado que  BAC' = X LBA = 90°y L ACL = ACLB, al reemplazar

en la anterior ecuacién se concluye que
KCLB = 90°.

Ahora sea O el centro de la circunferencia. Luego por el Teorema 1.4, se
tiene XCLD = %ACOD, de donde se concluye que £COD = 180° y por lo
tanto D, O y C son colineales. Asi DC es un didmetro de la circunferencia.

Luego para encontrar el valor de DC, observe que % JLC = 90°, de don-
de por la suma de los angulos internos de un triangulo, se concluye que
A LCJ = 45°. De lo anterior, se tiene que el ACJL es recto e isdsceles,

con CL = LJ. Por lo cual cos45° = %, es decir

LJ=CL =5. (3.38)

Observe en la Figura 3.38, que el cuadrilatero DNC'L es ciclico por defi-
nicion, entonces por el Teorema 2.5, se cumple

NJ-CJ=DJ-LJ. (3.39)

Luego como N, C' y J son colineales, se tiene que NJ = NC + CJ, de

donde
. 1TV2

J== (3.40)
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Figura 3.38: Cuadrilatero Ciclico en Sol de los Pastos.

Asi, reemplazando CJ, (3.38) y (3.40) en (3.39), se tiene D.J = 17. Ahora
como DJ = DL + LJ entonces

DL = 12. (3.41)

Aplicando el Teorema de Pitdgoras, resulta DC = \/ (DL)?2 + (CL)%. De

donde, reemplazando (3.38) y (3.41) y simplificando, se obtiene DC = 13.
Asi, el radio de la circunferencia que inscribe al Sol de los Pastos es la
mitad de DC, es decir 6.5. O

De esta manera, en este capitulo se comprobd que los cuadrilateros ciclicos
y sus propiedades son de gran utilidad al enfrentarse a problemas geométri-
cos, puesto que estan presentes de manera implicita o explicita en los pro-
blemas de olimpiadas matematicas, asi como también en libros de geo-
metria e inclusive se pueden disenar problemas contextualizados donde se
evidencie su aplicacion.

Por otra parte, se debe tener en cuenta que aunque en las olimpiadas ma-
tematicas no se permite el uso de artefactos tecnoldgicos, es importante que
los software de geometria dinamica estén presentes en el proceso de prepa-
racion para dichas olimpiadas, pues ayudan a desarrollar la visualizacién
y la asimilacion efectiva de conceptos geométricos.



Los cuadri/ateros ciclicos

como herramienta en la
resolucion de problemas

(4. Problemas Propuestos

En este capitulo, con el fin de que se ponga en practica las propiedades
tedricas presentadas en el Capitulo 2 y la experiencia adquirida con los
problemas resueltos que se exponen en el Capitulo 3, se presenta al lector
una recopilacién de problemas tomados de diferentes olimpiadas matemati-
cas y textos de geometria. Cabe anotar que en esta investigacion se uso
el repositorio de problemas que disponibiliza el equipo de Art Of Problem
Solving en su pagina web, ver AOPS (2018).

Se recomienda al lector el uso de un ambiente de geometria dindmica pa-
ra la visualizacién y entendimiento de los diferentes problemas. Algunas
olimpiadas disponen de la solucién de los problemas en sus paginas de in-
ternet oficiales, sin embargo se espera que esta sea la ultima alternativa
para solucionar los problemas.

Problema 4.1. Tomado de IMO, ano 1985.
Una circunferencia tiene su centro en el lado AB del cuadrildtero ciclico

ABCD, los otros tres lados son tangentes a la circunferencia. Probar que
AD + BC = AB.

Problema 4.2. Tomado de OIM, ano 1987.

En un triangulo ABC', M y N son los puntos medios respectivos de los
lados AC y AB, y P el punto medio de interseccion de BM y CN. De-
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muestre que, si es posible inscribir una circunferencia en el cuadrildtero
AMPN, entonces el triangulo ABC' es isosceles.

Problema 4.3. Tomado de OIM, ano 1989.
La circunferencia inscrita en el triangulo ABC, es tangente a los lados
AB y AC en los puntos M y N, respectivamente. Las bisectrices de A y B

intersecan a M N en los puntos P y @, respectivamente. Sea O el incentro
del triangulo ABC. Probar que M P -OA = BC' - OQ.

Problema 4.4. Tomado de OIM, ano 1990.

En un tridangulo ABC', sean I el centro de la circunferencia inscrita y D, E
y F' sus puntos de tangencia con los lados BC, AC y AB, respectivamente.
Sea P el otro punto de interseccion de la recta AD con la circunferencia
inscrita. Si M es el punto medio de EF, demostrar que los cuatro puntos
P, I, M y D pertenecen a una misma circunferencia.

Problema 4.5. Tomado de OIM, ano 1994.

Sea un cuadrildtero inscrito en una circunferencia, cuyos vértices se de-
notan consecutivamente por A, B, C' y D. Se supone que existe una se-
macircunferencia con centro en AB, tangente a los otros tres lados del
cuadrildtero.

s Demostrar que AB = AD + BC.

s Calcular, en funcion de x = AB ey = CD, el drea mdzrima que puede
alcanzar un cuadrilatero que satisface las condictones del enunciado.

Problema 4.6. Tomado de IMO, ano 1994.

Sea ABC' un tridngulo isdsceles con AB = AC. M es el punto medio de
BC y O es un punto sobre AM tal que OB es perpendicular a AB. Q es
un punto arbitrario sobre BC diferente de B y C. E se encuentra sobre

AB y F sobre AC tal que E, Q y F son distintos y colineales. Probar que
OQ es perpendicular a EF si y solo si QF = QF .

Problema 4.7. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Las diagonales AC y BD del cuadrildtero ABC'D se cortan en el punto E.
Si AE =2, BE =5, CE =10, DE =4 y BC = %, encontrar AB.
Problema 4.8. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Si el tridngulo isésceles ABC (con AB = AC) estd inscrito en una cir-
cunferencia, y el punto P estd sobre el arco BC, probar que =LA~ = 4<

! PB+PC _ BC
es una constante del triangulo dado.




Problemas Propuestos 75

Problema 4.9. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Si el cuadrado ABCD esta inscrito en una circunferencia, y el punto P
estd sobre el arco BC, probar que g—gi—;% = %.

Problema 4.10. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

El tridngulo equildtero ACD estd dibujado externamente sobre el lado AC
del tridngulo ABC. El punto P estd sobre el lado BD. Encontrar £ APC

tal que BD = PA+ PB + PC.

Problema 4.11. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Se dibuja una linea por el vértice A del tridngulo equildtero ABC, esta

BO : . 11,1
corta a BC' en D vy al circuncirculo en P. Probar que 5 = p5 T Pe-

Problema 4.12. Tomado de Posamentier y Salkind (1996).

Se elige un punto P en el interior del paralelogramo ABCD tal que los
dngulos X BPA y XCPD son suplementarios. Probar que AB - AD =
BP-DP+ AP -CP.

Problema 4.13. Tomado de OIM, ano 1997.

Con centro en el incentro I de un tridngulo ABC' se traza una circunfe-
rencia que corta en dos puntos a cada uno de los tres lados del triangulo:
al segmento BC en D y P (siendo D el mds cercano a B); al segmento
CA en E y Q (siendo E el mds cercano a C), y al segmento AB en F
y R (siendo F el mds cercano a A). Sea S el punto de interseccion de
las diagonales del cuadrilditero EQF R. Sea T el punto de interseccion de
las diagonales del cuadrilatero DPFR. Sea U el punto de interseccion de
las diagonales del cuadrilitero DPE(Q). Demostrar que las circunferencias
circunscritas a los tridngulos FRT, DPU y EQS tienen un unico punto
comaun.

Problema 4.14. Tomado de OIM, ano 1999.

Un tridngulo acutdngulo ABC' estd inscrito en una circunferencia de centro
O. Las alturas del triangulo son AD, BE y CF. La recta EL corta a la
circunferencia en Py Q).

» Pruebe que OA es perpendicular a PQ.

» Si M es el punto medio de BC, pruebe que (ﬁf =2 AD-OM.

Problema 4.15. Tomado de APMO, ano 1998.
Sea ABC' un tridngulo y D el pie de la altura desde A. Sean E y F' puntos
que se encuentran en una linea que pasa por D tal que AE es perpendicular
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a BE, AF es perpendicular a CF, y E y F son diferentes de D. Sean M
y N los puntos medios de BC y EF, respectivamente. Probar que AN es
perpendicular a N M.

Problema 4.16. Tomado de OMCC, ano 2000.

Sea ABC' un triangulo acutdngulo. Cy y Cy son circunferencias que tienen
a los lados AB y C'A como didmetros, respectivamente. Cy corta al lado
AB en el punto F, (F # A) y Cy corta al lado CA en el punto E, (E # A).
Ademds, BE corta a Cy en P y CF corta a C; en Q. Demuestra que las
longitudes de los segmentos AP y AQ son igquales.

Problema 4.17. Tomado de OMCC, ano 2001.

Sea AB un didmetro de una circunferencia S con centro O y de radio 1.
Sean C' y D dos puntos tales que AC' y BD se cortan en un punto Q situado
en el interior de S y L AQB = 25XCOD. Sea P el punto de corte de las
tangentes a S que pasan por los puntos C' y D. Determinar la longitud del
segmento OP.

Problema 4.18. Tomado de OIM, ano 2001.

La circunferencia inscrita en el triangulo ABC' tiene centro O y es tan-
gente a los lados BC, AC' y AB en los puntos X, Y vy Z, respectivamente.
Las rectas BO Y CO intersectan a la recta Y27 en los puntos P y @), res-
pectivamente. Demostrar que si los segmentos XP y XQ tienen la misma
longitud, entonces el tridngulo ABC' es isdsceles.

Problema 4.19. Tomado de OIM, ano 2002.

En un triangulo escaleno ABC' se traza la bisectriz interior (B—li con D
sobre AC. Sean E y F, respectivamente, los pies de las perpendiculares
trazadas desde A y C' hacia la recta ﬁ, y sea M el punto sobre el lado BC
tal que DM es perpendicular a BC. Demuestre que £ EMD = X DMF .

Problema 4.20. Tomado de OMCC, ano 2002.
Sean ABC' un tridngulo, D el punto medio de BC' y E un punto sobre el
segmento AC' tal que BE = (2)AD y F el punto de interseccion de AD

con BE. Si el dngulo £ DAC mide 60°, encuentre la medida de los dngulos
del triangulo AEF'.

Problema 4.21. Tomado de IMO, ano 2004.

En un cuadrildtero ABCD la diagonal BD no biseca a £ABC y 5CDA.
El punto P estd dentro de ABCD y satisface K PBC = X DAB y X PDC =
A BDA. Probar que ABCD es ciclico si y solo si AP = CP.
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Problema 4.22. Tomado de OMCC, ano 2003.

Sea S una circunferencia y AB un didmetro de ella. Sea t la recta tangente
a S en B y considere dos puntos C', D en t tales que B esté entre C vy
D. Sean E y F las intersecciones de S con AC y AD y sean G y H las
intersecciones de S con CF y DE. Demostrar que AH = AG.

Problema 4.23. Tomado de OMCC, ano 2003.
Sean S1 y Sy dos circunferencias que se intersectan en dos puntos distintos
P y Q. Sean Iy y Iy dos rectas paralelas, tales que:

= [{ pasa por el punto P e intersecta a S1 en un punto Ay distinto de P
y a Sy en un punto Ay distinto de P.

= [y pasa por el punto () e intersecta a S1 en un punto By distinto de ()
y a Sy en un punto By distinto de Q).

Demostrar que los tridngulos A1QAs y B1 P By tienen igual perimetro.

Problema 4.24. Tomado de OMPR, ano 2003-2004.
Sea ABC un triangulo, y sea D el pie de la altura desde A. Sean E y F
puntos diferentes, distintos de D, de modo que:

s La linea determinada por E y F pasa por D.
» El segmento AE es perpendicular al segmento BE.
» Bl segmento AF es perpendicular al segmento CF.

Demuestre que si M y N son los puntos medios de los segmentos BC y EF,

respectivamente, entonces el segmento AN es perpendicular al segmento
NM.

Problema 4.25. Tomado de OMPR, ano 2004-2005.

El tridngulo ABC' estd inscrito en una circunferencia y BP biseca £ ABC.
Si AB =6, BC =8y AC =7, calcule BP.

Problema 4.26. Tomado de ONG, ano 2006.
Sea un tridngulo ABC y las cevianas' AL, BN y CM tal que AL biseca
al dngulo en A. St KALB = XANM, probar que £ MNL = 90°.

Problema 4.27. Tomado de OMPR, ano 2007.
Considerar el AABC'. Sean E y F los pies de las alturas desde C' y desde

1 Una ceviana es un segmento que une un vértice del tridngulo con su respectivo lado

opuesto.
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B, respectivamente. Sea H el punto medio de EF. Demostrar que el seg-
mento perpendicular ¢ EF que pasa por H divide al segmento BC en dos
partes iquales.

Problema 4.28. Tomado de MMO, ano 2007.

Las diagonales AC' y BD de un cuadrildtero ciclico ABCD se intersectan
en el punto E. Dado que AB = 39, AE = 45, AD = 60 y BC = 56,
determine la longitud de CD.

Problema 4.29. Tomado de OME, ano 2007.

Dada una semicircunferencia de didmetro AB = 2R, se considera una
cuerda C'D de longitud fija c. Sea E la interseccion de AC con BD y F
la interseccion de AD con BC. Probar que el segmento EF tiene longitud
constante y direccion constante al variar la cuerda CD sobre la semicir-
cunferencia.

Problema 4.30. Tomado de OMI, ano 2007.

Sea ABC un tridngulo, G el centroide, M el punto medio de AB, D un
punto en AG, tal que AG = GD, A # D, E un punto en BG tal que
BG = GE, B # E. Demuestre que el cuadrildtero BDCM es ciclico si vy
solo si AD = BE.

Problema 4.31. Tomado de OMA, ano 2008.

Sea ABC' un tridangulo, D, E y F los puntos de tangencia de la circun-
ferencia inscrita con BC, CA y AB, respectivamente. Sea P el punto de
interseccion de CF con la circunferencia inscrita. Si ABPE es un cua-
drildtero ciclico demostrar que DP es paralelo a AB.

Problema 4.32. Tomado de OMCC, ano 2008.

Sea ABC' un tridngulo acutdngulo. Tome los puntos P y Q en AB y AC,
respectivamente, tal que BCQP es ciclico. El circuncirculo de ANABQ in-
tersecta a BC en S y el circuncirculo de NAPC intersecta a BC en R,
PR y QS se intersectan en L. Pruebe que la interseccion de AL yv BC no
depende de la seleccion de P y Q.

Problema 4.33. Tomado de OME, ano 2008.
En un cuadrildatero convexo se trazan las perpendiculares desde cada vérti-

ce a la diagonal que no pasa por él. Demostrar que los cuatro puntos de
interseccion de cada perpendicular con su correspondiente diagonal forman
un cuadrildtero semejante al dado.
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Problema 4.34. Tomado de OMCC, ano 2009.

Dos circunferencias r1 y ro se intersectan en los puntos A y B. Considere
la circunferencia r contenida en r1 y ro que es tangente a ambas en D vy
E, respectivamente. Sea C un punto de interseccion de la recta AB con
r, F' la interseccion de la recta EC con ro y G la interseccion de la recta
DC' con ri. Sean H e I los puntos de interseccion de la recta ED con
r1 y 9, respectivamente. Pruebe que F', I, G y H estin sobre la misma
circunferencia.

Problema 4.35. Tomado de OMPR, ano 2009.
El cuadrilatero ABCD estd inscrito en una circunferencia y sus diagona-
les se cortan en Q. El lado DA prolongado a partir de A y el lado BC

prolongado a partir de B se cortan en P. CD = CP = DQ, calcular la
medida del CAD.

Problema 4.36. Tomado de CNO, ano 2009.
Dado un tridngulo agudo PBC con PB # PC. Los puntos A y D sobre
PB y PC respectivamente. AC y BD se intersectan en O. Sean E y F el

pie de la perpendicular de O a AB y CD, respectivamente. Denote con M
y N los puntos medios de BC' y AD.

» 5% cuatro puntos A, B, C' y D estan sobre una circunferencia, entonces
EM-FN=FEN-FM.

s Determine si el reciproco del anterior item es verdadero o no, justifique
su respuesta.

Problema 4.37. Tomado de OMCC, ano 2010.

Sea ABC un tridngulo y L, M y N los puntos medios de BC, CA y AB,
respectivamente. La recta tangente al circuncirculo del ANABC' intersecta
a la recta LM en P y a la recta LN en Q. Muestre que las rectas CP Y
B(—)Q son paralelas.

Problema 4.38. Tomado de OMCS, ano 2014.

Sea ABCD wun cuadrildtero inscrito en una circunferencia con centro O
tal que O esté en el interior del cuadrildtero y KCAB = £ODA. Sea E
la interseccion de AC' y BD. Sean r y s las rectas perpendiculares a BC' y
AD, respectivamente. Sea P el punto de interseccion de r con AD y M la
interseccion de s con BC. Sea N el punto medio de EO. Demostrar que
M, N y P son colineales.
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Problema 4.39. Tomado de TINO, ano 2010.

Una circunferencia pasa por el vértice A de el rectaingulo ABC'D intersecta
al lado AB en un sequndo punto E diferente de B. La recta que pasa por
B es tangente al circulo en T, y el circulo con centro en B y que pasa por
T intersecta al lado BC en F. Mostrar que si CDF = £ BFE, entonces
XEDF = XCDF.

Problema 4.40. Tomado de BNO, ano 2011.

El punto O estd dentro del ANABC'. El pie de la perpendicular de O a
BC, CA y AB son D, E y F, respectivamente. Las perpendiculares de
A y B, respectivamente, a EF y FD se cortan en P. Sea H el pie de la
perpendicular de P a AB. Probar que D, E, F y H son cociclicos® .

Problema 4.41. Tomado de APMO, ano 2012.

Sea ABC un tridngulo agudo. Denote con D el pie de la perpendicular
desde A al lado BC, con M el punto medio de BC y con H el ortocentro
de ANABC. Sea E el punto de interseccion del circuncirculo del ANABC' y
el punto medio de MH, y F el punto de interseccion (diferente de E) de

ED 1y del circuncirculo. Probar que g? é{ﬁ

Problema 4.42. Tomado de IMO, ano 2014.

Sea ABCD un cuadrildatero convexo tal que K ABC = XCDA = 90°. El
punto H es el pie de la perpendicular desde A hasta BD. Los puntos S yT
estan sobre AB y AD, respectivamente, tal que H se encuentra dentro del
triangulo CST y KCHS — XCSB = 90°, XTHC — X DTC = 90°. Pruebe
que la recta BD es tangente a la circunferencia que inscribe al triangulo
HST.

Problema 4.43. Tomado de OMPR, ano 2015-2016.

Sea ABCD un cuadrildtero ciclico, sea P la interseccion de las rectas BC
Y AD. La recta AC corta a la circunferencia circunscrita del triangulo
BDP en S yT, con S entre A y C la recta BD corta a la circunferencia

circunscrita del triangulo ACP en U y V', con U entre B y D. Demostrar
que PS = PT = PU = PV.

Problema 4.44. Tomado de OMI, ano 2016.

Sea ABC un triangulo. Sean D y E las proyecciones ortogonales de A sobre

las bisectrices de los dngulos K ABC' y £ BC A, respectivamente. Demostrar
que DE es paralelo a BC.

2 Los puntos cociclicos son aquellos que pertenecen a una misma circunferencia.
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Problema 4.45. Tomado de BNO, ano 2016.

Sea ABC' un tridngulo isosceles con AC = BC. El punto D se encuentra
en la extension de AC, mds alld de C y tal que AC' > CD. La bisectriz del
dngulo £ BC'D intersecta a BD en N y sea M el punto medio de BD. La
tangente por M al circuncirculo del tridngulo AMD intersecta a BC en
P. Probar que los puntos A, P, M y N son cociclicos.

Problema 4.46. Tomado de IMO, ano 2017.

Sean R y S puntos diferentes de la circunferencia Cy tal que RS no es
un diametro. Sea | la recta tangente a C7 por R. El punto T es tal que S
es el punto medio del segmento RT. El punto J se escoge en el arco mds
corto de RS. La circunferencia Cy que inscribe al tridngulo JST intersecta
a l en dos puntos distintos. Sea A el punto de interseccion de Cy y I mds
cercano a R. La recta AJ intersecta a Ci1 en K. Pruebe que la recta KT
es tangente a Cy.

Problema 4.47. Tomado de TJNO, ano 2017.
En un cuadrilatero convexo cuyas diagonales se intersectan en E se tienen

las 1gualdades ‘Aj‘ = |@’ = @. Probar que ABCD es un paralelo-
|CD| |4AD| |ED|

gramo o un cuadrildatero ciclico.

Problema 4.48. Tomado de GNO, ano 2017.

Un triangulo agudo ABC' con AB < AC < BC estd inscrito en la circun-
ferencia ¢(O, R). La circunferencia ci(A, AC) intersecta a C en D y a CB
en E. Si la recta AE intersecta a ¢ en F y G que se encuentran en BC
tal que EB = BG, probar que F, E, D y G son cociclicos.

Problema 4.49. Tomado de CNO, ano 2018.
ABCD es un cuadrilatero ciclico cuyas diagonales se intersectan en P. El

circuncirculo del ANAPD corta al segmento AB en los puntos A y E. El
circuncirculo del ABPC' corta al segmento AB en los puntos B y F. Sean
I y J los incentros de NADE y ABCF, respectivamente. Los segmentos
I1J y AC se cortan en K. Probar que los puntos A, I, K y E son cociclicos.

Problema 4.50. Tomado de APMO, ano 2018.

Sea H el ortocentro del triangulo ABC'. Sean M y N los puntos medios de
los lados AB y AC, respectivamente. Asuma que H estd dentro del cua-
drilatero BMNC' y que los circuncirculos de los triangulos BMH y CNH
son tangentes entre si. La linea que pasa por H paralela a BC intersecta
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a los circuncirculos de los triangulos BMH y CNH en los puntos K y L,
respectivamente. Sea F la interseccion de MK y NL y sea J el incentro
de el tridngulo MHN. Probar que FJ = FA.
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