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RESUMEN

En este trabajo realiz6 un estudio comparativo acerca de los sistemas de
representacion utilizados por los libros de texto de grado once, especificamente,
en la estructura de los ejemplos al desarrollar el concepto de limite de funciones;
donde se discrimind los sistemas de representacion utilizados por los textos
escolares y se determind los estdndares de calidad de matematicas que se
desarrollan en éstos. El enfoque en el cual se enmarca éste trabajo es semiético,
dado que se hace referencia a la interpretacion de los sistemas de representacion
del limite, que aparecen en los ejemplos al abordar el concepto.

La importancia de éste estudio radica en identificar por medio de las categorias
planteadas en el instrumento de analisis, las caracteristicas de los sistemas de
representacion y los cambios que se han dado en las ediciones de los manuales
de texto de matematicas, producidos antes y después de la implementacion de los
estandares béasicos de matematicas, permitiendo asi, evidenciar si ésta
restructuracion es pertinente y aporta criterios para el mejoramiento de la practica
escolar.



ABSTRACT

In this paper a comparative study about representation systems used textbooks for
grade eleven, specifically, in the structure of the examples to develop the concept
of limits of functions, which discriminated representation systems used by
textbooks and found the quality standards of mathematics that develop in them.
The approach on which this work is semiotic frames, referred to as the
interpretation of the boundary representation systems, in the examples that appear
to address the concept.

The importance of this study is to identify through the categories raised in the
analytical instrument, the characteristics of the systems of representation and the
changes that have occurred in the editions of the math textbook, produced before
and after implementation of basic math standards, allowing, show whether this
restructuring is relevant and provides criteria for the improvement of school
practice.
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GLOSARIO

Asintota horizontal: recta y = a para la cual se verifica que lim,_,, f(x) =a 0

lirnx—>—oo f(X) =a

Asintota vertical: recta x = a para la cual se verifica que lim,_,,- f(x) = o 0
lim, _ + f(x) = £

Funcion polindomica: funcion determinada por una ecuacion de la forma y =
apx™ + ap_x™ 1+ -+ a;x + a,, donde cada a; es un nimero real y a,, # 0.

Funcion racional: funcién construida como el cociente de dos funciones
polinbmicas.

Limite al infinito: variable independiente x que toma valores arbitrariamente
grandes.

Limite infinito: valores de f(x) variable dependiente) que toma valores
arbitrariamente grandes.

Limite lateral: valor obtenido en el limite al tomar Unicamente los valores menores
(o los mayores) del punto en cuestion.

Representacion: es una configuracion de algun tipo que, en su totalidad o en parte,
corresponde a, esta asociado con, significa  nboliza, interactia de manera especial con,
0 representa algo.

Representacion interna: son las imagenes que creamos en la mente, para
representar procesos u objetos matematicos.

Representacion externa: son las repres  aciones que comunicamos facilmente a
otras personas. Estas se hacen esc.wiendo en papel, dibujando, haciendo
representaciones geométricas o ecuaciones.

Sistema de representacion: Conjunto estructurado de notaciones, simbolos y
graficos, con reglas y convenios, que nos permiten expresar aspectos y
propiedades de un concepto, teniendo presente que ningun sistema de
representacion agota por si solo un concepto.

Sucesion creciente: sucesion que satisface f(n) < f(n + 1), para todo nUmero
natural n.

Sucesion decreciente: sucesion que satisface f(n) = f(n + 1), para todo nimero
natural n.



INTRODUCCION

La ensefianza-aprendizaje del Calculo ~ los niveles del bachillerato y primer afio
de universidad, presenta un desfase e tipo institucional, en cuanto a las
diferencias de contrato didactico (es decir, mientras en la universidad el estudiante
sabe que ha de atenerse a la explicacion tedrica y formal del concepto, en el
bachillerato se utiliza un discurso mas intuitivo y de aplicacién practica mas que
tedrica), que contribuye en un alto porcentaje al fracaso académico en las
asignaturas de célculo®.

Son numerosos los estudiantes, que por una realizacion no adecuada de la
transposicion didactica efectuada desde el saber a ensefar al saber ensefiado en
la escuela, que es donde intervienen los programas y los manuales de texto
escolares, se encuentran con problemas cuando pretenden adquirir 0 mejorar sus
conocimientos a través de los textos, detectandose dificultades y obstaculos por
medio de sus errores. En este sentido, Rico (1992) afirma: “Siendo un objetivo
permanente de la ensefianza de las matemaéticas en el sistema escolar lograr un
correcto aprendizaje de las mismas por parte de los alumnos, es claro que las
producciones 0 respuestas incorrectas a las cuestiones que se les plantean se
consideran como sefiales de serias deficiencias e incluso fracaso en el logro de
dicho objetivo™?

Los textos escolares y sus representaciones juegan un papel fundamental en el
aprendizaje de los estudiantes, en cualquier nivel escolar; pues estos son tomados
como una guia y apoyo para acompafar tal aprendizaje y también por los
docentes en el proceso de ensefianza. Esto motivo la realizacion de la presente
investigacion.

El trabajo esta estructurado en cinco partes. En la primera se contextualiza el
problema, se plantean las preguntas que orientan el estudio y los objetivos; en la
segunda, se ubican, en el marco teérico los conceptos relacionados con este
campo conceptual y sus representaciones, desde los aportes que hacen diferentes
autores en especial Ana Medina, quien se basa en James Kaput y Gerald Goldin,
en la tercera parte se plantea la metodologia de la investigacion, donde : se
sustenta el enfoque, se explica la seleccién de la unidad informacién especifica, se
describe el instrumento de recoleccidon de datos, y se estructura las etapas de la
investigacion. El analisis de resultados esta organizado en dos partes, en la
primera, se analiza las ediciones de los textos de grado once en el tema
relacionado con el limite, antes y después de la implementacion de los estandares

! Enriquez M. y Palles R. (2007). Un Estudio Acerca De Las Dificultades En El Aprendizaje Del Concepto
De Limite De Una Funciéon En El Grado Once De Ensefianza Media Del Colegio INEM-Pasto, p. 235.
2Rico L.y Coriat M. (1992). La asignatura didactica de la matematica en el bachillerato en la universidad de
Granada. Actas Del Congreso De Las Didacticas Especificas En El Bachillerato . Santiago de Compostela, pp
(569-666).
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curriculares de la editorial Norma, andlogamente, en la segunda parte de la
editorial Santillana. Por ultimo se plantean las conclusiones.



1. LIMITE DE FUNCIONES Y SISTEMAS DE REPRESENTACION. ESTUDIO
COMPARATIVO DE TEXTOS ESCOLARES DE GRADO ONCE.

1.1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

La introduccidén al concepto de limite de una funcion se aborda al finalizar la
ensefianza media en el area de matematicas, y es el eje central para dar paso a
conceptos como la derivada e integracion, se trata de un concepto fundamental de
cuyo aprendizaje depende gran parte del componente matematico de las carreras
de ingenieria, ciencias economico-administrativas, ciencias naturales, entre otras.

El estudio de los conceptos como: limite, continuidad, y otros mas de la topologia
de la recta, entre otros, generan las mayores dificultades al inicio de los estudios
universitarios, en carreras técnicas y cientificas, puesto que estos temas
involucran procesos de avanzados de abstraccién que el estudiante va logrando
paulatinamente.

El calculo es un &area donde se presentan mayores indices de mortalidad y
desercion estudiantil, es por esto que los estudiantes requieren una adecuada
preparacion en sus conocimientos matematicos para que su desempefio en estos
programas sea satisfactorio.

Debido a que el concepto de limite posee un cierto caracter instrumental, es usado
como herramienta tanto en la solucion de problemas mateméaticos como de otras
ciencias. En un sentido distinto, los primeros acercamientos a la nocion de limite
en el aula se realizan por medio de representaciones; a partir de las cuales se
introducen y construyen los conceptos matematicos. Generalmente, la nocion de
limite es abordada en principio desde la representacion numeérica, para luego
pasar a la representacion grafica. Pero una y otra tienden a ser utilizadas de
manera limitada®. En consecuencia, este tipo de representaciones no son
utilizadas como apoyo para facilitar la comprension del concepto.

Es aqui donde aparecen las dificultades en el aprendizaje del limite, pues los
estudiantes usualmente aplican algoritmos sin comprender verdaderamente su
significado; esto se ve reflejado en las concepciones erroneas que adquieren
(Medina, 2001), las cuales se manifiestan cuando se enfrentan a la resolucion de
problemas en los que se hace necesaria la aplicacion de limite. Muy a menudo, los
objetivos de la ensefianza de las matematicas se definen en términos de los tipos
de problemas que los estudiantes sean capaces de resolver, o de las habilidades y
conceptos que tengan.

3 Medina, Ana Cecilia. Concepciones del concepto de limite en estudiantes universitarios. Bogota, 2001,
Trabajo de grado (Maestria en Docencia de la Matematica). Universidad Pedagdgica Nacional. Facultad de
Ciencias y Tecnologia. Departamento de Mateméticas. 231 p.
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Sin embargo, estas formulaciones de los objetivos de aprendizaje tienden a limitar
la vision de la educacién matematica. La razén de esto es que tales objetivos, no
incorporan capacidades para nuevas construcciones espontaneas, ni para la
sintesis de nuevas estrategias, tampoco al enfrentarse a situaciones
desconocidas, o para actos matematicos creativos®. Una de las principales
razones de nuestro énfasis en los sistemas externos de representacion es que
proporcionan un medio para caracterizar los resultados del aprendizaje de una
manera mas valiosa.

Por otra parte, los textos escolares son, por un lado, los materiales didacticos de
mayor uso por parte de educadores al preparar e implementar sus clases de
matematicas y por los estudiantes en sus intentos por comprender las
matematicas ensefiadas (Pepin et al (2001)° citado por Marmolejo, Gonzales,
2011) y, de otro lado, al considerarse de parte de la comunidad educativa que: “La
ensefianza no esta tan determinada por los decretos y 6rdenes ministeriales como
por los libros de texto” (Shubring, 1987)° se juzga que estos materiales didacticos
son una potente herramienta para reflexionar sobre los elementos que
caracterizan la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Por todo lo anterior, este trabajo realizé un estudio comparativo acerca de los
sistemas de representacién utilizados por los libros de texto de grado once; este
trabajo discrimind las representaciones que se usan en los textos escolares y se
determiné los estandares de calidad de matematicas que se desarrollan en éstos.
La atencidn se centrd en los ejemplos que se plantean en estos, pues, es aqui, en
donde se evidencia la intencionalidad que tiene el autor al introducir las tematicas
gue corresponden a este caso y donde aparece una significativa variedad de
representaciones utilizadas.

Las anteriores reflexiones permiten formular la siguiente pregunta:
¢, Cuales y como son los sistemas de representacion utilizados en los libros de

texto de grado once, antes y después de la implementacion de los estandares
basicos de calidad, al desarrollar el concepto de limite de una funcién?

4 Goldin, Gerald A. y KAPUT, James J. (1996). A joint perspective on the idea of representation in learning
and doing mathematics. En Leslie P. Steffe y Pearla Nesher (Eds.), Teorias del aprendizaje matematico.
Mahwah, NJ: Lawrence Erlbaum Associates. 133 p.

® Pepin, B. et al (2001). Mathematics textbooks and their use in English, French and German classrooms: a
way to understand teaching and learning culture. Zentralblatt fir Didaktik der Mathematik, 33(5). 17 p.

6 Schubring, G. (1987). On the methodology of analyzing historical textbooks: lacroix as textbooks author. For
the Learning of Mathematics, Vol. 7, 23 p.
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1.2.  JUSTIFICACION

El trabajo matemético con los sistemas concretos que se encuentran
particularmente en las matematicas de la vida cotidiana y escolar, permite explorar
y despertar el interés en el individuo, brinddndole a si mismo seguridad y
confianza. El paso hacia el nivel de los sistemas simbolicos, segun se ha
comprobado, provoca rupturas debido a la descontextualizacion de los conceptos
y problemas matematicos; ademas, el quehacer matematico no se puede
considerar simplemente como un juego légico - simbdlico, sino como, una
elaboracion de ideas u objetos conceptuales cuyos antecedentes estan presentes
en las situaciones de la cotidianidad y en la evolucion histérica.

Segin el MEN’, la educacién actual en matematicas plantea conseguir una
ensefianza del calculo cognitivamente eficiente; pero la ensefianza de ésta area
de la matematica no puede seguir siendo aquello que se reduce a la presentacion
formal de los conceptos, pues la investigacion en educacion matematica ha
demostrado que las posibilidades de su comprension reposan sobre nociones e
ideas béasicas como la de infinito, aproximacion y variacion.

El concepto de limite ocupa una posicion central en el campo conceptual del
célculo; puesto que, por un lado, su caracter estructural constituye el eje central y
basico sobre el cual se construye el célculo diferencial e integral; y por otro lado,
debido a su caracter instrumental, es usado como herramienta para la solucion de
problemas, tanto al interior de las matematicas como de otras ciencias aplicadas.
Por esta razdn se consideré importante realizar un estudio sobre la manera como
presentan los libros de texto escolares el concepto de limite, como se lo
representa y qué sistemas de representacion son utilizados al construir el
concepto de limite de una funcion; la practica escolar ha estado determinada mas
por el uso de los libros de texto que por los lineamientos del MEN, jugando un
papel importante en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Esto se hace
evidente al indagar acerca de su utilizacion, pues estos se emplean como objeto
de estudio, como material de consulta, como coleccidén de ejercicios propuestos y
problemas a resolver.?

Al respecto, Choppin (1980) considera al libro de texto desde dos puntos de vista:
a la vez que es un “apoyo del saber en tanto que impone una distribucion y una
jerarquia de los conocimientos y contribuye a forjar los andamios intelectuales
tanto de alumnos como de profesores; es instrumento de poder, dado que
contribuye a la uniformalizacion lingtistica de la disciplina, a la nivelacion cultural y

" Ministerio de educaciéon nacional. (2003) Mateméticas. Estandares bésicos de competencias en

matematicas. MEN. Bogoté. 12 p.

8 Sanchez Goémez, C et al. Metodologia de andlisis de libros de texto de matematicas. los puntos criticos en la
ensefianza secundaria en Espafia durante el siglo xx. En: Revista de Investigacion Didactica. No. 17. (2004),
22,3 p.
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la propagacion de las ideas dominantes” debido a esto, resulta de suma
importancia analizar la contribucion que los textos escolares de matematicas
hacen en el aula, asi como también su funcion como transmisor de conocimientos
socialmente aceptados.

Segun Schubring (1987),” si se parte del hecho de que la practica de la ensefanza
no esta tan determinada por los decretos y 6rdenes ministeriales como por los
libros de texto utilizados para ensefiar, se llega a la necesidad de un analisis de
dichos libros de texto”. Por esta razon es necesario identificar los cambios que se
han dado en las ediciones de los manuales de texto de matematicas, producidos
antes y después de la implementacion de los estandares curriculares, permitiendo
asi evidenciar si esta reestructuracion es pertinente y aporta criterios para el
mejoramiento de la practica escolar.

En los ultimos afos se han realizado algunos estudios relacionados con el tema,
por ejemplo en Espafa, Love, E. y Pimm, D. (1996) reconocen que los manuales
escolares son un elemento de gran importancia en el estudio de los fenGmenos
que subyacen al aprendizaje y ensefianza de las matematicas®, Sanchez, C. y
Contreras, A. (1999) analizan manuales a través del tratamiento didactico dado al
concepto de limite de una funcion: una perspectiva desde la nocién de obstaculo,
Sierra, M. Gonzélez, M. y Lopez, C. (1999), realizan un estudio sobre la evolucién
histérica del concepto de limite funcional en los libros de texto de bachillerato y
curso de orientacion universitaria, entre otros.

En Colombia; Guacaneme, E. (2001). Realiz6 un estudio Didactico de la
proporcion y la proporcionalidad: Una aproximacion a los aspectos matematicos
formales y a los textos escolares de matematicas, Fernandez, E. (2010), hizo un
analisis de textos escolares para el disefio de situaciones de ensefianza, Romero,
J., Garcia. G., Nifio, I. (2009), estudian el papel de los textos escolares de
matematicas en la implementacion de los lineamientos curriculares: el caso del
razonamiento multiplicativo, Medina, A. (2001) estudia las concepciones del
concepto de limite en estudiantes universitarios, donde expone una comparacion
de manuales de texto de nivel universitario.

Pero en cuanto al andlisis de textos escolares relacionados con los sistemas de
representacion del concepto de limite de una funcién, no se han encontrado
investigaciones hasta el momento, de aqui la relevancia y originalidad de llevar a
cabo este trabajo.

® Love, E., & Pimm, D. (1996). ‘This is so”: A text on texts. In A. Bishop, K. Clements, C Keitel, J. Kilpatrick, &
C. Laborde (Eds.), International handbook of mathematics education, 18 p. Dordrecht, The Netherlands:
Kluwer. 25 p.
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Ademas esta investigacion servird para implementar a un futuro proximo, nuevas
metodologias para la ensefianza del concepto de limite de una funcion y todas sus
implicaciones y asi corregir paulatinamente las dificultades que se presentan.

1.3. ESTADO DEL ARTE

En los Ultimos afios el concepto de limite ha sido centro de numerosas
investigaciones con diferentes enfoques, y buena parte de estas permitieron
fundamentar este proyecto.

Entre estas estan:
Dentro del campo de las representaciones se encuentra:

Goldin y Kaput (1993) quienes plantean como una meta principal aumentar la
potencia de las representaciones, tanto las representaciones externas que se
utilizan en las matematicas y en la ensefianza de las matematicas; como las
capacidades de representacion interna, que permitan a los individuos emplear
todos los tipos de sistemas de representacion funcionales para la resolucion de
problemas y el aprendizaje en las matematicas. EI modelo de Goldin hace
hincapié en la importancia de la heuristica, basado en imagenes, y sistemas
efectivos de representacion.

Duval (1999), citado por Medina (2001), quien ha estudiado la comprension de los
conceptos a través de las representaciones y la interaccion entre los diferentes
registros de representacion, y afirma que “La construccion de los conceptos
matematicos depende estrechamente del dominio de los registros o sistemas de
representacion semiética y de los distintos tipos de actividades asociadas a los
mismos”. Asi, para tener certeza de que en realidad se ha comprendido y
dominado satisfactoriamente el significado de un campo conceptual, se debe:
conocer sus principales representaciones Yy el significado de cada una de ellas, y
ser capaces de operar con las reglas internas de cada sistema y convertir unas
representaciones en otras, identificando qué sistema es mas favorable para
trabajar con determinadas propiedades.

Por su parte, Bldzquez S. y Ortega T. (2001), analizan “los sistemas de
representacion en la enseflanza de limite” en Espafia, argumentando la
necesidad de trabajar con diferentes sistemas de representacion para mejorar la
interpretacion y comprensién de este concepto.

En cuanto al andlisis de textos se encuentran las siguientes investigaciones:

A nivel internacional, Love, E. y Pimm, D. (1996) reconocen que los manuales

escolares son un elemento de gran importancia en el estudio de los fenbmenos

27



gue subyacen al aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, las
caracteristicas del lector, el escritor, el profesor y el libro en si mismo, asi como
las interacciones que se dan entre estos, determinan la funcién de los manuales
en el aula.

Por otra parte, con respecto a la didactica, Sanchez, C. y Contreras, A. (1999)
analizan manuales a través del tratamiento didactico dado al concepto de limite de
una funcién, con el fin de aportar orientaciones sobre lo que se deberia tener en
cuenta en la elaboracion de textos para el estudiante, facilitando de esta manera la
comprension del concepto.

Asi mismo, Sierra, M. Gonzélez, M. y Lopez, C. (1999), realizan un estudio sobre
la evolucion historica del concepto de limite funcional en los libros de texto de
bachillerato y curso de orientacion universitaria, estudiando los cambios que se
han producido a lo largo de méas de cincuenta afos con relacion al limite funcional,
analizando y comparando diversas ediciones de manuales en determinados
periodos de tiempo y su relacion con los programas oficiales, proporcionando
datos esenciales para concretar la evolucién de dicho concepto.

En Colombia; Guacaneme, E. (2001). Realiz6 un estudio Didactico de la
proporcion y la proporcionalidad, efectuando una aproximacion a los aspectos
matematicos formales y a los textos escolares de matematicas; en el cual se
desarrollaron varias actividades tendientes a la identificacion de teorias que
abordan el tratamiento formal de las nociones de proporcion y proporcionalidad y
la seleccién, revision y analisis de los programas y textos escolares objeto de
estudio.

Al mismo tiempo, Fernandez, E. (2010) hizo un analisis de textos escolares para
el disefio de situaciones de ensefianza; vislumbrando los discursos matematicos y
las propuestas de ensefianza alrededor de un concepto matemético, que gira en
torno a la factorizacion de polinomios y las conicas. Esta mirada puede dar cuenta
de lo que circula en el aula de mateméticas, generando ideas para la inspiracion
de disefios de situaciones didacticas de enseflanza que amplian sus efectos
pedagdgicos.

Anélogamente, Marmolejo, G. (2007) analiza algunos textos escolares en los dos
primeros grados de la educacién basica, identificando el rol de las figuras
geométricas, la visualizacion y los factores de visibilidad en el aprendizaje del area
de las figuras geométricas bidimensionales, en donde se evidencia como el
registro semiotico de las figuras se constituye en una herramienta heuristica de
gran interés en el intento de cargar de significado el aprendizaje del objeto
matematico que se esté estudiando.

De igual modo, Medina, A. (2001) estudia las concepciones del concepto de limite
en estudiantes universitarios, donde expone una comparacion de manuales de
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texto de nivel universitario. La presentacion del concepto de limite en los textos
analizados, se ubica en los marcos analitico y algebraico, el esquema o0 secuencia
de la presentacion del tema relacionado con limites, se caracteriza desde dos
enfoques: uno, referente al papel del concepto de limite en la estructura
secuencial y lineal del Caélculo y el otro, tiene que ver con el modelo didactico de
introduccion del concepto.

Es importante aclarar que este estudio se apoya en la investigacion sobre
“concepciones del concepto de limite en estudiantes universitarios” de Anna
Cecilia Medina (2001), quien en una parte de su trabajo lleva a cabo un analisis de
textos universitarios, estableciendo una categorizacion de los sistemas de
representacion asociados al limite de una funcién, los cuales se toman como
supuestos tedricos para discriminar los sistemas de representacion utilizados por
los textos escolares de grado once al construir el concepto de limite y determinar
los estandares de calidad de mateméaticas que se desarrollan en los manuales
escolares.

Como se puede observar, en las anteriores investigaciones se realizan analisis de
textos pero en su gran mayoria relacionados con temas diferentes al concepto de
limite y sus sistemas de representacion, de aqui la novedad y originalidad de
abordar este estudio.
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2. OBJETIVOS DE ESTUDIO
2.1. OBJETIVO GENERAL

Comparar los sistemas de representacion utilizados al desarrollar el concepto de
limite de funciones, en los libros de texto de grado once antes y después de la
implementacion de los estandares basicos de mateméticas.

2.2.  OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Discriminar los sistemas de representacion utilizados al desarrollar el
concepto de limite de funciones en los textos escolares de grado once,
antes y después de la implementacion de los estandares basicos de
matematicas.

2. Determinar los estandares basicos de matematicas que se desarrollan en
los manuales escolares de grado once al presentar el concepto de limite.
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3. PREGUNTAS QUE ORIENTAN EL ESTUDIO

¢, Qué papel juegan las representaciones del concepto de limite en el contenido
de los libros de texto?

¢, Qué utilidad tienen para su aprendizaje las representaciones del concepto de
limite?

¢, Cuales representaciones del concepto de limite son las més utilizadas en los
libros de texto?

¢, Qué funcion han desempefiado los estandares curriculares de mateméticas
en la ensefianza del concepto de limite?
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4. MARCO TEORICO

En este capitulo se desarrolla una perspectiva conjunta basada en las
representaciones y sistemas de simbolos. Al abordar el tema de representacion,
se debe tener en cuenta el grado de complejidad y de abstraccién que sugiere su
estudio. La profundizacion de ciertas nociones relacionadas con la representacion,
y el desarrollo de una manera de hablar de ellas, la mas sistemética y precisa,
puede beneficiar en gran medida el d&mbito de la educacién matematica. Este
capitulo se divide en 4 secciones y fue tomado y adaptado en forma de resumen
del articulo de Gerald Goldin y James Kaput, titulado “Una perspectiva de conjunto
sobre la idea de representacion en el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas; pues es en estos fundamentos teoricos en los cuales Medina (2.001)
sustenta su trabajo de la siguiente forma:

En la primera seccidbn se describe qué se entiende por representacion, se
distingue la representacion interna de la externa, y se discute las relaciones entre
las representaciones. En la segunda se describen los distintos tipos de sistemas
de representacion, en especial se analizan las caracteristicas de los sistemas
externos, pues estos constituyen el objeto de este estudio. En esta seccion se
incluye un breve debate sobrelas representaciones externas vinculadas, los
sistemas analogicos (externos e internos), Yy formales (sistemas de
representacion externos e internos). La tercera seccion estad dedicada a tipos
basicos de actos de representaciony sus estructuras. En la cuarta seccién se
caracteriza la construccion de potentes sistemas de representacion como un
objetivo global de aprendizaje de las matematicas y el desarrollo y, por ultimo, se
hace una brece descripcion de los referentes curriculares.

4.1. REPRESENTACION

Una representacion es una configuracion de algun tipo que, en su totalidad o en
parte, corresponde a, esta asociado con, significa, simboliza, interactia de manera
especial con, 0 representa algo'®. Se habla “en términos generales” porque, entre
otras caracteristicas complejas, las representaciones no se producen de forma
aislada. Por lo general, pertenecen a sistemas altamente estructurados, ya
sea personal e idiosincrasico y cultural o convencionalmente. Estos han sido
denominados “sistemas de simbolos™! o “sistemas de representacién” (Goldin,
1987; Lesh, Landau, y Hamilton, 1983).

0 paimer, S. E. Fundamental aspects of cognitive representation. In E. Rosch & B. B. Lloyd (Eds.), Cognition
and categorization. Hillsdale, NJ: Lawrence Eribaum Associates. 1977, 58 p.

1 kaput, J. Toward a theory of symbol use in mathematics. In C. Janvier (Ed.), Problems of representation in
the teaching and learning of mathematics, 1987, Hillsdale, NJ: Lawrence Eribaum Associates, 37 p.
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4.2. REPRESENTACION INTERNA VERSUS EXTERNA

Algunos autores han caracterizado una distincion entre el significado
(representacion interna) y el significante (representacion externa); sin embargo,
para este estudio se considera la relacién de “qué significa” no como fija y
unidireccional, sino como variable y reversible.

La representaciones internas son las posibles configuraciones mentales de los
individuos, tales comolos estudiantes o solucionadores de problemas. Por
supuesto, por ser internas, estas configuraciones no son directamente
observables.

Hasta cierto punto una persona puede ser capaz de describir sus propios procesos
mentales, esto es lo que suele ocurrir, a través de la introspeccion. El término de
representacion interna se utiliza no para referirse al objeto directo de la actividad
introspectiva, sino como una herramienta para desarrollar en un observador la
capacidad de observacion del comportamiento (incluyendo, por supuesto, el
comportamiento verbal y matematico). Aunque la experiencia de la introspeccion
es subjetiva, las descripciones que dan como resultado de la introspeccion son
observables como, por ejemplo, el comportamiento verbal y gestual.

La representacion externa son las posibles configuraciones fisicamente
incorporadas observables como palabras, graficos, imagenes, ecuaciones etc.
Estos son, en principio, accesibles a la observacion por cualquier persona con
conocimientos adecuados. Por supuesto, la interpretacion de las representaciones
externas como pertenecientes a los sistemas estructurados, y la interpretacion de
las relaciones que representan, no es “objetiva” o “absoluta” sino que depende de
las representaciones internas de la persona (s) que hace de la interpretacion.

Por ejemplo, se considera un grafico dibujado en coordenadas cartesianas por una
persona para “representar” la ecuacion y + 3x — 6 = 0. El gréfico en particular
no es un dibujo aislado, ocurre dentro de un sistema de representacion de
coordenadas, con base en normas y convenciones especificas, las que a su vez
deben ser (al menos parcialmente) “entendibles” antes de que el acto de
representacion pueda tener lugar. Por lo tanto distinguir entre la grafica externa y
la gréfica visual interna, o cualquier otra representacion que la grafica puede
provocar en un individuo; marca aun mas la diferencia entre el sistema
convencional de representacion de coordenadas cartesianas (externa) y el sistema
interno conceptual. Se debe tener en cuenta que los sistemas de representacion
internos de ninguna manera deben ser interpretados simplemente como una
“imagen mental” o “copia”’ del sistema externo.

33



Por otra parte, el tipo de entidad conceptual que la grafica “representa’ puede
variar enormemente de un contexto a otro por ejemplo, un gréfico puede ser
tomado para representar la funcion

En lugar de una ecuacion, (ver figura 1)

Figura 1. Representacion grafica-cartesiana de la funcion

}

Fuente: tomado de la investigacion.

o podria representar la relacion entre la posicion y el tiempo de un objeto que se
mueve al oeste con una velocidad constante de  metros por segundo, a partir de

metros al este del origen, o que puede suponer la hipotenusa de un triangulo
rectdngulo “hacia la derecha”, cuya base es de unidades de longitudy cuya
alturaes de unidades,y asi sucesivamente.La potenciay la utilidad de la
representacion claramente dependera de ser parte de un sistema estructurado, y
en el grado de flexibilidad o versatilidad en lo que puede representar.

4.2.1. Larelacién entre representaciones

De especial importancia son las interacciones bidireccionales entre
representaciones internas y externas. A veces una persona exterioriza en forma
fisica a través de actos derivados de las estructuras internas, es decir, los actos de
escritura, expresion oral, la manipulacion de los elementos de un sistema concreto
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externo, y asi sucesivamente. Tales actos interpretativos pueden tener lugar tanto
a un nivel activo, deliberado, sujetas a control consciente, y a un nivel automético
mas pasivo, donde actlan las estructuras fisicas en el individuo como si
“resonaran” con estructuras mentales previamente construidas®? asi, el lenguaje
natural o las expresiones matematicas conocidas son “entendibles” sin actividad
mental deliberada y consciente. Las interacciones en ambas direcciones entre las
representaciones internas y externas pueden (y lo mas a menudo lo hacen)
ocurren simultaneamente.

Segun (Goldin, 1987, 19922; Kaput, 1987, 1991), un sistema de representacion o
sistema de simbolos puede ser entendido como un constructo a partir de
caracteres primitivos o sefiales, no siempre discretos (como las palabras
habladas, las cartas del alfabeto o los niameros). Estas sefiales son a menudo
incorporadas en algun medio fisico, sin embargo, los signos no deben ser
entendidos literalmente como incorporaciones fisicas, sino como clases de
equivalencia de realizaciones, donde la equivalencia se determina a traveés de
actos de interpretacion. Asi, cuando hablamos de “la grafica de y =3x — 6 en el
contexto de la educacion matemética, esta no significa generalmente un dibujo
particular o una construccion matematica abstracta, definida con precision, méas
bien se refiere a una clase mas o menos acotada de realizaciones “aceptables”
para un sistema de representacion grafico de coordenadas. De hecho, las clases
de equivalencia para una representacion externa pueden considerarse como los
aspectos compartidos de un sistema de este tipo, con cualquier instancia particular
o miembro de esta clase.*

Los signos o caracteres forman los cimientos de un sistema de representacion y
estos pertenecen a sistemas de representacion estructurados. La pertenencia de
un signo a un sistema depende exclusivamente de los criterios que este posee, ya
sean implicitos o explicitos, ademas cada sistema posee también unas reglas
especificas para combinar las sefiales en configuraciones permitidas, ya que
existe una ambigledad en la definicibn de las configuraciones de
representaciones y las estructuras de los sistemas de representacion, asi como en
las relaciones simbdlicas entre ellos, de hecho, se ha observado que, sin
ambigiliedad, las representaciones son casi indtiles®.

Asi pues, un caracter externo se asume como algo significativo o no, dependiendo
de que si coincide con la representacion interna que la persona tiene en un
sistema que para €l o ella es operativo. Asimismo, una combinacién de elementos
de un sistema externo puede ser asumida como significativa o no, dependiendo de

12 Grossberg, S. How does a brain build a cognitive code? Psychological Review, 1980, Vol. 87, p. 1 - 51.

13 Goodman, N. Languages of art (rev. ed.). Amherst, MA: University of Massachusetts Press. 1976, p. 34 - 45.
% Davis, R. B. Learning mathematics: The cognitive science approach to mathematics education. Norwood,
NJ: Ablex, 1984, p. 13- 26..
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si coincide con las expectativas basadas en construcciones (internas) existentes
en los elementos del sistema.

La direccion de la correspondencia entre las representaciones puede variar con el
acto de representacion. Dugdale (1989) describe un experimento de ensefianza
sobre las identidades trigonométricas, donde se invierte la relacion habitual de
referencia en el que los graficos son considerados como las entidades
representativas y las ecuaciones simbdlicas como las entidades representadas.

Este cambio dio lugar a diferencias sustanciales en el pensamiento de los
estudiantes y el aprendizaje. La tradicion de Piaget se refiere a “significado” como
el constructo mental (interno) y el “significante” como la representacion fisica
(externa). Por otro lado la relacién se puede invertircada vez que una
representacion externa es interpretada por un individuo, especialmente sila
representacion exterior es una que no fue producida por el intérprete. En ese caso,
la  construccion interna estd  actuando para  representarla  configuracion
externa, asi un sistema particular, puede representar no solo uno sino muchas
otras configuraciones notacionales en matematicas, como por ejemplo una
ecuacion algebraica, puede modelar muchos diferentes tipos de representaciones,
tales como gréficos, tablas de nimeros, cantidades fisicas, situaciones de la vida
real y asi sucesivamente.

En conclusion, las representaciones externas nos permiten hablar de relaciones
matematicas y su significado, aparte de inferencias sobre el alumno. Las
representaciones internas nos dan el marco para describir las estructuras de
conocimiento individual y procesos de solucion de problemas. Las interacciones
entre sistemas representacionales internos y externos proporcionan los medios
para hacer inferencias acerca del aprendizaje de los individuos como
consecuencia del ambiente y posibilidades del entorno.

4.3. TIPOS DE SISTEMAS DE REPRESENTACION
4.3.1. Sistemas externos de representacion

Un sistema de representacion externa es una estructura que contiene reglas o
mecanismos para la manipulacién de sus elementos. En esta parte es importante
diferenciar entre los sistemas de representacion basados en imagenes o0
analdégicos en los cuales los personajes fundamentales son los signos y las
configuraciones, estas no son de caracter ni verbal ni formal, pero tienen algunas
interpretaciones sensoriales parecidas a lo que se representa. El sistema basado
en imagenes puede ser interpretado ampliamente para incluir imagenes internas y
representaciones esquematicas de la imagen (por ejemplo, los objetos y sus
atributos),y también puede incluir representaciones externas inactivas y pictoricas,
realizaciones concretas y manipulables, representaciones generadas por
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ordenadores etc. y las representaciones matematicas las cuales son objetos
abstractos con multiples muestras fisicas posibles.

Por otra parte la representacion interna, basada en imagenes es esencial para
casi toda la intuicion matemética y comprension, que van desde el concepto de
namero y el “sentido numérico”, a los significados de las operaciones aritméticas y
construcciones geomeétricas, a la comprension de las ecuaciones y funciones a
través de graficos cartesianos. Las interacciones con sistemas de representacion
externas son importantes para facilitar la construccibn de potentes sistemas
internos de representacion en los estudiantes.

4.3.2. Sistemas formales

Los sistemas formales de representacion, son aquellos que se han construido
conscientemente para lograr metas especificas, abiertas, y para los cuales las
reglas son y no implicitas. Los sistemas formales de representacion matematicos
son por ejemplo: el sistema de numeracién, los sistemas algebraicos de notacion,
entre otros. Los sistemas informales han evolucionado con reglas
predominantemente implicitas como la lengua natural. Algunos sistemas mas o
menos informales mas tarde son formalizados. Esta claro que el proceso de
desarrollo de matematicas durante siglos ha involucrado muchos actos de
formalizacion, como la introduccion de notaciones formales y la creacion de
definiciones, axiomas y métodos de prueba.

Cabe sefalar, que el proceso de formalizacion tiene un aspecto funcional que
sirve para propoésitos importantes, que van desde la comodidad de la
comunicacion y el uso (economia o descripcién, para la resolucion de problemas)
en tanto el dominio de las mateméticas del lenguaje natural. A medida que estos
aspectos funcionales influyen en el desarrollo de los sistemas formales, los
sistemas resultantes adquieren una estructura y pueden ser asumidos como
sistemas de representacion estructurados. Asi como el desarrollo de los sistemas
formales de representacibn externa requieren procesos constructivos mas
explicitos y menos implicitos, el desarrollo de los sistemas internos formales,
difiere de los sistemas informales.

Hasta cierto punto, cuando los nifios aprenden matematicas, participan en los
actos de formalizacion de los sistemas menos formales y en cierta medida, van
construyendo nuevos sistemas a través de actos formales basados en reglas cada
vez mas explicitas. La construccion efectiva de los sistemas formales de
representacion interna (representaciones internas de los nimeros, numeracion y
operaciones aritméticas, representaciones internas de la notacion algebraica y los
procedimientos de resolucion de problemas, etc) depende en gran medida de la
interaccion entre sistemas tanto formales, como otros sistemas menos formales
gue permitan la interpretacion de los sistemas formales a través de actos de
representacion. La potencia de las representaciones formales es que pueden
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proporcionar configuraciones comunes de representacion que se conectan 0
unifican no soélo a diferentes tipos de fendmenos, sino también los distintos niveles
de abstraccion.

4.3.3. Vinculacion de representaciones externas

Otra forma en la que el medio puede afectar a la actividad de representacion es
mediante la vinculacion de las representaciones. Por ejemplo, una ecuacion y su
gréfica de coordenadas en la misma hoja de papel, ¢,en qué sentido podria decirse
gue estan vinculadas? fisicamente, las representaciones externas no estan
relacionadas en absoluto, excepto, quizas, en el sentido mas débil de adyacencia.
A nivel interno, como representaciones, podrian estar vinculadas en la mente de la
persona que las produjo (a través de las representaciones internas), o podrian
estar vinculadas en la mente de una persona que las lee (de nuevo, a través de
las representaciones internas), en la medida en que la persona sea capaz de
integrar las estructuras cognitivas para cada representacion interna y externa, el
individuo es capaz de predecir, identificar, o incluso producir su contraparte. Sin
embargo, una especie mucho mas fuerte de integracion de representaciones es a
través de una accion sobre uno de los representantes externos, en donde el
individuo es capaz de predecir, identificar o producir los resultados de la accion
correspondiente en su contraparte externa, tal vez incluso proporcionando
configuraciones intermedias de representacion.

Es aqui, en el nivel de accion, que la vinculacion directa de las representaciones
exteriores en los medios interactivos juega un papel importante, porque se le
concede la oportunidad de integrar esa prediccion, identificacion, o la actividad de
produccion a través de las representaciones. Actuando en una de las
representaciones vinculadas externamente y observando las consecuencias de
esa accion en otro sistema de representacion, o haciendo una prediccion explicita
sobre el segundo sistema representacional para comparar con el efecto producido
por las acciones en la representacion vinculada, el individuo experimenta los
vinculos en nuevas formas y estd provisto de nuevas oportunidades para
construcciones internas.

4.4. TIPOS DE ACTOS DE REPRESENTACION Y ESTRUCTURAS

A continuacion se consideran brevemente algunos tipos basicos de estructuras de
representacion, y los actos que conllevan estas estructuras. Los sistemas externos
fisicos de representacion parecen haber evolucionado al menos en parte como
medio para superar las limitaciones cognitivas humanas: las limitaciones en la
memoria y en la capacidad de proceso. Actos de representacion personal y social,
ya sea que estén o no deliberadamente emprendidas dentro de las restricciones
sistematicas de los sistemas particulares culturalmente desarrollados, a menudo
ascienden a los esfuerzos para superar una o mas de estas limitaciones. A
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continuacion se describen algunas caracteristicas generales de las estructuras de
representacion y de los tipos de actos.

4.4.1 En representacion de las relaciones uno-a-Muchos

Un acto de representacion muy importante es utilizar un elemento de
representacion para representar muchos otros, o para representar una secuencia
de elementos. Cuando esto ocurre internamente, se ha llama "fragmentacion".
Debido a que este acto es cognitivo cabe aclarar que no es un util para este
estudio, ya que este se basa en el analisis de representaciones externas.

4.4.2 Sustituciones de representacion segun el grado de complejidad

Una estructura relacionada con la representacion es la sustitucion de un solo
elemento de representacion en una compleja red de elementos de representacion.
Esto ocurre cuando una letra o palabra se utiliza para representar una imagen,
posiblemente elaborada, o un diagrama, o cuando un par ordenado de simbolos
representa una entidad abstracta matematica: por ejemplo, (G, *) que se utiliza
para representar un grupo G con la operacion *. Con frecuencia la sustitucion se
basa en la equivalencia, donde se utiliza un elemento de representacion individual
en lugar de una clase de equivalencia, y las reglas para el manejo de estos
elementos se basan en las clases representantes, como ocurre con las fracciones
en aritmética, o los elementos del algebra abstracta. Goodman (1976) sefialé que
usamos tales ejemplares de la clase de equivalencia en casi todos los sistemas
basados en caracteres. Ademas de representar objetos complejos por simples
simbolos, se puede representar procesos complejos por los simbolos. Se podria
usar un unico conjunto de simbolos para representar un proceso, como en la
notacion de Leibniz para las derivadas. Tal estructura tiene funciones
complementarias, tanto internas como externas que ayuda a aliviar la carga de la
memoria de trabajo, que a su vez es compatible con otro papel importante en las
matematicas, la construccion de sistemas mas complejos.

4.4.3 La eliminacién selectiva

Muchas representaciones implican un proceso de eliminacion seleccionado entre
otras representaciones, con ciertos tipos de detalles omitidos sistematicamente. La
mayoria de los mapas y diagramas emplean este enfoque, al igual que las
aplicaciones mas practicas de la geometria. Esta es una manera importante como
las representaciones apoyan el proceso clave de idealizacion en Mateméticas y
Ciencias.
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4.4.4 Cosificacion

Algunas representaciones proporcionan una notacion externa, fisica, y las
correspondientes configuraciones internas que simbolizan las entidades que no
suelen ser descritas fisicamente. Este es el caso de practicamente cualquier
abstraccion y es también el caso de eventos ambientales o cognitivos que tienen
presencia fisica, pero no dejan un rastro satisfactorio. Por ejemplo, en un entorno
informatico basado en objetos manipulables, uno podria tener en mente crear
alguna forma de registro de la secuencia de acciones que un usuario realiza
(Kaput, 1995). Ademas, el sistema puede proporcionar los medios para que
denote diversas estrategias para este tipo de acciones. Psicolégicamente, la
introduccion de la configuracién que representa "cosifica" la entidad representada
de acuerdo a una "realidad" o "existencia" de modo que se puede discutir o
manipular a través de su representacion. La decisién de representar es la
estrategia de un solucionador de problemas o la eleccién de los pasos con un
ordenador cosifica a las entidades en este sentido, al igual que la decisién de
representar a una construccion nueva fisica matematica y abstracta.

45. CONSTRUCCION DE SISTEMAS DE REPRESENTACION DE GRAN
ALCANCE COMO META DE APRENDIZAJE

Muy a menudo, los objetivos de la ensefianza de las matematicas se definen en
términos de los tipos de problemas que queremos los estudiantes sean capaces
de resolver, o de las habilidades y conceptos que queremos que tengan. Sin
embargo, estas formulaciones de los objetivos de aprendizaje tienden a limitar la
vision que aportamos a la educacion matematica. La razén de esto es que tales
objetivos no incorporan capacidades para nuevas construcciones espontaneas,
por extension a situaciones desconocidas, para la sintesis de nuevas estrategias
cuando sea necesario, 0 para actos matematicos creativos. Una de las principales
razones de nuestro énfasis en los sistemas externos de representacion es que
proporcionan un medio para caracterizar los resultados de aprendizaje de una
manera mucho mas valiosa.

En lugar de objetivos de aprendizaje tradicionales, se propone la formulacién de
los objetivos educativos en matematicas, en términos de los tipos de sistemas
internos de representacion de los estudiantes que nos gustaria tener a su
disposicién. Es posible delinear un conjunto manejable relativamente pequefio de
amplias capacidades internas de representacion, cuya interaccion se hace efectiva
para un problema de la solucion de gran alcance. También es posible describir,
sistemas matematicos de representacion internos mas especializados, que tienen
una amplia gama de aplicabilidad. Ambos proporcionan maneras de definir lo que
buscamos en la educacion matematica.
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En el curriculo escolar de las mateméticas, ya que es mas frecuente en la préactica,
la mayor atencion se presta a los sistemas formales de representacion simbdlica.
Los estudiantes deben “entender” nuestro sistema de base 10 de la numeracion y
asociarlo a las normas de procedimiento para la suma, resta, multiplicacion y
division de numeros enteros escritos en base diez. Se espera extender estos
meétodos a sistemas de representacion formal decimal, fraccionaria y algebraicos
como convencionalmente se desarrollan. Mucho menos se presta atencion a los
sistemas basados en imagenes (igualmente matematicos), técnicas de
visualizacion, rotacion mental, dibujo de diagrama e interpretacion, proyeccion
espacial etc...

Un aspecto significativo en un sistema de representacion tiene que ver con el
amplio dominio y la aplicabilidad en diferentes contextos, donde el sistema tenga
“sentido” en relacién con muchas otras representaciones diferentes. Este aspecto
de la representacion se llama versatilidad. Anteriormente se ha mencionado, como
un ejemplo, los diferentes significados que se podria dar a un grafico. La
capacidad de construir una representacion gréafica con versatilidad tiene que ser
visto como un objetivo educativo importante en las matematicas.

Otro sentido de gran alcance tiene que ver con la eficiencia del uso del
procedimiento. La eficiencia puede incorporarse en la sintaxis de un sistema de
representacion (en particular, en un sistema formal), por lo que el sistema admite
transformaciones con facilidad de una configuraciéon a otra desde la cual pueden
obtenerse percepciones. En este sentido, el sistema arabe hindl de numeracién
es mas “eficiente” que los numeros romanos. Este aspecto del poder de la
representacion se llama eficiencia de la sintaxis. Es mas facil de caracterizar, en
el caso de los sistemas formales, mateméaticos de representacion, tales como los
sistemas formales de la aritmética y el algebra, donde estan bien definidas las
reglas de la sintaxis y de procedimiento. Es mucho mas dificil de describir, pero
igual de importante, para los sistemas menos formales. Para los sistemas internos
de representacion, esta eficiencia se evidencia en el uso de procedimientos es
también mas facil de medir en contextos en la educacion formal como “pruebas
de habilidad” estas tienden a predominar en los instrumentos de evaluacion en la
educacion matematica, y las formas mas auténticas de la evaluacién se
descuidan.

Otro tipo de poder en un sistema de representacion tiene que ver con su eficacia
en la abstraccion de las caracteristicas esenciales de las representaciones en
otros sistemas, y la codificacion de estas caracteristicas de manera que los hace
accesibles, o muestra las relaciones esenciales en algun grado. Este aspecto, se
llama eficiencia de la codificacibn. Esto puede ser una caracteristica
especialmente sobresaliente de los sistemas basados en imagenes, donde las
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caracteristicas abstraidas se pueden hacer directamente visibles™. En principio, la
eficiencia de sintaxis o eficiencia de codificacion puede caracterizar sistemas
formales o sistemas basados en imagenes, es decir internos o externos.

Otros aspectos del poder de representacion incluyen la capacidad de un sistema
para codificar las relaciones generales en un muy pequefio conjunto de caracteres
(por ejemplo, una caracteristica del poder representativo de notacion algebraica) y
la capacidad de soportar acciones sistematicas de elementos
representacionales'®. Asi se debe hacer en aumentar la potencia de las
representaciones como una meta, tanto en las representaciones externas que
utilizamos en mateméticas y en la ensefianza de estas y en las capacidades de
representacion internas que permitan a los individuos emplear todos los tipos de
estructuras de representacion funcionales, para la resolucion de problemas y el
aprendizaje de las matemaéticas, el modelo de Goldin hace énfasis en la especial
importancia de la heuristica de gran alcance, basado en imagenes, y los sistemas
efectivos de la representacion. En este apartado se hara referencia a los
siguientes ejes tematicos: en primer lugar se describe de manera sucinta las
representaciones, en segundo lugar atafie a los sistemas de representacion del
concepto de limite de una funcién, donde se especifica cada uno de ellos, y en
tercer lugar se encuentran los referentes curriculares, en los cuales se alude a
estandares relacionados con el concepto de limite.

En esta investigacion se trabajard con las representaciones externas, las cuales
se consideran como las configuraciones observables tales como: las palabras,
gréficos, dibujos, ecuaciones, figuras etc., que representan cuestiones que son
accesibles a la observacion, ya que la poblacién de estudio son libros de texto, y
en estos se analizaran las representaciones que aparecen del concepto de limite.
En cuanto a los sistemas de representacion se tomara la definicion de Kaput
(1987) citado por Medina (2001) quien define sistema simbdlico matematico como:
“una terna S = (E, F, c¢) conformado por un esquema simbdlico E, cuya forma de
representacion externa (coleccion de caracteres, junto con reglas explicitas para
identificarlos y combinarlos) pertenece al plano de la expresion y adquiere
significado cuando se pone en relacion con el plano de contenido o campo de
referencia F, por medio de un cédigo ¢ o regla especifica de correspondencia
entre ambos, para fines comunicativos de conceptos matematicos”.

Ademas, expresamos la necesidad de emplear diferentes representaciones, ya
gue cada modo, significativamente distinto, de entender un concepto necesita de
un sistema de simbolizacién propio. A continuacion se presenta una macro
estructura donde se presentan las ideas mas importantes analizadas en el
anterior marco teorico:

15 Goldin, G. A. Mathematical language and problem solving. In R. Skemp (Ed.), Understanding the symbolism
of mathematics [Special issue]. Visible Language, 1982, Vol.16, .p. 221- 238.

16 Mahoney, M. The beginnings of algebraic thought in the seventeenth century. In S. Gankroger (Ed.),
Descartes: Philosophy. Mathematics and Physics. Sussex, England: Harvester Press, 1980, .p. 198- 267.
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igura 2. Macro-estructura del marco teérico

REPRESENTACION

v

Es una configuracion que,
corresponde a, estd asociado con,
significa, simboliza, interactia de
manera especial con, 0 representa
algo (palmer, 1977)

!

A4

!

Representacion interna

La interaccion de las

Representacion externa

v

Configuraciones
mentales de los
individuos, estas no
son directamente
observables

representaciones externa y la
interpretacion de las
relaciones que representan no
es objetiva, si no que depende
de las representaciones
internas de la persona que
hace la representacion.

A 4
Interaccion entre
representaciones

internas y externas:

|

v

Configuraciones
fisicamente
observables como
palabras, imagenes,
ecuaciones, etc.
Estas nos permiten
hablar de relaciones
matematicas y su
significado.

Las presentaciones externas como las
internas pertenecen a sistemas
estructurados de representacion que
poseen reglas especificas para la
manipulacion de sus elementos

43



Figura 2. (Continuacion)
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4.6. REFERENTES CURRICULARES

Debido a que en esta investigacion se determind los estandares de calidad de
matematicas que se desarrollan en los manuales escolares al construir el
concepto de limite, es necesario enmarcar este estudio en documentos
relacionados con politicas educativas colombianas como: los Estandares de
Matematica(2003)*’. La siguiente es una descripcién de estos, en los aspectos
mas relevantes en relacion a los planteamientos sobre la ensefianza y aprendizaje
de las mateméticas en la educacion escolar.

Al propiciar el pensamiento matematico, la educacion matematica escolar debe
desarrollar en los estudiantes las competencias mateméaticas que se plantean en
los Estandares Bésicos de Competencias en Matematicas (Ministerio de
Educacion Nacional [MEN], 2003) para la educacién basica y media en relacion a
los cinco tipos de pensamiento matematico que se establecen en los Lineamientos
Curriculares de Matematicas (MEN, 1998).

Uno de los primeros conceptos matematicos que se aborda en el grado undécimo
es el concepto de limite de una funcion, que por lo general, se tiene como un
concepto previo para los conceptos de continuidad y derivada. Este se analizé en
el marco del aspecto curricular y dentro de este en dos categorias que
corresponden a los estandares que se refirieren al concepto de limite el cual se
describe a continuacion:

4.6.1. Aspecto Curricular

En este aspecto se presentan las categorias que hacen alusion a los estandares
que se movilizan en el pensamiento numérico (P. NUM) y en el pensamiento
variacional (P. VAR), que son los que se relacionan con el limite. Las
subcategorias han sido designadas como indicadores de logro, donde aparecen
los temas relacionados con el limite. Aqui, se debe identificar que temas de los
mostrados en cada subcategoria se movilizan en cada ejemplo.

4.6.1.1. Ultilizacion técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos
(P. VAR)

Son cinco los tipos de contenidos que caracterizan esta categoria, a saber:

Interpreta y/o define graficamente el limite de una funcion: se considera cuando en
el ejemplo aparecen graficas relacionadas con el limite de una funcion y sucesién
donde se evidencian aproximaciones.

Y Ministerio de educacién nacional. (2003) Matematicas. Estandares béasicos de competencias en
matematicas. MEN. Bogota. 46 p.
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Determina el limite de una funcion por aproximaciéon: se considera cuando en el
ejemplo aparecen tablas con aproximaciones.

Determina si existen, la ecuacion de las asintotas horizontales, verticales u
oblicuas de una funcién: se considera cuando en el ejemplo se localizan las
asintotas de la curva

Aplica la definicion formal del limite: esta definicion proporciona un método para
hallar el valor del limite de una funcion, pero se utiliza una vez se ha estimado este
valor, para demostrar que en efecto es el limite verdadero.

Aplica la definicion verbal del limite: se utiliza para explicar en forma menos
formal la definicion del limite, contextualizando las caracteristicas de esta con el
objetivo de que su significado quede mas explicito y sea mas facil de comprender.

4.6.1.2. Uso de propiedades y representaciones en los nimeros naturales y
reales en el calculo del limite (P. NUM)

Son cinco los tipos de contenidos que caracterizan esta categoria, a saber:

Aplica propiedades algebraicas y evalta limites de funciones: se considera
cuando se aplican propiedades algebraicas como: asociativa, distributiva, de
potenciacién, de radicacion, etc. Y procesos como factorizacion, racionalizacion,
uso de conjugadas, Yy simplificaciones para obviar indeterminaciones en el calculo
de limites y ademas cuando se realiza una sustitucion directa que en este caso se
denomina evaluacion de limites para encontrar el valor del limite esta sustitucion
se realiza en la variable independiente sustituyendo el valor al que tiende esta en
el limite.

Calcula limites aplicando sus propiedades: utiliza las propiedades de los
limites como: limite de una constante, adicion y sustraccion de limites, producto y
cociente de limites, potencia de limites, para realizar célculos de forma mas
economica.

Calcula limites infinitos y al infinito: en esta parte se deben considerar dos casos,
el primero son los limites infinitos, los cuales se refieren a la posibilidad de hacer
f(x) tan grande como se quiera, tomando a x suficientemente cercana a a,
entonces,

lim f(x) = o

x—a
y el segundo los limites al infinito, los cuales, se refieren a problemas en los cuales
los valores de f(x) cuando x crece ilimitadamente, es decir, si f es una funcion
definida en un intervalo abierto de la forma (a, +), el limite de f(x), cuando
x tiende a mas infinito, es L.

46



Calcula limites de funciones indeterminadas: Cuando después de evaluar el limite
A [T 1] H H H 0
de una funcién en un punto “a”, se obtiene una forma indeterminada como: e 2

etc; se dice que el limite cuando la funcion tiende a éste punto, es una “forma
indeterminada”. Para poder evaluar el comportamiento de la funcién en el punto
“a’, se debe hacer uso de reglas algebraicas tales como; factorizacion,
racionalizacion entre otras, de ésta manera se transforma la funcién original en

una nueva, y ahi si puede evaluarla en éste punto.

Calcula limites trigonométricos: se calcula limites de funciones trigonométricas
utilizando identidades trigonométricas y operaciones algebraicas segun se
necesite.
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5. METODOLOGIA

En esta seccion se describen: las caracteristicas de los libros de texto objeto de
estudio, el tipo y enfoque de la investigacion, la unidad de informacion especifica,
el proceso investigativo y la construccion del instrumento de analisis.

5.1. CARACTERISTICAS DE LA POBLACION

Los libros de texto seleccionados tienen las siguientes caracteristicas: son libros
escolares utilizados por estudiantes de grado once, los cuales corresponden a
textos escolares antes y después de la vigencia de los estandares curriculares de
calidad. La metodologia de seleccion de los textos consistidé en aplicar una
encuesta a cuatro docentes de los grados onces correspondientes a ocho
instituciones diferentes, tanto publicas como privadas, en las que se indagd sobre
la preferencia de los textos que siguen en su préactica pedagogica en la actualidad.
De los textos de mayor frecuencia se escogieron ediciones antes y después de la
implementacion de los estandares. (Ver anexo A)

Los textos seleccionados, segun la informacion obtenida en la tabla 1, fueron:
¢+ Antes de los estandares

Matematica 11 de la editorial Santillana.
Dimension matematica 11 de editorial Norma.

¢+ Después de los estandares

Hipertexto 11 editorial Santillana
Espiral 11 editorial Norma.

Tabla 1. Frecuencias de textos escolares mas usados en grado 11
Libros Frecuencia
Matematica 11 de la editorial Santillana. 8
Dimension matematicas 11 de editorial Norma.
Hipertexto 11 editorial Santillana

Espiral 11 editorial Norma.

Matematica-Mente 11 Editorial Voluntad
Formula 11 editorial voluntad

Matematica 11 editorial norma

Matematica 11 editorial Mc Graw Hill

Total 40
Fuente: tomado de la investigacion.

R OFRLINNOO®
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Ademas del criterio anterior se tuvo en cuenta la riqueza de representaciones que
presentaban los textos, pues esto facilité su andlisis.

5.2. UBICACION DEL CONCEPTO DE LIMITE EN LA
SECUENCIALIZACION TEMATICA DE LOS LIBROS DE TEXTO.

A continuacion se presenta una descripcion del contenido tematico de cada texto
analizado.

En el libro de texto “MATEMATICAS 11” de la editorial Santillana (1995) se aborda
en principio aspectos relacionados a los niumeros reales y sus propiedades asi
como los tipos de funciones reales. El tema limite de una sucesion aparece en la
tercera unidad, y en unidades siguientes a esta se desarrollan los temas de
continuidad, derivadas, integrales y aplicaciones de las derivadas e integrales,
ademas el autor presenta en los dos ultimos capitulos el tema de la probabilidad.

En cuanto al capitulo que desarrolla el tema limite de sucesiones cabe destacar
los siguientes aspectos: en las funciones reales, se plantean ejemplos en los que
se calcula; dominio y rango, suma, resta multiplicacion y division y composicion.
Las funciones inversas y reciprocas, se desarrollan ejemplos apoyados en
representaciones graficas para calcular funciones inversas. Las sucesiones de
nameros reales, muestran en los ejemplos tanto representaciones graficas como
numeéricas. Las sucesiones finitas e infinitas, evidencian el calculo de un niamero
finito de términos.

En el tema de sucesiones monétonas se describen los tipos y caracteristicas de
estas, basandose en una representacion grafica de sucesion, para luego presentar
un ejemplo en el que se pide demostrar que una sucesion es estrictamente
creciente. Las sucesiones acotadas introducen al limite de sucesiones, puesto
gue primero se establece el acotamiento superior e inferior, para luego pasar a las
sucesiones convergentes, donde plantea un ejemplo en que se debe determinar el
punto de convergencia de una sucesion, tomando para su solucion la
representacion verbal de sucesion.

Por ultimo, el libro de texto plantea para el tema de limite de sucesiones dos
ejemplos en los que involucra una representacion verbal, en uno de los ejemplos
la sucesion es convergente es decir que el limite existe, y en el otro ejemplo la
sucesion es divergente, es decir que el limite no existe.

El limite de funciones aparece en la cuarta unidad, donde se presentan los
siguientes aspectos: El autor plantea que el propdsito de la unidad consiste en
introducir uno de los conceptos mas destacados del calculo y el cual es el soporte
de las derivadas e integrales refiriendose al concepto de limite.
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A continuacion en la aproximacion del concepto del limite se plantean ejemplos
gue involucran las representaciones verbal y numérico-tabular. En el tema
definicion de limite, se expresa la definicion formal del limite utilizando los
cuantificadores épsilon (¢) delta (§), aqui se plantean dos ejemplos en los que se
hace necesaria la aplicacion de la definicion formal del limite para resolver
ejemplos de comprobacion, en los dos casos se debe hallar un épsilon dado un
delta para comprobar los limites, en el tema de propiedades de los limites, se
plantean ejemplos que conllevan a la aplicacion de suma, resta, multiplicacion,
division, entre otras propiedades. En algunas ocasiones cuando se utilizan las
propiedades de los limites antes descritas se obtiene resultados carentes de
sentido, que se conocen como indeterminaciones.

En los limites en el infinito, aparece en forma explicita la representacion
algebraica. Como ya se ha visto los limites de muchas funciones se pueden
calcular mediante sustitucion directa de igual manera los limites de las funciones
trigonométricas, se pueden calcular directamente.

En el libro de texto “HIPERTEXTO 11" de la editorial Santillana (2011) se aborda
en los dos primeros capitulos aspectos relacionados con la l6gica, los conjuntos y
nameros reales y sus propiedades asi como las funciones y sus propiedades. El
tema limite de una funcién y la continuidad de una funcion aparecen en la tercera
unidad, y en unidades siguientes a esta se desarrollan los temas de derivacion,
integracion y aplicaciones de las derivadas e integrales, ademas el autor presenta
en el ultimo capitulo una introduccién a la estadistica y probabilidad.

En cuanto al limite de funciones se reconocen los siguientes aspectos: en el
primer grupo de ejemplos el autor pretende dar un idea intuitiva de limite
considerando para ello funciones racionales, trigonométricas y radicales, en donde
el limite se analiza desde las representaciones: gréafica-cartesiana, numérico-
tabular y definicion verbal. En la definicion de limite y en los limites infinitos los
ejemplos que se plantean se apoyan no solo en la definicion verbal sino en
representaciones grafico-cartesianas, permitiendo un mejor acercamiento a la
definicion. Los limites laterales se abordan desde representaciones gréaficas y
verbales. En cuanto a los limites de funciones indeterminadas, radicales y
trigonométricas se desarrollan aplicando propiedades de suma, resta, division
potenciacion y radicacion. Los limites en el infinito y los limites exponenciales
basicamente se apoyan en aspectos de tipo algebraico.

En la edicion del texto “Dimension Matemética 11” de la editorial Norma afio 1997,
antes de la implementacion de los estandares curriculares se encuentra el
concepto de limite en la quinta unidad llamada “Limite y analisis de funciones” en
este se analiza los siguientes temas: algebra de funciones, sucesiones finitas e
infinitas, limite de una sucesidén de numeros reales, limite de funciones, célculo de
limites, limite de funciones cuando x — o , limite de funciones circulares, asintotas
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horizontales, verticales y oblicuas a una curva, continuidad de funciones y el area
como limite.

Aqui se presenta una amplia exposicion sobre funciones reales, en donde se
privilegia la funcibn como correspondencia arbitraria entre nimeros reales y en
donde prima la unicidad. A esta presentacion precede una exposicion sobre las
conicas y sus caracteristicas.

Los ejemplos que se presentan en la parte inicial son relacionados con
operaciones con funciones y algunas graficas que describen su comportamiento,
sobre todo en lo relacionado con sus operaciones, después aparecen ejemplos de
sucesiones donde las gréaficas ilustran areas de poligonos regulares y los ejemplos
se limitan a célculos de términos y demostraciones, después aparece el limite de
funciones y los ejemplos en esta parte se caracterizan por su riqgueza de graficas
cartesianas de funciones reales, en primera instancia se presenta el limite como
aproximacion por medio de tablas, y las representaciones cartesianas muestran
los acercamientos laterales al limite, para luego abordar el calculo de limites y
limites infinitos, también se presentan ejemplos donde se trabaja con limites
trigonométricos o circulares y por ultimo aparecen ejemplos donde se muestra el
procedimiento para encontrar y graficar las asintotas de las curvas utilizando el
limite de las funciones. Posterior al tema de limites, se presenta continuidad de
funciones, para disponer el camino hacia la diferenciacion y la integracion.

En la edicion del texto “Espiral 11” de la editorial Norma afio 2005, después de la
implementacion de los estandares curriculares se encuentra el concepto de limite
en la tercera unidad llamada “Limites y continuidad”. En este se analiza los
siguientes temas: nocion de limite de una funcidn, propiedades de los limites,
limites laterales y continuidad, limites infinitos, al infinito y asintotas, limites
trigonomeétricos, limites de funciones exponenciales y logaritmicas. A esta
presentacion precede una exposicion sobre funciones y sus propiedades.

Iniciando la tercera unidad aparecen los estandares curriculares de calidad, los

pensamientos matematicos que se va a desarrollar en el transcurso del capitulo y
Sus respectivos procesos, de la siguiente manera:
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Tabla descriptiva 2. Descripcion de los pensamientos y estandares presentes
en el texto.

Pensamientos Estandares
Pensamiento - Utilizar técnicas de aproximacién en procesos numéricos
variacional infinitos

- Analizar intuitivamente gréficas formadas por rectas y
curvas para establecer caracteristicas como la
continuidad y la existencia del limite.

Pensamiento - Usar representaciones decimales de los numeros en el
numéerico proceso de construccion del concepto de limite.

- Usar las propiedades de los niumeros reales en el calculo
de limites y en la determinaciéon de la continuidad de
funciones.

Fuente: tomado de la investigacion.

Cabe anotar que aunque en este capitulo se analiza la continuidad de las
funciones nuestro estudio no toma en cuenta estos ejemplos.

Los ejemplos que se presentan en la parte inicial hacen énfasis en la utilidad de
las tablas y los gréficos para comprender la nocién de limite, sin embargo se
exponen varias razones donde se muestra la ineficiencia de estos, para el calculo
de limites, pues a veces no se conoce la gréafica de la funcién o es muy dificil de
trazar, ademas no siempre el valor que se puede deducir de las tablas es siempre
el correcto.

Después aparecen ejemplos de la aplicacion de las propiedades de los limites,
donde se argumenta que el uso adecuado de estas facilita el célculo y nos da
certeza sobre los resultados obtenidos, luego aparecen los limites laterales y
continuidad utilizando las mismas pautas del tema anterior para su andlisis, es
decir, basandose en las mismas propiedades y técnicas, posteriormente aparecen
los limites infinitos, al infinito y asintotas donde se hace especial énfasis en el
comportamiento de las funciones, justificando las respuestas con argumentos
matematicos, por ultimo aparecen los limites de funciones trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas, en esta parte la mayoria de los ejemplos se reducen
a la aplicacidon de algoritmos utilizando las propiedades y conceptos en cuestion
aunque sigue predominando el uso de graficos para ilustrar mejor la tendencia de
las variables. Posterior al tema de limites y continuidad, se presenta la derivada
de una funcion, para disponer el camino hacia la integracion.

5.3. TIPOY ENFOQUE DE LA INVESTIGACION

Este trabajo se enmarca en un enfoque semidtico dado que se hace referencia a
la interpretacion de los sistemas de representacion del limite de una funcion que
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aparecen en los ejemplos al desarrollar el concepto en los libros de texto de grado
once, ademas es de tipo cualitativo, descriptivo y comparativo.

Es cualitativo por la forma de interpretar los métodos centrados en el analisis de
las representaciones y la influencia de los diferentes elementos que intervienen
en ellas y porque en lugar de estudiar directamente a las personas se hace
indirectamente a través del analisis de manuales escolares.

Es descriptivo, porque mediante el analisis de las representaciones, se identifica
las caracteristicas propias de cada sistema de representacion. En este sentido,
descripcion no puede ser simplemente una presentacion de elementos asociados
arbitrariamente, sino que tiene que responder a una trama de relaciones
claramente establecida por el camino de las diferentes representaciones. De otra
parte es preciso clarificar la dinamica de esa red de relaciones en la perspectiva
de dos momentos, antes y después de la implementacion de los estandares
curriculares de calidad.

Es comparativo, porque se trata de identificar las caracteristicas, el tipo de
representacion, los estandares involucrados en cada ejemplo a medida que se va
desarrollando el concepto en los libros de texto de grado once.

Este trabajo implica conocer el funcionamiento de los sistemas de representacion
gue se encuentran plasmados en los textos escolares y sobretodo la tematica
relacionada con el limite de funciones, para analizar la contribucion que los textos
escolares de matematicas hacen en el aula, asi como también su funcion como
transmisores de conocimientos socialmente aceptados®®.

5.4. UNIDAD DE INFORMACION ESPECIFICA.

Este estudio se centr6 en la exploracidon de los ejemplos que muestran los
manuales de texto al presentar el concepto de limite, pues en estos se plasma su
desarrollo y sus caracteristicas mas relevantes. Ademas en los ejemplos aparece
de manera explicita las representaciones y constituyen una pauta para la
comprension e interpretacion de las diferentes teméticas. Segun Love y Pimm
“Los dispositivos utilizados para organizar el trabajo del lector con el texto
incluye: exposicion, explicacion, preguntas, ejercicios, ejemplos y pruebas. Estos
son medios para lograr tanto un lector mas activo del texto y para manifestar los
objetivos de matematicas y lograr una progresion cognitiva. El tipo mas comun
de organizacion del texto es la exposicion, los ejemplosy los

18 Gutiérrez, A. (1991): La investigacion en didactica de las matematicas, en Gutiérrez, A. (ed.), Area de
conocimiento Didactica de la Matematica (coleccién "Matematicas: Cultura y aprendizaje" n° 1). (Sintesis:
Madrid), pp. 149-194.
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ejercicios™®. Aunque la exposicién es importante en la medida que trata de
manifestar el tema en una forma discursiva, y en ocasiones pueden utilizar
dispositivos tales como preguntas, material visual, o tareas para el estudiante, es
en los ejemplos donde el lector evidencia la puesta en practica de la teoria
planteada y donde se evidencia de forma mas clara el papel que cumplen las
representaciones en la construccion del conocimiento. Es por esta razon que se
eligio los ejemplos como unidad de investigacion especifica en la organizacion de
los textos escolares elegidos.

5.5. PROCESO INVESTIGATIVO

La realizacion del trabajo de grado involucra el desarrollo de las siguientes fases:
Fase Teodrica: Revision documental.

» Eleccion de los textos escolares para realizar el andlisis correspondiente.

* Revision de textos escolares que usan los estudiantes de grado undécimo
de educaciébn media implicados en el estudio, para identificar las
representaciones que portan los textos y su incidencia en la ensefianza del
concepto de limite.

» Revision de teorias semidtica y curricular: concepto de representacion,
sistemas de representacion asociados al concepto de limite, y referentes
curriculares.

» Adaptacion de las categorias de andlisis tomadas de Medina (2001) sobre
los criterios que describe cada sistema de representacion asociado al
concepto de limite, como marco de referencia interpretativo.

Fase Interpretativa

» Disefio y aplicacion del instrumento para la recoleccién de informacion.

* Registro de datos: representaciones encontradas en los ejemplos descritos
en los textos.

* Andlisis e interpretacion de los datos.

Es importante resaltar que el andlisis fue fundamentalmente de caracter
exploratorio, y se hizo por medio de la interpretacion de las representaciones
plasmadas en los libros de texto, tomando como referencia el modelo tedérico
planteado en la fase tedrica. Los datos recogidos se clasifican segun categorias
fijadas (que se describen mas adelante).

| ove, E., & Pimm, D. (1996). ‘This is s0’: A text on texts. In A. Bishop, K. Clements, C Keitel, J. Kilpatrick, &
C. Laborde (Eds.), International handbook of mathematics education, 18 p. Dordrecht, The Netherlands:

Kluwer, 269 p.
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5.6. FASE DE CONTRASTACION DE RESULTADOS

Se hizo la contrastacion del modelo teodrico de la primera fase (revision
bibliografica) y los resultados de la segunda fase (interpretativa), para identificar la
situacion del funcionamiento de los aspectos semi6tico y curricular para generar
nuevas reflexiones y cuestionamientos que promuevan el mejoramiento de la
ensefianza de las matematicas.

5.7. CONSTRUCCION DEL INSTRUMENTO DE ANALISIS

En lo que sigue, describimos las categorias a considerar en el andlisis, igualmente
se designara los elementos que les caracterizan y que estan presentes en los
ejemplos de los manuales de texto de grado once con relacién al concepto del
limite. Ademas debido a que este estudio es de caracter semiotico estructural, es
decir, se analiza como conviven los sistemas de representacion en la manera
como los textos escolares presentan el concepto de limite; se tomd para este
analisis dos aspectos principales las cuales son: Aspecto Semiético: hace
referencia a los sistemas de representacion presentes en los textos al desarrollar
el concepto de limite. Aspecto curricular: hace referencia a los estandares y
contenidos que se movilizan en estos, en los ejemplos planteados por los
manuales de texto.

En el aspecto semidtico se encuentran las tres categorias y doce subcategorias
para las cuales se tomé como guia la categorizacibn de las concepciones
histéricas, que realiz6 Ana C. Medina en su tesis de maestria titulada
“Concepciones del concepto de limite en estudiantes universitarios” (Universidad
pedagdgica Nacional, 2001), donde se hace una caracterizacion de los sistemas
de representacion (analitico, algebraico, aritmético, geométrico, en contextos de
variacion) segun los contextos matematicos a lo largo de la historia, y se trata de
identificar algunos elementos correspondientes a estos sistemas. Cabe aclarar
gue se realiz6 una serie de adaptaciones sobre todo con respecto a la redaccion
de los criterios que describen cada sistema de representacion para hacerlo de
cierta forma mas accesible a la poblacion que colaboré para la validacién del
instrumento de andlisis.

Ademas después de realizar un primer sondeo a los ejemplos objeto de estudio en
cada texto escolar, se eligieron tres de los cinco sistemas de representacion que
plantea Medina, estos son; el sistema de representacion analitico, aritmético y
algebraico, debido a que los dos sistemas restantes es decir el sistema de
representacion geomeétrico y en contextos de variacion no aparecen en el
contenido de los ejemplos 0 en ocasiones estan ausentes completamente en el
desarrollo del concepto en el texto. Esto debido a que el trabajo de Medina se
centra en un analisis histérico, epistemoldgico y didactico, donde cobra
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importancia la construccion del concepto de limite desde sus origenes basado en
la aproximacion de areas por esto su caracterizacion geomeétrica y también por
gue este se abordé por medio de problemas de variacion y cambio a lo largo de la
historia donde estaba implicito el sistema de representacion en contextos de
variacion.

En el aspecto curricular se encuentran dos categorias y diez subcategorias las
cuales fueron tomadas de los libros de texto objeto de estudio, las dos categorias
estan relacionadas con los estandares de calidad que se movilizan en los
ejemplos al abordar el concepto de limite, los cuales son: el pensamiento
variacional: “utilizar técnicas de aproximacion en procesos infinitos numeéricos” en
donde se determina el limite de una funcién por aproximacion y también si existen,
la ecuacion de las asintotas horizontales, verticales u oblicuas de una funcion,
ademas se interpreta y/o define graficamente el limite de una funcion, también
aplica la definicion formal y verbal del limite; y el pensamiento numérico: “usar las
propiedades y representaciones en los numeros naturales y reales en el célculo
del limite” en donde se calcula limites infinitos de funciones indeterminadas y
trigonomeétricos, también se aplica propiedades algebraicas y se evalla limites de
funciones reales utilizando sus propiedades, también calcula limites
trigonométricos.

Se ha elaborado un instrumento para el andlisis, teniendo en cuenta las categorias
y subcategorias de los dos aspectos antes mencionados definiéndose veintidés
subcategorias agrupadas en las cinco categorias.

En el anexo B, se presentan de manera sintética esta estructura; la lectura
horizontal permite observar los diferentes ejemplos encontrados en los textos
clasificados uno a uno segun los criterios de cada sistema de representacion;
mientras que, la lectura vertical permite identificar las diferentes subcategorias que
se han tenido en cuenta; lo cual da una vision global del tipo de analisis realizado.

A continuacion se presentan algunas consideraciones importantes que se deben
tener en cuenta dentro del aspecto semidtico y curricular en cada categoria, asi:

5.7.1. Aspecto Semidtico

5.7.1.1. Sistema de representacion analitico de funciones

Hacen referencia al limite de funciones y por tanto se apoyan en las
representaciones de las funciones. (Tomado de Medina, 2001). En esta categoria
se encuentran las siguientes subcategorias:

Representacion numérico-tabular: muestra la evaluacion de la funcién en valores
cercanos a la variable independiente.
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Ejemplo:

Figura 3. Representacion numérico-tabular de —

Fuente: tomado del libro Matematicas 11, Ed. Santillana 1995.

En el ejemplo podemos observar, los valores de la variable tanto por
derecha como izquierda y sus correspondientes valores de en la funcion , en
donde se evidencia de forma intuitiva el valor al que tiende el limite, este ejemplo
muestra de forma explicita una tabla de valores indicando las aproximaciones al
punto de interés.

Representacion gréfica-cartesiana de funcién: describe graficamente el
acercamiento de la variable dependiente a un valor cuando la variable
independiente se acerca a otro; en ocasiones no se describen los acercamientos,
solo aparece la curva de la funcion.
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Ejemplo:
Figura 4. Representacion grafica-cartesiana dela funcion

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

La representacion grafica es una herramienta muy util para comprender la
definicion formal del limite, ya que de su andlisis se puede extraerse la idea
intuitiva de que el limite de una funcion cuando tiende a , es si puede
lograrse que esté tan proximo a como se desee, siempre que se tomen
valores de lo suficiente préximos a . Esto significa que la distancia entre y

puede hacerse tan pequefia como se desee y de aqui que para cada numero
positivo , por pequefio que este sea, se tenga que:

"para ciertos valores de

Representacion simbdlico-especifica de funcion: se llama representacion
simbolico-especifica cuando se presenta un ejercicio de calculo de limite de la
forma y se procede a evaluarlo, obteniendo asi el limite

Ejemplo: hallar el limite de la funcion , cuando

En este caso la representacion debe estar explicita en el texto, y no se tienen en
cuenta aquellos ejemplos en los que no aparece el proceso de evaluacion en la
funcion correspondiente. Este proceso también se conoce como sustitucion
directa.

Representacion verbal de funcion: en esta dimensidn se presenta una descripcion
de la definicion formal sin el uso de simbolos que caracterizan la definicion formal
(como [y vy los cuantificadores y ) pero que estan implicitos.
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Ejemplo:
Figura 5. Representacion verbal del limite dela funcion

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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En la solucién del problema que muestra el ejemplo, aparece explicitamente la
expresion “nos acercamos a  a través de valores positivos de , encontramos que

se aproxima a ", evidenciando aspectos como la tendencia de los valores
de las aproximaciones en las variables, ademas en algunos casos también se
hace alusion a las distancias entre las variables.

Definicion formal de funcion: en esta dimension aparece explicita la siguiente
definicion:
Definicion formal de limite de una funcién: sea una funcion cuyo dominio es el
intervalo . Sea “ ” un valor cualquiera que puede o no pertenecer a . Decimos
que: si y solo si:

€>, oO>otalquesi <0 [k & entonces [J [Ke.

De igual manera esta dimension se evidencia en ejemplos donde se comprueba
la existencia de limite aplicando la definicion.

Ejemplo:

Figura 6. Definicion formal de la funcion —

Fuente: tomado del libro Matematicas 11, Ed. Santillana 1995.
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Figura 6. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Matematicas 11, Ed. Santillana 1995.

Los conceptos cerca y suficientemente cerca son matematicamente poco precisos.
Por esta razén, se da una definicion formal de limite que precisa estos conceptos.
Lo importante es comprender que el formalismo no lo hacen los simbolos
matematicos, sino, la precision con la que queda definido el concepto de limite.
Esta notacion es tremendamente poderosa, pues, nos dice que si el limite existe,
entonces se puede estar tan cerca de él como se desee. Si no se logra estar lo
suficientemente cerca, entonces la eleccion del no era adecuada. La definicion
asegura que si el limite existe, entonces es posible encontrar tal

5.7.1.2. Sistema de Representacion Algebraico

Se hace uso de notaciones y simbolismo algebraico asociados a funciones y el
calculo de limites se reduce a la aplicacién de teoremas de limites y uso de
algoritmos algebraicos, factorizacion, racionalizacion, uso de conjugadas y
simplificaciones para obviar indeterminaciones. En esta categoria se encuentran la
siguiente subcategoria:

Representacion algebraica de funcion y sucesion: se llama representacion
algebraica cuando en el proceso del calculo de un limite, se requiere el uso de
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procedimientos algebraicos como: factorizacion, racionalizacion, uso de
conjugadas y simplificaciones para obviar indeterminaciones.

Ejemplo:

Figura 7. Representacion algebraica de —

Fuente: tomado del libro Matematicas 11, Ed. Santillana 1995.

Para calcular el limite de la funcién:

En el ejemplo se acude a racionalizar el numerador para obviar la indeterminacion
y posteriormente ese evalla el limite en el punto correspondiente.

5.7.1.3. Sistema de Representacion Aritmético

En este ambito se representan limites de sucesiones y estan asociados a
representaciones de nimeros y sus operaciones. En esta categoria se encuentran
las siguientes subcategorias:

Representacion numérico-tabular de una sucesion: en esta dimension la
representacion del limite se hace por medio de una tabla de valores en la que se
expresan valores de la variable independiente y valores de la sucesion, con la
intension de mostrar la tendencia del limite.
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Ejemplo:

Tabla 3. Aproximaciones para la sumade- - - — —,

Fuente: tomado del libro Matematicas 11, Ed. Santillana 1995.

La tabla 1 representa acercamientos infinitos numerables y sucesivos. Pero solo
muestra el comienzo de una sucesion. Se construye con base en calculos
numéricos y se hace uso de la induccién incompleta, esto es, basta con tener un
namero finito de casos para sacar una conclusion.

Representacion simbdlico-especifica de una sucesion: se da cuando se presenta
un ejercicio de célculo de limite de una sucesion de la forma

obteniendo asi el limite

Ejemplo: - ejemplo tomado del libro “Matematica 11” editorial
Santillana (1995), p. 42.

La representacion simbdlico-especifica de una sucesion se evidencia de forma
diferente en los ejemplos; mientras que en la representacion simbdlico-especifica
de una funcion se evalla en la funcion el valor al que tiende en la sucesion esta
representacion se constata de forma intuitiva como se observa en el ejemplo; por
medio del comportamiento de la sucesion se concluye el valor al que tiende el
limite.

Definiciobn formal de una sucesion: en esta subcategoria aparece explicita la
siguiente definicion:

Una sucesion tiene limite  si, para cada numero positivo , existe un nimero
positivo  (que en general depende de ) tal que,

- para todo (Medina A. 2001, p. 47)

63



Al introducir el cuantificador universal para implica una aproximacion infinita y al
tomar el acercamiento o distancia a , como una métrica, se reconoce la
existencia de un conjunto infinito al exigir que se tomen todos los términos de la
sucesion después de un . Pero en la definicion formal estos procesos infinitos
guedan encapsulados y no se identifican.

Representacion verbal de una sucesion: en esta dimension se presenta una
descripcién de la definicion formal de sucesion sin el uso de simbolos que
caracterizan la definicion formal (como y los cuantificadores y ) pero que
estan implicitos.

Ejemplo: “El limite de una sucesion es el numero respecto al cual todos los
términos de la sucesion, después de cierto punto varian solamente por un niumero
pequefio Yy esto paratodo " (Vinner, 1991, p. 78).

Representacion de la recta real: en esta dimension se usa la recta real para
expresar el concepto de limite, ubicando puntos en la recta cada vez mas
proximos al punto limite siempre que n sea mas grande.

Ejemplo:
Figura 8: representacion del limite de la sucesion - —

Fuente: tomado del libro Hipertexto 11, Ed. Santillana 2011.

La cercania se mide con distancia o en forma mas general, con métrica. Cualquier
intervalo centrado en contiene una infinidad de los elementos de la sucesion y
de hecho después de un valor contiene a todos los valores que le siguen. Se
exige que se tomen todos los términos de la sucesion. Esto lleva a la idea de limite
como aproximacion infinita.

Representacion cartesiana de sucesion: los valores de la iteracion de la sucesion

forman un conjunto discreto de puntos, quedando representada la sucesiéon como
funcion.
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Ejemplo:

Figura 9: Representacion cartesiana de la sucesion - —

Fuente: tomado del libro Hipertexto 11, Ed. Santillana 2011.

Esta representacion es de caracter global y muestra un punto de vista funcional.
Los valores de la iteracion de la sucesion forman un conjunto discreto de puntos,
quedando representada la sucesion como funcién. Si no se considera intervalo de
radio sobre el eje , porta la idea de aproximacion finita, o acercamiento a la
recta como medida de la distancia de los puntos a la recta. Y si se considera
tal intervalo o vecindad, se asocia la idea de limite como aproximacion infinita.

5.7.2. Aspecto Curricular

En este aspecto se presentan las categorias que hacen alusién a los estandares
que se movilizan en el pensamiento numeérico (P. NUM) y en el pensamiento
variacional (P. VAR), que son los que se relacionan con el limite. Las
subcategorias han sido designadas como indicadores de logro donde aparecen los
temas relacionados con el limite. Aqui se debe identificar qué temas de los
mostrados en cada subcategoria se movilizan en cada ejemplo.

5.7.2.1. Estandar: utilizacion de técnicas de aproximacion en procesos
infinitos numéricos (P. NUM)

Son cinco los tipos de contenidos que caracterizan esta categoria, a saber:
Interpreta y/o define graficamente el limite de una funcién: se considera cuando en

el ejemplo aparecen gréficas relacionadas con el limite de una funcion y sucesion
donde se evidencian aproximaciones.
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Determina el limite de una funcidn por aproximacion: se considera cuando en el
ejemplo aparecen tablas con aproximaciones.

Determina si existen, la ecuacion de las asintotas horizontales, verticales u
oblicuas de una funcion: se considera cuando en el ejemplo se localizan las
asintotas de la curva.

Aplica la definicion formal del limite: esta definiciébn proporciona un método para
hallar el valor del limite de una funcion, pero se utiliza una vez se ha estimado este
valor, para demostrar que en efecto es el limite verdadero.

Aplica la definicion verbal del limite: se utiliza para explicar en forma menos
formal la definicién del limite, contextualizando las caracteristicas de esta, con el
objetivo de que su significado quede mas explicito y sea mas facil de comprender.

5.7.2.2. Estandar: uso de propiedades y representaciones en los numeros
naturales y reales en el calculo del limite (P. VAR)

Son cinco los tipos de contenidos que caracterizan esta categoria, a saber:

Aplica propiedades algebraicas y evalta limites de funciones: se considera cuando
se aplican propiedades algebraicas como: asociativa, distributiva, de potenciacion,
de radicacién, etc. y procesos como factorizacion, racionalizacion, uso de
conjugadas, Yy simplificaciones para obviar indeterminaciones en el célculo de
limites y ademas cuando se realiza una sustitucion directa que en este caso se
denomina evaluacion de limites para encontrar el valor del limite; esta sustitucion
se realiza en la variable independiente sustituyendo el valor al que tiende esta en
el limite.

Calcula limites aplicando sus propiedades: se considera cuando se utiliza las
propiedades de los limites como: limite de una constante, adicion y sustraccion de
limites, producto y cociente de limites, potencia de limites, para realizar célculos
de forma méas econdmica.

Calcula limites infinitos y al infinito: en esta parte se deben considerar dos casos:
el primero, son los limites infinitos, los cuales se refieren a la posibilidad de hacer
f(x) tan grande como se quiera, tomando a x suficientemente cercano a a,
entonces,

lim,_, f(x) = too,

y el segundo, los limites al infinito, se refieren a problemas en los cuales; si f es
una funcion definida en un intervalo abierto de la forma (a, +), decir que el limite
de f(x), cuando x tiende a mas infinito, es L, significa que si x crece sin cota (x es
mayor que cualquier numero positivo), entonces los valores de f(x) se aproximan
a L, tomado del libro “Espiral 11" editorial Norma (2005), p. 146.

Calcula limites de funciones indeterminadas: Cuando después de evaluar el limite
de una funcién en un punto “a”, se obtiene una forma indeterminada como: g 2

etc. Se dice que el limite cuando la funcién tiende a éste punto es una “forma
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indeterminada”. Para poder evaluar el comportamiento de la funcién en el punto
“a”, se debe hacer uso de reglas algebraicas tales como: la factorizacion, la
racionalizacion, entre otras, de ésta manera se transforma la funcion original en
una nueva, para luego evaluarla en este punto.

Calcula limites trigonométricos: se calcula limites de funciones trigpnométricas
utiizando identidades trigonométricas y operaciones algebraicas segun se
necesite.

5.8. Validacioén del instrumento de andlisis

El primer instrumento se sometid al juicio de dos profesores de matematicas y a
un grupo de diez estudiantes de décimo semestre de Licenciatura en Matematicas
de las universidad de Narifio (Pasto), uno de los profesores que participd en la
validacion es especialista en el area de didactica de las matematicas en grado de
maestria y ha sido profesor de la universidad de Narifio de estudiantes
participantes en la asignatura de trabajo de grado | y Il. El otro profesor es
especialista en analisis de textos matematicos en grado de doctorado y ha dirigido
en la misma universidad, cursos de taller de ensefianza y seminario de énfasis, en
donde participaron los estudiantes en cuestion.

En un primer momento se presento el instrumento de analisis en un seminario de
investigacion al profesor especialista en andlisis de textos mateméticos y a un
grupo de cuatro estudiantes de los mencionados antes, quienes se encontraban
realizando trabajos de tesis relacionados con el analisis de textos matemaéticos, de
esta primera exposicion se obtuvieron los siguientes resultados:

- La propuesta inicial fue analizar los ejemplos en dos grupos: en el primer
grupo se clasificaron los ejemplos que movilizan un sistema de
representacion, en el segundo grupo se clasificaron los ejemplos que
movilizan dos sistemas de representacion, pero esta clasificacion no era
pertinente dado que era estrictamente necesario analizar cada uno de los
ejemplos antes de que estos fuesen agrupados, ademas dicha estructura no
permitia obtener conclusiones al momento de realizar la clasificacion. Un
aporte significativo para la restructuracion del instrumento fue que se debia
incluir las facetas semidtica y curricular que posteriormente se designaron
como categorias (Ver Anexo C).

Referente al planteamiento de las categorias y subcategorias del instrumento de
analisis se propuso designar:

- En la faceta semidtica, como categorias los sistemas de representacion y

como subcategorias las diferentes representaciones presentes en cada
sistema, y en la faceta curricular se propuso designar como categorias el
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logro relacionado con el concepto del limite y como subcategorias los
indicadores de logro, tomados del libro de texto de hipertexto matematicas
de Santillana 11.

En la faceta de lo semidtico se propuso designar las categorias (sistemas de
representacion) como subcategorias, y las subcategorias (diferentes
representaciones) como dimensiones, dado que se debia tener en cuenta
las facetas semidtica y curricular.

En la faceta de lo curricular se propuso tomar los estandares curriculares
relacionados con el limite como categorias Yy los indicadores de logro como
subcategorias, dado que son los estandares curriculares que se movilizan
en los libros de texto el objeto de este estudio y no los logros como se habia
considerado en un principio.

En cuanto a la exposicion de las diferentes categorias y subcategorias, se
observo6 poca claridad. Para lo cual el aporte que se hizo fue redactar en un
lenguaje menos técnico tanto las definiciones de las categorias como
subcategorias y el planteamiento de un ejemplo de cada una cada de ellas.
También se sugirié la exposicion de un ejemplo de codificacion con el fin de
lograr mayor entendimiento de la actividad y de tal manera que los
estudiantes puedan encontrar un modelo que les permita realizar la
codificacion de manera mas eficiente.

En cuanto al tiempo requerido para la codificacion, se observé que se
necesitaba mas de dos horas para realizarla, por lo cual se plantearon dos
sesiones de dos horas cada una, ya que era necesario efectuar un primer
acercamiento con los estudiantes al contenido de cada item relacionado con
la descripcion de las categorias y subcategorias a considerar en la
codificacion de los ejemplos propuestos y luego realizar la codificacion.

En un segundo momento, teniendo en cuenta las recomendaciones anteriores se
envio via correo electronico un archivo que contenia toda la temética planteada en
el instrumento de analisis, para que tanto el profesor especialista en didactica de
las mateméaticas como el grupo de los ocho estudiantes pudiesen empaparse del
tema con anterioridad, después se realizd una puesta en comdn por parte de las
investigadoras, explicando detalladamente todo lo concerniente al instrumento de
analisis, una vez expuestos los propositos de la actividad los estudiantes
efectuaron una segunda lectura en grupos, expusieron y aclararon sus dudas y en
la segunda sesion realizaron el proceso de codificacion (ver Anexo D). En esta
ocasion se obtuvieron las siguientes sugerencias:

En relacion a la tematica, a pesar de la explicacion anterior y las
adecuaciones que se hicieron para hacer mas accesible la informacién aun
se suscitaban muchas dudas con respecto al contenido de la informacion,
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por ejemplo: la representacion algebraica se tendia a confundir con la
representacion simbdlica-especifica, ademas se encontraron algunas
incoherencias en la estructura del instrumento, para lo cual se plante6 una
mejor explicacion del contenido de cada categoria determinando sus
caracteristicas fundamentales.

- Del mismo modo, se presentd confusion en la identificacion de los sistemas
de representacion correspondientes al limite de funciones y de sucesiones,
ya que no se explicitd que el sistema de representacion aritmético estuviese
relacionado con el limite de sucesién y de igual manera no se evidenciaba la
relacion del limite de funcidn con el sistema de representacion analitico.
Para esto se designé especificamente el sistema de representacion analitico
para el limite de funciones y el sistema de representacion aritmético para el
limite de sucesiones, lo cual se fundamenta en la caracterizacion realizada
por Medina (2001).

- En cuanto a la estructura del instrumento de analisis, se presentaron
algunas inconvenientes en la compresion de la organizacion del mismo,
pues esta no permitia diferenciar las distintas dimensiones, para lo que se
delimité cada una de las subcategorias y dimensiones presentes en el
instrumento de analisis.

En un tercer momento, dado que en la primera codificacibn se obtuvo un
porcentaje de coincidencias inferior al 80%, se hizo necesario realizar una nueva
codificacién con las correcciones anteriormente suscitadas tanto de estudiantes
como profesores, para lo cual el instrumento se sometid huevamente al juicio del
mismo grupo estudiantes. En esta oportunidad los resultados de la aplicacion
fueron satisfactorios ya que se obtuvo un porcentaje de coincidencias superior al
80% (ver Anexo E)

Se aplico el instrumento de analisis que aparece en el Anexo B, a los cuatro libros

de texto que conformaron la muestra y la clasificacion obtenida constituyd los
datos para el estudio.
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6. ANALISIS DE DATOS

En este capitulo se realiza el andlisis de cada una de las categorias planteadas en
la metodologia. La primera categoria se analiza en todos los libros y de igual
manera las demas categorias, luego, se hace un contraste entre algunas de las
categorias en cada libro, dependiendo de las variables que se tienen en cuenta;
posteriormente, se determina los estandares de calidad de matematicas que se
desarrollan en los manuales escolares al construir el concepto de limite.

Para esto se tuvo en cuenta la siguiente codificacion de cada una de las
categorias y subcategorias, que resulta adecuada y comoda a la hora del analisis.

Tabla descriptiva 4. Codificacion de las categorias de analisis

Categorias Codificacion
Sistema de representacion analitico del limite de una | S.R. analitico
funcion.
Sistema de representacion algebraico del limite de una | S.R. algebraico
funcion.
Sistema de representacion aritmético del limite de una | S.R. aritmético
sucesion.
Utilizacion de técnicas de aproximacion en procesos infinitos | E. 1
nUMEricos.
Uso de propiedades y representaciones en los numeros | E. 2
naturales y reales en el calculo del limite.
Fuente: tomado de la investigacion.

Tabla descriptiva 5.Ccodificacion subcategorias del S.R. analitico

Subcategorias Cadificacion
Numeérico-tabular R1F
Gréfica-cartesiana R2F
Simbdlico-especifica R3F
Definicion verbal R4F
Definicion formal R5F

Fuente: tomado de la investigacion.

Tabla descriptiva 6. Codificacion

subcategorias del S.R. algebraico
Subcategorias Cadificacion

Algebraico R6F

Fuente: tomado de la investigacion.
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Tabla descriptiva 7. Codificacion subcategorias del S.R. aritmético

Subcategorias Codificacion
Numeérico-tabular R1S
Gréfica-cartesiana R2S
Simbdlico-especifica R3S
Definicién verbal R4S
Definicion formal R5S

Fuente: tomado de la investigacion.

Las subcategorias del estandar “utilizar técnicas de aproximacion en procesos
infinitos numeéricos” se codificaron asi:

Tabla descriptiva 8. Codificacion subcategorias del E.1

Subcategorias Cadificacion
Determina el limite de una funcion por aproximacion. ILAL1
Interpreta y/o define graficamente el limite de una funcion. ILA2

Determina si existen, la ecuacion de las asintotas horizontales, | ILA3
verticales u oblicuas de una funcion.
aplica la definicion formal del limite ILA4
aplica la definicion verbal del limite ILAS
Fuente: tomado de la investigacion.

Las subcategorias del estandar “usar propiedades y representaciones en los
nameros naturales y reales en el calculo del limite” se codificaron asi:

Tabla descriptiva 9. Codificacion subcategorias del E.2

Subcategorias Cadificacion
Aplica propiedades algebraicas y evalla limites de funciones. ILB6
calcula limites aplicando sus propiedades ILB7
Calcula limites infinitos. ILB8
Calcula limites de funciones indeterminadas ILB9
Calcula limites trigonométricos. ILB10

Fuente: tomado de la investigacion.

A continuacion se presentan los histogramas de frecuencia de cada una de las
categorias y en cada uno de los libros, en donde se toman en cuenta las
caracteristicas mas relevantes de estas.
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6.1. LIBRO DIMENSION MATEMATICA 11 EDITORIAL NORMA, 1997

6.1.1. Sistema De Representacion Analitico/Algebraico

En este apartado se realiza el analisis de datos del libro de texto “Dimension
Matemética 11" de la editorial Norma 1997 y en él las siguientes categorias:
“Sistema de Representacién Analitico”, “Sistema de Representacion Algebraico”,
“Sistema de Representacion Aritmético” y los estandares E1 y E2; ademas se
hace la comparacién entre los diferentes sistemas de representacion, las
representaciones que pertenecen a estos, indicadores de logro presentes en cada
uno de los estandares e indicadores de logro presentes en los dos estandares.
Para esto se presenta un histograma de frecuencias del sistema; iniciando el
analisis con el “Sistema de Representacion Analitico-Algebraico”:

Gréfica 1. Porcentaje de representaciones presentes
en los ejemplos en los S.R analitico y algebraico

S.R. ANALITICO/ALGEBRAICO
50%

40% —

30%

20% III —

10% III —
—

0% . . . .
R1F R2F R3F R4F R5F R6F

Fuente: tomado de la investigacion.

En la grafica 1 se observa que la “representacion simbdlico-especifica” (R3F),
presenta un porcentaje de 45% de ejemplos, en los que se evalla limites de
funciones realizando sustituciones del valor al que tiende la variable independiente
en la funcién correspondiente, este proceso conlleva a varias opciones; en
algunos ejemplos se puede evaluar el limite directamente y obtener un valor, en
otros, al evaluar se llega a una indeterminacién como 0/0, o/, etc, donde se
procede a factorizar para obviar la indeterminacion y asi encontrar el limite
buscado, en otros ejemplos, al evaluar el limite, en ocasiones se llega a que este
no existe; en otros ejemplos, se evalla en la funcion los acercamientos de la
variable independiente, asignandole valores a x tanto por derecha como por
izquierda, consignados en tablas de tal forma que se pueda evidenciar el limite a
partir de la observacion de las aproximaciones de la variable dependiente e
independiente, sin necesidad de calcular el limite por sustitucion directa. El limite
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de cuando no depende del valor de f en puesto que puede no
pertencer al dominio de |,y sin embargo existir en dicho punto.

Con respecto a los ejemplos de limites de funciones circulares o trigonométricas,
se realiza evaluacion directa de los angulos a los que tiende la variable
independiente y se factoriza para obviar indeterminaciones. Cabe aclarar que los
ejemplos a los que se hace referencia también presentan otras representaciones
simultdneamente. Para el desarrollo de los limites circulares o trigonométricos se
tiene en cuenta teoremas como:

mas adelante se analiza en detalle este tipo de limites, que son fundamentales a
la hora de calcular ejemplos que involucran funciones trigonométricas.

La “representacion algebraica” presenta el mismo porcentaje que la
“representacion simbolico-especifica”; en estos ejemplos se aplica procesos
algebraicos como: factor comun, racionalizacion, factorizacion de funciones para
obviar indeterminaciones, division de polinomios, simplificaciones, etc.

Es de resaltar que la “definicion formal” no aparece en ninguno de los ejemplos
gue se plantean en el libro; lo cual en alguna forma es una desventaja ya que es
necesario que todo proceso algoritmico se formalice y mas aun sea verificado con
una regla general, lo cual es el objetivo que se busca al aplicar la definicion formal.

Contrario a esto, “la definicion verbal” que hace referencia al uso de simbolos que
caracterizan la definicion formal, como € y vy los cuantificadores y (pero que
estan implicitos) posee un porcentaje 36%, esto es bastante significativo e implica
que si se esta haciendo una contextualizacion de los ejemplos que se plantean,
permitiendo asi una mayor compresién de estos.

La “representacién numérico-tabular’ (R1F) posee un porcentaje de 5%, donde el
limite se obtiene a partir de tablas con aproximaciones al punto al que tiende la
variable independiente, tanto por derecha como por izquierda, es decir, sin
necesidad de realizar una sustitucion directa, se obtiene el valor del limite.

Figura 10. Representacion numerico-tabular de la funcion

Fuente: tomado de la investigacion.
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En un ejemplo aparece la “representacion grafica-cartesiana” (ver figura 7), en
donde a partir de los datos que arroja la tabla, se observan las tendencias de las
variables dependiente e independiente tanto por derecha como por izquierda,
evidencidndose, que a medida que , y a medida que la
funcién , concluyendo que el limite es 2; este ejemplo se basa ademas,
en la “representacion simbolico-especifica”, que como ya se ha mencionado, es un
gran apoyo a la hora de analizar la tendencia de un limite.

La “representacion grafica-cartesiana” (R2F) posee un porcentaje de 27%; las
graficas que presenta el texto se toman como un apoyo para calcular el limite, en
donde se intenta describir graficamente el acercamiento de la variable
dependiente a un valor, cuando la variable independiente se acerca a otro, tanto
por derecha como por izquierda, ademas, no aparecen de manera explicita los
acercamientos, solo se presenta la curva de la funcion. En el ejemplo (ver figura 8)
se describe una funcién racional que no estd determinada en el punto al que
tiende el limite, al igual que en el ejemplo 5; que expone una funcién a trozos, en
las dos funciones el limite existe y es igual a 2 y en los ejemplos 19, 20 y 22 usa
las graficas de las funciones para evidenciar las asintotas: horizontal, vertical y
oblicua.

Figurall. Ejemplo de representacion grafica-cartesiana
De la funcion —

Fuente: tomado de la investigacion.
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Con relacion a los ejemplos de limites al infinito, a veces es importante conocer el
comportamiento de una funcién f(x) cuando x se hace arbitrariamente grande con
valores positivos, que se indica, x — +o0, 0 cuando x toma valores negativos con
valor absoluto arbitrariamente grande, que se indica, x - —oo; también puede
suceder que cuando x - +o 6 x - —oo una funcion tienda a ser grande y positiva
0 se mantenga asi, o arbitrariamente pequefia y negativa, es decir

limy e f(x) =0 0
limy,_o f(x) =00
lirnx—)—oo f(X) =— 00,

en tales casos el limite no existe, pues oo y —oo N0 son numeros reales. En el caso
de los limites infinitos, no se realiza la evaluacion directa, puesto que la funcién se
acerca a la asintota vertical por la derecha como por la izquierda, pero no la
interseca.

En resumen, los ejemplos que presenta el libro son bastante significativos y no
tienen tendencia algoritmica, como generalmente se suelen presentar; en los
libros de texto escolares, su gran mayoria presenta buenos y variados ejemplos
gue incluyen las representaciones: “grafica-cartesiana”, “simbolico-especifica”,
“algebraica” y “la definicion verbal”; se presentan la mayoria de ejemplos, de
manera explicativa y analitica, mostrando propiedades y caracteristicas, tanto de
las funciones como de los limites que se calculan.

Cabe aclarar, que los “Sistemas de Representacion Analitico y Algebraico” se
analizaron en el instrumento de andlisis en el texto de manera separada, sin
embargo, para facilidad del analisis de los datos y dado que el sistema de
representacion algebraico posee una sola subcategoria, se presentd un
histograma de frecuencias que reune los dos sistemas de representacion.
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6.1.2. Sistema de Representacion Aritmético

A continuacion se presenta el analisis del sistema de representacion aritmeético:

Gréfica 2. Porcentaje de representaciones presentes
en los ejemplos en el S.R aritmético

S.R. ARITMETICO
6%

4%

2%

0% T T T T T 1
R1S R2S R3S R4S R5S R6S

Fuente: tomado de la investigacion.

Como se puede observar en la grafica 2, el porcentaje de incidencia de la
“representacion simbdlico-especifica” y la “definicion verbal” es el mismo y
corresponde a un 5%; en el primer ejemplo se muestra una sucesion oscilante, en
el segundo ejemplo se hace alusién a una sucesién divergente, es decir, el limite
cuando no existe y en el tercer ejemplo se presenta una sucesion

convergente, es decir, el limite cuando , existe y es igual a -, las

representaciones “numérico-tabular”, “grafica-cartesiana”, de la “recta real” y la
“definicién formal” no se desarrollan en los ejemplos del texto; esto hace evidente
que los ejemplos relacionados con el limite de sucesiones, sea muy pobre y dado
que el limite de una sucesion es uno de los conceptos mas antiguos del analisis
matematico, se deberia incluir en el texto de manera mas profundizada
permitiendo al lector una mayor comprension del concepto.

Hasta aqui se analizaron las representaciones del “Sistema de Representacion
Analitico, Algebraico y Aritmético”, pero también es preciso sefialar que en el texto
se presentan ejemplos que movilizan mas de una representacion en el mismo
sistema, al igual que mas de un sistema de representacion en el mismo ejemplo,
por esta razon se presenta a continuacion el histograma que muestra; en primer
lugar aquellos ejemplos que relacionan dos 0 mas representaciones en un mismo
ejemplo
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Gréfica 3. Porcentaje de ejemplos con dos 0 mas representaciones

EJEMPLOS CON DOS O MAS

15% REPRESENTACIONES

10%

5%

0% -
R1F/R2F/R4F R2F/R4F

Fuente: tomado de la investigacion.

El porcentaje correspondiente a estos ejemplos es de 14% y aunque no es muy
significativo, aporta informacidén relevante. En este texto aparecen en total 4
ejemplos con dos 0 mas representaciones, de los cuales tres movilizan las
representaciones: “grafica-cartesiana” y “definicion verbal”, el primero de ellos se
presenta al introducir el limite (ver figura 9), donde se plantea una funcién a trozos,
y se analiza cuando tiende a , en él considera valores tanto por derecha
como por izquierda, donde se concluye que el limite de dicha funcion existe, y se
apoya en la representacion grafica para mirar la tendencia de la funcion. Los otros
dos ejemplos conciernen a limites infinitos en uno de ellos se calcula el limite
infinito de una funcién polinomial, analizado cuando y cuando , aqui
la grafica de la funciébn es un apoyo fundamental a la hora de analizar las
tendencias de la variable independiente (Ver figura 10). En el otro se encuentra la
asintota vertical de una funcion racional cuyo denominador se hace cero en el
punto donde (ver figura 11).

Figural2. Representaciones: grafica-cartesiana y definicion verbal de
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Figura 12. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Dimensién 11, Ed. Norma 1997.

Figura 13: representaciones: grafica-cartesiana
y definicion verbal de
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Figura 13. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Dimensiéon 11, Ed. Norma 1997.

Figura 14. Representaciones: grafica-cartesiana y
Definicidn verbal de E—
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Figura 11. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Dimensién 11, Ed. Norma 1997..

El otro ejemplo posee un porcentaje de 5% y moviliza las presentaciones:
“numérico-tabular’, “gréfica-cartesiana” y “definicion verbal”’; es importante
mencionar que este ejemplo, se apoya en primer lugar, en la representacion
numeérico-tabular para estimar el valor del limite, luego en la grafica de la funcion,
se muestra el punto , en donde la funcion tiene un hueco, y partir de las dos
representaciones y usando la definiciébn verbal, concluye que el valor que se
puede estimar para es 2.

En segundo lugar, se muestra el histograma que desarrolla aquellos ejemplos que
relacionan dos sistemas de representacion en un mismo ejemplo:

Gréfica 4. Porcentaje de ejemplos con dos sistemas de representacion

EJEMPLOS CON DOS SISTEMAS DE
REPRESENTACION

25%
20%
15%
10%

o . —

O% K T X T N T . 1

Fuente: tomado de la investigacion.
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El porcentaje de ejemplos que movilizan la “representacion simbdlico-Especifica y
algebraica” corresponde a un 2%; la caracteristica que distingue a estos ejemplos
es que son de tipo algoritmico, pues como ya se ha mencionado la
“representacion simbdlico-especifica” hace referencia a la evaluacion del limite en
un punto y la representacion algebraica se aplica célculos algebraicos para
estimar el limite.

En cuanto a los ejemplos que movilizan tres representaciones se destacan tres de
ellos, los cuales presentan los procesos algoritmicos usuales y adicionalmente una
descripcion verbal; los tres ejemplos tratan funciones racionales que incluyen
expresiones radicales, por lo cual se aplican procesos de racionalizacion,
factorizacion y simplificacion. En 2 de los 22 ejemplos se plantean: la
“representacion grafica-cartesiana” y la “representacion algebraica”; en ellos se
desea calcular las asintotas horizontal y oblicua; se hace uso de la gréfica de la
funcion, lo cual ayuda a visualizar de mejor manera el papel que juega el limite
dentro de la representacion grafica. Ademas es importante mencionar que segun
Blazquez (2000)*° es muy relevante y de gran importancia la exposicién de este
tipo de ejemplos, pues el manejo varios sistemas de representacion contribuye a
la comprension de los conceptos; ya que brinda una amplia perspectiva de las
propiedades y caracteristicas de cada concepto, y asi apreciarlo desde diferentes
opticas.

A continuacion se analiza el aspecto semiético, el cual se compone de dos
categorias que se han descrito como E1 (estandar 1) y E2 (estandar 2).

6.1.3. Estandar E1

En cuanto al primer estandar (E1), el histograma que resulté de la codificacion de
los datos es el siguiente:

20 Blazquez, S. y Ortega, T. (2001): « Los sistemas de representacion en la ensefianza del limite ». ICME-8,
Sevilla. Grupo Editorial Iberoamericana SA de CV. Capitulo XIIl, 331-354.
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Gréfica 5. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
los indicadores de logro enmarcados en el estandar 1 (E1).

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS
INDICADORES DE LOGRO ENMARCADOS EN
EL ESTANDAR 1

50%

40%

30%

20%
10%

0% T T T T 1
ILB1 ILB2 ILA3 ILA4 ILAS

Fuente: tomado del libro Dimensién 11, Ed. Norma 1997.

Como ya se ha mencionado el estandar E1 se refiere a la “utilizacion de técnicas
de aproximacién en procesos infinitos numéricos” el cual se enmarca en el
pensamiento variacional; segun la figura 5 el porcentaje con mayor significacion es
el que corresponde a la determinacion del limite de una funcion por aproximacion,
con un 41%, en ellos, solo uno corresponde al limite de sucesiones, el resto
conciernen a limites de funciones: racionales, por partes y radicales; los cuales se
apoyan en aproximaciones por medio de tablas y de graficas.

En cuanto a la “definicion formal” del limite se observa ausencia total en el texto lo
cual permite analizar que, por un lado, el tratamiento del limite por medio de la
definicion verbal es mas accesible para el lector, y por otro lado, al utilizar en la
definicion verbal expresiones como “la variable se aproxima al limite” sufre
ambiguas ideas de tiempo y movimiento, es asi como la aplicacion de la definicion
formal permite evolucionar entre la idea dinamica de limite (como un proceso)
hacia la idea estatica de limite (como un objeto).

6.1.4. Estandar E2

En cuanto al segundo estandar (E2), el histograma que resulté de la codificacion
de los datos es el siguiente:
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Gréfica 6. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
los indicadores de logro enmarcados en el estandar 2 (E2).

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS INDICADORES DE
LOGRO ENMARCADOS EN EL ESTANDAR 2
80%

60%

40%

20%

0% T T T T
ILB6 ILB7 ILB8 ILB9 ILB10

Fuente: tomado del libro Dimensién 11, Ed. Norma 1997.

De los ejemplos que se muestran en el libro, el tema que mas aparece es la
aplicacion de propiedades algebraicas y la evaluacion de limites de funciones, de
ellos, solo uno es de limite de sucesiones y los trece restantes son de limites de
funciones; de estos ultimos, 10 evaldan limites, en su mayoria usando algun tipo
de simplificacién algebraica, y solo algunos por sustitucion directa, y tres ellos
aplican algun tipo de andlisis algebraico o analitico para obtener el limite, dado
que se trata de limites al infinito.

El tema que aparece en menor proporcion es el de los limites trigonométricos, con
un porcentaje de 23%; en cuanto este tipo de limites se tiene en cuenta para su
desarrollo, dos limites especiales que se analizan por medio de la representacion
numeérico-tabular, planteando dos tablas; en la primera analiza que la funcion

tiende al valor 1 cundo x tiende al valor cero, concluyendo que,

y en la otra tabla, considera que la funcion

tiende a cero cuando x tiende a cero, deduciendo que
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. 1 —cos(kx)
lim——— =
x—0 ka

0

Estos dos hechos se generalizan en el teorema 4 del texto para

sen(kx)
10 ="
1 — cos(kx)
yf(x) = T x
de la siguiente manera:
sen(kx)
————~=1,dondekx # 0,k € R
x-0 ka
Y lim, o =229 — 0 donde kx # 0,k € R

ka

A partir de estos dos limites, refiere los seis ejemplos que en él aparecen, en uno
de los ejemplos aplica una identidad trigopnométrica y luego aplica el limite y en
general se realiza el proceso de sustitucion directa en casi todos los ejemplos.

Otro aspecto que arrojo el estudio del instrumento de analisis, es lo relacionado
con los ejemplos que desarrollan en su contenido mas de una tema, pues como ya
se ha mencionado, las subcategorias que corresponden a los indicadores de
logro, se tomaron en los libros de texto como los temas que se desarrollan en los
mismos. Asi se presenta el siguiente histograma para el estandar E1:

Gréfica 7. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
en el estandar 1 (E1) dos o mas indicadores de logro.

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EN EL
ESTANDAR 1 DOS O MAS INDICADORES
DE LOGRO

6%
4%
2%

0% T .
ILAL/ILA2/ILAS ILAL/ILA3/ILAS

Fuente: tomado del libro Dimensién 11, Ed. Norma 1997.

La gréfica muestra que existe un 5% de ejemplos que desarrollan en su contenido
dos o0 méas temas; en uno de los ejemplos se movilizan los indicadores ILAL, ILA2
e ILA5; se aplica la definicion verbal del limite, lo cual conlleva a determinarlo
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usando aproximaciones, y se apoya en la representacion grafica de la funcion para
realizar la interpretacion respectiva de la funcion

La funcion que se plantea en estos ejemplos es

En donde analiza la funcion cuando tiende a , considerando valores
cercanos a tanto por derecha como por izquierda, apoyado en primer lugar en su
representacion grafica (ver figura 12). Este ejemplo aporta buena informacién para
el lector por que le permite identificar caracteristicas tanto de las funciones como
del limite mismao.

Figura 15. Representacion gréfica-cartesiana
de la funcién

Fuente: tomado del libro Dimensién 11,
Ed. Norma 1997.
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Figura 16. Ejemplo de
gréfica-cartesiana

representacion

Fuente: tomado del libro Dimensién 11,

Ed. Norma 1997.

En cuanto al otro ejemplo, considera la funcidon que se muestra en la gréafica (ver
figura 13) y evalua:

Analiza los acercamientos a por derecha y por izquierda; en este ejemplo, la
grafica es fundamental para su comprension, porque se logra observar la
tendencia de la funcion y por ende la tendencia del limite, que en este caso se
aproxima hacia el infinito.

Para el estandar E2 se presenta la siguiente gréfica:
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Gréfica 8. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan en
el estandar (E2) dos o mas indicadores de logro.

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EN EL ESTANDAR 2
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Fuente: tomado de la investigacion.

Al comparar los ejemplos del estandar 2 con los ejemplos del estandar 1, se nota
un aumento considerable; esto se debe, segun los resultados de las
representaciones y sus sistemas, a que varios de los ejemplos son de tipo
procedimental mas que analitico. Por ejemplo, en la grafica 8 se observan dos
barras con porcentaje de 9%; en una de ellas se movilizan dos indicadores
relacionados con propiedades de limites y aplicacion de propiedades algebraicas;
en la otra barra con igual porcentaje se movilizan 4 indicadores de logro; estos
ejemplos corresponden a funciones trigonométricas, en los que se aplican
identidades trigonométricas, y se hace uso de propiedades algebraicas para obviar
indeterminaciones para proceder luego a evaluar el limite.

También hay otros 4 ejemplos que desarrollan dos o mas temas, como es el caso
del ejemplo 3, que refiere a limite de sucesiones; en donde se hace uso de los
limites en el infinito y propiedades algebraicas para su solucion, en otro ejemplo
gue corresponde a funciones trigopnométricas, se desarrollan tres indicadores de
logro, que tiene que ver con la aplicacion de propiedades algebraicas para obviar
indeterminaciones.

Por ultimo, al igual que se analizé en los ejemplos aquellos que involucran en su
desarrollo dos sistemas de representacion, también es pertinente analizar los
indicadores de logro de uno y otro estandar.
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Gréafica 9. Porcentaje de ejemplos que desarrollan
indicadores de logro en los estandares E1y E2.

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN
INDICADORES DE LOGRO EN LOS
ESTANDARES E1Y E2

Fuente: tomado de la investigacion.

Estos ejemplos se caracterizan por involucrar en su desarrollo dos o mas
indicadores de logro presentes tanto en el estandar 1, como en el estandar 2. Hay
un porcentaje de 9% de ejemplos que contiene 5 indicadores de logro, los cuales
se encuentran en el tema de calculo funciones; se realiza un acercamiento a su
solucion usando la definicion verbal y aplicando propiedades de los limites y
propiedades algebraicas de las funciones.

Se presenta un porcentaje de 5% de ejemplos que utilizan para su desarrollo los
indicadores ILA5 e ILB8, es decir, se aplica la “definicion verbal”, para estimar el
valor de un limite infinito. Hay también huy 5% de ejemplos que involucran en su
desarrollo los indicadores de logro ILA1, ILA2, ILB6, ILB9, en la figura 14 que se
muestra a continuacion, se puede observar en detalle los temas que moviliza y su
relevancia en la estimacion del limite.
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Figura 17: estimacion del —_

Fuente: tomado del libro Dimensién 11, Ed. Norma 1997.

En la grafica 9 se evidencia un 5% de ejemplos que contienen los indicadores
ILA1, ILA5, ILB6, ILB9, en la figura 15, que se muestra a continuacion, se
evidencia explicitamente los logros que se menciona:
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Figura 18: estimacion del limite —

Fuente: tomado del libro Dimensién 11, Ed. Norma 1997.

A partir de lo que se observa en las figuras y en la gréfica 9, se puede concluir que
el texto si toma en consideracion; al momento de plantear y desarrollar los
ejemplos, las diferentes teméticas que plantean los estandares E1 y E2, ademas,
se hace un uso adecuado de las tematicas que los indicadores de logro proponen
para el desarrollo de los temas. Con esto, el texto permite a los lectores una mejor
aproximacion a una de los conceptos mas abstractos y dificiles al introducir el
calculo infinitesimal.

6.2. LIBRO ESPIRAL 11 EDITORIAL NORMA 2005
6.2.1. Sistema De Representacion Analitico/Algebraico

En este apartado se realiza el andlisis de datos del libro de texto “ESPIRAL 11" de
la editorial Norma 2005, y en él las siguientes categorias: “Sistema de
Representacion Analitico”, “Sistema de Representacion algebraico”, los
estandares E1 y E2, ademas, se hace la comparacion entre los diferentes
sistemas de representacion, representaciones, indicadores de logro presentes en
cada uno de los estandares e indicadores de logro presentes en los dos
estandares.
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Grafica 10. Porcentaje de representaciones presentes
en los ejemplos en los S.R analitico y algebraico

S.R. ANALITICO/ALGEBRAICO
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Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

El texto que se analizé en este apartado, introduce la nocion del limite por medio
de las representaciones: “grafica-cartesiana”, “numérico-tabular’, “definicién
verbal”, “definicion formal” y en mayor numero de ejemplos se usa la
representacion “simbdlico-especifica”; como lo corrobora la grafica 10, en donde
se observa que esta representacion posee un porcentaje de 56% de ejemplos que
en texto desarrollan el tema limite de funciones; los 7 primeros corresponden al
tema propiedades de los limites, los cuales se solucionan realizando en su gran
mayoria sustitucion directa y solo en algunos casos se hace algun tipo de
procedimiento algebraico; mas adelante aparecen ejemplos de funciones
racionales indeterminadas.

En general cuando se calcula

lim f(x)

x—a

puede ocurrir: 1) que a este en el dominio de f'y
lim f(x) = f(a)

2) que a este en el dominio de f, pero el comportamiento de la funcién en las
proximidades de a difiera de la imagen de a;

lim £(x) # f(@)

3) que a no este en el dominio de la funcion, pero tenga sentido preguntarse por el
comportamiento de la misma, en las proximidades de a. En general,
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no depende del punto , sino de lo que ocurra en los valores proximos a

En un apartado del libro titulado “limites laterales y continuidad”, se parte de los
limites laterales para introducir el tema de continuidad, partiendo de la funcion:

En donde se analiza el limite cuando x toma valores mayores que , es decir

, evaluando el limite en la funcion ; al aplicar propiedades se obtiene
que limite es , cuando toma valores menores que es decir , evaluando
el limite en la funcién ; se llega a que el limite es , de ahi se concluye que

Por la naturaleza de algunas funciones, es necesario descomponer el problema
sobre el imite en dos pasos, es decir, calcular el limite por la derecha o por la
izquierda o por ambos. De aqui que el limite de la funcion f(x) exista y sea 2.

Figura 19. Representacion gréfica-cartesiana
de

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005..

La gréfica de la funcién (ver figura 16), que muestra los acercamientos tanto en la
variable dependiente como independiente, es un apoyo a la hora de analizar el
ejemplo, el cual es bastante significativo, puesto que usan adecuadamente las
representaciones: “grafica-cartesiana”, “definicion verbal’ y “simbdlico-especifica”.
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En el otro ejemplo se realiza un analisis similar a la funcion

cuando tiende a cero, como se puede observar en la figura 17 que me muestra a
continuacion:

Figura 20. Calculo del limite de —

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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A partir de analisis de los dos ejemplos anteriores se concluye que:

Figura 21: condicion de existencia de un limite, usando limites laterales

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

Los siguientes ejemplos del apartado analizan continuidad de funciones por medio
de los limites laterales, sin embargo, el tema de continuidad no hace parte de los
objetivos de este estudio, por lo cual no se profundiza en esta tematica.

En otro apartado del libro aparecen ejemplos pertenecen al tema limites
trigonométricos; para su solucion se parte del hecho intuitivo que las funciones
trigonométricas son continlas en todos los puntos de su dominio, y por
consiguiente, si , es parte de dominio de la funcion escogida, se concluye que:

>

>

A partir de estas condiciones y teniendo en cuanta los dos “limites trigonométricos
fundamentales” (ver pagina 69) se desarrolla todos los limites trigonométricos.
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Otros limites que se consideran en el texto tienen que ver con las funciones
exponenciales y logaritmicas, y dado que estas son inversas entre si; se estudian
algunos ejemplos simultdneamente. Los ejemplos en general son de evaluacion
directa, no aportan mayor informacion sobre las funciones ni sus limites y se toma

e —1
=1

lim
x—0 X

en los ultimos ejemplos pertenecientes a esta tematica.

Segun la gréfica 10, la “definicion formal” es la que presenta una menor incidencia
con tan solo un 2% de ejemplos; se debe mencionar que anteriormente se hace
alusion a la definicion formal indicando que los términos “estar proximo a” o
“acercarse a' debe precisarse matematicamente, dado que esta precision es
necesaria para dar la definicion formal. Asi mismo, se menciona que la expresion
“acercarse a” es arbitraria, pues una distancia puede representar una cercania en
una situacion y la misma distancia puede representar lejania en otra situacion, por
ello, la proximidad a un punto se mide por la distancia a este punto. Aproximarse
mAas y mas a un punto significa estar a distancias cada vez menores. El texto
también aclara que la definicibn formal no proporciona un método para hallar el
valor del limite de una funcion, pero se utiliza una vez se ha estimado dicho valor,
para mostrar que en efecto es el limite verdadero. En este ejemplo ademas de la
“definicién verbal” se hace uso de las representaciones: “grafica-cartesiana” y
“numeérico-tabular”.

La “representacion numérico-tabular’ presenta un 8% de ejemplos, tomandola
como un apoyo para encontrar el limite buscado, donde se hace uso de tablas
para tomar aproximaciones de las funciones que se analizan.

Al igual que la “representacion numérico-tabular”, la “definicion verbal” también
posee un porcentaje de 8% de ejemplos, de los cuales se menciona en algunos
casos acercamientos por derecha y por izquierda o acercamientos a través de
valores positivos y negativos; otros se apoyan en una tabla de valores y su gréfica,
para indicar que, cuando x se acerca a 2, la variable independiente f(x) se acerca
a 3.

La “representacion gréfica-cartesiana” posee un porcentaje significativo de 26%;
en estos ejemplos, dicha representacion se toma como un apoyo para desarrollar
los limites; al mostrando en las graficas de las funciones, se intenta describir
graficamente el acercamiento de la variable dependiente a un valor cuando la
variable independiente se acerca a otro. En ocasiones no se describen los
acercamientos (ver figura 19), solo aparece la curva de la funcién; como en el
caso del ejemplo de la funcién,

fx)=2x—-1
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En donde aparecen dos graficas; en una de ellas aparece la curva de la funcion y
en la otra se describen los acercamientos tanto por derecha como por izquierda.

Figura 22. Representacion grafica-cartesiana
de

Fuente: tomado del libro Espiral 11,
Ed. Norma 2005.

Asi, cuando se halla el limite de una funcion en un punto a, calculando
imagenes de puntos cercanos a , se puede decir que se ha encontrado un
posible valor para el limite. Como se observa en la figura 20, solo cuando se
muestra que la distancia de a se puede hacer tan pequefia como se quiera,
tomando valores de suficientemente cercanos a , se ha probado que es el
limite de cuando tiende hacia
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Figura 23. Representacion
gréfica-cartesiana usando cuantificadores

Fuente: tomado del libro Espiral 11,
Ed. Norma 2005.

La representacion grafica-cartesiana se usa en el libro mostrando en forma
explicita los acercamientos como se indica en la figura 21, que ilustra esta
situacion.

Figura 24. Representacion grafica-cartesiana
de

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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Para comprender la nocion de limite es muy util el trabajo con las tablas y con
gréficas. Sin embargo trabajar en esta forma no es muy eficiente para calcular
limites por varias razones: 1) a veces no conocemos la gréfica de la funcion o es
muy dificil de trazar, 2) para algunas funciones puede ser dificil la elaboracion de
la tabla utilizando unicamente una calculado sencilla, 3) no siempre el valor que se
puede deducir de la tabla es el correcto. El uso adecuado de las propiedades de
los limites facilita el caculo y nos da certeza sobre los resultados obtenidos.

Asi, la “presentacion algebraica” cobra importancia en la medida que es utilizada
en notaciones y simbolismo algebraico asociados a funciones; el calculo de limites
se reduce a la aplicacion de teoremas de limites y uso de algoritmos algebraicos:
factorizacion, racionalizacion, uso de conjugadas y simplificaciones para obviar
indeterminaciones, en este texto, esta representacion tiene un porcentaje de
incidencia del 42%, lo cual es bastante significativo si se compara, con las
representaciones “grafica-cartesiana”, “numérico-tabular”, “definicion verbal’ o
“definicién formal”.

Como ya se ha mencionado, el “Sistema de Representacion Aritmético” hace
referencia al limite de sucesiones; en este texto, se hace una pequefia
introduccion a las sucesiones, mostrando algunas caracteristicas de las
sucesiones: crecientes, decrecientes y constantes, también se hace alusion a las
series, identificAndolas como funciones que tienen como dominio el conjunto de
los niumeros enteros positivos, sin embargo, no aparece de forma explicita el tema
de sucesiones convergentes y divergentes; tema en el cual el limite se aplica.
Hasta aqui se analizaron las representaciones del “Sistema de Representacion
Analitico”, “Sistema de Representacion Algebraico” y “Sistema de Representacion
Aritmético”; ahora se analizan los ejemplos que movilizan dos o mas
representaciones y ejemplos que trabajan con mas de un sistema de
representacion, por esta razén se presenta a continuacion el histograma que
muestra; en primer lugar aquellos ejemplos que relacionan dos 0 mas
representaciones en un mismo ejemplo:

Gréfica 11. Porcentaje de ejemplos con dos 0 mas representaciones.

EJEMPLOS CON DOS O MAS
REPSENTACIONES

6%

4%
v 1N . — .
0% _ T T 1

R1F/R2F R2F/R3F  R1F/R2F/R4F  R2F/R4F

Fuente: tomado de la investigacion.
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El total de ejemplos que cumplen con la caracteristica de poseer mas de una
representacion tienen el mismo porcentaje (4%), los dos primeros se encuentran
en el tema propiedades de los limites, para su desarrollo se usan las
representaciones; “grafica-cartesiana” y “definiciéon verbal”, ademas de la siguiente
propiedad fundamental de los limites de funciones: si es una funcion definida en
un intervalo abierto que contiene a , no necesariamente en ,y existe

Entonces este limite existe y es Unico. Uno de los ejemplos que se expone de este
tipo, analiza una funcién por partes, y aunque ya se habian analizado en
apartados anteriores en este texto, es importante confirmarlo con la aplicacion de
esta propiedad, que da un argumento para concluir que el limite no existe, otros
dos ejemplos analizan funciones racionales y por partes, mostrando las tendencias
de las funciones y sus limites en una gréfica continuacion se muestra la figura 22
que muestra esta situacion:

Figura 25. Célculo del limite

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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Figura 25. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

Hay un ejemplo dentro de los 6 que se encuentran categorizados en la grafica 11
que desarrolla las representaciones; “numérico-tabular’, “grafica-cartesiana” y
“definicidn verbal”. En este caso la funcion que se plantea, se indefine en el punto
al que tiende la variable independiente, por ello analiza por medio de una tabla de
valores las proximidades a dicho punto para observar asi las tendencias de la
funcioén, en figura 23 se observa la situacion:

Figura 26. Calculo de —
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Figura 26. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

Otro ejemplo que posee un porcentaje de incidencia del 2%; se tiene en cuenta las
presentaciones; “grafica-cartesiana” y “numérico-tabular’. Donde a partir de la
observacion de una tabla de valores se encuentra el limite buscado, ademas se
presenta una grafica que muestra las tendencias de las variables dependiente e
independiente (ver figura 24), como se observa en la siguiente figura.

Figura 27. Representacion gréfica-cartesiana
y numérico-tabular de la funcién
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Figura 27 (Continuacién)

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

En segundo lugar, se muestra el histograma que desarrolla aquellos ejemplos que
relacionan dos sistemas de representacion en un mismo ejemplo:

Gréfica 12. Porcentaje de ejemplos con dos sistemas de representacion

EJEMPLOS CON DOS SISTEMAS DE
REPRESENTACION
14%

12%
10%
8%
6%
4%
2%
0 | | -

Fuente: tomado de la investigacion.

El porcentaje de ejemplos que movilizan la representacion “simbolico-especifica” y
“algebraica” corresponde a un 12%; estos ejemplos desarrollan procesos
algoritmicos, pues como se ha mencionado la representacion “simbdlico-
especifica” hace referencia a la evaluacién del limite en un punto, y en la
representacion algebraica se aplican caculos algebraicos para calcular el limite,
gue es lo que desarrollan estos ejemplos.

En un porcentaje menor (2%), se encuentran dos ejemplos; en uno de ellos desea
calcular el limite de
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cuando tiende a , usando la “definiciébn formal” demuestra que el nimero que
se halla corresponde efectivamente al limite buscado. En primer lugar se estima
el limite usando tabla de valores y se apoya ademas en una grafica para llegar a

que , @ continuacion aplica la definicion formal del limite en
donde supone un valor para , para hallar luego el correspondiente valor
para -, ademas se aclara mas adelante que se puede escoger cualquier valor

para Yy se llegaria por razonamientos al mismo valor para . En la figura 25 se
puede observar el proceso que se llevé a cabo para verificar el limite.

Figura 28: caculo del limite , usando definicion verbal

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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Figura 28. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

El otro ejemplo con 2% de incidencia toma una funcion racional donde los limites
tanto del numerador como del denominador son 0, donde se realiza un proceso de
simplificacidn para definir la funcion, la figura 26 ilustra la situacion:

Figura 29. Calculo de —
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Figura 29. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

Hay dos ejemplos mas que exponen 3 representaciones que son la R2F (“gréfica-
cartesiana”), R3F (“simbdlica-especifica”), y R6F (“algebraica”); se reducen a la
aplicacion de procedimientos algoritmicos con la ventaja de que, en este caso, se

apoyan para su analisis en una gréfica.

A continuacién se analiza el aspecto semidtico, el cual se compone de dos
categorias que se han descrito como E1 (estandar 1) y E2 (estandar 2).

6.2.2. Estandar E1

Gréfica 13. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan

los indicadores de logro enmarcados en el estandar 1 (E1).
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Fuente: tomado de la investigacion.
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En la grafica se observa que el indicador de logro con mayor incidencia es ILA2 el
cual consiste en “Interpretar y/o definir graficamente el limite de una funcion”, el
porcentaje de este indicador es de 26%. Como ya se ha analizado antes, es
bastante ventajoso desarrollar el concepto de limite basandose en su
representacion grafica, ya que esta muestra de manera explicita los
acercamientos de las variables; dependiente e independiente tanto por derecha
como por izquierda, o por arriba como por abajo, o en el caso en que solo
aparezca la gréfica de la funcion.

El indicador de logro en el que se hace aplicacion de la definicion formal del limite
posee un porcentaje de 2%; se destaca uso de las letras griegas € y § que se
utilizan en cantidades muy pequefias, al desarrollar estos ejemplos.

Los indicadores de logro; ILA1 que consiste en “determinar el limite de una
funcion por aproximacion” e ILA5 en el cual se “aplica la definicion verbal del
limite” se presenta en un porcentaje de 10% de ejemplos, un porcentaje
significativo es el que aplica el indicador ILA3 que consiste en determinar si
existen, la ecuacion de las asintotas horizontales, verticales u oblicuas de una
funcion.

6.2.3. Estandar E2

En cuanto al segundo estandar (E2), el histograma que resulté de la codificacion
de los datos es el siguiente:

Grafica 14. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan los indicadores
de logro enmarcados en el estandar 2 (E2).

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS
INDICADORES DE LOQRO ENMARCADOS EN EL
ESTANDAR 2

100%
80%
60%
40%
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ILB6 ILB7 ILB8 ILB9 ILB10

Fuente: tomado de la investigacion.
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En la gréfica 13 se observa que el indicador con mas incidencia en el texto es
ILB6, el cual hace referencia a la aplicacién de propiedades algebraicas y a la
evaluacién de limites de funciones; el porcentaje de aparicion en el texto de este
indicador es de 84%; los ejemplos que se platean son de indole algoritmicos mas
que analiticos.

En cuanto al calculo de limites al infinito, son pocos los ejemplos que se
evidencian en el texto, el porcentaje es de 10%; para su desarrollo se aplica una
propiedad de los limites que es la siguiente: si k es un entero positivo y r es un
namero real, entonces:

Cabe aclarar que los simbolos y no representan nimeros y por esta razén
no se puede operar con ellos como se hace con los numeros reales. Son usados
aqui para simbolizar comportamientos de las funciones. También aparece una
figura que muestra las tendencias de las variables dependiente e independiente.

Figura 30. Representacion grafica-cartesiana
de la funcion —

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

También se tiene en cuenta que, para calcular el limite de una funcion racional
cuando la variable independiente x tiende a oa , se dividen el numerador y
el denominador por la mayor potencia de x y se aplica la propiedad anterior y otras
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propiedades que se mencionan anteriormente. También se tiene en cuenta que
para hallar asintotas horizontales, se calcula el limite cuando x tiende a +o 0 a
—oo. Ademas se menciona que si el limite es un numero real, la recta y=L es una
asintota horizontal.

Otro aspecto que arrojo el estudio del instrumento de analisis, es lo relacionado
con los ejemplos que desarrollan en su contenido mas de una tema, pues como ya
se ha mencionado, las subcategorias que corresponden a los indicadores de
logro, se tomaron en los libros de texto como los temas que se desarrollan en los
mismos. Asi se presenta el siguiente histograma para el estandar E1:

Gréfica 15. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
en el estandar 1 dos o mas indicadores de logro.

LOS EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EN
EL ESTANDAR 1 DOS O MAS
INDICADORES DE LOGRO
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Fuente: tomado de la investigacion.

El estandar E1 se encuentra dentro del pensamiento variacional; permitiendo al
lector el uso de aproximaciones adecuadas para encontrar limites de funciones,
expresar ideas sobre limites de una funcién en forma: oral, escrita o mediante
gréficas. En este caso solo se presentan en el texto, tres ejemplos que cumplen
algunas de estas caracteristicas, como es el caso de los dos ejemplos en donde
se determina el limite de una funcion por aproximacion, usando para ello una
interpretacion grafica, que explicita la tendencia de las variables dependiente e
independiente. Y ademas describe dichas aproximaciones usando la definicion
verbal del limite.

El otro ejemplo es el primero que se plantea para introducir el concepto de limite
en él hace uso de los indicadores ILAL que se refiere a; “la determinaciéon el limite
de una funcién por aproximaciéon” y al indicador de logro ILA2 que se refiere a;
“Interpretar y/o definir graficamente el limite de una funcién”. El porcentaje que
corresponde a estos ejemplos es de 2%, esto es, un solo ejemplo de los 50 que se
analizaron en total en el texto.
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Gréfica 16. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
en el estandar 2, dos o més indicadores de logro.
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Fuente: tomado de la investigacion.

Este estdndar se enmarca en el pensamiento numérico y hace referencia al “uso
de propiedades y representaciones en los nimeros naturales y reales en el calculo
de limites”, en él, el lector podrd; aplicar propiedades de los limites, justificar un
procedimiento o una respuesta en el calculo de limite de una funcion, entre otros;
en cuanto a los resultados de la gréfica, es destacable el hecho de que se sigue
presentando mayor frecuencia al igual que en el libro “Dimensién matematica 11",
en los indicadores ILB6 que tiene que ver con “la aplicacion de propiedades
algebraicas y la evaluacion de limites de funciones” e ILB7 en ddénde “calcula
limites aplicando propiedades”, el porcentaje de incidencia de dichos indicadores
es de 22% que comparado con otros indicadores es bastantes significativo.

En la gréfica también hay un porcentaje de 2% de ejemplos que tienen tres
indicadores de logro que son ILB6, ILB7, ILB9; los dos primeros como se
menciond antes, son de indole algebraico y el ultimo tiene que ver con el calculo
limites de funciones indeterminadas; es claro que para solucionar un limite que
incluya una funcién indeterminada de aplica algin proceso algebraico y luego se
evalla para encontrar el limite. En otro ejemplo se movilizan solo dos indicadores,
ILB6 e ILB9, con un porcentaje de 2%, se encuentran los indicadores ILB6, ILB9 e
ILB10, este dultimo relacionado con el calculos de limites trigonométricos
concernientes a un porcentaje de 2% de ejemplos, la octava barra de la figura
moviliza 4 indicadores de logro en donde analiza el limite de una funcion
trigonométrica.
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Por ultimo, al igual que se analizé en los ejemplos aquellos que involucran en su
desarrollo dos sistemas de representacion, también es pertinente analizar los
indicadores de logro de uno y otro estandar.

Gréfica 17. Porcentaje de los ejemplos que incluyen
indicadores de logro en E1y E2.
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Fuente: tomado de la investigacion.

En la gréafica se observa que un 6% de ejemplos movilizan 4 indicadores de los
dos estandares especificamente; ILA2 e ILA3 pertenecientes al primer estandar,
ILB6 e ILB7 del segundo estandar; en uno de los ejemplos se tiene la funcion

g(x)=x+1

y se calcula el limite cuando x tiende a —1.

Evidentemente, la funcion se indefine en el punto donde x = —1; pero se analiza,
por medio de una tabla de valores (ver figura 28) el comportamiento de la funcion
g en las proximidades de —1, a pesar de que este nimero no esté en el dominio
de g.

110



Figura 31. Representacion numérico-tabular de la funcion —

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

La tabla muestra que crece sin limite cuando se acerca a por la derecha
y decrece sin limite cuando se aproxima a por la izquierda.

Ademas, en la figura 29 se puede observar el comportamiento de la funcién;

toma valores positivos cuando tiende a y toma valores negativos cuando
tiende a . Dando como resultado que el limite por un lado es y por el otro
lado da . Este resultado se expresa simbdlicamente:

Figura 32. Representacion gréfica-cartesiana de la funcién e

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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También hay un 6% de ejemplos que desarrollan los ejemplos con base en los
indicadores de logro ILA3 perteneciente al primer estandar e ILB6, ILBS,
concernientes al segundo estandar; el indicador ILA3 hace referencia a la
determinacion de asintotas, el indicador ILB6 tiene que ver con el calculo de
limites aplicando propiedades y el indicador ILB8 alude al célculo de limites
infinitos.

En cuanto a los ejemplos que poseen un porcentaje de incidencia del 2%; cada
uno de ellos involucra indicadores tanto del estandar 1 como del estandar 2, en
particular existe un ejemplo que moviliza 5 indicadores, es decir para su desarrollo
aplica 5 temas concernientes al tema limite de funciones, en el resto también
aplica propiedades similares

6.3. COMPARACION DE TEXTOS NORMA ANTES Y DESPUES DE LA
IMPLEMENTACION DE LOS ESTANDARES CURRICULARES DE
CALIDAD

Hasta ahora se ha analizado las caracteristicas mas relevantes de los textos,
segun las categorias planteadas tanto en el aspecto semiético como curricular,
ademas se han realizado comparaciones internas -es decir, en cada libro de texto-
relacionadas con los sistemas de representacion y los estandares que moviliza el
concepto de limite, los cuales se constituyen como categorias de analisis en este
estudio.

En analisis anterior permitio realizar comparaciones, en los libros de texto;
“Dimension Matematica 11” de la editorial Norma, editado en el afio 1997 -antes
de la implementacion de los estandares- y “Espiral 11" de la editorial Norma,
editado en el afio 2005 -después de la implementacién de los estandares- en ellos
se las diferencias y semejanzas, tanto en la presentacion del tema, como en la
exposicion de los ejemplos.

El punto de partida para la elaboracion de los estandares curriculares, fueron los
lineamientos curriculares producidos por el Ministerio de Educacion. Su desarrollo
se enriquecido con la participacion de maestros de diversas regiones y de
académicos, asi como con la consulta a curriculos de otros paises.

Con los estandares curriculares se busca dar mayor concrecién a los lineamientos
expedidos, de manera que las instituciones escolares cuenten con una
informacion comun para formular sus planes de estudio, respetando su autonomia.
Es aqui en donde aparece lo mas relevante en este estudio, dado que si los libros
de texto han logrado realizar una buena implementacion de los estandares de
calidad; permitira a la comunidad estudianti como docente, una mejor
aproximacion a los conceptos béasicos.
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6.3.1. Comparacion Sistema Analitico-Algebraico

A continuacion se realiza la comparacion de las representaciones, presentes en el
sistema de representacion analitico-algebraico, en los textos antes y después de
la implementacién de los estandares basicos de calidad en matemaéticas.

Grafica 18. Comparacion de los libros entes y después de la
implementacion de los estandares en el S.R. analitico-algebraico.
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Fuente: tomado de la investigacion.

En la grafica se puede observar que el libro de texto “Dimension Matematica 11”
presenta un diferencia considerable del 31% en la representacion algebraica con
relacion al libro de texto “Espiral 11”; el porcentaje es similar, ya que el segundo
tiene mayor niumero de ejemplos; el libro de texto “Dimension Matematica 11” se
analizaron 22 ejemplos mientras que en libro “Espiral 11" se tomaron para el
analisis 50 ejemplos.

También la grafica 17 muestra que la representacion “simbdlico-especifica”
presenta el segundo mayor porcentaje en los dos textos con una diferencia en
este caso del 1%, al igual que la representacion “grafica-cartesiana” Lo cual era de
esperarse dado que en los dos textos se maneja la misma estructura. En cuanto a
las teméticas que conciernen al concepto del limite, con la diferencia es
Unicamente en la cantidad de ejemplos planteados.

Otras representaciones como la “numérico-tabular” presentan porcentajes
similares del 5% y 8% respectivamente, aunque cabe anotar que el manual
“Dimension Mateméticall”, no solo emplea esta representacion para introducir el
concepto de limite, sino que también la utiliza en otros temas como el de limites
infinitos.

Con respecto a la definicion verbal se puede observar que los porcentajes difieren
en un 28%, debido a que el texto “Dimension Matematicall”, tiene mas ejemplos
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en comparacion con el texto “Espiral 11”; en general la utilizacion de esta
representacion en ambos textos es limitada. De la misma forma ocurre con la
definicion formal; la diferencia de porcentaje es del 2%, que como ya se menciono
en el libro de texto antes de la implementacion de los estandares no aparecen
ejemplos, mientras que, en el manual después de la implementacion de los
estandares aparece un solo ejemplo, en el que se aplica esta definicion.

En conclusidn, la estructura de estos dos textos, no presenta mayores diferencias
sobre todo en la forma como se aborda el tema de limite de una funcion, pues en
ambos casos se realiza de una aproximacion por medio de tablas y graficas que
ayudan al lector a formarse una idea del concepto, para luego pasar a formalizarlo
por medio de la representacion formal, ademas, esta forma de introducir el
concepto, permite al lector mayor provecho a la hora de adquirir propiedades y
caracteristicas de las funciones que se analizan, como del concepto en cuestion.

6.3.2. Comparacion Sistema Aritmético

Con respecto a este sistema, la diferencia si es importante ya que en el libro
“Espiral” no aparece el limite de sucesiones y por lo tanto tampoco el “Sistema de
Representacion Aritmético”, ya que este fue designado especialmente para ser
utilizado en el planteamiento de este tipo de temas; debido a sus caracteristicas,
pues el limite de sucesiones se enmarca en el pensamiento numérico.

En el texto “Dimension Matematicall” aparece el tema de limite de sucesiones en
forma muy reducida, solamente presenta una aproximacion a la “definicion formal”
de sucesion y presenta tres ejemplos referentes al tema sin ninguna
profundizacion al respecto.

6.3.3. Comparacion Indicadores de Logro

Gréfica 19. Porcentaje de comparacion del estandar 1 en los textos
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Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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En este caso la comparacion radicoO en observar qué indicadores de logro se
desarrollan en ambos textos, tomando como base los indicadores planteados en el
texto “Espiral 11" ya que en el texto “Dimensién Matematicas 11” aun no se
implementaban los estandares basicos de calidad en matematicas.

En primera instancia, se tomo el estdndar E1 que se refiere a “la utilizacion de
técnicas de aproximacion en procesos infinitos numeéricos” el cual de enmarca
dentro del pensamiento variacional (P.VAR); se analiz6 como los ejemplos
planteados en cada texto desarrollan cada indicador de logro, o si son pertinentes
a la hora de abordar este tema.

Una diferencia significativa que se puede observar en la grafica, es que el
indicador de logro “aplica la definicion formal del limite” (ILA4) no aparece en el
texto “Dimension Mateméticas 11” esto debido a que la definicion formal del limite
tampoco aparece en este texto especificamente en los ejemplos.

La diferencia de porcentaje en el indicador de logro “determina el limite de una
funcidn por aproximacion” (ILA1) es del 26%, esto debido a la diferencia en el
namero de ejemplos en cada texto, pero en general se aborda de manera similar
en ambos textos. Lo mismo ocurre con el indicador de logro “aplica la definicion
verbal del limite” (ILA5), en donde la diferencia porcentual es de un 31%.

En conclusion, con respecto a este estandar las diferencias son poco notorias ya
gue la mayoria de temas que se presentan en el texto “Dimension Matemética 11"
antes de la implementacion los estandares, también se desarrollan en el texto mas
actual “Espiral 117, y aunque la forma de presentar los ejemplos en ambos textos
es similar, el texto actual presenta un considerable aumento en los ejemplos
propuestos, ademas este presenta graficas cartesianas que evidencian
aproximaciones de la variables dependiente e independiente, tanto por derecha
como por izquierda, lo cual permite una mejor aproximacion al concepto.

Grafica 20. Porcentaje de comparacion del estadndar 2 en los textos.
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Fuente: tomado de la investigacion.
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Con respecto al Estandar E2 el cual se refiere a “uso de las propiedades y
representaciones en los numeros naturales y reales en el célculo del limite”, que
se incluye dentro del pensamiento numérico (P. NUM), la diferencia en porcentajes
mas marcada se da en el indicador de logro “calcula limites de funciones
indeterminadas” (ILB9), debido a que el texto actual presenta mayor numero de
ejemplos y gran parte de estos, sobre todo en los temas relacionados con: limites
trigonomeétricos, limites al infinito, entre otros, se trabaja con diferentes tipos de
funciones, varias de ellas son indeterminadas por lo tanto gran parte de los
ejemplos hacen referencia a este tipo de funciones en diferentes temas planteados
en el texto.

El indicador de logro “aplica propiedades algebraicas y evalla limites de
funciones” (ILB6); cuenta con un porcentaje considerable en comparacion con los
otros indicadores pero como ya se mencion6 anteriormente su aparicion es debido
a que varios ejemplos planteados en los dos textos desarrollan procesos no solo
analiticos sino también algoritmicos para su solucion.

El indicador de logro que se desarrolla en la menor cantidad de ejemplos es el que
se refiere a “calcular limites trigonométricos” (ILB10); ya que el namero de
ejemplos utilizados para abordar este tema es muy pequefio en ambos textos,
estos solo se limitan a evaluar limites y aplicar identidades trigonométricas. Los
demas indicadores se presentan de forma similar en los dos textos.

En conclusién con relacién a los indicadores de logro que pertenecen a este
estandar en su totalidad; se desarrollan en los dos textos, pero la forma como lo
hacen es similar en ambos, salvo que en “Espiral 11" se presentan un aumento
considerable de ejemplos con relacion al texto anterior pero en las caracteristicas
de su estructura no se notan cambios sustanciales.

En este sentido se puede inferir que la implementacion de los estandares
Unicamente se ve reflejada en la organizacién de los contenidos pero no en la
forma como se exponen las tematicas en el texto ya que no se notan cambios
sustanciales de la edicién actual a la anterior.
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6.4. LIBRO MATEMATICA 11 EDITORRIAL SANTILLANA 1995
6.4.1. Sistemas De Representacion Analitico —Algebraico

Grafica 21. Porcentaje de representaciones presentes en los
ejemplos en los S.R analitico y algebraico.
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Fuente: tomado de la investigacion.

En la gréfica 20, se observa que la subcategoria R3F representaciéon simbolico-
especifica, presenta un mayor porcentaje de incidencia con 50%; en estos
ejemplos se evaltan limites de funciones, realizando sustituciones del valor al que
tiende la variable independiente en la funcion correspondiente. Este tipo de
sustitucion se presenta sobre todo, en los ejemplos donde se trabajan con las
propiedades del limite y en las funciones donde es necesario obviar la
indeterminacion para poder calcular el valor del limite; también se aplica en los
ejemplos donde se trabajan con funciones trigonométricas, como se muestra en la
figura 30.
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Figura 33. Calculo de limite de la funcién —

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

La sustitucién directa, que en este caso, corresponde a la representacion
simbdlico-especifica (R3F), se puede aplicar tanto en funciones polinbmicas como
en funciones racionales, cuyo denominador sea diferente de cero; en el caso de
los ejemplos planteados en este texto, solamente se trabaja con funciones:
polinémicas, racionales, radicales y trigopnométricas, dejando de lado las funciones
exponenciales y logaritmicas.

Con relacién a los ejemplos que presentan el tema limites al infinito, el texto solo
aborda las funciones de la forma

Donde es un numero racional positivoy es un nimero real cualquiera

Con esta propiedad solo aparecen dos ejemplos, donde para hallar el limite,
cuando ,se lleva la funcién a la forma
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y luego se divide cada termino por la potencia de mayor exponente; por lo tanto,
en esta parte no se aplica la representacion simbdlico-especifica, como se
muestra en la figura 31.

Figura 34. Calculo de limite de la funcion

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

En el tema de limites trigonométricos, los ejemplos presentados, emplean en su
gran mayoria, la “representacion simbdlica especifica”, junto con la aplicacion de
identidades trigonométricas para obviar indeterminaciones y asi resolver los
limites. Como se observa en la figura 32:
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Figura 35. Calculo de limite de la funcién —_—

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

Cabe anotar, que en la grafica 20, es evidente la ausencia de la representacion
grafica-cartesiana (R2A) en los ejemplos que desarrolla el texto; ya que, estos
tienen una estructura de corte algoritmico, y no se apoyan en la representacion
grafica para ilustrar de mejor forma los contenidos planteados.

La definicion formal (R5F) y la representacion numérica tabular (R1F) tienen igual
porcentaje de incidencia (11%). En el primer ejemplo se aplica la definicion formal
de limite para probar su existencia y en el segundo, se obtiene el valor del limite
en forma intuitiva, por medio de tablas de valores, donde se consignhan las
aproximaciones al valor al cual tiende la variable independiente.

En la grafica 20, también se presenta el sistema de representacion algebraico; en
esta parte es importante aclarar que el analisis de los ejemplos se realiz6 por
separado, es decir, se analizaron los ejemplos en cada sistema, pues, asi se
plantea en la categorizacion en la cual se basa este estudio, pero para comodidad
del analisis de los datos se integraron los dos sistemas, ya que, el sistema de
representacion algebraico solo posee una sola representacion y no es posible
analizarlo por separado.

Ahora, con respecto al sistema de representacion algebraico, este aparece en
gran parte de los ejemplos analizados con un porcentaje del 44%; en estos
ejemplos se aplica procesos algebraicos, como: factor comuan, racionalizacion,
factorizacion de funciones indeterminaciones, division de polinomios,
simplificaciones y propiedades de los limites, como se muestra en la figura 32:
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Figura 36. Calculo de limite de la funcién —_—

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

Es importante aclarar que en este texto no se analizan limites infinitos, por lo
tanto, no aparecen ejemplos relacionados con este tema, tampoco se analiza el
limite en las ecuaciones de asintotas.

En realidad los temas presentados con referencia al limite se exponen en forma
muy resumida en el presente texto, con uno o dos ejemplos por cada temaética, y
en la mayoria de ejemplos se trabaja Uunicamente con propiedades de los limites.
La estructura de los ejemplos como se mencioné anteriormente es de corte
algoritmico, es decir, solo plantean procedimientos sistematicos y propiedades
para realizar calculos precisos. Ademas, estos carecen de graficos o imagenes
que ilustren mejor su desarrollo y de explicaciones concretas que muestren los
procesos realizados para la solucién obtenida.

Hasta aqui se analizaron las representaciones de la categoria “Sistema de
Representacion Analitico y Algebraico”, pero se debe tener en cuenta que existen
ejemplos donde estan presentes mas de una representacion dentro de cada
sistema y también mas de un sistema de representacion en cada ejemplo; en
este texto aparece un solo ejemplo con dos representaciones, la representacion
numeérico tabular (R1F) y la definicion verbal (R4F) pertenecientes al sistema de
representacion analitico como se observa en la figura 34:
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Figura 37. Representacion gréafica-cartesiana y verbal
las funciones —y -

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

En el primer ejemplo, se pretende encontrar intuitivamente el valor del limite de
una funcion racional de la forma

Para lo cual se realiza un tabla de valores con aproximaciones al valor al cual
tiende la variable independiente, y en el segundo ejemplo, se plantea una
explicacion acerca de la existencia del limite de la funcion

En este caso, se concluye que limite no existe, debido al comportamiento de la
funcion en los valores cercanos al punto.

También aparecen cuatro ejemplos donde se presentan dos sistemas de
representacion diferentes: el “Sistema de Representacion Analitico” y dentro de
este la “definicién formal” y el “Sistema de Representacion Algebraico”, como se
muestra en la gréafica 22.

122



Gréfica 22. Porcentaje de ejemplos con dos 0 mas representaciones.
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Fuente: tomado de la investigacion.

En los primeros dos ejemplos, se aplica la “definicion formal”, donde es necesario
realizar procesos algebraicos para encontrar el valor de ¢, y en los dos ultimos, se
presenta la representacion “simbdlico-especifica”, perteneciente al sistema de
representacion “Analitico”, y la “representacion algebraica”, perteneciente al
sistema de representacion con el mismo nombre; en estos ejemplos se realizan
procesos algebraicos, en este caso, factorizacion y racionalizacion para obviar
indeterminaciones, y posteriormente se procede a evaluar para encontrar el valor
del limite. Cabe resaltar la importancia de este tipo de ejemplos pues segun
Blazquez (2001) manejar varios sistemas de representacion ayuda mucho para la
comprension de los conceptos pues brinda un panorama mas amplio de las
caracteristicas mas relevantes de cada concepto y de esta forma se lo puede
apreciar desde diferentes perspectivas facilitando su comprension.
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Figura 38. Definicion formal del limite de la funcion —

Fuente: tomado de la investigacion.

En la figura 38, se puede observar la estructura de un ejemplo en el cual se pide
comprobar que

Utilizando la definicion formal; donde se muestra el proceso algoritmico para
aplicar esta definicion, pero, carece de una explicacion e induccion detallada que
conduzca al lector a involucrase en el tema, es decir, no presenta de forma
explicita la intencionalidad que el ejemplo debe tener, limitando al lector a adquirir
solamente la habilidad para realizar célculos sistematicos. Esto no genera un
dominio del concepto, por el contrario aleja al lector de la verdadera comprension;
como lo afirma Sierpinska (1990): “se considera la comprension en el sentido en
que el proceso de interpretacion, esta relacionado con las representaciones y, por
tanto con el dominio del concepto”.

6.4.2. Sistema De Representacion Aritmético

Siguiendo el orden, aparece el “Sistema de Representacion Aritmético” el cual
consta de seis representaciones definidas anteriormente, de las cuales, solo una
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de ellas aparece en los ejemplos que trabajan el limite de sucesiones, con un
porcentaje del 11%; pues este sistema solo se aplica para este tipo de funciones
segun la definicion de la categoria. Debido a que el texto abarca de forma muy
reducida este tema las cinco representaciones restantes estan ausentes
completamente.

Cabe sefialar que el texto presenta de forma muy reducida el limite de sucesiones,
solamente presenta una aproximacién a la definicion formal de sucesion y
presenta dos ejemplos referentes al tema, en el primer ejemplo se utiliza la
definicion verbal (R4S), probando que limite de una sucesion es cero (como
muestra la figura 36) y en el segundo se verifica por medio del calculo de limite
que una sucesion, si esta, converge o diverge; pero en ninguno de los dos se
aplica directamente la definicion de sucesion, si no que se describe en forma
verbal lo referente a la aplicacién de esta; de tal forma que la definicion queda
implicita en el desarrollo de los ejemplos presentados. A este tema le precede el
estudio de sucesiones el cual si se presenta en forma mas detallada.

Figura 39. Calculo del limite de la sucesion -

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
6.4.3. Estandar E1

Por ultimo se identificaron los estdndares, que movilizan los ejemplos analizados
anteriormente, de la siguiente forma:

En la categoria estandar E1; se encuentran cinco indicadores de logro
(subcategorias) codificados anteriormente, en el texto se presentan ejemplos que
desarrollan indicadores de logro solamente de un estandar y otros ejemplos
desarrollan indicadores de logro de los dos estandares simultaneamente.
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En la grafica 22 se muestran los ejemplos que desarrollan los indicadores de logro
del estandar E1 asi:

Gréfica 23. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan los indicadores de
logro enmarcados en el estandar 1.
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Fuente: tomado de la investigacion.

La categoria estandar E1 se refiere a la “Utilizacién de Técnicas de Aproximacion
en Procesos Infinitos Numeéricos” (P. VAR), en el presente texto, tres ejemplos
desarrollan el indicador de logro (ILA5), el cual hace referencia a la “definicién
verbal”, con un porcentaje del 17%; dos ejemplos son del tema relacionado con
limite de sucesiones y el otro es de limite de funciones, especificamente en este
ejemplo se determina la existencia del limite; también aparecen dos ejemplos que
desarrollan el indicador de logro (ILA1) que se refiere a la “determinacion del
limite de una funcién por aproximacion”, con un porcentaje de 11%; aqui prima la
utilizacion de tablas de valores para intuir el valor del limite, ya que, no es explicita
la evaluacién del limite en el punto al cual tiende la variable independiente, por
esto, se intuye el comportamiento del limite por medio de la tabla y de esta forma
se encuentra el valor de este.

Por ultimo aparece el indicador de logro (ILA4), el cual se refiere a la definicion
formal del limite, con relacion a este, se presentan dos ejemplos que
corresponden al 11%; en estos se aplica la definicion formal del limite para
demostrar la existencia de este en los dos casos.

6.4.4. Estandar 2

En la grafica 24 se muestran los ejemplos que desarrollan los indicadores de logro
(subcategorias) de la categoria estandar E2 asi:
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Gréfica 24. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan los indicadores de
logro enmarcados en el estandar 2.

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS |NDJCADORES DE

LOGRO ENMARCADOS EN EL ESTANDAR 2

100%

80% -

60% -

40% -

20% - l I

e B BN BN |

ILB6 ILB7 ILBS ILB9  ILB10

Fuente: tomado de la investigacion.

La categoria estandar E2, hace referencia al “Uso de las Propiedades y
Representaciones en los Numeros Naturales y Reales en el calculo del limite” (P.
NUM), en el texto un 83% de los ejemplos desarrollan el estandar (ILB6); el cual
se refiere a la aplicacion de propiedades algebraicas y a la evaluacion de limites;
cabe resaltar que el porcentaje es muy significativo, pues, 15 ejemplos de los 18
analizados desarrollan este indicador, en su gran mayoria los ejemplos evaluan
limites, sobretodo en el tema de los limites trigonométricos y en las propiedades
de los limites.

Contrario a esto, un 11% de los ejemplos desarrollan el estandar (ILB8); el cual se
refiere al calculo de limites infinitos, esto porque el texto aborda de forma muy
reducida este tema, es decir, solo se presentan dos ejemplos relacionados, en los
cuales se trabajan con funciones polinbmicas y se aplican propiedades
algebraicas para posibilitar el célculo de estos limites.

Los indicadores de logro ILB7 Y ILB9, hacen referencia al calculo de limites
aplicando sus propiedades, con un porcentaje del 28%, y al calculo del limite de
funciones indeterminadas con un porcentaje del 33% respectivamente,
presentando una incidencia significativa.

Adicionalmente a esto aparecen ejemplos que movilizan mas de un indicador de
logro en cada estandar, en del estandar E1, solamente se presenta un ejemplo
donde se desarrollan los indicadores de logro “determina el limite de una funcién
por aproximacion”(ILA2) y “aplica la definicion verbal del limite”(ILA4); en este
ejemplo, se presenta, ademas de la tabla de valores, una explicacion acerca de la
tendencia de los datos al acercarse al punto a por derecha y por izquierda,
mostrando de forma intuitiva el valor limite.
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De la misma forma en el estandar E2, varios ejemplos desarrollan mas de un
indicador de logro, como se puede observar en la gréafica 24:

Gréfica 25. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan en el estandar 2
(E2) dos 0 més indicadores de logro.
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Fuente: tomado de la investigacion.

En esta grafica 24 se puede observar que un porcentaje del 11%, de los ejemplos,
desarrolla los indicadores de logro “aplica propiedades algebraicas y evallta limites
de funciones”(ILB6) y “calcula limites aplicando sus propiedades”(ILB/); esto
debido a que el texto maneja varios ejemplos, donde se realizan procesos
algoritmicos para calcular los limites.

Otro tipo de ejemplos mas robustos desarrollan tres indicadores del logro como:
“aplica propiedades algebraicas y evalta limites de funciones” (ILB6), “calcula
limites de funciones indeterminadas” (ILB9) y *“calcula limites trigonométricos”
(ILB10); estos se presentan sobre todo, en los ejemplos que trabajan el tema de
limites trigonomeétricos, ya que para solucionar este tipo de ejemplos, es necesaria
la aplicacién de propiedades algebraicas, identidades trigonométricas y sustitucion
directa; principalmente para se trabaja con funciones indeterminadas; esto debido
a que en estos ejemplos no presentan ningun tipo de analisis, sino que solamente
se limita a calcular el limite correspondiente.

Los ejemplos analizados desarrollan en su gran mayoria los temas planteados en
los indicadores de logro analizados, pero cabe resaltar, que muy pocos ejemplos
movilizan indicadores de logro de los dos estandares, es decir trabajan temas en
forma integrada; en la siguiente grafica se muestra esta comparacion:
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Gréfica 26. Porcentaje de los ejemplos que incluyen
indicadores de logro en E1 y E2.
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Fuente: tomado de la investigacion.

La grafica 25, muestra que Unicamente dos ejemplos de los 18 analizados
desarrollan dos indicadores de logro con un porcentaje del 11%; uno
perteneciente al primer estandar, especificamente a la subcategoria ILA4
(definicion formal) y otro perteneciente al segundo estandar especificamente a la
subcategoria ILB6 (aplica propiedades algebraicas y evalta limites de funciones);
estos ejemplos aplican la definicion formal del limite para probar su existencia y en
el proceso se aplican procesos algebraicos como racionalizacion y factor comun
respectivamente.

Solamente un ejemplo, desarrolla tres indicadores de logro, con un porcentaje del
6%; uno de ellos, perteneciente al E1 especificamente la subcategoria ILA1
(determina limites de una funcidn por aproximacion) y los otros dos pertenecientes
al E2 especificamente la subcategoria ILB6 (aplica propiedades algebraicas y
evalla limites de funciones) y ILB10 (calcula limites trigonomeétricos). En
conclusion los ejemplos planteados en este texto, trabajan los temas de forma
aislada, sin realizar contrastaciones entre ellos, siendo esto muy importante a la
hora de profundizar los contenidos aprendidos; ademas la presentacion de los
temas y el planteamiento de los ejemplos, se realiza de manera muy plana y
algoritmica, sin contextualizar los conceptos, para facilitar su comprension,
también es evidente la ausencia de graficos o imagenes que ilustren el proceso de
la solucién de los ejemplos, torndndose estos poco accesibles para la
comprension de sus posibles lectores.
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6.5. LIBRO HIPERTEXTO 11 EDITORIAL SANTILLANA 2011
6.5.1. Sistemas De Representacion Analitico/Algebraico

Gréfica 27. Porcentaje de representaciones
presentes en los ejemplos en los S.R analitico y algebraico.
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Fuente: tomado de la investigacion.

En la grafica 27, se puede observar que el mayor porcentaje corresponde a la
subcategoria “representacion algebraica”’(R6F), con un porcentaje del 38%; esta
representacion aparece en un principio, en los ejemplos que trabajan la definicion
formal del limite, sobre todo en la solucion de las inecuaciones que se realizan
para encontrar el valor de ¢; luego aparece en los ejemplos donde se trabaja con
limites indeterminados, donde es necesario factor izar las funciones para obviar la
indeterminacion y de esta forma poder calcular el limite; también se utiliza esta
representacion, en los ejemplos que trabajan limites trigonométricos, limites al
infinito, limite de funciones exponenciales y logaritmicas, aplicandola, en procesos
de factorizacion y simplificacién; como se observa en la figura 37.
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Figura 40. Calculo del limite de la funcién -

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

A esta subcategoria le sigue la (R3F) “representacion simbdlica-especifica”, que
presenta un porcentaje del 36%; una parte de los ejemplos hace referencia al
calculo de limites aplicando sus propiedades, y se trabaja con funciones
racionales, polindmicas, radicales, logaritmicas y exponenciales; realizando
Unicamente la sustitucion directa, como es el caso de la representacion simbdlica-
especifica; en esta parte no aparecen aun funciones indeterminadas.

En la segunda parte de los ejemplos, aparecen funciones indeterminadas, donde
es necesario aplicar operaciones algebraicas para obviar las indeterminaciones, y
posteriormente se procede a realizar la sustitucion directa, es decir, la
representacion simbolica-especifica; se trabaja con funciones como las
nombradas anteriormente, mas algunas funciones trigonométricas donde la
sustitucion corresponde al angulo al cual tiende la variable independiente.

La representacion que menos aparece en el desarrollo de los ejemplos del libro de
texto, es la “definicion formal” (R5F), esta definicion formaliza la idea intuitiva de
que los valores de la funcion estén tan cercanos como queramos a ,
siempre que los valores de la variable independiente , estén suficientemente
cerca del punto . Para esto, se debe elegir un tan pequefio como se quiera.

Asi para todo existe un (dependiente de delta), tal que,
Si .

Lo que quiere decir es que los valores de la variable independiente , pueden estar
tan cercanos como queramos al punto , pero nada se dice acerca de la cercania
de a (que afin de cuentas es lo que interesa).
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En conclusion, asimilar la definicion de limite y aplicarla es muy dificil, esto, debido
a lo abstracto del concepto. Como muestra la figura 38:

Figura 41. Definicion formal del limite de la funcion

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

En este ejemplo juega un papel importante la aplicacion de procesos algebraicos,
para encontrar el valor adecuado para ; ademas la explicaciones son de gran
ayuda para comprender los pasos del proceso.

Posteriormente, se encuentra la subcategoria “representacion grafica-cartesiana “
(R2F), con un porcentaje que corresponde a un 21%; esta representacion se
utiliza para explicar de mejor manera los contenidos planteados por el texto; cabe
resaltar la presencia de este tipo de representacidon, pues, en el texto anterior
antes de la implementacion de los estandares de calidad no se encuentra ninguna
grafica-cartesiana, y se debe mencionar que una de las caracteristicas principales
de esta representacion, es su utilidad a la hora de interpretar el concepto de limite,
pues es aqui, donde se evidencian los acercamientos al punto al que tiende vy
también sus imagenes en eje con respecto al limite . Ademas a traves de la
representacion grafica, se puede evidenciar y comprender de mejor forma la
eleccion del valor de épsilon y delta respectivamente, y entender el papel de las
distancias en la definicion formal. La representacion grafica cartesiana también
juega un papel importante en el andlisis de limites indeterminados, de funciones a
trozos, en funciones discontinuas, donde se evidencia que el limite no existe
debido a que los limites laterales no coinciden, en la ilustracién de los limites al
infinito, donde el limite de , cuando , es lo cual significa que si  crece
sin cota, entonces lo valores de se aproximan a . (ver grafica 39)
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Figura 39. Grafica-cartesiana y de la funcién —

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

Las funciones que ilustran las gréficas son variadas van desde funciones
polinbmicas hasta trigonométricas, en algunas se muestra que a pesar que la
funcion no esta definida en el punto donde tiende la variable independiente, sin
embargo, el limite existe, en otras se muestran los acercamientos por derecha y
por izquierda al punto al cual tiende vy los acercamientos de la funcién al limite ;
es decir, los valores que toma la funcion en lugares cercanos a cierto punto y el
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comportamiento de la misma en una zona muy cercana ha dicho punto. Los
ejemplos también utilizan gréaficos cartesianos para describir el comportamiento
de las ecuaciones de las asintotas de una funcion en el tema limites al infinito.

En general la “representacion grafica cartesiana” utilizada adecuadamente ayuda
en gran manera para la interpretacion y comprension de los contenidos
relacionados con el limite y es importante resaltar que el texto Santillana 2011
aprovecha de manera considerable la versatilidad de esta representacion, en la
mayoria de los temas relacionados con el concepto de limite, presentando
ejemplos muy ricos en representaciones que permiten profundizar en cada temay
entenderlo de mejor manera. Sin embargo esta representacién sin una
intencionalidad bien estructurada, no realiza grandes aportes a la comprensién de
los conceptos, ya que, la representacién por si misma en muchas ocasiones, no
dice mucho si no esta acompafiada por un enunciado que dirija 0 que organice su
intencionalidad y de esta forma pueda convertirse en una herramienta pertinente
en los libros de texto.

Por ultimo, aparece la subcategoria “definicion verbal”, esta como se explico
anteriormente se refiere: a la explicacion de la definicién formal del limite y a la
descripcion de acercamientos por derecha y por izquierda relacionados con el
comportamiento del limite de la funcidn; esta representacion presenta un
porcentaje del 15%; la caracteristica fundamental de esta, es que trata de
contextualizar el aspecto abstracto de la definicién formal, explicando en palabras
menos formales y mas accesibles el comportamiento de las funciones cuando se
aplica esta definicion, sobre todo en el andlisis de los acercamientos o las
distancias a las que hace referencia, cuando se habla de definicién formal del
limite.

Siguiendo el orden, aparece el “Sistema de Representacion Aritmético”; el cual no
aparece en el presente texto, ya que, esté no aborda los temas de sucesiones, ni
de limite se sucesiones y este sistema esta designado especificamente para las
caracteristicas de este tema, segun aparece en las categorias de analisis
planteadas.
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Gréfica 28. Porcentaje de ejemplos con dos 0 mas representaciones

EJEMPLOS CON DOS O MAS
REPRESENTACIONES

10%
8%
6%
4%

2% -
b Il I e

Fuente: tomado de la investigacion.

Como se menciond anteriormente, algunos ejemplos presentan mas de una
representacion para desarrollar el contenido planteado dentro de un mismo
sistema de representacién. Asi aparecen ejemplos que presentan tres
representaciones como: la “representacion numeérico-tabular”, “gréfica-cartesiana”,
y “definicién verbal”, con un porcentaje del 9%; ya que son pocos los ejemplos que
gozan de esta estructura en comparacion con el total de ejemplos analizados, la
importancia de contar con varias representaciones en el mismo ejemplo, radica en
que este, brinda més alternativas para facilitar la comprensién de los conceptos®
y ademas si estas representaciones se utilizan adecuadamente pueden aportar de
manera significativa al aprendizaje del concepto de limite. Como se muestra en la
figura 40:

2 Blazquez, S. y Ortega, T. (2001): « Los sistemas de representacion en la ensefianza del limite ». ICME-8,
Sevilla. Grupo Editorial Iberoamericana SA de CV. Capitulo XllI, 331-354.
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Figura 40. Representaciones R1F, R2F y R3F del limite de la funcion

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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Figura 40. (Continuacion)

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.

En este ejemplo estan presentes tres representaciones tales como: R1F, R2F y
R3F, ofreciendo un amplio panorama para el analisis del limite de esta funcién y la
respectiva apropiacion de los conceptos que se quieren trabajar.

En la grafica 28, también se observa que existen otros ejemplos con un porcentaje
del 2%, donde también se utilizan tres representaciones, pero diferentes a las de
los ejemplos anteriores, las cuales son “gréfica-cartesiana”, “simbolica-especifica”
y “definicion formal’; aunque el porcentaje no es significativo, es importante
sefalar la utilidad de este tipo de ejemplos y sobretodo reconocer que los textos
deberian utilizar diferentes representaciones e incluso diferentes sistemas de
representacion para ilustrar sus ejemplos; de tal forma que estos brinden varias
alternativas para su comprension y los lectores puedan abordar el concepto de
limite desde diferentes puntos de vista para lograr una mejor interpretacion y

aprendizaje del mismo.
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Gréfica 29. Porcentaje de ejemplos con dos
sistemas de representacion.

EJEMPLOS CON DOS SISTEMAS DE
REPRESENTACION

35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%

0% -

R2F/R5F/R6F R3F/R6F R4F/R6F

Fuente: tomado de la investigacion.

Algunos ejemplos también presentan dos sistemas de representacion, en este
texto la mayoria de los ejemplos emplean el “Sistema de Representacion
Analitico” y el “Algebraico”, con un porcentaje del 32%; esto se debe a que en su
gran mayoria los ejemplos trabajan con funciones de diferentes tipos, y al calcular
los limites es necesario realizar procesos algebraicos y sustituciones directas,
pero, esta es una caracteristica de los ejemplos algoritmicos, que solo se limitan a
calcular limites de forma mecanica, y este tipo de proceso se evidencian en gran
parte de los ejemplos de este texto, ya que, se relega a un segundo plano los
ejemplos que necesitan de analisis para su resolucién y se trabajan los temas
relacionados con el limite de manera sistematica y procesual.

Por dltimo la grafica 29, muestra que un minimo porcentaje de ejemplos
correspondiente al 4% y 2%, trabajan con dos sistemas antes mencionados, pero
con diferentes representaciones, pertenecientes a estos, y con las mismas
caracteristicas de los anteriores ejemplos.

6.5.2. Estandar E1

En la grafica 30 se muestran los ejemplos que desarrollan los indicadores de logro
del estandar E1 asi:
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Gréfica 30. Porcentaje de los ejemplos que desarrolla
los indicadores de logro enmarcados en el estandar 1.

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS INDICADORES DE
LOGRO ENMARCADOS EN EL ESTANDAR 1
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Fuente: tomado de la investigacion.

La categoria estandar E1 se refiere a “La utilizacion de Técnicas de Aproximacion
en Procesos Infinitos Numéricos” (P. VAR), en el texto once ejemplos desarrollan
el indicador de logro (ILA2), el cual hace referencia a “la interpretacion y/o
definicion gréfica del limite de una funcion”, con un porcentaje significativo del
23%; en este se muestran graficas cartesianas utilizadas como apoyo para aclarar
los temas relacionados con el limite, ademas estas se utilizan de forma eficiente,
pues describen las caracteristicas mas relevantes, aunque la mayoria carecen de
enunciados que complementen y hagan una utilizacion 6ptima de este tipo de
representacion. Es importante mencionar que este tipo de representacién no
aparece en el texto antes de la implementacién de los estandares curriculares,
sobretodo en el desarrollo de los ejemplos, el presente texto se caracteriza por
presentar un nimero considerable de ejemplos en diversos temas del concepto de
limite, pero mantiene una estructura algoritmica en su solucion.

Un nimero similar de ejemplos desarrollan los indicadores de logro “determina el
limite de una funcion por aproximacion” (ILA1) y “aplica la definicién verbal de
limite” (ILA5), con un porcentaje de 17% y 15% respectivamente. En los ejemplos
del primer tema se desarrolla una idea intuitiva del limite por medio de
aproximaciones, sobre todo en los ejemplos donde se introduce el concepto para
dar una nocién del mismo, y poder abordar la definicion formal, también para
introducir el tema limites infinitos y limites exponenciales, generalmente este tipo
de ejemplos es muy util para los estudiantes, pues en estos, se trata de
contextualizar las caracteristicas mas relevantes del concepto, para intentar dar
sentido a la definicion formal la cual es abordada posteriormente.

La utilidad de este tema radica en mostrar el limite como aproximaciones
sucesivas por medio de tablas de valores, se complementa de forma muy eficaz
con la representacion grafica, para brindar ejemplos mucho mas significativos y
eficientes a la hora de entender cada tema. Con relacién al segundo tema
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“definicion verbal del limite”, esta se utiliza en los ejemplos en forma muy limitada,
ya que, los ejemplos que plantea el texto son en su gran mayoria de corte
algoritmico, es decir, no se adjunta una explicacion detallada que ayude a
comprender mejor la intencionalidad de cada ejemplo; como lo afirma Blazquez
(2001), al referirse a la definicién verbal como una concepcion del limite dinamica
tan rigurosa y tan abstracta como la definicion formal pero sin el formalismo de
esta, még vinculada a fendbmenos reales y mas proxima al desarrollo cognitivo del
alumno.

Por ultimo aparecen los indicadores de logro “determina si existen, la ecuacion de
las asintotas” (ILA3) y “aplica la definicién formal de limite” (ILA5), ambas con un
porcentaje de 6%; con respecto al primer tema los ejemplos que aparecen en el
texto solo se limitan a encontrar las asintotas verticales, horizontales y oblicuas
de las funciones, es decir, falta una introduccion al tema donde se encadene los
temas anteriores, en los cuales se habla de limites de funciones exponenciales y
logaritmicas con el papel que juega el limite en el calculo de las ecuaciones de las
asintotas, ya que, solamente aparece una definicion de asintotas verticales y
horizontales he inmediatamente se prosigue a desarrollar ejemplos donde se pide
hallar las ecuaciones de las asintotas en un proceso sistematico sin mucho
analisis.

Con relacién a la "definicion formal”, se presenta generalmente después de haber
abordado el tema de las aproximaciones, sin embargo, el texto se limita a realizar
ejemplos en los que se aplica la definicion de forma muy algoritmica y algebraica,
sin ahondar en el verdadero sentido que conlleva la interpretacion del concepto de
limite debido a su dificultad y abstraccion, aunque en este texto es importante
resaltar que se juega con la representacion grafica como apoyo para diversos
temas tratados, incluido la definicion formal.

6.5.3. Estandar E2

En la grafica 31, se muestran los ejemplos que desarrollan los indicadores de
logro del estandar E2 asi:

2 Blazquez, S. y Ortega, T. (2001): « Los sistemas de representacion en la ensefianza del limite ». ICME-8,
Sevilla. Grupo Editorial Iberoamericana SA de CV. Capitulo XIIl, 331-354.
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Gréfica 31. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
los indicadores de logro enmarcados en el estandar 2.

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS INDICADORES DE
LOGRO ENMARCADOS EN EL ESTANDAR 2
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Fuente: tomado de la investigacion.

En la gréfica 31, se puede observar que el indicador de logro que méas se
desarrolla en el presente texto es “aplica propiedades algebraicas y evalta limite
de funciones” (ILB6), con un porcentaje del 77%, este resultado es casi l6gico
debido a que el texto trabaja los ejemplos de forma procesual y mecénica, donde
es necesario la utilizacion de procesos algebraicos y sustituciones directas para
poder encontrar los valores de los limites propuestos.

A este tema le sigue el indicador de logro “calcula el limite de funciones
indeterminadas”, con un porcentaje del 57%, esto debido a que la mayoria de
ejemplos trabaja con este tipo de funciones en diferentes temas como limites
trigonométricos y limites en el infinito.

Luego aparecen los indicadores de logro “calcula limites aplicando sus
propiedades” y “calcula limites infinitos”, con porcentajes similares del 15% y 14%
respectivamente; con respecto a las propiedades del limite, estas se aplican a
diversas funciones desde polindbmicas hasta radicales, en los ejemplos se
evidencia las caracteristicas fundamentales de estas, y su utilidad a la hora de
simplificar procedimientos al calcular los limites. Los ejemplos referentes a limites
infinitos se apoyan en la “representacion numérica tabular” y “grafica-cartesiana”,
para exponer de mejor manera su contenido; en contraste los limites en el infinito
trabajan con la representacion algebraica por que los ejemplos solo se limitan a
realizan calculos de limites.

Por ultimo, se analiza un pequefio porcentaje de ejemplos que movilizan
indicadores de logro de los dos estandares conjuntamente, con un porcentaje del
4% y 2%; construyéndose como los ejemplos mas completos y ricos tanto en
representaciones como en tematicas abordadas en este texto; pero que en
realidad carecen de versatilidad la hora de presentar innovaciones para
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desarrollar la capacidad analitica, ya que, los ejemplos que desarrollan persisten
en su naturaleza algoritmica.

Como se menciono en el texto anteriormente analizado, en la categoria estandar
E1 se encuentran cinco indicadores de logro (subcategorias); en el presente texto
se presentan el porcentaje de ejemplos que movilizan los indicadores de logro de
cada estandar, también los ejemplos que desarrollan indicadores de logro
solamente de un estandar y otros ejemplos que desarrollan indicadores de logro
de los dos estandares simultaneamente.

En contraste con lo anterior es importante analizar los ejemplos que dentro del
mismo estandar desarrollan varios indicadores de logro, como se observa en la
gréfica 32:

Gréfica 32. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
en el estdndar 1 (E1) dos o mas indicadores de logro.

PORCENTAJE DE LOS EJEMPLOS QUE
DESARROLLAN EN EL ESTANDAR 1, DOS O MAS
INDICADORES DE LOGRO
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Fuente: tomado de la investigacion.

Con un porcentaje del 11%, los ejemplos analizados desarrollan tres indicadores
de logro integradamente los cuales son: “determina el limite de una funcion por
aproximacion” (ILA1l), “interpreta y/o define graficamente el limite de una
funcion”,(ILA2) y “aplica la definicion formal de limite” (ILA5); estos tres
indicadores se complementan a la hora de abordar las diferentes teméaticas
relacionadas, ya que, sus caracteristicas permiten interpretar y profundizar de
forma mas efectiva, la intencionalidad que presenta cada ejemplo al desarrollar los
temas planteados referentes al limite, como es el caso de los limites infinitos, al
infinito, y la definicion formal del limite, donde se hace necesario abordar con
anterioridad estos temas, para comprender verdaderamente el significado de la
tendencia al infinito, ya que, este es un concepto abstracto y dificilmente se puede
contextualizar para poder analizarlo desde diferentes perspectivas; en el texto los
ejemplos que integran estos tres temas, tienen la intencionalidad de explicar de
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manera eficaz este tipo acercamiento, aunque no se explota de manera optima la
riqueza de estos, se intenta dar el mejor uso para alcanzar el logro propuesto.

Por ultimo aparecen ejemplos que desarrollan dos indicadores de logro, el primero
“determina el limite de una funcién por aproximaciéon” (ILAl), y “aplica la definicién
formal de limite” (ILA5), con igual porcentaje correspondiente al 2% y el segundo
desarrolla los indicadores “interpreta y/o define graficamente el limite de una
funcion”,(ILA2) y “aplica la definicion formal de limite” (ILA4), trabajando como
complemento para hacer que los ejemplos sean mas accesibles y eficaces a la
hora de estudiar los temas presentados. (Ver figura 41):

Figura 41. Representacion numerico-tabular y grafica-cartesiana
del limite de la funcion —

Fuente: tomado del libro Espiral 11, Ed. Norma 2005.
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.Analogamente el texto presenta ejemplos que desarrollan indicadores de logro del
estandar E2 como se puede observar en la gréafica 33:

Gréfica 33. Porcentaje de los ejemplos que desarrollan
en el estandar 2 (E2) dos o mas indicadores de logro.
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Fuente: tomado de investigacion.

Como se puede observar en la grafica 33, varios ejemplos desarrollan hasta
cuatro indicadores de logro, pero el mayor nimero de estos, se concentra en 10
ejemplos que presentan los indicadores “aplica propiedades algebraicas y evalla
limites de funciones” (ILB6) y “calcula limites aplicando sus propiedades” (ILB7);
estos ejemplos se caracterizan por realizar calculos para encontrar el valor de los
limites; también aparecen ejemplos con tres indicadores de logro como:
indicadores “aplica propiedades algebraicas y evallta limites de funciones” (ILB6),
“calcula limites infinitos” (ILB8) y “calcula limites de funciones
indeterminadas”(ILB9), con un porcentaje del 17%, de la misma forma 4 ejemplos
desarrollan tres indicadores diferentes en su combinacion, con un porcentaje del
9%, los cuales son: “aplica propiedades algebraicas y evallta limites de funciones”
(ILB6), “calcula limites de funciones indeterminadas”(ILB9) y “calcula limites
trigonomeétricos” (ILB10).

Cabe resaltar que 2 ejemplos desarrollan cuatro indicadores de logro como los
nombrados anteriormente, esto permite inferir que los temas de este estandar
estan directamente relacionados con la tematica referente al limite, o es el
estandar mas pertinente con relaciona a la estructura del texto, y esto tiene
coherencia debido a que la definicion del estandar E2 antes mencionada, hace
referencia al “Uso de las Propiedades y Representaciones en los NuUmeros
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Naturales y Reales en el calculo del limite” (P. NUM) y esto esta relacionado
directamente con la estructura algoritmica del presente texto.

6.6. COMPARACION DE TEXTOS SANTILLANA ANTES Y DESPUES DE LA
IMPLEMENTACION DE LOS ESTANDARES CURRICULARES DE
CALIDAD

Hasta el momento se ha analizado las caracteristicas mas relevantes de los textos
segun las categorias planteadas tanto en el aspecto semiético como curricular,
también se han realizado comparaciones internas relacionadas con los sistemas
de representacion y los estandares que moviliza el concepto de limite, los cuales
se constituyen como categorias de analisis en este estudio.

La anterior informacion permitid realizar una comparacion de los textos
pertenecientes a la misma editorial en este caso Santillana, donde se evidencio las
diferencias y semejanzas de los textos analizados antes y después de la
implementacion de los estandares curriculares, como es el caso del libro de texto
Santillana “Matemética 11” 1995 y Santillana “Hipertexto 11” 2011; como se puede
observar en el afio de edicion de cada uno de estos, surgen en momentos
diferentes en el desarrollo educativo de nuestro pais y lo mas relevante es que
este lapso de tiempo contiene la implementacion de los estandares curriculares de
calidad que se difundi6 en el afio 2003.

El punto de partida para la elaboracién de los estandares curriculares fueron los
lineamientos curriculares producidos por el Ministerio de Educacion. Su desarrollo
se enriquecido con la participacion de maestros de diversas regiones y de
académicos, asi como con la consulta a curriculos de otros paises.

Con los estandares curriculares se busca dar mayor concrecion a los lineamientos
expedidos, de manera que las instituciones escolares cuenten con una
informacion comun para formular sus planes de estudio, respetando su autonomia.

A continuacion se inicia comparando el aspecto semiotico para luego pasar al
curricular.
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6.6.1. Comparacion Sistema Analitico/Algebraico

Gréfica 34. Comparacion de los libros antes y después de la
Implementacion de los estandares en el S.R. analitico-algebraico.

COMPARACON EN LOS DOS TEXTO DE LOS
S.R. ANALITICO Y ALGEBRAICO
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Fuente: tomado de investigacion

En la gréfica 34, se puede observar que el libro de texto “Matematicas 11"
presenta un diferencia considerable del 13% en la “representacion simbdlico
especifica”, con relacion al libro de texto “Hipertexto 11", en realidad el porcentaje
es similar ya que el segundo texto tiene mayor nimero de ejemplos, y que esta
representacion tenga un porcentaje mayor en los dos textos era de esperarse
debido a que los dos textos presentan ejemplos mecanicos enfocados en el
calculo de limites Unicamente, como se menciond anteriormente.

También la grafica 34, muestra que la representacion algebraica presenta el
segundo mayor porcentaje en los dos textos con una diferencia en este caso del
1%, por las razones anteriormente mencionadas. Con relacion a la “representacion
gréfica cartesiana” la diferencia es notable ya que en el texto “Matematicasl1l”
estd completamente ausente esta representacion, mientras que en el texto
“Hipertexto 117, presenta un porcentaje del 21%.

Otras representaciones como la “numérico-tabular’, presentan porcentajes
similares del 11% y 13% respectivamente, aunque cabe anotar que el texto
“Hipertexto 11", no solo emplea esta representacion para introducir el concepto de
limite, sino que también la utiliza en otros temas como en limites infinitos.

Con respecto a la definicion verbal se puede observar que los porcentajes difieren
en un 9%, esto debido a que el texto “Hipertexto 11", tiene mas ejemplos en
comparacion con el texto “matematicasl1l”, pero en general la utilizacién de esta
representacion en ambos textos es muy limitada. De la misma forma ocurre con la

146



definicion formal la diferencia de porcentaje es del 5%, por la razones
mencionadas antes.

En conclusién, la estructura de estos dos textos en realidad no presenta mayores
diferencias sobre todo en la forma como se aborda el concepto de limite, pues en
ambos casos se realiza de forma mecanica y los ejemplos que se presentan son
de corte algoritmico, donde no se busca desarrollar en el lector la capacidad
analitica, solo se presenta una informacion acerca del tema en cuestion y se
presenta una serie de ejemplos que inducen a ejercitarse en el calculo de limites,
pero no se hace especial énfasis en profundizar en el significado del concepto y de
esta forma interpretar sus caracteristicas mas relevantes.

6.6.2. Comparacion Sistema Aritmético

Con respecto a este sistema, la diferencia si es importante ya que en el
“Hipertextol1l” no aparece el limite de sucesiones y por lo tanto tampoco el
“Sistema de Representacion Aritmético”, ya que, este fue designado
especialmente para ser utilizado en el planteamiento de este tipo de temas, debido
a sus caracteristicas, como se ve en el distribucion de los pensamientos
matematicos, pues el limite de sucesiones se enmarca en el pensamiento
numérico. De todas formas, aunque el tema de limite de sucesiones si aparece en
el texto “Mateméticas 11", este se borda de forma muy resumida, solamente se
presenta una pequefia introduccion y dos ejemplos, con lo cual es poco lo que se
puede decir con relacidén a sus caracteristicas.

6.6.3. Comparacion Indicadores de Logro

Grafica 35: comparacion de los libros antes y después de la
implementacion de los estandares

COMPARACION DEL ESTANDAR E1 EN LOS
TEXTOS
25%

20%
LIBRO

15% +—— — MATEMATICA 11
SANTILLANA 1995

10% -~ 8  =LBRO
L BN = S B HPERIEEE
SANTILLANA 2011

0%

ILA1 ILA2 ILA3 ILA4 ILAS

Fuente: tomado de la investigacion.
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En este caso la comparacion radico en observar que indicadores de logro se
desarrollan en ambos textos, tomando como base los indicadores planteados en el
texto “Hipertexto 11", ya que, en el texto “Matematicas 11" alun no se
implementaban los estandares curriculares de calidad.

En primera instancia se tomo el estandar E1 que se refiere a “La Utilizacion de
Técnicas de Aproximacion en Procesos Infinitos Numéricos” (P. VAR), y se analizé
como los ejemplos planteados en cada texto, desarrollan cada indicador de logro o
si estos, son pertinentes a la hora de abordar este tema.

Una diferencia significativa que se puede observar en la grafica 35, es que el
indicador de logro “interpreta y/o define graficamente el limite de una funcién”
(ILA2) no aparece en el texto “Mateméticas 11" esto debido a que la
representacion gréfica cartesiana tampoco aparece en este texto especificamente
en los ejemplos. Tampoco aparece el indicador de logro “determina si existen la
ecuacion de las asintotas horizontales, verticales u oblicuas de una funcion”
(ILA2), esto debido a que el texto “Matematicas 11” no aborda el tema en cuestion.

La diferencia de porcentaje en el indicador de logro “determina el limite de una
funcion por aproximacion” (ILA1l) es del 4%, esto debido a la diferencia en el
namero de ejemplos en cada texto, pero en general se aborda de manera similar
en ambos textos. Lo mismo ocurre con el indicador de logro “aplica la definicion
verbal del limite” (ILA5).

En conclusion con respecto a este estandar las diferencias son muy notorias ya
que existen varios temas que no se presentan en el texto “Matematicas 11" antes
de la implementacion los estandares y los cuales si se desarrollan en el texto mas
actual “Hipertexto 11", a pesar que la forma de presentar los ejemplos en ambos
textos es similar, el texto actual presenta un considerable aumento en los ejemplos
propuestos, ademas este presenta graficas cartesianas para ilustrar de mejor
manera los contenidos que se pretenden analizar en cada ejemplo.
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Gréfica 36. Comparacion de los libros antes y después de la
implementacién de los estandares.
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Fuente: tomado de la investigacion.

Con respecto al Estandar E2 el cual se refiere a “Uso de las propiedades y
Representaciones en los Numeros Naturales y Reales en el Célculo del Limite” (P.
NUM), la diferencia en porcentajes mas marcada se da en el indicador de logro
“calcula limites de funciones indeterminadas” (ILB9), debido a que el texto actual
presenta mayor numero de ejemplos y en gran parte de estos sobre todo en los
temas relacionados con limites trigopnométricos, limites al infinito entre otros, se
trabaja con diferentes tipos de funciones donde varias de ellas son
indeterminadas, por lo tanto, gran parte de los ejemplos hacen referencia a este
tipo de funciones en diferentes temas planteados en el texto.

El indicador de logro “aplica propiedades algebraicas y evalla limites de
funciones” (ILB6), cuenta con un porcentaje considerable en comparacion con los
otros indicadores, pero como ya se menciond anteriormente su aparicion es
debido a que la mayoria de ejemplos planteados en los dos textos desarrollan
procesos algoritmicos para su solucion.

El indicador de logro que se desarrolla en la menor cantidad de ejemplos es el que
se refiere al “célculo de limites trigonométricos” (ILB10), ya que el numero de
ejemplos utilizados para abordar este tema es muy pequefio en ambos textos,
estos solo se limitan a evaluar limites y aplicar identidades trigonométricas. Los
indicadores restantes, se presentan de forma similar en los dos textos.

En conclusion con relacion a los indicadores de logro que pertenecen a este
estandar, en su totalidad estos se desarrollan en los dos textos y la forma como lo
hacen, es similar en ambos textos, salvo que en “Hipertexto 11" se presentan un
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aumento considerable de ejemplos con relacién al texto anterior, pero en las
caracteristicas de su estructura no se notan cambios sustanciales.

En este sentido se puede inferir que la implementacion de los estandares
Unicamente se ve reflejada en la organizacion de los contenidos, pero no en la
forma como se exponen las tematicas en el texto ya que no se notan cambios
considerables de la edicién actual a la anterior.
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CONCLUSIONES

A raiz del andlisis que se realizé y teniendo en cuenta los objetivos planteados se
formulan las siguientes conclusiones:

Con relacion al concepto de limite y teniendo en cuenta los sistemas de
representacion y estandares béasicos de calidad se concluyd lo siguiente:

Los sistemas de representacion juegan un papel importante en la estructura
explicativa de los textos, pues es a través de ellos como se logra dar sentido a
muchas caracteristicas de los conceptos matematicos como el limite, que no se
logran explicar facilmente, porque los objetos mateméticos no son objetos del
mundo real o material.

En la mayoria de los casos, los lectores buscan encontrar en los textos, ejemplos
reveladores que logren aclarar las dudas que deja la lectura de la teoria que se
plantea en los mismos; en ocasiones, es solo a través de los ejemplos como se
logra comprender las teméticas planteadas y mas en el tema del limite de
funciones, el cual se caracteriza por ser tan dificil y abstracto para lograr su
comprension. Por esto, es necesario que los textos se conviertan en una
alternativa pertinente a la hora aprender el concepto de limite y no que lleven a los
lectores a solucionar problemas mecénicamente, sin entender el sentido de los
conceptos estudiados.

» En los ejemplos de los textos analizados predomina el tratamiento con
representaciones analiticas y algebraicas, con la intencion de desarrollar
destrezas: para manipular la simbologia de la definicién ¢ — &, para calcular
limites indeterminados, para aplicar propiedades de limites, entre otras,
pero se descuida el disefio de ejemplos donde se utilicen las
representaciones con una coherencia e intencionalidad, que permita
despertar en el lector un conflicto cognitivo, que aporte significativamente a
la comprension y asi al aprendizaje de las tematicas relacionadas con el
limite Sierpinska (1990),

> En los textos publicados, antes de la implementacion de los estandares
basicos de matematicas, se privilegia el Sistema de Representacion
Algebraico para abordar la definicion formal de limite, en cambio, en los
textos publicados, después de implementacién, se privilegia el uso de
representaciones: grafico-cartesianas, tabulares y verbales, que pretenden
hacer ostensiva la definicion formal. En consecuencia, los textos actuales
brindan al lector una mejor comprension del concepto, pues segun Dreyfus
(1991), es necesario utilizar sistematicamente varios sistemas de
representacion e incidir en sus relaciones desde el principio de la
ensefianza, para evitar que los estudiantes obtengan visiones sesgadas de
los conceptos.
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» Es importante resaltar que en las ediciones de texto publicadas antes de la
implementacion de los estandares basicos de matematicas, se presentan
los contenidos relacionados con el limite, de forma similar que en las
publicaciones actuales, sin embargo, en las primeras no se enfatiza en el
trabajo con competencias matematicas como en las segundas, donde se
utilizan las representaciones como herramientas para la comunicacion del
lenguaje matematico, buscando desarrollar en el lector el dominio de
diferentes sistemas de representacion para crear, expresar y representar
ideas matemaéticas; para utilizar y transformar dichas representaciones v,
con ellas, formular y sustentar puntos de vista.*?

> En la estructura de los ejemplos que presentan en las ediciones publicadas
antes de la implementacion de los estandares, se realiza una descripcion
minuciosa de los contenidos y representaciones del concepto de limite,
mostrando de forma explicita la mayoria de las caracteristicas que se
pretenden comunicar, mientras que, en las ediciones publicadas
posteriormente, se privilegia una estructura que invita al andlisis y
razonamiento matematico, donde los planteamientos de los ejemplos no
revelan toda la informacion, permitiendo al lector indagar, conjeturar y
deducir los contenidos que se pretenden desarrollar.

» Llama la atencion que la representacion grafica-cartesiana, se presenta con
mayor frecuencia en las ediciones de textos actuales, en comparacion, con
las ediciones publicadas antes de la implementacién de los estandares
basicos de matematicas; esto debido, a que las competencias matematicas
privilegian el uso de representaciones graficas, para lograr una mejor
comprension de los conceptos, ya que, ésta proporciona una visidbn mas
completa a la hora de abordar el concepto de limite. Esta representacion
ayuda en gran manera en la interpretacion de la definicion formal,
especificamente, en lo concerniente al concepto de valor absoluto, también
es Util para entender las tendencias de las variables y en el trabajo con
asintotas de las funciones.

2 Ministerio de educacién nacional. (2003) Mateméticas. Estandares basicos de competencias en
matematicas. MEN. Bogoté. 34 p.
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RECOMENDACIONES

La estructura mecanica y algoritmica que manejan muchos libros de texto
escolares incluyendo algunos analizados en este estudio no aporta para el
desarrollo de la capacidad analitica de los lectores, si no, que los sumerge en un
estancamiento cognitivo, donde no van a ser capaces de enfrentarse a problemas
reestructurados que se salgan del esquema que han adquirido, ni mucho menos
aplicar sus conocimientos a situaciones problema, en las cuales es vital
comprender el verdadero significado de los conceptos.

» Es importante que los autores de los textos tengan en cuenta que, no
solamente deben presentar ejemplos cargados de representaciones, ya que
esto, solo adornaria la presentacion de los ejemplos; segun Sierpinska
(1990), la importancia de utilizar varias representaciones radica en la
coherencia e intencionalidad que éstas tengan al complementarse de tal
manera que logren despertar en el lector un conflicto cognitivo que aporte
significativamente a la comprension y asi al aprendizaje de las tematicas
relacionadas con el limite.

» Se recomienda a los docentes, realizar un estudio exhaustivo, de tipo:
semiotico, epistemologico y contextual situado, a las representaciones que
presentan los ejemplos del concepto de limite en los textos, para
comprender su sentido, y asi crear nuevos ejemplos que combinen
diferentes tipos de representaciones, que aporten a un mejor aprendizaje.

» Se recomienda a los estudiantes que ademas de buscar ser competentes
en la habilidad para solucionar problemas por medio de procesos
algoritmicos, tengan en cuenta los otros tipos de representaciones como: la
representacion numerico- tabular, grafica y verbal que acompafan a éstos,
para dar verdadero sentido al concepto de limite y desarrollar destrezas
para argumentar y comunicar sus conocimientos.
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ANEXOS

Anexo A: Encuesta aplicada a docentes para indagar sobre la preferencia de los
textos que siguen en su practica pedagogica en la actualidad.

¢Usa libros de texto para preparar sus clases, en el aula escolar, para realizar
guias o para otra actividad relacionada con la practica escolar?

¢, Qué editoriales prefiere y porque?
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Anexo B: instrumento de analisis final

CATEGORIAS SUBCATEGORIAS
Numérico-tabular
SISTEMA DE Grafica-cartesiana
REPRESENTACION — —
ANALITICO DE Simbadlico-especifica
FUNCION Definicién verbal
Definicién formal
SISTEMA DE
REPRESENTACION algebraica
ALGEBRAICO DE
FUNCION
numérico-tabular
Representacion simbdlica-especifica
SISTEMA DE .
REPRESENTACION Definicién verbal
ARITMETICO DE Definicion formal
SUCESION

Recta real

Recta Cartesiana

UTILIZACION DE
TECNICAS DE
APROXIMACION EN
PROCESOS INFINITOS

Determina el limite de una funcién
por aproximacion.

Interpreta y/o define graficamente el
limite de una funcion.

Determina si existen, la ecuacién de
las asintotas horizontales, verticales
u oblicuas de una funcién.

PROPIEDADES y
REPRESENTACIONES
EN LOS NUMEROS
NATURALES Y
REALES EN EL
CALCULO DEL LIMITE

NUMERICOS _ = —
Aplica la definicion formal del limite
Aplica la definicién verbal del limite

USO DE LAS Aplica propiedades algebraicas y

evalla limites de funciones.

Calcula limites aplicando sus
propiedades

Calcula limites infinitos.

Calcula limites de funciones
indeterminadas

Calcula limites trigopnométricos.
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Anexo C: primer aproximacion al instrumento de analisis

CATEGORIAS | SUBCATEGORIAS DIMENSIONES Gl |G2
Representacion numérico-tabular
Representacion grafica-
SISTEMA DE cartesiana
REPRESENTACION Representacion simbdlico-
ANALITICO/ especifica
ALGEBRAICO Representacion algebraica
Definicion verbal
Definicion formal
SEMIOTICA Representac?c,)n n.ume,rl_co-tabular
Representacion simbdélica-
SISTEMA DE especifica
ARITMETICO Definicion verbal
(SUCESION) Repres | Representacion recta
entacio | real
nes Representaciéon
graficas | Cartesiana
SISTEMA DE | Representacién de areas de
REPRESENTACION | ~oP ol
GEOMETRICO figuras curvilineas.
Determina el limite de una
funcién por aproximacion.
Define e interpreta graficamente
el limite de una funcion.
Evalla limites de funciones
reales utilizando sus propiedades.
UTILIZO TECNICAS | Aplica propiedades algebraicas
DE APROXIMACION | en el célculo de limites.
CURRICULAR EN PROCESOS Calcula limites infinitos.

INFINITOS
NUMERICOS

Calcula limites de funciones
indeterminadas.

Calcula limites trigonométricos.

Determina si existen, la ecuacion
de las asintotas horizontales,
verticales u oblicuas de una
funcién.
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Anexo D: segunda aproximacién al instrumento de analisis

Categorias

Subcategorias

Dimensiones

Semibtica

Sistema de
representacion analitico/
algebraico

Representacion numérico tabular

Representacion grafica cartesiana

Representacién simbdlico especifica

Representacion algebraica

Definiciéon formal

Definicién verbal

sistema de
representacion aritmético
(sucesion)

Representacién operatoria

Representacién numérico/ tabular

Definiciones verbales o informales

Representacion recta real

Representacion Cartesiana

Representacién operatoria

Definicién formal

Definicién verbal

Curricular

Utilizo técnicas de
aproximacion en
procesos infinitos
numéricos

Determina el limite de una funcién por
aproximacion.

Define e interpreta graficamente el limite de
una funcién

Evalta limites de funciones reales utilizando
sus propiedades

Aplica propiedades algebraicas en el célculo de
limites

Calcula limites infinitos.

Calcula limites de funciones indeterminadas

Calcula limites trigonométricos

Determina si existen, la ecuacion de las
asintotas horizontales, verticales u oblicuas de
una funcién.
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Anexo E: instrumento de andlisis codificado

CATEGORIAS

SUBCATEGORIAS Ejl | Ej2 | Ej3 | Ej4
Numérico-tabular X
SISTEMA DE Grafica-cartesiana X
REPRESENTACION — —
ANALITICO DE Simbdlico-especifica
FUNCION Definicion verbal X
Definicién formal X
SISTEMA DE X X
REPRESENTACION algebraica
ALGEBRAICO DE
FUNCION
numérico-tabular X X
Representacién simbdlica-especifica
SISTEMA DE . ”
REPRESENTACION Definicion verbal
ARITMETICO DE Definicién formal X
SUCESION
Recta real X
Recta Cartesiana X
Determina el limite de una funcién X X
por aproximacion.
UTZACION DE | leree o defne gfcamente o |
TECNICAS DE Determ oxist .I 2 d
APROXIMACION EN | e ermltnatl Si ﬁXIS' en,t zilecuactl_onI e | X X
PROCESOS INFINITOS af) ;?é”:s"’(‘fe OJZ?”n‘éﬁﬁ verticales
NUMERICOS youicuas de tnafuncion.
Aplica la definicién formal del limite X
Aplica la definicién verbal del limite X X
USO DE LAS Aplica propiedades algebraicas y X X
PROPIEDADES y evalla limites de funciones.
REPRESENTACIONES | Calcula limites aplicando sus X
EN LOS NUMEROS propiedades
NATURALES Y Calcula limites infinitos. X
~ REALES EN EL Calcula limites de funciones X
CALCULO DEL LIMITE | indeterminadas
Calcula limites trigopnométricos. X
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Anexo F: tabla de frecuencias del libro de texto Dimensién matematica 11 de la
editorial Norma afio 1997

S.R ANALITICO
FRECUENCIA|R1F R2F R3F R4F R5F
Frecuencia
absoluta 1 6 10 8 0
frecuencia
porcentual 5% 27% 45% 36% 0%
S.R. ALGEBRAICO

FRECUANCIA R6F

Frecuencia absoluta |4¢

frecuencia

porcentual 73%

S.R. ANALITICO/ALGEBRAICO

FRECUENCIA|R1F R2F R3F R4F R5F R6F

Frecuencia

absoluta 1 6 10 8 0 16

frecuencia

porcentual 5% 27% 45% 36% 0% 73%
S.R. ARIMETICO

FRECUENCIA|R1S R2S R3S R4S R5S R6S

Frecuencia

absoluta 0 1 1 0 0 0

frecuencia

porcentual

0%

5%

5%

0%

0%

0%
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E1l
FRECUENCIA|ILAL ILA2 ILA3 ILA4 ILAS
Frecuencia
absoluta 8 5 4 0 9
frecuencia
porcentual 36% 23% 18% 0% 41%
E2
FRECUENCIA|ILB6 ILB7 ILB8 ILB9 ILB10
Frecuencia
absoluta 16 9 7 11 5
frecuencia
porcentual 73% 41% 32% 50% 23%

EJEMPLOS CON DOS O MAS REPSENTACIONES
FRECUENCIA|R1F/R2F/R4F ROE/RAF R3F/R4F |R2F/R3F
Frecuencia
absoluta 1 3 3 1
frecuencia
porcentual 5% 14% 14% 5%

EJEMPLOS CON DOS O MAS SISTEMAS DE REPSENTACION

FRECUENCIA | R2F/R6F R2F/R3F/R6E R3F/R6F | R3F/R4F/R6F | R4F/R6F
Frecuencia

absoluta 1 1 6 3 1
frecuencia

porcentual 5o, 5% 27% 14% 5%
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EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS ESTANDARES E1 Y E2

FRE |ILA|ILA1/l |ILAL/l JILAL/ILA [ILAL/1 |ILAL/ILA |ILA2 |ILA3/ILA |ILA2/ILA
CUE |5/1 |LA2/IL |LAS/IL |5/ILA6G/I [LA2/IL |5/1LA6/1 |/ILA |6/ILA7/1 |3/ILAG/I
NCI |LA [A5/ILA | A6/ILA |LA7/ILA |A5/ILA |LAS/ILA |3/IL |LAS8/ILA |LAS8/ILA
A 8 |9 9 9 8 9 A6 |9 9
Frec
uenc
ia
abso
luta |1 |1 1 2 1 1 1 1 1
frecu
enci
a
porc
entu
al 5% | 5% 5% 9% 5% 5% 5% |5% 5%
EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EL E1

FRECUENCIA ILAL/ILA2/ILAS ILA1/ILA3/ILAS

Frecuencia

absoluta 1 1

frecuencia

porcentual 5% 5%

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EL E2

FRECUEN |ILAG6/IL [ILAG/IL |ILAG/ILA9/ILA |ILAG/ILA7/ILAS/IL [ILAG/ILA7/ILA
CIA A8 A7 10 Al10 10
Frecuencia
absoluta 1 2 1 3 1
frecuencia
porcentual |5% 9% 5% 14% 5%
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Anexo G: tabla de frecuencias del libro de texto Espiral 11 de la editorial Norma

afno 2005.
S.R. ANALITICO
FRECUENCIA|R1F R2F R3F R4F R5F
Frecuencia
absoluta 4 13 23 4 1
frecuencia
porcentual 8% 26% 46% 8% 2%
S.R. ALGEBRAICO
FRECUENCIA R6F
Frecuencia
absoluta 18
frecuencia
porcentual 36%
S.R. ANALITICO/ALGEBRAICO
FRECUENCIA|R1F R2F R3F R4F R5F R6F
Frecuencia
absoluta 4 13 23 4 1 38
frecuencia
porcentual 8% 26% 46% 8% 2% 76%
EJEMPLOS CON DOS SISTEMAS DE REPRESENTACION
FRECUENCI | RIF/R2F/R6 R3F/R6 |R2F/R6 |R2F/R3F/R6
A F R1F/R2F/R4F/R5F/R |F F F
6F
Frecuencia
absoluta 1 1 13 2 3
frecuencia
porcentual 2% 2% 26% 4% 6%
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EJEMPLOS CON DOS O MAS REPRESENTACIONES

FRECUENCIA|R1F/R2F R2E/RAF R1F/R2F/R4F | R2F/R3F
Frecuencia
absoluta 1 2 1 1
frecuencia
porcentual 2% 4% 2% 2%
E1l
FRECUENCIA [ILA1 ILA2 ILA3 ILA4 ILAS
Frecuencia
absoluta 5 13 8 1 5
frecuencia
porcentual 10% 26% 16% 2% 10%
E2
FRECUENCIA|ILB6 ILB7 ILB8 ILB9 ILB10
Frecuencia
absoluta 46 20 5 6 11
frecuencia
porcentual 92% 40% 10% 12% 22%

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS ESTANDARES E1 Y E2

FREC
UENC
IA

ILA
2/IL
A6

ILAL/ILA2/1
LA4/ILAS/I
LAG

ILA2/IL
AG/ILA
10

ILA3/I
LAG/IL
A8

ILA2/I
LA5/IL
A6

ILA3/ILA
6/ILA7/IL

A8 A5

ILAL/ILA
2/ILA3/IL

ILA2/ILA
3/ILAG/IL
A7

Frecu
encia
absolu
ta

frecue
ncia
porce
ntual

6%

2%

2%

2% 2% 6% 2%

6%
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EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EL ESTANDAR E1
FRECUENCIA ILA1/ILA2 ILAL/ILA2/ILAS
Frecuencia

absoluta 1 2

frecuencia

porcentual 2% 4%

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EL ESTANDAR E2

FRECU
ENCIA

ILAG/ | ILAG/IL |ILAG/
ILA7 |A7/ILA9 |ILA9

ILAG/IL [ILA6/I
AT7/ILA8 [LA10

ILAG/ILA | ILAG/ILA [ILAG/ILAT/I
7/ILA10 |9/ILA10 |LA9/ILA10

Frecue
ncia
absolut
a

12 1 1

frecuen
cia
porcent
ual

24% |2% 2%

2% 10%

2% 6% 2%
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Anexo H: comparacion de los libros de texto de la editorial Norma antes y después
de la implementacion de los estandares.

COMPARACION DE LOS LIBROS ANTES Y
DESPUES DE LA IMPLEMENTACION DE LOS
ESTANDARES EN EL S.R. ANALITICO-ALGEBRAICO.

FRECUENCIA |R1F |R2F |R3F |R4F |R5F |R6F

frecuencia

orcentual T1
P 5% |27% |450% [36% |0% |73%

frecuencia

orcentual T2
P u 8% [26% [46% (8% [2% 42%

COMPARACION DE LOS LIBROS EN EL ESTANDAR

1
FRECUENCIA |ILB1 |ILB2 |ILA3 [ILA4 [ILA5
frecuencia
porcentual T1 36% [23% |18% |0% [41%
frecuencia
porcentual T2 10% [26% [16% |2% 10%

COMPARACION DE LOS LIBROS EN EL ESTANDAR

2
FRECUENCIA ILB6 |ILB7 |ILB8 ILB9 [ILB10O
frecuencia
porcentual T1 64% [41% |32% |50% |23%
frecuencia
porcentual T2 84% |44% [10% |[14% |22%
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Anexo J: tablas de frecuencias del libro de texto matematicas 11, editorial
Santillana, afo 1995

S.R. ANALITICO/ALGEBRAICO

FRECUENCIA|R1F | R2F | R3F | R4F | R5F | R6F

Frecuencia
absoluta 2 0 9 1 2 7
frecuencia
porcentual 11%| 0%|50%| 6%|11%]39%

S.R ARITMETICO

FRECUENCIA| R1S |R2S R3S |[R4S|R5S |R6S

Frecuencia
absoluta 0 0 2 0 0 0
frecuencia
porcentual 0%]| 0%|11%| 0%| 0%| 0%

EJEMPLOS CON DOS O MAS
REPRESENTACIONES

FRECUENCIA

R1F/R4F

frecuencia
absoluta 1

frecuencia
porcentual

6%

EJEMPLOS CON DOS O MAS

SISTEMAS DE
REPRESENTACION
FRECUE
R3F/R6F

NCIA R5F/R6F
frecuencia

absoluta 4 2
frecuencia

porcentual 22% 11%
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EN EL ESTANDAR 2

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS
INDICADORES DE LOGRO ENMARCADOS

FRECUENCIA|ILB6 [ILB7|ILB8|ILB9]|ILB10
Frecuencia
absoluta 15 5 2 6 3
frecuencia
porcentual 83%]28%]11%|33%| 17%

EJEMPLOS CON DOS O MAS INDICADORES DE LOGRO

FRECUEN | ILA1/IL | ILAL/ILB6/I | ILA4/IL | ILB6/IL | ILB6/IL | ILB6/IL | ILB6/ILB9/IL
CIA A5 LB9 B6 B7 B9 B8 B10
Frecuencia
absoluta

1 1 2 5 2 2 3
frecuencia
porcentual 6% 6% 11% 28% 11% 11% 17%
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Anexo K: tablas de frecuencias del libro de texto hipertexto 11, editorial Santillana,
ano 2011

S.R. ANALITICO/ALGEBRAICO
FRECUENCIA| R1F | R2F | R3F | R4F | R5F | R6F
Frecuencia
absoluta 4 13 23 4 1 38
frecuencia
porcentual 8%| 26%]| 46% 8% 2% ]| 76%

S.R. ALGEBRAICO

FRECUENCIA R6F
Frecuencia

absoluta 18
frecuencia

porcentual 36%

EJEMPLOS CON DOS O MAS REPRESENTACIONES
FRECUENCIA |R1F/R2F R2E/RAF R1F/R2F/R4F | R2F/R3F
Frecuencia
absoluta 1 2 1 1
frecuencia
porcentual 2% 4% 2% 2%

EJEMPLOS CON DOS SISTEMAS DE REPRESENTACION

FRECUE | RIF/R2 |R1F/R2F/R R2F/R3F
NCIA F/R6F |4F/RsF/R6 | RSF/RGF | R2F/RGF | oo
F

Frecuenci

a

absoluta 1 1 13 2 3
frecuencia

porcentual 2% 2% 26% 4% 6%

172



EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS
INDICADORES DE LOGRO ENMARCADOS EN EL

ESTANDAR 1
FRECUENCIA|ILA1 |ILA2 |ILA3 |[ILA4 |ILA5
Frecuencia
absoluta 5 13 8 1 5
frecuencia
porcentual 10%| 26%| 16%| 2%| 10%

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN LOS
INDICADORES DE LOGRO ENMARCADOS EN
EL ESTANDAR 2
FRECUENCIA|ILB6 |ILB7 [ILB8 [ILB9 |ILB10

Frecuencia
absoluta 46 20 5 6 11
frecuencia
porcentual 92% ]| 40%]| 10%| 12%| 22%

EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EN EL
ESTANDAR 1, (DOS O MAS
INDICADORES DE LOGRO

FRECUENCIA [ ILAL/ILA2 | ILAL/ILA2/ILAS
Frecuencia
absoluta 1 2
frecuencia
porcentual 2% 4%
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EJEMPLOS QUE DESARROLLAN EN EL ESTANDAR 2, DOS O MAS INDICADORES
DE LOGRO

FRECU
ENCIA

ILAG/
ILA7

ILAG/ILA
7/ILA9

ILAG/
ILA9

ILAG/ILA
7/ILA8

ILAG/I
LA10

ILAG/ILA
7/ILA10

ILAG/ILA
9/ILA10

ILAG/ILAT/IL
A9/ILA10

Frecuen
cia
absoluta

12

frecuenc
ia
porcent
ual

24%

2%

2%

2%

10%

2%

6%

2%
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Anexo L: comparacion libros de texto Santillana antes y después de la
implementacion de los estandares curriculares

COMPARACION EN LOS DOS TEXTO DE LOS S.R.
ANALITICO Y ALGEBRAICO

FRECUENCIA| R1F | R2F | R3F | R4F | R5F | R6F

frecuencia
porcentual T1 11%| 0%| 50%| 6%| 11%| 39%

frecuencia
porcentual T2 13%| 21%| 36%| 15%| 6% 38%

COMPARACION DE LOS TEXTOS EN EL
ESTANDA1
FRECUENCIA|ILAL ILA2 |ILA3 [ILA4 |ILAS

frecuencia
porcentual T1 11%| 0%| 0%| 11%| 17%
frecuencia
porcentual T2 17%| 23%| 6%| 6%]| 15%

COMPARACION DE LOS TEXTOS EN EL
ESTANDA?

FRECUENCIA|ILB6 |ILB7 |ILB8 |ILB9 |ILB10

frecuencia
porcentual
T1 83% | 28% | 11%| 33%| 17%
frecuencia
porcentual
T1 77%| 32% | 30% | 57% | 13%
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