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(Prefocio

Nos alegra comprobar que las Olimpiadas Regionales de Nasitean de la Uni-
versidad de Naiio (ORM-UDENAR) ayudaron a crear nuevos espacios en el con-
texto de la formadin matenatica en la re@in de influencia de nuestra institani
especialmente en el Departamento de fNariA partir de las ORM-UDENAR
surgieron o se fortalecieron, entre otras cosas, clubestenéticas y competen-
cias de mate@ticas internas en las instituciones educativas de lamegas dos
ediciones realizadas hasta la fecha motivaron la institadizacon de las ORM-
UDENAR en nuestra universidad, esto mediante el Acuettoaro 011 emanado
por el Honorable Consejo Acathico, documento en el cual se destaca, entre otras
cosas “Que este importante proyecto se consolida como uteag@rograma de
interaccon social de la Universidad de Naa con la reghn” y “Que el proyec-

to adenas de fortalecer las competencias y destrezas con las atatamde los
estudiantes y colegios de Niao, se constituye en la ventana abierta de la Univer-
sidad con la re@in”. Este es un acontecimiento que esperamos ayude a aarsoli
el desarrollo de ediciones futuras de las ORM-UDENAR y egpmente a que

Su impacto perdure en el tiempo.

Este texto presenta a la comunidad educativa en generaldbemas y sus so-
luciones de la Segunda Olimpiada Regional de Matéras de la Universidad de
Narifio (2da ORM-UDENAR), certamen que se desadrallirante el 2017. De-
bemos anotar que el paro del magisterio que se degaaolel primer semestre
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del 2017 impidd que se siguiera el cronograma inicialmente planteadolgpor
gue el Comié Organizador en consenso con los Profesores Coordinadiotas
Instituciones Educativas participantes, propuso el sigfgicronograma:

Inscripciones 1 de marzo al 5 de mayo
Primera Fase 31 de agosto, 1y 2 de septiembre
Segunda Fase 5,6y 7 de octubre
Fase Final 10 de noviembre
Premiacdn 18 de noviembre

Tabla 1: Cronograma 2da ORM-UDENAR.

Nos emociona anotar que para esta werse inscribieron 2021 estudiantes pro-
venientes de 43 instituciones educativas de los departamda Nairiio, Caucay
Putumayo, ver tablasy 6, estos imeros reflejan un crecimiento sustancial (en la
1" ORM-UDENAR participaron 950 estudiantes de 25 instituemaducativas) y
por supuesto avalan todo tipo de apoyo que se le pueda baredhe proyecto. La
participacon de las instituciones de la régi fue amplia y la acogida durante las
capacitaciones fue cautivante y emocionante. Hdtamas se realizaron losSak

30 de septiembre, 7, 13y 14 de octubre de 2017, en las sedetldevérsidad de
Narifio en los municipios de Ipiales{ijuerres y Pasto, ad@sde las visitas que
se realizaron a algunas de las instituciones educativag@s municipios como
Tlaquerres y Pasto.

Durante este proceso contamos con la asistencia de esagdimlocentes de
las instituciones educativas participantes en la 2da ORMNENAR. En ellas se
resolvieron problemas de la PRIMERA FASE de la 2da ORM-UDBNAse
estudiaron estrategias para resolver problemas naditsos.

Las actividades que se desarrollaron durante las capaciscfueron coordina-
das en el marco d&leminario de Resolum de Problemasy/ en su representamni
se conformaron equipos que las dirigieron de la siguienteenaa

= Ipiales Profesores Catalina M.(R, John H. Castillo, Fernando A. Benavides
y Gabriela Erazo y los estudiantes de la Licenciatura en idtieas Carlos
Alberto Apraez, Juneth Andrea Har, Katherine Nathaly Paz y Pablo Lasso.

= TUquerres Profesores Catalina M.(R, John H. Castillo y los estudiantes de
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la Lic. en Matenaticas Jhony Fernando Caranguay, Ana Cecil@zDYimy
Popayan y Brayan Arley Pantoja.

= Pasta Profesores Catalina M.({R, John H. Castillo, Gabriela Erazo, Marisol
Cerdn y los estudiantes Angie Sandalie ez, Nathaly Cifuentes, Clau-
dia Patricia Orddez, Milena Rojas, Alba Patricia Rosales, Juneth Andrea
Teran, Victor Bravo, Fernanda Pantoja, Brayan Arley PantogaldsS Alberto
Apraez, Ana Cecilia az, Deiby Castillo y Blanca Lua Guerra.

Para la FASE FINAL clasificaron 530 estudiantes, los cualesgmtaron simudt
neamente el examen en las sedes de la Universidad dgoNarilpiales, Tique-
rres y Pasto. En en esta vénsise premiaron a los 6 participantes con los mejores
puntajes en la Fase Final de cada uno de los dos niveleserentregaron me-
dallas de Oro, Plata y Bronce a los estudiantes que resunam(zs tablag y

3. Por otro lado, ade&s de los ganadores globales, tapmbse premiaron a los
estudiantes que por cada institutituvieron un desempe destacado en el desa-
rrollo del evento. Para ver el listado completo de los gareslpor institudn
invitamos al lector a visitar laggina weborm.udenar.edu.co/?pagi=1294 De
tal manera se entregaron 227 medallas de Oro, Plata y Broastidiantes de
cada una de las Instituciones Educativas que participarda EASE FINAL de
la 2da ORM-UDENAR. Resaltamos que esta fue una actividadagjuda a es-
timular la participadn en las ORM-UDENAR y ceaimenes similares. A todos
los ganadores y participantes en general nuestro recomatorpor su valiosa
participacon.

Medalla | Bayron Natib Benavides I.LE. Instituto Técnico| Taquerres
Girardot
de oro | Daniel Mora Rarirez [.E.M. Ciudad de Pasto Pasto
Medalla | Andrés Felipe Bastidas Romol.E.M. Ciudad de Pasto Pasto
de plata | Nicolas Meza Ortega Liceo UDENAR Pasto
Medalla | Juliana Ortega Oviedo I.E. Ciudad de Ipiales | Ipiales
de bronce | Carlos Portilla Rodguez Liceo UDENAR Pasto

Tabla 2: Medallistas Nivel |, 2da ORM-UDENAR.


http://orm.udenar.edu.co/?page_id=1294
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Medalla | Carolina Romo Ojeda I.E. Sucre Ipiales
de oro | Luis Rendn Mejia I.LE. Luis Delfin In-| Pasto
suasty Rodguez
Medalla | Jo€ Guerrero Cuan I.LE.M. Ciudad de Pasto Pasto
de plata | Andrés Adarme Benavides | Liceo UDENAR Pasto
Medalla | Nayat Nasif Montenegro Instituto Champagnat | Pasto
de bronce | Javier Rerez Instituto Champagnat | Pasto

Tabla 3: Medallistas Nivel Il, 2da ORM-UDENAR.

Tal vez este es un momento adecuado para reconocer unaaged trabajo desa-
rrollado por los participantes en 8Eminario de Resolumn de Problemagodas

las actividades desarrolladas en el marco de las ORM-UDEN®FRoNn ideadas

en este valioso espacio. Con aleghoy vemos que muchos de los estudiantes
gue hicieron parte de este seminario hoy son docentes ersakvenunicipios

de nuestra regn y otros han continuado sus estudios de posgrado, y conrmayo
emocbn hoy podemos observar que varios aplican los aprendiadjgsiridos

en el seminario en su desarrollo profesional, a todos urdagmaiento especial.

A continuacon presentamos un listado de algunos de los integrantaeg\rany
docentes) que en su momento hicieron parte del seminario.

Ana Diaz

Andrea Tean

Angie Enriquez

Angie Acosta

Brayan Florez

Brayan Pantoja

Cesar Bolaos

Carlos Apraez

Camila Arcos

Camilo Jaramillo

Claudia Oradiez

Daniel Ascuntar

Deiby Castillo

Doris Madraiero

Fulvio Colimba

Fernanda PantojaGabriela Erazo | Janeth Alpala
Jhony CaranguayJimmy Diaz Joe Jhcome
Lucia Guerra Marcos Suarez | Maria Delgado
Marisol Cebn Melissa Rojas Milena Rojas
Monica Daz Nathaly Cifuentes Nathaly Paz
Nazly Cabezas | Neyer Gaviria Pablo Lasso
Patricia Rosales| Ronaldo Reina | Santiago Eraso
Victor Bravo Yadira Quitiaquez Yimy Popayan

Yobani Ordiez

Jennifer Medina

Jog Figueroa

Tabla 4: Estudiantes integrant®eminario de Resolum de Problemas
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I.E. Agropecuaria La Vega

Marco Antonio Santacru

7y San Bernar-

Chaves do

I.E. Juanamb Carmen Julia Cardenas | La Unibn

I.LE. Francisco Jasde Caldas Omar Andres Lasso Solis | Pasto

|.LE. Litoral Padfico Erky Saya Castro Olaya
Herrera

I.E.M. Ciudad de Pasto - M&na | Yaneth Milena Mora Pasto

|.E. Sagrado Coramn de Jegs Jo% Eduardo Benavides | San Lorenzo

I.LE. San Jos de Telemb Adolfo Antonio Becerra Roberto
Payan

I.E. Policarpa Engracia Rocio Peralta Roberto
Payan

|.E. Agropecuaria Bombadn Francisco Javier Meneses| Consaé

I.E. Genaro Lén Adelina del Socorro PinedaGuachucal

|.E.M. Luis Eduardo Mora Osejg Arnovia Manduvy Gdmez | Pasto

I.E. Valparaiso Bajo Eduar Alirio Erazo San Lorenza

I.E. Normal Superior Yuby Yolanda Ortiz Barbacoas

La Inmaculada

I.E. Jo® Antonio Llorente Maria Victoria Villota Cumbal

I.LE.M. Luis Delfin Aldemar brdoba Pasto

Insuasty Rodguez

I.E. Educativa La Herradura Jedis Gonzalo Sotelo Almaguer,
Cauca

I.E. Puenes Patricia Aux Nanaez Ipiales

|.E. Agropecuaria Inga de Aponteluis Hernando Carlosama| El Tablon de
Gomez

I.E. Los Arrayanes Miguel Rufino Martinez Cordoba

|.E. Sebastn Belal@zar Gernman Alberto Guerrero | Sapuyes

I.E. Santa Catalina Laboure Martha Alexandra az Bolivar,
Cauca

Tabla 5: Instituciones Educativas participantes 2da ORM-UDENAR.
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|.E. Ciudadela Educativa de Pas

tGérancisco Javier Paredes

Pasto

I.E. Escuela Normal Superiorlvan Herran Corés Almaguer,

Santa Clara Cauca

|.E. Nuestra Sora de GuadalupeFranco Edilberto Melo az | Pasto

I.E.M. Nuestra Siora de la Yazmin Jaramillo Pasto

Visitacion

I.E. Instituto Teresiano Gonzalo Javier bpez Taquerres

I.E.M. Ciudad de Pasto - Tarde | Andrea Revelo Ceballos | Pasto

|.E. Policarpa Salavarrieta Luis Armando Andrade Samaniego

I.E. Sucre Elena Ortega Grijalba Ipiales

I.E. Instituto Bet-El de Pasto Oscar Mauricio Chilanguad Pasto

I.E. Colegio Tecnico Sucre Jhon Jairo Cabrera Colon,
Putumayo

I.E. El Diviso Gloria Rosero Paz Barbacoas

I.LE. Jo€ Antonio Gahn Belsy Paz lles

I.E.. Instituto Jorge Eliecer Gaih | Javier Gar@a Orddiez Pasto

I.E. Ciudad de Ipiales Wilson Fabian Ruano Ipiales

|.E. Instituto Tecnico Girardot

Gema del Carmen Orteg
Jaime Bacca

auquerres

Escuela Normal Superior Pio Xl

Carlos Arturo Jinenez

Pupiales

|.E. del Sur

Liliana Coral Luna

Ipiales

|.E. Tomas Arturo Sinchez

Claudia Stephania Naranjo Ipiales

Instituto Champagnat Laura Karola Salazar Paz | Pasto
Liceo Jog Felix Jiménez Amanda Paz Pasto
|.E.M. Técnico Industrial Serafin Ortega Moreano | Pasto
Liceo Universidad de Naiib German Mesias Sanchez | Pasto

Tabla 6: Continuadin IES participantes 2da ORM-UDENAR.

Este libro se divide en tres partes. En la primera parte septan los conceptos
basicos de la teta de grafos y la forma dedbmo estos pueden utilizarse para
resolver problemas matexicos, incluye una sedm de problemas resueltos y
otra de problemas propuestos. Luego, en la segunda seadadtirpresentagn
por nivel de los problemas que se propusieron en la 2da ORMNAR, mientras
gue en la tercera se dan las soluciones de cada problemdc#&teoa que las
soluciones que presentamos, no necesariamente sonitas, y por este motivo
invitamos al lector a intentar resolver primero cada pnolale
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Este texto hace parte de los resultados del proyecto ddig@eidn “Resolucdbn
de problemas: un medio para la form@atimatenatica”, aprobado mediante el
Acuerdo 090 de noviembre 20 de 2014 y financiado por la Victora de Inves-
tigaciones, Postgrados y Relaciones Internacionalesdeiersidad de Naiio,
actualmente Vicerrecta de Investigaciones e InteragniSocial.

Para finalizar dejamos al lector algunos registros fatfigws de las capacitacio-
nes, el examen de la fase final y la prembacie la 2da ORM-UDENAR.

Comité Organizador ORM-UDENAR
San Juan de Pasto, agosto de 2019.
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(c) Taquerres (d) Taquerres
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Figura 1: Capacitaciones 2da ORM-UDENAR
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Figura 2: Examen FASE FINAL 2da ORM-UDENAR
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Figura 3: Premiadéin 2da ORM-UDENAR
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(l. Grafos en la resolucion de problemas

1.1 Presentacion

En la infancia nuestros amigos del colegio, del barrio ous@lnuestros padres
nos planteaban problemas que desafiaban nuestra menteskdteaso del reto
de trazar la Figura.1, sin levantar eldpiz ni repetir un segmento de recta.

Figura 1.1: Trazar sin levantar édiz.

Esta figura es un caso particular de un objeto combinatorg equmaterati-
ca se denomina grafo. Este concepto fue introducido pomeb$a materatico
Leonhard Euler en elfe de 1736, quien soluciérel problema de los 7 puentes
de Konigsberg, ciudad rusa que actualmente se llama Kalirdiogial problema
peda determinar o refutar la existencia de un camino que atssiveada uno de
los siete puentes que exet en la ciudad de #higsberg, pero sin cruzar cada
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puente mas de una vez, ver la Figufia2. Euler (17369 demostd una condidn
necesaria y establ@écuna condidn suficiente para la existencia de dicho camino
en su famoso atulo Solutio problematis ad geometriam situs pertingntifue
Hierholzer quien en 1873 verifida veracidad de la condim de suficiencia, ver
Hopkins y Wilson(2004) y Hudson(2004). Estos fueron los agenes de lo que se
conoce hoy enia como la teda de grafos.

Figura 1.2: Puentes dedRigsberg.

El problema de los puentes se traduce en determinar si dsdgusizar la Figu-
ral.3h sin levantar eldpiz ni repetir cada segmento de recta o curvagtafo es

un objeto matemtico muy simple de comprender y sus aplicaciones abarcan un
gran rumero deareas como bioldg, ciencias de la comput&ci, qumica, eco-
nomia, etc. Existen diferentes clases de grafos,as tasico es un grafo simple,

el cual consta de un conjunto finito déentices o nodo¥ y un conjunto de aristas

E, las cuales son subconjuntos\dele tamdo 2.

(b) Grafo asociado.

(a) Puentes de #&nigsberg.

Figura 1.3: Problema de los 7 puentes dimisberg.
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Por ejemplo, en el caso de los puentes dmiksberg cadaértice representa
una porodbn de la ciudad y se traza una arista entre un par de ellassté axi
puente que permita conectarlas. La Figird muestra el grafo que se le asocia
al problema de los puentes déiigsberg.

El arélisis de la existencia de dicho caminogekasado en las conexiones de los
vértices que conforman el grafo asociado a los 7 puente$digggberg. En gene-
ral en cualquier grafo gJradode un \erticev se define como eliimero de aristas
mediante las cuales se conecta a o&dive. De esta manera, en la termindéng
moderna un grafo puede trazarse sin levantaaizly recorriendo cada arista
una sola vez siy solo si existen dasrtices de grado impar, v8ollobas(1998.
Ademas, un recorrido termina donde empieza si y solo sueiero de @rtices de
grado impar es cero. Un grafo que puede ser trazado con estdi€iones se le
conoce coma@amino Euleriana circuito Euleriana

En la Figural.4 se presenta un grafo en el cual lasrticesu y w (coloreados
con azul) tienen grado 2 mientras que los dsrfcoloreados de rojo) tienen grado
impar, los \erticesv, Xy ytienen grado igual a 3y ebvticezgrado 1. Esto implica
gue dicho grafo no es un camino Euleriano.

(a) Grafo 1. (b) Grafo con ertices coloreados.

Figura 1.4: Grafo sin recorrido Euleriano.

Por otro lado, en la Figura 5 se muestra un grafo quees un camino Euleriano,
el cual comienza en elevticezy termina en el @rticey. Note que esto se debe a
gue loslinicos \ertices de grado impar sgry z (coloreados de rojo), mientras que
los dends \ertices (coloreados de azul) son de grado par. Este camulatisae
sedin la secuencia degvticez, 0,z Yy, u,V, W, X, V, X, Y.
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(a) Grafo 2. (b) Grafo con ertices coloreados.

Figura 1.5: Grafo con recorrido Euleriano.

Por otro lado, a Euler tamém se le debe el famoso resultado conocido como Lema
del aprebn de manos, el cual se expone a contindiaci

Lema del apretéon de manos

En cualquier grafo simple la suma de los grados de &tioes es igual al
doble del umero de aristas en el grafo, es decir

> degv) = 2|

veV

donde de¢v) denota el grado deléerticev.

Coloquialmente el Lema del apoetde manos afirma que en una réumel rime-
ro de personas que saludaron a aimero impar de asistentes a la reamdebe
ser par. Por ejemplo, en el grafo de la Figlra se tiene que los grados de sus
vértices son,

deqgo) =2, dequ) =2, degv)=4, degw)=2,

degx) =4, dedy)=3 y dedz) =3,
de donde se sigue que la suma de dichos grados es igual a 20ag esjuivalente
al doble de las aristas del grafo.

1.2 Planaridad y coloracion de grafos

Muchos de los resultados que se conocen en la actualidadremde grafos han
sido originados o motivados a partir de pasatiempos o juegoso puede verse
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en el caso de la caracterizanide los grafos planos. Un grafo plano si este
puede ser dibujado en el plano sin que ninguna de sus arestasiGen excepto
quiza en los extremos, por ejemplo los grafos en las Figuréag 1.5son planos.

Al respecto encontramos dos problemas acerca de planaadagblanteado por
Moebius en 1840 y el otro por Dudeney en 1917, los cuales tiemermgnificado
importante en la caracterizaci de los grafos planos dada por Kuratowsky en
1920, verHudson(2004). El primero de ellos dice:

Problema del testamento

Hubo una vez un rey que teencinco hijos. En su testamento el rey estaldleci
gue despés de su muerte sus hijos delerdividir el reino en cinco regiones

de manera tal que cada régituviese una frontera cam con cada una de

las otras cuatro regiones.

De igual manera la pregunta es ¢los hijos del rey @odumplir con el testa-
mento de su padre? El problema expuesto poeMus se puede representar en el
contexto de la te@a de grafos, donde cada régidetermina un &rtice y dos de
ellos son adyacentes si las respectivas regiones tienenamera en coran. Por

lo cual, dadas las condiciones del testamento el grafo quelael problema es
Ks, el grafo completo de 5artices que se muestra en la Figlirg, as la pregun-

ta es equivalente a preguntarsésies un grafo plano. El grafo completo con
vértices, denotado cdf, es aquel que tiene una arista para cada paedegs
distintos.

Figura 1.6: Grafo completls.

El segundo problema denominado el problema de los trescges\(agua, gas y
electricidad) dice lo siguiente:
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Problema de los tres servicios

Considerar tres cas&s, C, y C3 y tres suministros: agua, gas y electricidad.
Se desea determinar si es posible extender conexiones tlede®rvicios a
cada una de las tres casas de tal manera quémipa de las conexiones se
crucen.

De igual manera que con el problema del testamento, el pnabdie los servicios
se representa por un grafo coné&rticesC,,C,,C3, A, G, E, donde hay una arista
de cada servicio a cada una de las casas. Este es un tipalpartie grafo de-
nominado bipartito completo y se denota p@rs, ver Figural.7. En general, el
grafo bipartito completd&m,, €s aquel cuyo conjunto destices es una partion
V = V1| JV2, donde el amero de elementos dg esmy el deV, esny solo
existen aristas entre logxtices dé/, y Vs.

A G E

Cy Cy Cs

Figura 1.7: Grafo bipartito complets 3.

Una de las implicaciones de la caracteribactlada poKuratowski(1930, de-
termina que un grafo es plano si este no contieKg a aKs 3 como subgrafos.
De donde se evidencia que los grakesy Kz 3 no son planos, por lo cual no es
posible que los hijos del rey dividan el reino en cinco reggecon las condiciones
de su padre, asomo no es posible extender conexiones de los servicioguie a
gas y electricidad a cada una de las casas sin que se crucen.

Otro de los aspectos importantes en lai@de grafos moderna tiene que ver con
la teoiia de coloradn, en la cual uno de sus resultadoasmmportantes es el
Teorema de los cuatro coloreSste resultado tiene susigenes en 1852 cuando
Augustus De Morgan enwiuna carta a su amigo William Rowan Hamilton in-
formandole que uno de sus estudiantesiaalbservado que eran necesarios solo
4 colores para pintar el mapa de las regiones de InglatermroBlema formal-
mente establece: determinar élnimo nimero de colores necesarios para pintar
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cualquier mapa de tal manera que ringar de regiones que compartan parte de
sus fronteras (no solo un punto) tuviesen color distintogtemninar si era posi-
ble colorear las regiones de cualquier mapa con solo 4 cttledal manera que
dos de ellas que compartieran frontera no tuviesen el misioo, @er Figural..8.
Esta pregunta se con@atomo la conjetura de los cuatro colores.

Figura 1.8: Coloraén del mapa de Colombia.

Si se denota cada régi del mapa con unértice y dos @rtices se conectan con
una arista si las correspondientes regiones compartetefegentonces eetmi-
nos de la teda de grafos el problema preguntaba si era posible colavsaéetti-
ces de un grafo plano con solo cuatro colores sin que @dikgs conectados por
una arista compartan el mismo color, varbale (2004). Despés de muchos in-
tentos fallidos Kenneth Appel y Wolfgang Haken anunciaroa prueba comple-
ta, la cual fue publicada ehppel y Haken(1977). En la actualidad la coloraimn
de grafos puede definirse sobre I@stices o aristas del grafo. En el primer caso se
habla de unaertice-coloradn y en el segundo de una arista-colobaciFormal-
mente, un&-\ertice-coloracon se define como una fur@@ic:V — {1,2,... k}
sobre los @rtices del grafo tal que(v) # c(w) si los \erticesvy w esén conec-
tados por una arista.

La coloracon de grafos tiene una gran cantidad de aplicaciones endasias
de la computacin (calendarizaéin, asigna@n de registros, lsqueda de patro-
nes, entre otras), en la solanide puzzles como el sudoku o en la resd@onale
problemas mateaticos.

El sudokues uno de los pasatiemposasifamosos que ha recorrido el mundo, el
cual esh conformado por un tablero de taifi@ad x 9, que se encuentra a su vez
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subdividido en 9 subcuaidulas de 3< 3, como el de la Figura.9. El objetivo
del pasatiempo es ubicar lo&meros del 1 al 9 en cada fila, cada columna y ca-
da subcuadcula de forma tal que no se repitan. 8e@oyer (2007, en julio de
1895 se publio en el perbdico fran@sLa Franceuna versbn cercana al sudoku.
Sin embargo, sém Delahayg2006) la versbn moderna del sudoku es una inven-
cion americana, de la cual existe evidencia que su autor fueatdo@arns, y su
publicacbn se dio en 1979 por &ell Puzzle Magazimajo el nombre d&lum-
ber Place Posteriormente a mediados de los 80, este pasatiempo lfiliegulo
en Japn por la compaia Nikoli en elMonthly Nikolistcomosuji wa dokushin ni
kagiru el cual traducel digito debe setinico, tiempo despés cambbd su nombre

a sudoku.

513 7
§ 1'915]3
9 8 6
8 6 3
4 8 3 1
7 2 6
6 218
41119 5
8 79

Figura 1.9: Cuadcula del sudoku € 9.

Hoy en da existen variantes del sudoku tanto en el tdonde la cuadcula como
en el diséo de las subcuanhulas. Por ejemplo, consideremos la clieada de
tamdio 4x 4 que se muestra en la Figutal(, en la cual se deben colocar los
numeros del 1 al 4 en cada fila, columna y subcicads de forma tal que no se
repitan.

3

Figura 1.10: Cuadecula del sudoku 4 4.
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La coloracon de grafos puede ser una herramienta para encontrar siosolu
Para esto a la cuaddula se le asocia el grafo donde cadatice representa una
celda del sudoku y dosvtices se unen mediante una arista si sus correspondientes
celdas estn en la misma fila, columna o subcuiadta de 2x 2. De esta manera

el grafo asociado al sudoku de la Figura se presenta en la Figuial1a Ahora

bien, si el color azul representa dimero 1, rojo representa elimero 2, gris
representa elimero 3 y verde representa éimero 4 se tiene que el problema se
transforma en determinar una é+tice coloradn del grafo de la Figura.11gy

cuya soluadbn se muestra en la Figuial1lh

(a) Grafo asociado al sudoku44. (b) 4-vértice coloradn del grafo.

Figura 1.11: Grafo y coloragn del sudoku 4 4.

Para finalizar la presente semgiconsideremos el siguiente problema, el cual es
tomado deCognigni, Braicovich, y Reye&009.

Problema del traslado en el zoologico

Algunos animales de un zdwmjico deben ser trasladados y es necesario saber
el nimero mMnimo de jaulas necesarias para el traslado, teniendo eracue
gue hay animales que no pueden estar juntos de acuerdo @ul@snges
restricciones: (1) El cocodrilo no puede estar junto alvcieal antlope, al
mono y al elefante. (2) El hip@pamo no puede estar con el ciervo, elefante
ni jirafa. (3) La cebra no puede estar con el rinoceronte nélogpe ni el
cocodrilo. (4) La jirafa no puede estar con el mono y (5) el nsuede
estar junto al ciervo, al rinoceronte ni al cocodrilo.

Para su soluéin consideremos el grafo conformado por Edtices, los cuales
estaan etiguetados por cada uno de los animales, y cada ariséadad ertices
si los correspondientes animales no pueden estar juntcs mmsia jaula, ver
Figural.12
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cocodrilo

rinoceronte antilope

cebra ciervo

jirafa & : mono
hipopdtamo elefante

Figura 1.12: Problema del zamjico.

De esta manera el problema se traduce en determinarartieevcolorad@n del
grafo que represente elimero de jaulas y que utilice el menarmero de colores
posible. De donde se puede ver que una coléracon la condi@n de minimali-

dad debe utilizar 3 colores como se muestra en la Figjura Observe que no es
posible colorear losartices del grafo con solo 2 colores puesto que alguna pareja
conformada entre los animales ciervo, cocodrilo y 0so igstan la misma jaula,

lo cual no es posible. Por lo tanto, élmero minimo de jaulas es 3.

0S0 cocodrilo

rinoceronte antilope

jirafa & : mono
hipopétamo elefante

Figura 1.13: Coloraéin grafo del zodlgico.

clervo

1.3 Problemas resueltos

En esta secon se proponen algunos problemas,a@msno sus soluciones, en las
cuales se utiliza la teta de grafos. Algunos de los problemas son modificaciones
de problemas planteados en textos de matema recreativa o de documentos de
entrenamientos para olimpiadas maiicas.
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Problema 1.3.1 — Tomado de Recaman (2012).

Considere el siguiente tablero (modificado) de ajedrez-ipiral.14 en el cual

se encuentran dos caballos negros, dos blancos, una taneab} una negra. El
problema consiste en intercambiar los dos caballos negmo$os dos caballos
blancos y la torre blanca con la torre negra. Para ello loamrientos permitidos
son los habituales del caballo y la torre de ajedrez, pergwnsea obligatorio
alternar los movimientos de las piezas blancas y negras.

2
1

Figura 1.14: Problema de las fichas de ajedrez.

Solucion. Con el fin de obtener una mejor visualizatide los recorridos que
pueden realizar los caballos dentro del tablero y podetedsrminar cuales san

los movimientos adecuados para intercambiar los cabadgor con los blancos,
consideraremos el grafo cuyo conjunto detices corresponde a las celdas del
tablero etiquetadas s&g como se muestra en la Figurd 5

2131415
6 | 7|8
9 (10

Figura 1.15: Tablero de ajedrez etiquetado.

Adicionalmente, trazamos una arista entre legigesi y j, si un caballo (negro

0 blanco) puede pasar de la celdala celdaj (o viceversa). El grafo construido
se muestra en la Figufial6a Observe que de esta manera cada configomaiz|
tablero, que se obtiene con cada movimiento de un caballepsesenta mediante
un grafo. Por ejemplo el caballo que&sih la celda 1 se puede mover a la celda
4 o la celda 7, por esta raz en el grafo de la Figura.16aexisten aristas que
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conectan al grtice 1 con los &rtices 4 y 7. A continuabn presentamos los pasos
para intercambiar los caballos negros con los caballosbtan

Paso 1:Pasamos la torre blanca akrtice 3 y la torre negra alévtice 9, ver
Figural.16h

(6) 4 1 7 (5) (6) 1 1 7 (5)
1 (1 "
2 8 9)—3) 2 8 9)—3)
(a) Grafo configuraéin inicial. (b) Grafo resultante del paso 1.

Figura 1.16: Grafos configuramsi inicial y paso 1.

Paso 2:.Luego pasamos el caballo que&sh el ertice 1 al \ertice 8. Para realizar
este cambio seguimos las conexiones de cadidce en la Figurd.16h es decir

el caballo pasa de la celda 1 a la celda 4, luego de la 4 a la 1@, @ a la

2 y finalmente de la 2 a la celda 8. Siguiendo esta idea pasamasaballos
negros que eah en los ertices 7 y 5 a los @rtices 2 y 10 respectivamente, ver
Figural.l7a

(6 —(4 1 —5) (6)—4 1 7

: 1 |
’ 2 8 9—(3) 2 8 9)—(3)

(a) Grafo resultante del paso 2. (b) Grafo resultante del paso 3.
Figura 1.17: Grafos pasos 2y 3.

®

Paso 3:Pasamos el caballo que &&in el \ertice 6 al ertice 5, los caballos negros
gue esin en los ertices 10 y 2 a losértices 7 y 1 respectivamente y el caballo
blanco que egéten el ertice 8 al \ertice 6, ver Figurd..17h

Paso 4:Pasamos los caballos negros quéesn los @rtices 1y 7 a losértices
2 y 10 respectivamente, ver Figurd 8a
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’ 2 8 9 (3) 2 8 9 (3)
(a) Grafo resultante del paso 4. (b) Grafo resultante de paso 5.
Figura 1.18: Grafos pasos 4y 5.

Paso 5:Movemos el caballo blanco que astn el ertice 6 al \ertice 7 y los ca-
ballos negros que &gt en los @rtices 10 y 2 a losértices 6 y 1 respectivamente,
ver Figural.18h

Ahora bien para ubicar las torres en las posiciones desepdiaero pasamos

el caballo negro que &stn el \ertice 6 al ertice 4. De esta manera podemos
pasar la torre negra abvtice 2. Luego regresamos el caballo negro en la celda 4
a su posidn anterior, y movemos el caballo negro quéest la posi@n 1 a la
posicibn 4 y el caballo blanco de la posici 7 a la posi@n 1.

Finalmente, podemos pasar la torre blanca queeesia posié@n 3 a la posi@n
10 y regresar el caballo de la posioil a la 7, y el caballo de la posici 4 a la
posicbn 1. De esta forma, intercambiamos las posiciones entfelas blancas
y negras. [

Problema 1.3.2 — Tomado de Gleason, Greenwood, y Kelly (1980).
Probar que en una reum de 6 personas siempre halBrpersonas que se conocen
entre $0 3 que no se conocen.

Solucion. Consideremos el grafo complelkg conformado por el conjunto de
verticesV = {p1, P2, P3, P4, Ps, Ps} Y Sus aristas las coloreamos de azul o rojo,
donde una arista es coloreada de azul si las corresporsljmr®onas se conocen

y una arista es coloreada de rojo si las respectivas persorggsconocen. De esta
manera nuestro objetivo es mostrar que bajo cualquieradidor de las aristas

del grafo siempre encontramos uratrgulo cuyas aristas son de color rojo o0 uno
cuyas aristas son de color azul.

Ahora bien, la personp; ho conoce a al menos 3 o0 conoce a al menos 3 de los
asistentes a la reuim. Consideremos el primer caso y supongamos que a las tres
personas que no conoce sopxaps Y ps, ver Figural.19
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Figura 1.19: Grafo Problena3.2

Caso 1. Silos asistenteps, ps Y ps se conocen entrd sntonces en el grafo se
forma un trangulo cuyas aristas son de color azul, ver Figu?a)

() 4@
o0
Figura 1.20: Grafo asociado al caso 1.

Caso 2. En caso contrario, existen dos de los asistepteps ¥ ps que no se
conocen, los cuales junto cgn forman un trangulo con aristas rojas, es decir
gue ellos no se conocen entiewer Figural.2l

Figura 1.21: Grafo asociado al caso 2.

Ahora, sip; conoce a al menos 3 de los asistentes el razonamiento earsail
anterior caso. [ |
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Problema 1.3.3

Setienentres escuelasBy C, cada una con 2 estudiantes. Cada estudiante cono-
ce solo a 3 estudiantes de las otras dos escuelas. Probaigjaa &es estudiantes

de diferentes escuelas que se conocen entre s

Solucion. Consideremos el conjunto dénticesV = {aj, ap, by, by, ¢y, c2} donde
a1, az son los estudiantes de la escuk)®,, by son los estudiantes de la escugla
Yy C1,Cp son los estudiantes de la escu@l@demnas, una arista represerdayue los
correspondientes estudiantes se conocen, dguehnuestro objetivo es mostrar
gue existe un téingulo con un &rtice en cada una de las escuelas en cualquiera de
los grafos que se pueden construir bajo estas convencioaer® el estudiantay
conoce exactamente a 3 estudiantes de las otras escuéteesnen cualquiera
de los grafos se tiene q@t debe conocer a los dos estudiantes de la es@uela
de la escuel&. Supongamos que conoce a los estudialnigsh, de la escuel®

y ac, de la escuel€&. Es decir los subconjuntdsy,bs}, {a1,b2} y {a1,c2} son
aristas del grafo, ver Figura22a

QS QIS
(a) (b)

Figura 1.22: Problema de las tres escuelas.

Ahora observe que el estudiardedebe conocer a al menos un estudiante de la
escuelaB, digamos &y, de al que {by,cp} es una arista y por lo tanto en el
grafo se forma un téngulo entre los érticesas, by y ¢, lo cual implica que los
respectivos estudiantes se conocen entnees Figural.22h

El caso en que el estudianag conoce a los dos estudiantes de la escGeés
similar. |

Problema 1.3.4 — Tomado de IMO (2008).
Una reundn de 7 personas tiene la curiosa particularidad que paea3dd ellos
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existe un cuarto asistente que es familiar de los 3. Prol@exjate un familiar de
cada uno de los asistentes.

Solucion. Sea el grafds con conjunto de &rtices

V= {pla P2, P3, P4, Ps, Pe, p7}7

donde cada aristgp;, p; } representa que las persormmy p; son familiares. Con-
sideremos las personas, p2 Y ps.

Caso 1. Supongamos qug, p2 Y p3 son todas familiares entre Entonces existe
una cuarta persona, digampg que es familiar dey, p2 y ps, ver Figural.23a

()
(2] ()

)

OO

(@) (b)

Figura 1.23: Familiar en un conjunto de 7 personas.

Ahora, considerando el grupo de persopas Yy py una de las primeras cuatro
personas es familiar de ellos y por lo tanto es familiar desoder Figural.23h

Caso 2. Supongamos que las persompasp, Yy pz ho son familiares entré g que
P4 es familiar depy, p2 vy ps, ver Figural.24a

Ahora tomamos el grupo de persomasps Yy ps, entonces tenemos que alguna de
las personas enti@;, ps ¥ p7, debe ser familiar de ellos, digamps De donde se
sigue queps, P4 Y ps son familiares entrei sy de esta manera estamos en el Caso
1, ver Figural.24h

Caso 3. Supongamos que existe al menos un par de personas (enton$ade:
radas) que son familiares, digampsy p3 Y las cuales tené@n a un familiar en
comin, digamos @4. De esta forma parp, p3 Yy ps, podemos aplicar el primer
caso. [
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@) ()
D () ()

@ @ ;@

@ (b)

Figura 1.24: Familiar en un conjunto de 7 personas.

Problema 1.3.5

Cinco amigos salen de vacaciones al mismo tiempo y a diesdagares. De-
ciden que al llegar a su destino cada uno de ellos emvian postal a tres de
los restantes. ¢ Es posible que cada amigo reciba postghesaisamente los tres
amigos a los quél envi las suyas?

Solucion. Consideremos el grafo con conjunto detrtices dado por
V = {a1,a,a3,a4, a5}, dondeg; representa &lésimo amigo y una aristgs;, a; }
representa que el amigp le envd una postal al amiga; y viceversa. Entonces
por el lema del apreton de manos se tiene que,

5
> dega) =3+3+3+3+3=15=2E|,
i=1

lo cual claramente no puede suceder dado que 15 no éswera par. Por lo tanto,
no es posible que cada amigo reciba postales de precisalosrites amigos a
los queél envd las suyas. |

Problema 1.3.6

Probar que en una reum de 8 personas existen al menos dos personas que tienen
el mismo rumero de amigos. Convenimos que cada persona tiene al menos u
amigo.
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Solucion. SeaG el grafo definido sobre el conjunto dértices

V = {p1, P2, P3, P4, Ps, Ps, P7, P}

y cada aristd p;, pj} representa que las persomay p; son amigos.

Por otro lado, observemos que dado que cada persona q@esdsiseuron tiene

al menos 1 amigo y aximo 7, es decir que deg) € {1,2,3,4,5,6,7}, donde
ded pi) es el mimero de amigos de la persopalLuego, como en la reudin hay

8 personas y existen 7 posibilidades para gggentonces deben existir al menos
dos personagy y p; para los cuales dé¢gx) = degp;j) y por lo tanto tienen el
mismo rumero de amigos. |

Problema 1.3.7 — Tomado de ORM-UDENAR (2017).
Siguiendo la direcé@n de las flechas en la Figufia?5 ¢ de céantas maneras se
puede formar eliamero 20177

{(7)

P N
(0) 1) 7

Figura 1.25: Problema delimero 2017.

Solucion. Con el fin de tener orden etiquetamos las filas de la Figjit@a Nues-

tra primera fila seéx aquella que tiene todas las cifras danero 2017, la segunda

la que tiene las cifras 0, 1y 7, yiasucesivamente. Observe gue solo existe una
posicibn etiquetada con elimero 2. Por otro lado, en cualquier camino de longi-
tud maxima que inicie en el 2, siguiendo las direcciones de lakdlgcse forma

el nimero 2017. Por lo cual, primero contaremosighero de maneras de llegar

a una posi@n etiquetada con eimero 0 comenzando en el 2.

Para llegar a la cifra 0 que @stén la primera fila solo se puede hacer de una ma-
nera, lo mismo sucede para la cifra 0 de la segunda fila. Ester de formas la
vamos colocando junto a cada poéitcomo en la Figura.26a
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(a) (b)

Figura 1.26: Etiquetamiento déstices problema delimero 2017.

Ahora bien, para llegar a una poginicon cifra 1 primero debemos pasar por una
posicibn con cifra 0 por lo cual, por ejemplo, eéimero de formas para llegar a la
posicbn que tiene la cifra 1 de la segunda fila es igualiaharo de maneras de
llegar al O de la primera fila &s el umero de formas de llegar al 0 de la segunda
fila, ver Figural.26a
Siguiendo este procedimiento se obtiene quelehero de maneras de llegar al
niumero 7 de la primera fila es 1, al 7 de la segunda y tercera fdayal 7 de la
cuarta fila es 1, ver Figura26h Por lo tanto, el amero de maneras de formar el
2017 esigual a

1+3+3+1=8.

1.4 Problemas propuestos

En esta secbn se proponen algunos problemas los cuales pueden seltassue
utilizando las écnicas de la teta de grafos estudiadas aqu

Problema 1.4.1 — Tomado de Fomin, Genkin, y ltenberg (1996).

Consideremos un tablero de ajedrez de famzx 3 en el cual se encuentran dos
caballos blancos y dos negros, como se muestra en la FigtiraDeterminar si
es posible intercambiar los caballos blancos con los negros
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Figura 1.27: Problema piezas de ajedrez 1.

Problema 1.4.2 — Tomado de Fomin ef al. (1996).

Consideremos un tablero de ajedrez de famizix 3 en el cual se encuentran dos
caballos blancos y dos negros, como se muestra en la Figea Determinar

si es posible mover las piezas de su p@sidnicial para obtener la configuraai
gue se muestra en la Figuta28h Para ello los movimientos permitidos son los
habituales del caballo, sin que sea obligatorio alternembovimientos de las
piezas blancas y negras.

(a) Configuradin inicial. (b) Configuraddn final.

Figura 1.28: Problema piezas de ajedrez 2.

Problema 1.4.3 — Tomado de IMO (1964).
Cada uno de los estudiantes de un grupo con 17 integrantiesdogiocada uno de
los den@s. Todos ellos hablan de tres temas diferentes. Cada pdaregudiantes
habla entreissolamente de uno de los tres temas. Probar que hay tresaestisd
gue hablan entre ellos del mismo tema.

Problema 1.4.4 — Tomado de Avendano y Charry (2013).

En el pas de Primolandia hay nueve ciudades, con los nombres 142536, 7, 8

y 9. La aeroinea Primos S.A. es lanica compéia &rea del pe. Dicha empresa
establece una ruteéeea (ida y regreso) entre dos ciudades si y solamente si el
numero formado por la suma de los nombres de las ciudades ésnermprimo.

Si visitas este exti@ pas

1. ¢ Se puede viajar de manera directa pasrade la ciudad 1 a la ciudad 97?
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2. ¢, Cal sea el tumero mMnimo de vuelos para viajar desde la ciudad 1 hasta la
ciudad 97?

3. ¢ Se puede visitar cada una de las ciudades sin repevisi

Problema 1.4.5 — Tomado de Avendano y Charry (2013).

Una persona encargada del aseo de uno de los bloques de &aditad de Na-
rino, debe iniciar sus labores con las oficinas marcadas pdgttasA, B, C y

D, tal como se muestra en la Figur&9 La encargada solo puede pasar de una
oficina a otra por medio de las puerasP,, P; y P4. La encargada de la limpieza
esh alas 7 a.m. en la oficimay hasta las 8 a.m. ha pasado 7 veces por la puerta
P1, 4 veces por ld&,, 6 veces por ld&; y 4 veces por l&,. ¢ Puedes decir en que
compartimiento eétla séora Despas del recorrido?

A mn B

Py

D pm C

Figura 1.29: Problema de las oficinas.

Problema 1.4.6

Un grupo de 7 personas acuerdan cenar juntas en diferergs®ioes. En cada
ocasobn se sientan alrededor de una mesa redonda de modo que csutaagEne
a sus dos lados comensales distintos en cenas diferentedoSiguieren sentarse
junto a todos los deas, ¢ Cantos das debexn citarse para cenar?

Problema 1.4.7

Consideremos el siguiente juego de dos participantes.gadpr 1 dice en voz
alta un rumero del 1 al 3. El segundo jugador suma @inero dicho 1,20 3y
dice el resultado en voz alta. Entonces el primer jugadorlsum este resultado
1, 2 o 3 mencionando en voz alta el nuevonero, y asi sucesivamente. Gana el
primero que diga 31. ¢ Existe alguna estrategia ganadora?

Problema 1.4.8
En un grupo de 9 personas, ¢ es posible que cada uno conozeasmgs de las
demas?
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Problema 1.4.9 — Tomado de UCC-MEP (2019).

Una reundn de 11 personas tiene la curiosa particularidad que paia Tale
ellos existe un sexto asistente que es familiar a los 5. Popleaexiste un familiar
comin a todos los asistentes.

Problema 1.4.10
Probar que en un conjunto de 9 personas existen 3 que sonsaanitye §0 4 que
son extréios entre s

Problema 1.4.11 — Tomado de Avendano y Charry (2013).

En un hotel de la ciudad de Pasto llegaun conjunto de 7 excursionistas, quienes
son de distintas nacionalidades. El gerente del hotel desesr una recepan
para sus hespedes, pero uno de los inconvenientes para que la rénegsa un
éxito es que no todos hablan un idioma en @ampor lo cual le encafga su
secretaria que determirgaren base a la informam de la Tabld..1, si es posible
gue si dos de ellos no hablan un idioma en @arantonces pudiesen comunicarse
por intermedio de otro asped.

H1|H2 H3 | H4 | H5| H6 | H7
Ingles |si |si |si
Espdiol sl sl
Italiano sl sl
Ruso s Si
Japors Si Si
Fran@s s |si
Aleman s s

Tabla 1.1: Informadn hiespedes.

Problema 1.4.12

Colocar los imeros del 1 al 7 en los cuadros blancos de la Fifjiiade manera

tal que para pasar del 1 al 2 haya que desplazarse 1 cuadrsentidlo de las
manecillas del reloj. Para pasar del 2 al 3 haya que desp@a2aiuadros, del 3 al

4, 3 cuadros, y asucesivamente con todos los movimientos en el sentidosde la
manecillas del reloj.
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Figura 1.30: Cuadro Problenia4.12

Problema 1.4.13
Determinar el amero de maneras de llegar del puAtal puntoB, en la Figu-
ral.3], sisolo se puede avanzar hacia la derecha, hacia abajo aganédl.

A
O—0O—0

7\
o/
Y 7\
//U
7\
o/

O—0O0——=

B

Figura 1.31: Caminos d&aB.

Problema 1.4.14
Los barrios de la ciudad de Pastodastgrupados en 12 comunas, COmo Se mues-
tra en la Figurdl..32.

1. Trazar el grafo de comunas de Pasto, donde cada comueraerta un &rti-
ce del grafo y dosé@rtices estn unidos por una arista si las correspondientes
comunas comparten frontera (no solo un punto).

2. Encontrar el amero mnimo de colores para pintar el mapa de las comunas
de Pasto de manera tal que dos de ellas con fronterarce@mgan colores
distintos.
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Figura 1.32: Comunas de Pasto.
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(2. Problemas Nivel | (Sexto y Séptimo)

2.1 Primera fase

1. Un entero positivo se llamguaguasi al multiplicarlo por su consecutivo

su producto termina en 6. Por ejemplo, 7 esguaguaporque 7x 8 = 56.
¢, Clantos fumerosguaguahay menores que 50?

a) 6

2. Cuatro @rculos iguales tocan los lados de un cuadrado, como se rawst

la figura.

A cada lado del cuadrado, se dibuja udnigulo equiktero para formar una

b) 7

c) 8

o0
e

d) 9

e) 10

estrella de cuatro puntas. Si el peetro de la estrella es 160 cm, gtas el
radio de los @rculos?

a) 1cm

b) 3cm

c) 5cm

d) 7cm

e) 9cm
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Un rimeroquimboloes un fumero natural formado por la resta del cuadrado
de dos fimeros consecutivos. A% es un fimeroquimbolqg pues 4 —3% = 7.
¢, Clantos imerosquimboloshay desde el 0 hasta el 10?

a)l b) 3 c)5 d) 7 e)9

. Si a la suma de todos losimeros impares de do$gitos se le resta la suma

de todos los ameros pares de dog&jitos, se obtiene:

a) 46 b) 45 c) 48 d) 49 e) 50

. Considere la siguiente suo@&side figuras:

VY V.

¢, Clantos trangulos sombreados hay en el &siino elemento de la suce-
sibn?

a) 3000 b) 4851 c) 4950 d) 5050 e) 6000
. 7 4
. Siaab = b?— a2, entonces el resultado gé:— _ 644 es
a) -14 b) 0 c) 6 d) 14 e) 15

En una fiesta, un mago esconde en su sombrero una graracadidanicas
de colores amarillo, azul y rojo. Si el mago afirma que coresmpncentrarse
para que cualquier participante que saque 3 canicas delresmmdiempre
tome por lo menos una amarilla, &ntias canicas de color azul hay en el
sombrero?

a0 b) 1 c) 3 d5 e) 100

Mercedes cottuna tira de papel en seis rangulos del mismo ancho y con
ellos formd un cuadrado de 36 cndlearea, como se muestra en la figura.
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10.

El pefimetro en ceninetros del reé@ngulo sombreado es:
a) 5 b) 7 c) 8 d) 9 e) 10

Un campesino le preguna su hijo: ¢ cantos pies puedes contar cuando estoy
orddiando una vaca? Eliid respond: son 6, 4 de la vaca y los 2 suyos. El
padre cafiosamente le responde: en realidad son 9, olvidaste costardel
banquito en el que estoy sentado mientrasitoda vaca. Entonces el padre le
dijo: ahora eds listo para el siguiente reto. En un corral hay personassva
y banquitos, por lo menos uno de cada uno. lthero total de pies es 22 y
de cabezas es 5. ¢ &htas vacas hay en el corral? Ehmiesta vez resolgiel
problema correctamente, &tdue su respuesta?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

En la figura, los cinco cuadrados son iguales y &tices del pdgono som-
breado son puntos medios de los lados de los cuadradosafieetle cada
cuadrado es 1 ct¢cull es elarea en cefnetros cuadrados del pgbno
sombreado?

a) 2 b) 2.5 c) 3 d) 3.5 e) 4

11. ¢ Cal es el siguiente elemento en la progoesaritnetica

1,2,2,2,3,%,...,2017,@?
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a) 2019 2017 2019
b) — C) —
4035 4037
d) — e) >

12. La gatica de Cami se enfedrg para su recuperam el veterinario le maral
10 pastillas que deben ser suministradas de3ade pastilla cada 12 horas.
¢, Cuantos das dura el tratamiento de la gatica?

a5 b) 6 c)9 d) 10 e) 15

13. En un juego, la maande Juan y Maa les pidd que cada uno de ellos diera
unalnica respuesta correcta a tres preguntas que ella har

= Primero pregurd, ¢ Que dia de la semana fue ayerMartes, respondi
Juan. Mércoles, conteétMaria.

= Despues pregurd, ¢ Qué dia de la semana es hoyPloy es jueves, dijo
Juan. Es viernes, respondviana.

= Finalmente ella preguat ¢, Qué dia de la semana s&x mafnana?Lunes,
afirmo Juan. M@ana sex domingo, dijo Maia.

¢En g& da de la semana estaban jugando?
a) Lunes b) Martes c) Miércoles

d) Jueves e) Viernes

14. Atapuma y Quintana participan en una contrarreloj. kliaiehdo velocidad
constante, Atapuma realiza la etapa en 20 minutos y Quingma0 minu-
tos. ¢ En cantos minutos alcanzatapuma a Quintana, si parte 5 minutos
despés deel?

a) 10 minutos b) 12 minutos ¢) 15 minutos

d) 18 minutos e) No lo alcanza

15. Francisco digita unimimero en la calculadora. Silo duplica, luego al resultado
le suma 9y al valor obtenido lo divide por 3, obtiene @fnero 11. ¢, Cal fue
el numero que ingrésFrancisco en la calculadora?

a) 11 b) 6 c)0 d) 12 e) 15
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2.2 Segunda fase

Preguntas de selecéin maltiple

: 1 1
1. Sia®b= b & entonces el resultado de @l® 7) —12(6 © 4) es:

a) -3 b) 3 c) -5 d) 5 e) j_g

2. SeanN\ADE un triangulo equiitero yABCD un cuadrado que se divigien
cuatro cuadrados iguales, de los cuales uno se subalividivamente en cua-
tro cuadraditos congruentes, como se ve en la figura.

E

|
|
|
|
A : D
[
[
|

B C

Si el peimetro del pdigonoABCDEes 100 cm, ¢@nto vale, en ceithetros
cuadrados, ddrea de la regin sombreada?

a) 100 b) 110 c) 125 d) 150 e) 160

3. Un riumeroserioes un umero natural tal que todos suigjidos son imeros
primos. A$ 372 es un ameroserio, pues 3, 7 y 2 son primos. ¢antos
nimerosserioshay de dos witos?

a) 16 b) 5 c) 12 d) 36 e) 25

4. En la siguiente figura, los segmentos punteados dentrividegulo AABC
son paralelos al segmem® y dividen en cuatro partes iguales al segmento
BC. Si el segment@B mide 4 cm, ¢ cal es el valor de la suma de la medida
de los tres segmentos punteados?
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a) 7 b) 5 c) 4 d) 8 e) 6

5. Antonio, Bernardo, Carolina y Diana forman dos parejagsi@sos. Los
cuatro tienen edades diferentes. Antonio es mayor que iGanplmas joven
gue Diana. El esposo de Carolina es el mayor del grupo. Esatorafirmar
que:

a) Antonio es mayor que Bernardo y su esposa es Diana.
b) Antonio es nas viejo que su esposa Diana.

c) Carolina es ras joven que todos y su marido es Bernardo.
d) Diana es mayor que Carolina'y su marido es Bernardo.
e) Carolina es mayor que su marido Antonio.

6. En el restaurant@uy Saboise ofrecen platos con las siguientes opciones: tres
tipos de carnes diferentes (cuy, pollo, res), cuatro acampantos distintos
(papa, maduro, yuca, lapingachos) y dos tipos de bebidasr{ada, ca). Si
cada cliente debe seleccionar solamente un tipo de carmeotuepéante y
bebida, ¢ de @ntas formas diferentes se puede elegir un plato?

a) 24 b) 4 c)9 d) 12 e) 18

7. Cuando Maa llegd a su casa encomtrun jaron roto y al lado un baéin
de futbol. Inmediatamente M cuestiod a sus cuatro hijos Abel, Byron,
Carlos y Daniel, para identificar ahico culpable.

= Abel dijo queél hakia sido.

= Byron afirmd que el culpable fue Abel o Daniel.
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= Carlos dijo queel no halba sido.
= Daniel aceqt la culpa.

Si Maria sabe que solo uno tiene la®az ¢ c@l de sus cuatro hijos lo hizo?

a) Abel b) Byron c) Carlos

d) Daniel e) Ninguno

8. SeaABCDun cuadrado. Dado que los punt®y E’ se encuentran sobre un
segmento perpendicular al lad® del cuadrado, eSIERTO que al compa-
rar los trangulosADCE y ADCFE'.

D C
o — — — — anl
o E

A B

a) El pefmetro no vara.
b) El area es la misma.
c) La altura es diferente.
d) El area del téanguloADCE es mayor que la del inguloADCE'.
e) Todas las anteriores.
Preguntas para completar la respuesta

9. Alunir las fechas en las que es posible presentar la sagasd de las ORM-
UDENAR, se obtiene elimero

510201761020177102017

Se deben borrar de este valoricamente 10igitos de tal forma que se ob-
tenga el menor valor posible. ;&wes este valor?

Respuesta.

10. En la siguiente figura, ¢ales el valor der + 3+ 0, six= 30"y y = 45°?
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11.

12.

2.3

Respuesta:
Francisco le ena un mensaje secreto a Diana.
67 P7Z CA43082Z7 CA8 587 1A8R317

Luego,él le dice que para descifrar el mensaje tenga en cuentauitisig
codigo:
ESTI MULANDDO
0123 456 7 8 9 A
¢,Clal es el mensaje enviado por Francisco?
Respuesta.

Se tienen cuatro dadosiaticos que satisfacen que la suma de los puntos de
dos caras opuestas siempre es 7 y se pegan como muestrada figur

&

¢, Cuanto es la suma de los puntos de las ocho caras gae psyadas, si se
sabe que esta es uamero primo?

Respuesta
Fase final
Preguntas de selecéin maltiple
Siguiendo la direcéin de las flechas, ¢ deantas maneras se puede formar el

numero 20177?
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2 0 1 7
|
0 1 7
1—7
7
a) 6 b) 7 c) 8 d 9 e) 10

2. Dentro de un cuadrado de 3 cm de lado, se ubican &rrgatos iguales como
se muestra en la figura. En cenétros cuadrados, ¢ales elarea de la re@in
sombreada?

a) 2 b) ¥ c) 6 d) & e) s

3. En la queserda vaquita felizde Guachucal Naib, venden un delicioso
gueso doble crema. %ide este queso se equilibran en una baIanz%aﬂm
libra, ¢ cl@ntos quesos son necesarios para completar 18 libras?

a) 8 b) 12 c) 18 d) 20 e) 22

4. Daha Ximena tiene en su casa cuatro tipos de dulces en cuaa® diafin-
tas. Ddia Ximena cansada de que su hija Elsa y sus amigas se conusran |
dulces, decidi colocarlos todos en una sola caja y cada caja la@d@rn un
mensaje:

Caja 1: Los dulces emh aqu.
Caja 2: Los dulces e@h en la primera o en la cuarta caja.

Caja 3: Los dulces no &st aq(.
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Caja 4: Los dulces emh aqu.
Elsa y sus amigas pueden comer los dulces si descubren ecajai@sin,
sabiendo que solo uno de los mensajes es correcto. Si Elsagnsgas se
comieron todos los dulces, ¢ eratuaja estaban los dulces?
a) Cajal b) Caja 2 c) Caja3
d) Caja4d e) En ninguna caja
Preguntas para completar la respuesta

5. Tres circunferencias de 2 cm de radio se ubican como semaeeda figura.
¢,Clal es elarea en ceiinetros cuadrados de la régisombreada?

Respuesta;
6. Un nimeroquimboloes un rumero natural formado por la resta del cuadrado

] : 1 1 :
de dos ameros consecutivos. Dado cuée b = b & determine el resultado

de 20(a® b) + 5, dondea es la cantidad deimerosgquimbolosjue hay entre
0y 10, incluyendolos yb es la cantidad delimerosguimbolosque hay desde
el 100 hasta el 120.

Respuesta.
Preguntas para justificar la respuesta

7. La primera fase de las ORM-UDENAR consta de 15 preguntagideocdn
multiple que se califican de la siguiente manera:

La presentadin del examen: 15 puntos, cada respuesta correcta: 4 puntos,
cada respuesta incorrectal punto y preguntas sin contestar: O puntos.

Si Andrealnicamente déj una respuesta sin contestar y la puntbiacjue
obtuvo fue 31, ¢@ntas preguntas correctas cori@st
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8. La siguiente construdmn se obtiene al ir agregando las letras de ORM-UDENAR.

O
ORM
ORMUD
ORMUDEN
ORMUDENAR
ORMUDENAROR
.ORMUDENARORMU.

(a). (Valor2.0) ¢, Cuantas veces aparece la letra O si la constauctiene 10 filas?

(b). (Valor 3.0) ¢ Cuantas veces apareberizontalmente la palabra ORMUDE-
NAR si la construcdn tiene 10 filas?

(c). (Valor5.0) ¢ Cuantas veces apareberizontalmente la palabra ORMUDE-
NAR si la construcdn tiene 20 filas?






(3. Problemas Nivel Il (Octavo y Noveno)

3.1 Primera fase

1. Un agricultor siembr% de sus semillas el Iunes,%yde lo que le queda el
martes. ¢ Q& fraccon, de la cantidad inicial de semillas, le queda para la
proxima siembra?

b) 2 o5 @) > ) 1

a) L
7 12

12

2. En lafigura se tiene un hagono regular con algunas de sus diagonales. Si el
area del hetgono es 54 ch ¢.cl es elarea en cefiimetros cuadrados de la

region sombreada?

a) 20 b) 24 c) 36 d) 48 e) 50
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3. Julian, Maiia, Pedro y Luisa tienen cada uno un animal, de entre losesigui
tes: un gato, un perro, un pez rojo y un canario. islaéiene un animal que
tiene pelo; Luisa, uno de cuatro patas; Pedroajano y se sabe que a Juii
y a Mairia no les gustan los gatos. ACde las siguientes frasBED es cierta?

a) Luisa tiene un perro.
b) Pedro tiene un canario.
c) Julian tiene un pez.

d) Luisa tiene un gato.

e) Maiia tiene un perro.

4, La expresdin 201777 es igual a:
Bl TP ARNIPT,IY A s
201;-rveces
a) 2017 b) 2017015 c) 2017
d) 2017016 e) 2017910

5. Caterine escribilos mimeros del 1 al 9 en una circunferencia, como se mues-
tra en la figura.

7
\9\8/

A partir del timero 1, comeriza saltar de 4 en 4 siempre en sentido de las
manecillas del reloj. En el primer salto fue del 1 al 5, en guselo del 5 al

9, en el tercero del 9 al 4 y Bsucesivamente. ¢ Degside saltar 2017 veces,
en que imero es parada?

a1l b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

6. Un trabajo de mateaticas tiene 30 preguntas de Arética y 50 de Geo-
metia. Nelcy respondi correctamente 70% de las preguntas de Aitoa y
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80% del total de preguntas. ¢ Eraatas preguntas de Geomeatse equivoa
Nelcy?

a)l b) 5 c) 6 d) 7 e) 10

7. Dados dos enteros positivasy b, con aab se representa elimero de
cuadrados perfectos que hay erdrg b, incluyendolos. As por ejemplo,
149 = 3, puesto que entre 1y 9 astlos cuadrados 4y 9. De esta manera,
[(549) 16| 30 es igual a:

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)5

8. Searm,b,cy d nUmeros enteros tales q%ec g = g ¢Caanto vale%?
) ¢ b) ¢ 0 2 @) > )

9. ¢(Cul es el siguiente elemento de la subes? 8,18 32,...?
a) 40 b) 42 c) 48 d) 50 e) 52

10. Steven escribicinco dgitos diferentes de cero en un tablekd.descubi
que ninguna suma de dosimeros escritos es igual a 10. &Cde los si-
guientes aimeros definitivamente escribsteven en la pizarra?

al b) 2 c) 3 d) 4 e)5

11. En la figuraABC y CDE son dos tingulos equéteros congruentes. Si el
angulox ACD mide 80, ¢ cuanto mide ebngulox ADB?
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a) 20 b) 30° C) 40° d) 50 e) 60

12. ¢ Cantos trangulos hay en la siguiente figura?

a) 12 b) 14 C) 16 d) 18 e) 20

13. Elarea del cuadrado de la figura de la izquierda, <l area del trculo esh.
¢, Clanto vale ehrea encerrada por lmka gruesa en la figura de la derecha?

() QO

a) B b) a+2b c)a+b
d) 2a+b e) A

14. En un juego, la mainde Juan y Maa les pido que cada uno de ellos diera
unalnica respuesta correcta a tres preguntas que el har

= Primero pregurd, ¢ Que dia de la semana fue ayerMartes, respondi
Juan. Mércoles, conteétMaria.

= Despues preguri, ¢ Qué dia de la semana es hoyPloy es jueves, dijo
Juan. Es viernes, respondviana.

= Finalmente ella preguat ¢, Qué dia de la semana s&x mafana?Lunes,
afirmo Juan. M@ana sex domingo, dijo Maia.

¢En q@& da de la semana estaban jugando?

a) Lunes b) Martes c) Miércoles

d) Jueves e) Viernes

15. ¢ Cantos umeros hay entre 1y 100 que no son riltiplos de 7 ni tienen al
7 entre sus@itos?

a) 10 b) 35 c) 55 d) 70 e) 85
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3.2 Segunda fase

Preguntas de selecéin maltiple

1. Andrés, Bernardo, Carlos y David participaron en la fase finahded ORM-
UDENAR en Pasto. Los cuatro son de municipios diferentesatéibt Ipia-
les, Olaya Herrera, querres y Consac

= Andrés y el chico de Ipiales llegaron a Pasto temprano en faanmael
dia del examen. Ninguno de los dos conocegjderres ni Consac

= Carlos no es de Consag se fue de Pasto el mismtadjue el chico de
Taquerres.

= David y el joven de Consacalmorzaron juntos eséad

¢, Quen es el estudiante de Conaac

a) Andies b) Bernardo c) Carlos

d) David e) No hay como saberlo

2. Los drculos de la figura tienen radios 3 cm y 2 cm. Saeta de la re@in
P es tres veces élrea de la re@n R, el area de la re@n Q en centmetros

cuadrados es:

5 b) c) 8mr

3 e) 9t
2n d) En

a)

3. Seaxyzun rumero de tres cifras can> z> 0. Si

Xy z
— z Yy X
4 7?7 ?

entonces la segunda y tercera cifras de esta diferencidgesarden son:
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a)5y9 b) 9y 5 c)0y6 d5y4 e)4y5

4. Se llenan los cuadrados Vs de la tabla de la figura dada de manera que
los nimeros de cada fila, de cada columna y de las dos diagonafearfor
progresiones aritgticas. ¢ Cal debe ser eliimerox?

21

16

27

a) 42 b) 53 c) 58 d) 60 e) 65

5. Los enteros positivasy y no tienen divisores comunes mayores que 1, y se
cumple quex x y = 300. ¢ Cal es el menor valor posible det y?

a) 30 b) 35 c) 37 d) 56 e) 79

6. Un mumeroserioes un umero natural tal que todos suigiios son fimeros
primos. A3 372 es un imeroserio pues 3, 7 y 2 son primos. ¢&ntos
numerosserioshay de tres wjitos?

a) 32 b) 48 c) 55 d) 64 e) 70

7. En la figura los tdngulosAABCy ADEF son equiateros.

E

El angulox mide:



3.2 Segunda fase 69

a) 30 b) 37 c) 40 d) 50 e) 60

8. En la imagen se muestran cincdatrjulos reéngulos. LaJNICA afirma-
cion FALSA es:

lcm

lcm

l1cm

a) Elarea del tianguloB es mayor que érea del tiatnguloA.
b) El peimetro del tranguloE es mayor que el panetro del tranguloC.
c) Los trianguloskE y C tienen diferentéarea.
d) El area del t@nguloD es 1 cm.
e) La hipotenusa del inguloB mide 2 cm.
Preguntas para completar la respuesta

9. En una reurdin de chicas, todas se ubican en una mesa redonda. Andrea es
la sexta a laizquierda de Blanca y la cuarta a la derecha aed&lg Cantas
chicas hay en la reudin?

Respuesta

10. En un campeonato daetbol Radamel y sus dos conipos de ataque marca-
ronJUNTOS 17 goles. ¢ Cal es el ninimo nimero de goles que pudo haber
marcado Radamel para que un periodista afirmemaed mas goles que
cualquiera de los otros dos delanteros?

Respuesta

11. Se tienen cuatro dadositticos que satisfacen que la suma de los puntos de
dos caras opuestas siempre es 7 y se pegan como muestrada figur
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12.

3.3

<>
<

Si se sabe que el producto de las ocho caras gae esigadas es divisible
por % pero no por 8, ;cl es la suma de los puntos de las caras quanest
pegadas?

Respuesta

En la figura el reéingulo se dividd en seis cuadrados. Los lados del cuadrado
mas pequio miden 1 cm. ¢l es elarea en ceitnetros cuadrados del
cuadrado sombreado?

Respuesta
Fase final
Preguntas de selecéin maltiple
Las baldosas de la casa de Pepito son cuadradagrydisididas siratrica-

mente como se muestra en la figura.
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Si las regiones sombreadas tienen el mismo ancha) fragcibn representa
la regbn sombreada en cada una de las baldosas?

a) ¢ b) £ c) d) e) 1

2. Clarita sube los escalones de uno en uno o de dos en dosypede tres en
tres. Si tiene que subir una escalera de 10 escalones pishlgiatoriamente
el sexto esc@h, ¢ de cantas maneras puede hacerlo?

a) 55 b) 65 c) 75 d) 85 e) 95

3. Tres parejas de esposos s@nen para jugar en los carnavales de Negros y
Blancos del 2017. Entre todos compran una caja con 16 lataspilana de
carnaval para divertirséngela paga una lata, Bibiana dos y Carmen compra
tres latas. Carlos Gwirez paga tantas latas como su esposa. Peshex P
paga el doble de latas que su esposa y BtaMarinez el triple de su esposa.
¢,Clal es el apellido del esposo éﬂgela’?

a) Ferez b) Gutiérrez c) Gobmez

d) Martinez e) Imposible saberlo

4. En un sdan de clase tienen unbdigo secreto para enviarse mensajes. El
codigo esh formado por tresiditos distintos y diferentes de cero. Descubra
cual es el 6digo con las siguientes informaciones:

= 123 Ningln dgito correcto.

= 456 Un solo dgito correcto y en la posioh correcta.

= 612 Un solo dgito correcto, pero en la posari equivocada.
= 547 Un solo dgito correcto, pero en la posar equivocada.

= 843 Un solo dgito correcto y en la posion correcta.

a) 137 b) 876 c) 786 d) 678 e) 576

Preguntas para completar la respuesta

5. Dadosa y b dos rimeros enteros se defiaek b = a> — ab+ b?. Determine
[(2%0) % 1] % 7.

Respuesta
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6. Los puntos en la siguiente figura @stigualmente espaciados. &Ces el
area en ceimnetros cuadrados de la régisombreada?

Respuesta

Preguntas para justificar la respuesta

7. Anatiene 3 blogues rectangulares de 1xcfdcm y arma una escalera como
se muestra en la figura.

Observe que el panetro de la escalera anterior es 14 cm. @d&ea el
pefimetro de una escalera construida de manera similar si Ana 2017
bloques rectangulares?

8. La siguiente construdmn se obtiene al ir agregando las letras de ORM-UDENAR.

O
ORM
ORMUD
ORMUDEN
ORMUDENAR
ORMUDENAROR
.ORMUDENARORMU.
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(a). (Valor2.0) ¢, Clantas veces aparece la letra R si la constauctiene 10 filas?

(b). (Valor 3.0) ¢ Cuantas veces apareberizontalmente la palabra ORMUDE-
NAR si la construcdn tiene 13 filas?

(c). (Valor5.0) ¢ Cuantas filas son necesarias para que apateaizontalmente
36 veces la palabra ORMUDENAR?
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(4. Soluciones Nivel | (Sexto y Séptimo)

4.1 Primera fase

1. Comenzaremos realizando algunas multiplicaciones snabde fimeros
guaguapara luego intentar determinar étypatbn que nos ayude a iden-
tificar cuales son los imerosguaguague hay antes de 50. Por ejempilo,

1x2=2 — 1noesunameroguagua
2x3=6 — 2esunfimeroguagua
3x4=12 — 3 noesunameroguagua
7x8=56 — 7esun@imeroguagua
11x12=132— 11 no es un ameroguagua
12x 13= 156 — 12 es un ameroguagua

Podemos observar que entre los productosioheanos de un soloidito solo
hay dos resultados que incluyen en sus unidadesne€rno6, y esas son 2 3
y 7 x 8.

Ahora analizamos losiimeros de dosiditos a partir del diez y si nos fijamos
en las unidades de losimeros que cumplen la condici pedida, son las
mismas anteriormente encontradas. Partiendo de este hesltentraremos
solo en los ameros consecutivos en los cuales sus unidades son 2y 3,07
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y 8, as nos aseguraremos que al multiplicarlos it de las unidades del
producto sea 6 sin que sea de mucha importanciaip®d en las decenas
o centenas. Continuando de esta forma los@ros que cumpiian con la
condicbn, a parte de los ya encontrados, son:

17 x 18 — 17 es un Ameroguagua
22 x 23— 22 es un ameroguagua
27 x 28— 27 es un ameroguagua
32x 33— 32 es un ameroguagua
37 x 36 — 37 es un ameroguagua
42 x 46 — 42 es un imeroguagua
47 x 48 — 47 es un imeroguagua

Finalmente, concluimos que ha® nUmerosguaguamenores que 50.

2. Como los trangulos son equiteros tienen sus tres lados iguales. Adem
como el peimetro es el contorno de la estrella, el cuabdstrmado por 8
lados de los tangulos, podemos conocer el valor de cada lado dividiendo el
pefimetro entre el amero de lados. Por lo tanto, la medida de cada lado de
los triangulos eé-Sﬁ) = 20 cm, como mostramos en la siguiente figura.

A\

20 cm 20 cm

Figura 4.1: Medida de lados en cadatgulo.

Luego, dado que el dmetro de cadarculo es la mitad del lado del cuadrado,
obtenemos que el valor de cadamlietro es 10 cm y por lo tanto el radio es
5cm.
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3. Vamos a ir formando merosquimboloscomenzando por el 1 y 0, como
mostramos a continud:

1°-0°=1-0=1 — 1 es un dmeroquimbolg
22-12=4—-1=3 — 3esun Ameroquimbolg
3?-22=9-4=5 - 5esun fimeroquimbolg
42_-3?=16—-9=7 — 7 esun fimeroquimbolqg
5242 =25-16=9 — 9es un imeroquimbolqg
62— 5% = 36— 25= 11— 11 es un Ameroquimbolq
7° — 6% = 49— 36= 13— 13 es un Aimeroquimbolo

Podemos observar que 9 esitimo nUmeroquimbolomenor que 10, por lo
tanto hays numerosquimbolosdesde el 0 hasta el 10.

4. Recordemos que losimeros impares de doggitos son: 1113,15,...,97
y 99 y los rumeros pares de dosgitos son: 1012 14,...,96 y 98. A hay
50— 5 = 45 nimeros impares de dogjitos y 45 rumeros pares de dogyit
tos.

Ahora al aplicar la propiedad asociativa entre sumas ysetaemos

(11+13+ 15+ - +97+99) — (10+ 12+ 14+ --- + 96+ 98) =
(11-10)+ (13—12) + (15— 14) +--- + (97— 96) + (99— 98).

Observemos que todas estas diferencias cumplen que

11-10=1,
13—-12=1,
15— 14=1,
97-96=1,
99— 98=1.

Luego el resultado es:41+---+1 =45

45-veces
5. Observando la gfica del problema nos damos cuenta que en la primera figu-
ra no hay trangulos sombreados, en la segundaudrayriangulo sombreado,
en la tercera hafres triangulos sombreados que podemos representarlos co-
mo 1+ 2 y en la cuarta hay + 2+ 3 = 6 triangulos sombreados. De este
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modo, la siguiente figura en la sudasitenda 1+ 2+ 3+ 4 = 10triangulos
sombreados. Por lo tanto, para sabémtas trangulos sombreados hay en el
cenésimo elemento de la sucesidebemos realizar la siguiente suma

0+1+2+3+---4+97+98+99.

Sin embargo, realizar esta suma se vuelve muy larga y tegyosdo que
debemos encontrar una estrategia para hacer la opemeiformaagil. Una
forma sera usar la propiedad asociativa de la suma e ir sumandalogms
de los extremos, por ejemplo

99+ 0 =99,
98+1 =99
97+2 =99,
51+ 48 = 99,
50+ 49 = 99,

Nos damos cuenta que agrupando de esta forma siempre hetanglol®9
como resultado. Luego solo debemos multiplicar este valoeprimero de
parejas que formamos en el proceso anterior y estmodsifeducirlo ya que al

hacer parejas serdividir cien elementos entre dos y esto nos da 50 parejas.

Por lo tanto, la respuesta es 9%0 = 495Q

. Teniendo en cuenta la defirbai dada des&b = b? — a2, calculamos

347 ="7>—3%=49—9=40,
6ad=4°—6%2=16—36= —20.

Luego
347 684 40 (-20) B
4 "5 -1 § - 10+ 4 =14
. Debemos observar que no importa el orden en que se sagwamleas. En la

Tabla4.1presentamos todos los posibles casos de sacar tres céemiasdo
en cuenta que “cualquier participante que saque 3 canitasmérero, saca
por lo menos una canica amarilla”. Por ejemplo, en el Casochriéca 1 es
roja, la canica 2 es azul y la canica 3 es amatrilla.
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_ _ _ NUmero de canicas
Canica 1 Canica 2| Canica 3 _
amarillas
Caso 1 Roja Azul | Amarilla 1
Caso2 | Roja | Amarilla | Amarilla 2
Caso 3 Azul Amarilla | Amatrilla 2
Caso 4 | Amarrilla | Amatrilla | Amarilla 3

Tabla 4.1: Casos en los que se cumple lo dicho por el mago.

En cualquiera de estos casos, la persona tampario menos una canica ama-
rilla, es decir puede tomar una @sde una canica de este color. Recordemos
qgue el mago escontlicanicas de los tres colores, con lo cual por lo menos
hay una roja, una azul y una amarilla. Ahora bien, si en lagbdoldieran dos
azules podamos tener la situamn que un participante saque las dos azu-
les y una roja, es decir no se cumiaita condicbn de sacar por lo menos
una amarilla. Luego, elliero de canicas de color azul debe ser menor que
2. Como sabemos que hay una azul, entonces en la bolsa hagregate

1 canica azul

8. Dado que ehrea del cuadrado es 36 gnesada uno de sus lados mide 6 cm.
Ademas, si trazamosreas auxiliares extendiendo las dadas por el problema
nos queda dividido como en la Figuia.

3 3

L 5 om 3 cm 5 om,

<)
=]

6 cm| |- -

<}
ES

<)
=]

Froicot oot ores

6 cm

Figura 4.2: lineas auxiliares.

De esta forma, observamos que el lado del cuadrado es 4 Jeeshe de

: . : .6 3
la tira. Ad el ancho de la tira mldg1 =5 cm. Luego podemos obtener el
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pefimetro del re@ngulo sombreado con ayuda de la Figlra

6 cm| |- -

6 cm

Figura 4.3: Medida pémetro.

De donde el pémetro es

3 3
3+§+3+§ =9cm.
. Para solucionar este problema vamos a tomar los casdsgsoson las con-
diciones pedidas. Nos fijaremos primero en que deben halsyezas, pero
los banquitos no tienen cabeza por lo tanto las cabezas qteremos solo
se@an de personas o vacas y que por lo menos debe haber uno dencada u
Asi los casos que podemos tener son:
Caso 1. En el corral pueden haber 1 persona, 4 vacas y 1 banquito.
Caso 2. En el corral pueden haber 2 personas, 3 vacas y 2 banquitos.
Caso 3. En el corral pueden haber 3 personas, 2 vacas y 3 banquitos.
Caso 4. En el corral pueden haber 4 personas, 1 vaca y 4 banquitos.

Ahora ya podemos mirar en la Tabl& cuantos pies hay en cada caso.

Caso | Pies personasPies vacas Pies banquitos Total pies
Caso1l 2 16 3 21
Caso 2 4 12 6 22
Caso 3 6 8 9 26
Caso 4 8 12 28

Tabla 4.2: Total de pies para cada caso.
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10.

11.

Por lo tanto, el Caso 2 es @hico caso que cumple la condiai de que sean
22. En conclugin hay3 vacas

Primera solucion

Podemos observar que el fgmno esh compuesto por un cuadrado, cuatro
rectangulos y por cuatro fingulos que conforman las esquinas deigmio.
Ahora como los @rtices del pdgono esin ubicados en los puntos medios
de los lados de los cuadrados, entonces la base y la altuealdaino de los
triangulos es; cm, de donde sarea es

1 1

lemxiem 1

2 2

2227 _ Zcnf
2 8

Por otro lado, ehrea de los reangulos es; cmx 1 cm= 3 cn? y la del

cuadrado es 1 cfnDe esta manera, obtenemos quareh del pagono som-
breado en ceihetros cuadrados es

1 1 7

Segunda soludn

En la Figura4.4 mostramos una transformaai de la figura dada por el pro-
blema. Dado que en la Figufiadctenemos tres cuadrados sombreados y la
mitad delarea de un cuadrado (ver Figurald), entonces concluimos que el
area de la re@n sombreada en cémntetros cuadrados es

17
31--'_3s5
t373%

Cadaérmino en la progredn aritnetica se obtiene a partir de sumarle al
o .1 o
termino anterloE, como mostramos a continuaaoi

1,
1 3

, 22

.22

2t373°3
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4
Semnd ="

“F----F-/A>
k===t >
Ly

(a) (b)

/N 5 area
! /] del cuadrado

(© (d)

Figura 4.4: Transformaon de la figura del problema.

Asi el siguiente elemento de la progi@siaritrrética es

1 4035
20174 = = T2°°
T3

12. Como Cami le debe dérde pastilla cada 12 horas a su gatica, cad&aS8 d
gasta 2 pastillas completas. Luego, las2= 10 pastillas del tratamiento las
toma@ en 3x 5= 15 dias.

13. Para resolver este ejercicio vamos a organizar lasestsidadas por Juany
Maria en la siguiente tabla.

Dia Juan Maria

Ayer | Martes| Miércoles

Hoy | Jueves| Viernes

Mahana| Lunes | Domingo

Tabla 4.3: Respuestas de Juan y Mar
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Ahora, como sabemos que cada uno solo dio una respuestalesdan-

tonces vamos a probar con las respuestas de Juan suponigndma es

verdadera y las otras dos falsas y miraremos que pasa cassfasestas de
Maria.

Caso 1. La primera respuesta de Juan es verdadera. Esto |o re@esengn

la siguiente tabla.

Dia Juan Maria

Ayer | Martes| V | Miércoles| F

T

Hoy | Jueves Viernes

Mahana| Lunes| F | Domingo

Tabla 4.4: La primera respuesta de Juan es verdadera.

Esto significa que todas las respuestas daadfaeron falsas, porque si ayer
fue martes, no puede suceder a la misma vez que ayeréarsda nércoles.
De igual forma, si ayer fue martes es imposible que hoy seaesey mucho
menos que nfana pueda ser domingo.

Podemos hacer un alisis similar en los dos casos restantes.
Caso 2. La segundarespuesta de Juan es verdadera. Organizansosateto
en la siguiente tabla.

Dia Juan Maria

Ayer | Martes| F | Miércoles V

oL

Hoy | Jueves V | Viernes

Mainana| Lunes| F | Domingo

Tabla 4.5: La segunda respuesta de Juan es verdadera.

Aungue este caso satisface las condiciones del problengzesario verificar
gue la respuesta ésica. Veamos que sucede coruktimo caso.

Caso 3. La tercera respuesta de Juan es verdadera. Consignamo¥a@sta
macin en la siguiente tabla.
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14.

15.

Dia Juan Maria

Ayer | Martes| F | Miércoles| F

T

Hoy | Jueves Viernes

Manana Lunes|V | Domingo

Tabla 4.6: La tercera respuesta de Juan es verdadera.

Podemos observar que la Tabbl&es lalnica que con que sea cierta solo una
de las respuestas tanto para Juan como par&aMaor lo tanto el @ en el
gue eshn jugando es glieves

Como la velocidad es constante, observemos que en 1QasiAtapuma
realiza la mitad del recorrido, mientras que Quintana necd® minutos
para llegar hasta la mitad. Sin embargo, dado que Quintatié paninutos
antes, los dos se encontraren la mitad del recorrido a Id9 minutos de
haber empezado Atapuma.

Pararesolver este ejercicio lo que haremos es regosgaairtiendo dalltimo
resultado obtenido que es élmero 11 y haciendo operaciones opuestas a las
realizadas por Francisco. Por ejemplo, para obtener elte$ aa dividd por

3, entonces lo que nosotros haremos para regresarnos gdinaultLl por 3

y obtenemos 33. A este resultado le restamos 9, para congdgyuluego lo
dividimos entre 2, para finalmente encontrar §2due el rimero digitado

por Francisco.

Podemos revisar que el resultado es el correcto con el siguigagrama.

X 2 +9 =3
N " ___~ ~— e
2 -9 x3

Figura 4.5: Revi$in del resultado.
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4.2 Segunda fase

. 1 1
1. Teniendo en cuenta gaed b = b 3 calculamos
1 1 3-7 4
3OT=9-3=%1 =21 Y
1 1 6-4 1
CO4=3"6" 24 "1

Luego

2130 7) - 126©4) — 21 (-%) _12 (%) __4-1--5

2. Dado queABCDes un cuadrado y el ihguloAADE es equiatero, tenemos
que

AB=BC=CD=DE =EA

Luego, como el pémetro del palgonoABCDE es 100 cm, entonces

AB+BC+CD+DE+EA=100cm

de donde
5AB=100cm

por lo queAB = 20 cm. En consecuencia el cuadra®®CDtienearea igual
a 400 cm. A partir de agiipresentamos dos soluciones para encontrées
de la regbn sombreada.

Primera solucion

Por un lado, como el cuadraddCD se divide en cuatro cuadrados iguales,
tenemos que drea del cuadrado que hace parte de laoregombreada es la
cuarta parte deirea del cuadradaBCD, esto es 100 cf Adenas, elarea
del triangulo de la re@n sombreada es la mitad de egliima area es decir
50 cn?, luego elarea de la regin sombreada es 16050 = 150 cnf.

Segunda soludn

Por otro lado, agregando las letfa$s,H e | como mostramos en la Figura
4.6, tenemos que drea de la re@in sombreada es igual a

Area del cuadradBF G| + Area del tranguloAIGH.
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E
|
|
|
|
H
A : D
: |
|
I —|—|G———
]
: |
B F C

Figura 4.6:Area de la regin sombreada.

Como sabemos qu&B = BC = 20 cm, entonceBF =Bl = IA =10cmy
ad obtenemos que el

area del cuadradBF Gl = 100 cnf?.

y que aderas el

IG x 1A
2 Y

— 50 cnf,

area del téanguloAIGH =

por lo que ehrea de la regin sombreada €50 cn?.

Recordemos que losgitos que son primos son 2, 3, 5y 7. De esta manera,
para saber @ntos fumerosseriosde dos dgitos hay, debemos saberanios
nimeros podemos formar con estos cuatgitds.

Dado que tanto el primefigito como el segundo tienen 4 posibilidades cada
uno, entonces existen-d4 = 16 nimeros serios.

. A continuadbn presentamos dos soluciones.

Primera solucion

Identificamos con las letrdd, E, F, G, H e | los puntos de intersedni
de los segmentos punteados con los |a&iBs BC, conx la medida de los
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segmentos iguales del laB€ y cona, b y ¢ las medidas respectivas de los
segmentos punteados.

Figura 4.7: Identificadéin de puntos y medidas de segmentos punteados.

Dado que los segmentos punteados son paralelos aNBdenemos que los
triangulosADEC, AFGCy AHIC son semejantes al imguloAABC. Lue-
go, tenemos que los lados correspondientes de eshogtitos son propor-
cionales a los lados correspondientes dahguloAABC. En consecuencia,
obtenemos que

AB DE
BC EC’
o lo que es lo mismo
4cm a
Ax 3
de dondea = 3 cm. Similarmente, tenemos que
4cm b 4cm ¢
% x 7 & X

Asi b=2cmyc=1 cm. Por lo tanto, la suma de la medida de los tres
segmentos punteados es igual a

at+b+c=6cm.

Segunda soludn

Formamos el paralelogramdBCB poniendo sobre el segme&€ el triangu-
lo AABC congruente con el tangulo AABC. Luego, extendemos los seg-
mentos paralelos AB como mostramos en la Figu#as.
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A

Figura 4.8: Paralelogram®BCB.

De la simetra y por los segmentos punteados en la FiguBaobservamos
que obtenemos exactamente un segmento con igual medidaByesto es
4 cm, y otro que mide la mitad. Luego, la suma de la medida déréss
segmentos punteados es iguél em.

. Para resolver este problema primero ubicaremos a losraes de izquierda
a derecha, sém su edad, de menor a mayor, teniendo en cuenta los datos
proporcionados.

Asi tenemos que

Carolina — Antonio— porque Antonio es mayor que Carolina.
Antonio — Diana— porgque Antonio es @&s joven que Diana.

Luego, como sabemos que el esposo de Carolina es el mayaugel go-
demos organizarlos de la siguiente manera

Carolina — Antonio — Diana — Esposo de Carolina.

En consecuencia, deducimos que el esposo de Carolina esré@snpor lo
tanto laGinica opobn correcta es quéarolina es mas joven que todos y su
marido es Bernarda

. Sabemos que podemos seleccionar un tipo para cada uraaianes de
carne, acomgente y bebida. Agpodemos elegir un plato de varias maneras.
Por ejemplo, podamos escoger cuy, papa Yy eaf
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Carne| Acompdiante| Bebida

3 4 2

Tabla 4.7: Nimero de opciones de cada componente de un plato.

Por lo tanto, podemos escoger el plato desx 2 = 24 maneras distintas

Otra forma de ver la solucion

Sabemos que podemos selecciolmacamente un tipo para cada una de las
opciones de carne, aconijznte y bebida, por lo cual podemos elegir un pla-
to de varias maneras. Apor ejemplo, en la Figurd.9, tenemos los platos
posibles que se forman si seleccionaroogen la opodn de carne.

imonada
Pap

Cafe

imonada

adur
K‘Café
Cu

\ ___Limonada
ca___

Yu
Cafe

imonada
Laplngac%I
o

Cafe
Figura 4.9: Opciones de platos con eléccde cuy como carne.

Luego, tomandauy en la opodn de carne hay 4 2 = 8 opciones distintas
de pedir el plato.

De igual forma, si escogemos pollo o res téadros 8 opciones de formar
platos diferentes por cada uno. Por lo tanto, podemos @lggaito de 3< 8 =
24 maneras distintas

7. Mafa sabe que solo uno de sus cuatro hijos dice la verdad. Anaitios
cada uno de los casos por separado, dependiendo de quaeticishdo la
verdad.

Caso 1. Abel dice la verdad.
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Entonces Abel y Byron tamén estdian diciendo la verdad, lo cual no puede
ser. A3 Abel no fue quien queldrel jarton.
Caso 2. Byron dice la verdad.

Como ya sabemos que Abel no es el responsable, entoncemtrade la
afirmacbn dicha por Byron que quien québel jaron fue Daniel. Pero en
este supuesto Daniel tanglni estaia diciendo la verdad, lo que es imposible.
De donde, podemos concluir que Daniel tampoco fue el reghimy esh
mintiendo al asumir la culpa. Luego ehico que dijo la verdad debiser
Carlos, el cual es el siguiente caso que consideraremos.

Caso 3. Carlos dice la verdad.

Entonces Carlos tampoco fue el culpable. Por lo tantonado que no po-
demos descartar es Byron, esto significa yeon fue el responsable de
quebrar el jardn.

. Podemos tomar el ladaC del cuadraddABCD como base de los fingulos

ADCE y ADCFE'. Adenas, sabemos que los puntBsy E’ pertenecen a
un segmento perpendicular al laéd, en consecuencia este segmento es
paralelo al laddDC, por lo queE y E’ se encuentran a la misma distancia
del ladoDC, esto significa que los dos dngulos tienen igual altura, y en
consecuencial area es la misma

. Dado que en unimero los ceros a la izquierda no se tienen en cuenta, esto

es por ejemplo 00100 en realidad es igual a 100; lo mejor eatbauidado-
samente de izquierda a derecha lagtds diferentes de cero que aparecen en
el nUmero. De esta manera, al borrar los primeros odbda$ distintos de
cero, obtenemos elumero

B3X020176X020177102017% 000017710201# 177102017

Sin embargo, notemos que si continuamos borrando fospos dos titos
distintos de cero, es decir el 1y el 7, teiaanos el mmero

X77102017= 7102017

el cual tiene al 7 como su primetgito y este es un valor muy grande para es-
tar en la cifra correspondiente a los millones. Deiagoncluimos que no era
conveniente borrar eliimero 1, sino que debemos borrar otro que nos ayude
a formar un imero menor. De donde, cancelamos los dos@ros 7 conse-
cutivos. A3, el numero obtenido tendrel menor aimero de @gitos posible y
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10.

11.

es el menor de losiimeros que podemos formar. Por lo tanto, obtenemos el
nimero
177102017= 1102017

o lo que es lo mism@’102.017.

Dado quex = 30° y y = 45°, entoncesa = 150° y B = 135'. Adenas, co-
mo sabemos que la suma de &wgulos interiores de un émgulo es 187
entoncez = 105°. En consecuencid, = 75°. Por lo tanto,

a+fB+6=150+135 +75
= 360".

Observemos que la solaci de este problema en realidad no depende de la
medida de lo&ingulosxy y. Dado que las parejas éagulosxy a,yy By z
y 6 son suplementarios, tenemos que

X+ a =180,
y+pB =180 vy
z+6=180.

Luego sumando estas tres ecuaciones, obtenemos
X+y+z+a+p+6=>540
y como la suma de logngulos interiores de un émgulo es 18Q entonces
X+Yy+z=180,
por lo cual reemplazando, concluimos que
180 +a + B+ 6 =540,

es decir

a+ 3+ 6 =540 —180 = 360".

Teniendo en cuenta édigo dado tenemos que

el 6 corresponde alaL,
el 7 corresponde a la A,
el 4 corresponde a la M,
el 3 corresponde a lal,
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y ad sucesivamente. A partir de dguealizando las sustituciones adecuadas
en el mensaje secreto, obtenemos que el mensaje de Fra@gisco

LA PAZ COMIENZA CON UNA SONRISA .

12. Identificamos los dados cd@h,D», D3 y D4 como mostramos en la figura a
seqguir.

D,

<%
R

Dy

Figura 4.10: Identificaéin de los dados del problema.

Sabemos gue cada dado tiene dos caras ocultas y @uepegjadas con las
caras de otro dado. Dado que en la suma no importa el ordeis daneros
podemos llamar las caras ocultas y pegada$gpon Dj» para cada uno de los
dos dados, donde=1,2,3 0 4, se@n sea el caso. Por ejempldz, representa
la segunda cara oculta del daide.

Siguiendo el hecho de que los dados stimticosy que la suma de los puntos
de dos caras opuestas es 7, tenemos que las dos caras aaludtzdod, son
4y 6, a$ podemos escribiD,; = 4 y Dy» = 6. Analogamente, tenemos que
D11=6yDi2=3.

Adicionalmente, tenemos que una de las caras ocultas delDliaés 5 y
gue la otra debe ser 1 0 6. Sin embargo, puesto que los dadidésicos,
podemos girar el dadb, para obtener el dadD, como se muestra en la
Figura4.11, entonces concluimos que la otra carddedebe ser 1.
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< &2

7

D2 D4

Figura 4.11: Giro del dadD», para obtener el dadog,.

Reunimos esta informaimn en la siguiente tabla donde colocamos las posibi-
lidades para las otras caras restantes.

D11 | D12 | D21 | D22 | D31 | D32 | Da1 | Da2
6 3 4 6 [205/106| 5 1

Tabla 4.8: Posibilidades para las caasy Dj»> parai =1,2,3y 4.

Asi podemos calcular las cuatro posibles sumas que se puetigrenltomo
mostramos a continud.

D11 | D12 | D21 | D22 | D31 | D32 | Da1 | D42 | Suma
6 3 4 6 2 1 5 1 28
6 3 4 6 2 6 5 1 33
6 3 4 6 5 1 5 1 31
6 3 4 6 5 6 5 1 36

Tabla 4.9: Posibles sumas que podemos obtener.

Entonces la suma de las caras ocultas y pegadas de los dadosles31,
pues esta es lanica de las posibles sumas que es iimearo primo.

4.3 Fase final

1. Existen varias formas de obtener éhmero 2017, para contar eimero total,
vamos a tener en cuenta la po&itide los imeros 7 de la @gfica. Por ejem-
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plo, con el 7 de la primera fila, solo se puede de una manera owstramos
con lineas punteadas en la siguiente figura.

2mmmms Qmmmms 1 mmmm> 7 (D)

7
Figura 4.12: Nimero de formas de obtener 2017 usando el 7 de la primera fila.

Hacemos lo mismo con el 7 de la segunda fila.
2===>0===>1—>7(1

¥ v v
0m==>1-==>7(3)

| |

e

|

y
Figura 4.13: Nimero de formas de obtener 2017 con el 7 de la segunda fila.

Asi tenemos que hay tres maneras de escribir 2017 con estelizaress |0
mismo con los otros 7’s para obtener la figura, en la cual amael umero
de formas con cada 7.

2 0 1 7D

| |

0—1—>7(3)

|

1—703)
@

Figura 4.14: Nimero de formas de obtener segcada 7 por fila.
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Asi en total hay & 3+ 3+ 1 = 8 formasde obtener eliimero 2017 siguiendo
la direccbn de las flechas.

Resaltamos que este problema ta@nise soluciom en el Captulo 1 usando
la estrategia de grafos.

2. Presentamos dos soluciones usando dos particionesrdésrde la figura.
Primera solucién

Realizamos la siguiente pariiei en la figura dada.

3cm

Figura 4.15: Parti@n en la figura del problema.

En consecuencia, tenemos que el cuadrado se puede dividlireegngulos
de igualarea, la cual es

Area del cuadrado 9 3
6 - 6 sz - é sz.

Ademas, vemos que 3 de los raagulos sin sombra forman uno de los aacju-
los de la partiddn realizada, por lo tanto cada uno tiéarea igual a

3
De esta manera, @rea de la re@in sombreada es

- , T 3
Area de un re@ngulo de la partiéin _ % - g o — % orr?.

Area del cuadrade 5 x Area de un re@ngulo sin sombra, es decir
1 1
9 cnf — 5 x 5 cn? = ;cmz.

Segunda soludn

Fraccionamos el cuadrado dado, extendiendo los lados dedéagulos da-
dos como se muestra en la figura a contindiaci
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Figura 4.16: Fraccionamiento de la figura dada por el problema.

Luego, dado que drea del cuadrado es 9 €m como este se divide, ver
Figura4.16 en 18 recingulos iguales, de los cuales 13amssombreados,
concluimos al usar fracciones queaeta de la regn sombreada es

13 13

1—8><9CITF—?CI’n.
. Observemos que

4+4+4—4 ueso

33tz T *Auesos

los cuales pesan

18
3 = — libras
5

6

>< J—

5
; 18 :

Asi que para que tengamos<5§ = 18 libras, debemos tenerb4 = 20

quesos

. EImensaje enla caja 2 no puede ser verdadero, pues entmeensaje en la
caja 1 o en la caja 4 tan#m seran verdaderos. Asabemos que los mensajes
en las cajas 1, 2 y 4 son falsos. Por lo tantdjreto mensaje verdadero es el
gue esh en la caja 3 y a$os dulces estaban endaja 2

. Inscribimos en un cuadrado étaulo que incluye la re@in sombreada, usan-
do los radios indicados en la figura dada por el problema, c@mouestra en
la Figura4.17a
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() (b)

Figura 4.17: Desplazamiento de regiones sombreadas.

Por lo tanto, elarea que buscamos correspondaraia del re@ngulo som-
breado en la Figurd.17h Asi, el area de la regin sombreada es

2 cmx 4 cm= 8 cn?.

6. Los rumerosgquimbolosentre 0 y 10 son

12-0°=1-0=1, 42 _-32-16—-9=7,
22_-12=4-1=3, 52— 42 =25—-16=29.
P2 -22-9-4=5

Asi los nimerosquimbolosmenores que 10 coinciden con losnmeros im-
pares entre 0y 10, esto significa caue 5. Ahora para saber antos rime-
ros quimboloshay desde el 100 hasta el 120, podemos ver que estos son los

niumeros impares en este rango, es decir: 101, 103, 105, 197110, 113,
115,117y 119. Por lo tantb,= 10.

Luego,
aobo L 1_-5_-1
10 5 50 10°
Asi

20(a@b)+5=20(1—;) +5=-2+5=3.

7. Dado que Andrea deuna respuesta sin contestar la suma feiero de res-
puestas correctas y dalimero de respuestas incorrectas debe ser 14. Aslem
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recordemos que por presentar el examen Andrea ya tiene idspEor ejem-
plo, si Andrea hubiera respondido 10 respuestas correctagsgpuestas in-
correctas, el puntaje que obteradsera

10x 4+ 4x (—1)+15= (40— 4) + 15= 36+ 15=51.

A continuacon presentamos mediante una tabla diferentes ejemplos-de po
sibles puntajes que pddrhaber obtenido Andrea dagsea el imero de
respuestas correctas e incorrectas.

No. de respuestasNo. de respuestas _
_ Puntaje
correctas incorrectas
14 0 71
13 1 66
12 2 61
11 3 56
10 4 51
9 5 46
8 6 41
7 7 36
6 8 31
5 9 26

Tabla 4.10: Algunos posibles puntajes de Andrea.

Es claro que si continuamos con la constranaile la tabla cada vez apare-
celan puntajes menores. Como el puntaje obtenido por AndredXfuesto
significa que el amero de respuestas correctas de Andrea fugron

8. (a). Observemos que cada fila se construye pegando emezhextierecho de
la fila anterior dos letras, las cuales pueden ser RM, UD, BRI, @R,
MU, DE, NA o RO. En la siguiente tabla vemos cuales parejastiad
se adicionan en cada una de las 10 primeras filas. Esta tabfenuitia
determinar el imero de veces que aparexé letra O.
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_ Letras _ Letras ) Letras
Fila Fila Fila
adicionadas adicionadas adicionadas
RM 5 AR 8 DE
ubD 6 OR 9 NA
4 EN 7 MU 10 RO

Tabla 4.11: Letras adicionadas en cada fila.

Dado que la O es la primera letra de la constroiccesta aparecaren
las 10 filas, adeés podemos ver que nuevas letras O se agregan a la
construcaobn a partir de las filas 6 y 10.

Dado que cada adimn que contenga la letra O se repetn la piamide

de ah en adelante, debemos contar una letra O en cada una de gas fila
siguientes. Ak por ejemplo, como OR se agrega en la sexta fila, enton-
ces hasta la&tima fila esto lleva a que la O aparezca 5 vecas.r&n
consecuencia tenemos

OR— 5veces,
RO — 1 vez.

Por lo tanto, con 10 filas la O aparead6 veces

(b). Observemos que la primera vez que se forma la palabralWAR
completa es en la 5ta fila. Deiadn adelante la palabra ORMUDENAR
aparecex una vez en las filas 5,6,7,8 y 9. Como se agregan dos letras en
cada nueva fila, la pxima vez que apareée©ORMUDENAR sea en la
fila 10, pues esta palabra tiene 9 letras. Siguiendo con asb@amien-
to la palabra no volvéra completarse hasta la fila 14. En consecuencia
tenemos que

Aparece una vez en cada fila entre las filas 5y 9 veces,
Aparece dos veces en la fila 10 2 veces.

Por lo tanto, aparece en totalk® = 7 veces

(c). Siguiendo con el razonamiento anterior tendremos guadixima vez
gue se completa la palabra ORMUDENAR es en la fila 14. De esta ma
nera organizamos la informaxi en la siguiente tabla.
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Filas | Repeticion por fila Total

1-4 0 veces 0

5-9 1 vez por fila 5
10-13| 2vecesporfila | 2x4=18
14-18| 3vecesporfila | 3x5=15

Tabla 4.12: Repeticiones por fila de ORMUDENAR.

En consecuencia, hasta ada palabra ORMUDENAR apareti28 ve-
ces. Como la @ixima vez que se completa la palabra ORMUDENAR es
en la fila 19, esto implica que en las filas 19 y 20 aparece 8 veass
completando 36 veces. Esto significa que si la constoadigne 20 filas

la palabra ORMUDENAR apareceB6 veces



(5. Soluciones Nivel Il (Octavo y Noveno)

5.1

Primera fase

1. Para este problema presentamos dos soluciones.

Primera solucion
Vamos a denotar caX a la cantidad de semillas. Como el lunes sien#xda

X, entonces le restan
1 2
X—=X==X.
3 3

Luego el martes siemb%ade lo que le hala quedado, entonces le restan
2 1/2 2 1
X—=[=X]==X-=X
3 4 (3 ) 3 6

4—-1 1

. , . 1
Por lo tanto, la fracéin que le queda para lagima siembra ea.

Segunda soludn

Tambén es posible obtener la sol@nia partir de la interpretaim grafica
de fraccon sobre una unidad cualquiera.iAsi tomamos la unidad que re-
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presenta la cantidad inicial de semillas como elaegtlo en la Figur&.13
1 : , . :
entonces§ de esta unidad es la régi sombreada en la Figutalh

(@) (b)

. L 1
Figura 5.1: Representdxi grafica deé.

Asi, para determinar la cuarta parte de las semillas restaitedimos en
cuatro la reghn sin sombrear como ésén la Figuré.2a De aqu la repre-
sentaadn grafica para'}1 de las semillas que quedan, la cual mostramos en la
Figura5.2h equivale a sombrear uno de estos cuatrcaregilos.

(a) (b)

()

Figura 5.2: Representdxi grafica de otras fracciones.

Luego observamos que la régien blanco representa las semillas que sobran
y la gris las que se han gastado con respecto a la cantidadhsenicial,

es decir quei@n tenemosé de la cantidad inicial de semillas como vemos en
la Figura5.2c

2. Para iniciar nombramos algunasriices en la siguiente figura.
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Figura 5.3: Marcamos algunogntices en la dfica.

Ahora notemos que drea del tangulo AABC es igual a la del téngulo
ABCD, pues tenemos que las bag€sy CD para ambos téingulos tienen
la misma medida. Adeas la altura del tangulo AABC, que cae sobre la
extensdn de la bas@&C, es tambén altura del tAnguloABCDy ad ambos
triangulos tienen igudrea.

Luego podemos trazar las diagonales deldgexo interno como en la si-
guiente figura.

Figura 5.4: Diagonales trazadas en lafgra del problema.

Si observamos con detenimiento se forman 1&htulos que tienen la mis-
ma area. Ahora como drea del heiigono es 54 c# entonces elrea de
cada uno de los 18 &ngulos formados % cn? = 3 cn?. Dado que la re-
gibn sombreada estompuesta por 12 &mgulos, entonces suwea es 3 cm
12 cm= 36 cn?.

Existen otras particiones del hagono original que igualmente llevan a la
solucbn, a continuadn presentamos dos de estas e invitamos al lector a
solucionar el problema con ellas y a pensar en otras poghléisiones.
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Figura 5.5: Dos particiones extra de lafica del problema.

3. De la informaddn que nos han dado iremos analizando el caso de cada unoy
ad podremos dar algunas conclusiones que luego organizard?oo ejem-
plo,

= Maria tiene un animal que tiene pelo, pdser un gato o un perro, pero
a Maia no le gustan los gatos. Por lo tanto Madebe tener un perro.

= Luisa tiene un animal que tiene cuatro patas, nuevamentge@Eer un
gato o un perro, pero dijimos que Matiene un perro. Por lo tanto Luisa
debe tener un gato.

= Pedro tiene ungjaro, y elunico pajaro de los cuatro animales es el cana-
rio, ad que Pedro tiene el canario.

= Julian tendra el animal que nos hace falta que es el pez rojo.

Ahora podemos organizar la informéanique tenemos en una tabla para que
nos sea ras sencillo poder determinar que afirn@aces falsa.

Perro| Gato| Canario| Pez rojo
Maria| X
Luisa X
Pedro X
Julian X

Tabla 5.1: Informadn del problema.

En conclusbn la afirmaddn que no es verdaderalegisa tiene un perro.
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4. La expresin es igual a

2017017 2017017 201707

- - — 201795
2017+ ---+2017 2017x 2017 2017 0

5. Comenzaremos revisando los primeros saltos que Caterine

Salto1:1 —5,
Salto 2:5 —(9 ,
Salto 3: 9 — 4 ,
Salto4:4 —(8 ,
Salto5:8 —( 3,
Salto6:3 —( 7,
Salto7:.7 — 2 ,
Salto 8: 2 —(6 ,
Salto9:6 —1 .

Podemos observar que a los 9 saltos vuelve al punto inig#d, leace que

el proceso se repitaaicamente, es decir que en el salto 18 otra vez astar
parada en € 1 . En consecuencia, en el salto 19 se encoatearel 5 , en

el salto 20 en € 9 y ad sucesivamente.

De esta manera para identificar la equivalencia entre cétidaledemos tener
en cuenta los mitiplos del ramero 9 como punto de partida. Por ejemplo,

18=9x 2+ 0— Salto 18 = Salto 1,
19=9x 2+ 1— Salto 19 = Salto 2,
20=9x 2+ 2 — Salto 20 = Salto 3,

26=9x 2+ 8 — Salto 26 = Salto 9,
27=9x 3+0— Salto 27 = Salto 1.

De aqu, dado que
2017=9x 224+1,

tenemos que en el salto 2017 eatan el 5 .

6. A continuacdn presentamos dos soluciones.
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Primera solucion

Sabemos que Nelcy contédbien el 70% de las 30 preguntas de aétim
ca, lo que corresponde a 307/0% = 21 preguntas correctas de Ariica.

Ademas, conocemos que del total de preguntas respdmen el 80% lo que
representan 80 80% = 64 preguntas correctas en la prueba.

Ahora, al total de preguntas correctas le restamos las gpemdo correcta-
mente de Aritngtica para obtener la cantidad de preguntas de Genugie
respondd correctamente, esto es

64— 21 = 43 preguntas correctas de Georieetr
Porultimo, como eran 50 preguntas de geon@etntonces Nelcy se equivinc
en 50— 43 = 7 preguntasde Geomeia.
Segunda soludn

Dado que el alculo de porcentajes tandni lo podemos expresar por medio
de fracciones, para representar el 70% de las preguntasitdegefica en la

Figura5.6 distribuimos las 30 preguntas en 10 regiones y sombreames 7 d

70 7
ellas, puesto que 70% 100~ 10°

3[3[3[3]3
3[3[3[3]3

Figura 5.6: Representdxi gafica del 70% de 30.

De la figura anterior concluimos que Nelcy obtuvx 3 = 21 respuestas
correctas y 3« 3 = 9 respuestas incorrectas en Ar@tica. Razonando de
esta manera, sabemos que de las 80 preguntas realizadas chietesd el
80% correctas, lo cual representamos en la Fi§ufa

8/8[8] 88
3/8|/8] 88

Figura 5.7: Representdxi grafica del 80% de 80.

Luego concluimos gue en total tuvo<B = 16 respuestas incorrectas y como
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en Aritmética obtuvo 9 erradas, entonces en Geomdéallo en 16-9 =7
preguntas

7. Para realizar esta operagicomenzaremos resolviendo los gaesis ras
internos y continuaremos con las operaciones hacia afderpezamos cal-
culando

549 =1, puesto que 9 es éhico cuadrado entre 5y 9

Luego

[(549)#16] = 1416 =4,
dado que entre 1y 16 ést los cuadrados 1, 4, 9y 16. Dd glue, como hay
cuatro cuadrados entre 4 y 30, concluimos que

[(549)%16] #30=4430=4.

8. De las igualdades dadas, se sigue que

w

gl wollw

il

o
|

|
Q

oloTlo

Luego,

9. Primera solucion

Para resolver este problema trataremos de encontrar imuate pueda dar-
nos la respuesta que necesitamos. Con esto en mente vamlzsilarda
diferencia entre dos elementos consecutivos de la fugesImo sigue:

la diferencia entre 8y 2 es 6,
la diferencia entre 18y 8 es 10,
la diferencia entre 32y 18 es 14.

Podemos observar que la diferencia va aumentando 4 en cada pame-

ros consecutivos en la sucasj de esta manera, para encontrar el siguiente
termino de la sucesn debemos aumentarle a la diferencia anterior 4 y ese
resultado sumarlo dlltimo elemento de la sucési que se lleva hasta el mo-
mento. Dado que laltima diferencia fue 14, entonces labgima diferencia
seid 14+ 4 = 18. Luego el siguiente elemento de la sugess 32+ 18= 50.
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Segunda soludn

Observemos que losimeros de la sucdsi son pares, entonces si dividimos
por 2 los €rminos dados de la sucési obtenemos 1, 4, 9y 16 los cuales
todos son cuadrados perfectos consecutivos.cAso el cuadrado que le
sigue a 16 es 25, entonces el siguiedanino en la suce8n original es

2 x 25=50.

10. Recordemos que losgitos diferentes de cero son: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9.
Notemos que si Steven escribe el 1 no puede escribir el 9 pagBUMa
dafa 10. Similarmente, tenemos que

si escribe 2 no puede escribir el 8,
si escribe 3 no puede escribir el 7,
si escribe 4 no puede escribir el 6,

y viceversa, pues la suma es conmutativa. Dado que hay @aagf@s, donde
si escribe el uno entonces no puede escribir el otro y fuenmo dos rumeros
escritos en el tablero, definitivamente Steven délaiber escrito 3.

11. Dado que los taingulosAABCy ACDE son equiateros y congruentes, en la
Figura5.8 agregamos una marca para indicar los lados que tienen laamism
medida.

Figura 5.8: Identificadin de segmentos congruentes.

Observemos que el fmguloAACD es i9sceles, de esta manera &gulos

de la base son congruentes y coma@mgjulo £ ACD mide 80, entonces la
suma de las medidas de lasgulos de la base debe ser igual a 100. Es decir
gue la medida dedngulo£ ADC es 50. Adenas, el trangulo ABCD tam-
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bién es isceles y como la medida dahgulom(z BCA) = 60°, dado que el
trianguloAABC es equihtero, tenemos que

2m(%CDB) = 180" — (80° + 60°) = 40°.

Esto significa quen(x CDB) = 20° y por lo tantom(% ADB) = 30°.

12. Recordemos que undrigulo esi formado por tres lados o lo que es lo mis-
mo por tres @rtices distintos. Primero podemos observar que en la fggira
tienen 12 trangulos pequ®s, como los sombreados en la Figtira

Figura 5.9: Ejemplo de @angulos pequ®s sombreados.

Adicionalmente, se pueden contar 4afrjulos medianos cada uno confor-
mado por dos téngulos pequ®s como el que se muestra sombreado en la
figura a continua@n.

Figura 5.10: Ejemplo de tingulo mediano sombreado.

Finalmente, la figura contiene otros 4atmgulos grandes conformados cada
uno por 4 trangulos pequ®s, como el de la siguiente figura.

Figura 5.11: Ejemplo de &ihgulo grande sombreado.

Por lo tanto, en total se tien@0 triangulosde taméos diferentes.

13. En la géfica podemos realizar las siguientes divisiones.
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14.

15.

5.2

(EEEE)

Figura 5.12: Gafica con divisiones.

De esta manera tenemos dos cuadrados, formandmasegbn sombreada
dearea Aa. Ademas, con las regiones restantes formamositoulo dearea
b. Asi el area encerrada por lmka gruesa esa2- b.

Ver la soluadn dada para el Probleni& en la primera fase del nivel I. Re-
saltamos que este problema dgita se us en los dos niveles, incluso lo
podemos usar tanto confrms como con adultos.

Primero observemos que aquellésnmeros que tienen al 7 en alguno de sus
digitos son:

7,17,27,37,47,57,67,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79,87,97.

19 nimeros

Por otro lado, los ameros entre 1 y 100 iftiplos de 7 son:

7,14,21,28,35,42 49,5663, 70,77,84,91, 98,

14 nimeros

Por lo tanto, al contarlos sin tener en cuenta las repetsiabtenemos 30
nimeros. Es decir, que en total se tienen 2&D = 70 nimeros que no
tienen al 7 entre sudgitos y no son niltiplos de 7.

Segunda fase

. Para este problema presentamos dos formas diferentbesstenla soludn.

Primera solucion

Organizaremos en una tabla la inform@acidada en el problema, de la si-
guiente forma. A partir de las afirmaciones realizadas pada cino de los
estudiantes escribiremosSi» 0 «No» dependiendo del municipio del que
provenga cada uno de ellos.iAmr ejemplo, la primera afirmam nos dice
gue Andgés no es de dguerres ni de Consag/ como esta afirmaan tam-
bien es valida para el joven de Ipiales, concluimos que Askampoco es de
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Ipiales. De esta forma, ubicamos estas conclusiones emglmda columna
de la Tablab.2.

Andrés| Bernardo| Carlos| David

Ipiales No

Olaya Herrera

Tuquerres No

Consaéa No

Tabla 5.2: Inclusin de la primera afirmagn.

Teniendo en cuenta que todos |68g¢nes son de municipios diferentes, tene-
mos que ekSi» solo puede aparecer unavez en cada filay en cada columna de
la tabla donde agrupamos la inform@ei Por lo tanto, en la Tabla 3, agre-
gamos«Si» en la posiadn faltante de la columna correspondiente a &sdr
adenas, completamos coiNo» las posiciones vaas en la fila de Olaya He-

rrera. De lo anterior obtenemos que Aeslipertenece al municipio de Olaya
Herrera.

Andrés| Bernardo| Carlos| David

Ipiales No

Olaya Herrera Si No No No

Thquerres No

Consaéa No

Tabla 5.3: Resultado de la primera afirn@aci

Continuando de esta manera, por la segunda afitmaicicluimos en la Tabla
5.4que Carlos no es de Congad de Tuquerres. De donde, completamos con
«Sli» el espacio vao que nos queda en la posidn de Ipiales de la columna
correspondiente a Carlos y luego agregariés» a las casillas faltantes en
la fila de Ipiales.
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Andrés| Bernardo| Carlos| David

Ipiales No No Si No

Olaya Herrera S No No No
Taquerres No No
Consaé No No

Tabla 5.4: Resultado despside incluir la segunda afirmaai.

Finalmente, siguiendo el proceso realizado, completaouzsla informaadn
en la Tabla5.5 pues de ldlltima afirmacbn tenemos que David no es de

Consaa.
Andrés| Bernardo| Carlos| David
Ipiales No No Si No
Olaya Herrera S No No No
Taquerres No No No Si
Consaé No Si No No

Tabla 5.5: $debe aparecer una sola vez en cada fila y columna.

De la Tablas.5 concluimos que el estudiante de CoréssasBernardo.
Segunda soludn

En este proceso usaremos dgjikca para buscar la soldei. De la primera
afirmacbn sabemos que Angls debe ser el estudiante de Olaya Herrera, pues
no conoce Tquerres ni Consacy él tampoco es de Ipiales, pues se dice
que lleg a Pasto temprano como lo hizo el chico de Ipiales. De la skgun
afirmacbn tenemos se dice que Carlos no es dguerres ni de Consagc
pero como ya sabemos que Aédres de Olaya Herrera, entonces Carlos es
de Ipiales. Finalmente, como sabemos que David no es de €opsea la
tercera afirmadin, concluimos que el estudiante de ColsasBernardo.

2. Sabemos que area de unicculoC de radior est dada por

A(C) = mr?.
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De esta manera, elrculo mayor y menor, tienearea

AC)=m3?=91 vy
A(Cy) = m2% = 4,

respectivamente. Adeas, tenemos que

AC)=P+Q y
A(Cz) =Q+R

Luego restando estas dos igualdades, tenemos
A(C1) —A(C) =P-R,
de donde
P—R=5m

Pero comd = 3R, entonces R = 570 lo que es o mismo

5
R=-rm.
2

Finalmente, com@ = A(C;) — R, obtenemos

5 3
=4nm—-1m= 1L
Q 2 2
3. Denotamos coA Y B respectivamente, la segunda y tercera cifras que quere-
mos determinar en la diferencia dada. Es decir,
Xy z
—Z Yy X
4 A B
Luego, haciendo la diferencia en las unidades tenemoz gue= B. Sin

embargo, coma > z, debemos “prestar” una decenaydeara hacer la resta,
de donde en realidad tenemos que

10+z—x=B. (5.1)

Analogamente, como yalo disminuimos en 1, para realizar la diferencia en
las decenas “prestamos” una decena bBo que usualmente representamos
por



116 Soluciones Nivel Il
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Por tanto, tenemos que
(1O+y_ 1) —y= A7

de donde simplificando obtenemos due 9. Finalmente, de la diferencia en
las centenas, llegamos a que

(x—1)—z=4.
Asi de estalltima ecuadn concluimos que

X—2=>5. (5.2)

Luego, reemplazandé (2) en 6.1), tenemos quB = 10— 5= 5. Por lo tanto,
la segunda vy la tercera cifra sBry 5, respectivamente.

4. Recordemos que una progdasiaritmetica es una suceési de rumeros en
la que cadaérmino, excepto el primero, se obtiene sumando al antenor u
nimero o cantidad fija que llamamos diferencia. La diferepaiede ser po-
sitiva 0 negativa. Por ejemplo, la siguiente suaesi

258111417,...

es una progresn aritméetica donde la diferencia es 3.

De esta manera, dado que la diferencia entre 16 y 27 es 11,déaganal
que contiene al 16 y al 27 el siguiente@mero debe ser 38 y el siguiente a ese
es el 49. Ahora en la columna en la que se encuerteaemos que entre el
21y el 49 hay 4 espacios y dado que la diferencia entre ell28,gsodemos
deducir que la diferencia entre cada uno de los elementasecotivos de

28 ) . .
esta columna es4— = 7. Adl, podemos ir completando la tabla como sigue.
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21
16 28
27 35
38| X

49

Figura 5.13: Algunos de los elementos en la tabla.

Por lo tantox es42.

5. De la factorizadn prima de 306 22 x 3 x 5%, podemos construir una tabla
gue contenga y y con las caractésticas solicitadas como mostramos a con-
tinuacon.

X Yy X+Yy

22 3x5%| 79

22 % 3 5 | 37
22 x 52 3 | 103
22x3x5| 1 | 301

Tabla 5.6: Posibles valores patrg y.

De donde concluimos que el menor valor que puede tomares37.

6. Existen cuatroigitos que son iimeros primos 2, 3, 5y 7. Esto significa que
para formar un @ameroseriotenemaos cuatro posibilidades para canptd y
ad existen 4x 4 x 4 = 43 = 64 nimerosserios de tres dgitos.

7. Dado que los tangulosAABCy ADEF son equiateros, todos suangulos
son congruentes y miden 8@d podemos ver que

M(%CAF) =55 y m(.DFA) = 45

De tal manera, podemos completar ésgyulos como en la siguiente figura.
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Figura 5.14: Algunosingulos adicionales en la figura.

Recordemos que la suma de la medida dedogulos de un tangulo es
igual a 180. As m(5AGF) = 180" — (55° + 45°) = 180° — 100° = 80° y
esto implica que tambn m(XCGH) = 80°. Comom(%C) = 60° entonces
m(%x) = 180 — (80° + 60°) = 40°.

8. Por el Teorema de Rigoras podemos encontrar las hipotenusas de cada uno
de los trangulos; esto lo resumimos en la siguiente figura.

1cm

l1cm

1cm|

1cm

Figura 5.15: Hipotenusas de losangulos en la figura dada.

Asi podemos ver que lanica afirmadin falsa e$a hipotenusa del triangulo
B mide 2 cm puesto que como vemos la medida de la hipotenugseda,/3
cm. Adenas, podemos verificar que todas las derson verdaderas.

9. De la informaddn suministrada podemos realizar el siguiente diagranm, do
deAvy B, representan a Andrea y Blanca, respectivamente.
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10.

11.

Figura 5.16: Diagrama que representa la inforrmaciel problema.

Esto significa de hag0 chicasen la reunon.

Dado gue entre los tres marcaron 17 goles, para que ebsta hiciera la
afirmacbn “marad mas goles que cualquiera de los otros dos delantecos

mo minimo Radamel debihaber marcad® goles Observemos, por ejemplo
gue siel hubiera marcado 8 goles (0 menos), entre los otros doatdeds
debefan haber marcado 9 goles (@&s), con lo cual puede darse el caso que
uno de ellos poda haber marcado al menos 8 goles.

Identificamos los dados c@n, D, D3 y D4 como mostramos en la siguiente
figura.

Figura 5.17: Identificadin de los dados del problema.

Sabemos que cada dado tiene dos caras ocultas y quepegjadas con las
caras de otro dado. Como en el producto no importa el ordeosd@&imeros
podemos llamar las caras ocultas y pegada$gpon Dj» para cada uno de los
dos dados, donde=1,2,3 0 4, se@n sea el caso. Por ejempldz, representa
la segunda cara oculta del daide.
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Siguiendo la regla de que los dos dados s@ntiidos y que la suma de los
puntos de dos caras opuestas es 7, tenemos por ejemplo qieslaaras
ocultas del dad®, son 4 y 6, aspodemos escribiD2; = 4 y Dy = 6. Si-
milarmente, tenemos gqugy; = 5, D17 = 6 y D12 = 3. Reunimos esta infor-
macibn en la siguiente tabla donde colocamos las posibilidasaleslas otras
caras restantes.

D11 | D12 | D21 | D22 | D31 | D32 | Da1 | Da2
6 3 4 6 |106/205| 5 (106

Tabla 5.7: Posibilidades para las catasy Di» parai = 1,2,3y 4.

Consideremos el producto

P = D11D12D21D22D31D32D41D 42
=6x3x4x6xD31xD32x5x Dgs.

Entonces para que este producto sea divisible plar &araD3, debe ser igual
a 5. Observemos que hasta el momento tenemo® @salivisible por 8, ya
queP =6x3x4x6x D31 x5x5x Dgp.

ComoP no puede ser divisible poffentonces ninguna de las caras faltantes
puede ser igual a 6, por lo cuag, = Do = 1.

Asi la suma de las caras pegadas es

6+3+4+6+1+5+5+1=3L

12. Sea el lado del cuadrado sombreado. Como la medida de los ladlcsae
drado nas pequio es 1 cm, debemos tener que el cuadrado ubicado en la
parte superior derecha tiene lage 1. Siguiendo de esta forma el cuadra-
do de la parte inferior derecha tiene lado de medid&2. As los otros dos
tienen lados que miden— 3.
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x—3

r—3x—3 r—2

Figura 5.18: Medidas de los lados de los cuadrados de la figura.

Luego como las medidas de los lados opuestos en uangaib son iguales,
entonces

X+X—1=X—3+X—3+X—2.
Asi
2X—1=3x—38,

de dondex = 7 y por lo tanto el cuadrado sombreado tiénea49 cn?.

5.3 Fase final

1. Observemos que a la figura de la baldosa podemos aplieaitiiente trans-
formacin.

Figura 5.19: Transforma@n aplicada a la figura del problema.

Naturalmente tenemos que &@lea del paralelogramo que se define tiene la
mismaarea de la baldosa. Adéxs, en esta nueva figura laseas de las re-



122 Soluciones Nivel Il

giones sombreadas y las blancas son iguales, por lo taffiaetie la re@in
3
sombreada en la baldosaéas
2. Hagamos un ejemplo de los saltos de Clarita. Recordensasajouede saltar

tres escaleras, es decir puede saltar de 1 en 1 o de 2 en 2 §gydkbe pisar
el sexto escén.

Figura 5.20: Un ejemplo de saltos de Clarita.

En la Figuras.20representamos un ejemplo de como Clarita odar sus
saltos. En este ejemplo, tenemos que
Del inicio salb al 1ler esc&in — 1 escabn,
del 1er escdln salb al 3er escdin — 2 escalones,
del 3er escdln salb al 4to escaln— 1 escabn,
del 4to escdin salb al 5to escdln— 1 escabn,
del 5to escdin salb al 6to escdln— 1 escabn,
del 6to escdln salb al 7mo escd@in— 1 escabn,
del 7mo escdn salb al 9no esc@ln— 2 escalones,
del 9no escdn salb al 10mo escén— 1 escabn.

Observemos que podemos contar por separadareero de formas en que
puede saltar del primer al sexto y del sexto&dicho escdin.

NUmero de formas para ir del primer al sexto escabn.

Como vemos, el ejemplo dado en la FigGra0podemos representarlo me-
diante sumas. Atenemos

6=1+2+1+1+1
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Dado que importa el orden en que Claritalds saltos, el problema es equi-
valente a contar de antas maneras se puede escribir el 6 como sumade 1'sy
2’s, pero teniendo en cuenta el orden de los sumandos. Foplejeno es lo
mismo que Clarita salte para ir del primer al sexto @statomo en la Figura
5.20 a que lo haga de la siguiente forma.

Del inicio salb al 1er escéin— 1 escabn,
del ler escdln salb al 2do escd@n— 1 escabn,
del 2do escdin salb al 3er esc&in— 1 escabn,
del 3er escdln salb al 5to escdln— 2 escalones
del 5er escdln salb al 6to esca@n— 1 escabn.

De esta manera, en la suma con la que representemos al 6,aetes@r en
cuenta el orden de los sumandos. Por ejemplo, lasuma 61+ 1+ 1+ 2,
representa 5 formas diferentes de subir los escalonegppes

6=1+1+1+1+2,
=1+1+1+4+241,
=1+1+24+14+1,
=1+2+14+14+1,
=2+1+1+14+1

Igualmente, observemos que la suma &+ 1+ 2+ 2 representa 6 formas
diferentes, como vemos a continuati

6=1+1+2+2
=1+2+1+2
=2+1+1+2
=1+2+241,
=2+1+241,
=2+2+1+1.

Tambén sabemos que61+1+1+1+1+1=2+2+ 2. Acontinuaobn,
anotamos al frente de cada suma @inero de formas que esta proporciona
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para ir del primer escah al sexto.

6=1+1+1+1+1+1—1forma,
=1+1+1+1+42— 5formas,
=1+1+2+2— 6 formas,
=2+2+2—1forma.

Asi Clarita puede ir del primer al sexto esmalde 13 formas diferentes.
NUmero de formas para ir del sexto al &cimo escabn.

Realizando un alisis similar podemos ver que Clarita puede saltar del 6to
al 10mo de 5 formas diferentes, puesto que

4=1+1+1+1— 1forma,
=1+1+2— 3 formas,
=2+2— 1 forma.

En consecuencia, por el principio de la multipligachay 13« 5 = 65 formas
diferentespara que Clarita salte del esgall al 10, pasando siempre por el
sexto escdin.

3. Denotemos cof,P y R, el nimero de latas que compraron Carlos, Pedro
y Ranbn, respectivamente. Similarmente daf Ep y Eg, representamos el
nimero de latas que compraron la esposa de Carlos, la espPsaldey la
esposa de Rabm, respectivamente.

De esta manera, tenemos que

C = Ec,
P = 2Ep, (5.3)
R = 3Egr.

Asi como el grupo comyiren total 16 latas, entonces
C+Ec+P+Ep+R+Er=16. (5.4)
Luego reemplazando las igualdades dé&)(en G.4) tenemos que
2Ec + 3Ep + 4ER = 16. (5.5)

En la ecuad@n (5.5) el lado derecho es par, com&gy 4Eg son pares, en-
tonces Ep debe ser par, pero esto solo es posibE,dambén es par. Como
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entre las cantidades de latas que compraron las espasasdagpar es 2, esto
significaEp = 2, lo que significa que la esposa de Pedro es Bibiana. Por lo
tanto, la ecuadn (5.5) se transforma en

2Ec + 4Eg = 10. (5.6)

Ahora, si la esposa de Carlos es Angela, entonces la espdiandm es
Carmen. AsEc = 1 y Er = 3. Sin embargo, estos valores no satisfacen la
ecuacbn (5.6), esto quiere decir que la esposa de Carlos debe ser Carmen.

Por lo tanto la esposa de Rames Angela, lo que implica que el apellido del
esposo de Angela ddart inez

4. De la primera afirmadn, tenemos que en ebdigo secreto no e&h ni el 1,
ni el 2, ni el 3. Luego de la tercera afirmanj se sigue que 6 es uigdo que
aparece en elarligo, pero que debe estar en la segunda o tercera @usici
Esto queda claro de la segunda afirmdacpor lo cual el 6 es élltimo digito
del nfimero. Adenas, de esta afirmam tambén resulta que 4 y 5 tampoco
son dgitos del @digo.

Por otro lado, de laltima afirmacdn tenemos que el 8 es el primégito del
nimero y de la cuarta que el 7 es uigitb presente en elacligo, pero que
debe estar en la segunda pa@iciPor lo tanto, el@digo secreto e876.

5. Como sabemos, los partesis nos dicen en que orden debemos realizar las
operaciones. Adesarrollaremos losatculos en este orden

2%k0=22-2x0+0°=4,
(2%0)k1=4%1=42-4x1+12=16-4+1=13

Por lo tanto,

[(2%0) %k 1] % 7=13%7=1F —13x 7+ 7> = 169— 91+ 49— 127,

6. Primera solucion

En la figura dada por el problema, marcamos los puAfdsy C, las longi-
tudesay by trazamos el segmenfc.
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Figura 5.21: Marca de puntos y longitud de segmentos en la figura del problema.

Observemos que los dos segmentos que se forman al cortagséalaD con

los segmento8Cy BC son congruentes. Por esta@aanarcamos su longitud
cona. Adenas esta es la altura delarigulo al que necesitamos calcular su
area. Luego, el tainguloAABCtienearea

6cmx9cm
2
Por otro lado el trapecico/AEDBtienearea

— 27 cnt.

(%’) 6— (6-b)3— 18+ 3b,

y el trianguloAEDC tienearea
bcmx3cm 3b
— - “cn?
2 2 ©
Asi,

A(~AEDB) + A(AEDC) = 18+ 3b+ ®_»

2
3
(3-1— §> b=27-18=09.

9 .
Esto eséb =9, lo que implica qué = 2 cm. Luego como 2+ b = 6, enton-
cesa=4yasa=2cm.

De esta manera,

En consecuencia, la régi sombreada tierarea

20m>2<6cm=6cmz.
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Segunda soludn

En la figura dada por el problema, marcamos los puAt@ C, Dy E.

Figura 5.22: Puntos en la figura del problema.

Notamos que los tangulosAABCy AADE son semejantes, de donde

BC AC
DE AE
es decir L
BC 6cm
3cm 9cm

Por lo tantoBC = 2 cm

Asi el area de la regin sombreada o lo que es lo mismaeta del ti@ngulo
AABCes

AC x BC 2
Cx C:6cm>< Cm:6cm2.

A(AABC) =
(AABC) > >

7. Podemos obtener el valor del pmeetro teniendo en cuenta elmero de blo-
gues usados para construir la escalera.

Usando 1 bloque- el peimetro es 42 = 6 cm,
usando 2 bloques> el peimetro es 42 x 3= 10 cm,
usando 3 bloques> el peimetro es 42 x 5= 14 cm.

De esta manera, observamos que cada vez que aumentamosvarblaie
gue sumamos 4 cdnietros al peémetro anterior, lo cual se evidencia en la
siguiente figura.
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N

1| 1 1| i
2

Figura 5.23: Adiobn de un bloque a la figura anterior.

Asi por ejemplo al usar 4 bloques el peetroesiguala4 14=4+2x7=
18 cm. En consecuencia, tenemos que una escalera consioniddloques
tiene

4+2x (2n—1),

cenimetros de pémetro. En conclu$in, una escalera con 2017 bloques tiene
pefimetro igual a 4+ 2 x (2 x 2017— 1) = 8070 cm

8. (a). Observemos que cada fila se construye pegando emezhexderecho de
la fila anterior dos letras, las cuales pueden ser RM, UD, HR|, @R,
MU, DE, NA o RO. En la siguiente tabla vemos cuales parejagtlad
se adicionan en cada una de las 10 primeras filas. Esta tablyndaa
a saber cantas veces aparece la letra R cuando la constmi¢enga 10

filas.
Fila | Letras adicionadas Fila | Letras adicionadas
2 RM 7 MU
3 ubD 8 DE
4 EN 9 NA
5 AR 10 RO
6 OR

Tabla 5.8: Letras adicionadas en cada fila.

Observemos que en las primeras 10 filas, una nueva letra Regmamn
las filas: 2, 5, 6 y 10. Dado que cada vez que se incluya una hetexd,
esta se repefiren la construcon de alhen adelante, debemos tenerla en
cuenta en las filas siguientes.iA®r ejemplo como RM se agrega en la
segunda fila, entonces hasta &ciina fila esto lleva a que la R aparezca
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(b).

(c).

9 veces. A continuadhn, resumimos elimero de veces que aparece la
letra R, a partir de cada una de las nuevas apariciones.

RM — 9 veces,
AR — 6 veces,
OR — 5 veces,
RO — 1 veces.

Por lo tanto, si la construaan tiene 10 filas la R apare@1 veces

Observemos que la primera vez que se forma la palabral@NAR

completa es en la quinta fila. Como se agregan dos letras amcada
fila, la proxima vez que apare@ORMUDENAR sea en la @cima fi-
la, pues esta palabra tiene 9 letras. Siguiendo con esteanento No
volvera a completarse hasta la fila 14.

En consecuencia tenemos que ORMUDENAR:

Aparece una vez en cada fila entre las filas 5y 9 veces,
aparece dos veces en cada fila entre las filas 10 23x 4 = 8 veces.

Por lo tanto, cuando la construbnitenga 13 filas, la palabra ORMUDE-
NAR aparece 5 8 = 13 veces

Siguiendo con el razonamiento hecho en el inciso amternemos que la
proxima vez que se completa la palabra ORMUDENAR es en la fila 14.

Filas | Repeticon por fila| NUmero de repeticiones
1-4 0 veces 0
5-9 1 vez por fila 5

10-13| 2 veces por fila 2x4=28

14-18| 3 veces por fila 3x5=15

Tabla 5.9: Repeticiones por fila de la palabra ORMUDENAR.

En consecuencia, hasta atpupalabra ORMUDENAR aparezP8 veces.
Adicionalmente, sabemos que ldgima vez que se completa la palabra
ORMUDENAR es en la fila 19. Esto implica que en las filas 19 y 28 ap
rece 8 veces as completando las 36 veces. Por lo tanto, son necesarias
20 filaspara que ORMUDENAR aparezca 36 veces en la constracci






(6. Respuestas

Qlo|Qlo|lQAlQalolalT Qo T|o|O|o
ol T||QAl QO QD T|D|O|O

Tabla 6.1: Respuestas primera fase, 2da ORM-UDENAR.
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c b

d d

a b

e a

c C

a d

b C

b e

1102017 10

360° 9

LA PAZ COMIENZA 31

CON UNA SONRISA

31 49 cn?

Tabla 6.2: Respuestas segunda fase, 2da ORM-UDENAR.

c c

a b

d d

b b

8 cn? 127

3 6 cn?

6 8070 cm
(a). 16 veces (a). 21 veces
(b). 7 veces| (b). 13 veces
(c). 36 veces (c). 20 filas

Tabla 6.3: Respuestas fase final, 2da ORM-UDENAR.



(Referencias

Appel, K., y Haken, W. (1977). Every planar map is four colorable. part I:
Discharging.lllinois J. Math, 21(3), 429-490. Recuperado detps://
projecteuclid.org:443/euclid.ijm/1256049011.

Avenddio, B., y Charry, O. (2013).La enséanza de la teda de grafos
como estrategia para desarrollar procesos de matemaitrafiesis de
maestra). Universidad Sergio Arboleda, BogdD.C., Colombia.

Bollobas, B. (1998).Modern graph theory\Vol. 184). Springer-Verlag, New
York. https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0619-4.

Boyer, C. (2007). Sudoku’s french ancestoree Mathematical Intelligencer
29, 37 -44.https://doi.org/10.1007/BF02984758.

Cognigni, R., Braicovich, T., y Reyes, C. (2008). Recorriendo grafos a lo
largo de la educaon general Bsica. Revista de Educagn Matenatica.
Recuperado deevistas.unc.edu.ar/index.php/REM/article/view/10460

Delahaye, J. P. (2006). The science behind sud8kientific Americaj294(6),
80-7.


https://projecteuclid.org:443/euclid.ijm/1256049011
https://projecteuclid.org:443/euclid.ijm/1256049011
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0619-4
https://doi.org/10.1007/BF02984758
https://revistas.unc.edu.ar/index.php/REM/article/view/10460

134 Referencias

Euler, L. (1736). Solutio problematis ad geometriam situs pertine@en-
mentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitay$el28—140.

Fomin, D., Genkin, S., y Itenberg, I. (1996Mathematical Circles: Russian
experiencg\Vol. 7). Estados Unidos: American Mathematical Society.

Gleason, A. M., Greenwood, R. E., y Kelly, L. M. (1980)he William Lowell
Putnam Mathematical Competition, 1938 - 196E8stados Unidos: MAA
Problem Books.

Hopkins, B., y Wilson, R. (2004). The truth about Konisberge College Mat-
hematics Journal35, 198-207 hitps://doi.org/10.1080/07468342.2004.11
922073

Hudson, R. A. (2004)Planar graphs: a historical perspecti#aster’s thesis).
University of Louisville, United States.

International Mathematical Olympiad. (2020). Recuperadbtaes://www.im
o-official.org

Kubale, M. (Ed.). (2004)Graph colorings Estados Unidos: American Mathe-
matical Society.

Kuratowski, K. (1930). Sur le probme des courbes gauches en topologie.
Fundamenta Mathematicae (in Frengh)p, 271-283.https://doi.org/10.40
64/fm-15-1-271-283

Olimpiadas Regionales de Matéatitas Universidad de Ndwo. (2020). Recu-
perado déwttps://orm.udenar.edu. co.

Recandn, B. (2012) Ejercicios cerebrales: ochenta juegos, acertijos y diesaf
mentales para que se divierta y su cerebro no se deteriBogot D.C.,
Colombia: Random House Mondadori.

UCC Mathematics Enrichment Programme. (2018)o training 2008: Graph
theory. Recuperado dehttps://sites.google.com/site/imocanada/2008-sum
mer-camp


https://doi.org/10.1080/07468342.2004.11922073
https://doi.org/10.1080/07468342.2004.11922073
https://www.imo-official.org
https://www.imo-official.org
https://doi.org/10.4064/fm-15-1-271-283
https://doi.org/10.4064/fm-15-1-271-283
https://orm.udenar.edu.co
https://sites.google.com/site/imocanada/2008-summer-camp
https://sites.google.com/site/imocanada/2008-summer-camp

Sobre los autores

John Hermes Castillo Gdmez Matematico, de la Uni-
) versidad del Cauca. Readizstudios de Maestr en
m Matematicas en la Universidad de Antioquia y Docto-
‘ ? B rado en Materaticas en el Instituto de Mateaticas y
Estadstica de la Universidad de Sao Paulo, Brasil. Ac-
tualmente es Profesor Asociado del Departamento de
Matematicas y Estaidtica de la Universidad de Nao.

Fundador e integrante del CoiOrganizador de las Olimpiadas Regionales de
Matensaticas de la Universidad de Naa.

Catalina Maria Rua Alvarez: Matematica, de la Uni-
versidad de Antioquia. Reabzestudios de Maest
en Computadn Cientfica en la Universidad de Puer-
to Rico Recinto Mayaijez y Doctorado en Mateatica e BN
Aplicada en el Instituto de Matemticas y Estaidtica =

de la Universidad de Sao Paulo, Brasil. Actualmente e{.
Profesora Asociada del Departamento de Matras

y Estadstica de la Universidad de Nao. Fundadora e integrante del Conit
Organizador de las Olimpiadas Regionales de Mataras de la Universidad de
Narino.

Fernando Andrés Benavides AgredoMatenatico, de
la Universidad del Cauca. Rediestudios de Maesa
en Matenaticas en la Universidad de Antioquia y
Doctorado en Ciencias Matexticas en la Universidad
Autonoma de Mxico, Mexico. Actualmente es Profe-
sor Asociado del Departamento de Matditas y Es-
tadstica de la Universidad de Nao. Integrante del
Comite Organizador de las Olimpiadas Regionales de Mateas de la Uni-
versidad de Naiio.

“‘\.—*".



En la primera parte de este libro se presentan los conceptos basicos de la
teoria de grafos y la forma de como estos pueden utilizarse para resolver
problemas matematicos, incluye una seccion de problemas resueltos y
otra de problemas propuestos. Adicionalmente, se pone a disposicion de
la comunidad educativa en general los problemas y sus soluciones de la
Segunda Olimpiada Regional de Matematicas de la Universidad de Narifio
(2da ORM-UDENAR), certamen que se desarrollo durante el 2017. De esta
manera, la segunda parte se destina a la presentacion por nivel de los
problemas que se propusieron en la 2da ORM-UDENAR, mientras que en
la tercera se dan las soluciones de cada problema. Una vez mas, recalca-
mos que las soluciones que presentamos, no necesariamente son las
unicas, y por este motivo invitamos al lector a intentar resolver primero el
problema.

Este texto hace parte de los resultados obtenidos con el proyecto de
investigacion "Resolucion de problemas: Un medio para la formacion
matematica”, financiado por la Vicerrectoria de Investigaciones e Interac-
cion Social - VIIS de la Universidad de Narifio.
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