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agradecerles todo lo que han hecho por mı́.
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Resumen

La modelación matemática de una gran variedad de fenómenos en la naturaleza se relacionada
con ecuaciones diferenciales ordinarias, EDO. A pesar de que en la teoŕıa se presentan algunos
métodos anaĺıticos que resuelven diferentes clases de EDO, la cantidad de familias de EDO que
pueden ser resueltas anaĺıticamente es bastante restringida, por tanto los métodos numéricos son
una excelente opción para encontrar aproximaciones discretas a la solución.

En este trabajo se presenta la base teórica de algunos métodos numéricos para resolver una
EDO o un sistema de EDO sujeto a una condición inicial, conocido como problemas de Cauchy.
Se distingue entre métodos de paso único y métodos de paso múltiple, entre los que se destacan
respectivamente, la familia de métodos de Runge Kutta y la de Adams Bashford. Se analiza la
deducción de estos y otros métodos, además se presenta un estudio de propiedades teóricas co-
mo son la consistencia, convergencia y estabilidad, entre otras. El estudio de estas propiedades es
muy importante ya que permiten determinar si la solución numérica obtenida es de buena precisión.

Con base a la teoŕıa y a diferentes simulaciones numéricas realizadas, se listan ventajas y des-
ventajas al usar los diferentes métodos y se comparan soluciones exactas con aproximaciones en
diferentes problemas de Cauchy. Finalmente, se aplican algunos de los métodos estudiados para
determinar aproximaciones de un modelo matemático que describe la dinámica de infección del
VIH/SIDA presentado en [17]. En este modelo la aproximación numérica es indispensable dado que
no posee una solución anaĺıtica.
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Abstract

The mathematical modeling of a variety of phenomena in the nature are related with Ordinary
Differential Equations, ODE. Although, the theory presents analytics methods that solve some ODE
the quantity of families of ODE that could be solved analytically is strongly restricted. Due to it
numerical methods are an excellent option to obtain discrete approximations to a solution.

In this work we present the theory of some numerical methods that solve an ODE or a system
of ODE joint with an initial condition, also known as the Cauchy’s problem. We highlight one-step
and multi-step methods, such as Runge Kutta and Adams Bashforth methods. We analyse their
deduction and also we present a study of theoretical properties, furthermore here we distinguish the
consistency, convergence and stability of them. The study of this properties allow us to accept or
reject the approximation when it is compared with the precision.

We list the advantages and the disadvantages when are used some numerical methods, based
on the theory and different numerical simulations done during this work. Therefore, we compare
some approximations with their exact solution in several Cauchy’s problems. Finally, we apply
the numerical methods studied to approximate a mathematical model related to the dynamic of
HIV/AIDS infection in [17]. That model do not have an exact solution and the relevance of the
numerical approximation is evident.
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Índice general

Lista de Tablas XI

Lista de Figuras XII

Abreviaciones XIII

Introducción XIV
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4.1.2. Métodos de paso múltiple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.1.3. Comparación entre los métodos de paso único y paso múltiple . . . . . . . . . 71
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Introducción

Las ecuaciones diferenciales ordinarias, EDO, son usadas frecuentemente en la descripción de
diferentes fenómenos de la naturaleza desde sus oŕıgenes en problemas de f́ısica y recientemente
como herramienta indispensable en la formulación matemática de modelos biológicos, qúımicos, de
la ingenieŕıa y la economı́a. A pesar de que en la teoŕıa se presentan algunos métodos anaĺıticos que
resuelven diferentes clases de EDO, como puede verse en [4] y [23], la cantidad de familias de EDO
que pueden ser resueltas anaĺıticamente es muy restringida, por tanto los métodos numéricos son
una excelente opción para encontrar al menos una solución aproximada a problemas de EDO con
valor inicial.

Históricamente uno de los primeros métodos numéricos para la solución de ecuaciones diferencia-
les ordinarias, MNEDO, fue el método de Euler. Este método fue desarrollado por Leonard Euler
en 1768 y por su facilidad de deducción y comprensión, a pesar de ser un método que aproxima
con poca precisión, este método hoy en d́ıa continua siendo muy usado en los primeros cursos de
análisis numérico como base para comprender métodos de orden superior y en la solución numérica
de modelos matemáticos básicos.

Hacia 1855 aparecen los métodos de Adams-Bashford, los cuales fueron creados por John
C. Adams y solo hasta 1883 fueron publicados por Francis Bashford. Estos métodos resultan del
uso de interpolación e integración numérica y calculan una aproximación aplicando en el método
numérico el valor de por lo menos dos aproximaciones en instantes anteriores al deseado, propiedad
por la cual se caracterizaron como métodos de paso múltiple. Siguiendo estas ideas, en 1926, Forest
R. Moulton propuso los métodos de Adams-Moulton que a diferencia de los anteriores tienen
la propiedad de ser impĺıcitos1, lo cual permitió ampliar el número de problemas a ser resueltos
numéricamente.

Uno de los mayores avances en la historia de los MNEDO fue la obra de 1895 del matemático
alemán Carl Runge. A diferencia de los métodos de Adams, los métodos que propone Runge son de
paso único, siendo aśı que estos pueden usar para obtener la aproximación final, a ella misma y a la
aproximación en el instante inmediatamente anterior. Los métodos definidos en ese momento fueron
el método del punto medio y el método del trapecio. A partir de los aportes de Adams y de
Runge, los matemáticos Karl Heun y Martin Kutta desarrollaron al rededor de 1900 los famosos
métodos de Runge-Kutta. En particular, el aporte de Heun fue elevar el orden de estos métodos
al desarrollar un método de cuarto orden, esto se traduce en obtener una aproximación con la mis-

1Usan el valor desconocido que se desea aproximar en el método numérico, dependiendo aśı de la solución de una
ecuación usualmente no lineal.

xiv



Introducción xv

ma precisión a la obtenida con los otros métodos pero de forma más rápida, con tamaños de paso
mayores. Seguidamente, de las manos de Nystrom y Moulton, se produjeron mayores avances en el
análisis numérico con el desarrollo de métodos de Rungge-Kutta de quinto orden y los métodos
de Predictor Corrector, lo cual puede ser visto con mayor detalle en [6].

A pesar de que en la antigüedad el uso de estos métodos conllevaba a realizar una gran cantidad
de cálculos manualmente, en la actualidad se hicieron grandes avances teóricos y numéricos que
se han visto impulsados con el uso de computadores. Actualmente existen diferentes software ma-
temáticos utilizados en las ciencias aplicadas y la ingenieŕıa, que incorporan MNEDO programados
con diferentes estructuras de datos y de forma eficiente. El uso de estos programas en algunas apli-
caciones no retorna el resultado esperado por el investigador, lo cual puede suceder al no tener en
cuenta las propiedades particulares de los métodos numéricos implementados en el software. Por tal
motivo, conocer la región de estabilidad, orden de convergencia y otras propiedades de los métodos
es importante en la interpretación final de resultados y con esto garantizar desde el punto de vista
del análisis numérico que las aproximaciones obtenidas son correctas. Esta situación justifica en
gran medida la importancia de realizar un estudio teórico para MNEDO donde nos enfoquemos en
el estudio de propiedades teóricas y computacionales.

En este trabajo se estudia la base teórica de los MNEDO clásicos y de algunos de los métodos
de orden superior más usados con el fin de tener un referente teórico en el cual se discutan las
propiedades más relevantes inherentes a la constitución de los MNEDO, en base a esto realizar la
implementación computacional para algunos de los métodos estudiados y aplicarlos aśı a un modelo
que describe la dinámica de infección del VIH/SIDA presentado en [17]. Este modelo consiste de
un sistema no lineal de EDO que no cuenta con una solución anaĺıtica. También se realizan algunas
modificaciones al modelo inicial a fin de simular numéricamente el efecto de un tratamiento antiviral
en la dinámica de la enfermedad.

En el Caṕıtulo 1 se presentan nociones básicas acerca de EDO, aśı como también una intro-
ducción a la solución numérica de EDO, particularmente se estudia el método de Euler. La deducción
del método de Euler mediante series de Taylor sugiere que se puede tomar una mayor cantidad de
términos de la serie para generar métodos de mayor precisión, es aśı que surgen los métodos de
Taylor. Con estos métodos se puede alcanzar altos ordenes, sin embargo se podrá ver que en la
práctica esto requerirá del cálculo de derivadas de alta orden lo cual resulta costoso computacional-
mente. Como una mejora de los métodos de Taylor, se presenta los métodos de Runge Kutta, los
cuales alcanzan la misma precisión que los métodos de Taylor y evitan el cálculo de las derivadas.
Los MNEDO mencionados hasta el momento son métodos de paso único, es aśı que el Caṕıtulo 2
está dedicado al estudio de las propiedades más relevantes inherentes a los métodos de paso único
como son consistencia, convergencia y estabilidad. Análogamente, en el Caṕıtulo 3 se desarrolla un
estudio para los métodos de paso múltiple, algunas técnicas empleadas para deducirlos y las prin-
cipales propiedades teóricas de ellos; particularmente se estudia la familia de métodos de Adams
Bashford. Para finalizar, en el Caṕıtulo 4 se valida las implementaciones realizadas en el software
MATLAB, de algunos métodos. Además en este caṕıtulo, para resaltar la importancia que cobran
los métodos estudiados en la práctica, se estudia numéricamente un modelo que describe la dinámica
del VIH/SIDA, el cual consiste de un sistema de EDO no lineal que no posee solución anaĺıtica.



Caṕıtulo 1

Teoŕıa general de ecuaciones

diferenciales

A lo largo de este caṕıtulo se presentan aspectos básicos en la teoŕıa general de ecuaciones

diferenciales, indispensables para el desarrollo de este trabajo tales como: la definición de EDO,

sistemas de EDO, SEDO, el problema de Cauchy y sus propiedades básicas, condición de Lipschitz,

unicidad de la solución, entre otros. Adicional a esto, se presentan dos métodos anaĺıticos para

resolver SEDO y una introducción a la solución numérica de EDO.

1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Muchos de los principios que rigen el comportamiento de diferentes fenómenos en la naturaleza

relacionan las razones de cambio según las cuales un fenómeno acontece. En lenguaje matemático,

las relaciones son ecuaciones y las razones de cambio tienen que ver con derivadas. Las ecuaciones

que involucran razones de cambio se conocen como Ecuaciones Diferenciales.

Definición 1.1. Se llama Ecuación Diferencial Ordinaria a una ecuación que relaciona la

variable independiente x, la función incógnita y = y(x) y sus derivadas y′, y′′, ..., y(n); es decir, una

ecuación de la forma

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, (1.1.1)

donde F es una función real con n+ 2 variables, x, y, y′, . . . , y(n), y y(n) = dny
dxn .

El orden de una EDO se define como el orden de la derivada más alta de la ecuación, aśı la EDO

(1.1.1) es de orden n. Si la función incógnita y depende de dos o más variables independientes, la

ecuación diferencial se llama Ecuación Diferencial Parcial.

1
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La solución de una EDO es una función y = φ(x) definida en un intervalo [a, b], a, b ∈ R, para la

cual existen sus derivadas sucesivas, hasta el n-ésimo orden, tal que al hacer la sustitución y = φ(x)

en la EDO, esta se convierte en una identidad con respecto a x en el intervalo [a, b].

En algunos casos la solución y = φ(x) puede encontrarse usando métodos anaĺıticos, los cuales

son producto de la integración, algunos de estos métodos son: separación de variables, variación del

parámetro, sustitución, factor integrante, entre otros. La descripción detallada de estos métodos se

puede ver en [4, 13, 18] y [23]. Sin embargo, no siempre es posible determinar la solución anaĺıtica

de una EDO usando estos métodos. Por tal motivo en la práctica se suele usar métodos numéricos,

que son menos restrictivos que los métodos anaĺıticos y permiten obtener una aproximación discreta

a y = φ(x).

Dado que sin importar el orden, cualquier EDO puede ser escrita como un SEDO de primer

orden, los métodos anaĺıticos y numéricos que se estudiarán posteriormente estarán enfocados a

resolver sistemas.

1.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-

den

Definición 1.2. Un sistema de EDO de primer orden, SEDOP, es

dy1

dx
= f1(x, y1, y2, . . . , yn)

dy2

dx
= f2(x, y1, y2, . . . , yn)

...

dyn

dx
= fn(x, y1, y2, . . . , yn),

(1.2.1)

donde cada fi(x, y1, y2, . . . , yn) es una función escalar, i = 1 . . . n.

Para reducir una EDO de orden superior a un SEDOP se realiza un cambio de variable, tal

como se describe a seguir.

Consideremos la EDO de n-ésimo orden

y(n) = f(x, y, y′, y′′, ..., y(n−1)). (1.2.2)

Para reducir (1.2.2) a un SEDOP, se introducen las variables dependientes y1, y2, . . . , yn, tales

que

y1 = y, y2 = y′, y3 = y′′, . . . , yn = y(n−1). (1.2.3)
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Luego y′1 = y′ = y2, y
′
2 = y′′ = y3, y aśı sucesivamente y′n−1 = y(n−1) = yn. Por tanto, la sustitución

de (1.2.3) en la ecuación (1.2.2) proporciona el SEDOP

y′1 = y2

y′2 = y3
...

y′n−1 = yn

y′n = f(x, y1, y2, ..., yn).

(1.2.4)

Ejemplo 1.1. Reescribir como un SEDOP la EDO de segundo orden

y′′(x) + 2y′(x)− 3y(x) = 0. (1.2.5)

Sean y1(x) y y2(x), tales que

y1(x) = y(x) y y2(x) = y′(x),

entonces

y′1(x) = y′(x) = y2(x) y y′2(x) = y′′(x). (1.2.6)

Remplazando (1.2.6) en (1.2.5) tenemos el SEDOPy′1(x) = y2(x)

y′2(x) = −2y2(x) + 3y1(x).
(1.2.7)

Al trabajar con SEDOP es conveniente utilizar una notación vectorial por ser más manejable y

compacta. Sean

y =


y1

y2
...

yn

 y f(x,y) =


f1(x,y)

f2(x,y)
...

fn(x,y)

 ,

entonces el sistema (1.2.1) se puede escribir como

y′ = f(x,y). (1.2.8)

Resaltamos, que se tomó como convención marcar en negrita las variables que denotan vectores.

Al igual que para una EDO, es posible determinar una solución particular para un SEDOP de n

ecuaciones por medio de condiciones iniciales de la forma

y(x0) = y00, y
′(x0) = y10, . . . , y

(n−1)(x0) = yn−10 , (1.2.9)
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donde x0, y
0
0, . . . , y

n−1
0 son variables reales. Notemos que si en (1.2.9) hacemos el cambio de

variable (1.2.3), tenemos que

y1(x0) = y00, y2(x0) = y10, . . . , yn(x0) = yn−10 ,

lo cual en notación vectorial se expresará por

y(x0) = y0. (1.2.10)

Esta condición es muy importante en nuestro estudio, pues un SEDOP como (1.2.8) sujeto a la

condición inicial (1.2.10) define un problema de Cauchy y estudiar métodos para solucionar

numéricamente este tipo de problemas es nuestro objetivo en este trabajo.

Definición 1.3. Un SEDOP sujeto a una condición inicial, de la formay′(x) = f(x,y(x))

y(x0) = y0,
(1.2.11)

donde f : [a, b]× Rn → Rn y x ∈ [a, b], se conoce como un Problema de Cauchy.

1.2.1. Existencia y unicidad

Las siguientes definiciones y teoremas nos permiten enunciar y demostrar el teorema que esta-

blece la existencia y unicidad de la solución al problema (1.2.11).

Definición 1.4. La función f : [a, b]×Rn → Rn se dice que satisface la Condición de Lipschitz

en su segunda variable, si existe una constante L > 0, conocida como la constante de Lipschitz, tal

que para algún x ∈ [a, b] y y, z ∈ Rn, se satisface que

‖f(x,y)− f(x, z)‖ ≤ L ‖y − z‖ ,

donde ‖.‖ es una norma vectorial.

Definición 1.5. Una sucesión {xn} de un espacio métrico (E, d) se llama sucesión de Cauchy si

para todo ε > 0 existe un entero N tal que

d(xn, xm) < ε siempre que n ≥ N y m ≥ N.

Teorema 1.1. En el espacio Euclideo Rn toda sucesión de Cauchy es convergente.

Definición 1.6. Un espacio métrico (E, d) se llama completo si toda sucesión de Cauchy de E

converge en E.
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El siguiente teorema será importante para garantizar la unicidad en el problema de Cauchy

Teorema 1.2. Sea (E, d) un espacio métrico completo y F : E → E una contracción, es decir

d(F (x), F (y)) ≤ α, 0 ≤ α < 1.

Entonces existe un único punto fijo p ∈ E para F , es decir F (p) = p.

Las demostraciones de los anteriores teoremas se pueden encontrar en [1]. A continuación se

enuncia el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy, la demostración que se

presenta de este teorema fue tomada de [7] y por su importancia se extiende con más detalle aqúı.

Teorema 1.3. Si en el problema de Cauchy (1.2.11), f : [a, b]×Rn → Rn es continua en su primer

variable y satisface la condición de Lipschitz en su segunda variable con constante L, entonces existe

una única solución para este problema.

Demostración. Sea E el conjunto de todas las funciones continuas y : [a, b]→ Rn, tal que y(a) =

y0. Dadas las funciones y, z ∈ E, se define la métrica

d(y, z) = sup
x∈[a,b]

exp(−K(x− a)) ‖y(x)− z(x)‖ , (1.2.12)

donde K > L. El conjunto E junto con la métrica d definen un espacio métrico completo. Sea

φ(y) la solución exacta del problema de Cauchy (1.2.11), la cual se obtiene de aplicar el teorema

fundamental del cálculo, es decir

φ(y) = y0 +

∫ x

a
f(s,y(s))ds.

Esta función es una contracción, dado que para y, z ∈ E, se tiene

d(φ(y),φ(z)) = sup
x∈[a,b]

exp(−K(x− a))

∥∥∥∥∫ x

a
(f(s,y(s))− f(s, z(s)))ds

∥∥∥∥ .
Aplicando la desigualdad triangular se obtiene

d(φ(y),φ(z)) ≤ sup
x∈[a,b]

exp(−K(x− a))

∫ x

a
‖f(s,y(s))− f(s, z(s))‖ ds.

Por hipótesis f es satisface la condición de Lipschitz en su segunda variable, por lo tanto

d(φ(y),φ(z)) ≤ L sup
x∈[a,b]

exp(−K(x− a))

∫ x

a
‖y(s)− z(s)‖ ds. (1.2.13)

Aplicando la métrica (1.2.12) en la expresión (1.2.13), se tiene

d(φ(y),φ(z)) ≤ Ld(y, z) sup
x∈[a,b]

exp(−K(x− a))

∫ x

a
exp(K(s− a))ds,
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de donde

d(φ(y),φ(z)) ≤ L

K
d(y, z). (1.2.14)

Dado que K > L, de la expresión (1.2.14), se concluye que φ es una contracción. Por lo tanto, por

el Teorema 1.2, existe una única función y ∈ E que satisface que φ(y) = y, y en consecuencia es la

única solución al problema de Cauchy.

A continuación estudiaremos caracteŕısticas generales de la solución de SEDOP lineales y pre-

sentaremos dos métodos anaĺıticos para resolver sistemas lineales de coeficientes constantes descritos

detalladamente en [11, 21] y [23]. Los métodos estudiados permitirán observar como la dificultad

para obtener una solución anaĺıtica aumenta conforme crece la dimensión del sistema. Esta situación

justifica en gran medida la importancia de usar métodos numéricos.

1.2.2. Sistema lineal de EDO de primer orden

Si cada una de las funciones f1, ..., fn en el sistema (1.2.1) son lineales, entonces se dice que el

SEDOP es lineal. La forma general de un SEDOP lineal es

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + · · ·+ a1n(x)yn + b1(x)

y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + · · ·+ a2n(x)yn + b2(x)
...

y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + · · ·+ ann(x)yn + bn(x),

(1.2.15)

donde las funciones aij y bi, con i, j = 1 . . . n, son reales y dependientes únicamente de la variable

independiente x. Si cada una de las funciones bi, i = 1 . . . n, son idénticamente cero, entonces se

dice que el sistema es homogéneo y en caso contrario es no homogéneo. Los sistemas lineales son

los más simples entre todos los sistemas de primer orden, pero incluso estos son dif́ıciles de resolver

anaĺıticamente.

Usaremos notación matricial para el sistema (1.2.15) a fin de simplificar cálculos y destacar las

propiedades matriciales de estos sistemas.

Sean

y =


y1

y2
...

yn

 , A(x) =


a11(x) a12(x) . . . a1n(x)

a21(x) a22(x) . . . a2n(x)
...

... . . .
...

an1(x) an2(x) . . . ann(x)

 y b(x) =


b1(x)

b2(x)
...

bn(x)

 ,

entonces el sistema (1.2.15) se puede escribir como

y′(x) = A(x)y(x) + b(x). (1.2.16)
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Cuando el sistema es homogéneo b(x)=0 y en este caso se tiene

y′(x) = A(x)y(x). (1.2.17)

La solución de una EDO de la forma y′ = λy con λ ∈ R es y = ceλx con c constante. Sin embargo,

aunque al comparar esta EDO con la que se presenta en la ecuación (1.2.17) se observa una similitud

se debe recordar que A es una matriz y por tanto se debe tener un cuidado especial en la solución

de este sistema.

El siguiente teorema conoce como principio de superposición para sistemas lineales, este

resultado será usado para encontrar una solución general de (1.2.17).

Teorema 1.4. Sean y1,y2, ...,yk un conjunto de vectores solución del sistema homogéneo (1.2.17)

en un intervalo [a, b]. Entonces la combinación lineal

y = c1y1 + c2y2 + ...+ ckyk,

donde ci, i = 1 . . . k, son constantes escalares arbitrarias, es también una solución en el intervalo.

Definición 1.7. Sean y1,y2, ...,yk un conjunto de vectores solución del sistema homogéneo (1.2.17)

en un intervalo [a, b]. Se dice que el conjunto es linealmente dependiente en el intervalo si existen

constantes c1, c2, ..., ck, no todas cero, tales que

c1y1 + c2y2 + ...+ ckyk = 0,

para todo x en el intervalo. Si el conjunto de vectores no es linealmente dependiente en el intervalo,

se dice que es linealmente independiente.

Para determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o independiente, se puede

usar la Definición 1.7. Sin embargo en la práctica el Wronskiano define un criterio que permite

determinar fácilmente la dependencia lineal de un conjunto de vectores.

Definición 1.8. Sean y1,y2, ...,yn, un conjunto de vectores en Rn definidos como en (1.7). Entonces

el Wronskiano de este conjunto es el determinante de la matriz obtenida a partir de estos vectores

y se denota por

W (y1,y2, ...,yn) = det(y1,y2, ...,yn).

Es importante señalar que la Definición 1.8 de Wronskiano tomada de [23], difiere de la definición

habitual, pues esta definición no involucra derivación, pero dado que la idea es aplicarlo como

criterio para verificar independencia lineal en funciones vectoriales, se acostumbra mantener el

mismo nombre.
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Teorema 1.5. Sean y1,y2, ...,yk un conjunto de vectores solución del sistema homogéneo (1.2.17)

en un intervalo [a, b]. Este conjunto es linealmente independiente si y sólo si

W (y1,y2, ...,yn) 6= 0.

La importancia de establecer la independencia lineal de un conjunto de vectores está en que

al encontrar un conjunto de n vectores solución de (1.2.17) linealmente independientes, se puede

encontrar una solución general para el sistema lineal homogéneo (1.2.17) como se muestra a seguir.

Definición 1.9. Cualquier conjunto y1,y2, . . . ,yn de n vectores solución linealmente indepen-

dientes del sistema homogéneo (1.2.17) en un intervalo [a, b] es un conjunto fundamental de

soluciones en el intervalo.

Teorema 1.6. Sean y1,y2, . . . ,yn un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo

(1.2.17) en un intervalo [a, b]. Entonces la solución general del sistema (1.2.16) en el intervalo

[a, b] es

y = c1y1 + c2y2 + . . .+ cnyn,

donde ci, i = 1 . . . , n, son constantes escalares arbitrarias.

1.2.3. Solución de SEDOP con coeficientes constantes

Los teoremas y definiciones que se presentan a continuación permiten obtener un método para

encontrar la solución anaĺıtica para sistemas lineales con coeficientes constantes; es decir, aquellos

en los que las funciones aij , i, j = 1 . . . n, del sistema (1.2.15) son funciones constantes.

Definición 1.10. Sea A una matriz cuadrada con x× n elementos reales. El número λi ∈ R es un

valor propio de A, si es solución de la ecuación

det(A− λI) = 0, (1.2.18)

esta expresión se conoce como ecuación caracteŕıstica de la matriz A.

Un vector propio asociado con el valor propio λi es un vector no cero vi tal que Avi = λivi, es

decir que

(A− λiI)vi = 0. (1.2.19)

Teorema 1.7. Cualquier conjunto de k vectores propios v1,v2, . . . ,vk de A con valores propios

diferentes λ1, λ2, . . . , λk, respectivamente, es linealmente independiente.

Teorema 1.8. Sean λ1, λ2, . . . , λn n valores propios reales y distintos de la matriz de coeficientes A

del SEDOP homogéneo (1.2.17) y sean v1,v2, . . . ,vn los vectores propios correspondientes asociados
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a ellos. Entonces la solución general del SEDOP homogéneo (1.2.17), en el intervalo (−∞,∞)

es

y = c1v1e
λ1x + c2v2e

λ2x + . . .+ cnvne
λnx,

donde ci, i = 1, . . . , n son constantes escalares arbitrarias.

Observación 1.1. Los n valores propios de la matriz de coeficientes A no necesariamente son todos

distintos, es decir algunos de los valores propios pueden repetirse. En general, si m es un entero

positivo y (λ− λj)m es un factor de la ecuación caracteŕıstica, mientras que (λ− λj)m+1 no es un

factor, entonces se dice que λj es un valor propio de multiplicidad m. Se tienen los siguientes casos:

1. Para algunas matrices A de n×n, relacionadas con el SEDOP homogéneo (1.2.17), es posible

encontrar m vectores propios linealmente independientes v1,v2, . . . ,vm, correspondientes a

un valor propio λj de multiplicidad m ≤ n. En este caso la solución general del sistema

contiene la combinación lineal

c1v1e
λjx + c2v2e

λjx + . . .+ cnvme
λjx.

2. Si solo hay un vector propio vj que corresponde al valor propio λj de multiplicidad m, se

pueden encontrar m soluciones linealmente independientes de la forma

y1 = v11e
λjx

y2 = v21xe
λjx + v22e

λjx

...

ym = vm1
xm−1

(m−1)!e
λjx + vm2

xm−2

(m−2)!e
λjx + . . .+ vmme

λjx,

donde los vij son vectores.

Además de lo mencionado arriba, puede suceder el caso en que los valores propios sean com-

plejos, tal como sucede en la solución de EDO de orden superior con coeficientes constantes. Esto

puede ser visto con mayor detalle en [23].

Ejemplo 1.2. Encontrar la solución general del SEDOP homogéneo
y′1(x) = y1(x)− y2(x)

y′2(x) = −4y1(x) + y2(x)

y1(0) = 0, y2(0) = 1.

(1.2.20)

La matriz de coeficientes del SEDOP homogéneo es

A =

[
1 −1

−4 1

]
.
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Para encontrar la solución general del sistema se deben encontrar los valores y vectores propios de

esta matriz. Aśı, dado que los valores propios vienen dados por la expresión (1.2.18) se tiene

|A− λI| =

∣∣∣∣∣ 1− λ −1

−4 1− λ

∣∣∣∣∣ = (1− λ)2 − 4 = λ2 − 2λ− 3 = (λ− 3)(λ+ 1) = 0.

Por lo tanto, los valores propios de A son λ = 3 y λ = −1.

Ahora se debe encontrar los vectores propios asociados a estos valores propios.

Para λ = 3 el vector propio asociado debe satisfacer que |A− 3I|v1 = 0. De donde al solucionar el

sistema [
−2 −1

−4 −2

][
m1

m2

]
=

[
0

0

]
,

se obtiene m1=1 y m2=-2. Por lo tanto

v1 =

[
1

−2

]
.

De forma análoga se determina el vector propio v2 asociado al valor propio λ = −1, donde

v2 =

[
1

2

]
.

De esta forma se obtienen dos soluciones particulares linealmente independientes

y1(x) = e3x

[
1

−2

]
y y2(x) = e−x

[
1

2

]
.

Aśı la solución general del sistema es

y(x) = c1e
3x

[
1

−2

]
+ c2e

−x

[
1

2

]
=

[
c1e

3x + c2e
−x

−2c1e
3x + 2c2e

−x

]
. (1.2.21)

Finalmente, usando las condiciones iniciales para x = 0 tenemos que

y(0) =

[
0

1

]
=

[
c1e

0 + c2e
0

−2c1e
0 + 2c2e

0

]
,

de donde c1 = −1
4 y c2 = 1

4 . Por lo tanto remplazando el valor de estas constantes en (1.2.21)

tenemos la solución del problema de Cauchy (1.2.20)

y(x) =
1

4

[
−e3x + e−x

2e3x + 2e−x

]
.
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1.2.4. Método matriz exponencial

Una importante aplicación de la exponencial de una matriz es encontrar soluciones a un SEDO

lineales de coeficientes constantes. Mostraremos como la forma de la solución de una EDO de primer

orden con coeficientes constantes tiene caracteŕısticas similares a la de un SEDOP con coeficientes

constantes.

Para una EDO de la forma y′(x) = λy(x), la solución general es y(x) = ceλx. Podŕıa suponerse

que para el SEDO

y′(x) = Ay(x), (1.2.22)

la solución general tiene la forma y = eAxc, donde A es una matriz constante de n × n y c es un

vector columna de n componentes. Por tal motivo, es importante definir la matriz exponencial eAx,

en la cual usaremos el desarrollo de la función exponencial por series.

Definición 1.11. Sea A una matriz n × n con elementos reales o complejos. Entonces la matriz

eAx es una matriz de n × n elementos que se conoce como Matriz Exponencial, y está definida

por

eAx = I +Ax+A2x
2

2!
+ . . .+Ak x

k

k!
+ . . . =

∞∑
k=0

Ak x
k

k!
.

Teorema 1.9. Para cualquier vector constante c, y(x) = eAxc es una solución al SEDOP (1.2.22).

Más aún, la solución dada por y(x) = eAxy0 satisface y(0) = y0.

Demostración. Si y(x) = eAxc es solución del SEDO (1.2.22), al sustituirlo en este tendremos

una identidad. Primero notamos que dado que eAx es una matriz el producto por un vector debe

ser a su derecha y aśı eAxc está bien definido. Ahora, usado de matriz exponencial tenemos

y(x) = eAxc =

[
I +Ax+A2x

2

2!
+ . . .+Ak x

k

k!
+ . . .

]
c. (1.2.23)

Dado que las entradas A son constantes, se puede verificar que

d

dx
Ak x

k

k!
= Ak d

dx

xk

k!
= Ak kx

k−1

k!
=
Akxk−1

(k − 1)!
= A

[
Ak−1xk−1

(k − 1)!

]
. (1.2.24)

Usando las ecuaciones (1.2.23) y (1.2.24), calculamos y′(x). De donde,

y′(x) =
d

dx

[
eAxc

]
= A

[
I +Ax+A2x

2

2!
+ . . .+Ak x

k

k!
+ . . .

]
c = AeAxc = Ay(x).

Por lo tanto, y(x) = eAxc es solución de (1.2.22).

Finalmente, como eA0 = e0 = I, se tiene

y(0) = eA0y0 = Iy0 = y0.
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Usualmente la matriz exponencial se conoce como la matriz solución principal del sistema o

matriz fundamental, pues el cálculo de esta matriz resuelve el sistema. A pesar de que la definición

ofrece una forma para calcular esta matriz, en la práctica se aplican técnicas alternativas más sim-

ples para calcular eAx, como son la transformada de Laplace, la forma canónica de Jordan, entre

otras descritas en [21] y [23].

El caso más trivial se presenta cuando A es una matriz diagonal, pues para una matriz diagonal

D =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn

 ,
la matriz exponencial es

eDx =


eλ1x 0 . . . 0

0 eλ2x . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . eλnx

 .
La simplicidad de calcular la exponencial para una matriz diagonalizable será aprovechada usando

la forma canónica de Jordan para el cálculo de eAx.

Teorema 1.10. Sea J la forma canónica de Jordan de una matriz A, J = C−1AC. Entonces

A = CJC−1 y

eAx = CeJxC−1.

Demostración. Observemos que

An = (CJC−1)n = (CJC−1)(CJC−1) . . . (CJC−1)

= CJ(C−1C)J(C−1C)J(C−1C) . . . (C−1C)JC−1

= CJnC−1.

Aśı

eAx = I + (Ax) +
(Ax)2

2!
+ . . . = CIC−1 +C(Jx)C−1 +C

(Jx)

2!
C−1 + . . .

= C

[
I + (Jx) +

(Jx)2

2!
+ . . .

]
C−1 = CeJxC−1.

El Teorema 1.10 dice que para calcular eAx en realidad solo se necesita calcular eJx. Calcular

eJx es más sencillo, pues la matriz J es diagonal o diagonal por bloques de Jordan.
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Ejemplo 1.3. Resolver el problema (1.2.20) usando la matriz exponencial.

En el Ejemplo 1.2 se obtuvo que los valores propios de la matriz de coeficientes A son λ1 = 3 y

λ2 = −1 con vectores propios asociados v1 = [1,−2]T y v2 = [1, 2]T . De aqúı se tiene

C =

[
1 1

−2 2

]
, C−1 =

1

4

[
2 −1

2 1

]
, J =

[
3 0

0 −1

]
, eJx =

[
e3x 0

0 e−x

]
. (1.2.25)

Por lo tanto

eAx = CeJxC−1 =
1

4

[
1 1

−2 2

][
e3x 0

0 e−x

][
2 −1

2 1

]

=
1

4

[
2e3x + 2e−x −e−x + e−x

−4e3x + 4e−x 2e3x + 2e−x

]
.

Usando las condiciones iniciales en x = 0, tal como se obtuvo en el Ejemplo 1.2, la solución del

problema de Cauchy es

y(x) = eAxy0 =
1

4

[
2e3x + 2e−x −e−x + e−x

−4e3x + 4e−x 2e3x + 2e−x

][
0

1

]

=
1

4

[
−e3x + e−x

2e3x + 2e−x

]
.

1.3. Introducción a la solución numérica de EDO

Dado que los métodos para la solución de SEDO presentados son para sistemas con coeficientes

constantes, lo cual no sucede en la mayoŕıa de modelos matemáticas y además, el problema de

encontrar valores propios aumenta con el orden de la matriz. Se evidencia la necesidad de encon-

trar aproximaciones para el problema de Cauchy. En esta sección se presenta una introducción a la

solución numérica de EDO. Primero presentaremos métodos numéricos para solucionar el problema

de Cauchy en los reales y luego en Rn. Estos métodos se presentarán de una forma más profunda

en los siguientes caṕıtulos.

Los métodos numéricos que estudiamos son métodos iterativos aritméticos que aproximan la

solución al problema de Cauchy y′(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0.
(1.3.1)

Con estos métodos no se obtiene una aproximación continua a la solución y(x), se obtienen aproxi-

maciones en un conjunto discreto de puntos a = x0, x1, . . . , xn = b del intervalo [a, b], este proceso



1. Teoŕıa general de ecuaciones diferenciales 14

se conoce como Discretización. Las discretizaciones numéricas se aplican a menudo en la apro-

ximación de soluciones de ecuaciones diferenciales en las que no es posible encontrar una solución

anaĺıtica. Con estas discretizaciones se espera que la aproximación encontrada sea lo mas cercana

posible a la solución exacta y a un bajo costo computacional.

En esta sección estudiaremos el método de Euler, este método es el más básico de las técnicas

de aproximación para resolver problemas de Cauchy, por la simplicidad de la deducción de este

método puede ser utilizado para ilustrar las técnicas involucradas en la construcción de algunos de

los métodos más complejos.

1.3.1. Método de Euler

El método de Euler, también llamado método de la recta recta tangente, es el método más

simple y más antiguo de los métodos usados para aproximar soluciones al problema de Cauchy. Fue

creado por Leonhard Euler y fue publicado en su obra de cálculo integral entre los años 1768 y

1770, tal y como se presenta en [5]. Existen diferentes formas para deducir el método de Euler, para

aproximar la solución al problema de Cauchy (1.3.1), entre las cuales están: series de Taylor, la idea

geométrica de aproximación por rectas tangentes, aproximaciones a una integral y la aplicación del

teorema de valor medio. En esta sección se presentará la deducción mediante series de Taylor, la

aproximación de una integral y geométricamente mediante rectas tangentes.

Deducción del método de Euler mediante series de Taylor.

En primer lugar consideramos un intervalo [a, b], donde a = x0 es el valor inicial para x en el

cual se conoce el valor de y0 por la condición inicial y b = xf es el extremo final del intervalo,

en el cual se quiere aproximar el valor de y(xf ) desconocido. Dividimos dicho intervalo en

n subintervalos de longitud h, por lo tanto h = (b − a)/n, de lo cual se obtiene el conjunto

discreto de n+1 puntos {x0, x1, x2, · · · , xn}, llamados puntos de malla, donde xk+1 = xk+h

para 0 ≤ k ≤ n − 1, es decir que la distancia entre cada par de puntos sucesivos es h, esta

distancia se conoce como tamaño de paso.

Supongamos que la solución exacta de (1.3.1), y(x), tiene dos derivadas continuas sobre [a, b],

de modo que para cada 0 ≤ k ≤ n− 1. La expansión de Taylor en torno a xk es

y(xk+1) = y(xk) + (xk+1 − xk)y′(xk) +
(xk+1 − xk)2

2!
y′′(ςk),

para algún número ςk ∈ (xk, xk+1). Como h = xk+1 − xk, tenemos

y(xk+1) = y(xk) + hy′(xk) +
h2

2!
y′′(ςk). (1.3.2)

Eliminando el último término de (1.3.2), se deduce el método de Euler
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y0 = y(x0)

yk+1 = yk + hf(xk, yk),
(1.3.3)

donde xk+1 = xk + h, 0 ≤ k ≤ n− 1, h = b−a
n , f : [a, b]× R→ R.

El término que se ha truncado en la serie de Taylor para deducir el método de Euler está

relacionado con el error Local de discretización, αk, que es el error cometido en el cálculo

y(xk+1) entre xk y xk+1 . Es decir que para el método de Euler

αk+1 =
1

2
hy′′(ςk),

para ςk en el intervalo (xk, kk+1).

Si M es una cota superior para y′′(x), con x ∈ [a, b], entonces el error local de discretización

satisface que αk ≤ Mh/2 y se dice que el método de Euler es de orden uno. En el siguiente

caṕıtulo se presentarán métodos de mayor orden, los Métodos de Taylor, los cuales se

obtienen truncando la serie de Taylor con mayor número de términos.

Deducción geométrica del método de Euler.

Geométricamente, el método de Euler calcula la aproximación yk+1 por medio de la recta

tangente a la curva que define la solución exacta y(x). La ecuación de la recta tangente a la

curva de y(x) en el punto (x0, y0) está dada por

r(x) = y′(x0)(x− x0) + y0 = (x− x0)f(x0, y0) + y0.

Tomando x = x0 + h = x1, se tiene que r(x0 + h) = y0 + hf(x0, y0) = y1, es decir que se

encontró la aproximación y1 a partir del valor de y0. En general, si se supone conocido el valor

de yk, el valor de yk+1 puede encontrarse usando la expresión yk+1 = yk+hf(xk, yk), que es la

fórmula de integración del método de Euler (1.3.3). La Figura 1.1 ilustra esta interpretación.

Figura 1.1: Interpretación geométrica método de Euler.
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Deducción integral del método de Euler.

Integrando cada lado de (1.3.1) entre dos puntos de malla consecutivos, por ejemplo entre xk

y xk+1, se obtiene la expresión

y(xk+1) = y(xk) +

∫ xk+1

xk

f(x, y(x))dx.

Si la función f(x, y(x)) se considera constante en el intervalo [xk, xk+1], puede salir de la

integral y se obtiene

y(xk+1) = y(xk) + f(xk, y(xk))

∫ xk+1

xk

dx = y(xk) + f(xk, y(xk))(xk+1 − xk),

de lo cual se deduce el método de Euler yk+1 = yk + hf(xk, yk).

Más adelante usaremos este mismo enfoque para obtener métodos de mayor precisión, dando

mejores aproximaciones a la integral de f(x, y(x)).

Ejemplo 1.4. Usar el método de Euler con h = 0.02 para aproximar el valor de y(0.1), siy′(x) = −4y + e−2x

y(0) = 1,
(1.3.4)

con solución exacta y(x) = 1
2(e−4x + e−2x) y y(0.1) = 0.74452.

Usando la fórmula de integración del método de Euler (1.3.3) y la condición iniciales y(0) = 1 se

tiene el siguiente proceso iterativo

x0 = 0.00, y0 = 1

x1 = 0.02, y1 = y0 + h
(
−4y0 + e−2x0

)
= 1 + 0.02

(
−4 (1) + e−2(0.00)

)
= 0.94

x2 = 0.04, y2 = y1 + h
(
−4y1 + e−2x1

)
= 0.94 + 0.02

(
−4 (0.94) + e−2(0.02)

)
= 0.88401

x3 = 0.06, y3 = y2 + h
(
−4y2 + e−2x2

)
= 0.88401 + 0.02

(
−4 (0.88401) + e−2(0.04)

)
= 0.83175.

Continuamos con este proceso hasta llegar al extremo final del intervalo de integración y se obtiene

la aproximación y(0.1) ≈ 0.73736.

Para comparar las aproximaciones obtenidas con el método de Euler, dado que se conoce la solución

anaĺıtica de este problema, usamos el error global de discretización ek = |y(xk)− yk|, que es el

valor absoluto de la diferencia entre la solución exacta y la solución aproximada del problema en

xk. Los resultados obtenidos para este problema se resumen en la Tabla 1.1, donde se observa que

a medida que xk se aleja de la condición inicial, el error global aumenta.

1.3.2. Método de Euler para sistemas de EDO

Los métodos numéricos para resolver problemas de Cauchy que involucran una sola ecuación

diferencial de primer orden y una condición inicial escalar pueden ser generalizados a fin de resol-

ver SEDOP. La idea básica es reescribir el sistema de ecuaciones diferenciales como el problema de
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xk yk y(xk) ek
0.00 1.00000 1.00000 0

0.02 0.94000 0.94195 1.952× 10−3

0.04 0.88401 0.88763 3.617× 10−3

0.06 0.83175 0.83677 5.013× 10−3

0.08 0.78295 0.78914 6.198× 10−3

0.10 0.73736 0.74452 7.164× 10−3

Tabla 1.1: Discretización obtenida por el método de Euler en la solución numérica de (1.3.4).

Cauchy (1.3.1) y aplicar el método teniendo en cuenta que las funciones involucradas son vectoriales.

El método de Euler para resolver SEDOP esy0 = y(x0)

yk+1 = yk + hf(xk,yk),
(1.3.5)

donde xk+1 = xk + h, 0 ≤ k ≤ n− 1, h = b−a
n , f : [a, b]× Rn → Rn.

Ejemplo 1.5. Usar el método de Euler para aproximar el valor de u(1) y v(1), si
u′(x) = v(x)

v′(x) = 4v(x)− 3u(x)

u(0) = 1 v(0) = 0,

(1.3.6)

con solución exacta u(x) = 1
2(3ex−e3x), v(x) = 1

2(3ex−3e3x) y u(1) = −5.96534, v(1) = −26.05088.

Si hacemos y = [u(x) v(x)]T , f(x,y) = [v(x) 4v(x)− 3u(x)]T y y0 = [u(0) v(0)]T , el sistema

(1.3.6) puede escribirse como y′(x) = f(x,y(x))

y(x0) = y0,
(1.3.7)

donde f : [0, 1] × R2 → R2 y x ∈ [0, 1]. Es decir que describe un problema de Cauchy como en

(1.2.11).
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Aplicando el método de Euler (1.3.5) a este problema con h = 1/16 se tiene

y1 = y0 + hf(x,y0) =

[
u(x0)

v(x0)

]
+ (1/16)

[
v(x0)

4v(x0)− 3u(x0)

]

=

[
1

0

]
+ (0.0625)

[
0

−3

]
=

[
1

−0.1875

]
≈ y(0.0625),

y2 = y1 + hf(x,y1) =

[
u(x1)

v(x1)

]
+ (1/16)

[
v(x1)

4v(x1)− 3u(x1)

]

=

[
1

−0.1875

]
+ (0.0625)

[
−0.1875

−3.75

]
=

[
0.98828

−0.42187

]
≈ y(0.125).

Este proceso se repite hasta llegar al extremo final del intervalo de integración. Los resultados de

las aproximaciones numéricas a y(1) con diferentes tamaños de paso se resumen en la Tabla 1.2,

donde se observa que al reducir el tamaño de paso h a la mitad, el error también se reduce a la

mitad, por lo tanto el error es proporcional al tamaño de paso h.

Tamaño de paso h 1/16 1/32 1/64 1/128

Aproximación u(1) −3.86132 −4.78178 −5.33472 −5.63946

Aproximación v(1) −19.49776 −22.37633 −24.09632 −25.04160

Error global 6.88261 3.86046 2.05376 1.06059

Tabla 1.2: Discretización obtenida por el método de Euler en la solución numérica de 1.3.4 para
diferentes tamaños de paso.

Tanto los métodos de paso único como los métodos de paso múltiple que se presentarán más

adelante se pueden generalizar para resolver SEDOP de manera similar a como se ha hecho con el

método de Euler. Al trabajar con SEDO, tanto las aproximaciones numéricas como los diferentes

tipos de errores obtenidos son vectores, para el análisis del error y en general el comportamiento

de la soluciones numéricas es conveniente conocer un valor numérico del vector por este motivo se

debe usar una norma vectorial. Según se presenta en [2] y [9], para los MEDO es conveniente usar

la norma infinito

v∞ = máx
0<i≤m

|vi|, (1.3.8)

donde vi, para 0 < i ≤ m, son las entradas del vector v de dimensión m. En este trabajo se usará

la norma infinito.
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1.3.3. Una cota para el error

En la Tabla 1.2 se observa que a medida que el tamaño de paso disminuye, el error global

también disminuye. A continuación, tal y como se muestra en [5], se calcula una cota para el error

la cual dependerá linealmente del tamaño de paso h. Para simplificar los cálculos en la búsqueda de

la cota se considera los lemas a seguir.

Lema 1.1. Para todo z ≥ −1 y para cualquier m positivo, se cumple

0 ≤ (1 + z)m ≤ emz.

Demostración. Desarrollando en serie de Taylor la función f(z) = ez en torno al punto z0 = 0

hasta n = 1 tenemos

ez = 1 + z +
1

2
z2eξ,

donde ξ ∈ [z, 0]. Por lo tanto,

0 ≤ 1 + z ≤ 1 + z +
1

2
z2eξ = ez

y como 1 + z ≥ 0 se tiene que

0 ≤ (1 + z)m ≤ emz.

Lema 1.2. Si s y x son números reales positivos, {ai}ki=0 es una sucesión que satisface a0 ≥ −x/s
y

ai+1 ≤ (1 + s)ai + x, para i = 0, 1, . . . , k, (1.3.9)

entonces

ai+1 ≤ e(i+1)s
(
a0 +

x

s

)
− x

s
.

Demostración. Para un centro fijo i, la desigualdad (1.3.9) implica que

ai+1 ≤ (1 + s) ai + x

≤ (1 + s) [(1 + s) ai−1 + x] + x

≤ (1 + s) {(1 + s) [(1 + s) ai−2 + x] + x}+ x

...

≤ (1 + s)i+1 a0 +
[
1 + (1 + s) + (1 + s)2 + . . .+ (1 + s)i

]
x.

Pero

1 + (1 + s) + (1 + s)2 + . . .+ (1 + s)i =
i∑

j=0

(1 + s)j
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es una serie geométrica de razón (1 + s) y su suma es

1− (1 + s) i+ 1

1− (1 + s)
=

1

s

[
(1 + s)i+1 − 1

]
.

Por tanto,

ai+1 ≤ (1 + s)i+1 a0 +
(1 + s)i+1 − 1

s
x = (1 + s)i+1

(
a0 +

x

s

)
− x

s

y de acuerdo con el Lema 1.1, con z = 1 + s, dada

ai+1 ≤ e(i+1)s
(
a0 +

x

s

)
− x

s
.

Teorema 1.11. Supongamos que la función f , del problema de Cauchy (1.3.1), es continua y

satisface la condición de Lipschitz con la constante L en D = {(x, y) |a ≤ x ≤ b,−∞ < y <∞}, y

que existe una constante M con la propiedad de que |y′′| ≤M para todo x ∈ [a, b].

Sea y(xk) la solución exacta del problema de Cauchy (1.3.1) y sean y0, y1, . . . yn las aproximaciones

generadas con el método de Euler para algún entero positivo n. Entonces para cada k = 0, 1, . . . , n,

ek ≤
hM

2L

[
eL(xk−a) − 1

]
. (1.3.10)

Demostración. Desarrollando la serie de Taylor para y(xi+1) en torno a xi tenemos

y(xk+1) = y(xk) + hf(xk, y(xk)) +
h2

2
y′′(ξk).

Por otro lado del método de Euler se tiene que

yk+1 = yk + hf(xk, yk).

Restando estas ecuaciones tenemos

y(xk+1)− yk+1 = y(xk)− yk + h [f(xk, y(xk))− f(xk, yk)] +
h2

2
y′′(ξk).

De donde

ek+1 = |y(xk+1)− yk+1| ≤ |y(xk)− yk|+ h |f(xk, y(xk)− f(xk, yk))|+
h2

2

∣∣y′′(ξk)∣∣ .
Puesto que f satisface una condición de Lipschitz en la segunda variable con la constante L y como

|y′′(x)| ≤M, se sigue que

ek+1 ≤ (1 + hL) |y(xk)− yk|+
h2M

2
.
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Usando el Lema (1.3.9) con aj = ek para cada j = 0, 1, . . . , n, y con s = hL y x = h2M/2, tenemos

ek ≤ e(k+1)hL

(
|y(x0)− y0|+

h2M

2hL

)
− h2M

2hL
.

Puesto que e0 = |y(x0)− y0| = 0 e (k + 1)h = xk+1 − x0 = xk+1 − a, tenemos

ek ≤
hM

2L
(e(xk+1−a)L − 1),

para cada k = 0, 1, . . . , n− 1.

La dificultad en este teorema está en conocer una cota para la segunda derivada de la función

incógnita y, sin embargo por la regla de la cadena es posible en algunos casos calcular la segunda

derivada de la función y(x) sin necesidad de conocerla expĺıcitamente.

Ejemplo 1.6. Para el problema de Cauchyy′(x) = y

y(0) = 1,

aplicar el método de Euler para aproximar y(1). Además, con h=0.2, encontrar el error y la cota

del error para cada xk.

La solución exacta es y(x) = ex, por lo tanto la constante de Lipschitz es L = 1 y una cota para la

segunda derivada es M = e ≈ 2.71828. Usando estos valores en la desigualdad (1.3.10), se obtiene

la cota de error

ek ≤
0.2(2.71828)

2
[exk − 1] .

En la Tabla 1.3 se muestra el error junto con la cota del error para cada xk, se observa que la cota

es mucho más grande que el error real. Estas cotas dependen del problema de Cauchy y del método

numérico, muchas veces no es fácil determinar una cota para el error y si se encuentra en la práctica

son mucho mayores que el error real.

xi 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Error 0.02140 0.05182 0.09411 0.15194 0.22996

Cota de error 0.06018 0.13369 0.22347 0.33313 0.46707

Tabla 1.3: Cota para el error método de Euler.
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1.3.4. Métodos impĺıcitos

Algunos de los métodos numéricos que se presentarán más adelante posen fórmulas de integración

impĺıcitas, es decir que el valor yk+1 aparece en el lado izquierdo y en el lado derecho de la ecuación.

Estos métodos se conocen como métodos impĺıcitos y la principal dificultad en su aplicación está

en que si la función f(x, y) es trascendente puede resultar una ecuación impĺıcita no lineal donde no

sea posible despejar expĺıcitamente el valor yk+1. En ese caso se debe recurrir a métodos numéricos

de resolución de ecuaciones no lineales como el método de Newton. Algunos ejemplos de métodos

impĺıcitos para solucionar numéricamente el problema de Cauchy (1.2.11) se presentan a seguir.

Método de Euler impĺıcito y0 = y(x0)

yk+1 = yk + hf(xk + h,yk+1).
(1.3.11)

Método del Trapecio impĺıcitoy0 = y(x0)

yk+1 = yk + h
2

[
f(xk,yk) + f(xk + h,yk+1)

]
.

(1.3.12)

Método de Simpson impĺıcitoy0 = y(x0), y1 conocido

yk+2 = yk+1 + h
3

[
f(xk+2,yk+2) + 4f(xk+1,yk+1) + f(xk,yk)

]
.

(1.3.13)

En los anteriores métodos y en cualquier otro MNEDO que se presenta en este trabajo xk+1 =

xk + h, 0 ≤ k ≤ n− 1, h = b−a
n , f : [a, b]× Rn → Rn.

Los métodos (1.3.11), (1.3.12) y 1.3.13 son impĺıcitos. La diferencia está en que mientras el

método de Euler impĺıcito y el método del trapecio impĺıcito son de paso único, el método de

Simpson es de paso múltiple y para generar una aproximación necesitan dos aproximaciones en

instantes de tiempos anteriores.



Caṕıtulo 2

Métodos de paso único

En el Caṕıtulo 1 se presentó el método de Euler (1.3.3), el cual permite obtener una aproximación

yk+1 únicamente a partir de una aproximación yk de un paso anterior. Los métodos numéricos que

cumplen esta propiedad se conocen como métodos de paso único, MPU. Los MPU son de frecuente

uso en la práctica y existen diferentes software que incorporan estos métodos. Sin embargo, cuando se

utilizan estos algoritmos podŕıa no tenerse indicios del proceso que se está realizando internamente.

Por este motivo es importante conocer las propiedades generales de los MPU, analizar de donde

surgen estos métodos y obtener criterios que permitan identificar cuando los resultados generados

mediante la aplicación de uno de estos métodos ofrece resultados de buena precisión. Entre los MPU

se destacan las familias de métodos de Taylor y de Runge-Kutta, por lo cual en este caṕıtulo se

presenta el desarrollo de estos métodos, además de un estudio de las propiedades de consistencia,

convergencia y estabilidad para los MPU.

2.1. Forma general de los métodos de paso único

Un MPU es un método que calcula una aproximación yk+1 únicamente a partir del valor de

una aproximación yk del paso anterior. En forma general un MPU se escribe comoy0 = y(x0)

yk+1 = yk + hkφ(xk,yk,yk+1, hk),
(2.1.1)

donde φ se denomina función incremento y hk es el tamaño de paso adoptado en el subinter-

valo [xk, xk+1]. A fin de simplificar el análisis se considerará fijo hk, es decir hk = h para todo

k. Si la variable yk+1 aparece en los dos lados de la expresión (2.1.1), se dice que el método es

impĺıcito, caso contrario se dice que es un método explicito. Las definiciones y resultados que se

presentan en este caṕıtulo son validas tanto para métodos impĺıcitos como para métodos expĺıci-

tos, por lo tanto por simplicidad enunciaremos estos resultados en el contexto de métodos expĺıcitos.

23
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La forma general de los MPU expĺıcitos con h fijo que se considera esy0 = y(x0)

yk+1 = yk + hφ(xk,yk, h).
(2.1.2)

Observación 2.1. El método de Euler (1.3.3) es un MPU, con

φ(xk,yk, h) = f(xk,yk).

Otro MPU, es el método de Euler mejorado que se estudiará más adelante y cumple (2.1.2) con

φ(xk,yk, h) =
1

2
[f(xk, yk) + f(xk + h, yk + hf(xk, yk))] .

2.2. Consistencia, estabilidad y convergencia

Cuando se usan métodos numéricos para obtener una aproximación a la solución, es importante

conocer que tanto se acerca la solución numérica a la solución exacta. En el caso de los métodos

numéricos para EDO vamos a considerar dos tipos de error: el error local de discretización y el

error global de discretización.

Definición 2.1. Dado el MPU (2.1.2), el error local de discretización para el método en xk se

define por

τ k =
y(xk+1)− y(xk)

h
− φ(xk,y(xk), h). (2.2.1)

Definición 2.2. Dado el MPU (2.1.2), el error global de discretización del método en xk es la

diferencia entre la solución exacta y la solución numérica del problema de Cauchy en xk, es decir

ek = y(xk)− yk. (2.2.2)

Observación 2.2. Multiplicando (2.2.1) por el tamaño de paso h se tiene

hτ k = y(xk+1)− [y(xk) + hφ(xk,y(xk), h)] = y(xk+1)− yk+1. (2.2.3)

Lo cual puede ser visto como la diferencia entre la solución exacta y la solución aproximada, donde la

solución numérica se ha calculado en una sola aplicación del método numérico, es decir que ningún

error fue cometido anteriormente, esto le confiere el carácter local. La ecuación (2.2.2), también

puede interpretarse como la diferencia entre la solución exacta y la solución aproximada, con la

diferencia que en este caso la solución numérica se ha calculado a partir de valores obtenidos por la

aplicación del método numérico en instantes de tiempo anteriores, esto le confiere el carácter global.
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Para tener buenas aproximaciones numéricas se debe mantener controlados estos errores, es decir

procurar que la magnitud de estos errores sea lo más baja posible y que de hecho tienda a cero a

medida que h tienda a cero, o equivalentemente a medida que n tienda a infinito. En este sentido

se presenta las siguientes definiciones.

Definición 2.3. Se dice que el MPU (2.1.2) es consistente con el problema de Cauchy (1.2.11) si

y solo si la función de incremento, φ(x,y, h), satisface la siguiente relación

φ(x,y, 0) = f(x,y).

En otras palabras, un MPU es consistente si y solo si

ĺım
h→0
‖τ k‖ = 0, ∀x ∈ [a, b], y ∈ Rn.

Definición 2.4. Si existieran constantes positivas C, h0 y q, independiente del paso de integración

h y del sub́ındice k, con 0 < h ≤ h0, tales que el error local de discretización satisface

máx
k
‖τ k‖ ≤ Chq,

entonces se dice que el método numérico tiene orden de consistencia q y se denota O(hq).

Observación 2.3. La consistencia de un MPU asegura que el método es al menos de orden de

consistencia uno. El orden de consistencia indica que tan rápido el error local de discretización

se acerca a cero cuando h disminuye. Análogamente el orden de convergencia indica que tan

rápido el error global de discretización disminuye. Dado que para las definiciones de error local

y error global de discretización que se han adoptan en este trabajo los ordenes de consistencia y

convergencia coinciden, en adelante simplemente se dirá que un método es de orden q.

Definición 2.5. Se dice que el MPU (2.1.2) es convergente en el punto xk si y solo si

ĺım
h→0
‖ek‖ = 0.

Es decir, que la convergencia se tiene en un MPU si y solamente si el error global de discretización

tiende a cero cuando h tiende a cero. El método numérico es convergente si fuera convergente para

todo x ∈ [a, b] y para cualquier problema de Cauchy.

La condición inicial y0 es dada de forma exacta por el problema de Cauchy, sin embargo, en la

práctica la condición inicial puede estar sujeta a un tipo de error. Es decir que y(0) = y0 +δ0, donde

δ0 es una perturbación a la condición inicial. Por lo tanto en la práctica se trabaja con problemas

de Cauchy de la forma y′(x) = f(x,y(x))

y(x0) = y0 + δ0.
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Este tipo de problemas se presenta cuando la condición inicial y(0) es calculada de forma experi-

mental e incluso la precisión finita de un computador impide almacenar el valor de y(0) de forma

exacta. Por lo tanto, es importante garantizar que los métodos usados sean estables numéri-

camente en el sentido de que pequeñas perturbaciones en las condiciones iniciales no produzcan

grandes perturbaciones en los resultados finales.

Definición 2.6. Se dice que el MPU es estable si existe una constante K > 0 tal que, para

cualquier par de soluciones numéricas, yk+1 y ŷk+1, obtenidas de aplicar el MPU al mismo problema

de Cauchy pero con diferentes condiciones iniciales, y0 y ŷ0, respectivamente, se tiene que∥∥yk+1 − ŷk+1

∥∥ ≤ K ‖y0 − ŷ0‖ ,
para xk+1 ≤ b, y para h que tiende a 0.

Como se verá más adelante, en la Observación 3.3 se concluye, para los MPU la consistencia del

método garantiza la estabilidad del mismo, es decir que para verificar que un MPU es estable basta

verificar que el método sea consistente.

Garantizar la convergencia de un MPU mediante la Definición 2.5 resulta una tarea compleja ya

que en la práctica normalmente no se conoce el error global de discretización y además la definición

de convergencia de un MPU exige la verificación de que para todo problema de Cauchy, el error

global tiende a cero cuando h tiende a cero, lo cual no es posible. Por tal motivo, se presenta el

siguiente resultado que ofrece una forma alternativa de garantizar la convergencia de un MPU a

partir de la consistencia como se muestra en [2] y [7].

Teorema 2.1. Considere el MPU (2.1.2), donde la función incremento φ(x,y, h) es Lipschitziana

en y y continua en sus argumentos. Si el MPU es consistente entonces es convergente.

Demostración. Para determinar la convergencia del MPU se debe obtener una expresión que

describa el comportamiento del error global de discretización, de la forma

ek+1 = y(xk+1)− yk+1. (2.2.4)

Considerando la expresión (2.2.3) del producto entre el error local de discretización τ k y el paso de

integración h se tiene que

y(xk+1) = y(xk) + hφ(xk,y(xk), h) + hτ k. (2.2.5)

Por otro lado considérese yk+1 como una aproximación numérica obtenida por la aplicación del

MPU (2.1.2), por tanto

yk+1 = yk + hφ(xk,yk, h). (2.2.6)
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Sustituyendo (2.2.5) y (2.2.6) en (2.2.4) y agrupando términos se tiene

ek+1 = y(xk)− yk + h [φ(xk,y(xk), h)− φ(xk,yk, h)] + hτ k (2.2.7)

= ek + h [φ(xk,y(xk), h)− φ(xk,yk, h)] + hτ k. (2.2.8)

Por hipótesis la función φ(x, y, h) satisface la condición de Lipschitz en la variable y, es decir

‖φ(x,y1, h)− φ(x,y2, h)‖ ≤ L ‖y1 − y2‖ ,

para cualquier x, h y para una constante positiva L. Además φ es continua en todas sus variables,

por tanto aplicando estas hipótesis en (2.2.8) se tiene que

‖ek+1‖ ≤ ‖ek‖+ h ‖φ(xk,y(xk), h)− φ(xk,yk, h)‖+ h ‖τ k‖

≤ ‖ek‖+ hL ‖y(xk)− yk‖+ h ‖τ k‖

≤ ‖ek‖+ hL ‖ek‖+ h ‖τ k‖ ,

esto es

‖ek+1‖ ≤ (1 + hL) ‖ek‖+ h ‖τ k‖ , para todo k. (2.2.9)

A partir de (2.2.9), de manera recursiva se puede obtener una expresión que dependa de e0 aśı

‖e1‖ ≤ (1 + hL) ‖e0‖+ h ‖τ k‖

‖e2‖ ≤ (1 + hL)2 ‖e0‖+ [(1 + hL) + 1]h ‖τ k‖

‖e3‖ ≤ (1 + hL)3 ‖e0‖+
[
(1 + hL)2 + (1 + hL) + 1

]
h ‖τ k‖

...

‖ek‖ ≤ (1 + hL)k ‖e0‖+
[
(1 + hL)k−1 + . . .+ (1 + hL) + 1

]
h ‖τ k‖ .

El segundo término del lado derecho en la última desigualdad es una suma de los k términos de una

progresión geométrica de término inicial 1 y razón (1 + hL). Por tanto

‖ek‖ ≤ (1 + hL)k ‖e0‖+
(1 + hL)k − 1

L
h ‖τ k‖ . (2.2.10)

Aplicando el Lema 1.1, se tiene que

(ehL)k ≥ (1 + hL)k.

Luego usando esta desigualdad en (2.2.10) se tiene que

‖ek‖ ≤ ekhL ‖e0‖+
ekhL − 1

L
h ‖τ k‖ . (2.2.11)

Por hipótesis el método es consistente, por lo tanto es consistente al menos de orden 1, es decir que

máx
k
‖τ k‖ ≤ Chq donde q ≥ 1,
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entonces se tiene que

‖ek‖ ≤ ekhL ‖e0‖+
ekhL − 1

L
hq. (2.2.12)

Si ‖e0‖ = 0 el lado derecho de la desigualdad (2.2.12) tiende a cero cuando h tiende a cero. De esta

manera el ĺımite del error global tiende a cero cuando el tamaño de paso h tiende a cero, es decir el

MPU es convergente.

2.3. Métodos de Taylor

En el Caṕıtulo 1 para deducir el método de Euler se usó la expansión de Taylor truncando hasta

el segundo término. En este caṕıtulo, a fin de alcanzar una mayor precisión que la obtenida con el

método de Euler, se considera una mayor cantidad de términos en el desarrollo de Taylor. Esto da

origen a una familia de MPU conocida como métodos de Taylor.

Suponga que la solución y(x) es q + 1 veces continuamente diferenciable. El objetivo es usar la

serie de Taylor para expresar y(x+h) en términos de y(x) para algún tamaño de paso h, utilizando

información acerca de la ecuación diferencial del problema de Cauchy. Expandiendo en series de

Taylor la función y(x+ h) con centro en x = xk, se tiene

y(xk + h) = y(xk+1) = y(xk) + hy′(xk) +
h2

2!
y′′(xk) + . . .+

hq+1

(q + 1)!
y(q+1)(ξ),

donde xk < ξ < xk + h. Sustituyendo y′(xk) = f(xk,y(xk)) del problema de Cauchy, se obtiene el

siguiente método.

Método de Taylor de Taylor de orden qy0 = y(x0),

yk+1 = yk + hf(xk,yk) + h2

2!
d
dtf(xk,yk) + . . .+ hq

q!
dq

dtq f(xk,yk).
(2.3.1)

El error local de discretización del método de Taylor es

τ k(h) =
hq

(q + 1)!
y(q+1)(ξ).

Por lo tanto el método de Taylor de orden q tiene un error local de discretización O(hq).

Para calcular las derivadas de f en la expresión (2.3.1) se debe calcular las derivadas totales de

y′ = f(x,y) teniendo en cuenta que f es una función impĺıcita de y. Para simplificar el cálculo de

las derivadas de f se usa la siguiente notación

f = f(x,y), fx =
∂f(x,y)

∂x
, fxx =

∂2f(x,y)

∂x2
, fyy =

∂2f(x,y)

∂y2
, fxy =

∂2f(x,y)

∂x∂y
.
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Aparentemente con los métodos de Taylor se puede obtener métodos numéricos de ordenes arbi-

trariamente altos. Para desarrollar un método de Taylor de orden 2 es necesario el cálculo de las 2

derivadas de y,

y′(x) = f

y′′(x) = f ′ = fx + fyf ,
(2.3.2)

de lo cual sustituyendo en (2.3.1) se obtiene el correspondiente método de Taylor.

Método de Taylor de orden 2 (Taylor 2)y0 = y(x0),

yk+1 = yk + hf(xk,yk) + 1
2h

2(fx(xk,yk) + fy(xk,yk)f(xk,yk)).
(2.3.3)

Sin embargo, el cálculo de las derivadas (2.3.2) es tedioso, a menos que la función f sea lo

suficientemente simple para que muchas de las derivadas parciales en (2.3.2) desaparezcan. Una

alternativa en la práctica seŕıa usar software de cálculo simbólico para calcular tales derivadas,

aunque se debe tener en cuenta que esto demanda mayores costos computacionales. Por lo tanto los

métodos de Taylor no son de gran utilidad práctica.

2.4. Métodos de Runge Kutta

Los métodos de Runge Kutta forman una importante familia de MPU. La principal caracteŕıstica

de estos métodos, al compararlos con los de Taylor, es que ayudan a evitar el cálculo y la evaluación

de la derivada de f(x,y) incluso con alta orden. Un ejemplo de estos métodos es el método Euler

(1.3.3). Estos métodos surgen en 1895 por la idea de Runge de generalizar el método de Euler,

teniendo en cuenta una serie de evaluaciones en la función f(x,y) para aproximar sus sucesivas

derivadas en un solo paso. Otras contribuciones fueron hechas por Heun y Kutta al rededor de

1900. Este último caracterizó por completo el conjunto de métodos de Runge Kutta de orden 4, y

propuso los primeros métodos de orden 5, más información histórica se presenta en [6].

Definición 2.7. Un método de Runge Kutta expĺıcito de R estados, es un MPU en el cual

el número de estados hace referencia al número de evaluaciones de f(x,y) que deben hacerse en

cada paso. Estos métodos tienen la formay0 = y(x0)

yk+1 = yk + hφ(xk,yk, h),

donde

φ(x,y, h) =
R∑
r=1

crkr, (2.4.1)
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con
k1(x,y) = f(x,y)

k2(x,y) = f(x+ ha2,y + hb21k1)

k3(x,y) = f(x+ ha3,y + hb31k1 + hb32k2)
...

kr(x,y) = f
(
x+ har,y + h

∑r−1
s=1 brsks

)
, 2 ≤ r ≤ R,

(2.4.2)

y los parámetros ar, brs y cr satisfacen las relaciones

R∑
r=1

cr = 1 y ar =
r−1∑
s=1

brs, 2 ≤ r ≤ R. (2.4.3)

Para deducir métodos de tipo Runge Kutta, se debe considerar la expresión general de la De-

finición 2.7 y determinar las constantes cr, ar y brs en (2.4.3). Una técnica para determinar las

constantes es desarrollar en series de Taylor las funciones kr en (2.4.2) y comparar este desarrollo

con los coeficientes de un método de Taylor de orden q. A seguir se ejemplifica este proceso.

Ejemplo 2.1. Para deducir un método de tipo Runge Kutta de dos estados, para aproximar el

problema de Cauchy (1.3.1), se considera la Definición 2.7 con R = 2 y se obtiene
yk+1 = yk + h(c1k1 + c2k2)

k1 = f(xk, yk)

k2 = f(xk + a2h, yk + hb21k1).

(2.4.4)

Como se deben de cumplir las condiciones (2.4.3), se tiene que a2 = b21. Por lo tanto, la expresión

(2.4.4) se puede escribir como 
yk+1 = yk + h(c1k1 + c2k2)

k1 = f(xk, yk)

k2 = f(xk + a2h, yk + ha2k1).

(2.4.5)

Expandiendo k2 en series de Taylor con centro en (xk, yk) hasta el orden 2, se tiene

k2 = f + a2h [fx + k1fy] +
a22h

2

2!
[fxx + 2k1fxy] . (2.4.6)

Remplazando la ecuación (2.4.6) en la ecuación (2.4.5) se tiene

yk+1 = yk + (c1 + c2)hf + a2c2h
2 [fx + ffy]

+
a22c2h

3

2!

[
fxx + 2ffxy + f2fyy

]
.

(2.4.7)

Comparando los coeficientes de la ecuación (2.4.7) con los coeficientes de la ecuación del método de

Taylor de orden 3 (2.3.3), se concluye que

c1 + c2 = 1 y a2c2 =
1

2
,
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de donde se puede elegir estas constantes de diferentes formas. Si elegimos c1 = c2 = 1
2 , se tiene que

a2 = 1, con esta elección se obtiene el método de Euler mejorado.

Método de Euler mejoradoy0 = y(x0)

yk+1 = yk + h
2 [f(xk, yk) + f(xk + h, yk + hf(xk, yk))] .

(2.4.8)

Si se toma c1 = 0 y c2 = 1, se tiene que a2 = 1
2 que corresponden al método de Euler modificado.

Método de Euler modificadoy0 = y(x0)

yk+1 = yk + hf
(
xk + h

2 , yk + h
2f(xk, yk)

)
.

(2.4.9)

Los métodos de Euler mejorado (2.4.8) y Euler modificado (2.4.9) también pueden ser aplicados

para resolver SEDOP.

Usando la técnica presentada en el Ejemplo 2.1 se pueden obtener métodos de alto orden, para

lo cual se debe de considerar un mayor número de estados. Se presentan a seguir algunos de los

métodos de Runge Kutta clásicos.

Método de Runge Kutta de orden tres con tres estados (RK33)

y0 = y(x0)

yk+1 = yk + h
6 (k1 + 4k2 + k3)

k1 = f(xk,yk)

k2 = f(xk + h
2 ,yk + h

2k1)

k3 = f(xk + h,yk − hk1 + 2hk2).

(2.4.10)

Método de Runge Kutta de orden cuatro con cuatro estados (RK44)

y0 = y(x0)

yk+1 = yk + h
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = f(xk,yk)

k2 = f(xk + h
2 ,yk + h

2k1)

k3 = f(xk + h
2 ,yk + h

2k2)

k4 = f(xk + h,yk + hk3).

(2.4.11)
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Método de Runge Kutta de orden cinco con seis estados (RK56)

y0 = y(x0)

yk+1 = yk + h( 16
135k1 + 6656

12825k3 + 28561
56430k4 −

9
50k5 + 2

55k6)

k1 = f(xk,yk)

k2 = f(xk + h
4 ,yk + h

4k1)

k3 = f(xk + 3h
8 ,yk + 3h

32k1 + 9h
32k2)

k4 = f(xk + 12h
13 ,yk + 1932h

2197 k1 −
7200h
2197 k2 + 7296h

2197 k3)

k5 = f(xk + h,yk + 439h
216 k1 − 8hk2 + 3680h

513 k3 −
845h
4104k4)

k5 = f(xk + h
2 ,yk −

8h
27k1 + 2hk2 − 3544h

2565 k3 + 1859h
4104 k4 −

11h
40 k5).

(2.4.12)

Si se observan los métodos (2.4.10), (2.4.11) y los deducidos en el Ejemplo 2.1, podŕıa suponerse

que si se considera un método de R etapas siempre se puede obtener un método que alcance orden

R, sin embargo, en general esto es falso. Butcher demostró que no existe un método de cinco etapas

de orden cinco y demostró el siguiente resultado, el cual se presenta en [7] y [12].

Teorema 2.2. Sea p∗(R) el mayor orden que se puede alcanzar mediante un método de Runge

Kutta de R estados, entonces

p∗(R) = R, R = 1, 2, 3, 4,

p∗(5) = 4,

p∗(6) = 5,

p∗(7) = 6,

p∗(8) = 6,

p∗(9) = 7,

p∗(R) = R− 2 R = 10, 11, . . . .

(2.4.13)

El Teorema 2.2 justifica el hecho de que en la práctica se utilice con mayor frecuencia los métodos

de Runge Kutta de orden 4, ya que usar métodos de más de 4 estados demanda un número mayor

de evaluaciones en la función f , lo cual genera grandes costos computacionales, con un orden de

convergencia menor a la cantidad de estados del método.

2.5. Estabilidad absoluta

En el estudio de las propiedades de consistencia, estabilidad y convergencia para los MPU se

consideraba que el tamaño de paso h tiende a cero. Sin embargo, en la práctica tomar tamaños de

paso muy pequeños demanda una mayor cantidad de cálculos, lo cual se traduce en un alto costo

computacional y de hecho por la aritmética finita del computador, al trabajar con h muy pequeño
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se pueden generar mayores errores de redondeo. Por lo tanto, se debe elegir el valor de h lo más

grande posible para el cual la solución aproximada se comporte por lo menos de forma similar con

la solución exacta. El estudio de la elección del tamaño de paso adecuado se denomina estabilidad

absoluta, donde ahora la palabra estabilidad se refiere al comportamiento de la solución numérica

para un h fijo.

Para estudiar la estabilidad absoluta de los MPU se debe realizar un análisis cualitativo del

conjunto de puntos en el plano complejo en el que la solución numérica tenga el mismo comporta-

miento de la solución anaĺıtica, este conjunto de puntos se conoce como la región de estabilidad.

Para simplificar el análisis cualitativo se trabaja con problemas lineales con coeficientes constantes.

Iniciamos el estudio de estabilidad absoluta a partir del método de Euler.

Estabilidad método de Euler

Considérese el SEDOP y′(x) = My(x),

y(0) = y0,
(2.5.1)

dondeM es una matriz cuadrada de entradas constantes. La solución exacta del SEDOP en xk = kh

es

y(xk) = ekhMy0.

Al hacer un cambio de base, de modo que y(x) = Sŷ(x), el sistema (2.5.1) se puede reescribir en

la forma

ŷ′(x) = M̂ŷ(x), (2.5.2)

donde M̂ = S−1MS es la forma canónica de Jordan de M . Aplicando el método de Euler al

problema (2.5.2) se obtiene la solución numérica

ŷk = (I + hM̂)kŷ0.

Para el caso en el que todos los valores propios λ de M sean diferentes, una de las ecuaciones del

sistema tiene la forma simple

y′(x) = λy(x). (2.5.3)

Por lo tanto, para obtener información aceptable del comportamiento de la solución de (2.5.1) se

puede estudiar el comportamiento de (2.5.3). La solución numérica por el método de Euler para

(2.5.3) es

yk = (1 + λh)ky0. (2.5.4)

Se desea que esta solución presente el mismo comportamiento que la solución anaĺıtica y = e(nhλ),

donde λ puede ser real o complejo.
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En el caso de que λ ∈ R se presentan dos casos, λ < 0 o λ ≥ 0.

Si λ < 0, entonces ĺımk→∞ y(xk) = ĺımk→∞ y0e
λkh = 0.

Para k → ∞, la solución numérica (2.5.4), tendrá el mismo comportamiento que la solución

anaĺıtica si

|1 + λh| < 1⇒ −2 < λh < 0.

Por lo tanto, la solución numérica tiene el mismo comportamiento de la solución anaĺıtica,

cuando k → ∞, si λh ∈ (−2, 0). En este caso existe una restricción sobre h a fin de que el

método de Euler sea estable.

Si λ ≥ 0, se tiene que

ĺım
k→∞

y(xk) = ĺım
x→∞

y0e
λkh =

y0, si λ = 0

∞, si λ > 0.

En este caso la solución numérica (2.5.4) tiene el mismo comportamiento de la solución anaĺıti-

ca cuando k →∞, por tanto en este caso no existen restricciones sobre h para que el método

de Euler sea estable.

De lo anterior se concluye que el método de Euler es absolutamente estable para λh ∈ (−2, 0).

Si se considera que λ ∈ C, λh ∈ C y se tiene

z = λh = a+ ib, a, b ∈ R

|1 + λh| < 1

|z + 1| < 1

|a+ ib+ 1| < 1,

es decir

[a− (−1)]2 + b2 < 1. (2.5.5)

Por lo tanto, en el plano complejo la región de estabilidad para el método de Euler son los puntos

interiores de un disco de centro en el punto (−1, 0) y de radio 1.

Análogamente al estudio de estabilidad absoluta para el método de Euler, se puede considerar

cualquier MPU y al aplicarlo al problema (2.5.1) obtener una expresión de la forma

yk+1 = ψ(λh)yk,

donde la expresión ψ(λh) se denomina factor de amplificación y el conjunto

Ω = {µ ∈ C; |ψ(µ)| < 1} ,
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se conoce como región de estabilidad Absoluta. La intercepción de la región Ω con la recta real

determinan el intervalo de estabilidad absoluta para el MPU.

Los principales resultados de estabilidad absoluta para los métodos de Runge Kutta expĺıcitos

se resumen en la Figura 2.1 y en la Tabla 2.1. De estos notamos que entre mayor es el orden del

método es más complicado determinar la región de estabilidad absoluta asociada, pero esta es mayor

al compararla con los de orden menor.

Método Factor de amplificación Intervalo de EA

Euler 1 + λh (−2, 0)

RK22 1 + λh+ (λh)2

2 (−2, 0)

RK33 1 + λh+ (λh)2

2 + (λh)3

6 (−2.51, 0)

RK44 1 + λh+ (λh)2

2 + (λh)3

6 + (λh)4

24 (−2.78, 0)

RK56 1 + λh+ (λh)2

2 + (λh)3

6 + (λh)4

24 + (λh)5

120 + (λh)6

1280 (−2.78, 0)

Tabla 2.1: Intervalos de estabilidad absoluta para los métodos de Runge-Kutta [12].
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Figura 2.1: Región de estabilidad absoluta para los métodos de Runge Kutta.
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Observación 2.4. Para diseñar la Figura 2.1 en Matlab, se consideró un conjunto de puntos λh

en las vecindades del origen del plano complejo. De estos puntos se representó gráficamente en el

plano complejo los puntos que cumpĺıan la condición |ψ(µ)| < 1, es decir los puntos que estaban en

las regiones de estabilidad para cada uno de los métodos de Runge Kutta.



Caṕıtulo 3

Métodos de paso múltiple

En la sección anterior se estudiaron los MPU, particularmente los métodos de Taylor y Run-

ge Kutta, mediante los cuales es posible obtener una solución aproximada, yk+1, del problema de

Cauchy (1.2.11) a partir de una única solución aproximada yk del paso anterior. Los métodos de

paso múltiple, MPM, necesitan conocer varios valores de la discretización en pasos anteriores al de

interés, es decir que para producir una solución aproximada, yk+N , es necesario conocer las aproxi-

maciones yk, yk+1, . . ., yk+N−1, de pasos anteriores, en este caso el MPM se conoce como Método

de N-pasos. Los MPU pueden ser considerados un caso particular de los MPM, cuando N = 1.

La idea de John C. Adams y Bashford de mejorar las aproximaciones obtenidas mediante el

método de Euler dio origen en 1833 a los primeros métodos de paso múltiple, conocidos como méto-

dos de Adams-Bashford. Sin embargo, la teoŕıa moderna de los métodos de paso múltiple lineales,

MPML, fue desarrollada solo hasta 1956 por Dahlquist, y se dio a conocer por los trabajos de Hen-

rici entre 1962 y 1963, tal y como se muestra en [7].

En este trabajo, únicamente se estudiarán propiedades generales para los MPML, que son méto-

dos en los cuales la expresión que los define es una combinación lineal de yk, yk+1, . . ., yk+N y de

la derivada f evaluada en (xk,yk), (xk+1,yk+1), . . . , (xk+N ,yk+N ). Se omite el estudio de métodos

de paso múltiple no lineales ya que estos se usan especialmente en problemas de Cauchy que son

ŕıgidos o cuyas soluciones poseen singularidades, problemas sobre los cuales no se profundiza en este

trabajo, algunos MPM no lineales se presentan en [8].

3.1. Forma general de los métodos de paso múltiple lineales

El método de Simpson (1.3.13) del Caṕıtulo 1 es un método de 3 pasos lineal, ya que la expresión

que define el método es una combinación lineal de yk−1, yk y yk+1 y de la derivada f evaluada en

37
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(xk,yk), (xk+1,yk+1) y (xk+2, yk+2). Note que si se aplica este método para resolver el problema de

Cauchy (1.2.11) solo disponemos de una condición inicial y0, pero el método exige que además de

la condición inicial se debe conocer el valor de y1. Por lo tanto, es necesario usar diferentes técnicas

para aproximar los valores iniciales necesarios para utilizar un MPML.

En forma general un MPML de N pasos se escribe como

N∑
j=0

αjyk+j = h
N∑
j=0

βjfk+j , (3.1.1)

donde αj y βj son reales, αN 6= 0, f : [a, b] × Rn → Rn, h = (b − a)/n, xk+j = xk + jh y

fk+j = f(xk+j ,yk+j) para 0 ≤ j ≤ N .

La expresión (3.1.1) se conoce como ecuación de diferencias lineal, cuya solución es una

sucesión yn, más información de este tipo de ecuaciones se presenta en el Apéndice A.3. El método

definido por esta ecuación es impĺıcito cuando βN 6= 0 y expĺıcito cuando βN = 0. Sin perdida de

generalidad, se asume que αN = 1 dado que en caso contrario se podŕıa despejar. Es importante

señalar que para aplicar el MPML (3.1.1) los valores iniciales yk+j para 0 ≤ j ≤ N − 1 deben ser

conocidos.

Existen diferentes formas para obtener MPML. A continuación se muestran algunas técnicas

para deducir estos métodos.

3.2. Deducción por series de Taylor

Para obtener un MPML a partir de series de Taylor se debe suponer que se conoce la solución

exacta del problema de Cauchy (1.2.11) y trabajar con la expresión obtenida al desarrollar dicha

solución en series de Taylor. Por lo tanto, se debe suponer que f es continua y diferenciable en sus

argumentos x e y. La deducción del método de Euler (1.3.3) es un ejemplo de esta técnica, pues el

método de Euler es un MPML de un paso.

Para deducir un MPML de dos pasos consideremos la expansión de Taylor para y(xk + h) y

y(xk − h) en torno al punto xk dadas respectivamente por

y(xk + h) = y(xk) + hy′(xk) +
h2

2!
y′′(xk) +

h3

3!
y′′′(ξ1), (3.2.1)

y(xk − h) = y(xk)− hy′(xk) +
h2

2!
y′′(xk)−

h3

3!
y′′′(ξ2), (3.2.2)
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donde xk < ξ1 < xk+1 y xk−1 < ξ2 < xk.

Restando las expresiones (3.2.1) y (3.2.2), se tiene

y(xk + h)− y(xk − h) = 2hy′(xk) +
h3

3

[
y′′′(ξ1) + y′′′(ξ2)

]
.

Si y′′′(x) está acotada por M para todox ∈ [a, b], se tiene

y(xk + h)− y(xk − h) ≤ 2hy′(xk) + 2M
h3

3
. (3.2.3)

Para valores de h pequeños, el término que contiene h3 en (3.2.3) que se refiere al error local, se

puede omitir de lo cual se obtiene

yk+1 − yk−1 = 2hfk.

Este método se conoce como método del punto medio y puede ser escrito en la forma general

(3.1.1) mediante la sustitución de k por k + 1, de lo cual se obtieney0 = y(x0), y1 conocido

yk+2 = yk + 2hfk+1.

En la expresión (3.2.3) se puede observar que el error local de discretización para el método del

punto medio es

τ k = 2M
h3

3
.

Otra técnica que permite obtener MPML a partir de las series de Taylor consiste en considerar

la forma general (3.1.1) y mediante series de Taylor obtener expresiones que permitan calcular

los coeficientes αj y βj para j = 0, 1, . . . , N . Por ejemplo, para deducir un MPML de un paso se

considera la forma general

yk+1 + α0yk = h(β1fk+1 + β0fk).

Suponiendo que se conoce la solución exacta del problema de Cauchy (1.2.11), y(x), y dado que

y′(x) = f(x,y) se cumple que

y(xk + h) + α0y(xk) ≈ h
[
β1y

′(xk + h) + β0y
′(xk)

]
. (3.2.4)

Expandiendo en series de Taylor y(xk + h) y y′(xk + h) en torno a xk se tiene

y(xk + h) = y(xk) + hy′(xk) +
h2

2!
y′′(xk) +

h3

3!
y′′′(xk) +

h4

3!
y(4)(ξ1), (3.2.5)

y′(xk + h) = y′(xk) + hy′′(xk) +
h2

2!
y′′′(xk) +

h3

3!
y(4)(ξ2), (3.2.6)
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donde xk < ξ1 < xk+1 y xk < ξ2 < xk+1.

Cuando la cuarta derivada de y esta acotada en [a, b] y h es pequeño, el error local se puede omitir.

Luego sustituyendo (3.2.5) y (3.2.6) en (3.2.4) y agrupando términos se obtiene la expresión

C0y(xk) + C1hy
′(xk) + C2h

2y′′(xk) + C3h
3y′′′(xk) ≈ 0, (3.2.7)

donde

C0 = 1 + α0, C1 = 1− β1 − β0, C2 =
1

2
− β1, C3 =

1

6
− 1

2
β1. (3.2.8)

Para que se cumpla la expresión (3.2.7) se debe hacer que los coeficientes de esta expresión se anulen,

es decir que C0 = 0, C1 = 0, C2 = 0 y C3 = 0. Por lo tanto, de las tres primeras expresiones en

(3.2.8) se concluye que α0 = −1 y β0 = β1 = 1
2 . De donde C3 toma el valor de 1

12 . De lo anterior

se obtiene el MPML conocido como el método del trapecio impĺıcito. Este método se presentó en

la ecuación (1.3.12) del Caṕıtulo 1 como un ejemplo de métodos impĺıcitos.y0 = y(x0)

yk+1 = yk + h
2 (fk+1 + fk).

(3.2.9)

Observe que el coeficiente C3 no se ha anulado. De aqúı se concluye que el error local para este

método depende del término
1

12
h3y′′′(xk).

A continuación se presenta una técnica para deducir MPM usando integración numérica. Esta

técnica da origen a una importante familia de métodos conocidos como los métodos de Adams.

3.3. Integración numérica

Integrando el problema de Cauchy y′ = f(x,y(x)) entre xk y xk+j para j ≥ 1 se obtiene la

expresión

y(xk+j)− y(xk) =

∫ xk+j

xk

f(x,y(x))dx. (3.3.1)

El objetivo es usar método de integración numérica para encontrar aproximaciones a la integral en

(3.3.1) para diferentes valores de j y de esto derivar MPML.

Considerando la integral en (3.3.1) ∫ xk+j

xk

f(x,y(x))dx, (3.3.2)

la idea básica de los métodos de integración numérica está en aproximar la función f(x,y(x)) de la

integral (3.3.2) por un polinomio interpolador P (x) y determinar anaĺıticamente la integral de ese
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polinomio en el intervalo [xk, xx+j ]. Las fórmulas de integración numérica se conocen como cuadra-

turas numéricas y son sumatorias cuyos términos son valores de la función f(x,y(x)) multiplicados

por pesos w convenientemente elegidos, es decir∫ xk+j

xk

f(x,y(x))dx ≈
∫ xk+j

xk

P (x)dx ≈
j∑
i=k

wk+if(xk+i,y(xk+i)).

Usando para calcular P(x) el método de interpolación de Lagrange, presentado en el Apéndice A.1,

se tiene∫ xk+j

xk

f(x,y(x))dx =

∫ xk+j

xk

j∑
i=k

f(xk+i,y(xk+i))Lk+i(x)dx+

∫ xk+j

xk

j∏
i=k

(x− xk+i)
f (j+1)(ς(x))

(n+ 1)!
dx,

(3.3.3)

es decir∫ xk+j

xk

f(x,y(x))dx =

j∑
i=k

wk+if(xk+i, y(xk+i)) +
1

(n+ 1)!

∫ xk+j

xk

j∏
i=k

(x− xk+i)f (j+1)(ς(x))dx,

donde ς(x) y x están en [xk, xk+j ] y para cada x y

wk+i =

∫ xk+j

xk

Lk+i(x)dx, para 0 ≤ i ≤ j.

Por lo tanto, la fórmula de cuadratura es∫ xk+j

xk

f(x,y(x))dx ≈
j∑
i=k

wk+if(xk+i,y(xk+i)),

con un error dado por

1

(n+ 1)!

∫ xk+j

xk

j∏
i=k

(x− xk+i)f (j+1)(ς(x))dx.

Ejemplo 3.1. Si tomamos j = 1 de la integral (3.3.3) se tiene∫ xk+1

xk

f(x,y(x))dx =

∫ xk+1

xk

(x− xk+1)

(xk − xk+1)
f(xk)dx+

∫ xk+1

xk

(x− xk)
(xk+1 − xk)

f(xk+1)dx

+
1

2

∫ xk+1

xk

f ′′(ς(x))(x− xk)(x− xk+1)dx.

Donde aplicando el teorema del valor medio al término del error, se tiene que para un ς ∈ (xk, xk+1)∫ xk+1

xk

f ′′(ς(x))(x− xk)(x− xk+1)dx = f ′′(ς)

∫ xk+1

xk

(x− xk)(x− xk+1)dx

= f ′′(ς)

[
x3

3
− (xk+1 + xk)

2
x2 + xkxk+1x

]xk+1

xk

= −h
3

6
f ′′(ς).
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Por lo tanto ∫ xk+1

xk

f(x,y(x))dx =

[
(x− xk+1)

2

2(xk − xk+1)
f(xk) +

(x− xk)2

2(xk+1 − xk)
f(xk+1)

]xk+1

xk

=
(xk+1 − xk)

2
[f(xk,y(xk)) + f(xk+1,y(xk+1))] .

Dado que h = xk+1 − xk, se tiene∫ xk+1

xk

f(x,y(x))dx =
h

2
[f(xk,y(xk)) + f(xk+1,y(xk+1))]−

h3

12
f ′′(ς). (3.3.4)

La expresión (3.3.4) se conoce como la regla del trapecio para aproximar integrales.

De manera similar se puede obtener otros métodos de integración numérica, si se toma j = 2 en

(3.3.3) y se aplica el polinomio de Lagrange que interpola los puntos (xk, f(xk)), (xk+1, f(xk+1)) y

(xk+2, f(xk+2)), se obtiene la regla de Simpson para aproximar integrales∫ xk+2

xk

f(x,y(x))dx =
h

3
[f(xk,y(xk)) + 4f(xk+1,y(xk+1)) + f(xk+2,y(xk+2))]−

h5

90
f (4)(ς).

(3.3.5)

La idea es usar métodos de integración numérica para aproximar la integral en (3.3.1). Usando

la regla del trapecio se obtiene nuevamente el método del trapecio impĺıcito (3.2.9). Por otro lado

aplicando la regla de Simpson se tiene

y(xk+2)− y(xk) =
h

3
[f(xk,y(xk)) + 4f(xk+1,y(xk+1)) + f(xk+2,y(xk+2))]−

h5

90
f (4)(ς),

de donde se obtiene el MPML de dos pasoy0 = y(x0), y1 conocido

yk+2 = yk + h
3

[
fk + 4fk+1 + fk+2

]
,

que es comúnmente conocido como el método de Simpson impĺıcito. Este método se presentó en la

ecuación (1.3.13) del Caṕıtulo 1 como un ejemplo de métodos impĺıcitos.

3.4. Métodos de Adams

Entre los métodos deducidos por integración numérica se destaca la familia de métodos de

Adams, los cuales se deducen de la expresión

yk+1 − yk =

∫ xk+1

xk

P (x)dx, (3.4.1)
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donde P (x) es un polinomio que interpola a f(x,y(x)).

Si los métodos obtenidos de (3.4.1) son expĺıcitos se conocen como métodos de Adams Bashforth,

y si son impĺıcitos, se conocen como métodos de Adams Moulton.

Para obtener el método de Adams Bashforth de 2 pasos se debe aproximar la función f(x,y(x))

por el polinomio de Lagrange de grado 1 que pasa por los puntos (xk−1,yk−1) y (xk,yk), es decir

el polinomio

P 1(x) =
x− xk

xk−1 − xk
fk−1 +

x− xk−1
xk − xk−1

fk. (3.4.2)

Tomando

u =
x− xk−1

h
y dx = hdu, (3.4.3)

se sigue que x − xk−1 = hu y x − xk = x − xk−1 − h = h(u − 1). Sustituyendo estos valores en

(3.4.2), se tiene

P 1(x) = ufk + (1− u)fk−1.

Por lo tanto, de la ecuación (3.4.1) se obtiene

yk+1 = yk +

∫ xk+1

xk

P 1(x)dx.

Aśı

yk+1 = yk +

∫ 2

1

[
ufk + (1− u)fk−1

]
hdu

= yk + h

[(
u2

2

)
fk +

(
u− u2

2

)]2
1

= yk + h

(
3

2
fk −

1

2
fk−1

)
.

De aqúı se obtiene la fórmula explicita de Adams Bashforth de 2 pasos (AB2)

yk+1 = yk +
h

2
(3fk − fk−1).

Este método puede ser escrito en la forma general (3.1.1) mediante la sustitución de k por k + 1,

de lo cual se obtiene y0 = y(x0), y1 conocido

yk+2 = yk+1 + h
2 (3fk+1 − fk).

(3.4.4)

El método (3.4.4) fue obtenido de la integración del polinomio P 1(x) en el intervalo [xk, xk+1],

donde P 1(x) interpola los puntos (xk−1,fk−1) y (xk,fk). A fin de obtener un método que ofrezca
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mejores resultados se repite el proceso anterior usando el polinomio P 2(x) que interpola los puntos

(xk−1,fk−1), (xk,fk) y (xk+1,fk+1), por tanto

P 2(x) =
(x−xk)(x−xk+1)

(xk−1−xk)(xk−1−xk+1)
fk−1 +

(x−xk−1)(x−xk+1)
(xk−xx−1)(xk−xk+1)

fk +
(x−xk−1)(x−xk)

(xk+1−xk−1)(xk+1−xk)fk+1. (3.4.5)

Nuevamente considerando el cambio de variable (3.4.3) y sus consideraciones, al sustituir en (3.4.5)

se concluye que

P 2(x) =
u(u− 1)

2
fk+1 − u(u− 2)fk +

(u− 1)(u− 2)

2
f (k−1).

Por lo tanto de la expresión (3.4.1) se tiene

yk+1 = yk +

∫ xk+1

xk

P 2(x)dx.

Aśı

yk+1 = yk +

∫ 2

1

[
u(u− 1)

2
fk+1 − u(u− 2)fk +

(u− 1)(u− 2)

2
f (k − 1)

]
hdu

= yk + h

[(
u3

6
− u2

4

)
fk+1 −

(
u3

3
− u2

)
fk +

(
u3

6
− 3u2

4
+ u

)]2
1

= yk +
h

12
(5fk+1 + 8fk − fk−1).

Por lo tanto se obtiene la fórmula impĺıcita del método de Adams Moulton de 2 pasos

yk+1 = yk +
h

12
(5fk+1 + 8fk − fk−1).

Este método puede ser escrito en la forma general (3.1.1) mediante la sustitución de k por k + 1,

de lo cual se obtiene y0 = y(x0), y1 conocido

yk+2 = yk+1 + h
12(5fk+2 + 8fk+1 − fk).

De forma similar se obtienen el método de Adams Bashforth de 3 pasos y los métodos de Adams

Bashforth y Moulton de 4 pasos que son de frecuente uso en la práctica.

Método de Adams Bashforth 3 pasos (AB3)y0 = y(x0), yp conocido para 1 ≤ p ≤ 2

yk+3 = yk+2 + h
12

[
23fk+2 − 16fk+1 + 5fk

]
.

(3.4.6)

Método de Adams Bashforth 4 pasos (AB4)y0 = y(x0), yp conocido para 1 ≤ p ≤ 3

yk+4 = yk+3 + h
24

[
55fk+3 + 59fk+2 + 37fk+1 − 9fk

]
.

(3.4.7)
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Método de Adams Moulton 4 pasosy0 = y(x0), yp conocido para 1 ≤ p ≤ 3

yk+4 = yk+3 + h
720

[
251fk+4 + 646fk+3 − 264fk+2 + 106fk+1 − 19fk

]
.

3.5. Consistencia, convergencia y estabilidad

En esta sección se describe las propiedades de consistencia, convergencia y estabilidad para los

MPML, análogamente como se hizo en el Caṕıtulo 2 para los MPU.

Definición 3.1. Para el MPML (3.1.1) de N pasos, el error local de discretización τ k está

dado por

τ k =

∑N
j=0 αjy(xk + jh)

h
−

N∑
j=0

βjf(xk + jh,y(xk + jh)). (3.5.1)

Observación 3.1. La expresión (3.5.1) se puede escribir como

hτ k =
N∑
j=0

αjy(xk + jh)− h
N∑
j=0

βjy
′(xk + jh). (3.5.2)

Si se expande y(xk + jh) y su derivada y′(xk + jh) en series de Taylor al rededor de xk, se tiene

y(xk + jh) = y(xk) + jhy′(xk) +
j2h2

2!
y′′(xk) + . . .+

jphp

p!
y(p)(xk) + . . . (3.5.3)

y′(xk + jh) = y′(xk) + jhy′′(xk) +
j2h2

2!
y(3)(xk) + . . .+

jp−1hp−1

(p− 1)!
y(p)(xk) + . . . (3.5.4)

Remplazando (3.5.3) y (3.5.4) en (3.5.2), y agrupando términos se tiene la expresión

hτ k = C0y(xk) + C1hy
′(xk) + C2h

2y′′(xk) + . . .+ Cph
py(p)(xk) + . . . , (3.5.5)

donde los coeficientes constantes Ci son

C0 =
N∑
j=0

αj ,

C1 =
N∑
j=0

jαj −
n∑
j=0

βj ,

C2 =

N∑
j=0

j2αj
2!
−

n∑
j=0

jβj ,

...

Cp =
N∑
j=0

jpαj
p!
−

N∑
j=0

jp−1βj
(p− 1)!

.
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Definición 3.2. El MPML (3.1.1) de N pasos es consistente con el problema de Cauchy (1.2.11)

si y solo si

ĺım
h→0
‖τ k‖ = 0.

Usando la Observación 3.1 se puede decir que el MPML es consistente si y solo si C0 = 0 y

C1 = 0, ya que para la consistencia necesitamos que ‖τ k‖ → 0 cuando h→ 0.

Definición 3.3. El MPML (3.1.1) de N pasos tiene orden q si y solo si existen constantes positivas

Q, h0 y q, independientes del paso de integración h y del sub́ındice k, con 0 < h ≤ h0, tales que el

error local de discretización satisface

máx
k
‖τ k‖ ≤ Qhq.

Usando la Observación 3.1, el MPML (3.1.1) tiene orden q si y solo si

C0 = C1 = . . . = Cq = 0 y Cq+1 6= 0.

Observe que para asegurar que el MPML (3.1.1) es consistente basta probar que el método tiene

orden de consistencia q ≥ 1, pues al ser el método de al menos orden 1 se verifica que C0 = C1 = 0,

lo cual es equivalente a demostrar que el método es consistente.

Definición 3.4. El MPML (3.1.1) de N pasos es convergente si para todo problema de Cauchy

(1.2.11), se tiene que

ĺım
h→0

∥∥yk+N∥∥ = ‖y(xk+N )‖ ,

para todo x ∈ [a, b], y para toda solución {yk+N} de la ecuación de diferencias, que satisfacen las

condiciones iniciales ‖yi‖ = ‖ηi(h)‖, donde ĺımh→0 ‖ηi(h)‖ = ‖y0‖ para i = 0, 1, . . . , N − 1.

En el caṕıtulo anterior se observó que la consistencia era una condición necesaria y suficiente

para asegurar la convergencia, la estabilidad solo teńıa lugar en el caso en el que se consideraba que

la condición inicial y0 del problema de Cauchy (1.2.11) estuviera perturbada y aun aśı la consisten-

cia garantizaba la estabilidad. En este caṕıtulo se mostrará que para asegurar la convergencia de

un MPML es necesario garantizar consistencia y estabilidad.

Para los MPML el estudio de estabilidad cobra mayor relevancia que para los MPU, pues para

un MPML de N pasos (3.1.1), y0 está dada por la condición inicial del problema de Cauchy (1.2.11),

pero los demás valores de inicio y1, . . . ,yN−1, usualmente son calculados aplicando MPU, usando

herramientas estad́ısticas e incluso de datos experimentales. En cualquiera caso, generalmente los

valores iniciales están sujetos a grandes errores numéricos, en este sentido es importante saber cómo

estos errores afectarán a las aproximaciones yk para N ≤ k, obtenidas por un MPML de N pasos

(3.1.1). Por lo tanto en este caso se estudiará la estabilidad de un MPML con respecto a pequeñas

perturbaciones en las condiciones de partida.
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Definición 3.5. Se dice que el MPML (3.1.1) es estable si existe una constante K tal que, para

cualquier par de sucesiones
{
yk+N

}
y
{
ŷk+N

}
las cuales han sido generadas por la aplicación de

(3.1.1) pero con diferentes valores de inicio y0,y1, . . . ,yN−1 y ŷ0, ŷ1, . . . , ŷN−1, respectivamente, se

tiene que ∥∥yk+N − ŷk+N∥∥ ≤ K máx
{
‖y0 − ŷ0‖ , ‖y1 − ŷ1‖ , . . . ,

∥∥yN−1 − ŷk−1∥∥} ,
para h que tiende a 0.

A pesar de que la Definición (3.5) permite entender intuitivamente la idea de estabilidad en el

sentido en que pequeñas perturbaciones en las condiciones iniciales dan lugar a pequeñas pertur-

baciones en los datos de salida, es muy tedioso usar esta definición para verificar la estabilidad de

un MPML. Por esta razón estudiaremos técnicas alternativas más sencillas que permiten verificar

la estabilidad de un MPML. Antes de empezar es necesario definir algunos conceptos, los cuales se

enuncian para el caso escalar.

Definición 3.6. Dado el MPML,

N∑
j=0

αjyk+j = h
N∑
j=0

βjfk+j ,

se conocen como el primer y segundo polinomio caracteŕıstico del MPML a los polinomios

ρ(z) y σ(z) respectivamente, donde

ρ(z) =
N∑
j=0

αjz
j ,

σ(z) =
n∑
j=0

βjz
j ,

con αN = 1.

Usando la Definición 3.6, se presenta a seguir algunos teoremas que permiten verificar fácilmente

la consistencia y estabilidad para un MPML.

Teorema 3.1. El MPML (3.1.1) es consistente si y solo si

ρ(1) = 0, ρ′(1) = σ(1).

Demostración. El Teorema 3.1 resulta evidente, pues

0 = ρ(1) = α0 + α1 + . . .+ αn = C0,

es decir C0 = 0.

Por otro lado

ρ′(1) =

N∑
j=0

jαj y σ(1) =
N∑
j=0

βj .
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Por lo tanto usando la condición del Teorema 3.1, ρ′(1) = σ(1), se tiene

0 = ρ′(1)− σ(1) =
N∑
j=0

jαj −
N∑
j=0

βj = C1.

Se concluye que si se cumplen las hipótesis del Teorema 3.1, se tiene que C0 = 0 y C1 = 1, por lo

tanto el MPML es consistente.

Ejemplo 3.2. Considere el problema de Cauchyy′(x) = 0

y(x0) = 0,
(3.5.6)

cuya solución exacta es y(x) = 0. Aplicando el MPML (3.1.1) al problema (3.5.6), se tiene la

ecuación en diferencias homogénea
N∑
j=0

αjyn+j = 0. (3.5.7)

La expresión (3.5.7) es una ecuación de diferencias homogénea (ver Apéndice A.3), por lo tanto

para encontrar la solución de esta ecuación se deben considerar las ráıces del polinomio

ρn(z) =

N∑
j=0

αjz
j ,

el cual coincide con el primer polinomio caracteŕıstico de la Definición 3.6. Si se considera que todas

las ráıces de este polinomio son distintas, entonces la solución de (3.5.7) es de la forma

yk = d1r
k
1 + d2r

k
2 + . . .+ dNr

k
N ,

donde di, 1 ≤ i ≤ N son constantes y recordamos que se conoce una ráız del polinomio, la ráız

principal z1 = 1. Si se supone que el MPML que se aplicó es convergente, se cumple que

yi → y(0) = 0 cuando h→ 0, para i = 0, 1, . . . , N − 1.

Por lo tanto se considera yk de la forma

yk = h(d1r
k
1 + d2r

k
2 + . . .+ dNr

k
N ).

Dado que el MPML es convergente se cumple que yk → 0 cuando h → 0 o cuando n → ∞, siendo

x = nh. Sin embargo dado que

ĺım
h→0

hrkj = ĺım
k→∞

x

k
rkj = x ĺım

k→∞

rkj
k

= 0 si y solo si |rj | ≤ 1,
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es claro que el método no será convergente si alguna de las ráıces z1 tiene modulo mayor que uno.

Si se considera el caso en el que las ráıces del polinomio ρ(z) tienen multiplicidad m > 1 de manera

similar al caso anterior, se concluye del Apéndice A.3, la solución de (3.5.7) tiene la forma

yk = [d1,1 + d1,2k + . . .+ d1,m1k(k − 1)(k − 2) . . . (k −m1 + 2)]hrk1+

+ [d2,1 + d2,2k + . . .+ d2,m2k(k − 1)(k − 2) . . . (k −m2 + 2)]hrk2+

...

+
[
dj,1 + dj,2k + . . .+ dj,mjk(k − 1)(k − 2) . . . (k −mj + 2)

]
hrkj ,

donde
∑j

x=1 xx = N y

ĺım
h→0

hkjrkj = ĺım
k→∞

x

k
kjrkj = x ĺım

k→∞
kj−1rkj . (3.5.8)

El método será convergente si y solo si el ĺımite (3.5.8) es cero, esto ocurre cuando |rj | < 1.

El ejemplo anterior motiva la siguiente definición de estabilidad

Definición 3.7. Se dice que el MPML (3.1.1) es estable si ninguna ráız del primer polinomio

caracteŕıstico

ρ(z) =

N∑
j=0

αjz
j ,

tiene modulo mayor que 1 y toda ráız con modulo 1 tiene multiplicidad 1.

La Definición 3.7 usualmente se conoce como condición de la ráız y ofrece una técnica sencilla

para verificar la estabilidad de un MPML.

Observación 3.2. El Teorema 3.1 establece que para que un MPML sea consistente, se debe

cumplir que el primer polinomio caracteŕıstico del método, ρ(z), siempre tiene que tener la ráız

z = 1. Esta ráız se denomina ráız principal y será de suma importancia en el estudio de la

estabilidad absoluta para MPML, en adelante esta ráız será denotada por z1.

Observación 3.3. Si se considera un MPU consistente, se tiene que el polinomio caracteŕıstico

para este método es de grado 1 y la única ráız de este polinomio es z = 1. Por lo tanto, por la

Definición 3.7 de estabilidad, si un MPU es consistente entonces es estable.

Teorema 3.2. La consistencia y estabilidad del MPML (3.1.1) son condiciones necesarias y sufi-

cientes para que el método sea convergente.

La complejidad de la demostración del Teorema 3.2 va más allá de la teoŕıa tratada en este

trabajo, por lo tanto no se incluye pero puede ser consultada en [7].
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3.6. Estabilidad absoluta

La estabilidad absoluta de los MPML al igual que en el caso de MPU tiene que ver con el

problema de elegir un tamaño de paso adecuado, ya que a pesar de que la teoŕıa asegura bue-

nos resultados para tamaño de paso h que sean próximos a cero, en la práctica tomar tamaños

de paso pequeños supone una gran cantidad de cálculos, lo cual genera altos costos computacio-

nales y grandes errores de redondeo. Por lo tanto, en este caṕıtulo se presentan algunas técnicas

que permiten calcular tamaños de paso para MPML que aseguren buenas aproximaciones numéricas.

Análogo al estudio de estabilidad para los MPU en (2.5.3), la estabilidad absoluta para los

MPML se estudia en un problema de Cauchy escalar de la forma

y′(x) = λy(x). (3.6.1)

Aplicando un MPML como (3.1.1) al problema (3.6.1), se tiene

N∑
j=0

αjyk+j = λh

N∑
j=0

βjyk+j ,

es decir
N∑
j=0

αjyk+j − λh
N∑
j=0

βjyk+j = 0. (3.6.2)

Por otro lado calculando el error local de discretización, se tiene

τk =

∑N
j=0 αjy(xk + jh)

h
− λ

N∑
j=0

βjλyk+j . (3.6.3)

Si se multiplica (3.6.3) por h y a este resultado se le suma la expresión (3.6.2), se tiene,

hτk =

N∑
j=0

αjy(xk + jh)− λh
N∑
j=0

βjyk+j −
N∑
j=0

αjyk+j + λh

N∑
j=0

βjyk+j

=

 N∑
j=0

αjy(xk + jh)−
N∑
j=0

αjyk+j

− λh
 N∑
j=0

βjyk+j −
N∑
j=0

βjyk+j


=

N∑
j=0

αj(y(xk + jh)− yk+j)− λh
N∑
j=0

βj(y(xk + jh)− yk+j)

=

N∑
j=0

(αj − λhβj)(y(xk + jh)− yk+j).
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Si se toma h = λh y se supone que hτk = ψ es constante, entonces se tiene la ecuación de diferencias

N∑
j=0

(αj − hβj)ek+j = ψ. (3.6.4)

Por el Apéndice A.3, la solución general de (3.6.4) es una sucesión {en}, donde cada término es de

la forma

ek =
N∑
i=0

Arki + ψ,

donde zi es una ráız del polinomio
∑N

j=0 (αj − hβj)zj para i = 0, 1, . . . , N . Note que las ráıces

zi 6= 1, ya que si zi = 1 se tiene que
N∑
j=0

(αj − hβj),

lo que implica que
N∑
j=0

αj = h

N∑
j=0

βj . (3.6.5)

Para que el MPML que se aplicó sea convergente se debe de cumplir que
∑N

j=0 αj = 0, por tanto

de la ecuación (3.6.5) se tiene que
N∑
j=0

βj = 0 =

N∑
j=0

jαj ,

por lo tanto si zi = 1, el método no será convergente.

Nuevamente del Apéndice A.3 se tiene que una solución particular de la ecuación de diferencias

(3.6.4) es

ψ =
φ∑N

j=0 (αj − hβj)
.

Pero
N∑
j=0

αj = 0,

por tanto

Ψ = − φ

h
∑N

j=0 βj
.

Aśı, la solución general de (3.6.4) es

ek =

N∑
i=0

Arki −
φ

h
∑N

j=0 βj
. (3.6.6)

Esta expresión permite conocer el comportamiento del error. Se observa que el error depende sig-

nificativamente del primer sumando, de manera que si una ráız tiene modulo mayor que 1, el error

crece si N crece.
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Definición 3.8. Se denomina polinomio de estabilidad absoluta del MPML al polinomio

π(z, h) = ρ(z)− hσ(z) =
N∑
j=0

(αj − hβj)zj = 0, (3.6.7)

donde h = λh.

Definición 3.9. Se dice que el MPML es absolutamente estable para un valor de h = λh dado

si para este h, todas las ráıces zi del polinomio de estabilidad absoluta (3.6.7) satisfacen que

|zi| < 1,

para i = 1, 2, . . . , N . El conjunto

Ω =
{
h ∈ C/ |zi| < 1 para toda ráız zi de π(z, h)

}
,

se conoce como región de estabilidad absoluta y la intersección de esta región con el eje real se

conoce como intervalo de estabilidad absoluta.

Ejemplo 3.3. Para el método de Adams Bashforth 2, el polinomio de estabilidad absoluta es

π(z, h) = z2 −
(

1 +
3h

2

)
z +

h

2
. (3.6.8)

En la Figura 3.1 se muestra la región de estabilidad para el método de Adams Bashforth 2, la cual

fue diseñada usando Matlab. Inicialmente se calcularon las ráıces del polinomio (3.6.8) para un

conjunto de valores de h en las vecindades del origen del plano complejo, luego para estas ráıces se

presentó gráficamente las que cumplieron con la condición |zi| < 1.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0
−i

−0,8i

−0,6i

−0,4i

−0,2i

0

0,2i

0,4i

0,6i

0,8i

i

Figura 3.1: Región de estabilidad absoluta Adams Bashforth 2.



Caṕıtulo 4

Resultados Numéricos

En este caṕıtulo se realizan diferentes simulaciones numéricas con el objetivo de verificar los

resultados teóricos presentados en los caṕıtulos anteriores respecto a consistencia, estabilidad y

convergencia de los métodos estudiados al compararse con EDO a las que se les conoce la solución

exacta. Además, se aplicarán algunos de estos métodos en un modelo para el VIH/SIDA descrito

en [17], el cual no posee solución anaĺıtica.

4.1. Validación de implementaciones

Algunos de los problemas con los que se han realizado las pruebas numéricas son para EDO

reales e imaginarias y otros para SEDOP, esto con el fin de verificar las propiedades teóricas de

los métodos en cada caso. A seguir se presentan los problemas que se usarán para verificar las

implementaciones realizadas en Matlab.

Problema 4.1. y′(x) = −y(x) + 2cos(x),

y(0) = 1, x ∈ [0, 1] .

Con solución exacta y(x) = sen(x) + cos(x) y y(1) = 1.3818.

Problema 4.2. y′(x) = cos(x)y(x),

y(0) = 1, x ∈ [0, 20] .

Con solución exacta y(x) = esen(x) y y(20) = 2.4916.

Problema 4.3. y′(x) = −15y(x),

y(0) = 1, x ∈ [0, 20] .

Con solución exacta y(x) = e−15x y y(20) = 5.1482× 10−131.

53
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Problema 4.4. y′(x) = y(x)2 + 1,

y(0) = 0, x ∈ [0, 1.2] .

Con solución exacta y(x) = tan(x) y y(1.2) = 2.5721.

Problema 4.5. y′(x) = (−1 + 2i)y(x),

y(0) = 1, x ∈ [0, 20] .

Con solución exacta y(x) = e(−1+2i)x y y(20) = −1.3746× 10−9 + 1.5357× 10−9i.

Problema 4.6. 
u′(x) = u(x)− 2v(x) + 4cos(x)− 2sen(x)

v′(x) = 3u(x)− 4v(x) + 5cos(x)− 5sen(x),

u(0) = 1, v(0) = 2, x ∈ [0, 1].

Con solución exacta u(x) = sen(x) + cos(x), v(x) = 2cos(x) y u(1) = 1.3818, v(1) = 1.0806.

Problema 4.7. 
u′(x) = −2u(x) + v(x)

v′(x) = u(x)− 2v(x),

u(0) = 0, v(0) = 2, x ∈ [0, 20].

Con solución exacta u(x) = e−x − e−3x, v(x) = e−x + e−3x y u(20) = 2.0611× 10−9,

v(20) = 2.0611× 10−9.

En las pruebas numéricas se calculará el error global de discretización, el cual en el caso escalar

es ek = |y(xk)− yk|, es decir la diferencia entre la solución exacta y la solución aproximada. En el

caso vectorial el error global es ek = ‖y(xk)− yk‖∞, donde se considera la norma infinito (1.3.8).

Para calcular el orden de convergencia p se usa la expresión

p = log2

(
e(k,h)

e(k,h/2)

)
,

donde e(k,h) denota el error global en xk obtenido con tamaño de paso h.

4.1.1. Métodos de paso único

Cada uno de los problemas 4.1 - 4.5, fueron seleccionadas con la idea de explorar ciertas pro-

piedades como son el comportamiento de la solución numérica en EDO lineales, no-lineales, reales

y complejas. Por otro lado, a fin de tener soluciones exactas en el caso de SEDO se tienen los

problemas 4.6 y 4.7, ambos son lineales con coeficientes constantes pero se diferencian en que el
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primero es no homogéneo y el segundo es homogéneo según como se definió en la Sección 1.2. Las

aproximaciones en un SEDO no lineal, en el que no se tiene una solución anaĺıtica, se presentarán en

la Sección 4.2 con la aplicación de un modelo para el VIH-SIDA. Se han implementado los métodos

de Euler, Taylor 2, RK22, RK33, RK44 y RK56. El cálculo de derivadas parciales, necesarias en los

métodos de Taylor, se realizaron anaĺıticamente con el fin de centrarnos en los errores numéricos y

propiedades espećıficas del método y no de la aproximación de estas derivadas. En el transcurso de

esta sección, presentaremos diferentes simulaciones numéricas con las implementaciones realizadas,

a fin de analizar ventajas y desventajas de usar un determinado método.

La primera de las propiedades que se verificará es la convergencia y el orden que ella tiene en

cada uno de los métodos según lo presentado en la Sección 2.2.

Convergencia

Los métodos numéricos implementados son convergentes, por lo tanto las implementaciones deben

cumplir que a medida que se elijan tamaños de paso cada vez más pequeños, el error global tome

valores cada vez más pequeños. Además de verificar que el error está disminuyendo es importante

verificar si está disminuyendo con el orden esperado para cada método.

Las tablas 4.1, 4.2 y 4.3 corresponden a los errores y ordenes estimados en la solución de los

problemas 4.1, 4.2 y 4.6, respectivamente, mediante la aplicación de algunos MPU. En los tres

problemas se determinó una solución numérica para cada uno de los métodos considerados usando

un tamaño de paso inicial de h = 2−1 y posteriormente para encontrar una nueva aproximación se

redujo este tamaño de paso a la mitad. En estas tablas se puede observar que el error está bajando

con el orden esperado para cada método.

Si se consideran tamaños de paso demasiado pequeños pueden generarse grandes errores de

redondeo que afectan a la solución numérica. La Figura 4.1 incluye el comportamiento del error

absoluto al comparar la solución numérica y la exacta del Problema 4.1, para los diferentes métodos.

A diferencia de la Tabla 4.1 en la que el tamaño de paso se reduce de 2−1 a 2−6, en esta figura

el tamaño de paso se reduce desde 2−1 hasta 2−13. Se resalta que el método de Euler tuvo una

reducción del error desde un orden de 10−1 hasta 10−4, lo cual es una variación pobre al compararla

con la de los otros métodos de orden superior para los que el error llega a reducirse entre una

precisión de 10−8 y 10−5. Además, podemos concluir que efectivamente los métodos de Taylor 2 y

RK22 tienen el mismo orden, dado que las rectas azul y verde respectivamente relacionadas con los

resultados de estos métodos, son paralelas. Incluso al comparar estos dos métodos, Taylor 2 produce

un error menor que RK22, esto se debe a que el cálculo en las derivadas parciales para el método

de Taylor 2 se realizó de forma anaĺıtica. En esta figura, debido a las escalas logaŕıtmicas en ambos
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Método h Error ek Orden

2−1 2.45809× 10−1

2−2 1.13014× 10−1 1.12102
Euler 2−3 5.44431× 10−2 1.05369

2−4 2.67465× 10−2 1.02539
2−5 1.32591× 10−2 1.01236

2−1 1.59322× 10−2

2−2 2.71879× 10−3 2.55090
Taylor 2 2−3 5.54569× 10−4 2.29353

2−4 1.24872× 10−4 2.15091
2−5 2.96060× 10−5 2.07649

2−1 7.11069× 10−2

2−2 1.58148× 10−2 2.16870
RK22 2−3 3.72500× 10−3 2.08596

2−4 9.04064× 10−4 2.04274
2−5 2.22710× 10−4 2.02125

Método h Error ek Orden

2−1 5.41752× 10−3

2−2 6.13386× 10−4 3.14276
RK33 2−3 7.25708× 10−5 3.07933

2−4 8.81497× 10−6 3.04136
2−5 1.08590× 10−6 3.02106

2−1 6.24409× 10−4

2−2 3.47545× 10−5 4.16722
RK44 2−3 2.04165× 10−6 4.08938

2−4 1.23608× 10−7 4.04589
2−5 7.60216× 10−9 4.02322

2−1 1.26283× 10−5

2−2 3.82736× 10−7 5.04417
RK56 2−3 1.16370× 10−8 5.03955

2−4 3.57799× 10−10 5.02342
2−5 1.10846× 10−11 5.01254

Tabla 4.1: Convergencia MPU, Problema 4.1.

Método h Error ek Orden

2−1 2.31889
2−2 1.76439 0.39426

Euler 2−3 1.12976 0.64316
2−4 6.46712× 10−1 0.80481
2−5 3.47126× 10−1 0.89766

2−1 3.49363× 10−2

2−2 1.92863× 10−2 0.85714
Taylor 2 2−3 7.37975× 10−3 1.38593

2−4 2.14251× 10−3 1.78427
2−5 5.72599× 10−4 1.90370

2−1 2.22447× 10−1

2−2 4.00038× 10−2 2.47525
RK22 2−3 8.55285× 10−3 2.22566

2−4 1.97299× 10−3 2.11601
2−5 4.72907× 10−4 2.06075

Método h Error ek Orden

2−1 4.15463× 10−2

2−2 3.84758× 10−3 3.43269
RK33 2−3 4.43460× 10−4 3.11707

2−4 5.45722× 10−5 3.02256
2−5 6.81450× 10−6 3.00148

2−1 2.19803× 10−3

2−2 8.34044× 10−5 4.71994
RK44 2−3 3.82879× 10−6 4.44516

2−4 1.97936× 10−7 4.27378
2−5 1.10839× 10−8 4.15848

2−1 1.05354× 10−3

2−2 3.37597× 10−5 4.96380
RK56 2−3 1.06307× 10−6 4.98898

2−4 3.33351× 10−8 4.99505
2−5 1.04345× 10−9 4.99760

Tabla 4.2: Convergencia MPU, Problema 4.2.
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Método h Error ek Orden

2−1 2.18818× 10−1

2−2 1.20406× 10−1 0.86181
Euler 2−3 6.05322× 10−2 0.99213

2−4 3.02705× 10−2 0.99979
2−5 1.51303× 10−2 1.00046

2−1 2.17215× 10−2

2−2 6.56278× 10−3 1.72674
Taylor 2 2−3 1.73316× 10−3 1.92090

2−4 4.40489× 10−4 1.97622
2−5 1.10771× 10−4 1.99152

2−1 1.18706× 10−1

2−2 1.97107× 10−2 2.59034
RK22 2−3 4.32157× 10−3 2.18935

2−4 1.03594× 10−3 2.06061
2−5 2.54185× 10−4 2.02699

Método h Error ek Orden

2−1 1.94718× 10−2

2−2 1.52701× 10−3 3.67260
RK33 2−3 1.47435× 10−4 3.37256

2−4 1.61565× 10−5 3.18988
2−5 1.89099× 10−6 3.09490

2−1 2.99866× 10−3

2−2 7.68028× 10−5 5.28701
RK44 2−3 2.59629× 10−6 4.88663

2−4 1.23637× 10−7 4.39226
2−5 6.76312× 10−9 4.19228

2−1 3.30900× 10−4

2−2 5.78134× 10−6 5.83884
RK56 2−3 1.27089× 10−7 5.50749

2−4 3.26119× 10−9 5.28429
2−5 9.17443× 10−11 5.15163

Tabla 4.3: Convergencia MPU, Problema 4.6.

ejes, también es posible relacionar la pendiente de las rectas con el orden de convergencia, entre

mayor inclinación mayor es el orden del método.
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Figura 4.1: Convergencia MPU, Problema 4.1.

De la Figura 4.1, también se observa que para el método RK56 no es recomendable usar un

tamaño de paso tan pequeño, ya que para tamaños de paso menores que h = 2−8 la precisión finita

del computador hace que se produzcan errores de redondeo que afectan significativamente al error

global de discretización. De manera similar para el método RK44 no se producen buenos resultados
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para tamaños de paso menores que 2−11. Los valores de aproximaciones obtenidas con estos dos

métodos, luego de pasar el cero computacional de 10−16 ya no son confiables y deben ser descartados.

En las implementaciones de los métodos la elección de tamaños de paso demasiado pequeños no

siempre produce buenos resultados, por tal motivo se evidencia en la práctica la importancia que

tiene el estudio de estabilidad absoluta para los MPU.

Estabilidad absoluta

Con el fin de evaluar la región de estabilidad absoluta para el método de Euler en problemas que

involucren parámetros complejos, siguiendo los conceptos presentados en la Sección 2.5, se considera

el Problema 4.5. Dado que para este estudio se toma como modelo la EDO (2.5.3), se concluye que

para el Problema 4.5 se tiene λ = −1 + 2i y por lo tanto λh = −h+ 2hi. Para que λh esté dentro

de la región de estabilidad absoluta del método de Euler, que es el interior de un circulo de centro

en (−1, 0) en el plano complejo (2.5.5), se debe cumplir que

[(−h)− (−1)]2 + (2h)2 < 1,

es decir que h(5h− 2) < 0. Por lo tanto para asegurar la estabilidad absoluta al aplicar el método

de Euler para aproximar la solución de este problema, se debe elegir h ∈ (0, 0.4).
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Figura 4.2: Estabilidad absoluta Euler, Problema 4.5.

En la Figura 4.2 se presenta el error obtenido para dos valores de h, uno dentro del intervalo

(0, 0.4) y otro fuera de este intervalo. Se observa que para h fuera del intervalo, el cual tiene el error

de color azul, se obtienense obtienen grandes errores, en este caso para x = 20 el error fue de 53.41,

mientras que para h dentro del intervalo se observa que el error disminuye considerablemente, en

x = 20 el error fue 0.67. Con esta simulación, se verifica numéricamente que para obtener buenas
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aproximaciones numéricas se deben tomar tamaños de paso dentro de la región de estabilidad ab-

soluta.

Para los problemas 4.3 y 4.7 se realizarán diferentes simulaciones numéricas con los métodos

de Euler y RK33, para tamaños de paso dentro y fuera de las regiones de estabilidad absoluta,

presentadas en la Tabla 2.1 y en la Figura 2.1 del Caṕıtulo 2.

En el Problema 4.3 se tiene que λ = −15, por lo tanto los intervalos de estabilidad absoluta

para los métodos de Euler y Rk33 en este problema son respectivamente

−2 < −15h < 0⇒ 0 < h < 0.1334.

−2.51 < −15h < 0⇒ 0 < h < 0.1673.

En la Figura 4.3 se presenta en color rojo la solución exacta del Problema 4.3, junto con dos

soluciones numéricas, de color azul, obtenidas de aplicar el método de Euler con tamaños de paso

h1E = 0.1428 y h2E = 0.1307, que están dentro y fuera del intervalo de estabilidad absoluta respec-

tivamente. Se verifica que para h1E los resultados numéricos son inaceptables ya que la diferencia

máxima entre la solución numérica y la solución exacta es del orden de 108, mientras que para h2E,

a pesar de que en principio se presentan algunas oscilaciones la diferencia máxima entre la solución

numérica es de 1 unidad y esta diferencia disminuye conforme avanza el proceso de integración.

Sin embargo, aunque h2E se encuentra dentro del intervalo de estabilidad, es muy cercano al valor

extremo de este intervalo lo que justifica la inestabilidad inicial que se observa en la Figura 4.3 (b).
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(a) Euler, h1E = 0.1428.
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(b) Euler, h2E = 0.1307.

Figura 4.3: Estabilidad absoluta método de Euler, valores de h cŕıticos, Problema 4.3.

Para mejorar los resultados obtenidos usando h2E, la Figura 4.4 muestra los resultados de apli-

car el método de Euler con tamaños de paso h3E y h4E, los cuales están dentro del intervalo de
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estabilidad absoluta y son de menor magnitud que h2E. En esta figura, se hace un acercamiento

en la región que se presenta la diferencia máxima entre la solución exacta y la solución numérica.

Se concluye que para h4E = 0.0667, el cual se encuentra en la mitad del intervalo (0, 0.1334), la

aproximación se acerca en forma más suave a la solución exacta, como se observa en la Figura 4.4

(b). Aunque h3E = 0.1000 también aproxima con buena precisión la solución, por lo obtenido en la

Figura 4.4 (a), se observa que al ser un valor de paso más cercano al extremo derecho del intervalo

de estabilidad para x pequeño la convergencia se da de forma oscilante.
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(a) Euler, h3E = 0.1000.
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(c) Euler, h4E = 0.0667.
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Figura 4.4: Estabilidad absoluta método de Euler, h en la región de estabilidad, Problema 4.3.

En el caso de la estabilidad absoluta para el método RK33, en la Figura 4.5 se presenta en color

rojo la solución exacta del Problema 4.3 junto con dos soluciones numéricas en azul con tamaños

de paso h1RK33 = 0.1709, h2RK33 = 0.1667, que están dentro y fuera del intervalo de estabilidad

absoluta respectivamente. Al igual que lo sucedido con el método de Euler, se observa que para el

tamaño de paso fuera del intervalo de estabilidad absoluta la diferencia entre la solución numérica

y la solución exacta es muy grande, mientras que para un tamaño de paso ligeramente dentro del

intervalo de estabilidad, en inicio se presentan grandes oscilaciones que disminuyen su magnitud

conforme avanza el proceso de integración.
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(a) RK33, h1RK33 = 0.1709.
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(b) RK33, h2RK33 = 0.1667.

Figura 4.5: Estabilidad absoluta método RK33, valores de h cŕıticos, Problema 4.3.

En la Figura 4.6 (a) y (b) se presentan mejores aproximaciones obtenidas de aplicar el método

RK33 respectivamente, con tamaños de paso h3RK33 = 0.1250 y h4RK33 = 0.1000 que están dentro

del intervalo de estabilidad absoluta y no son tan cercanos a los extremos del intervalo. En esta

figura se hace un acercamiento de la región en la que se presenta la diferencia máxima entre la

solución exacta y la solución numérica.
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(a) RK33, h3RK33 = 0.1250.
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(b) Zoom de (a).
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(c) RK33, h4RK33 = 0.1000.
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Figura 4.6: Estabilidad absoluta método RK33, h en la región de estabilidad, Problema 4.3.
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Las simulaciones numéricas realizadas al Problema 4.3 mediante los métodos de Euler y RK33

evidencian numéricamente la importancia del estudio de estabilidad absoluta para los MPU, ya que

a pesar de que los métodos implementados cumplen las propiedades teóricas de consistencia, con-

vergencia y estabilidad, es indispensable elegir un tamaño de paso adecuado para obtener buenos

resultados.

En el caso de sistemas EDO, teóricamente el intervalo de estabilidad absoluta está influenciado

por uno de los valores propios del sistema, para verificar numéricamente este hecho se considera

el Problema 4.7 que es un sistema de primer orden con dos EDO. Según los valores propios del

Problema 4.7, λ1 = −1 y λ2 = −3, los intervalos de estabilidad absoluta para los métodos de Euler

y Rk33 en este problema son respectivamente

−2 < λ1h < 0⇒ −2 < −h < 0⇒ 0 < h < 2,

−2 < λ2h < 0⇒ −2 < −3h < 0⇒ 0 < h < 0.6667.

−2.51 < λ1h < 0⇒ −2.51 < −h < 0⇒ 0 < h < 2.51,

−2.51 < λ2h < 0⇒ −2.51 < −3h < 0⇒ 0 < h < 0.8366.

En las figuras 4.7 y 4.8 se presentan las soluciones exactas del sistema (rojo), junto con las soluciones

numéricas (u-azul, v-verde) obtenidas de aplicar los métodos de Euler y RK33 respectivamente. Se

han utilizado diferentes tamaños de paso, dentro y fuera de los intervalos de estabilidad absoluta.

Estas simulaciones numéricas permiten observar que tanto para el método de Euler como para RK33

el valor propio λ = −3 es el que determina el intervalo de estabilidad absoluta para el Problema

4.7. Esto era de esperarse ya que al observar, por el ejemplo para el método de Euler, el tamaño de

paso deb́ıa cumplir dos condiciones

0 < h < 2 y 0 < h < 0.6667,

donde la condición con mayor restricción era la asociada con el valor propio λ = −3. Es decir

que para garantizar la estabilidad absoluta para los métodos de Euler y RK33, respectivamente el

tamaño de paso debe pertenecer a los intervalos (0, 0.6667) y (0, 0.8366).

Dado que los intervalos de estabilidad absoluta son mayores para los métodos impĺıcitos que para

los expĺıcitos, es interesante estudiar este comportamiento y aśı se incluye la simulación numérica

de un método impĺıcito. Un estudio sobre región de estabilidad para métodos impĺıcitos puede ser

estudiado en [7].
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(a) u-Euler, h1 = 0.8334.
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(b) v-Euler, h1 = 0.8334.
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(c) u-Euler, h2 = 0.6452.
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(d) v-Euler, h2 = 0.6452.
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(e) u-Euler, h4 = 0.1000.
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(f) v-Euler, h4 = 0.1000.

Figura 4.7: Estabilidad absoluta método de Euler, Problema 4.7.
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(a) u-RK33, h1 = 1, 1112.
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(b) v-RK33, h1 = 1, 1112.
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(c) u-RK33, h2 = 0.8000.
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(d) v-RK33, h2 = 0.8000.
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(e) u-RK33, h4 = 0.2000.
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(f) v-RK33, h4 = 0.2000.

Figura 4.8: Estabilidad absoluta método RK33, Problema 4.7.
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Aplicando el método de Euler impĺıcito (1.3.11) al Problema 4.3 se tiene que

yk+1 = yk − 15hyk+1.

Luego despejando yk+1 se obtiene la expresión

yk+1 =
yk

1 + 15h
,

que es una fórmula explicita para integral el Problema 4.3.

En la Figura 4.9 se observa que para los valores de h1E = 0.1428 y h2E = 0.1307, que están fuera

y dentro de las regiones de estabilidad del método de Euler en el mismo problema, el método de

Euler impĺıcito ofrece buenos resultados. Esto se debe a que las regiones de estabilidad absoluta para

los métodos impĺıcitos es mayor que en los métodos expĺıcitos, sin embargo los métodos impĺıcitos

no son de uso común en la práctica porque no siempre se puede despejar el valor de yk+1, por lo cual

para obtener un valor de yk+1 de una ecuación impĺıcita se debe usar métodos numéricos para re-

solver ecuaciones como el método de Newton, lo cual puede aportar errores numéricos considerables.
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(a) Euler, h1E = 0.1428.
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(b) Euler, h2E = 0.1307.

Figura 4.9: Estabilidad absoluta método de Euler impĺıcito, Problema 4.3.

Comparando los métodos de Euler y RK33 en cuanto a las simulaciones presentadas se concluye

que es más conveniente usar métodos de alto orden ya que estos presentan regiones de estabilidad

más grandes es decir que se puede obtener buenos resultados con tamaños de paso más grandes, lo

cual disminuye costos computacionales.

Prueba de tiempo

El costo computacional tiene que ver con la cantidad de recursos computacionales que usa un al-

goritmo para resolver un problema, los recursos de mayor interés en este tipo de problemas son la

memoria que emplea el algoritmo y el tiempo que tarda el algoritmo en ejecutarse. En este trabajo
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para comparar el desempeño de los métodos implementados solo consideraremos el costo temporal.

Dado que la aproximación numérica de los problemas tratados en este trabajo no demandan

tiempos considerables, se considera el Problema 4.1 sobre el intervalo de integración [0, 200] para

aumentar el tiempo de cómputo. En la Figura 4.10 se muestra la relación obtenida entre el tiempo

de cómputo (en segundos ) y los diferentes errores producidos en la aproximación a y(200) para el

Problema 4.1, partiendo de un paso de integración inicial h = 2 y disminuyendo este valor a la mitad

en cada aproximación. En esta figura los errores se tienen en escala logaŕıtmica para centrarnos en el

exponente del error y se observa que para disminuir el error es necesario mayor tiempo de cómputo.

Se observa de la figura que el método de Euler es el que toma menor tiempo computacional pero

los errores son de baja precisión, por otro lado los métodos RK44 y RK56 son los que producen

resultados con mayor precisión y demandan mayor tiempo de cómputo.
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Figura 4.10: Prueba de tiempos MPU, Problema 4.1.

Comparando los métodos de RK44 y RK56 en la Figura 4.10 se observarse que a pesar de que

el método RK56 emplea más tiempo en el cálculo que el método RK44, este ofrece resultados más

precisos, sin embargo la última aproximación el error global es menor en el método RK44 y esto se

debe a que el RK56 alcanzó el orden de máquina y los valores finales dejan de ser confiables. En la

última aproximación que corresponde al tamaño de paso h = 0.00024 el método RK44 presenta un

error global de 4.66293×10−15 y la aproximación fue obtenida en 2.714 segundos, mientras que para

el método RK56 el error fue de 9.21485× 10−15 y la aproximación fue obtenida en 4.095, por tanto

se concluye que para tamaños de paso pequeños el método RK44 ofrece resultados más precisos que

el método RK56 y en menor tiempo. La diferencia de tiempos de cálculo entre los métodos RK44 y

RK56 se justifica en el hecho de que mientras que en el método de RK44 se realizan 4 evaluaciones

en la función f por cada paso, en el método RK56 es necesario realizar 6 evaluaciones de la función

f , lo que obviamente demanda más tiempo de cálculo.
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Runge Kutta Fehlberg

En la práctica con frecuencia se presentan problemas para los cuales la solución que se quiere

aproximar es suave en algunas regiones, por lo tanto para evitar costos computacionales en estas

regiones no es necesario usar tamaños de paso tan pequeños para obtener buenos resultados. Este

tipo de problemas da origen a los métodos adaptativos, los cuales eligen el tamaño de paso de acuerdo

al problema tratado. En este trabajo se ha implementado el método de Runge Kutta Fehlber, el

cual es una combinación de los métodos RK44 y RK45 capaz de variar el tamaño de paso a fin de

que el error se mantenga en una tolerancia predefinida, el cual se estudia en el Apéndice A.2.

Para validar la implementación del método de Runge Kutta Fehlbert se considera el Problema

4.4. La gráfica de la solución exacta a este problema se muestra en la Figura 4.11. En la gráfica se
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Figura 4.11: Solución exacta Problema 4.4.

observa que la solución exacta en general es suave, pero el crecimiento de la función aumenta en

forma un poco más acelerada en la parte final del intervalo. Aplicando el método RKF al Problema

4.4 con un tamaño de paso h ∈ (0.01, 0.25) y una tolerancia para el error de 10−6, se obtienen los

resultados presentados en la Tabla 4.4, donde a partir de x = 0.8 es necesario disminuir el tamaño

de paso para alcanzar la tolerancia fijada.

4.1.2. Métodos de paso múltiple

De forma análoga a la sección anterior, en esta sección se muestran algunos resultados numéricos

en base a las propiedades teóricas correspondientes a los MPM del Caṕıtulo 3 de este trabajo. Se

han implementado los métodos de Adams Bashford de ordenes 2, 3 y 4 (AB2, AB3 y AB4, respec-

tivamente), que corresponden a los métodos (3.4.4), (3.4.6) y (3.4.7). Las simulaciones numéricas

obtenidas de estas implementaciones permiten determinar ventajas y desventajas de usar un deter-

minado método.
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xk hk yk Error ek
0.25 0.25 0.25534 7.11008× 10−8

0.5 0.25 0.54630 1.21433× 10−6

0.75 0.25 0.93160 9.42345× 10−6

0.872 0.122 1.19008 1.28408× 10−5

0.967 0.095 1.45125 1.70797× 10−5

1.041 0.074 1.70959 2.19929× 10−5

1.100 0.059 1.96845 2.76557× 10−5

1.149 0.048 2.23063 3.41606× 10−5

1.190 0.040 2.49801 4.16013× 10−5

1.2 0.009 2.57219 4.37629× 10−5

Tabla 4.4: Solución numérica Problema 4.4, método RKF.

Antes de empezar es importante mencionar que en algunos de los resultados que se presentan

a seguir se a supuesto que todos los valores iniciales para los métodos de Adams son calculados de

forma exacta a no ser que se diga lo contrario.

Convergencia

Para verificar numéricamente la convergencia se ha considerado los problemas 4.1, 4.2 y 4.6 partiendo

de un tamaño de paso inicial h = 2−3 y reduciendo este valor a la mitad en cada aproximación.

En las tablas 4.5, 4.6 y 4.7, se puede observar que el error está bajando con el orden esperado para

cada método, sin embargo si se consideran tamaños de paso demasiado pequeños pueden generarse

grandes errores de redondeo que afectan a la solución numérica. La Figura 4.12 corresponde a la

solución numérica del Problema 4.1 mediante los métodos de Adams, aqúı se observa que el método

AB4, a partir de cierto tamaño de paso el error no decrece linealmente y tiende a aumentar.
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Figura 4.12: Convergencia MPM, Problema 4.1.



4. Resultados Numéricos 69

Método h Error ek Orden

2−3 1.19334× 10−3

2−4 2.91899× 10−4 2.03146
AB2 2−5 7.17306× 10−5 2.02481

2−6 1.77467× 10−5 2.01503
2−7 4.41148× 10−6 2.00822

2−3 5.17271× 10−4

2−4 7.13303× 10−5 2.85833
AB3 2−5 9.28717× 10−6 2.94120

2−6 1.18274× 10−6 2.97310
2−7 1.49168× 10−7 2.98712

2−3 1.42537× 10−5

2−4 9.44054× 10−7 3.91632
AB4 2−5 5.88113× 10−8 4.00470

2−6 3.63915× 10−9 4.01442
2−7 2.25836× 10−10 4.01024

Tabla 4.5: Convergencia MPM, Problema 4.1.

Método n Error ek Orden

2−3 1.82998× 10−2

2−4 5.34438× 10−3 1.77573
AB2 2−5 1.43079× 10−3 1.90120

2−6 3.69455× 10−4 1.953334
2−7 9.38294× 10−5 1.97729

2−3 8.47887× 10−3

2−4 1.08230× 10−3 2.96976
AB3 2−5 1.37559× 10−4 2.97597

2−6 1.73601× 10−5 2.98620
2−7 2.18102× 10−6 2.99270

2−3 1.16350× 10−3

2−4 5.37009× 10−5 4.43739
AB4 2−5 2.71931× 10−6 4.30363

2−6 1.49348× 10−7 4.18648
2−7 8.67899× 10−9 4.10501

Tabla 4.6: Convergencia MPM, Problema 4.2.
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Método n Error ek Orden

2−3 4.09536× 10−3

2−4 1.07441× 10−3 1.93043
AB2 2−5 2.74846× 10−4 1.96686

2−6 6.94833× 10−5 1.98388
2−7 1.74666× 10−5 1.99206

2−3 644371× 10−4

2−4 8.52866× 10−5 2.91750
AB3 2−5 1.08846× 10−5 2.97002

2−6 1.37301× 10−6 2.98688
2−7 1.72358× 10−7 2.99386

2−3 3.66991× 10−5

2−4 3.07576× 10−6 3.57673
AB4 2−5 2.11800× 10−7 3.86016

2−6 1.38082× 10−8 3.93910
2−7 8.80160× 10−10 3.97162

Tabla 4.7: Convergencia MPM, Problema 4.6.

Prueba de tiempos

Para realizar una prueba de tiempos se considera el Problema 4.1 sobre el intervalo de integración

[0, 200]. En la Figura 4.13 se muestran los diferentes errores producidos en la aproximación a y(200)

para el Problema 4.1, partiendo de un paso de integración inicial h = 2−1 y disminuyendo este valor

a la mitad en cada aproximación. De las implementaciones realizadas, el método AB4 ofrece mejores
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Figura 4.13: Prueba de tiempos MPM, Problema 4.1.

resultados y la diferencia de tiempos entre cada uno de los métodos de Adams no es significativa,

ya que en las implementaciones de los métodos de Adams, a partir de cierta iteración se utiliza las

evaluaciones de f de pasos anteriores, por lo cual sólo se hace una evaluación de la función f en
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cada nueva iteración.

Valores iniciales Adams Bashford

En las simulaciones anteriores se ha calculado los valores iniciales para los métodos de Adams

usando la solución exacta del problema, en la práctica esto no es posible. Generalmente se suele

usar un MPU para calcular los valores iniciales de un MPM. En la Tabla 4.1.2 se muestra algunos

resultados obtenidos aplicando el método de AB4 al Problema 4.2, donde el cálculo de los valores

iniciales se ha realizado mediante los métodos de Euler y RK44. Inicialmente se usó el método de

Euler y RK4 con el mismo tamaño de paso que el método de AB4, h = 2−3. Puede observarse que

se obtiene mejores resultados usando el método RK44 en el cálculo de los valores iniciales. A fin

de mejorar los resultados de usar el método de Euler en el cálculo de los valores iniciales se usa un

tamaño de paso de h = 2−5. De acuerdo al interés de la investigación en un problema practico, si se

desea mayor precisión se debe usar el método de RK44, pero si lo que se quiere es disminuir costos

computacionales, se observa que el uso del método de Euler con tamaños de paso pequeños ofrece

buenos resultados en el cálculo de valores iniciales para MPM.

xk Error ek, AB4 Error ek, E-AB4 Error ek, E-AB4 h/4 Error ek, RK44-AB4

0.1 0 4.98683× 10−3 1.29167× 10−3 8.46348× 10−8

0.2 0 1.03280× 10−2 2.67299× 10−3 1.82482× 10−7

0.3 0 1.58405× 10−2 4.09359× 10−3 2.90106× 10−7

0.4 2.48135× 10−5 1.75603× 10−2 4.51912× 10−3 2.44909× 10−5

0.5 4.89248× 10−5 1.89021× 10−2 4.84841× 10−3 4.85778× 10−5

0.6 6.24625× 10−5 2.06717× 10−2 5.29558× 10−3 6.20827× 10−5

0.7 6.34433× 10−5 2.24334× 10−2 5.75005× 10−3 6.30311× 10−5

0.8 4.77791× 10−5 2.41420× 10−2 6.20319× 10−3 4.73359× 10−5

0.9 1.21518× 10−5 2.58244× 10−2 6.66437× 10−3 1.16785× 10−5

1.0 4.41085× 10−5 2.74290× 10−2 7.12075× 10−3 4.46102× 10−5

Tabla 4.8: Valores iniciales AB4 con Euler y RK44, Problema 4.2.

4.1.3. Comparación entre los métodos de paso único y paso múltiple

La primera desventaja de usar los métodos de paso múltiple es el cálculo de los valores iniciales,

ya que en la práctica tales valores se deben calcular mediante un método auxiliar que puede ser un

MPU, pero como se observo en los experimentos numéricos dicho método auxiliar debe tener alto

orden para que el MPM ofrezca buenas aproximaciones. Los MPU son autónomos en el sentido de

que no depende de métodos auxiliares para iniciar.
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Una caracteŕıstica particular de los MPU de la familia Runge Kutta es que mediante la com-

binación de dos métodos de Runge Kutta de diferente orden es posible estimar numéricamente el

error local de discretización y con ello controlar el paso de integración en cada iteración, lo cual

reduce costo computacionales. En los problemas de prueba se utilizó el método de Runge Kutta

Felber que es una combinación de los métodos de RK44 y RK45.

En la prueba de tiempo para el Problema 4.1, en la Figura 4.13, se observa que los métodos de

Adams son más eficientes que los métodos de Runge Kutta. Esto se debe a que las evaluaciones de

la función f en los métodos de Adams son menos tediosas que en los métodos de Runge Kutta. Por

lo tanto si en un problema práctico la función f es costosa computacionalmente, sera conveniente

usar un MPM.

4.2. Aplicación VIH/SIDA.

4.2.1. Generalidades VIH/SIDA

El Śındrome de Inmunodeficiencia Adquirida SIDA es la fase final de la enfermedad produ-

cida por el Virus de Inmunodeficiencia Humana VIH. Su principal forma de transmisión es por

contacto sexual, sin embargo también se puede transmitir por transfusiones de sangre, por usar un

instrumento quirúrgico contaminado con VIH e incluso los bebes que nacen de una madre infectada

pueden infectarse durante el embarazo, parto o lactancia.

El virus del VIH ataca el sistema inmunitario y debilita los sistemas de vigilancia y defensa

contra las enfermedades infecciosas. El virus afecta principalmente a las células TCD4+, que son

células que controlan la respuesta del sistema inmunológico. En la etapa final de la infección por

VIH, el número de células TCD4+ funcionales disminuye y el sistema inmunológico falla dejando

al individuo portador del virus expuesto a diversas infecciones y enfermedades que normalmente

personas con un sistema inmunitario saludable pueden combatir fácilmente.

Según el Programa Conjunto de las Naciones Unidas sobre el VIH/SIDA, ONUSIDA [15], entre

el 2000 y 2015 más de 40 millones de personas en el mundo han muerto por esta enfermedad y

en la actualidad el número de infectados a nivel mundial es de 36 millones. El VIH/SIDA es un

grave problema de salud pública por tanto es de suma importancia diseñar modelos matemáticos que

permitan determinar caracteŕısticas generales en el desarrollo de esta enfermedad a fin de establecer

estrategias de control.

Infección de las células TCD4+ por el virus del VIH

Como los virus no son capaces de reproducirse por śı mismos necesitan utilizar a otros seres vivos
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para poder multiplicarse y sobrevivir, para lo cual usan a las células de nuestro sistema inmune,

espećıficamente a las células TCD4+. Inicialmente el virus del VIH se adhiere a la superficie de

la célula, una vez fijo el virus libera su material genético en el interior de la célula, el material

genético del VIH es ARN pero para poder actuar sobre la célula tiene que convertirse en ADN,

de esto se encarga la protéına viral denominada Transcriptasa, pues esta convierte la cadena simple

de ARN v́ırico en una cadena doble de ADN. El nuevo ADN v́ırico entra en el núcleo de la célula y

se adhiere al ADN celular formando un pro-virus, este madura y genera varias copias de virus VIH.

Terminado el proceso de formación del nuevo virus en el interior de la célula TCD4+ infectada,

estos brotan por la superficie de la célula. Una ilustración de esta dinámica se presenta en la Figura

4.14, e información complementaria se tiene en [3, 10] y [17].

Figura 4.14: Ciclo de vida del VIH [22].

Se cree que la salida de las part́ıculas virales hace que la membrana de la célula TCD4+ se torne

más permeable lo cual permite la entrada excesiva de diferentes sustancias que provocan la muerte

de la célula. Como las células TCD4+ son esenciales para el correcto funcionamiento del sistema

inmunológico, la muerte de estas por acción del VIH deja al sistema inmune incapaz de reaccionar

de forma eficiente frente a diferentes enfermedades infecciosas, esta etapa de la enfermedad se conoce

como SIDA.

4.2.2. Formulación del modelo

Cuando se quiere determinar si un individuo está infectado con el VIH se hace una medición o

conteo del número de células TCD4+ presentes en un miĺımetro cúbico de sangre (mm3), que para un

individuo infectado suele estar por debajo de las 200 células por mm3, el recuento de células TCD4+

es indispensable pues permite tomar decisiones importantes acerca del tratamiento y la atención

médica del VIH como se muestra en la Tabla 4.9. Para modelar esta dinámica numéricamente, se

usará el modelo matemático propuesto en [17], el cual ha sido estudiado, modificado y simulado

a profundidad en [3, 10, 14] y [19]. El modelo presentado en [17] ha sido el punto de partida de
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modelos actuales y en el se considera la variación en la concentración de tres poblaciones T , I y V ,

que corresponden a la población de células TCD4+ sanas, células TCD4+ infectadas y virus VIH

libre, respectivamente.

Concentración células T Diagnóstico

Entre 500 y 1200 células/mm3 Lo normal entre personas sin VIH.

Por encima de 350 células/mm3 No se recomienda, en general, el tratamiento anti-VIH.

Por debajo de 350 células/mm3 Si se recomienda iniciar el tratamiento anti-VIH.

Por debajo de 200 células/mm3 Se diagnostica SIDA. Existe mayor riesgo de infecciones y
enfermedades, se recomienda tratamiento anti-VIH.

Tabla 4.9: Conteo de células T sanas y diagnóstico [19].

Con el fin de describir el modelo, se presentan las siguientes hipótesis

El número de células sanas T producidas por el organismo en cada instante de tiempo es s.

Las células sanas T se multiplican a una tasa pT y mueren de forma natural a una tasa dT .

Las células sanas T mueren por acción del virus del VIH a una tasa cI.

Cada célula infectada I produce N nuevos virus al morir.

La tasa de infección al contacto entre un virus libre V y una célula sana T es dada por kV T .

Los virus libres V son removidos del organismo a una tasa uV .

Al estudiar la variación de T , I y V en base a las hipótesis anteriores se tiene un modelo de EDO

no lineal que describe la dinámica del VIH, dado por
T ′(t) = s+ pT − dT − kV T

I ′(t) = kV T − cI

V ′(t) = NcI − uV.

(4.2.1)

Sin embargo, a fin de tener un modelo más acorde con la realidad, se cambia el término que controla

el aumento de células T sanas pT por el término loǵıstico pT
(
1− T+αI

Tmax

)
, donde Tmax es el número

máximo de células T sanas en el organismo y α es un valor constante. De aqúı, al modificar el

modelo (4.2.1), se obtiene el modelo de interés
T ′(t) = s+ pT

(
1− T+αI

Tmax

)
− dT − kV T

I ′(t) = kV T − cI

V ′(t) = NcI − uV.

(4.2.2)



4. Resultados Numéricos 75

Este nuevo modelo es más realista pues existen limites biológicos para la producción de células

T , sin esta sustitución puede pasar que el número de células T crezca indefinidamente, lo cual no

acompaña a la realidad. La constante α permite que este modelo sea versátil con la literatura dado

que algunas investigaciones ignoran el efecto de la población de células infectadas en el término

loǵıstico al ser muy pequeño, del orden de 10−4 a 10−5, en este caso tomamos α = 0 o en caso

contrario α = 1.

4.2.3. Modelo con estrategia de control.

El modelo (4.2.2) no tiene en cuenta el comportamiento de la enfermedad al suministrarse medi-

camentos, pero es claro que al enterarse un paciente de la enfermedad intentará combatirla. De aqúı

es importante el estudio de modelos con estrategias de control. Se sigue la estrategia presentada en

[10] y [17].

Supongamos que se aplica un tratamiento anti viral que afecta la tasa de infección al contacto

entre células T y virus V . El tratamiento consiste en la administración de un medicamento que

impide que un virus infecte nuevas células. Si denotamos por D la eficiencia del medicamento, se

puede modelar la acción de este médicamente en el organismo sustituyendo en (4.2.2) el término

kV T por el término (1−D)kV T , obteniendo aśı el siguiente modelo con estrategia de control de la

infección. 
T ′(t) = s+ pT

(
1− T+αI

Tmax

)
− dT − (1−D) kV T

I ′(t) = (1−D) kV T − cI

V ′(t) = NcI − uV.

(4.2.3)

4.2.4. Simulaciones numéricas para el modelo VIH.

El objetivo en esta sección se centra en presentar los resultados numéricos obtenidos al aplicar

a los modelos (4.2.2) y (4.2.3) algunos de los métodos numéricos implementados. Debido a que el

interés es sobre los métodos numéricos, no se presentarán detalles anaĺıticos ni sugerencias sobre los

modelos tratados.

Inicialmente se comparan aproximaciones al modelo (4.2.2) presentadas en [10, 14] y [19] con

aproximaciones obtenidas de aplicar la implementación RK44, e incluso como varios investigadores

usan el Toolbox ode45 de Matlab también se realizan comparaciones con este método, los paráme-

tros usados en cada caso se muestran en la Tabla 4.10. Luego se encuentran aproximaciones usando

algunos de los métodos numéricos estudiados a fin de concluir eficiencia y coherencia en los resulta-

dos para cada método. Finalmente, se aplica el método más eficiente al modelo (4.2.3) para simular
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la acción de un tratamiento en la dinámica de la enfermedad. En esta sección también se presenta el

comportamiento del tamaño de paso en un método adaptativo en relación a la variación de células

T , I y virus libre V en una simulación.

Parámetros Valor ref[10] Valor ref[14] Valor ref[16] Valor ref[19]

s (dia−1mm−3) 10 0.1 10 10
p (dia−1) 0.03 3 0.03 0.022
Tmax (mm−3) 1500 1500 1500 1500
d (dia−1) 0.02 0.02 0.02 0.02
k (mm3dia−1) 2.4× 10−5 2.7× 10−3 2.4× 10−5 2.9274× 10−5

c (dia−1) 0.24 0.3 0.24 0.3
u (dia−1) 2.4 2.4 2.4 2.4
N 230 10 774 128
α 0 1 0 0

T(0) (mm−3) 1000 0.1 1000 500
I(0) (mm−3) 0 0 0 50
V(0) (mm−3) 10−3 0.1 10−3 800

Tabla 4.10: Parámetros del modelo [16].

Para empezar se aplica la implementación RK44 al modelo (4.2.2) sujeto a los parámetros

presentados en la columna 3 de la Tabla 4.10, esto con el fin de comparar los resultados de la im-

plementación realizada contra los resultados numéricos presentados en el art́ıculo [14]. Aunque en

este art́ıculo también se presentan resultados de métodos que no se han estudiado, únicamente se

considera los resultados presentados para un método de Runge Kutta de orden 4.

En el art́ıculo [14] no se da detalles sobre el tamaño de paso que se usó con el método de Runge

Kutta de orden 4, por lo tanto para comparar estos resultados contra los resultados de la imple-

mentación RK44 inicialmente se tomó un tamaño de paso de h = 0.2. A pesar de que se observó

similitud entre los resultados con una diferencia máxima del orden 10−1, al reducir el tamaño de

paso a h = 0.01 se obtuvo resultados más similares, con una diferencia máxima del orden 10−7, tal

y como se puede observar en las tablas 4.11-4.13. Además en estas tablas se incluyen resultados de

aplicar la función ode45 de Matlab con una tolerancia de 10−10, donde se observa que la diferencia

máxima con los resultados de la implementación RK44 es del orden 10−5. Por lo tanto se considera

que los resultados obtenidos de la implementación RK44 son consistentes con los resultados dispo-

nibles en el art́ıculo [14] y los obtenidos de aplicar la función ode45 de Matlab.
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t RK44 h=0.2 RK44 h = 0.01 ref [14] ode45

0.2 0.2087153941 0.2088080834 0.2088080833 0.2088080843
0.4 0.4059043039 0.4062405394 0.4062405393 0.4062405456
0.6 0.7635094172 0.7644238893 0.7644238890 0.7644239510
0.8 1.411837346 1.414046829 1.414046831 1.414047303
1.0 2.586595129 2.591594801 2.591594802 2.591596560

Tabla 4.11: Comparación numérica para T (t).

t RK44 h = 0.2 RK44 h = 0.01 ref [14] ode45

0.2 0.6019536413× 10−5 0.6032702150× 10−5 0.6032702150× 10−5 0.6032702243× 10−5

0.4 0.1312991789× 10−4 0.1315834072× 10−4 0.1315834073× 10−4 0.1315834121× 10−4

0.6 0.2117812628× 10−4 0.2122378507× 10−4 0.2122378506× 10−4 0.2122378974× 10−4

0.8 0.3011243552× 10−4 0.3017741955× 10−4 0.3017741955× 10−4 0.3017744898× 10−4

1.0 0.3995116228× 10−4 0.4003781469× 10−4 0.4003781468× 10−4 0.4003789327× 10−4

Tabla 4.12: Comparación numérica para I(t).

t RK44 h = 0.2 RK44 h = 0.01 ref [14] ode45

0.2 0.06189950205 0.06187984331 0.06187984331 0.06187984323
0.4 0.03831922214 0.03829488787 0.03829488788 0.03829488787
0.6 0.02372713945 0.02370455013 0.02370455014 0.02370455079
0.8 0.01469899971 0.01468036376 0.01468036377 0.01468036633
1.0 0.00911525297 0.00910084505 0.00910084504 0.00910084895

Tabla 4.13: Comparación numérica para V (t).
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Seguidamente, usando la implementación RK44 con los parámetros de las columnas 2 y 5 de la

Tabla 4.10 que corresponden a a los art́ıculos [10] y [19] respectivamente, se obtienen las figuras

4.15 y 4.16. En ambos casos al comparar con las gráficas incluidas en cada art́ıculo se observa com-

portamientos similares.

(a) Solución numérica células T. (b) Solución numérica células I. (c) Solución numérica virus libre V.

Figura 4.15: Comparación en la solución numérica del método Rk44 y [10].

(a) Solución numérica células T. (b) Solución numérica células I. (c) Solución numérica virus libre V.

Figura 4.16: Comparación en la solución numérica del método Rk44 y [19].

Los parámetros de la columna 4 en la Tabla 4.10 corresponden a una persona contagiada con

VIH, aplicando la implementación RK44 al modelo (4.2.2) sujeto a estos parámetros con tamaño

de paso h = 0.1 se obtiene la Figura 4.17, donde se observa que el modelo describe importantes

caracteŕısticas de la enfermedad para una persona infectada en el periodo de tiempo considerado.

Inicialmente el número de células TCD4+ sanas disminuye rápidamente mientras que la pobla-

ción de virus libre en la sangre aumenta de forma exponencial. Después de alcanzar un mı́nimo

la población de células TCD4+ sanas aumenta lentamente manteniéndose en niveles muy bajos

y el número de virus libre después de alcanzar un punto máximo disminuye rápidamente. Final-

mente las poblaciones se estabilizan y permanecen aśı hasta el fin del periodo de tiempo considerado.
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(a) Solución numérica células T. (b) Solución numérica células I. (c) Solución numérica virus libre V.

Figura 4.17: Solución numérica para modelo VIH/SIDA, método Rk44.

Para este mismo caso, la Tabla 4.14 presenta las aproximaciones numéricas a T para determi-

nados periodos de tiempo usando diferentes métodos con el mismo tamaño de paso h = 0.1. La

diferencia entre las soluciones numéricas de cada método parece no ser significativa, sin embargo en

la Tabla 4.15, se observa que en el intervalo de tiempo (15, 22) se presentan grandes diferencias, aśı

por ejemplo considerando la interpretación biológica del modelo para el método de Euler en el d́ıa

19 de acuerdo a la Tabla 4.9 se concluye que no es conveniente que el paciente reciba tratamiento,

mientras que si se observa los resultados obtenidos con métodos de mayor orden como RK44 por

ejemplo, se concluye que el paciente debe recibir tratamiento anti-VIH. Por lo tanto el método de

Euler no ofrece buenos resultados en el modelo con el tamaño de paso considerado. Si se aplica el

método de Euler con tamaño de paso h = 0.01 se obtiene que para el d́ıa 19 el número de células

T sanas es de 242.114808, por lo tanto con este tamaño de paso el método de Euler ofrece buenos

resultados. Este fenómeno se debe a que la solución exacta del modelo presenta un cambio brusco

en el periodo de tiempo (15, 22) tal y como se muestra en la Figura 4.17, por lo tanto se debeŕıa

usar un tamaño de paso más pequeño en este intervalo.

t Euler RK22 RK33 RK44 RK56 RK44-AB4

10 999.867020 999.780968 999.777113 999.777011 999.777008 999.778740
30 31.119532 34.396355 34.509947 34.513049 34.513111 34.634371
50 146.393706 149.122702 149.268031 149.271438 149.271512 149.484933
70 135.912513 133.152404 133.036372 133.033476 133.033414 132.868112
90 120.987027 122.140415 122.180238 122.181294 122.181316 122.238010
110 135.659506 134.967235 134.954927 134.954559 134.954551 134.937244
130 125.985445 126.291317 126.292036 126.292084 126.292084 126.292926
150 130.439863 130.330041 130.332391 130.332441 130.332442 130.336054

Tabla 4.14: Solución numérica modelo VIH/SIDA.
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t Euler RK22 RK33 RK44 RK56 RK44-AB4

15 980.570607 959.740511 958.717880 958.690738 958.690163 960.263332
16 948.548818 892.019087 889.304917 889.233252 889.231730 894.896136
17 869.393706 738.070435 732.311699 732.161499 732.158290 748.753427
18 700.295172 482.377732 474.595957 474.397487 474.393194 504.292239
19 436.744082 230.448930 224.813031 224.675766 224.672715 246.861543
20 194.509817 91.544408 89.056851 89.002172 89.000859 93.399884
21 72.397152 39.654764 38.756125 38.739342 38.738879 37.786878
22 31.248216 22.849677 22.535457 22.530898 22.530741 21.610893

Tabla 4.15: Solución numérica modelo VIH/SIDA, falla Euler.

Aplicando el método RF, en la Figura 4.18 se observa que para el periodo de tiempo (15, 22) se

considera tamaños de paso más pequeños.
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Figura 4.18: Variación del tamaño de paso modelo VIH/SIDA, método RKF.

Solución numérica del modelo con estrategia de control

De las pruebas anteriores se puede concluir que la implementación RK44 ofrece buenos resulta-

dos, aplicando esta implementación al modelo (4.2.3) sujeto a los parámetros en la columna 4 de

la Tabla 4.10 con tamaño de paso h = 0.1, se observa caracteŕısticas importantes del efecto de un

médicamente en la dinámica del VIH, en la Figura 4.19 y la Tabla 4.16 se puede observar como el

tratamiento anti viral retrasa la infección de células TCDA+ sanas y hace que esta población no

alcance niveles tan bajos. Por otro lado el tratamiento retrasa el crecimiento en las poblaciones de

virus libres y células infectadas, haciendo que no alcancen niveles tan altos.
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(a) Efectos tratamiento anti viral células T. (b) Efectos tratamiento anti viral células I.

(c) Efecto tratamiento anti viral virus libre V.

Figura 4.19: Solución numérica para modelo VIH/SIDA con estrategia de control, tratamiento con
0 %, 10 %, 50 % y 70 % de eficiencia, método Rk44.

Eficiencia Mı́nimo T Máximo I Máximo V

0 % 17.01 575.6 4.35241× 104

10 % 20.99 549.2 3.49712× 104

50 % 75.07 381.9 2.93308× 104

70 % 233.3 214.3 1.65542× 104

Tabla 4.16: Solución numérica para modelo VIH/SIDA, eficiencia tratamiento, método Rk44.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1. Conclusiones

Los conceptos teóricos e implementaciones presentadas en este trabajo se han enfocado a

sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, esto permite aplicar estos

métodos a una gran variedad de problemas prácticos que tengan que ver con SEDO y EDO

de orden superior.

A pesar de que estamos en una era en que los computadores realizan cálculos rápidamente, en la

práctica existen problemas de gran complejidad que demandan altos costos computacionales,

por lo tanto de acuerdo al problema que se esté trabajando es importante considerar las

ventajas y desventajas al usar MNEDO tal y como se presentó en el Caṕıtulo 4. De acuerdo

a los intereses del investigador se puede sacrificar precisión para ganar eficiencia.

Al momento de aplicar un método numérico, además de verificar las propiedades de consis-

tencia, convergencia y estabilidad, se debe tener en cuenta que los computadores trabajan

con una aritmética finita, por lo tanto además de los propios errores generados por el método

se están generando errores de redondeo. En los métodos presentados el error de redondeo

aumentaba cuando se eleǵıa tamaños de paso muy pequeños y al usar métodos de alto orden

que alcanzan el cero computacional rápidamente tal y como se presentó en las figuras 4.1 y

4.12 con los métodos de RK44, RK56 y AB4. Para una elección adecuada del tamaño de paso

es importante realizar un estudio de estabilidad absoluta.

De los resultados numéricos obtenidos en el Caṕıtulo 4 se concluye que de los métodos im-

plementados, el método RK44 en la práctica ofrece una óptima relación entre costos compu-

tacionales y precisión.

Muchos de los modelos prácticos incluyen EDO no lineales para los que no se ha determinado

una solución anaĺıtica. En este tipo de modelos las simulaciones numéricas permiten concluir
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caracteŕısticas generales para la solución, tal y como se muestra en la sección 4.2, donde se

estudia numéricamente el impacto de un medicamento contra para el VIH/SIDA.

5.2. Trabajos futuros

Este trabajo abre las puertas a una gran variedad de proyectos futuros, ya que por un lado se

puede aplicar los métodos presentados en diferentes problemas prácticos, aśı como también se puede

profundizar en los temas tratados y presentar métodos más avanzados para resolver el problema de

Cauchy. A continuación se presentan algunos temas sobre los cuales se puede profundizar

Métodos para estimar el error global de discretización.

Métodos Impĺıcitos.

Adaptatividad en MNEDO.

Métodos predictor corrector.

Solución numérica en problemas ŕıgidos.

Métodos de paso múltiple no lineales.



Apéndice

A.1. Interpolación

El problema de la interpolación consiste en encontrar una función real g cuyo gráfico coincida
con un conjunto de puntos dado (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), . . . , (xn, f(xn)); es decir que

g(xi) = f(xi) para 0 ≤ i ≤ n. (A.1.1)

En otras palabras se busca una función g que aproxime a la función f en el intervalo [x0, xn].

El proceso de interpolación es de suma importancia en diferentes tópicos del análisis numérico
tales como la integración numérica, el cálculo de ráıces en ecuaciones no lineales. Incluso es frecuen-
temente usado en la práctica para encontrar valores intermedios que no están en una tabla de datos
experimentales. En este trabajo usaremos el concepto de interpolación para la deducción de MPM
para aproximar la solución al problema de Cauchy (1.3.1). El método de interpolación a usarse es
el método de Lagrange.

Considerando que los polinomios son funciones sencillas y ampliamente estudiadas es convenien-
te considerar que la función g en (A.1.1) sea un polinomio. Por lo tanto el problema de interpolación
se ha transformado en la búsqueda de un polinomio, llamado polinomio interpolador, que cumpla
con las condiciones (A.1.1), este tipo de interpolación se conoce como interpolación polinómica.

Definición A.1.1. Sean (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) un conjunto de números reales o comple-
jos, siendo todos los valores xi diferentes. El problema de interpolación polinómica consiste en
encontrar un polinomio P (x) de grado m ≤ n, tal que

P (xi) = yi, para i = 0, 1, 2, . . . , n.

El siguiente teorema muestra que este polinomio existe y que es único.

Teorema A.1.1. Dados n+ 1 puntos distintos x0, x1, . . . , xn, reales, y sus correspondientes valores
y0, y1, . . . , yn. Existe uno y solo un polinomio, P (x), de grado menor o igual a n, tal que

P (xi) = yi, para i = 0, 1, 2, . . . , n. (A.1.2)
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Demostración. Sea P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, un polinomio de grado menor o igual a n, con

los n+ 1 coeficientes a0, a1, . . . , an a ser determinados. Usando la ecuación (A.1.2) se tiene

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + . . .+ anx

n
0 = y0,

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + . . .+ anx

n
1 = y1,

...

a0 + a1xn + a2x
2
n + . . .+ anx

n
n = yn.

Este es un sistema lineal de n+1 ecuaciones con n+1 incógnitas. En notación matricial este sistema
se puede escribir como

V a = y, (A.1.3)

donde

V =


1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
...

... . . .
...

1 xn x2n . . . xnn

 a =


a0
a1
...
an

 y =


y0
y1
...
yn

 .
Claramente resolver el sistema (A.1.3) es equivalente a encontrar el polinomio interpolador P (x).
Para garantizar la existencia y unicidad del polinomio P (x) basta probar que el sistema (A.1.3)
tiene solución única, es decir, se debe probar que el determinante de la matriz V es diferente de 0.
La matriz V es llamada matriz de Vandermonde [2], y su determinante es

det(V ) =
∏

0≤j<i≤n
(xi − xj),

y por hipótesis los puntos x0, x1, . . . , xn son distintos, por lo tanto se concluye que det(V ) 6= 0.

El Teorema A.1.1 asegura la existencia y unicidad de un polinomio interpolador, sin embargo
no podemos usar este teorema para obtener tal polinomio. A seguir presentamos una de las técnicas
más básicas que permite calcular un polinomio interpolador, conocida como fórmula de Lagrange.

El problema es construir un polinomio de grado no máximo n cuyo gráfico pase por los n + 1
puntos (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn), a este fin para k = 0, 1, . . . , n se construye una función Ln,k(x)
tal que

Ln,k(xi) =

{
0, si k 6= i

1 si k = i.

La función que cumple con esta propiedad es

Ln,k(xi) =
(x− x0) . . . (x− xk)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
=

n∏
i=0

(x− xi)
(xk − xi)

. (A.1.4)

El siguiente teorema describe el proceso para obtener el polinomio de Lagrange usando (A.1.4).
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Teorema A.1.2. Si x0, x1, . . . , xn son n+ 1 números distintos y si f es una función cuyos valores
están dados en estos números, entonces existe un único polinomio P (x) de grado menor o igual que
n, con la propiedad

P (xk) = f(xk) para cada k = 0, 1, . . . , n.

Este polinomio esta dado por

P (x) = f(x0)Ln,0(x) + . . .+ f(xn)Ln,n(x) =
n∑
k=0

f(xk)Ln,k(x) (A.1.5)

y se conoce como polinomio interpolador de Lagrange.

Teorema A.1.3. Sean x0, x1, . . . xn, n + 1 números distintos del intervalo [a, b] y f ∈ Cn+1 en
[a, b]. Entonces, para cada x ∈ [a, b] existe un número ς(x) en (a, b) tal que

f(x) = P (x) +
f (n+1)(ς(x))

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi),

donde P (x) es el polinomio interpolador de Lagrange (A.1.5).

Del Teorema A.1.3 se obtiene una fórmula para el error del método de Lagrange, esta expresión
es de suma importancia en la deducción de métodos de integración numérica tal y como se presenta
en [5].

A.2. Adaptatividad y estimación para el error

En este apéndice se estudian métodos en los cuales se controla en cada paso los errores mediante
la variación del tamaño de paso, los métodos que tienen esta propiedad se conocen como métodos
adaptativos.

Estimativa del error global de discretización

Muchas de las técnicas para estimar el error global de discretización se basan en el cálculo
de dos soluciones numéricas del problema de Cauchy, de manera que la diferencia entre estas dos
soluciones pueda darnos una idea de la magnitud y el comportamiento del error durante el proceso
de integración. Una de las técnica para aproximar el error global de discretización se conoce como
método de extrapolación de Richardson presentado en [7], el cual se deduce del siguiente
teorema tomado de [20].

Teorema A.2.1. Sea la función f(x, y) con N + 2 derivadas parciales con relación a y continuas y
acotadas en (a, b) y sea y(h) la solución numérica del problema de Cauchy obtenida por la aplicación
de un MPU de orden p, con p ≤ N determinada con paso de integración h. Bajo estas condiciones
la solución numérica y(h) admite una expansión asintótica de la forma

y(h) = y(x) + hpgp(x) + hp+1gp+1(x) + . . .+ hNgN (x) + h(N+1)G(N+1)(x, h), (A.2.1)

con gj(x0) = 0 para j = p, p+ 1, . . ., válidas para todo x ∈ (a, b) y para todo h > 0.
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Nótese que las funciones gj son independientes del valor de h y que GN+1(x, h) es un residuo.

Aplicando la expansión asintótica (A.2.1) podemos escribir una expresión para el error global
de discretización aśı

ek = y(xk)− y(k,h) = −

 N∑
j=p

hjgj(x) + hN+1GN+1(x, h)

 . (A.2.2)

La expresión (A.2.2) será usada para obtener una aproximación numérica al error global de
discretización. El proceso es el siguiente.
Para un paso de integración h obtenemos la solución numérica y(h,k), para el mismo xk se obtiene
la solución numérica y(h/2,k). Luego para h lo suficientemente pequeño se tiene que

e(k,h) = y(xk)− y(k,h) ≈ −gp(x)hp, (A.2.3)

e(k,h/2) = y(xk)− y(k,h/2) ≈ −gp(x)

(
h

2

)p
. (A.2.4)

Restando (A.2.3) y (A.2.4), se tiene

y(k,h) − y(k,h/2) ≈ gp(x)

[
hp −

(
h

2

)p]
= gp(x)

(
h

2

)p
(2p − 1). (A.2.5)

Por lo tanto

gp(x)(h/2)p ≈
y(k,h) − y(k,h/2)

2p − 1
. (A.2.6)

Sustituyendo (A.2.6) en (A.2.4), se tiene una expresión para aproximar el error global de discreti-
zación

e(k,h/2) ≈ −
y(k,h) − y(k,h/2)

2p − 1
.

Estimativa del error local de discretización

La idea consiste en obtener una aproximación numérica del error local de discretización a partir de
la aplicación de dos MPU, uno de orden n y otro de orden n+ 1. Este método fue desarrollado por
Merson en 1957 y cobra una particular importancia al aplicarse en los métodos de Runge kutta.

Consideremos dos MPU, uno de orden n y otro de orden n+ 1. Supongamos que al aplicar estos
métodos al problema de Cauchy (1.3.1), con tamaño de paso fijo h, se obtienen respectivamente las
soluciones numéricas

yk+1 = yk + hφ(xk, yk, h), (A.2.7)

yk+1 = yk + hφ(xk, yk, h). (A.2.8)

Observe que para la aproximación (A.2.7) de orden n el error local τk+1 = O(hn), mientras que para
la aproximación (A.2.8) de orden n+ 1 el error local τk+1(h) = O(hn+1). Los dos errores locales de
discretización satisfacen la ecuación (2.2.3), por lo tanto

τk+1(h) =
1

h
(y(xk+1)− yk+1) , (A.2.9)
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τk+1(h) =
1

h

(
y(xk+1)− yk+1

)
. (A.2.10)

Sumando y restando yk+1 en la expresión (A.2.9) y agrupando términos se tiene

τk+1 =
1

h

[(
y(xk+1)− yk+1

)
+
(
yk+1 − yk+1

)]
= τk+1 +

1

h

(
yk+1 − yk+1

)
.

Pero τk+1 es O(hn) y τk+1 es O(hn+1), por lo tanto el término τk+1 no es significativo en la
expresión de τk+1. Si se omite este término, se obtiene una expresión para aproximar el error local
de discretización para el método O(hn) tal que

τk+1 ≈
1

h

(
yk+1 − yk+1

)
. (A.2.11)

Al igual que el método de extrapolación de Richardson este método para aproximar el error local
de discretización tiene un elevado costo computacional. Sin embargo, si aplicamos este método a
los métodos de Runge Kutta es posible calcular una expresión más eficiente para aproximar el error
local, evitando el cálculo de las dos soluciones numéricas en la expresión (A.2.11) tal y como se
presenta en [20].

Ejemplo .1. Considérese el método de Euler modificado (2.4.9) y el método Runge-Kutta de orden
3 (2.4.10). Aplicando la ecuación (A.2.11) se tiene

τk+1 ≈
1

h

[
yk +

h

6
(k1 + 4k2 + k3)− (yk + hk2)

]
=

1

6
(k1 − 2k2 + k3) .

Por lo tanto, se determinó una expresión para aproximar el error local de discretización para el
método de Euler modificado

τk+1 ≈
1

6
(k1 − 2k2 + k3) .

La aproximación del error local obtenida de combinar los métodos RK44 y RK45 es muy im-
portante en la práctica ya que de esta se obtiene el método de Runge Kutta Fehlberg, RKF, un
método que controla automáticamente el tamaño de paso.

Control del tamaño de paso

Tanto el método de extrapolación de Richardson como el método de Melene pueden ser usados para
controlar el paso de integración, el objetivo es modificar el tamaño de paso de tal forma que no se
permita un error por encima de cierta tolerancia fijada para el problema de estudio, los métodos
numéricos que tienen esta propiedad se conocen como métodos adaptativos.

Las modificaciones en el tamaño de paso consisten en multiplicarlo por un factor adecuado δ,
que aumenta o disminuye el tamaño de paso. Evidentemente el error disminuye en la medida en
que el tamaño de paso h disminuye, por tanto si el error estimado sobrepasa la tolerancia fijada ε,
se debe disminuir el tamaño de paso. Por otro lado, trabajar con tamaños de paso muy pequeños
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en lugares donde la función que define el problema de Cauchy presenta un buen comportamiento
conlleva a realizar esfuerzos innecesarios, lo cual se traduce en altos costos computacionales por lo
cual en el caso en el que los errores estimados no sean significativos se puede aumentar el tamaño
de paso.
Una idea general de estas conclusiones, se presentan en los siguientes pasos algoŕıtmicos:

1. Estimar el error (puede ser el error global o local).

2. si error > ε (ε es la tolerancia fijada) entonces
reducir el tamaño de paso h← δh, 0 < δ < 1 y regresar a 1.
Caso contrario ir a 3.

3. Almacenar aproximación numérica en el vector yk, hacer xk ← mı́n {xk + h, b} y
aumentar el tamaño de paso h← δh, δ > 1.

4. si 0 < xk < b entonces regresar a 1. Caso contrario parar

Es de especial interés mantener controlado el error global de discretización ya que en gran medida
la validez de los resultados de la integración numérica dependen de este valor, sin embargo estimar
numéricamente el error global de discretización demanda un alto costo computacional. Por esta
razón, en muchos métodos adaptativos se trabaja con técnicas de estimaciones del error local de
discretización como por ejemplo el método de Melene que aplicado a los métodos de Runge Kutta
resulta ser más eficiente que el método de extrapolación de Richardson tal y como se muestra en
[20].
Usando el método de Melene para los métodos RK45 y RK56 se puede construir un método

adaptativo muy usado en la práctica conocido como el método de Runge Kutta Fehlberg, RKF.
La expresión para aproximar el error local de discretización en este método es:

τk+1 =
1

360
k1 −

128

4275
k3 −

2197

75240
k4 +

1

50
k5 +

2

55
k6. (A.2.12)

Una ventaja de este método es que únicamente requiere 6 evaluaciones de la función f por paso, ya
que para los métodos RK45 y RK56 las evaluaciones de esta función k1, k2, k3, k4 y k5 coinciden, por
lo tanto es necesario calcularlas una sola vez junto con k6 para obtener una aproximación numérica
del error local usando (A.2.12).

La forma más sencilla de variar el tamaño de paso es duplicar o partir a la mitad el tamaño de
paso, es decir que δ = 2 o δ = 0, 5 según sea el caso, sin embargo esta técnica no es tan eficiente
y se debe analizar que por cada intento fallido se debe repetir el proceso y esto demanda altos
costos computacionales. Una forma mas sofisticada de elegir el factor δ según el cual se aumenta o
disminuye el tamaño de paso puede verse en . Esta técnica se deduce del conocimiento del orden
del método utilizado. Suponga que el método tiene orden n, de modo que τk+1 es O(hn), por tanto
existe un K independiente de h tal que

τk+1 = Khn.

Usando el método de Melene con tamaño de paso δh, se tiene

τk+1 ≈ K(δh)n = δn(Khn) ≈ δnτk+1 ≈
δn

h
(yk+1 − yk+1).
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La aproximación del error local τk+1 debe de estar acotada por la tolerancia fijada ε, por tanto

τk+1 ≈
δn

h
(yk+1 − yk+1) ≤ ε,

es decir

δ ≤

(
εh∣∣yk+1 − yk+1

∣∣
) 1

n

.

Se calculó una cota para el factor δ, la cual es para el método de Runge Kutta Fehlberg, la elección
común del factor δ es

δ = 0.84

(
εh∣∣yk+1 − yk+1

∣∣
)1/4

.

A.3. Ecuaciones de diferencias

Mientras que las ecuaciones diferenciales se ocupan de las funciones de una variable continua,
las ecuaciones de diferencias se ocupan de las funciones de una variable discreta. En lugar de una
fórmula para la derivada de una función escrita en términos de la función en śı, tenemos que
considerar las sucesiones para las cuales cada miembro está relacionado de una manera espećıfica
con su predecesor inmediato o varios de sus predecesores más recientes, tal y como se muestra en
[7]. Aśı podemos escribir

yj = φj(yj−1, yj−2, . . . , yj−k) para 0 ≤ j ≤ k,

donde k es el orden de la ecuación de diferencias.
En este trabajo se usa las ecuaciones de diferencias para analizar la estabilidad de los MPML, ya que
las expresiones que definen los MPML son ecuaciones de diferencias lineales, las cuales se definen a
seguir.

Definición A.3.1. Se denomina ecuación de diferencias lineal con con coeficientes cons-
tantes a una expresión de la forma

γNyk+N + γN−1yk+N−1 + . . .+ γ0yk = φk para 0 ≤ j ≤ k, (A.3.1)

donde cada γj , 0 ≤ j ≤ N , son constantes, con γ0 6= 0 y γN 6= 0.

la solución de (A.3.1) es una sucesión

yk, yk+1, yk+2, . . . ,

lo cual se denota {yj}j∈N.

La ecuación (A.3.1) se denomina ecuación de diferencias homogénea si φk = 0 para todo k ∈ N,
caso contrario se denomina ecuación de diferencias no homogénea.
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Considérese la ecuación de diferencias homogénea

γNyk+N + γN−1yk+N−1 + . . .+ γ0yk = 0. (A.3.2)

Si la solución de (A.3.2) se denotamos por {ŷj}j∈N y una solución particular de la ecuación de
diferencias no homogénea (A.3.1), se denota por {ψj}j∈N. La solución general de (A.3.1) es entonces
una sucesión {yj}j∈N donde cada elemento está dado por

yj = ŷj + ψj , j ∈ N.

Un caso básico para calcular la solución particular de (A.3.1) se presenta cuando φk es constante,
es decir cuando φk = φ ∈ R para todo k ∈ N. En este caso una solución particular de la ecuación
en diferencias no homogénea viene dada por

ψk =
φ∑N
j=0 γj

, k = 0, 1, 2, . . . ,

siempre que el denominador sea diferente de cero.

Definición A.3.2. El conjunto de K soluciones de la ecuación de diferencias homogénea (A.3.2),
denotado por

{
y(N,x)

}
, x = 1, 2, . . . ,K; se dice linealmente independiente si la combinación

lineal
a1yj,1 + a2yj,2 + . . .+ aKyj,K = 0 para j ∈ N,

implica que ax = 0 para x = 1, 2, . . . ,K.

El conjunto de K soluciones {yn,x}, x = 1, 2, . . . ,K; linealmente independientes, forma un
sistema fundamental y toda solución es dada por{

K∑
x=1

djyj,t

}
j∈N

. (A.3.3)

Una técnica para calcular la solución de la ecuación de diferencias homogénea (A.3.2) es suponer
que la solución es de la forma

yk = zk. (A.3.4)

Remplazando (A.3.4) en (A.3.3) se tiene

zk
N∑
j=0

αjz
j . (A.3.5)

La expresión (A.3.5) puede escribirse como

zkρN (z),

donde ρn(z) =
∑N

j=0 αjz
j .

Por lo tanto una solución trivial de (A.3.5) será zk = 0 y la solución general se presenta cuando z
es una ráız del polinomio ρN (z), luego la solución general de (A.3.3) es

yk =
N∑
j=1

αjz
k
j .
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En el caso de ráıces múltiples, la solución se modifica. Si ρ(z) tiene ráıces rj , j = 1, 2, . . . , p; y la
ráız rj tiene multiplicidad mj , la solución general de (A.3.3) es {yn}, donde

yk = [d1,1 + d1,2k + . . .+ d1,m1k(k − 1)(k − 2) . . . (k −m1 + 2)] rk1+

+ [d2,1 + d2,2k + . . .+ d2,m2k(k − 1)(k − 2) . . . (k −m2 + 2)] rk2+

...

+
[
dp,1 + dp,2k + . . .+ dp,mpk(k − 1)(k − 2) . . . (k −mp + 2)

]
rkp .

A.4. Implementaciones

En este apéndice se presentan las implementaciones para los siguientes MNEDO usando el
sotware MATLAB: el método de Euler y los métodos Runge Kutta 44 tanto para el caso real como
para sistemas. Las implementaciones de los otros métodos se incluyen en el DVD anexo de este
trabajo de grado.
Las implementaciones de los métodos de Euler y Runge Kutta 44 resuelven el problema de cauchy{

y′(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0,

donde f : [a, b]× R→ R y x ∈ [a, b].

1. Implementación método de Euler (1.3.3)

1 % Método de Euler
2 % Parámetros de entrada
3 % a : Extremo i n i c i a l d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
4 % b : Extremo f i n a l d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
5 % n : Número de d i v i s i o n e s d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
6 % y0 : Condici ón i n i c i a l .
7 % f : Función problema de Cauchy y´=f ( x , y ) . Esta func i ón se d e f i n e
8 % en un ar ch i vo e x t e r i o r .
9 % S a l i d a

10 % x : Vector de puntos d e l i n t e r v a l o [ a , b ] para l a d i s c r e t i z a c i ó n .
11 % y : Vector s o l u c i ó n numérica para l o s puntos x cons iderados .
12

13 function [ x , y]= Euler ( a , b , n , y0 )
14

15 h = (b−a ) /n ; % Tamaño de paso .
16 x = zeros (1 , n+1) ;
17 y = zeros (1 , n+1) ;
18

19 y (1 ) = y0 ;
20 x (1 ) = a ;
21

22 for k = 1 : n
23 x ( k+1) = x ( k ) + h ;
24 y ( k+1) = y ( k ) + h∗ f ( x ( k ) , y ( k ) ) ;
25 end
26 end
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2. Implementación método de Runge Kutta 44 (2.4.11)

1 % Método de Runge Kutta 44
2 % Parámetros de entrada
3 % a : Extremo i n i c i a l d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
4 % b : Extremo f i n a l d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
5 % n : Número de d i v i s i o n e s d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
6 % y0 : Condici ón i n i c i a l .
7 % f : Función problema de Cauchy y´=f ( x , y ) . Esta func i ón se d e f i n e
8 % en un ar ch i vo e x t e r i o r .
9 % S a l i d a

10 % x : Vector de puntos d e l i n t e r v a l o [ a , b ] para l a d i s c r e t i z a c i ó n .
11 % y : Vector s o l u c i ó n numérica para l o s puntos x cons iderados .
12

13 function [ x , y]=Runge Kutta 44 ( a , b , n , y0 )
14

15 h = (b−a ) /n ; % Tamaño de paso .
16 x = zeros (1 , n+1) ;
17 y = zeros (1 , n+1) ;
18

19 y (1 ) = y0 ;
20 x (1 ) = a ;
21

22 for k = 1 : n
23 x ( k+1) = x ( k ) + h ;
24 k1 = f ( x ( k ) , y ( k ) ) ;
25 k2 = f ( x ( k )+h ∗0 . 5 , y ( k )+h∗0 .5∗ k1 ) ;
26 k3 = f ( x ( k )+h ∗0 . 5 , y ( k )+h∗0 .5∗ k2 ) ;
27 k4 = f ( x ( k )+h , y ( k )+h∗k3 ) ;
28

29 y ( k+1) = y ( k ) + h∗( k1+2.0∗k2+2.0∗k3+k4 ) / 6 . 0 ;
30 end
31

32 end

La siguiente implementación corresponde al método de Runge Kutta 44 para sistemas resuelve
el problema de Cauchy {

y′(x) = f(x,y(x))

y(x0) = y0,

donde f : [a, b]× Rn → Rn y x ∈ [a, b].

3. Implementación método de Runge Kutta 44 sistema (2.4.11)

1 % Método de Runge Kutta 44 para s i s t ema s de 3 EDO.
2 % Parámetros de entrada
3 % a : Extremo i n i c i a l d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
4 % b : Extremo f i n a l d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
5 % n : Número de d i v i s i o n e s d e l i n t e r v a l o de i n t e g r a c i ó n .
6 % y0 : Condici ón i n i c i a l para l a primera ecuaci ón d e l s i s tema .
7 % y1 : Condici ón i n i c i a l para l a segunda ecuaci ón d e l s i s tema .
8 % y2 : Condici ón i n i c i a l para l a t e r c e r a ecuaci ón d e l s i s tema .
9 % f1 : Primera func i ón d e l s i s tema en e l problema de Cauchy y´=f ( x , y ) .

10 % f2 : Segunda func i ón d e l s i s tema en e l problema de Cauchy y´=f ( x , y ) .
11 % f3 : Tercera func i ón d e l s i s tema en e l problema de Cauchy y´=f ( x , y ) .
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12 % Las f u n c i o n e s f1 , f2 y f 3 se d e f i n e n en a r c h i v o s e x t e r i o r e s .
13 % S a l i d a
14 % x : Vector de puntos d e l i n t e r v a l o [ a , b ] para l a d i s c r e t i z a c i ó n .
15 % y : Matriz s o l u c i ó n numérica d e l s i s tema para l o s puntos x cons iderados .
16

17 function [ y , x]= Runge Kutta 44 Sistema ( a , b , n , y0 , y1 , y2 )
18

19 h = (b−a ) /n ; % Tamaño de paso .
20 x = zeros (1 , n+1) ;
21 y = zeros (3 , n+1) ;
22

23 y (1 , 1 ) = y0 ;
24 y (2 , 1 ) = y1 ;
25 y (3 , 1 )= y2 ;
26 x (1 ) = a ;
27

28 for k = 1 : n
29 x ( k+1) = x ( k ) + h ;
30 % Cá lcu lo v e c t o r K1
31 k1 = f1 ( x ( k ) , y (1 , k ) , y (2 , k ) , y (3 , k ) ) ;
32 w1 = f2 ( x ( k ) , y (1 , k ) , y (2 , k ) , y (3 , k ) ) ;
33 z1 = f3 ( x ( k ) , y (1 , k ) , y (2 , k ) , y (3 , k ) ) ;
34 K1 = [ k1 ; w1 ; z1 ] ; % Vector K1
35

36 % Cá lcu lo v e c t o r K2
37 k2 = f1 ( x ( k ) +0.5∗h , y (1 , k ) +0.5∗h∗k1 , y (2 , k ) +0.5∗h∗w1 , y (3 , k ) +0.5∗h∗ z1 ) ;
38 w2 = f2 ( x ( k ) +0.5∗h , y (1 , k ) +0.5∗h∗k1 , y (2 , k ) +0.5∗h∗w1 , y (3 , k ) +0.5∗h∗ z1 ) ;
39 z2 = f3 ( x ( k ) +0.5∗h , y (1 , k ) +0.5∗h∗k1 , y (2 , k ) +0.5∗h∗w1 , y (3 , k ) +0.5∗h∗ z1 ) ;
40 K2 = [ k2 ; w2 ; z2 ] ; % Vector K2
41

42 % Cá lcu lo v e c t o r K3
43 k3 = f1 ( x ( k ) +0.5∗h , y (1 , k ) +0.5∗h∗k2 , y (2 , k ) +0.5∗h∗w2 , y (3 , k ) +0.5∗h∗ z2 ) ;
44 w3 = f2 ( x ( k ) +0.5∗h , y (1 , k ) +0.5∗h∗k2 , y (2 , k ) +0.5∗h∗w2 , y (3 , k ) +0.5∗h∗ z2 ) ;
45 z3 = f3 ( x ( k ) +0.5∗h , y (1 , k ) +0.5∗h∗k2 , y (2 , k ) +0.5∗h∗w2 , y (3 , k ) +0.5∗h∗ z2 ) ;
46 K3 = [ k3 ; w3 ; z3 ] ; % Vector K3
47

48 % Cá lcu lo v e c t o r K4
49 k4 = f1 ( x ( k+1) , y (1 , k )+h∗k3 , y (2 , k )+h∗w3 , y (3 , k )+h∗ z3 ) ;
50 w4 = f2 ( x ( k+1) , y (1 , k )+h∗k3 , y (2 , k )+h∗w3 , y (3 , k )+h∗ z3 ) ;
51 z4 = f3 ( x ( k+1) , y (1 , k )+h∗k3 , y (2 , k )+h∗w3 , y (3 , k )+h∗ z3 ) ;
52 K4 = [ k3 ; w3 ; z3 ] ; % Vector K4
53

54 y ( : , k+1) = y ( : , k ) + h∗(K1 + 2∗K2 + 2∗K3 + K4) / 6 . 0 ;
55 end
56 end
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