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Resumen

La modelacién matemética de una gran variedad de fenémenos en la naturaleza se relacionada
con ecuaciones diferenciales ordinarias, EDO. A pesar de que en la teoria se presentan algunos
métodos analiticos que resuelven diferentes clases de EDO, la cantidad de familias de EDO que
pueden ser resueltas analiticamente es bastante restringida, por tanto los métodos numéricos son
una excelente opcién para encontrar aproximaciones discretas a la solucién.

En este trabajo se presenta la base tedrica de algunos métodos numéricos para resolver una
EDO o un sistema de EDO sujeto a una condicién inicial, conocido como problemas de Cauchy.
Se distingue entre métodos de paso tnico y métodos de paso multiple, entre los que se destacan
respectivamente, la familia de métodos de Runge Kutta y la de Adams Bashford. Se analiza la
deduccién de estos y otros métodos, ademdas se presenta un estudio de propiedades tedricas co-
mo son la consistencia, convergencia y estabilidad, entre otras. El estudio de estas propiedades es
muy importante ya que permiten determinar si la solucién numérica obtenida es de buena precision.

Con base a la teoria y a diferentes simulaciones numéricas realizadas, se listan ventajas y des-
ventajas al usar los diferentes métodos y se comparan soluciones exactas con aproximaciones en
diferentes problemas de Cauchy. Finalmente, se aplican algunos de los métodos estudiados para
determinar aproximaciones de un modelo matematico que describe la dindmica de infeccién del
VIH/SIDA presentado en [17]. En este modelo la aproximacién numérica es indispensable dado que
no posee una solucién analitica.
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Abstract

The mathematical modeling of a variety of phenomena in the nature are related with Ordinary
Differential Equations, ODE. Although, the theory presents analytics methods that solve some ODE
the quantity of families of ODE that could be solved analytically is strongly restricted. Due to it
numerical methods are an excellent option to obtain discrete approximations to a solution.

In this work we present the theory of some numerical methods that solve an ODE or a system
of ODE joint with an initial condition, also known as the Cauchy’s problem. We highlight one-step
and multi-step methods, such as Runge Kutta and Adams Bashforth methods. We analyse their
deduction and also we present a study of theoretical properties, furthermore here we distinguish the
consistency, convergence and stability of them. The study of this properties allow us to accept or
reject the approximation when it is compared with the precision.

We list the advantages and the disadvantages when are used some numerical methods, based
on the theory and different numerical simulations done during this work. Therefore, we compare
some approximations with their exact solution in several Cauchy’s problems. Finally, we apply
the numerical methods studied to approximate a mathematical model related to the dynamic of
HIV/AIDS infection in [17]. That model do not have an exact solution and the relevance of the
numerical approximation is evident.
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= EDO: Ecuacién diferencial ordinaria.

= SEDO: Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

= SEDOP: Sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de prime orden.
= MPU: Métodos de paso unico.

= MPM: Métodos de paso multiple.

= MPML:Métodos de paso multiple lineales.

= MNEDO: Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordinarias.
» RK22: Runge Kutta de orden dos con dos estados.

= RK33: Runge Kutta de orden tres con tres estados.
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= RK56: Runge Kutta de orden cinco con seis estados.

= RKF: Runge Kutta Fehlberg.

s AB2: Adams Bashforth de dos pasos.

= AB3: Adams Bashforth de tres pasos.

= AB4: Adams Bashforth de cuatro pasos.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias, EDO, son usadas frecuentemente en la descripcién de
diferentes fenémenos de la naturaleza desde sus origenes en problemas de fisica y recientemente
como herramienta indispensable en la formulacién mateméatica de modelos biolégicos, quimicos, de
la ingenieria y la economia. A pesar de que en la teoria se presentan algunos métodos analiticos que
resuelven diferentes clases de EDO, como puede verse en [4] y [23], la cantidad de familias de EDO
que pueden ser resueltas analiticamente es muy restringida, por tanto los métodos numéricos son
una excelente opcién para encontrar al menos una solucién aproximada a problemas de EDO con
valor inicial.

Histéricamente uno de los primeros métodos numéricos para la solucion de ecuaciones diferencia-
les ordinarias, MNEDO, fue el método de Euler. Este método fue desarrollado por Leonard Euler
en 1768 y por su facilidad de deduccién y comprensién, a pesar de ser un método que aproxima
con poca precision, este método hoy en dia continua siendo muy usado en los primeros cursos de
andlisis numérico como base para comprender métodos de orden superior y en la solucién numérica
de modelos matematicos bésicos.

Hacia 1855 aparecen los métodos de Adams-Bashford, los cuales fueron creados por John
C. Adams y solo hasta 1883 fueron publicados por Francis Bashford. Estos métodos resultan del
uso de interpolacién e integracién numérica y calculan una aproximacién aplicando en el método
numérico el valor de por lo menos dos aproximaciones en instantes anteriores al deseado, propiedad
por la cual se caracterizaron como métodos de paso multiple. Siguiendo estas ideas, en 1926, Forest
R. Moulton propuso los métodos de Adams-Moulton que a diferencia de los anteriores tienen
la propiedad de ser implicitos', lo cual permitié ampliar el nimero de problemas a ser resueltos
numéricamente.

Uno de los mayores avances en la historia de los MNEDO fue la obra de 1895 del matematico
aleman Carl Runge. A diferencia de los métodos de Adams, los métodos que propone Runge son de
paso unico, siendo asi que estos pueden usar para obtener la aproximacién final, a ella misma y a la
aproximacion en el instante inmediatamente anterior. Los métodos definidos en ese momento fueron
el método del punto medio y el método del trapecio. A partir de los aportes de Adams y de
Runge, los matematicos Karl Heun y Martin Kutta desarrollaron al rededor de 1900 los famosos
métodos de Runge-Kutta. En particular, el aporte de Heun fue elevar el orden de estos métodos
al desarrollar un método de cuarto orden, esto se traduce en obtener una aproximacién con la mis-

1Usan el valor desconocido que se desea aproximar en el método numérico, dependiendo asi de la solucién de una
ecuacién usualmente no lineal.
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Introduccién XV

ma precisién a la obtenida con los otros métodos pero de forma mas rdapida, con tamanos de paso
mayores. Seguidamente, de las manos de Nystrom y Moulton, se produjeron mayores avances en el
andlisis numérico con el desarrollo de métodos de Rungge-Kutta de quinto orden y los métodos
de Predictor Corrector, lo cual puede ser visto con mayor detalle en [6].

A pesar de que en la antigiiedad el uso de estos métodos conllevaba a realizar una gran cantidad
de calculos manualmente, en la actualidad se hicieron grandes avances tedricos y numéricos que
se han visto impulsados con el uso de computadores. Actualmente existen diferentes software ma-
tematicos utilizados en las ciencias aplicadas y la ingenieria, que incorporan MNEDO programados
con diferentes estructuras de datos y de forma eficiente. El uso de estos programas en algunas apli-
caciones no retorna el resultado esperado por el investigador, lo cual puede suceder al no tener en
cuenta las propiedades particulares de los métodos numéricos implementados en el software. Por tal
motivo, conocer la regién de estabilidad, orden de convergencia y otras propiedades de los métodos
es importante en la interpretacién final de resultados y con esto garantizar desde el punto de vista
del andlisis numérico que las aproximaciones obtenidas son correctas. Esta situacién justifica en
gran medida la importancia de realizar un estudio teérico para MNEDO donde nos enfoquemos en
el estudio de propiedades tedricas y computacionales.

En este trabajo se estudia la base teérica de los MNEDO clésicos y de algunos de los métodos
de orden superior méas usados con el fin de tener un referente tedrico en el cual se discutan las
propiedades mas relevantes inherentes a la constitucion de los MNEDO, en base a esto realizar la
implementacién computacional para algunos de los métodos estudiados y aplicarlos asi a un modelo
que describe la dindmica de infeccién del VIH/SIDA presentado en [17]. Este modelo consiste de
un sistema no lineal de EDO que no cuenta con una solucién analitica. También se realizan algunas
modificaciones al modelo inicial a fin de simular numéricamente el efecto de un tratamiento antiviral
en la dindmica de la enfermedad.

En el Capitulo 1 se presentan nociones basicas acerca de EDO, asi como también una intro-
duccién a la solucién numérica de EDO, particularmente se estudia el método de Euler. La deduccién
del método de Euler mediante series de Taylor sugiere que se puede tomar una mayor cantidad de
términos de la serie para generar métodos de mayor precisién, es asi que surgen los métodos de
Taylor. Con estos métodos se puede alcanzar altos ordenes, sin embargo se podra ver que en la
practica esto requerira del calculo de derivadas de alta orden lo cual resulta costoso computacional-
mente. Como una mejora de los métodos de Taylor, se presenta los métodos de Runge Kutta, los
cuales alcanzan la misma precisiéon que los métodos de Taylor y evitan el calculo de las derivadas.
Los MNEDO mencionados hasta el momento son métodos de paso tnico, es asi que el Capitulo 2
estd dedicado al estudio de las propiedades mas relevantes inherentes a los métodos de paso tinico
como son consistencia, convergencia y estabilidad. Andlogamente, en el Capitulo 3 se desarrolla un
estudio para los métodos de paso miltiple, algunas técnicas empleadas para deducirlos y las prin-
cipales propiedades tedricas de ellos; particularmente se estudia la familia de métodos de Adams
Bashford. Para finalizar, en el Capitulo 4 se valida las implementaciones realizadas en el software
MATLAB, de algunos métodos. Ademaés en este capitulo, para resaltar la importancia que cobran
los métodos estudiados en la practica, se estudia numéricamente un modelo que describe la dinamica
del VIH/SIDA, el cual consiste de un sistema de EDO no lineal que no posee solucién analitica.



Capitulo 1

Teoria general de ecuaciones

diferenciales

A lo largo de este capitulo se presentan aspectos bdsicos en la teoria general de ecuaciones
diferenciales, indispensables para el desarrollo de este trabajo tales como: la definicién de EDO,
sistemas de EDO, SEDQO, el problema de Cauchy y sus propiedades bésicas, condicién de Lipschitz,
unicidad de la solucién, entre otros. Adicional a esto, se presentan dos métodos analiticos para

resolver SEDO y una introduccién a la soluciéon numérica de EDO.

1.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

Muchos de los principios que rigen el comportamiento de diferentes fenémenos en la naturaleza
relacionan las razones de cambio segin las cuales un fenémeno acontece. En lenguaje matemaético,
las relaciones son ecuaciones y las razones de cambio tienen que ver con derivadas. Las ecuaciones

que involucran razones de cambio se conocen como Ecuaciones Diferenciales.

Definiciéon 1.1. Se llama Ecuacién Diferencial Ordinaria a una ecuacién que relaciona la
variable independiente z, la funcién incégnita y = y(z) y sus derivadas v, 3", ..., y(”); es decir, una
ecuacion de la forma

F(J:,y,y/,y”,...,y(")) =0, (1.1.1)

donde F es una funcién real con n + 2 variables, z, vy, v, ..., y™,y y™ = g;}{ .

El orden de una EDO se define como el orden de la derivada mas alta de la ecuacion, asi la EDO
(1.1.1) es de orden n. Si la funcién incégnita y depende de dos o mds variables independientes, la

ecuacion diferencial se llama Ecuacion Diferencial Parcial.
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La solucién de una EDO es una funcién y = ¢(z) definida en un intervalo [a, b, a, b € R, para la
cual existen sus derivadas sucesivas, hasta el n-ésimo orden, tal que al hacer la sustitucién y = ¢(x)

en la EDO, esta se convierte en una identidad con respecto a z en el intervalo [a, b].

En algunos casos la solucién y = ¢(z) puede encontrarse usando métodos analiticos, los cuales
son producto de la integracién, algunos de estos métodos son: separacion de variables, variacién del
parametro, sustitucién, factor integrante, entre otros. La descripcion detallada de estos métodos se
puede ver en [4, 13, 18] y [23]. Sin embargo, no siempre es posible determinar la solucién analitica
de una EDO usando estos métodos. Por tal motivo en la practica se suele usar métodos numéricos,
que son menos restrictivos que los métodos analiticos y permiten obtener una aproximacion discreta
ay=p).

Dado que sin importar el orden, cualquier EDO puede ser escrita como un SEDO de primer
orden, los métodos analiticos y numéricos que se estudiaran posteriormente estaran enfocados a

resolver sistemas.

1.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer or-

den

Definicion 1.2. Un sistema de EDO de primer orden, SEDOP, es

dy1
E_ fl(xaylvy%"'vy’n)
dy2
%:.fé(wvylay%”'ayn) (121)
dyjn
%:fn(w7y17y27"'7yn)a
donde cada f;(x,y1,Yy2,...,Yn) s una funcién escalar, i = 1...n.

Para reducir una EDO de orden superior a un SEDOP se realiza un cambio de variable, tal
como se describe a seguir.

Consideremos la EDO de n-ésimo orden

y™ = flz,y, 9y, y™Y). (1.2.2)

Para reducir (1.2.2) a un SEDOP, se introducen las variables dependientes y1, vy2, ... , Yyn, tales

que

n=y, o=y, ys=v", ..., =y (1.2.3)
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Luego ¥y = v = y2, yh=1y" = ys,y asi sucesivamente y/, | = y—1

de (1.2.3) en la ecuacién (1.2.2) proporciona el SEDOP

= y,. Por tanto, la sustitucion

Yi = Y2
Yo =ys3
: (1.2.4)
yngl = Yn
LY = f(T 91,92, 0 Un)-
Ejemplo 1.1. Reescribir como un SEDOP la EDO de segundo orden
v (x) + 2y (x) — 3y(z) = 0. (1.2.5)
Sean y1(x) y y2(x), tales que
yi(z) =y(@) y yo(z) =y (),
entonces
() =y'(x) = ya2(2) v ya(z) =y"(2). (1.2.6)
Remplazando (1.2.6) en (1.2.5) tenemos el SEDOP
1(x) = ya(x
W) = () e
Yo (@) = —2y2(x) + 3y ().
O

Al trabajar con SEDOP es conveniente utilizar una notacién vectorial por ser mds manejable y

compacta. Sean

Y1 filz,y
y=|" v fay = Sy :
Un fn(z,y)

entonces el sistema (1.2.1) se puede escribir como

y' = f(z,y). (1.2.8)

Resaltamos, que se tomé como convencién marcar en negrita las variables que denotan vectores.
Al igual que para una EDO, es posible determinar una solucién particular para un SEDOP de n

ecuaciones por medio de condiciones iniciales de la forma

y(xo) =vg, ¥'(xo) =wp, -, ¥ V(xo) =35, (1.2.9)
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donde =z, y8, ceey ygfl son variables reales. Notemos que si en (1.2.9) hacemos el cambio de

variable (1.2.3), tenemos que

yl(x(]) :y87 yQ(fL'O) :yéa ceey yn(qJO) :yg_lv
lo cual en notacién vectorial se expresara por
y(zo) = yo. (1.2.10)

Esta condicién es muy importante en nuestro estudio, pues un SEDOP como (1.2.8) sujeto a la
condicién inicial (1.2.10) define un problema de Cauchy y estudiar métodos para solucionar

numéricamente este tipo de problemas es nuestro objetivo en este trabajo.

Definiciéon 1.3. Un SEDOP sujeto a una condicién inicial, de la forma

y'(z) = f(z,y(z))
y(zo) = Yo,

(1.2.11)

donde f : [a,b] x R" - R" y x € [a,b], se conoce como un Problema de Cauchy.

1.2.1. Existencia y unicidad

Las siguientes definiciones y teoremas nos permiten enunciar y demostrar el teorema que esta-

blece la existencia y unicidad de la solucién al problema (1.2.11).

Definicién 1.4. La funcién f : [a,b] x R™ — R" se dice que satisface la Condicién de Lipschitz
en su segunda variable, si existe una constante L > 0, conocida como la constante de Lipschitz, tal

que para algin z € [a,b] y y, z € R", se satisface que

1f (2, y) = fz, 2)[| < Ly — =],

donde ||.|| es una norma vectorial.

Definicién 1.5. Una sucesién {z,} de un espacio métrico (F,d) se llama sucesién de Cauchy si

para todo € > 0 existe un entero N tal que
d(xp,zm) < € siempre que n> Ny m > N.
Teorema 1.1. En el espacio Euclideo R™ toda sucesion de Cauchy es convergente.

Definicién 1.6. Un espacio métrico (E,d) se llama completo si toda sucesién de Cauchy de E

converge en F.
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El siguiente teorema sera importante para garantizar la unicidad en el problema de Cauchy

Teorema 1.2. Sea (E,d) un espacio métrico completo y F : E — E una contraccidn, es decir
d(F(x),F(y)) < a, 0<a<l
Entonces existe un inico punto fijo p € E para F, es decir F(p) = p.

Las demostraciones de los anteriores teoremas se pueden encontrar en [1]. A continuacién se
enuncia el teorema de existencia y unicidad para el problema de Cauchy, la demostracion que se

presenta de este teorema fue tomada de [7] y por su importancia se extiende con mas detalle aqui.

Teorema 1.3. Si en el problema de Cauchy (1.2.11), f : [a,b] x R™ — R" es continua en su primer
variable y satisface la condicion de Lipschitz en su sequnda variable con constante L, entonces existe

una unica solucion para este problema.

Demostracion. Sea E el conjunto de todas las funciones continuas y : [a,b] — R", tal que y(a) =

Y- Dadas las funciones y, z € E, se define la métrica

d(y, z) = i exp(—K(z —a)) [y(z) — z()], (1.2.12)

donde K > L. El conjunto E junto con la métrica d definen un espacio métrico completo. Sea
¢(y) la solucién exacta del problema de Cauchy (1.2.11), la cual se obtiene de aplicar el teorema

fundamental del calculo, es decir

d(y) =yo + /m F(s,y(s))ds.

Esta funcién es una contraccion, dado que para y, z € E, se tiene

d((y), $(=)) = sup eap(—K(z - a)) \

z€[a,b]

| (#.906)  Fs.2(5))is
Aplicando la desigualdad triangular se obtiene

d(p(y), $(2)) < sup ewp(—K(fﬂ—a))/x 1£(s,y(s)) = f(s,2(s))ll ds.

z€[a,b]

Por hipétesis f es satisface la condicion de Lipschitz en su segunda variable, por lo tanto

d(p(y), #(z)) < L s exp(—K(z —a)) /x ly(s) — z(s)| ds. (1.2.13)

Aplicando la métrica (1.2.12) en la expresion (1.2.13), se tiene

d(@(y), #(2)) < Ld(y, z) . exp(—K(z —a)) /m exp(K (s — a))ds,
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de donde I
d(¢(y), d(2)) < =d(y, ). (1.2.14)

Dado que K > L, de la expresion (1.2.14), se concluye que ¢ es una contraccién. Por lo tanto, por
el Teorema 1.2, existe una unica funcién y € E que satisface que ¢(y) = y, y en consecuencia es la

unica solucién al problema de Cauchy. O

A continuacién estudiaremos caracteristicas generales de la solucién de SEDOP lineales y pre-
sentaremos dos métodos analiticos para resolver sistemas lineales de coeficientes constantes descritos
detalladamente en [11, 21] y [23]. Los métodos estudiados permitirdn observar como la dificultad
para obtener una solucién analitica aumenta conforme crece la dimensién del sistema. Esta situacién

justifica en gran medida la importancia de usar métodos numéricos.

1.2.2. Sistema lineal de EDO de primer orden

Si cada una de las funciones fi, ..., f, en el sistema (1.2.1) son lineales, entonces se dice que el
SEDOP es lineal. La forma general de un SEDOP lineal es

y1 = an(x)y1 + ar2(z)y2 + - - + arn(z)yn + b1 (x)

yh = ag1(z)y1 + az‘z(x)w + -+ agn()yn + ba(z) (1.2.15)

y;; = anl(x)yl + anZ(x)yQ +- ann(x)yn + bn(l‘),

donde las funciones a;; y b;, con 4,j = 1...n, son reales y dependientes tinicamente de la variable
independiente x. Si cada una de las funciones b;, i = 1...n, son idénticamente cero, entonces se
dice que el sistema es homogéneo y en caso contrario es no homogéneo. Los sistemas lineales son
los més simples entre todos los sistemas de primer orden, pero incluso estos son dificiles de resolver

analiticamente.

Usaremos notacién matricial para el sistema (1.2.15) a fin de simplificar célculos y destacar las

propiedades matriciales de estos sistemas.

Sean
" an(x) an(z) ... ain(z) by ()

y= y.2 , Az) = am.(x) m.(x) aZn.(x) y b(z) = b2@ :
y.n anl.(:c) ang.(:c) ann.(a:) bn@

entonces el sistema (1.2.15) se puede escribir como

y'(z) = A(z)y(z) + b(z). (1.2.16)
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Cuando el sistema es homogéneo b(x)=0 y en este caso se tiene

y'(z) = A(x)y(x). (1.2.17)

AT con ¢ constante. Sin embargo,

La solucién de una EDO de la forma 3’ = Ay con A € Res y = ce
aunque al comparar esta EDO con la que se presenta en la ecuacién (1.2.17) se observa una similitud
se debe recordar que A es una matriz y por tanto se debe tener un cuidado especial en la solucion

de este sistema.

El siguiente teorema conoce como principio de superposicién para sistemas lineales, este

resultado serd usado para encontrar una solucién general de (1.2.17).

Teorema 1.4. Sean yi1,Y2, ..., Yk un conjunto de vectores solucion del sistema homogéneo (1.2.17)

en un intervalo |a,b]. Entonces la combinacion lineal

Y =cy1 + c2y2 + ... + Yk,
donde c;, i =1...k, son constantes escalares arbitrarias, es también una solucion en el intervalo.

Definicién 1.7. Sean y1, Y2, ..., Yk un conjunto de vectores solucién del sistema homogéneo (1.2.17)
en un intervalo [a, b]. Se dice que el conjunto es linealmente dependiente en el intervalo si existen

constantes ¢y, o, ..., i, no todas cero, tales que
1y + c2y2 + ... + Yk = 0,

para todo z en el intervalo. Si el conjunto de vectores no es linealmente dependiente en el intervalo,

se dice que es linealmente independiente.

Para determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o independiente, se puede
usar la Definiciéon 1.7. Sin embargo en la practica el Wronskiano define un criterio que permite

determinar facilmente la dependencia lineal de un conjunto de vectores.

Definicién 1.8. Sean y1,y2, ..., Yn, un conjunto de vectores en R™ definidos como en (1.7). Entonces
el Wronskiano de este conjunto es el determinante de la matriz obtenida a partir de estos vectores

y se denota por

W(y1>y27 ooy yn) = det(ylv Y2, ayn)

Es importante senalar que la Definicién 1.8 de Wronskiano tomada de [23], difiere de la definicién
habitual, pues esta definicién no involucra derivacion, pero dado que la idea es aplicarlo como
criterio para verificar independencia lineal en funciones vectoriales, se acostumbra mantener el

mismo nombre.
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Teorema 1.5. Sean yi1,9Ya2, ..., Yk un conjunto de vectores solucion del sistema homogéneo (1.2.17)

en un intervalo [a,b]. Este conjunto es linealmente independiente si y sélo si

W(yla Y2, >yn) 7& 0.

La importancia de establecer la independencia lineal de un conjunto de vectores estd en que
al encontrar un conjunto de n vectores solucién de (1.2.17) linealmente independientes, se puede

encontrar una solucién general para el sistema lineal homogéneo (1.2.17) como se muestra a seguir.

Definiciéon 1.9. Cualquier conjunto yi1,vys,...,Yyn de n vectores solucién linealmente indepen-
dientes del sistema homogéneo (1.2.17) en un intervalo [a,b] es un conjunto fundamental de

soluciones en el intervalo.

Teorema 1.6. Sean y1,Y2,...,Yn un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo
(1.2.17) en un intervalo [a,b]. Entonces la solucion general del sistema (1.2.16) en el intervalo
[a,b] es

Yy=cyi+cy2+...+ cplYn,

donde ¢;, i =1...,n, son constantes escalares arbitrarias.

1.2.3. Solucién de SEDOP con coeficientes constantes

Los teoremas y definiciones que se presentan a continuacion permiten obtener un método para
encontrar la soluciéon analitica para sistemas lineales con coeficientes constantes; es decir, aquellos

en los que las funciones a;j, 4, j = 1...n, del sistema (1.2.15) son funciones constantes.

Definicion 1.10. Sea A una matriz cuadrada con x x n elementos reales. El nimero \; € R es un

valor propio de A, si es solucién de la ecuacién
det(A — \I) =0, (1.2.18)

esta expresién se conoce como ecuacion caracteristica de la matriz A.
Un vector propio asociado con el valor propio A; es un vector no cero v; tal que Av; = A\;v;, es
decir que

(A—X\T)v; =0. (1.2.19)

Teorema 1.7. Cualquier conjunto de k wvectores propios v1,vs,...,v de A con valores propios

diferentes A1, Aa, ..., Ak, respectivamente, es linealmente independiente.

Teorema 1.8. Sean A1, A\, ..., A\, n valores propios reales y distintos de la matriz de coeficientes A

del SEDOP homogéneo (1.2.17) y sean v1,v2, . .., Uy los vectores propios correspondientes asociados
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a ellos. Entonces la solucion general del SEDOP homogéneo (1.2.17), en el intervalo (—oo,00)
es

A1x Aox AnT
Yy = civiett + covge™t 4+ L 4 cpupe’

donde c;, i = 1,...,n son constantes escalares arbitrarias.

Observacién 1.1. Los n valores propios de la matriz de coeficientes A no necesariamente son todos

distintos, es decir algunos de los valores propios pueden repetirse. En general, si m es un entero

m+1

positivo y (A — Aj)™ es un factor de la ecuacién caracteristica, mientras que (A — A;) no es un

factor, entonces se dice que \; es un valor propio de multiplicidad m. Se tienen los siguientes casos:

1. Para algunas matrices A de n x n, relacionadas con el SEDOP homogéneo (1.2.17), es posible
encontrar m vectores propios linealmente independientes vy, va, ..., Um, correspondientes a
un valor propio A; de multiplicidad m < n. En este caso la solucién general del sistema

contiene la combinacién lineal

c101€Y% + cov2eMT 4 ...+ e’ T,

2. Si solo hay un vector propio v; que corresponde al valor propio A; de multiplicidad m, se

pueden encontrar m soluciones linealmente independientes de la forma

Y1 = v11N7

Yo = V212eM% + v99e?

o $m—1 bV :Cm72 s A
Ym = Umil gyi€ i+ Um2 () € I+ Umme Y,
donde los wv;; son vectores.

Ademds de lo mencionado arriba, puede suceder el caso en que los valores propios sean com-
b
plejos, tal como sucede en la solucion de EDO de orden superior con coeficientes constantes. Esto

puede ser visto con mayor detalle en [23].

Ejemplo 1.2. Encontrar la solucién general del SEDOP homogéneo
y1(x) = y1(x) — ya(x)
yo(z) = —4yi1(z) + y2(z) (1.2.20)
y1(0) =0, y2(0) = 1.

La matriz de coeficientes del SEDOP homogéneo es



1. Teoria general de ecuaciones diferenciales 10

Para encontrar la solucion general del sistema se deben encontrar los valores y vectores propios de

esta matriz. Asi, dado que los valores propios vienen dados por la expresién (1.2.18) se tiene

1-Xx -1

A~ M| =
—4  1-X

=(1-N)?-4=X-22-3=(1-3)(A\+1)=0.

Por lo tanto, los valores propios de A son A=3y A = —1.
Ahora se debe encontrar los vectores propios asociados a estos valores propios.

Para A\ = 3 el vector propio asociado debe satisfacer que |A — 3I|vy = 0. De donde al solucionar el

RN

se obtiene m1=1 y m2=-2. Por lo tanto
1
vy = .
T 2

De forma andloga se determina el vector propio ve asociado al valor propio A = —1, donde

De esta forma se obtienen dos soluciones particulares linealmente independientes

sistema,

Asi la solucién general del sistema es

1

—2¢13% 4 2c9e7 "

y(x) = 16> [

1 3z —x
+ege® [ ) ] - [ ce” e ] . (1.2.21)

Finalmente, usando las condiciones iniciales para x = 0 tenemos que
0 c1e + coe?
y(0) = = 0 0|’
1 —2c1e” + 2c¢qe

de donde ¢; = —i y ey = %. Por lo tanto remplazando el valor de estas constantes en (1.2.21)

tenemos la solucién del problema de Cauchy (1.2.20)

() 1| —e¥*4e @
x = -_— .
Y 4] 2¢3% 4 2¢ 7
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1.2.4. Método matriz exponencial

Una importante aplicacién de la exponencial de una matriz es encontrar soluciones a un SEDO
lineales de coeficientes constantes. Mostraremos como la forma de la soluciéon de una EDO de primer
orden con coeficientes constantes tiene caracteristicas similares a la de un SEDOP con coeficientes

constantes.

Para una EDO de la forma y/(x) = \y(z), la solucién general es y(z) = ce*®. Podria suponerse
que para el SEDO
¥ (z) = Ay(x), (1.2.22)

Aze donde A es una matriz constante de n X ny ¢ es un

la solucién general tiene la forma y = e
tor col d tes. Por tal moti i tante definir la matri ial eA”

vector columna de n componentes. Por tal motivo, es importante definir la matriz exponencial e?*,

en la cual usaremos el desarrollo de la funcién exponencial por series.

Definicién 1.11. Sea A una matriz n X n con elementos reales o complejos. Entonces la matriz

€47 es una matriz de n x n elementos que se conoce como Matriz Exponencial, y estd definida

por
Az 2332 kl‘k - kxk
e =T+Az+ A §+...+A k!+...:kZA R

—0

Teorema 1.9. Para cualquier vector constante ¢, y(z) = eA%c es una solucion al SEDOP (1.2.22).

Mas aiin, la solucion dada por y(z) = eA%y, satisface y(0) = y,.

Demostracion. Si y(z) = eA%c es solucién del SEDO (1.2.22), al sustituirlo en este tendremos

Ax

una identidad. Primero notamos que dado que e“** es una matriz el producto por un vector debe

ser a su derecha y asi eA%¢ estd bien definido. Ahora, usado de matriz exponencial tenemos
A 1'2 xk
ylx)=e ’fc:[I+Aa:+A22l+...+A"?k'+...]c. (1.2.23)

Dado que las entradas A son constantes, se puede verificar que

d zk d =* k-1 Akxk_l Akflxk—l
ZARS . — AR T Ak = S | iE— 1.2.24
dr k! dx k! k! (k—1)! (k—1)! ( )
Usando las ecuaciones (1.2.23) y (1.2.24), calculamos y'(z). De donde,
/ d Az 2$2 k’xk Azx
y(x):%[e c]=A|I+Az+ A §+...+A E_‘_ c=Aeec= Ay(z).

Por lo tanto, y(z) = eA%¢ es solucién de (1.2.22).

A0

Finalmente, como e = €% = I, se tiene

y(0) = ey = Iy, = y,.
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Usualmente la matriz exponencial se conoce como la matriz soluciéon principal del sistema o
matriz fundamental, pues el cdlculo de esta matriz resuelve el sistema. A pesar de que la definicién
ofrece una forma para calcular esta matriz, en la practica se aplican técnicas alternativas mas sim-

Ax

ples para calcular e*, como son la transformada de Laplace, la forma canénica de Jordan, entre

otras descritas en [21] y [23].

El caso més trivial se presenta cuando A es una matriz diagonal, pues para una matriz diagonal

A 0 .00
0 X ... 0
D = . . . . )
0 O An
la matriz exponencial es
eMT 0 0
A
Di _ 0 e® 0
0 0 ... e\n®

La simplicidad de calcular la exponencial para una matriz diagonalizable sera aprovechada usando

la forma canénica de Jordan para el célculo de e4?.

Teorema 1.10. Sea J la forma canénica de Jordan de una matriz A, J = C~YAC. Entonces
A=CJC 'y
eAr = cet* L.

Demostracion. Observemos que
A" = (CcJCcH=(cgcYHcagch...(cac™h
=cJctoJgccteygccto)...(cteygct
=CJ"C™ .
Asi

(J)
2!

A 2
eA$:I+(Aa:)+< z) +...=CIC'+cCcJzs)C +C cly. ..

2!
(Jz)?
2!

=C |I+(Jz)+ +...|ct=celtCc

O]

Ax

El Teorema 1.10 dice que para calcular e en realidad solo se necesita calcular e?*. Calcular

e’ es més sencillo, pues la matriz J es diagonal o diagonal por bloques de Jordan.



1. Teoria general de ecuaciones diferenciales 13

Ejemplo 1.3. Resolver el problema (1.2.20) usando la matriz exponencial.
En el Ejemplo 1.2 se obtuvo que los valores propios de la matriz de coeficientes A son Ay = 3 y

Ao = —1 con vectores propios asociados v = [1, —2]T y v2 = [1, 2]T. De aqui se tiene

1 1 2 -1 Sz
C = ot a2 e U (005
—92 2 412 1 0 —1 0 e®

Por lo tanto
1 1 e 0 2 -1
-2 2 0 e @ 2 1

1 [ 2637 4 2¢7 7T L%

eA:E _ CeJ:Ec—l —

-

T4 —4e3T 4 4T 2e3T 4 27

Usando las condiciones iniciales en = = 0, tal como se obtuvo en el Ejemplo 1.2, la soluciéon del

i

problema de Cauchy es

=

2e3%T 4 27T _eTT f e
—4e3% 4 4o~ 2e3T 4 27

1 —e3% 4%
4| 2e3% 2% |

1.3. Introduccion a la soluciéon numérica de EDO

Dado que los métodos para la solucién de SEDO presentados son para sistemas con coeficientes
constantes, lo cual no sucede en la mayoria de modelos matematicas y ademas, el problema de
encontrar valores propios aumenta con el orden de la matriz. Se evidencia la necesidad de encon-
trar aproximaciones para el problema de Cauchy. En esta seccidn se presenta una introduccion a la
solucién numérica de EDO. Primero presentaremos métodos numéricos para solucionar el problema
de Cauchy en los reales y luego en R™. Estos métodos se presentaran de una forma mas profunda

en los siguientes capitulos.

Los métodos numéricos que estudiamos son métodos iterativos aritméticos que aproximan la

solucion al problema de Cauchy
y' (@) = fz,y(x))
y(zo) = yo-

(1.3.1)

Con estos métodos no se obtiene una aproximacién continua a la solucién y(x), se obtienen aproxi-

maciones en un conjunto discreto de puntos a = xg, z1,...,z, = b del intervalo [a, b], este proceso
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se conoce como Discretizaciéon. Las discretizaciones numeéricas se aplican a menudo en la apro-
ximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales en las que no es posible encontrar una solucién
analitica. Con estas discretizaciones se espera que la aproximacién encontrada sea lo mas cercana

posible a la solucién exacta y a un bajo costo computacional.

En esta seccién estudiaremos el método de Euler, este método es el mas basico de las técnicas
de aproximacién para resolver problemas de Cauchy, por la simplicidad de la deduccién de este
método puede ser utilizado para ilustrar las técnicas involucradas en la construccion de algunos de

los métodos mas complejos.

1.3.1. Método de Euler

El método de Euler, también llamado método de la recta recta tangente, es el método mas
simple y méas antiguo de los métodos usados para aproximar soluciones al problema de Cauchy. Fue
creado por Leonhard Euler y fue publicado en su obra de célculo integral entre los anos 1768 y
1770, tal y como se presenta en [5]. Existen diferentes formas para deducir el método de Euler, para
aproximar la solucién al problema de Cauchy (1.3.1), entre las cuales estén: series de Taylor, la idea
geométrica de aproximacion por rectas tangentes, aproximaciones a una integral y la aplicacién del
teorema de valor medio. En esta seccién se presentara la deducciéon mediante series de Taylor, la

aproximacion de una integral y geométricamente mediante rectas tangentes.

= Deduccién del método de Euler mediante series de Taylor.

En primer lugar consideramos un intervalo [a, b], donde a = ¢ es el valor inicial para z en el
cual se conoce el valor de yy por la condicién inicial y b = z es el extremo final del intervalo,
en el cual se quiere aproximar el valor de y(zy) desconocido. Dividimos dicho intervalo en
n subintervalos de longitud h, por lo tanto h = (b — a)/n, de lo cual se obtiene el conjunto
discreto de n+1 puntos {xg, z1, z2, -+ ,z,}, llamados puntos de malla, donde zy 1 = x5 +h
para 0 < k < n — 1, es decir que la distancia entre cada par de puntos sucesivos es h, esta
distancia se conoce como tamano de paso.

Supongamos que la solucién exacta de (1.3.1), y(z), tiene dos derivadas continuas sobre [a, b],

de modo que para cada 0 < k <n — 1. La expansion de Taylor en torno a xj es

2
Tk4+1 — Tk
gy/'(%)7

y(@rr1) = y(@r) + (wep1 — ze)y' (2n) + 2!

para algin nimero ¢; € (2, Tg+1). Como h = xp11 — Tk, tenemos

2
W) = ylew) + hy' (o) + o (50). (132

Eliminando el dltimo término de (1.3.2), se deduce el método de Euler



1. Teoria general de ecuaciones diferenciales 15

Yo = y(xo)
Yk+1 = Yr + hf (@, yi),
donde x4y = a2 +h, 0<k<n—1,h=22 f:la,b] xR =R

El término que se ha truncado en la serie de Taylor para deducir el método de Euler esta

(1.3.3)

relacionado con el error Local de discretizacion, oy, que es el error cometido en el calculo

y(Tr41) entre xp y xp4q .- Es decir que para el método de Euler

1
Qpp1 = §hy"(§k),

para ¢ en el intervalo (z, kgt1)-

Si M es una cota superior para y”(z), con x € [a,b], entonces el error local de discretizacién
satisface que a, < Mh/2 y se dice que el método de Euler es de orden uno. En el siguiente
capitulo se presentarian métodos de mayor orden, los Métodos de Taylor, los cuales se

obtienen truncando la serie de Taylor con mayor niimero de términos.

= Deduccién geométrica del método de Euler.
Geométricamente, el método de Euler calcula la aproximacién yi1 por medio de la recta
tangente a la curva que define la solucién exacta y(z). La ecuacién de la recta tangente a la

curva de y(x) en el punto (z9,yo) estd dada por

r(z) =y (zo)(x — o) + yo = (= — z0) f (w0, %0) + Yo-

Tomando = = xo + h = x1, se tiene que r(zog + h) = yo + hf(zo,y0) = y1, es decir que se
encontré la aproximacion y; a partir del valor de yg. En general, si se supone conocido el valor
de yg, el valor de yi11 puede encontrarse usando la expresién yi11 = yr +hf(xr, yx), que es la

férmula de integracién del método de Euler (1.3.3). La Figura 1.1 ilustra esta interpretacién.

y(x1)

A
\

[V 7 S
x

5

X1=Xoth

Figura 1.1: Interpretacién geométrica método de Euler.
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= Deduccién integral del método de Euler.
Integrando cada lado de (1.3.1) entre dos puntos de malla consecutivos, por ejemplo entre xy
y Zpy1, Se obtiene la expresion
Th+1
k) =) + [ )
Si la funcién f(z,y(z)) se considera constante en el intervalo [zy,zk41], puede salir de la
integral y se obtiene
LTh+1
V(wn) =y + £ v) [ de = ylen) + o) @ )
de lo cual se deduce el método de Euler yx11 = yx + hf(z, yx)-
Mas adelante usaremos este mismo enfoque para obtener métodos de mayor precisién, dando

mejores aproximaciones a la integral de f(x,y(x)).
Ejemplo 1.4. Usar el método de Euler con h = 0.02 para aproximar el valor de y(0.1), si
y'(x) = —dy +e "
y(0) =1,

con solucién exacta y(z) = 3(e™1% + e72*) y y(0.1) = 0.74452.

Usando la férmula de integracién del método de Euler (1.3.3) y la condicién iniciales y(0) = 1 se

(1.3.4)

tiene el siguiente proceso iterativo

zo = 0.00, yo=1
21 =0.02, y1=yo+h(—dyo+e2) =1+ 0.02 (=4 (1) + e 2000) = 0.94

zo =0.04, yo=y1+h(—dy +e21) =0.94+0.02 (—4(0.94) + e~ 2(002)) = 0.88401

x5 = 0.06, y3=1yo+h(—dys + e 272) = 0.88401 + 0.02 (—4 (0.88401) + e~ 2(0-04)) = 0.83175.

Continuamos con este proceso hasta llegar al extremo final del intervalo de integracion y se obtiene
la aproximacion y(0.1) ~ 0.73736.

Para comparar las aproximaciones obtenidas con el método de FEuler, dado que se conoce la solucién
analitica de este problema, usamos el error global de discretizacién ey = |y(zx) — yi|, que es el
valor absoluto de la diferencia entre la solucién exacta y la solucién aproximada del problema en
x). Los resultados obtenidos para este problema se resumen en la Tabla 1.1, donde se observa que

a medida que x; se aleja de la condicién inicial, el error global aumenta. O

1.3.2. Meétodo de Euler para sistemas de EDO

Los métodos numéricos para resolver problemas de Cauchy que involucran una sola ecuacién
diferencial de primer orden y una condicién inicial escalar pueden ser generalizados a fin de resol-

ver SEDOP. La idea baésica es reescribir el sistema de ecuaciones diferenciales como el problema de
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T Yk y(z) e

0.00 | 1.00000 | 1.00000 0

0.02 | 0.94000 | 0.94195 | 1.952 x 1073
0.04 | 0.88401 | 0.88763 | 3.617 x 1073
0.06 | 0.83175 | 0.83677 | 5.013 x 1073
0.08 | 0.78295 | 0.78914 | 6.198 x 1073
0.10 | 0.73736 | 0.74452 | 7.164 x 1073

Tabla 1.1: Discretizacién obtenida por el método de Euler en la solucién numérica de (1.3.4).
Cauchy (1.3.1) y aplicar el método teniendo en cuenta que las funciones involucradas son vectoriales.

El método de Euler para resolver SEDOP es

Yo = y(xo)
Yk+1 = Yk + L (2K, yr),

(1.3.5)

dondexkﬂzxk—l—h,nggn—l,h:b—T“,f:[a,b]xR”%R”.

Ejemplo 1.5. Usar el método de Euler para aproximar el valor de u(1) y v(1), si
(z)

( v
V() = du(z) — 3u(z) (1.3.6)
u(0) =1 v(0) =0,

x) =

82y, (3¢ —3e37) y u(1) = —5.96534, v(1) = —26.05088.

N[ —

con solucién exacta u(z) = £(3e”—e37), v(z) =

Si hacemos y = [u(z) v(2)]", f(z,y) = u(z) dv(z) = 3u(@)]" v yo = [w(0) v(0)]", el sistema

(1.3.6) puede escribirse como

y'(z) = f(z,y(x))
y(wO) = Yo

(1.3.7)

donde f : [0,1] x R? — R? y € [0,1]. Es decir que describe un problema de Cauchy como en
(1.2.11).
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Aplicando el método de Euler (1.3.5) a este problema con h = 1/16 se tiene

v(o) ]
4v(zg) — 3u(zo)

u(wo)
(A0

Y1 =Yo + hf(z,y) =

+(1/16) [

Yo =y +hf(z,y;) = _ ZEZ) +(1/16) [ v(m;))(flgu(xl) ]
—0.1875 0.98828
- [ _o.1875 | 7009 [ —3.75 ] - [ _0‘42187] ~ y(0.125).

Este proceso se repite hasta llegar al extremo final del intervalo de integracién. Los resultados de
las aproximaciones numéricas a y(1) con diferentes tamanos de paso se resumen en la Tabla 1.2,
donde se observa que al reducir el tamano de paso h a la mitad, el error también se reduce a la

mitad, por lo tanto el error es proporcional al tamano de paso h.

Tamano de paso h 1/16 1/32 1/64 1/128
Aproximacién u(1l) | —3.86132 | —4.78178 | —5.33472 | —5.63946
Aproximacién v(1) | —19.49776 | —22.37633 | —24.09632 | —25.04160

Error global 6.88261 3.86046 2.05376 1.06059

Tabla 1.2: Discretizacién obtenida por el método de Euler en la soluciéon numérica de 1.3.4 para
diferentes tamanos de paso.

O

Tanto los métodos de paso tnico como los métodos de paso multiple que se presentardn mas
adelante se pueden generalizar para resolver SEDOP de manera similar a como se ha hecho con el
método de Euler. Al trabajar con SEDO, tanto las aproximaciones numéricas como los diferentes
tipos de errores obtenidos son vectores, para el andlisis del error y en general el comportamiento
de la soluciones numéricas es conveniente conocer un valor numérico del vector por este motivo se
debe usar una norma vectorial. Segin se presenta en [2] y [9], para los MEDO es conveniente usar
la norma infinito

Voo = MAX |v;, (1.3.8)
0<i<m
donde v;, para 0 < i < m, son las entradas del vector v de dimensién m. En este trabajo se usard

la norma infinito.
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1.3.3. Una cota para el error

En la Tabla 1.2 se observa que a medida que el tamano de paso disminuye, el error global
también disminuye. A continuacién, tal y como se muestra en [5], se calcula una cota para el error
la cual dependerd linealmente del tamafio de paso h. Para simplificar los calculos en la bisqueda de

la cota se considera los lemas a seguir.

Lema 1.1. Para todo z > —1 y para cualquier m positivo, se cumple

0<(142)" <™.

Demostracion. Desarrollando en serie de Taylor la funcién f(z) = e® en torno al punto zp = 0

hasta n = 1 tenemos

1
e’ = 1+Z+§Z2€£,

donde ¢ € [z,0]. Por lo tanto,

1
0§1+z§1+z+§z265=ez
y como 1+ z > 0 se tiene que
0<(142)" <™.

O]

. , ., k ., .
Lema 1.2. Si s y x son nimeros reales positivos, {a;};_, es una sucesion que satisface ag > —x/s

Yy
aiv1 < (14 8)a; +x, para i=0,1,...k, (1.3.9)

entonces

; T T
;41 S €(H—1)8 <a(] + g) — ;

Demostracion. Para un centro fijo i, la desigualdad (1.3.9) implica que

ait1 < (1+s)a;+x
<(A+s)[(1+8)aji—1+zx]+=z
<A+s){1+s)[(1+s)a2+z]+z}+a

<(+s) M ag+ 14 145+ (1487 ...+ (1+5)] =
Pero

I+ (14+8)+0+8) 4. +10+8)'= (1+s)
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es una serie geométrica de razén (1 + s) y su suma es

1-(1+s)i+1 1 Z-
e E :g[(l%—s)ﬂ—l}.

Por tanto, .
(1 + S)H-l -1
s

ot D)

aiy1 < (14 s)iJrl ag + .

y de acuerdo con el Lema 1.1, con z = 1 + s, dada

- x x
a4y < elTs (CLO + g) T

O]

Teorema 1.11. Supongamos que la funcion f, del problema de Cauchy (1.3.1), es continua y
satisface la condicion de Lipschitz con la constante L en D = {(z,y)|a <z <b,—0c0 <y < 00}, ¥y

que existe una constante M con la propiedad de que |y"| < M para todo z € |a,b).

Sea y(zk) la solucion exacta del problema de Cauchy (1.3.1) y sean yo,yi, ... Yn las aprozimaciones

generadas con el método de Euler para algin entero positivo n. Entonces para cada k =0,1,...,n,
hM [ |

< 2 [eblwi—a) _ 1} . 1.3.10

““=%L [e (1.3.10)

Demostracion. Desarrollando la serie de Taylor para y(z;4+1) en torno a x; tenemos

2
W) =yl + B y(en)) + (&)

Por otro lado del método de Euler se tiene que

Ykr1 = Yk + M (Tk, Yr)-

Restando estas ecuaciones tenemos
h2
Y(Trt1) — Yrt1 = y(@n) — e + 0 [f(zr, y(xr) — flar, )] + ?y"(ﬁk)-

De donde

2
erin = 0(enen) = il < o) = wal + 31 y(en) — FGonun)l + 5[]

Puesto que f satisface una condicién de Lipschitz en la segunda variable con la constante L y como

|y (x)| < M, se sigue que )
h*M
er+1 < (L+hL) [y(zw) — yul + ——
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Usando el Lema (1.3.9) con aj = e, para cada j =0,1,...,n,y con s = hL y x = h®?M /2, tenemos

h2M h2M
e < e(bHDAL (ry<xo> ol + )

ohL )] 2hL"

Puesto que eg = |y(zo) —yo| =0 e (k+ 1)h = 241 — To = Ti41 — a, tenemos

hM
< (:vk+1—a)L _ 1
€k > 27, (6 )a
para cada k=0,1,...,n— 1.
O

La dificultad en este teorema estd en conocer una cota para la segunda derivada de la funcién
incognita y, sin embargo por la regla de la cadena es posible en algunos casos calcular la segunda

derivada de la funcién y(z) sin necesidad de conocerla explicitamente.

Ejemplo 1.6. Para el problema de Cauchy

y'(z)=1y
y(0) =1,

aplicar el método de Euler para aproximar y(1). Ademds, con h=0.2, encontrar el error y la cota
del error para cada x.

La solucién exacta es y(x) = e, por lo tanto la constante de Lipschitz es L = 1 y una cota para la
segunda derivada es M = e ~ 2.71828. Usando estos valores en la desigualdad (1.3.10), se obtiene

la cota de error
0.2(2.71828)

2
En la Tabla 1.3 se muestra el error junto con la cota del error para cada xj, se observa que la cota

e < [e"F —1].

es mucho mas grande que el error real. Estas cotas dependen del problema de Cauchy y del método
numeérico, muchas veces no es facil determinar una cota para el error y si se encuentra en la practica

son mucho mayores que el error real.

T; 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Error 0.02140 | 0.05182 | 0.09411 | 0.15194 | 0.22996
Cota de error | 0.06018 | 0.13369 | 0.22347 | 0.33313 | 0.46707

Tabla 1.3: Cota para el error método de Euler.
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1.3.4. Meétodos implicitos

Algunos de los métodos numéricos que se presentardn mas adelante posen férmulas de integraciéon
implicitas, es decir que el valor yi1 aparece en el lado izquierdo y en el lado derecho de la ecuacién.
Estos métodos se conocen como métodos implicitos y la principal dificultad en su aplicacién esta
en que si la funcién f(z,y) es trascendente puede resultar una ecuacién implicita no lineal donde no
sea posible despejar explicitamente el valor yx+1. En ese caso se debe recurrir a métodos numéricos
de resolucién de ecuaciones no lineales como el método de Newton. Algunos ejemplos de métodos

implicitos para solucionar numéricamente el problema de Cauchy (1.2.11) se presentan a seguir.

Método de Euler implicito

Yo = Y(wo) (1.3.11)
Yit1 = Y + hf (@6 + B, Ypqq)-
Método del Trapecio implicito
Yo = y(xo) (1.3.12)
Ypi1 =Y+ 5 [F@ryp) + Flae + hyp)] -
Método de Simpson implicito
Yo = y(w0), ¥ conocido o)

Ypt2 = Y41 T % [f($k+27 Ypgo) +4F (@pt1, Ypryr) + Flan, yk)] .

En los anteriores métodos y en cualquier otro MNEDO que se presenta en este trabajo zp11 =
ar+h 0<k<n—1 h=252 f:|ab] x R" = R"

Los métodos (1.3.11), (1.3.12) y 1.3.13 son implicitos. La diferencia estd en que mientras el
método de Euler implicito y el método del trapecio implicito son de paso tinico, el método de
Simpson es de paso multiple y para generar una aproximacién necesitan dos aproximaciones en

instantes de tiempos anteriores.



Capitulo 2
Métodos de paso tinico

En el Capitulo 1 se present6 el método de Euler (1.3.3), el cual permite obtener una aproximacién
Yk+1 Unicamente a partir de una aproximacién yi de un paso anterior. Los métodos numéricos que
cumplen esta propiedad se conocen como métodos de paso tinico, MPU. Los MPU son de frecuente
uso en la practica y existen diferentes software que incorporan estos métodos. Sin embargo, cuando se
utilizan estos algoritmos podria no tenerse indicios del proceso que se estd realizando internamente.
Por este motivo es importante conocer las propiedades generales de los MPU, analizar de donde
surgen estos métodos y obtener criterios que permitan identificar cuando los resultados generados
mediante la aplicacién de uno de estos métodos ofrece resultados de buena precisién. Entre los MPU
se destacan las familias de métodos de Taylor y de Runge-Kutta, por lo cual en este capitulo se
presenta el desarrollo de estos métodos, ademas de un estudio de las propiedades de consistencia,

convergencia y estabilidad para los MPU.

2.1. Forma general de los métodos de paso tinico

Un MPU es un método que calcula una aproximacion yg41 Unicamente a partir del valor de

una aproximacion yg del paso anterior. En forma general un MPU se escribe como

Yo = y(ffo)
Yk+1 = Yk + " d(Th, Yy Yt1, i) s

(2.1.1)

donde ¢ se denomina funcién incremento y hj es el tamano de paso adoptado en el subinter-
valo [z, Zg41]. A fin de simplificar el anédlisis se considerard fijo hy, es decir hy = h para todo
k. Si la variable y,,; aparece en los dos lados de la expresién (2.1.1), se dice que el método es
implicito, caso contrario se dice que es un método explicito. Las definiciones y resultados que se
presentan en este capitulo son validas tanto para métodos implicitos como para métodos explici-

tos, por lo tanto por simplicidad enunciaremos estos resultados en el contexto de métodos explicitos.

23
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La forma general de los MPU explicitos con h fijo que se considera es

Yo = Y(z0)

(2.1.2)
Yk+1 = Yk + hd(xk, Yi, h).

Observacién 2.1. El método de Euler (1.3.3) es un MPU, con
¢ (zr, Yr, h) = f(2k, Yr)-

Otro MPU, es el método de Euler mejorado que se estudiard més adelante y cumple (2.1.2) con

D (xr, Yk, h) = 5 [f(wr, i) + f(zr + hyye + hf (2r, ur))] -

(NN

2.2. Consistencia, estabilidad y convergencia

Cuando se usan métodos numéricos para obtener una aproximacion a la solucion, es importante
conocer que tanto se acerca la solucién numérica a la soluciéon exacta. En el caso de los métodos
numéricos para EDO vamos a considerar dos tipos de error: el error local de discretizacion y el

error global de discretizacion.

Definicién 2.1. Dado el MPU (2.1.2), el error local de discretizacién para el método en zj, se

define por

ry = Y 2V 0 ), ) (221)

Definicién 2.2. Dado el MPU (2.1.2), el error global de discretizacién del método en xj, es la

diferencia entre la solucién exacta y la solucién numérica del problema de Cauchy en zy, es decir

er = Y(Tk) — Yy (2.2.2)

Observacién 2.2. Multiplicando (2.2.1) por el tamano de paso h se tiene

hti = y(wpg1) — [y(xr) + ho (o, y(zr), h)] = Y(Trg1) — Ypir- (2.2.3)

Lo cual puede ser visto como la diferencia entre la solucion exacta y la solucién aproximada, donde la
solucién numérica se ha calculado en una sola aplicacién del método numérico, es decir que ningin
error fue cometido anteriormente, esto le confiere el caracter local. La ecuacién (2.2.2), también
puede interpretarse como la diferencia entre la solucién exacta y la solucién aproximada, con la
diferencia que en este caso la solucién numérica se ha calculado a partir de valores obtenidos por la

aplicacién del método numérico en instantes de tiempo anteriores, esto le confiere el cardcter global.
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Para tener buenas aproximaciones numéricas se debe mantener controlados estos errores, es decir
procurar que la magnitud de estos errores sea lo més baja posible y que de hecho tienda a cero a
medida que h tienda a cero, o equivalentemente a medida que n tienda a infinito. En este sentido

se presenta las siguientes definiciones.

Definicién 2.3. Se dice que el MPU (2.1.2) es consistente con el problema de Cauchy (1.2.11) si

y solo si la funcién de incremento, ¢(z,y, h), satisface la siguiente relacién

¢(z,y,0) = f(z,y).
En otras palabras, un MPU es consistente si y solo si

lim ||7%|| =0, Vz € [a,b], y € R".
h—0

Definicion 2.4. Si existieran constantes positivas C, hg y ¢, independiente del paso de integracion

h y del subindice k, con 0 < h < hg, tales que el error local de discretizacion satisface
mix |7 < ChY,
entonces se dice que el método numérico tiene orden de consistencia ¢ y se denota O(h?).

Observacion 2.3. La consistencia de un MPU asegura que el método es al menos de orden de
consistencia uno. El orden de consistencia indica que tan rapido el error local de discretizacion
se acerca a cero cuando h disminuye. Analogamente el orden de convergencia indica que tan
rapido el error global de discretizacién disminuye. Dado que para las definiciones de error local
y error global de discretizacién que se han adoptan en este trabajo los ordenes de consistencia y

convergencia coinciden, en adelante simplemente se dird que un método es de orden gq.

Definicién 2.5. Se dice que el MPU (2.1.2) es convergente en el punto xy si y solo si
i =0.
Jim e

Es decir, que la convergencia se tiene en un MPU si y solamente si el error global de discretizacién
tiende a cero cuando h tiende a cero. El método numérico es convergente si fuera convergente para

todo x € [a,b] y para cualquier problema de Cauchy.

La condicién inicial yg es dada de forma exacta por el problema de Cauchy, sin embargo, en la
practica la condicién inicial puede estar sujeta a un tipo de error. Es decir que y(0) = yo+ g, donde
do es una perturbacién a la condicién inicial. Por lo tanto en la practica se trabaja con problemas

de Cauchy de la forma
y'(z) = f(z,y(x))
y(xo) = Yo + do.
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Este tipo de problemas se presenta cuando la condicién inicial y(0) es calculada de forma experi-
mental e incluso la precisién finita de un computador impide almacenar el valor de y(0) de forma
exacta. Por lo tanto, es importante garantizar que los métodos usados sean estables numéri-
camente en el sentido de que pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales no produzcan

grandes perturbaciones en los resultados finales.

Definiciéon 2.6. Se dice que el MPU es estable si existe una constante K > 0 tal que, para
cualquier par de soluciones numéricas, Y1 ¥ Yp41, obtenidas de aplicar el MPU al mismo problema

de Cauchy pero con diferentes condiciones iniciales, y, y Yy, respectivamente, se tiene que

Ykt = Urrn || < K llyo — Dol
para xx4+1 < b, y para h que tiende a 0.

Como se vera mas adelante, en la Observacién 3.3 se concluye, para los MPU la consistencia del
método garantiza la estabilidad del mismo, es decir que para verificar que un MPU es estable basta

verificar que el método sea consistente.

Garantizar la convergencia de un MPU mediante la Definicién 2.5 resulta una tarea compleja ya
que en la practica normalmente no se conoce el error global de discretizacion y ademas la definicion
de convergencia de un MPU exige la verificaciéon de que para todo problema de Cauchy, el error
global tiende a cero cuando h tiende a cero, lo cual no es posible. Por tal motivo, se presenta el
siguiente resultado que ofrece una forma alternativa de garantizar la convergencia de un MPU a

partir de la consistencia como se muestra en [2] y [7].

Teorema 2.1. Considere el MPU (2.1.2), donde la funcion incremento ¢(z,y, h) es Lipschitziana

en Yy y continua en sus argumentos. Si el MPU es consistente entonces es convergente.

Demostracion. Para determinar la convergencia del MPU se debe obtener una expresién que

describa el comportamiento del error global de discretizacién, de la forma

er+1 = Y(Tr+1) = Ypy1- (2.2.4)

Considerando la expresién (2.2.3) del producto entre el error local de discretizaciéon 7 y el paso de

integracion h se tiene que

Y(rpr1) = y(ar) + ho(zp, y(xk), h) + by (2.2.5)

Por otro lado considérese y,; como una aproximacién numérica obtenida por la aplicacién del
MPU (2.1.2), por tanto

Ypt1 = Yg + hp(zr, yi, h). (2.2.6)
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Sustituyendo (2.2.5) y (2.2.6) en (2.2.4) y agrupando términos se tiene

ery1 = Y(or) — Yp + h[d(zr, y(zr), h) — d(xk, Yg, h)] + hTy, (2.2.7)
= ey + h[p(zr, y(vr), h) — d(Tk, Y, h)] + ATy (2.2.8)

Por hipétesis la funcién ¢(z,y, h) satisface la condicién de Lipschitz en la variable y, es decir

(2, y1,h) = d(z,y2, )| < Llyy — ol

para cualquier x, h y para una constante positiva L. Ademds ¢ es continua en todas sus variables,
por tanto aplicando estas hipdtesis en (2.2.8) se tiene que
lex+1ll < llexll + b lld(zr, y(zx), ) — P(k, yp, )| + b |7l
< llegll + L ly(zx) — yill + 2 [Tkl
< llexll +hL[lex] + h 7wl
esto es
llex+1l] < (1 + hL)|lex| + h |7k, para todo k. (2.2.9)

A partir de (2.2.9), de manera recursiva se puede obtener una expresion que dependa de eg asi

lexll < (1 +hL)[leol| + A flwll
lezll < (1 +hL)* |leo]l + [(1 + hL) + 1] A || 7x|
lesll < (1 +hL)? [leoll + [(1 + hL)* + (1 + hL) + 1] h|74l)

lexll < (1+ L) leoll + [(1+ ALY 4.4 (1 +AL) + 1) h|m].

El segundo término del lado derecho en la tltima desigualdad es una suma de los k términos de una

progresiéon geométrica de término inicial 1 y razén (1 + hL). Por tanto

1+hL)k -1
ekl < (1+hL)*|eo| + (L)hHTkH. (2.2.10)
Aplicando el Lema 1.1, se tiene que
(e")* > (1 + hL)*.
Luego usando esta desigualdad en (2.2.10) se tiene que
Kb 6khL -1
lerl] < €™ lleol| + ————h [Tkl (2.2.11)

L

Por hipotesis el método es consistente, por lo tanto es consistente al menos de orden 1, es decir que

m}f’ux |Tk|| < Ch? donde g > 1,
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entonces se tiene que
khL 1

e J—
lexl| < e Jleoll + ———h". (2.2.12)

Si ||eg|| = 0 el lado derecho de la desigualdad (2.2.12) tiende a cero cuando h tiende a cero. De esta
manera el limite del error global tiende a cero cuando el tamano de paso h tiende a cero, es decir el

MPU es convergente. O

2.3. Meétodos de Taylor

En el Capitulo 1 para deducir el método de Euler se usé la expansién de Taylor truncando hasta
el segundo término. En este capitulo, a fin de alcanzar una mayor precisién que la obtenida con el
método de Euler, se considera una mayor cantidad de términos en el desarrollo de Taylor. Esto da

origen a una familia de MPU conocida como métodos de Taylor.

Suponga que la solucién y(z) es g + 1 veces continuamente diferenciable. El objetivo es usar la
serie de Taylor para expresar y(x + h) en términos de y(z) para algiin tamano de paso h, utilizando
informacién acerca de la ecuacién diferencial del problema de Cauchy. Expandiendo en series de
Taylor la funcién y(z + h) con centro en x = xy, se tiene

2 patl
o . / w "
y(ap +h) = y(een) = ylze) + hy'(z) + 5y (o) +. + (g+1)!

donde zp < & < i, + h. Sustituyendo y'(zx) = f(zk,y(zx)) del problema de Cauchy, se obtiene el

y 7 (g),

siguiente método.

Método de Taylor de Taylor de orden q

Yo = y(zo), 2 (2.3.1)
Yerr = Y+ 0f (e yp) + 5 G F(anyn) +o %%f(xk,yk)-
El error local de discretizacién del método de Taylor es
ha
(g+1)!

Por lo tanto el método de Taylor de orden ¢ tiene un error local de discretizaciéon O(h9).

Ti(h) = y Tt (g).

Para calcular las derivadas de f en la expresién (2.3.1) se debe calcular las derivadas totales de

y' = f(z,y) teniendo en cuenta que f es una funcién implicita de y. Para simplificar el calculo de
las derivadas de f se usa la siguiente notacion

0f(z,y) _ f(z,y) 0*f(z,y)

f:.f($7y)7 fx:77 fx:t_ 81172 ’ fyy:

P f(x,y)
Oz '

Fay = Oz 0y
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Aparentemente con los métodos de Taylor se puede obtener métodos numéricos de ordenes arbi-
trariamente altos. Para desarrollar un método de Taylor de orden 2 es necesario el calculo de las 2

derivadas de y,

() —
vie) =7 (2.3.2)
y'(x)=Ff =f.+1,f

de lo cual sustituyendo en (2.3.1) se obtiene el correspondiente método de Taylor.

Método de Taylor de orden 2 (Taylor 2)

= €T N
Yo = y(2o) (2.3.3)

Ypr1 = Yp + hF (@i yp) + 5h2(Fol@r yi) + £y (@0 yi) F@e, yp))-

Sin embargo, el calculo de las derivadas (2.3.2) es tedioso, a menos que la funcién f sea lo
suficientemente simple para que muchas de las derivadas parciales en (2.3.2) desaparezcan. Una
alternativa en la practica seria usar software de calculo simbdlico para calcular tales derivadas,
aunque se debe tener en cuenta que esto demanda mayores costos computacionales. Por lo tanto los

métodos de Taylor no son de gran utilidad practica.

2.4. Métodos de Runge Kutta

Los métodos de Runge Kutta forman una importante familia de MPU. La principal caracteristica
de estos métodos, al compararlos con los de Taylor, es que ayudan a evitar el cdlculo y la evaluacion
de la derivada de f(x,y) incluso con alta orden. Un ejemplo de estos métodos es el método Euler
(1.3.3). Estos métodos surgen en 1895 por la idea de Runge de generalizar el método de Euler,
teniendo en cuenta una serie de evaluaciones en la funcién f(x,y) para aproximar sus sucesivas
derivadas en un solo paso. Otras contribuciones fueron hechas por Heun y Kutta al rededor de
1900. Este ultimo caracterizé por completo el conjunto de métodos de Runge Kutta de orden 4, y

propuso los primeros métodos de orden 5, mas informacién histérica se presenta en [6].

Definicion 2.7. Un método de Runge Kutta explicito de R estados, es un MPU en el cual
el nimero de estados hace referencia al nimero de evaluaciones de f(x,y) que deben hacerse en

cada paso. Estos métodos tienen la forma

Yo = Y(To)
Yr+1 = Yk + hd(zp, Yk, h),

donde
R

P, y,h) = ek, (2.4.1)

r=1
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con
ki(z,y) = f(z,y)
ka(z,y) = f(z + hag,y + hba1 k1)
k3(z,y) = f(x + has,y + hbz1k1 + hbzoka) (2.4.2)

k'r(xay) =f (!T + ha,,y + hzg;i brsks> , 2<r<R,

y los parametros a., b.s y ¢, satisfacen las relaciones

R r—1
ZCT:I yar:Zbrs, 2<r<R. (2.4.3)
r=1 s=1

Para deducir métodos de tipo Runge Kutta, se debe considerar la expresién general de la De-
finicién 2.7 y determinar las constantes ¢, a, y bys en (2.4.3). Una técnica para determinar las
constantes es desarrollar en series de Taylor las funciones k; en (2.4.2) y comparar este desarrollo

con los coeficientes de un método de Taylor de orden g. A seguir se ejemplifica este proceso.
Ejemplo 2.1. Para deducir un método de tipo Runge Kutta de dos estados, para aproximar el
problema de Cauchy (1.3.1), se considera la Definicién 2.7 con R = 2 y se obtiene
Ye+1 = Yk + h(ciky + c2ka)
ki = f(zr, yr) (2.4.4)
ko = f(xk + agh, yi + hbaiki).
Como se deben de cumplir las condiciones (2.4.3), se tiene que ay = be1. Por lo tanto, la expresién
(2.4.4) se puede escribir como
Yk+1 = Yk + h(ciky + caks)
ki = f(zk, yr) (2.4.5)
ky = f(zk + agh, yx + hagky).

Expandiendo ko en series de Taylor con centro en (zy,yx) hasta el orden 2, se tiene

212
ks = f 4+ ash[fs + k‘lfy] + % [foz + 2k1fxy] : (2.4.6)

Remplazando la ecuacién (2.4.6) en la ecuacién (2.4.5) se tiene

Yet1 = Yk + (c1 + )R + agcah® [fo + [ 1]
R 2 fuy + [P ]

Comparando los coeficientes de la ecuacién (2.4.7) con los coeficientes de la ecuacién del método de

(2.4.7)

Taylor de orden 3 (2.3.3), se concluye que

1
c1t+ec=1y a202:§,
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de donde se puede elegir estas constantes de diferentes formas. Si elegimos ¢; = ¢3 = %, se tiene que

as = 1, con esta eleccion se obtiene el método de Euler mejorado.

Método de Euler mejorado

Yk =Yk + o [F@r,ue) + F(@e + hoye + B (2, )] -

Si se toma ¢y =0y co = 1, se tiene que ag = % que corresponden al método de Euler modificado.
Método de Euler modificado

=y(z
Yo = y(zo) h ) (2.4.9)
Y1 = Y + hf (z+ 2 oyk + 2 f(@r,00)) -

O]

Los métodos de Euler mejorado (2.4.8) y Euler modificado (2.4.9) también pueden ser aplicados
para resolver SEDOP.

Usando la técnica presentada en el Ejemplo 2.1 se pueden obtener métodos de alto orden, para
lo cual se debe de considerar un mayor nimero de estados. Se presentan a seguir algunos de los

métodos de Runge Kutta clésicos.

Método de Runge Kutta de orden tres con tres estados (RK33)

/

Yo = y(o)
Yk+1 = Yk + %(k?l + 4kg + k3)
k1= f(wk, yyi) (2.4.10)

ke = f(vp + Ly, + 2k1)
ks = f(zx +h,y, — hk1 + 2hks).

Método de Runge Kutta de orden cuatro con cuatro estados (RK44)

(

Yo = y(zo)

Ykt1 = Yk + 2(k1 + 2ko + 2k3 + ky)

k1= f(zk i) (2.4.11)
ky = f(z,+ 2, yp, + Lky)

ks = f(z, + 2, y;, + Lko)

kq = f(zg + h,yy, + hks).
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Método de Runge Kutta de orden cinco con seis estados (RK56)

Yo = y(zo)
Ye+1 = Yk + h(135k1 + 162685265 ks + g%igé ka — 0"’5 + %I%)
= @k, yr)
:f(x”%’y“ﬁkl) (2.4.12)
=flze+ 2, yp + Bk + Pko)
= flon+ 55 yi + Sior k1 — Sior ke + Gigrks)
= (o +h,yy + Sigkn — Shka + 2550 ks — 15ka)
= f(ok + 5.y — yrka + 2hks — Pk + A5 ks — gks).

Si se observan los métodos (2.4.10), (2.4.11) y los deducidos en el Ejemplo 2.1, podria suponerse
que si se considera un método de R etapas siempre se puede obtener un método que alcance orden
R, sin embargo, en general esto es falso. Butcher demostré que no existe un método de cinco etapas

de orden cinco y demostro el siguiente resultado, el cual se presenta en [7] y [12].

Teorema 2.2. Sea p*(R) el mayor orden que se puede alcanzar mediante un método de Runge

Kutta de R estados, entonces

p*(R)=R, R=1,234

p*(5) =4,

p*(6) =5,

p*(7) = 6, (2.4.13)
p*(8) =6,

p*(9) =71,

p*(R)=R—2 R=10,11,.

El Teorema 2.2 justifica el hecho de que en la practica se utilice con mayor frecuencia los métodos
de Runge Kutta de orden 4, ya que usar métodos de mas de 4 estados demanda un ntimero mayor
de evaluaciones en la funcién f, lo cual genera grandes costos computacionales, con un orden de

convergencia menor a la cantidad de estados del método.

2.5. Estabilidad absoluta

En el estudio de las propiedades de consistencia, estabilidad y convergencia para los MPU se
consideraba que el tamanio de paso h tiende a cero. Sin embargo, en la prictica tomar tamanos de
paso muy pequenos demanda una mayor cantidad de célculos, lo cual se traduce en un alto costo

computacional y de hecho por la aritmética finita del computador, al trabajar con h muy pequeno
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se pueden generar mayores errores de redondeo. Por lo tanto, se debe elegir el valor de h lo mas
grande posible para el cual la solucién aproximada se comporte por lo menos de forma similar con
la solucidon exacta. El estudio de la eleccién del tamano de paso adecuado se denomina estabilidad
absoluta, donde ahora la palabra estabilidad se refiere al comportamiento de la solucion numérica

para un h fijo.

Para estudiar la estabilidad absoluta de los MPU se debe realizar un analisis cualitativo del
conjunto de puntos en el plano complejo en el que la solucién numérica tenga el mismo comporta-
miento de la solucién analitica, este conjunto de puntos se conoce como la regién de estabilidad.
Para simplificar el analisis cualitativo se trabaja con problemas lineales con coeficientes constantes.

Iniciamos el estudio de estabilidad absoluta a partir del método de Euler.

Estabilidad método de Euler

Considérese el SEDOP
"(x) = My(x),
y'(2) y(x) (2.5.1)
y(0) = yo,
donde M es una matriz cuadrada de entradas constantes. La solucion exacta del SEDOP en x, = kh

€s

y(ar) = My,

Al hacer un cambio de base, de modo que y(z) = Sy(z), el sistema (2.5.1) se puede reescribir en
la forma
9'(x) = Mj(x), (2.5.2)

donde M = S™'MS es la forma canénica de Jordan de M. Aplicando el método de Euler al

problema (2.5.2) se obtiene la solucién numérica
G = (I + hM)*Go.

Para el caso en el que todos los valores propios A de M sean diferentes, una de las ecuaciones del

sistema tiene la forma simple
Y (x) = \y(x). (2.5.3)

Por lo tanto, para obtener informacién aceptable del comportamiento de la solucién de (2.5.1) se
puede estudiar el comportamiento de (2.5.3). La solucién numérica por el método de Euler para
(2.5.3) es

ye = (1+ Ah)Fyo. (2.5.4)

Se desea que esta solucién presente el mismo comportamiento que la solucién analitica y = e(nhA)

donde A puede ser real o complejo.
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En el caso de que A € R se presentan dos casos, A < 0o A > 0.

Si A < 0, entonces limy, o0 y(71) = im0 oM = 0.
Para k — oo, la solucién numérica (2.5.4), tendra el mismo comportamiento que la solucién
analitica si

14+ M| <1=-2<Ah<O.

Por lo tanto, la soluciéon numeérica tiene el mismo comportamiento de la soluciéon analitica,
cuando k — o0, si Ah € (—2,0). En este caso existe una restriccién sobre h a fin de que el

método de Euler sea estable.
Si A > 0, se tiene que

, , \kh Yo, si A=0
lim y(zg) = lm ype™™" =
k=00 Lo oo, si A>0.

En este caso la solucién numérica (2.5.4) tiene el mismo comportamiento de la solucién analiti-
ca cuando k — oo, por tanto en este caso no existen restricciones sobre h para que el método

de Euler sea estable.

De lo anterior se concluye que el método de Euler es absolutamente estable para A\h € (—2,0).

Si se considera que A € C, \h € C y se tiene

z=M=a+1ib, a,beR
11+ Ah| < 1

lz+1| <1

la+ib+1| <1,

es decir

[a— (=) +b* < 1. (2.5.5)

Por lo tanto, en el plano complejo la regién de estabilidad para el método de Euler son los puntos

interiores de un disco de centro en el punto (—1,0) y de radio 1.

Andlogamente al estudio de estabilidad absoluta para el método de Euler, se puede considerar

cualquier MPU y al aplicarlo al problema (2.5.1) obtener una expresién de la forma

Yk1 = V(AL Yk,

donde la expresién 1 (\h) se denomina factor de amplificacién y el conjunto

Q={peClyp) <1},
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se conoce como regién de estabilidad Absoluta. La intercepciéon de la region €2 con la recta real

determinan el intervalo de estabilidad absoluta para el MPU.

Los principales resultados de estabilidad absoluta para los métodos de Runge Kutta explicitos
se resumen en la Figura 2.1 y en la Tabla 2.1. De estos notamos que entre mayor es el orden del
método es mas complicado determinar la regién de estabilidad absoluta asociada, pero esta es mayor

al compararla con los de orden menor.

Método Factor de amplificacién Intervalo de EA
Euler 1+ Ah (—2,0)
RK22 1+ A 21 (—2,0)
RK33 14 A QR 4 ORE (~2.51,0)
RK44 1+ Ah 4 G 4 QBT ORF (~2.78,0)

2 3 4 5 [§]
RK56 | 1+ M+ CBL 4 G2 DA o Gl 4 OFF (—2.78,0)

Tabla 2.1: Intervalos de estabilidad absoluta para los métodos de Runge-Kutta [12].

Figura 2.1: Region de estabilidad absoluta para los métodos de Runge Kutta.
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Observaciéon 2.4. Para disenar la Figura 2.1 en Matlab, se consider6 un conjunto de puntos Ah
en las vecindades del origen del plano complejo. De estos puntos se representd graficamente en el
plano complejo los puntos que cumplian la condicién |1(u)| < 1, es decir los puntos que estaban en

las regiones de estabilidad para cada uno de los métodos de Runge Kutta.



Capitulo 3
Métodos de paso maultiple

En la seccién anterior se estudiaron los MPU, particularmente los métodos de Taylor y Run-
ge Kutta, mediante los cuales es posible obtener una solucién aproximada, y, del problema de
Cauchy (1.2.11) a partir de una unica solucién aproximada y;, del paso anterior. Los métodos de
paso multiple, MPM, necesitan conocer varios valores de la discretizacién en pasos anteriores al de
interés, es decir que para producir una solucién aproximada, Yy y, €s necesario conocer las aproxi-
maciones Y, Y11, - - -» Y N_1, de pasos anteriores, en este caso el MPM se conoce como Método

de N-pasos. Los MPU pueden ser considerados un caso particular de los MPM, cuando N = 1.

La idea de John C. Adams y Bashford de mejorar las aproximaciones obtenidas mediante el
método de Euler dio origen en 1833 a los primeros métodos de paso multiple, conocidos como méto-
dos de Adams-Bashford. Sin embargo, la teoria moderna de los métodos de paso multiple lineales,
MPML, fue desarrollada solo hasta 1956 por Dahlquist, y se dio a conocer por los trabajos de Hen-

rici entre 1962 y 1963, tal y como se muestra en [7].

En este trabajo, inicamente se estudiaran propiedades generales para los MPML, que son méto-
dos en los cuales la expresion que los define es una combinacién lineal de y;, Yri1, ..., Ypon v de
la derivada f evaluada en (zk, Y1), (Tht1, Ypg1), - - -+ (ThtNs Yppn)- Se omite el estudio de métodos
de paso multiple no lineales ya que estos se usan especialmente en problemas de Cauchy que son
rigidos o cuyas soluciones poseen singularidades, problemas sobre los cuales no se profundiza en este

trabajo, algunos MPM no lineales se presentan en [8].

3.1. Forma general de los métodos de paso miiltiple lineales

El método de Simpson (1.3.13) del Capitulo 1 es un método de 3 pasos lineal, ya que la expresién

que define el método es una combinacién lineal de y;_1, Y5 y Yri1 ¥y de la derivada f evaluada en

37
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(ks Yi), (Tht1, Yry1) ¥V (Trt2, Ykt2). Note que si se aplica este método para resolver el problema de
Cauchy (1.2.11) solo disponemos de una condicién inicial y,, pero el método exige que ademds de
la condicién inicial se debe conocer el valor de y;. Por lo tanto, es necesario usar diferentes técnicas

para aproximar los valores iniciales necesarios para utilizar un MPML.

En forma general un MPML de N pasos se escribe como

N N
Zajyk—l-j = hZﬁjkarja (3.1.1)

J=0 j=0
donde «j y f; son reales, ay # 0, f : [a,b] x R" — R", h = (b —a)/n, xp4; = xr + jh y
Jraj = f(zk-i-jaykJrj) para 0 < j < N.

La expresion (3.1.1) se conoce como ecuacién de diferencias lineal, cuya solucién es una
sucesion y,,, mas informacion de este tipo de ecuaciones se presenta en el Apéndice A.3. El método
definido por esta ecuacién es implicito cuando Sy # 0 y explicito cuando Sy = 0. Sin perdida de
generalidad, se asume que ay = 1 dado que en caso contrario se podria despejar. Es importante
senalar que para aplicar el MPML (3.1.1) los valores iniciales y;, +j para 0 < j < N — 1 deben ser

conocidos.

Existen diferentes formas para obtener MPML. A continuacién se muestran algunas técnicas

para deducir estos métodos.

3.2. Deduccién por series de Taylor

Para obtener un MPML a partir de series de Taylor se debe suponer que se conoce la solucién
exacta del problema de Cauchy (1.2.11) y trabajar con la expresiéon obtenida al desarrollar dicha
solucion en series de Taylor. Por lo tanto, se debe suponer que f es continua y diferenciable en sus
argumentos x e y. La deduccién del método de Euler (1.3.3) es un ejemplo de esta técnica, pues el

método de Euler es un MPML de un paso.

Para deducir un MPML de dos pasos consideremos la expansién de Taylor para y(zy + h) y

y(xp — h) en torno al punto zj dadas respectivamente por

h? E

y(zp + h) = y(ap) + hy'(zx) + ﬁy”(xk) + Qym(&), (3.2.1)
2 h3

y(a, —h) = ylzr) = hy' (@) + 579" (@) — 579" (&), (3.2.2)
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donde zp < & < Tpy1 ¥ Tp—1 < &2 < Tk
Restando las expresiones (3.2.1) y (3.2.2), se tiene

3

ok + h) — yleg — ) = 20y (22) + 5 [4"(60) +4"(€2)]

Si y”'(z) estd acotada por M para todox € [a,b], se tiene

h3
Yo+ h) — ylax — b) < 20y (e0) + 20 - (3.2.3)

Para valores de h pequeiios, el término que contiene h® en (3.2.3) que se refiere al error local, se
puede omitir de lo cual se obtiene

Yrr1 — Yro1 = 20 Sy
Este método se conoce como método del punto medio y puede ser escrito en la forma general

(3.1.1) mediante la sustitucién de k por k + 1, de lo cual se obtiene

Yo = y(x0), vy, conocido

Yito = Yk T 20 f11q-

En la expresion (3.2.3) se puede observar que el error local de discretizacién para el método del

punto medio es

Otra técnica que permite obtener MPML a partir de las series de Taylor consiste en considerar
la forma general (3.1.1) y mediante series de Taylor obtener expresiones que permitan calcular
los coeficientes «o; y 3 para j = 0,1,...,N. Por ejemplo, para deducir un MPML de un paso se

considera la forma general
Y1+ oyp = h(Brf 1 + Bofr)-

Suponiendo que se conoce la solucién exacta del problema de Cauchy (1.2.11), y(x), y dado que
y'(z) = f(z,y) se cumple que

y(zr + h) + aoy(zi) = h [B1y (zk + h) + Boy' (z)] - (3.2.4)

Expandiendo en series de Taylor y(x; + h) y y'(zx + h) en torno a zj, se tiene
h? B3 Iz
y(z + h) = y(zp) + hy' (k) + gy"(ﬂfk) + g’y"'(iﬂk) + yy( (&), (3.2.5)

h? h3
Y (zp +h) =y (zr) + hy" (zr) + gym(xk) + gy(zl) (&2), (3.2.6)
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donde x; < & < Tht1 Y Tk < &2 < Thy1-
Cuando la cuarta derivada de y esta acotada en [a, b] y h es pequeno, el error local se puede omitir.

Luego sustituyendo (3.2.5) y (3.2.6) en (3.2.4) y agrupando términos se obtiene la expresion
Coy(x) + Cﬂly’(xk) + CQth”(l’k) + CghSy"’(mk) ~ 0, (3.2.7)

donde . L
Co=1+ay, Cr=1-p51— Py, 0225—51, 0326—551- (3.2.8)

Para que se cumpla la expresion (3.2.7) se debe hacer que los coeficientes de esta expresién se anulen,
es decir que Cyp =0, C7; =0, Cy = 0y C3 = 0. Por lo tanto, de las tres primeras expresiones en
(3.2.8) se concluye que ag = =1y By = f1 = % De donde C3 toma el valor de % De lo anterior
se obtiene el MPML conocido como el método del trapecio implicito. Este método se presentd en

la ecuacién (1.3.12) del Capitulo 1 como un ejemplo de métodos implicitos.

Yo = Y(wo)

(3.2.9)
Y41 = Yp + %(fk+1 + fr)-

Observe que el coeficiente C3 no se ha anulado. De aqui se concluye que el error local para este

método depende del término
1
12

A continuacién se presenta una técnica para deducir MPM usando integracion numérica. Esta

h3 y/// (xk:)
técnica da origen a una importante familia de métodos conocidos como los métodos de Adams.

3.3. Integracién numérica

Integrando el problema de Cauchy y' = f(z,y(z)) entre z; y zi4; para j > 1 se obtiene la

expresion
Th+j

Y(@hes) — yl(zn) = / F o y(@)de. (3.3.1)

Tk
El objetivo es usar método de integracién numérica para encontrar aproximaciones a la integral en

(3.3.1) para diferentes valores de j y de esto derivar MPML.

Considerando la integral en (3.3.1)
Tk+j
/ f(z,y(z))dz, (3.3.2)
Ty

la idea bésica de los métodos de integracién numérica esta en aproximar la funcién f(z,y(x)) de la

integral (3.3.2) por un polinomio interpolador P(x) y determinar analiticamente la integral de ese
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polinomio en el intervalo [z, ,4;]. Las férmulas de integraciéon numeérica se conocen como cuadra-
turas numéricas y son sumatorias cuyos términos son valores de la funcién f(z,y(x)) multiplicados

por pesos w convenientemente elegidos, es decir

Th+j Th+j J
/ flz,y(x))de =~ / P(z)dr ~ Zwarif(ka, Y(Tpti))-

Tk Tk i=k

Usando para calcular P(z) el método de interpolacién de Lagrange, presentado en el Apéndice A.1,

se tiene
Tl 5 Th+j J L+ j J (]+1) ¢(x
/ f(z,y(x))dx = / > F@rris Y(@rsi)) Digi(w)d + / [[G- $k+i)f7((v))dx’
" o = v ik (n+1)!
(3.3.3)
es decir

/:k“ f(z,y(z))dz = Zwk_,_if(l‘k-m‘,y(!ﬁk-i-i)) + (n—il—l)' /;Hj g(iﬂ — 2 1) U (s(2))d,

4§ i=k
donde ¢(z) y = estdn en [z, xp4;] y para cada x y
Tt
Wi = / Liyi(z)dx, para 0 < i < j.
Tk

Por lo tanto, la féormula de cuadratura es

Tk+j J
[ y@)de = 3" i s ylon),

k i=k

con un error dado por '
1 Thyj ,
- _ N U+
Ejemplo 3.1. Si tomamos j = 1 de la integral (3.3.3) se tiene
Tr+1 Tk+l (p — Tr+1 T —1x
[ sents = [T EED ey [T i

k T (T — Ty1) z, (Thr1 — 7)

+§A?Hf%m»m—mxx—MHMm

Donde aplicando el teorema del valor medio al término del error, se tiene que para un ¢ € (g, Tr11)

/k“f%qmXx—ww@—anm:aﬂ@y/kHu—mm@—anw
3 Tk41
= f"(s) [g - WIEQ + TpTp1T
h3
=—=1"().
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Por lo tanto

Th41 _ (x _ $k+1)2 (x _ mk)2 Thk+1
/$k F(z,y(z))dr = mf(xk) + mf(iﬁkﬂ) "
= (8 200 (0 ya1) 4 Flain y(en).
Dado que h = 41 — xk, se tiene
Thy1 3
[ fy@)is = (F o) + faa v - 570, (639

La expresion (3.3.4) se conoce como la regla del trapecio para aproximar integrales.

De manera similar se puede obtener otros métodos de integracién numérica, si se toma j = 2 en
(3.3.3) y se aplica el polinomio de Lagrange que interpola los puntos (zg, f(zk)), (Tk+1, f(Tk+1)) ¥
(Tkr2, f(xpa2)), se obtiene la regla de Simpson para aproximar integrales
3 [Flny(@n) + 4f @re1, Y (@) + Fzrre, y(@re2))] = 55 £ ).

(3.3.5)

[ feytands -

Tk

O]

La idea es usar métodos de integracién numérica para aproximar la integral en (3.3.1). Usando
la regla del trapecio se obtiene nuevamente el método del trapecio implicito (3.2.9). Por otro lado

aplicando la regla de Simpson se tiene

h

5
Y(rksa) — y(a) = & [ y(e)) +4F (e, (k) + F o ylao)] - o FO),

de donde se obtiene el MPML de dos paso

Yo = y(x0), y; conocido

Yiro = Yp + 2 [Fo+4Fps1 + Fryal -

que es comunmente conocido como el método de Simpson implicito. Este método se presento en la

ecuacién (1.3.13) del Capitulo 1 como un ejemplo de métodos implicitos.

3.4. Métodos de Adams

Entre los métodos deducidos por integracién numérica se destaca la familia de métodos de

Adams, los cuales se deducen de la expresién

T+1
Vit — Yp = / P(x)dz. (3.4.1)

k
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donde P(z) es un polinomio que interpola a f(z,y(z)).

Si los métodos obtenidos de (3.4.1) son explicitos se conocen como métodos de Adams Bashforth,

y si son implicitos, se conocen como métodos de Adams Moulton.

Para obtener el método de Adams Bashforth de 2 pasos se debe aproximar la funcién f(z,y(x))

por el polinomio de Lagrange de grado 1 que pasa por los puntos (zx—1,Y,_1) v (Tk,Yy), s decir
el polinomio

T — T T — Tp_1
Pia)= "%k g oy TR g 3.4.2
o) = gy Sy (3:42)
Tomando
u= % v dz = hdu, (3.4.3)

se sigue que * —xp_1 = huy ¢ —xp = x — x—1 — h = h(u — 1). Sustituyendo estos valores en
(3.4.2), se tiene

Pi(z) = ufy+ (1 —u)fys.
Por lo tanto, de la ecuacién (3.4.1) se obtiene
Th+1

Yit1 = Yk +/ Py(z)dx.

T

Asi

2
Yi+1 = Yk +/1 [ufp + (1 —w)fr_y] hdu

2 2\ 712
=wrn|(3)nr (o)),
3 1
:yk+h(2fk_2fk1>'

De aqui se obtiene la férmula explicita de Adams Bashforth de 2 pasos (AB2)

h
Yet1 = Yi T 5(3fk — fr-1)-

Este método puede ser escrito en la forma general (3.1.1) mediante la sustitucién de k por k + 1,

de lo cual se obtiene

= y(x0), conocido
Yito = Y1 + 5BF k1 — fi)

El método (3.4.4) fue obtenido de la integracién del polinomio Pi(z) en el intervalo [z, zxt1],

donde P;i(x) interpola los puntos (xg—1, fr_1) v (g, fi)- A fin de obtener un método que ofrezca
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mejores resultados se repite el proceso anterior usando el polinomio Po(x) que interpola los puntos

(Te—1, fr—1)s (T, Fi) ¥ (Tr11, fr11), PO tanto

Py(z) = (=) (T—Thi1) Frool+ ((a? Tp—1)(T—Tp+1) fr+ (x—zp_1)(z—2)) fk+1- (3.4.5)

(xp—1—k)(Xk—1—Tht1) Tp—To—1)(Th—Th41) (Zr41—Tp—1)(@r41—Tk)

Nuevamente considerando el cambio de variable (3.4.3) y sus consideraciones, al sustituir en (3.4.5)

se concluye que

u(u—1) (u—1)(u—2)

Py(z) = T.fk-‘,—l —u(u—2)f + ff(k—l)'

Por lo tanto de la expresion (3.4.1) se tiene

Tht1

Yrt1 = Yk +/ Py(z)dx.
xr

k

Asi

2 _ _
Yet1 = Y+ /1 [U(UQkaﬂ —u(u—2)f, + ff(k - 1)} hdu

3 2 3 3 3,2 2
et (F ) (5 ) e (55 )]
h
_yk+ (5fk+1+8fk Fr-1)-

Por lo tanto se obtiene la férmula implicita del método de Adams Moulton de 2 pasos

h
Ykt1 = yk+ (5fk+1+8fk_.fk 1)-

Este método puede ser escrito en la forma general (3.1.1) mediante la sustitucién de k por k + 1,
de lo cual se obtiene
Yo = y(x0), vy; conocido

Yiro = Yps1 + 15 (0F k2 + 8F 11 — i)
De forma similar se obtienen el método de Adams Bashforth de 3 pasos y los métodos de Adams

Bashforth y Moulton de 4 pasos que son de frecuente uso en la practica.
Método de Adams Bashforth 3 pasos (AB3)

Yo = Y(v0), Y, conocido para 1 < p <2

: (3.4.6)
Yiis = Yrro + 15 [23Fkro — 1650 +554] -
Método de Adams Bashforth 4 pasos (AB4)
= y(xg), conocido paral1 <p <3
Yo =Y(0), Yy P p (3.47)

Yiid = Yrrs + 25 [958 ks + 59 ko + 37k — 951 -
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Método de Adams Moulton 4 pasos

Yo = Y(v0), Y, conocido para 1 <p <3
Yrs = Yigs + o [251F s + 646 f 5 — 264, o + 106, 1 — 19F,] .

3.5. Consistencia, convergencia y estabilidad

En esta seccion se describe las propiedades de consistencia, convergencia y estabilidad para los

MPML, andlogamente como se hizo en el Capitulo 2 para los MPU.

Definicién 3.1. Para el MPML (3.1.1) de N pasos, el error local de discretizacion 7 estd

dado por
N

= Bif(w + jh, y(ay + jh). (3.5.1)

J=0

SV o oiy(ae + jh)
h

T =

Observacion 3.1. La expresion (3.5.1) se puede escribir como

N

N
hty = Z a;y(ry +jh) — h Z By (z + jh). (3.5.2)
j=0 Jj=0

Si se expande y(x + jh) y su derivada y'(x + jh) en series de Taylor al rededor de xy, se tiene
'2h2 jphp

y(@i +jh) = ylap) + jhy' (z1) + jTy“(l‘k) tet y P () + ... (3.5.3)
- ) ~2h2 'p—lhp—l
' (on + 30 = o/ (@) + 3" o)+ Fo O o)+ P 5
Remplazando (3.5.3) y (3.5.4) en (3.5.2), y agrupando términos se tiene la expresién
hti = Coy(xk) + Clhy'(xk) + CQth//(.%'k) + ...+ Cphpy(p)(.%'k) +..., (3.5.5)
donde los coeficientes constantes C; son
N
C() = Zaj,
j=0
N n
Cr=) jaj—> B,
j=0 =0
N jQOé‘ n
Cy = Z 2!j - Z]’BJ’
§=0 §=0
St S
p ! — 1)
Pl e A )
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Definicién 3.2. E1 MPML (3.1.1) de N pasos es consistente con el problema de Cauchy (1.2.11)
si y solo si

1i =0.
lim |17

Usando la Observacién 3.1 se puede decir que el MPML es consistente si y solo si Cp = 0y

C1 =0, ya que para la consistencia necesitamos que ||74|| — 0 cuando h — 0.

Definicién 3.3. El MPML (3.1.1) de N pasos tiene orden g si y solo si existen constantes positivas
@, ho y ¢, independientes del paso de integracién h y del subindice k, con 0 < h < hg, tales que el

error local de discretizacion satisface
m]iix |Trl < QRI.
Usando la Observacién 3.1, el MPML (3.1.1) tiene orden g si y solo si
Co=Ci=...=C;=0y Cyy1 #0.

Observe que para asegurar que el MPML (3.1.1) es consistente basta probar que el método tiene
orden de consistencia ¢ > 1, pues al ser el método de al menos orden 1 se verifica que Cy = C; = 0,

lo cual es equivalente a demostrar que el método es consistente.

Definicién 3.4. El MPML (3.1.1) de N pasos es convergente si para todo problema de Cauchy
(1.2.11), se tiene que

’llli)% Hyk+NH = Hy(xk+N)Hv

para todo x € [a,b], y para toda solucién {yi4n} de la ecuacién de diferencias, que satisfacen las

condiciones iniciales ||y;|| = ||m:(h)||, donde limj ¢ [|n;(R)| = ||yoll para i =0,1,...,N — 1.

En el capitulo anterior se observé que la consistencia era una condicidon necesaria y suficiente
para asegurar la convergencia, la estabilidad solo tenia lugar en el caso en el que se consideraba que
la condicién inicial y, del problema de Cauchy (1.2.11) estuviera perturbada y aun asi la consisten-
cia garantizaba la estabilidad. En este capitulo se mostrarda que para asegurar la convergencia de

un MPML es necesario garantizar consistencia y estabilidad.

Para los MPML el estudio de estabilidad cobra mayor relevancia que para los MPU, pues para
un MPML de N pasos (3.1.1), y, estd dada por la condicién inicial del problema de Cauchy (1.2.11),
pero los demads valores de inicio yq,...,Yy_1, usualmente son calculados aplicando MPU, usando
herramientas estadisticas e incluso de datos experimentales. En cualquiera caso, generalmente los
valores iniciales estan sujetos a grandes errores numéricos, en este sentido es importante saber cémo
estos errores afectaran a las aproximaciones y; para N < k, obtenidas por un MPML de N pasos
(3.1.1). Por lo tanto en este caso se estudiard la estabilidad de un MPML con respecto a pequenas

perturbaciones en las condiciones de partida.
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Definicién 3.5. Se dice que el MPML (3.1.1) es estable si existe una constante K tal que, para
cualquier par de sucesiones {yk n N} y {@k n N} las cuales han sido generadas por la aplicacién de
(3.1.1) pero con diferentes valores de inicio Yo, Y1, ---sYn_1 Y Yo, Y1, - - -, YN_1, T€SPectivamente, se

tiene que

Hyk+N - @k+NH < K max {||yo Yol vy —wlls -5 [|Jyn—1 — @k—lH} )

para h que tiende a 0.

A pesar de que la Definicién (3.5) permite entender intuitivamente la idea de estabilidad en el
sentido en que pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales dan lugar a pequenas pertur-
baciones en los datos de salida, es muy tedioso usar esta definicién para verificar la estabilidad de
un MPML. Por esta razon estudiaremos técnicas alternativas méds sencillas que permiten verificar
la estabilidad de un MPML. Antes de empezar es necesario definir algunos conceptos, los cuales se

enuncian para el caso escalar.

Definicion 3.6. Dado el MPML,

N N
Z Qjyryj = h Z Bj frts
=0 =0

se conocen como el primer y segundo polinomio caracteristico del MPML a los polinomios

p(z) v o(z) respectivamente, donde

p(z) = a;,

J=0

o(z) = B,
=0

con ay = 1.

Usando la Definicion 3.6, se presenta a seguir algunos teoremas que permiten verificar facilmente

la consistencia y estabilidad para un MPML.

Teorema 3.1. El MPML (3.1.1) es consistente si y solo si

Demostracion. El Teorema 3.1 resulta evidente, pues
0=p(l)=ap+a1+...+ay, =Cy,

es decir Cy = 0.
Por otro lado

N N
A1) =3 oy y o(1) = b
§=0

j=0
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Por lo tanto usando la condicién del Teorema 3.1, p/(1) = o(1), se tiene

J=0

N N
0=p(1)—c(1)=> joj—> B =Ch.
j=0
Se concluye que si se cumplen las hipétesis del Teorema 3.1, se tiene que Cyp = 0y C7 = 1, por lo
tanto el MPML es consistente.

O
Ejemplo 3.2. Considere el problema de Cauchy

y(@) =0 (3.5.6)
y(wo) = 0,

cuya solucién exacta es y(x) = 0. Aplicando el MPML (3.1.1) al problema (3.5.6), se tiene la
ecuacién en diferencias homogénea

N
Z ajYnyj = 0.
j=0

(3.5.7)

La expresién (3.5.7) es una ecuacién de diferencias homogénea (ver Apéndice A.3), por lo tanto
para encontrar la solucién de esta ecuacién se deben considerar las raices del polinomio

N
p(2) = a2,
§=0

el cual coincide con el primer polinomio caracteristico de la Definicién 3.6. Si se considera que todas

las raices de este polinomio son distintas, entonces la solucién de (3.5.7) es de la forma
yp = dirk + dork + . 4 dyrk;,

donde d;, 1 < ¢ < N son constantes y recordamos que se conoce una raiz del polinomio, la raiz
principal z; = 1. Si se supone que el MPML que se aplicé es convergente, se cumple que

yi = y(0) =0 cuando h — 0, parai=0,1,..., N — 1.
Por lo tanto se considera y; de la forma
Yy = h(dlrlf + dz?“lg + ...+ dN’I“?V).

Dado que el MPML es convergente se cumple que 3, — 0 cuando h — 0 o cuando n — o0, siendo
x = nh. Sin embargo dado que

k
7z 7 l‘ 7 r‘ . .
lim hrf = lim —rf =z lim -~ =0siysolosi |rj| <1,
h—0 k—oo k k—oo k

48
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es claro que el método no serd convergente si alguna de las raices z; tiene modulo mayor que uno.
Si se considera el caso en el que las raices del polinomio p(z) tienen multiplicidad m > 1 de manera

similar al caso anterior, se concluye del Apéndice A.3, la solucién de (3.5.7) tiene la forma

Y = [d171 + dLQk + ...+ dl,mlk(k — 1)(k — 2) - (k —mi + 2)] hr’f—i—
+ [dog + dook + ...+ dom,k(k —1)(k —2)...(k —mg + 2)] hrb+

+ [djn + djok + ...+ djm, k(k — 1) (k —2) ... (k —m; +2)] hrf,

donde Y7 _,z, =Ny

lim hkirk = lim Zkrk = 2 lim &/~ 1R (3.5.8)
h—0 J k—oo k J k—ro0 J
El método serd convergente si y solo si el limite (3.5.8) es cero, esto ocurre cuando |r;| < 1. O

El ejemplo anterior motiva la siguiente definicién de estabilidad

Definicién 3.7. Se dice que el MPML (3.1.1) es estable si ninguna raiz del primer polinomio

caracteristico
N
p(z) = E a;2,
Jj=0

tiene modulo mayor que 1 y toda raiz con modulo 1 tiene multiplicidad 1.

La Definicién 3.7 usualmente se conoce como condiciéon de la raiz y ofrece una técnica sencilla
para verificar la estabilidad de un MPML.

Observacién 3.2. El Teorema 3.1 establece que para que un MPML sea consistente, se debe
cumplir que el primer polinomio caracteristico del método, p(z), siempre tiene que tener la raiz
z = 1. Esta raiz se denomina raiz principal y serd de suma importancia en el estudio de la

estabilidad absoluta para MPML, en adelante esta raiz serd denotada por zj.

Observacién 3.3. Si se considera un MPU consistente, se tiene que el polinomio caracteristico
para este método es de grado 1 y la tUnica raiz de este polinomio es z = 1. Por lo tanto, por la

Definicién 3.7 de estabilidad, si un MPU es consistente entonces es estable.
Teorema 3.2. La consistencia y estabilidad del MPML (3.1.1) son condiciones necesarias y sufi-
cientes para que el método sea convergente.

La complejidad de la demostracién del Teorema 3.2 va méas alld de la teoria tratada en este

trabajo, por lo tanto no se incluye pero puede ser consultada en [7].
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3.6. Estabilidad absoluta

La estabilidad absoluta de los MPML al igual que en el caso de MPU tiene que ver con el
problema de elegir un tamano de paso adecuado, ya que a pesar de que la teoria asegura bue-
nos resultados para tamano de paso h que sean préximos a cero, en la practica tomar tamanos
de paso pequenos supone una gran cantidad de cédlculos, lo cual genera altos costos computacio-
nales y grandes errores de redondeo. Por lo tanto, en este capitulo se presentan algunas técnicas

que permiten calcular tamanos de paso para MPML que aseguren buenas aproximaciones numeéricas.

Anélogo al estudio de estabilidad para los MPU en (2.5.3), la estabilidad absoluta para los

MPML se estudia en un problema de Cauchy escalar de la forma
y'(x) = My(x). (3.6.1)

Aplicando un MPML como (3.1.1) al problema (3.6.1), se tiene

N N
D ks =AY Biykg,
§=0 J=0

es decir
N N
D ayiri =AY Byt = 0. (3.6.2)
§=0 j=0
Por otro lado calculando el error local de discretizacién, se tiene
N .
> im0 y(xk + jh)

N
= ; A By (3.6.3)

J=0

Si se multiplica (3.6.3) por h y a este resultado se le suma la expresion (3.6.2), se tiene,

N N N N
he =Y ojy(zp +h) = MY Biyess — O Yy + AR D Biths;
=0 =0 =0 =0
N N N N
= 1D agylmr+3h) =D ogurs | — M | Bivkrs — Y Bivkts
J=0 j=0 j=0 §=0
N N
= a;(y(@k + 5h) — yess) — A B W@k + 5h) = Ykss)
=0 =0

I
WE

(aj = ARBj) (y(xr + Jh) — Yrtj)-

<.
Il
o
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Si se toma h = A\h y se supone que h7i = 1) es constante, entonces se tiene la ecuacion de diferencias

N

(g = hBj)er+; = . (3.6.4)
=0

Por el Apéndice A.3, la solucién general de (3.6.4) es una sucesion {e, }, donde cada término es de

la forma
N
er =Y AT+,
i=0
donde Z; es una raiz del polinomio Z;V:O (oj — hBj)z? para i = 0,1,...,N. Note que las rafces

Z; # 1, ya que si Z; = 1 se tiene que
N
§=0

lo que implica que

M-

I
o

N
a;=hY_ B (3.6.5)
§=0

J
Para que el MPML que se aplicé sea convergente se debe de cumplir que Zévzo a; = 0, por tanto

de la ecuacion (3.6.5) se tiene que
N N
D Bi=0=) jaj,
j=0 j=0

por lo tanto si z; = 1, el método no serd convergente.
Nuevamente del Apéndice A.3 se tiene que una solucién particular de la ecuacién de diferencias
(3.6.4) es

b=yt
Z;’V:O (aj — hB;)
Pero
N
D=0,
=0
por tanto
bt
h ijo B;
Asi, la solucién general de (3.6.4) es
S ¢
ep =Y AF} (3.6.6)

'3 - #.
i=0 hy. j=0 Bj
Esta expresién permite conocer el comportamiento del error. Se observa que el error depende sig-

nificativamente del primer sumando, de manera que si una raiz tiene modulo mayor que 1, el error

crece si N crece.
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Definicion 3.8. Se denomina polinomio de estabilidad absoluta del MPML al polinomio
7(2,]) = plz) ~ Fo(z) = 3 (o — B2 =0, (3.6.7)

donde h = Ah.
Definicién 3.9. Se dice que el MPML es absolutamente estable para un valor de h = Ah dado

si para este h, todas las raices Z; del polinomio de estabilidad absoluta (3.6.7) satisfacen que
|zi| <1,
parai=1,2,...,N. El conjunto
Q = {h € C/|z| < 1 para toda rafz z; de m(z,h)},

se conoce como region de estabilidad absoluta y la interseccion de esta region con el eje real se

conoce como intervalo de estabilidad absoluta.

Ejemplo 3.3. Para el método de Adams Bashforth 2, el polinomio de estabilidad absoluta es
m(z,h) = 2% — <1 + 3—2h> z+ g (3.6.8)
En la Figura 3.1 se muestra la region de estabilidad para el método de Adams Bashforth 2, la cual
fue disenada usando Matlab. Inicialmente se calcularon las raices del polinomio (3.6.8) para un
conjunto de valores de h en las vecindades del origen del plano complejo, luego para estas raices se

present6 graficamente las que cumplieron con la condicién |z;| < 1.

0,8ir

0,6ir

0,4ir

0,2ir

-0,2if

-0,4i

-0,6ir

-0,8ir

Figura 3.1: Region de estabilidad absoluta Adams Bashforth 2. =



Capitulo 4

Resultados Numéricos

En este capitulo se realizan diferentes simulaciones numéricas con el objetivo de verificar los
resultados tedricos presentados en los capitulos anteriores respecto a consistencia, estabilidad y
convergencia de los métodos estudiados al compararse con EDO a las que se les conoce la solucién
exacta. Ademds, se aplicaran algunos de estos métodos en un modelo para el VIH/SIDA descrito

en [17], el cual no posee solucién analitica.

4.1. Validacién de implementaciones

Algunos de los problemas con los que se han realizado las pruebas numeéricas son para EDO
reales e imaginarias y otros para SEDOP, esto con el fin de verificar las propiedades tedricas de
los métodos en cada caso. A seguir se presentan los problemas que se usaran para verificar las

implementaciones realizadas en Matlab.

Problema 4.1.
y'(x) = —y(@) + 2cos(x),
y(0)=1, z€]0,1].
Con solucion exacta y(z) = sen(x) + cos(x) y y(1) = 1.3818.
Problema 4.2.
y'(x) = cos(x)y(x),
y(0) =1, x€]0,20].
Con solucion exacta y(z) = e5°™®) 3 4(20) = 2.4916.

Problema 4.3.

y'(x) = —15y(),

y(0) =1, x€]0,20].
Con solucion eracta y(z) = e 2% y y(20) = 5.1482 x 107131,

53
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Problema 4.4.

v(&) =yl +1,

y(0) =0, z€[0,1.2].
Con solucion exacta y(z) = tan(z) y y(1.2) = 2.5721.

Problema 4.5.
y'(z) = (=1 + 2i)y(x),
y(0) =1, =z €]0,20].

Con solucion exacta y(z) = e(=1120% 4 4(20) = —1.3746 x 1072 4 1.5357 x 10,

Problema 4.6.

U (z) = u(z) — 2v(z) + 4cos(z) — 2sen(z)
v'(z) = 3u(z) — 4v(x) + Seos(z) — Hsen(x),
u(0) =1, v(0)=2, z€][0,1].
Con solucion ezacta u(x) = sen(x) + cos(x), v(x) = 2cos(z) y u(l) = 1.3818, v(1) = 1.0806.
Problema 4.7.
() = —2u(z) +v(x)
V' (z) = u(z) — 2v(x),
u(0) =0, v(0) =2, x€][0,20].

~—

Con solucion ervacta u(r) = e™% — e 3% v(z) = e % + e yu(20) = 2.0611 x 1077,
v(20) = 2.0611 x 107Y.

En las pruebas numéricas se calcularé el error global de discretizacién, el cual en el caso escalar
es er, = |y(xk) — ykl, es decir la diferencia entre la solucién exacta y la solucién aproximada. En el
caso vectorial el error global es e, = ||y(2x) — Y1/, donde se considera la norma infinito (1.3.8).

Para calcular el orden de convergencia p se usa la expresién

(&
p = l092 <(k’h)> ,
C(k,h/2)

donde e, 1,y denota el error global en x) obtenido con tamano de paso h.

4.1.1. Meétodos de paso unico

Cada uno de los problemas 4.1 - 4.5, fueron seleccionadas con la idea de explorar ciertas pro-
piedades como son el comportamiento de la solucién numérica en EDO lineales, no-lineales, reales
y complejas. Por otro lado, a fin de tener soluciones exactas en el caso de SEDO se tienen los

problemas 4.6 y 4.7, ambos son lineales con coeficientes constantes pero se diferencian en que el
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primero es no homogéneo y el segundo es homogéneo segiin como se definié en la Seccién 1.2. Las
aproximaciones en un SEDO no lineal, en el que no se tiene una solucién analitica, se presentardn en
la Seccién 4.2 con la aplicacién de un modelo para el VIH-SIDA. Se han implementado los métodos
de Fuler, Taylor 2, RK22, RK33, RK44 y RK56. El calculo de derivadas parciales, necesarias en los
métodos de Taylor, se realizaron analiticamente con el fin de centrarnos en los errores numéricos y
propiedades especificas del método y no de la aproximacion de estas derivadas. En el transcurso de
esta seccion, presentaremos diferentes simulaciones numéricas con las implementaciones realizadas,

a fin de analizar ventajas y desventajas de usar un determinado método.

La primera de las propiedades que se verificara es la convergencia y el orden que ella tiene en

cada uno de los métodos segtin lo presentado en la Seccién 2.2.
Convergencia

Los métodos numéricos implementados son convergentes, por lo tanto las implementaciones deben
cumplir que a medida que se elijan tamanos de paso cada vez més pequenos, el error global tome
valores cada vez mds pequenos. Ademés de verificar que el error estd disminuyendo es importante

verificar si estd disminuyendo con el orden esperado para cada método.

Las tablas 4.1, 4.2 y 4.3 corresponden a los errores y ordenes estimados en la solucién de los
problemas 4.1, 4.2 y 4.6, respectivamente, mediante la aplicacién de algunos MPU. En los tres
problemas se determind una solucién numérica para cada uno de los métodos considerados usando
un tamafio de paso inicial de h = 27! y posteriormente para encontrar una nueva aproximacién se
redujo este tamafno de paso a la mitad. En estas tablas se puede observar que el error esta bajando

con el orden esperado para cada método.

Si se consideran tamanos de paso demasiado pequenos pueden generarse grandes errores de
redondeo que afectan a la solucién numérica. La Figura 4.1 incluye el comportamiento del error
absoluto al comparar la solucién numérica y la exacta del Problema 4.1, para los diferentes métodos.
A diferencia de la Tabla 4.1 en la que el tamaifio de paso se reduce de 271 a 276, en esta figura
el tamano de paso se reduce desde 27! hasta 2713, Se resalta que el método de Euler tuvo una
reduccién del error desde un orden de 10~! hasta 10~4, lo cual es una variacién pobre al compararla
con la de los otros métodos de orden superior para los que el error llega a reducirse entre una
precisién de 1078 y 1075, Ademas, podemos concluir que efectivamente los métodos de Taylor 2 y
RK22 tienen el mismo orden, dado que las rectas azul y verde respectivamente relacionadas con los
resultados de estos métodos, son paralelas. Incluso al comparar estos dos métodos, Taylor 2 produce
un error menor que RK22, esto se debe a que el calculo en las derivadas parciales para el método

de Taylor 2 se realiz6 de forma analitica. En esta figura, debido a las escalas logaritmicas en ambos
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Método h Error ey Orden Método h Error e Orden
2=t 245809 x 107! 2—1 5.41752x 1073
272 1.13014 x 10~' 1.12102 272 6.13386 x 107*  3.14276
Euler 273 5.44431 x 1072 1.05369 RK33 273 7.25708 x 107°  3.07933
274 2.67465 x 1072 1.02539 274 8.81497 x 1075  3.04136
27° 1.32591 x 1072 1.01236 27°  1.08590 x 1076 3.02106
2-1  1.59322 x 102 2-1 6.24409 x 104
272 271879 x 1073 2.55090 272 347545 x 107°  4.16722
Taylor 2 273 5.54569 x 107*  2.29353 RK44 273  2.04165 x 107  4.08938
274 1.24872 x 107*  2.15091 274 1.23608 x 1077 4.04589
27°  2.96060 x 10~° 2.07649 27°  7.60216 x 1079 4.02322
2~ 711069 x 10~2 2-1 1.26283 x 107
272 1.58148 x 1072 2.16870 272 3.82736 x 1077 5.04417
RK22 273 3.72500 x 10~3 2.08596 RK56 273  1.16370 x 108  5.03955
274 9.04064 x 107*  2.04274 274 3.57799 x 10719 5.02342
275 222710 x 107  2.02125 27°  1.10846 x 10~ 5.01254
Tabla 4.1: Convergencia MPU, Problema 4.1.
Método h Error e Orden Método h Error e Orden
2-1 231889 2-1  4.15463 x 1072
272 1.76439 0.39426 272 3.84758 x 1073  3.43269
Euler 273 1.12976 0.64316 RK33 273 4.43460 x 10~* 3.11707
2% 6.46712 x 10~ 0.80481 2% 545722 x 107°  3.02256
275 3.47126 x 10~ 0.89766 275 6.81450 x 1076 3.00148
2-1 349363 x 1072 21 219803 x 1073
272 1.92863 x 1072 0.85714 272 8.34044 x 10™° 4.71994
Taylor 2 273 7.37975 x 1073 1.38593 RK44 273 3.82879 x 107% 4.44516
274 214251 x 1073 1.78427 274 1.97936 x 107 4.27378
275 572599 x 10~*  1.90370 275 1.10839 x 10~% 4.15848
2-1 222447 x 107! 21 1.05354 x 1073
272 4.00038 x 1072 2.47525 272 3.37597 x 107°  4.96380
RK22 273 8.55285 x 1073 2.22566 RK56 273 1.06307 x 1076 4.98898
274 1.97299 x 1073 2.11601 274 3.33351 x 1078 4.99505
2%  4.72907 x 10~*  2.06075 2%  1.04345 x 107 4.99760

Tabla 4.2: Convergencia MPU, Problema 4.2.
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Método h Error eg Orden Método h Error e Orden
2-1 218818 x 10! 2-1 1.94718 x 1072
272 1.20406 x 10! 0.86181 272 1.52701 x 1073 3.67260
273 6.05322 x 1072 0.99213 RK33 273 1.47435 x10~* 3.37256
274 3.02705 x 1072 0.99979 274 1.61565 x 107°  3.18988
275 1.51303 x 1072  1.00046 2% 1.89099 x 1076  3.09490
2-1 217215 x 1072 21 299866 x 1073
272 6.56278 x 1073 1.72674 272 7.68028 x 107°  5.28701

Taylor 2 273 1.73316 x 103 1.92090 RK44 273 2.59629 x 1076  4.88663
2 2
2 2
2 2
2 2
2 2
2 2
2 2

Euler

—44.40489 x 107*  1.97622 —41.23637 x 1077 4.39226
5 6.76312 x 1079 4.19228
T"3.30900 x 104

—2 578134 x 1076  5.83884
31.27089 x 10~7  5.50749

—4 326119 x 1072 5.28429

—5 9.17443 x 10~ 5.15163

1.10771 x 107*  1.99152

5
T 1.18706 x 101
—2 1.97107 x 1072  2.59034

3 4.32157 x 1073 2.18935 RK56
—41.03594 x 1073 2.06061
=5 254185 x 10~*  2.02699

RK22

Tabla 4.3: Convergencia MPU, Problema 4.6.

ejes, también es posible relacionar la pendiente de las rectas con el orden de convergencia, entre

mayor inclinacién mayor es el orden del método.

—6—Error Euler —&—Error Taylor 2 Error RK22 —6— Error RK33 —#— Error RK44 —=— Error RK56
0 T T T T T T T

Log(EG)

-1 | 1 | | | I I
%

Figura 4.1: Convergencia MPU, Problema 4.1.

De la Figura 4.1, también se observa que para el método RK56 no es recomendable usar un
tamaifio de paso tan pequeiio, ya que para tamafos de paso menores que h = 27° la precisién finita
del computador hace que se produzcan errores de redondeo que afectan significativamente al error

global de discretizacién. De manera similar para el método RK44 no se producen buenos resultados
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para tamafios de paso menores que 271, Los valores de aproximaciones obtenidas con estos dos

métodos, luego de pasar el cero computacional de 10716 ya no son confiables y deben ser descartados.

En las implementaciones de los métodos la eleccién de tamanos de paso demasiado pequenos no
siempre produce buenos resultados, por tal motivo se evidencia en la practica la importancia que

tiene el estudio de estabilidad absoluta para los MPU.

Estabilidad absoluta

Con el fin de evaluar la region de estabilidad absoluta para el método de Euler en problemas que
involucren pardmetros complejos, siguiendo los conceptos presentados en la Seccién 2.5, se considera
el Problema 4.5. Dado que para este estudio se toma como modelo la EDO (2.5.3), se concluye que
para el Problema 4.5 se tiene A = —1 + 27 y por lo tanto A\h = —h + 2hi. Para que \h esté dentro
de la regién de estabilidad absoluta del método de Euler, que es el interior de un circulo de centro

en (—1,0) en el plano complejo (2.5.5), se debe cumplir que
[(=h) = (=1)]* + (2h)* < 1,

es decir que h(bh — 2) < 0. Por lo tanto para asegurar la estabilidad absoluta al aplicar el método

de Euler para aproximar la solucién de este problema, se debe elegir h € (0,0.4).

——h=0.392 —e—h=0.488
60 T T T

50~

40~

Error
w
o

T

201

101

Figura 4.2: Estabilidad absoluta Euler, Problema 4.5.

En la Figura 4.2 se presenta el error obtenido para dos valores de h, uno dentro del intervalo
(0,0.4) y otro fuera de este intervalo. Se observa que para h fuera del intervalo, el cual tiene el error
de color azul, se obtienense obtienen grandes errores, en este caso para x = 20 el error fue de 53.41,
mientras que para h dentro del intervalo se observa que el error disminuye considerablemente, en

x = 20 el error fue 0.67. Con esta simulacién, se verifica numéricamente que para obtener buenas
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aproximaciones numeéricas se deben tomar tamanos de paso dentro de la regién de estabilidad ab-

soluta.

Para los problemas 4.3 y 4.7 se realizaran diferentes simulaciones numéricas con los métodos
de Euler y RK33, para tamanos de paso dentro y fuera de las regiones de estabilidad absoluta,

presentadas en la Tabla 2.1 y en la Figura 2.1 del Capitulo 2.

En el Problema 4.3 se tiene que A\ = —15, por lo tanto los intervalos de estabilidad absoluta

para los métodos de Euler y Rk33 en este problema son respectivamente

n —2<-15Ah<0=0<h<0.1334.

n —251< -15A < 0=0<h<0.1673.

En la Figura 4.3 se presenta en color rojo la solucién exacta del Problema 4.3, junto con dos
soluciones numéricas, de color azul, obtenidas de aplicar el método de Euler con tamafios de paso
hig = 0.1428 v h,z = 0.1307, que estan dentro y fuera del intervalo de estabilidad absoluta respec-
tivamente. Se verifica que para h,z los resultados numéricos son inaceptables ya que la diferencia
méaxima entre la solucién numérica y la solucién exacta es del orden de 10%, mientras que para Ay,
a pesar de que en principio se presentan algunas oscilaciones la diferencia maxima entre la solucién
numérica es de 1 unidad y esta diferencia disminuye conforme avanza el proceso de integracion.
Sin embargo, aunque h,z se encuentra dentro del intervalo de estabilidad, es muy cercano al valor

extremo de este intervalo lo que justifica la inestabilidad inicial que se observa en la Figura 4.3 (b).

1,5“08
1t
0.5
-~ 0 AVAVAVAVAVAVA
-05
b
1% 5 10 15 20 = 5 1;0 15 20
X
(a) Euler, h,r = 0.1428. (b) Euler, hor = 0.1307.

Figura 4.3: Estabilidad absoluta método de Euler, valores de h criticos, Problema 4.3.

Para mejorar los resultados obtenidos usando h,g, la Figura 4.4 muestra los resultados de apli-

car el método de Euler con tamanos de paso hsr v hsg, los cuales estan dentro del intervalo de
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estabilidad absoluta y son de menor magnitud que h,z. En esta figura, se hace un acercamiento
en la region que se presenta la diferencia maxima entre la solucién exacta y la solucién numérica.
Se concluye que para h,r = 0.0667, el cual se encuentra en la mitad del intervalo (0,0.1334), la
aproximacion se acerca en forma mas suave a la solucién exacta, como se observa en la Figura 4.4
(b). Aunque hsp = 0.1000 también aproxima con buena precisién la solucién, por lo obtenido en la
Figura 4.4 (a), se observa que al ser un valor de paso més cercano al extremo derecho del intervalo

de estabilidad para x pequeno la convergencia se da de forma oscilante.

0.5

-0.5

. . . . . .
0 5 10 15 20 0 05 1 15 2
X X

(a) Euler, hyr = 0.1000. (b) Zoom de (a).
1
os} 0.8
. 0.6
> 04
0
0.2r
of
% 5 10 15 20 % 05 1 15 2
X X
(c) Euler, hyr = 0.0667. (d) Zoom de (c).

Figura 4.4: Estabilidad absoluta método de Euler, h en la region de estabilidad, Problema 4.3.

En el caso de la estabilidad absoluta para el método RK33, en la Figura 4.5 se presenta en color
rojo la solucién exacta del Problema 4.3 junto con dos soluciones numéricas en azul con tamafnos
de paso hiprss = 0.1709, hyrkss = 0.1667, que estan dentro y fuera del intervalo de estabilidad
absoluta respectivamente. Al igual que lo sucedido con el método de Euler, se observa que para el
tamaifio de paso fuera del intervalo de estabilidad absoluta la diferencia entre la solucién numérica
y la solucion exacta es muy grande, mientras que para un tamano de paso ligeramente dentro del
intervalo de estabilidad, en inicio se presentan grandes oscilaciones que disminuyen su magnitud

conforme avanza el proceso de integracion.
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(a) RK33, hirxss = 0.1709.

Figura 4.5: Estabilidad absoluta método RK33, valores de h criticos, Problema 4.3.
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(b) RK33, harkss = 0.1667.

En la Figura 4.6 (a) y (b) se presentan mejores aproximaciones obtenidas de aplicar el método

RK33 respectivamente, con tamanos de paso hsriss = 0.1250 vy hurkss = 0.1000 que estan dentro

del intervalo de estabilidad absoluta y no son tan cercanos a los extremos del intervalo. En esta

figura se hace un acercamiento de la regiéon en la que se presenta la diferencia méaxima entre la

solucion exacta y la soluciéon numeérica.
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(a) RK33, hsrxss = 0.1250.
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(c) RK33, harxss = 0.1000.

Figura 4.6: Estabilidad absoluta método RK33, h en la regién de estabilidad, Problema 4.3.

20

0.4

0.3

0.2r

0.1r

.
05

L
1
X

(b) Zoom de (a).

L
15

.
0.5

.
1
X

(d) Zoom de (c).

.
15



4. Resultados Numéricos 62

Las simulaciones numéricas realizadas al Problema 4.3 mediante los métodos de Euler y RK33
evidencian numéricamente la importancia del estudio de estabilidad absoluta para los MPU, ya que
a pesar de que los métodos implementados cumplen las propiedades tedricas de consistencia, con-
vergencia y estabilidad, es indispensable elegir un tamano de paso adecuado para obtener buenos

resultados.

En el caso de sistemas EDO, teéricamente el intervalo de estabilidad absoluta esta influenciado
por uno de los valores propios del sistema, para verificar numéricamente este hecho se considera
el Problema 4.7 que es un sistema de primer orden con dos EDO. Segun los valores propios del
Problema 4.7, Ay = —1 y Ay = —3, los intervalos de estabilidad absoluta para los métodos de Euler

v Rk33 en este problema son respectivamente

m 2< Mh<0=>-2<-h<0=0<h<2,
—2<Mh<0=-2<-3h<0=0<h<0.6667.

B 251 < MA<0=-251<-h<0=0<h<251,
=251 < Mh<0= -251<-3h<0=0<h <0.8366.

En las figuras 4.7 y 4.8 se presentan las soluciones exactas del sistema (rojo), junto con las soluciones
numéricas (u-azul, v-verde) obtenidas de aplicar los métodos de Euler y RK33 respectivamente. Se
han utilizado diferentes tamanos de paso, dentro y fuera de los intervalos de estabilidad absoluta.
Estas simulaciones numéricas permiten observar que tanto para el método de Euler como para RK33
el valor propio A = —3 es el que determina el intervalo de estabilidad absoluta para el Problema
4.7. Esto era de esperarse ya que al observar, por el ejemplo para el método de Euler, el tamafio de

paso debia cumplir dos condiciones
0<h<2 y 0<h<0.6667,

donde la condiciéon con mayor restriccion era la asociada con el valor propio A = —3. Es decir
que para garantizar la estabilidad absoluta para los métodos de Euler y RK33, respectivamente el

tamafio de paso debe pertenecer a los intervalos (0,0.6667) y (0,0.8366).

Dado que los intervalos de estabilidad absoluta son mayores para los métodos implicitos que para
los explicitos, es interesante estudiar este comportamiento y asi se incluye la simulacién numérica
de un método implicito. Un estudio sobre region de estabilidad para métodos implicitos puede ser

estudiado en [7].
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(a) u-Euler, hy = 0.8334.
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(¢) u-Euler, ho = 0.6452.
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(e) u-Euler, hs = 0.1000.
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(b) v-Euler, hy = 0.8334.
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(d) v-Euler, ho = 0.6452.
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(f) v-Euler, hy = 0.1000.

Figura 4.7: Estabilidad absoluta método de Euler, Problema 4.7.
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Figura 4.8: Estabilidad absoluta método RK33, Problema 4.7.
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Aplicando el método de Euler implicito (1.3.11) al Problema 4.3 se tiene que

Yk+1 = Yk — 15hyg41.

Luego despejando yx11 se obtiene la expresién

Y _ Y
LT s

que es una férmula explicita para integral el Problema 4.3.

FEn la Figura 4.9 se observa que para los valores de h,; = 0.1428 y h,5 = 0.1307, que estan fuera
y dentro de las regiones de estabilidad del método de Euler en el mismo problema, el método de
Euler implicito ofrece buenos resultados. Esto se debe a que las regiones de estabilidad absoluta para
los métodos implicitos es mayor que en los métodos explicitos, sin embargo los métodos implicitos
no son de uso comun en la practica porque no siempre se puede despejar el valor de yy41, por lo cual
para obtener un valor de yx11 de una ecuaciéon implicita se debe usar métodos numéricos para re-

solver ecuaciones como el método de Newton, lo cual puede aportar errores numéricos considerables.

— Solucion numerica Euler implicito — Solucion exactal — Solucién numérica Euler implicito. — Solucion exacta

(a) Euler, h,p = 0.1428. (b) Euler, hor = 0.1307.

Figura 4.9: Estabilidad absoluta método de Euler implicito, Problema 4.3.

Comparando los métodos de Euler y RK33 en cuanto a las simulaciones presentadas se concluye
que es mas conveniente usar métodos de alto orden ya que estos presentan regiones de estabilidad
mas grandes es decir que se puede obtener buenos resultados con tamanos de paso mas grandes, lo

cual disminuye costos computacionales.

Prueba de tiempo

El costo computacional tiene que ver con la cantidad de recursos computacionales que usa un al-
goritmo para resolver un problema, los recursos de mayor interés en este tipo de problemas son la

memoria que emplea el algoritmo y el tiempo que tarda el algoritmo en ejecutarse. En este trabajo
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para comparar el desempeno de los métodos implementados solo consideraremos el costo temporal.

Dado que la aproximacién numérica de los problemas tratados en este trabajo no demandan
tiempos considerables, se considera el Problema 4.1 sobre el intervalo de integracién [0,200] para
aumentar el tiempo de computo. En la Figura 4.10 se muestra la relacion obtenida entre el tiempo
de cémputo (en segundos ) y los diferentes errores producidos en la aproximacién a y(200) para el
Problema 4.1, partiendo de un paso de integracién inicial A = 2 y disminuyendo este valor a la mitad
en cada aproximacién. En esta figura los errores se tienen en escala logaritmica para centrarnos en el
exponente del error y se observa que para disminuir el error es necesario mayor tiempo de cémputo.
Se observa de la figura que el método de Euler es el que toma menor tiempo computacional pero
los errores son de baja precision, por otro lado los métodos RK44 y RK56 son los que producen

resultados con mayor precisiéon y demandan mayor tiempo de cémputo.

—6— Euler —&— Taylor 2 RK22 —6—RK33 —*—RK44 —=—RK56
2 T T T T T T

Log(EG)

2 25
CPU en segundos
Figura 4.10: Prueba de tiempos MPU, Problema 4.1.

Comparando los métodos de RK44 y RK56 en la Figura 4.10 se observarse que a pesar de que
el método RK56 emplea més tiempo en el calculo que el método RK44, este ofrece resultados més
precisos, sin embargo la tltima aproximacién el error global es menor en el método RK44 y esto se
debe a que el RK56 alcanzé el orden de méquina y los valores finales dejan de ser confiables. En la
ultima aproximacién que corresponde al tamano de paso h = 0.00024 el método RK44 presenta un
error global de 4.66293 x 101 y la aproximacién fue obtenida en 2.714 segundos, mientras que para
el método RK56 el error fue de 9.21485 x 10~ y la aproximacién fue obtenida en 4.095, por tanto
se concluye que para tamanos de paso pequenos el método RK44 ofrece resultados més precisos que
el método RK56 y en menor tiempo. La diferencia de tiempos de calculo entre los métodos RK44 y
RK56 se justifica en el hecho de que mientras que en el método de RK44 se realizan 4 evaluaciones
en la funcién f por cada paso, en el método RK56 es necesario realizar 6 evaluaciones de la funcién

f, lo que obviamente demanda mas tiempo de céalculo.
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Runge Kutta Fehlberg

En la practica con frecuencia se presentan problemas para los cuales la solucién que se quiere
aproximar es suave en algunas regiones, por lo tanto para evitar costos computacionales en estas
regiones no es necesario usar tamanos de paso tan pequenos para obtener buenos resultados. Este
tipo de problemas da origen a los métodos adaptativos, los cuales eligen el tamano de paso de acuerdo
al problema tratado. En este trabajo se ha implementado el método de Runge Kutta Fehlber, el
cual es una combinacién de los métodos RK44 y RK45 capaz de variar el tamano de paso a fin de

que el error se mantenga en una tolerancia predefinida, el cual se estudia en el Apéndice A.2.

Para validar la implementaciéon del método de Runge Kutta Fehlbert se considera el Problema

4.4. La grafica de la solucion exacta a este problema se muestra en la Figura 4.11. En la grafica se

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 4.11: Solucién exacta Problema 4.4.

observa que la solucidon exacta en general es suave, pero el crecimiento de la funcién aumenta en
forma un poco maés acelerada en la parte final del intervalo. Aplicando el método RKF' al Problema
4.4 con un tamano de paso h € (0.01,0.25) y una tolerancia para el error de 107%, se obtienen los
resultados presentados en la Tabla 4.4, donde a partir de x = 0.8 es necesario disminuir el tamano

de paso para alcanzar la tolerancia fijada.

4.1.2. Meétodos de paso multiple

De forma andloga a la seccién anterior, en esta seccién se muestran algunos resultados numéricos
en base a las propiedades tedricas correspondientes a los MPM del Capitulo 3 de este trabajo. Se
han implementado los métodos de Adams Bashford de ordenes 2, 3 y 4 (AB2, AB3 y AB4, respec-
tivamente), que corresponden a los métodos (3.4.4), (3.4.6) y (3.4.7). Las simulaciones numéricas
obtenidas de estas implementaciones permiten determinar ventajas y desventajas de usar un deter-

minado método.
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Ty hg Yk Error eg
0.25 0.25 0.25534 7.11008 x 108
0.5 0.25 0.54630 1.21433 x 106
0.75 0.25 0.93160 9.42345 x 106
0.872 0.122 1.19008 1.28408 x 10~
0.967 0.095 1.45125 1.70797 x 10~°
1.041 0.074 1.70959 2.19929 x 10~°
1.100 0.059 1.96845 2.76557 x 10~
1.149 0.048 2.23063 3.41606 x 107
1.190 0.040 2.49801 4.16013 x 105
1.2 0.009 2.57219 4.37629 x 10~°

Tabla 4.4: Solucién numérica Problema 4.4, método RKF.

Antes de empezar es importante mencionar que en algunos de los resultados que se presentan
a seguir se a supuesto que todos los valores iniciales para los métodos de Adams son calculados de

forma exacta a no ser que se diga lo contrario.
Convergencia

Para verificar numéricamente la convergencia se ha considerado los problemas 4.1, 4.2 y 4.6 partiendo
de un tamaifio de paso inicial h = 273 y reduciendo este valor a la mitad en cada aproximacion.
En las tablas 4.5, 4.6 y 4.7, se puede observar que el error estd bajando con el orden esperado para
cada método, sin embargo si se consideran tamanos de paso demasiado pequenos pueden generarse
grandes errores de redondeo que afectan a la solucién numérica. La Figura 4.12 corresponde a la
solucién numérica del Problema 4.1 mediante los métodos de Adams, aqui se observa que el método

AB4, a partir de cierto tamano de paso el error no decrece linealmente y tiende a aumentar.

—6— Error AB2 —8—Error AB3 Error AB4
-2 T T T T

-5 -4.5 -4 -3.5 -3 -2.5
Log(h)

Figura 4.12: Convergencia MPM, Problema 4.1.
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Método h Error e Orden

273 1.19334 x 1073
2-% 201899 x 10~*  2.03146

AB2 2% 7.17306 x 107°  2.02481
26 1.77467 x 107°  2.01503
277 441148 x 1076 2.00822
273 517271 x 1077
274 713303 x 107°  2.85833
AB3 275 9.28717 x 1076  2.94120
276 118274 x 1076  2.97310
27 1.49168 x 10~7  2.98712
273 1.42537 x 10°°
274 9.44054 x 1077 3.91632
AB4 275 5.88113 x 107®  4.00470
276 3.63915 x 1072  4.01442
2-7 225836 x 10710 4.01024

Tabla 4.5: Convergencia MPM, Problema 4.1.

Método Error e, Orden

=

1.82998 x 102

5.34438 x 1073 1.77573
1.43079 x 1073 1.90120
3.69455 x 10~ 1.953334
9.38294 x 10™° 1.97729

AB2

8.47887 x 1073

1.08230 x 1073 2.96976
1.37559 x 10~*  2.97597
1.73601 x 107°  2.98620
2.18102 x 1079  2.99270

AB3

|
[S€ RN NS NG LSSt S = TR CA N Nt

1.16350 x 1073

5.37009 x 10™° 4.43739
2.71931 x 1079  4.30363
1.49348 x 107  4.18648
8.67899 x 10~  4.10501

|
W~

AB4

|
IS I

MMM[\D[\DMMB.])[\DNM[\DM[\D[\J

Tabla 4.6: Convergencia MPM, Problema 4.2.
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Método n Error e Orden
273 4.09536 x 1073

24 1.07441 x 1073 1.93043

AB2 275 274846 x 107*  1.96686

6.94833 x 107°  1.98388

1.74666 x 10~°  1.99206

N
N o

1.38082 x 1078 3.93910
8.80160 x 10719 3.97162

|
B B

2
273 644371 x 10~*
274 8.52866 x 107°  2.91750
AB3 275 1.08846 x 107°  2.97002
276137301 x 1076  2.98688
2-7 1.72358 x 10~7  2.99386
23 3.66991 x 10°°
24 3.07576 x 1076  3.57673
AB4 275 211800 x 10~7  3.86016
2
2

Tabla 4.7: Convergencia MPM, Problema 4.6.

Prueba de tiempos

Para realizar una prueba de tiempos se considera el Problema 4.1 sobre el intervalo de integracién
[0,200]. En la Figura 4.13 se muestran los diferentes errores producidos en la aproximacién a y(200)
para el Problema 4.1, partiendo de un paso de integracién inicial A = 27! y disminuyendo este valor

a la mitad en cada aproximacién. De las implementaciones realizadas, el método AB4 ofrece mejores

—6—-AB2 —8—-AB3 AB4
80; T T

Log(EG)
w
(=}
L

-20 I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 12 14 16 18

0. 1
CPU en segundos

Figura 4.13: Prueba de tiempos MPM, Problema 4.1.

resultados y la diferencia de tiempos entre cada uno de los métodos de Adams no es significativa,
ya que en las implementaciones de los métodos de Adams, a partir de cierta iteracién se utiliza las

evaluaciones de f de pasos anteriores, por lo cual sélo se hace una evaluacion de la funcién f en
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cada nueva iteracién.

Valores iniciales Adams Bashford

En las simulaciones anteriores se ha calculado los valores iniciales para los métodos de Adams
usando la solucién exacta del problema, en la practica esto no es posible. Generalmente se suele
usar un MPU para calcular los valores iniciales de un MPM. En la Tabla 4.1.2 se muestra algunos
resultados obtenidos aplicando el método de AB4 al Problema 4.2, donde el cédlculo de los valores
iniciales se ha realizado mediante los métodos de Euler y RK44. Inicialmente se usé el método de
Euler y RK4 con el mismo tamafo de paso que el método de AB4, h = 273. Puede observarse que
se obtiene mejores resultados usando el método RK44 en el cédlculo de los valores iniciales. A fin
de mejorar los resultados de usar el método de Euler en el cdlculo de los valores iniciales se usa un
tamaio de paso de h = 27°. De acuerdo al interés de la investigacién en un problema practico, si se
desea mayor precision se debe usar el método de RK44, pero si lo que se quiere es disminuir costos
computacionales, se observa que el uso del método de Euler con tamanos de paso pequenos ofrece

buenos resultados en el calculo de valores iniciales para MPM.

xp,  Error ex, AB4 Error e, E-AB4  Error e, E-AB4 h/4 Error ex, RK44-AB4

0.1 0 4.98683 x 1073 1.29167 x 1073 8.46348 x 10~ %
0.2 0 1.03280 x 1072 2.67299 x 1073 1.82482 x 1077
0.3 0 1.58405 x 102 4.09359 x 103 2.90106 x 107
0.4 248135 x 107°  1.75603 x 1072 4.51912 x 1073 2.44909 x 107°
0.5 4.89248 x 10°  1.89021 x 1072 4.84841 x 1073 4.85778 x 10™°
0.6 6.24625 x 107°  2.06717 x 1072 5.29558 x 1073 6.20827 x 107°
0.7 6.34433 x 107°  2.24334 x 1072 5.75005 x 1073 6.30311 x 107°
0.8 4.77791 x 107°  2.41420 x 1072 6.20319 x 1073 4.73359 x 107°

0.9
1.0

1.21518 x 107°
4.41085 x 107°

2.58244 x 102
2.74290 x 102

6.66437 x 1073
7.12075 x 1073

1.16785 x 10~°
4.46102 x 1075

Tabla 4.8: Valores iniciales AB4 con Euler y RK44, Problema 4.2.

4.1.3. Comparacién entre los métodos de paso tinico y paso multiple

La primera desventaja de usar los métodos de paso muiltiple es el célculo de los valores iniciales,
ya que en la practica tales valores se deben calcular mediante un método auxiliar que puede ser un
MPU, pero como se observo en los experimentos numéricos dicho método auxiliar debe tener alto
orden para que el MPM ofrezca buenas aproximaciones. Los MPU son auténomos en el sentido de

que no depende de métodos auxiliares para iniciar.
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Una caracteristica particular de los MPU de la familia Runge Kutta es que mediante la com-
binacién de dos métodos de Runge Kutta de diferente orden es posible estimar numéricamente el
error local de discretizacién y con ello controlar el paso de integracién en cada iteracién, lo cual
reduce costo computacionales. En los problemas de prueba se utilizé el método de Runge Kutta

Felber que es una combinacion de los métodos de RK44 y RK45.

En la prueba de tiempo para el Problema 4.1, en la Figura 4.13, se observa que los métodos de
Adams son més eficientes que los métodos de Runge Kutta. Esto se debe a que las evaluaciones de
la funcién f en los métodos de Adams son menos tediosas que en los métodos de Runge Kutta. Por
lo tanto si en un problema préactico la funcién f es costosa computacionalmente, sera conveniente
usar un MPM.

4.2. Aplicacién VIH/SIDA.

4.2.1. Generalidades VIH/SIDA

El Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida SIDA es la fase final de la enfermedad produ-
cida por el Virus de Inmunodeficiencia Humana VIH. Su principal forma de transmisiéon es por
contacto sexual, sin embargo también se puede transmitir por transfusiones de sangre, por usar un
instrumento quirturgico contaminado con VIH e incluso los bebes que nacen de una madre infectada

pueden infectarse durante el embarazo, parto o lactancia.

El virus del VIH ataca el sistema inmunitario y debilita los sistemas de vigilancia y defensa
contra las enfermedades infecciosas. El virus afecta principalmente a las células TCD4", que son
células que controlan la respuesta del sistema inmunoldgico. En la etapa final de la infeccién por
VIH, el ntimero de células TC D4 funcionales disminuye y el sistema inmunolégico falla dejando
al individuo portador del virus expuesto a diversas infecciones y enfermedades que normalmente

personas con un sistema inmunitario saludable pueden combatir facilmente.

Segin el Programa Conjunto de las Naciones Unidas sobre el VIH/SIDA, ONUSIDA [15], entre
el 2000 y 2015 mas de 40 millones de personas en el mundo han muerto por esta enfermedad y
en la actualidad el nimero de infectados a nivel mundial es de 36 millones. El VIH/SIDA es un
grave problema de salud publica por tanto es de suma importancia disenar modelos matematicos que
permitan determinar caracteristicas generales en el desarrollo de esta enfermedad a fin de establecer

estrategias de control.
Infeccién de las células TC'D4™" por el virus del VIH

Como los virus no son capaces de reproducirse por si mismos necesitan utilizar a otros seres vivos
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para poder multiplicarse y sobrevivir, para lo cual usan a las células de nuestro sistema inmune,
especificamente a las células TC'D4™T. Inicialmente el virus del VIH se adhiere a la superficie de
la célula, una vez fijo el virus libera su material genético en el interior de la célula, el material
genético del VIH es ARN pero para poder actuar sobre la célula tiene que convertirse en ADN,
de esto se encarga la proteina viral denominada Transcriptasa, pues esta convierte la cadena simple
de ARN virico en una cadena doble de ADN. El nuevo ADN virico entra en el nicleo de la célula y
se adhiere al ADN celular formando un pro-virus, este madura y genera varias copias de virus VIH.
Terminado el proceso de formacién del nuevo virus en el interior de la célula T'C'D4™ infectada,
estos brotan por la superficie de la célula. Una ilustracién de esta dindmica se presenta en la Figura

4.14, e informacién complementaria se tiene en [3, 10] y [17].
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Figura 4.14: Ciclo de vida del VIH [22].

Cell
Membrane

Se cree que la salida de las particulas virales hace que la membrana de la célula TC' D47 se torne
mas permeable lo cual permite la entrada excesiva de diferentes sustancias que provocan la muerte
de la célula. Como las células TC D41 son esenciales para el correcto funcionamiento del sistema
inmunoldgico, la muerte de estas por accién del VIH deja al sistema inmune incapaz de reaccionar
de forma eficiente frente a diferentes enfermedades infecciosas, esta etapa de la enfermedad se conoce
como SIDA.

4.2.2. Formulacién del modelo

Cuando se quiere determinar si un individuo esta infectado con el VIH se hace una medicién o
conteo del niimero de células TC D4% presentes en un milimetro ctibico de sangre (mm?), que para un
individuo infectado suele estar por debajo de las 200 células por mm3, el recuento de células TC D4+
es indispensable pues permite tomar decisiones importantes acerca del tratamiento y la atencion
médica del VIH como se muestra en la Tabla 4.9. Para modelar esta dindmica numéricamente, se
usard el modelo matemético propuesto en [17], el cual ha sido estudiado, modificado y simulado

a profundidad en [3, 10, 14] y [19]. El modelo presentado en [17] ha sido el punto de partida de
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modelos actuales y en el se considera la variaciéon en la concentracion de tres poblaciones T', [ y V,
que corresponden a la poblacién de células TC'D4™ sanas, células TC D4 infectadas y virus VIH

libre, respectivamente.

Concentracién células T Diagnéstico

Entre 500 y 1200 células/mm?> Lo normal entre personas sin VIH.

Por encima de 350 células/mm? | No se recomienda, en general, el tratamiento anti-VIH.
Por debajo de 350 células/mm?> | Si se recomienda iniciar el tratamiento anti-VIH.

Por debajo de 200 células/mm?3 | Se diagnostica SIDA. Existe mayor riesgo de infecciones y
enfermedades, se recomienda tratamiento anti-VIH.

Tabla 4.9: Conteo de células T sanas y diagnéstico [19)].

Con el fin de describir el modelo, se presentan las siguientes hipotesis
= El ntmero de células sanas T" producidas por el organismo en cada instante de tiempo es s.
= Las células sanas T se multiplican a una tasa p1 y mueren de forma natural a una tasa d7T.

= Las células sanas T" mueren por accién del virus del VIH a una tasa cl.

Cada célula infectada I produce N nuevos virus al morir.
= La tasa de infeccién al contacto entre un virus libre V' y una célula sana T es dada por kV'T.

Los virus libres V' son removidos del organismo a una tasa uV.

Al estudiar la variacion de T', I y V en base a las hipdtesis anteriores se tiene un modelo de EDO

no lineal que describe la dinamica del VIH, dado por

T(t)=s+pT —dT —kVT
I'(t) = kVT — I (4.2.1)
V/(t) = Nel —uV.

Sin embargo, a fin de tener un modelo més acorde con la realidad, se cambia el término que controla

_ T+al
Tmax

el aumento de células T' sanas pT" por el término logistico pT’ (1 ), donde T'max es el nimero
maximo de células T sanas en el organismo y « es un valor constante. De aqui, al modificar el
modelo (4.2.1), se obtiene el modelo de interés
_ T+al
T'(t) =s+pT (1 — F2L) —dT — kVT

I'(t) = kVT — eI (4.2.2)
V'(t) = Nel — uV.
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Este nuevo modelo es mas realista pues existen limites biolégicos para la produccién de células
T, sin esta sustituciéon puede pasar que el nimero de células T crezca indefinidamente, lo cual no
acompana a la realidad. La constante a permite que este modelo sea versatil con la literatura dado
que algunas investigaciones ignoran el efecto de la poblacién de células infectadas en el término
logistico al ser muy pequefio, del orden de 107% a 107>, en este caso tomamos o = 0 0 en caso

contrario o = 1.
4.2.3. Modelo con estrategia de control.

El modelo (4.2.2) no tiene en cuenta el comportamiento de la enfermedad al suministrarse medi-
camentos, pero es claro que al enterarse un paciente de la enfermedad intentara combatirla. De aqui
es importante el estudio de modelos con estrategias de control. Se sigue la estrategia presentada en
[10] y [17].

Supongamos que se aplica un tratamiento anti viral que afecta la tasa de infeccion al contacto
entre células T' y virus V. El tratamiento consiste en la administracién de un medicamento que
impide que un virus infecte nuevas células. Si denotamos por D la eficiencia del medicamento, se
puede modelar la accién de este médicamente en el organismo sustituyendo en (4.2.2) el término
EV'T por el término (1 — D)kVT, obteniendo asi el siguiente modelo con estrategia de control de la

infeccion.

T'(t)=s+pT (1 - 2E2l) —dr — (1- D) kVT

I't)=(1-=D)kVT —cI (4.2.3)
V/(t) = Nel — uV.

4.2.4. Simulaciones numéricas para el modelo VIH.

El objetivo en esta seccion se centra en presentar los resultados numéricos obtenidos al aplicar
a los modelos (4.2.2) y (4.2.3) algunos de los métodos numéricos implementados. Debido a que el
interés es sobre los métodos numéricos, no se presentaran detalles analiticos ni sugerencias sobre los

modelos tratados.

Inicialmente se comparan aproximaciones al modelo (4.2.2) presentadas en [10, 14] y [19] con
aproximaciones obtenidas de aplicar la implementacién RK44, e incluso como varios investigadores
usan el Toolbox ode45 de Matlab también se realizan comparaciones con este método, los pardme-
tros usados en cada caso se muestran en la Tabla 4.10. Luego se encuentran aproximaciones usando
algunos de los métodos numéricos estudiados a fin de concluir eficiencia y coherencia en los resulta-

dos para cada método. Finalmente, se aplica el método més eficiente al modelo (4.2.3) para simular
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la accién de un tratamiento en la dinamica de la enfermedad. En esta seccién también se presenta el
comportamiento del tamano de paso en un método adaptativo en relacién a la variacion de células

T, I y virus libre V' en una simulacion.

Pardametros Valor ref[10] | Valor ref[14] | Valor ref[16] | Valor ref[19]
s (dia~'mm=3) | 10 0.1 10 10

p (dia™") 0.03 3 0.03 0.022

Tmax (mm=3) | 1500 1500 1500 1500

d (dia™") 0.02 0.02 0.02 0.02

k (mm3dia=t) | 2.4 x 1075 2.7 x 1073 2.4 x 1077 2.9274 x 107°
c (dia™") 0.24 0.3 0.24 0.3

u (dia=") 2.4 2.4 2.4 2.4

N 230 10 774 128

a 0 1 0 0

T(0) (mm=3) | 1000 0.1 1000 500

I(0) (mm~3) 0 0 0 50

V(0) (mm=3) | 1073 0.1 1073 800

Tabla 4.10: Parametros del modelo [16].

Para empezar se aplica la implementaciéon RK44 al modelo (4.2.2) sujeto a los pardmetros
presentados en la columna 3 de la Tabla 4.10, esto con el fin de comparar los resultados de la im-
plementacion realizada contra los resultados numéricos presentados en el articulo [14]. Aunque en
este articulo también se presentan resultados de métodos que no se han estudiado, inicamente se

considera los resultados presentados para un método de Runge Kutta de orden 4.

En el articulo [14] no se da detalles sobre el tamano de paso que se usé con el método de Runge
Kutta de orden 4, por lo tanto para comparar estos resultados contra los resultados de la imple-
mentacién RK44 inicialmente se tomé un tamano de paso de h = 0.2. A pesar de que se observé
similitud entre los resultados con una diferencia maxima del orden 107!, al reducir el tamafo de
paso a h = 0.01 se obtuvo resultados més similares, con una diferencia maxima del orden 1077, tal
y como se puede observar en las tablas 4.11-4.13. Ademas en estas tablas se incluyen resultados de
aplicar la funcién ode45 de Matlab con una tolerancia de 107'°, donde se observa que la diferencia
méaxima con los resultados de la implementacién RK44 es del orden 10~°. Por lo tanto se considera
que los resultados obtenidos de la implementacion RK44 son consistentes con los resultados dispo-

nibles en el articulo [14] y los obtenidos de aplicar la funcién ode45 de Matlab.
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RK44 h=0.2

RK44 h =0.01

ref [14]

ode45

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.2087153941

0.4059043039

0.7635094172
1.411837346
2.586595129

0.2088080834

0.4062405394

0.7644238893
1.414046829
2.591594801

0.2088080833

0.4062405393

0.7644238890
1.414046831
2.591594802

0.2088080843

0.4062405456

0.7644239510
1.414047303
2.591596560

Tabla 4.11: Comparacién numérica para T'(t).

RK44 h =0.2

RK44 h =0.01

ref [14]

ode45

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.6019536413 x 10~°
0.1312991789 x 10~*
0.2117812628 x 104
0.3011243552 x 10~4
0.3995116228 x 10~

0.6032702150 x 10~°
0.1315834072 x 104
0.2122378507 x 10~*
0.3017741955 x 104
0.4003781469 x 104

0.6032702150 x 10~
0.1315834073 x 104
0.2122378506 x 10~*
0.3017741955 x 104
0.4003781468 x 104

0.6032702243 x 10~°
0.1315834121 x 10~4
0.2122378974 x 10~*
0.3017744898 x 104
0.4003789327 x 10~*

Tabla 4.12: Comparacién numérica para I(t).

RK44 h =0.2

RK44 h =0.01

ref [14]

ode45

0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.06189950205
0.03831922214
0.02372713945
0.01469899971
0.00911525297

0.06187984331
0.03829488787
0.02370455013
0.01468036376
0.00910084505

0.06187984331
0.03829488788
0.02370455014
0.01468036377
0.00910084504

0.06187984323
0.03829488787
0.02370455079
0.01468036633
0.00910084895

Tabla 4.13: Comparacién numérica para V (t).
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Seguidamente, usando la implementacién RK44 con los parametros de las columnas 2 y 5 de la
Tabla 4.10 que corresponden a a los articulos [10] y [19] respectivamente, se obtienen las figuras
4.15 y 4.16. En ambos casos al comparar con las gréaficas incluidas en cada articulo se observa com-

portamientos similares.

1000 A 250 5000

s0t 4500

200 4000
800 -
3500

700 -

RN w
g8 5 2
2 &8 3
S & &

Poblacion células T sanas
2
3
Pablacion virus libre

1500

Poblacion eélulas T infectadas

——
400 -
50 1000
300 - U 500

0 0
ZDUO 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 500 600 700 ‘0 100 200 300 400 500 600 700

400
t (dias) t(dias) t(dias)

(a) Solucién numérica células T. (b) Solucién numérica células I. (c) Solucién numérica virus libre V.

Figura 4.15: Comparacién en la solucién numérica del método Rk44 y [10].
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Figura 4.16: Comparacién en la solucién numérica del método Rk44 y [19].

Los pardmetros de la columna 4 en la Tabla 4.10 corresponden a una persona contagiada con
VIH, aplicando la implementacién RK44 al modelo (4.2.2) sujeto a estos pardmetros con tamarno
de paso h = 0.1 se obtiene la Figura 4.17, donde se observa que el modelo describe importantes
caracteristicas de la enfermedad para una persona infectada en el periodo de tiempo considerado.
Inicialmente el ntimero de células TC' D4 sanas disminuye rdpidamente mientras que la pobla-
cion de virus libre en la sangre aumenta de forma exponencial. Después de alcanzar un minimo
la poblacién de células TC'D4" sanas aumenta lentamente manteniéndose en niveles muy bajos
y el nimero de virus libre después de alcanzar un punto méximo disminuye rapidamente. Final-

mente las poblaciones se estabilizan y permanecen asi hasta el fin del periodo de tiempo considerado.
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Figura 4.17: Solucién numérica para modelo VIH/SIDA, método Rk44.

Para este mismo caso, la Tabla 4.14 presenta las aproximaciones numéricas a 1" para determi-
nados periodos de tiempo usando diferentes métodos con el mismo tamano de paso h = 0.1. La
diferencia entre las soluciones numéricas de cada método parece no ser significativa, sin embargo en
la Tabla 4.15, se observa que en el intervalo de tiempo (15,22) se presentan grandes diferencias, asi
por ejemplo considerando la interpretacion biolégica del modelo para el método de Euler en el dia
19 de acuerdo a la Tabla 4.9 se concluye que no es conveniente que el paciente reciba tratamiento,
mientras que si se observa los resultados obtenidos con métodos de mayor orden como RK44 por
ejemplo, se concluye que el paciente debe recibir tratamiento anti-VIH. Por lo tanto el método de
Euler no ofrece buenos resultados en el modelo con el tamafio de paso considerado. Si se aplica el
método de Euler con tamafnio de paso h = 0.01 se obtiene que para el dia 19 el nimero de células
T sanas es de 242.114808, por lo tanto con este tamano de paso el método de Euler ofrece buenos
resultados. Este fenémeno se debe a que la solucién exacta del modelo presenta un cambio brusco
en el periodo de tiempo (15,22) tal y como se muestra en la Figura 4.17, por lo tanto se deberia

usar un tamano de paso mas pequeno en este intervalo.

t Euler RK22 RK33 RK44 RK56 RK44-AB4
10 | 999.867020 | 999.780968 | 999.777113 | 999.777011 | 999.777008 | 999.778740
30 | 31.119532 | 34.396355 | 34.509947 | 34.513049 | 34.513111 34.634371
50 | 146.393706 | 149.122702 | 149.268031 | 149.271438 | 149.271512 | 149.484933
70 | 135.912513 | 133.152404 | 133.036372 | 133.033476 | 133.033414 | 132.868112
90 | 120.987027 | 122.140415 | 122.180238 | 122.181294 | 122.181316 | 122.238010

110 | 135.659506 | 134.967235 | 134.954927 | 134.954559 | 134.954551 | 134.937244
130 | 125.985445 | 126.291317 | 126.292036 | 126.292084 | 126.292084 | 126.292926
150 | 130.439863 | 130.330041 | 130.332391 | 130.332441 | 130.332442 | 130.336054

Tabla 4.14: Solucién numérica modelo VIH/SIDA.
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t Euler RK22 RK33 RK44 RK56 RK44-AB4
15 | 980.570607 | 959.740511 | 958.717880 | 958.690738 | 958.690163 | 960.263332
16 | 948.548818 | 892.019087 | 889.304917 | 889.233252 | 889.231730 | 894.896136
17 | 869.393706 | 738.070435 | 732.311699 | 732.161499 | 732.158290 | 748.753427
18 | 700.295172 | 482.377732 | 474.595957 | 474.397487 | 474.393194 | 504.292239
19 | 436.744082 | 230.448930 | 224.813031 | 224.675766 | 224.672715 | 246.861543
20 | 194.509817 | 91.544408 | 89.056851 | 89.002172 | 89.000859 93.399884
21 | 72.397152 | 39.654764 | 38.756125 | 38.739342 | 38.738879 37.786878
22 | 31.248216 | 22.849677 | 22.535457 | 22.530898 | 22.530741 21.610893

Tabla 4.15: Solucién numérica modelo VIH/SIDA, falla Euler.

Aplicando el método RF, en la Figura 4.18 se observa que para el periodo de tiempo (15,22) se

considera tamanos de paso més pequenos.
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Figura 4.18: Variacién del tamano de paso modelo VIH/SIDA, método RKF.

De las pruebas anteriores se puede concluir que la implementacion RK44 ofrece buenos resulta-

dos, aplicando esta implementacién al modelo (4.2.3) sujeto a los pardmetros en la columna 4 de

la Tabla 4.10 con tamafio de paso h = 0.1, se observa caracteristicas importantes del efecto de un

médicamente en la dindmica del VIH, en la Figura 4.19 y la Tabla 4.16 se puede observar como el

tratamiento anti viral retrasa la infeccién de células TC DA™ sanas y hace que esta poblacién no

alcance niveles tan bajos. Por otro lado el tratamiento retrasa el crecimiento en las poblaciones de

virus libres y células infectadas, haciendo que no alcancen niveles tan altos.
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Figura 4.19: Solucién numérica para modelo VIH/SIDA con estrategia de control, tratamiento con
0%, 10%, 50 % y 70 % de eficiencia, método Rk44.

Eficiencia Minimo T MaximoI Maximo V

0% 17.01 575.6 4.35241 x 10*
10% 20.99 549.2 3.49712 x 10*
50 % 75.07 381.9 2.93308 x 10*
70 % 233.3 214.3 1.65542 x 104

Tabla 4.16: Solucién numérica para modelo VIH/SIDA, eficiencia tratamiento, método Rk44.



Capitulo 5

Conclusiones y trabajos futuros

5.1.

Conclusiones

Los conceptos tedricos e implementaciones presentadas en este trabajo se han enfocado a
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, esto permite aplicar estos
métodos a una gran variedad de problemas préacticos que tengan que ver con SEDO y EDO

de orden superior.

A pesar de que estamos en una era en que los computadores realizan calculos rapidamente, en la
practica existen problemas de gran complejidad que demandan altos costos computacionales,
por lo tanto de acuerdo al problema que se esté trabajando es importante considerar las
ventajas y desventajas al usar MNEDO tal y como se present6 en el Capitulo 4. De acuerdo

a los intereses del investigador se puede sacrificar precisién para ganar eficiencia.

Al momento de aplicar un método numérico, ademéas de verificar las propiedades de consis-
tencia, convergencia y estabilidad, se debe tener en cuenta que los computadores trabajan
con una aritmética finita, por lo tanto ademads de los propios errores generados por el método
se estan generando errores de redondeo. En los métodos presentados el error de redondeo
aumentaba cuando se elegia tamanos de paso muy pequenios y al usar métodos de alto orden
que alcanzan el cero computacional rdpidamente tal y como se presentd en las figuras 4.1 y
4.12 con los métodos de RK44, RK56 y AB4. Para una elecciéon adecuada del tamano de paso

es importante realizar un estudio de estabilidad absoluta.

De los resultados numéricos obtenidos en el Capitulo 4 se concluye que de los métodos im-
plementados, el método RK44 en la practica ofrece una éptima relaciéon entre costos compu-

tacionales y precision.

Muchos de los modelos précticos incluyen EDO no lineales para los que no se ha determinado

una solucién analitica. En este tipo de modelos las simulaciones numéricas permiten concluir

82
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caracteristicas generales para la solucién, tal y como se muestra en la seccién 4.2, donde se

estudia numéricamente el impacto de un medicamento contra para el VIH/SIDA.

5.2. Trabajos futuros

Este trabajo abre las puertas a una gran variedad de proyectos futuros, ya que por un lado se
puede aplicar los métodos presentados en diferentes problemas practicos, asi como también se puede
profundizar en los temas tratados y presentar métodos mas avanzados para resolver el problema de

Cauchy. A continuacion se presentan algunos temas sobre los cuales se puede profundizar
= Métodos para estimar el error global de discretizacién.
= Métodos Implicitos.

Adaptatividad en MNEDO.

= Métodos predictor corrector.
= Solucién numérica en problemas rigidos.

= Métodos de paso multiple no lineales.



Apéndice

A.1. Interpolacién

El problema de la interpolacién consiste en encontrar una funcién real g cuyo grafico coincida
con un conjunto de puntos dado (xg, f(xo)), (z1, f(21)),-.., (zn, f(zn)); es decir que

g(zi) = f(x;) para 0 <i<n. (A.1.1)
En otras palabras se busca una funcién g que aproxime a la funcién f en el intervalo [z, z,,].

El proceso de interpolacién es de suma importancia en diferentes topicos del andlisis numérico
tales como la integracién numérica, el calculo de raices en ecuaciones no lineales. Incluso es frecuen-
temente usado en la practica para encontrar valores intermedios que no estdn en una tabla de datos
experimentales. En este trabajo usaremos el concepto de interpolacién para la deducciéon de MPM
para aproximar la solucién al problema de Cauchy (1.3.1). El método de interpolacién a usarse es
el método de Lagrange.

Considerando que los polinomios son funciones sencillas y ampliamente estudiadas es convenien-
te considerar que la funcién g en (A.1.1) sea un polinomio. Por lo tanto el problema de interpolacién
se ha transformado en la buisqueda de un polinomio, llamado polinomio interpolador, que cumpla
con las condiciones (A.1.1), este tipo de interpolacién se conoce como interpolacién polinémica.

Definicién A.1.1. Sean (xo,v0), (1,¥1),---, (Zn,yn) un conjunto de nimeros reales o comple-
jos, siendo todos los valores x; diferentes. El problema de interpolacién polinédmica consiste en
encontrar un polinomio P(z) de grado m < n, tal que

P(xz;) =yi, para i=0,1,2,...,n.

El siguiente teorema muestra que este polinomio existe y que es tnico.

Teorema A.1.1. Dados n+1 puntos distintos xg, X1, ..., %y, Teales, y sus correspondientes valores
Y0s Y1y - - -, Yn- Bxiste uno y solo un polinomio, P(x), de grado menor o igual a n, tal que
P(x;) =y, para i=0,1,2,...,n. (A.1.2)
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Demostracion. Sea P(r) =ap+ a1z + ...+ apz™, un polinomio de grado menor o igual a n, con
los n + 1 coeficientes ag, a1, ..., a, a ser determinados. Usando la ecuacién (A.1.2) se tiene

ap + ai1xg +CL2$% + ...+ anzy = Yo,

ao—i—alml—i—agw%—i—...—l—anaz? =91,

ag + a1z, —|—aga:i + .t anT) = Yn.

Este es un sistema lineal de n+1 ecuaciones con n+1 incégnitas. En notacién matricial este sistema
se puede escribir como

Va =1y, (A.1.3)
donde
1 xg 2 ... ap ao Yo
2 R P S e
i T, T2 xh a'n yn

Claramente resolver el sistema (A.1.3) es equivalente a encontrar el polinomio interpolador P(x).
Para garantizar la existencia y unicidad del polinomio P(x) basta probar que el sistema (A.1.3)
tiene solucién tnica, es decir, se debe probar que el determinante de la matriz V es diferente de 0.
La matriz V es llamada matriz de Vandermonde [2], y su determinante es

det(V)= [ (@i—=)),

0<j<i<n
y por hipétesis los puntos xg, x1, . . ., z, son distintos, por lo tanto se concluye que det(V) # 0. O

El Teorema A.1.1 asegura la existencia y unicidad de un polinomio interpolador, sin embargo
no podemos usar este teorema para obtener tal polinomio. A seguir presentamos una de las técnicas
més basicas que permite calcular un polinomio interpolador, conocida como férmula de Lagrange.

El problema es construir un polinomio de grado no maximo n cuyo grafico pase por los n + 1

puntos (o, y0), (€1,Y1),-- -, (Tn, Yn), a este fin para k =0, 1,...,n se construye una funcién L,, ;(z)
tal que
0, si k#i
Lyk(x;) =
(1) {1 si k=i,

La funciéon que cumple con esta propiedad es

(x—x0)...(x —xp)(x — Tgy1) ... (T — xp) B ”M
(zx = 20) .. (2 — 2p—1) (@ — Do) - (2 — 20) 1 (2 — 23) (A-14)

Ln,k(xz) —

El siguiente teorema describe el proceso para obtener el polinomio de Lagrange usando (A.1.4).
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Teorema A.1.2. S5ixg,z1,...,%, sonn-+1 nimeros distintos y si f es una funcion cuyos valores
estdn dados en estos niumeros, entonces existe un inico polinomio P(x) de grado menor o igual que
n, con la propiedad

P(xy) = f(zx) para cada k =0,1,...,n.

Este polinomio esta dado por

P(z) = f(zo)Lno(x) + ...+ f(zn)Lon(x) = ) f(ag)Lng(x) (A.1.5)
k=0

y se conoce como polinomzio interpolador de Lagrange.

Teorema A.1.3. Sean xq,1,...7n, n + 1 nimeros distintos del intervalo [a,b] y f € C™* en
[a,b]. Entonces, para cada x € |a,b] existe un nimero ¢(z) en (a,b) tal que

(1) ( () <"
) = P+ S e o,

donde P(x) es el polinomio interpolador de Lagrange (A.1.5).

Del Teorema A.1.3 se obtiene una féormula para el error del método de Lagrange, esta expresion
es de suma importancia en la deduccién de métodos de integracién numérica tal y como se presenta
en [5].

A.2. Adaptatividad y estimacién para el error

En este apéndice se estudian métodos en los cuales se controla en cada paso los errores mediante
la variacion del tamano de paso, los métodos que tienen esta propiedad se conocen como métodos
adaptativos.

Estimativa del error global de discretizacion

Muchas de las técnicas para estimar el error global de discretizacion se basan en el célculo
de dos soluciones numéricas del problema de Cauchy, de manera que la diferencia entre estas dos
soluciones pueda darnos una idea de la magnitud y el comportamiento del error durante el proceso
de integracién. Una de las técnica para aproximar el error global de discretizacién se conoce como
método de extrapolacién de Richardson presentado en [7], el cual se deduce del siguiente
teorema tomado de [20].

Teorema A.2.1. Sea la funcion f(x,y) con N +2 derivadas parciales con relacion ay continuas y
acotadas en (a,b) y sea Yn) la solucion numérica del problema de Cauchy obtenida por la aplicacion
de un MPU de orden p, con p < N determinada con paso de integracion h. Bajo estas condiciones
la solucion numeérica y(,) admite una expansion asintdtica de la forma

Yy = Y(@) + hpgp(@) + B gpi1 (@) + ...+ BV gn(z) + RV TVG (v iy (2, h), (A.2.1)

con gj(xo) =0 para j =p,p+1,..., vdlidas para todo x € (a,b) y para todo h > 0.
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Nétese que las funciones g; son independientes del valor de h y que Gn1(z, h) es un residuo.

Aplicando la expansién asintética (A.2.1) podemos escribir una expresién para el error global
de discretizacién asi

N
ex = y(xr) —yun = — | D W gij(@) + BN Grpa(,h) | . (A.2.2)
Jj=p

La expresiéon (A.2.2) serd usada para obtener una aproximacién numérica al error global de
discretizacion. El proceso es el siguiente.
Para un paso de integracion h obtenemos la solucién numérica y, x), para el mismo xy se obtiene
la solucién numérica y(; /2 x). Luego para h lo suficientemente pequeno se tiene que

elh) = Y(Tk) = Yaip) = —gp(T)h?, (A.2.3)
h p
e(k,h/2) = Y(Tk) = Y@,n/2) = —9p(T) <2> : (A.2.4)

Restando (A.2.3) y (A.2.4), se tiene

i = s =) (12 = (3) ] = o) () @ -0, (A25)

Por lo tanto y y
h/2)P A (k,h) — (k,h/2).
() (1 2)P ms PR ZIRL2)

Sustituyendo (A.2.6) en (A.2.4), se tiene una expresién para aproximar el error global de discreti-

(A.2.6)

zacion
—  Ykh) —Yk,n/2)
€(k,n/2) = — 9w _ 1 :

Estimativa del error local de discretizacion

La idea consiste en obtener una aproximacion numérica del error local de discretizacién a partir de
la aplicacién de dos MPU, uno de orden n y otro de orden n + 1. Este método fue desarrollado por
Merson en 1957 y cobra una particular importancia al aplicarse en los métodos de Runge kutta.

Consideremos dos MPU, uno de orden n y otro de orden n+ 1. Supongamos que al aplicar estos
métodos al problema de Cauchy (1.3.1), con tamafio de paso fijo h, se obtienen respectivamente las
soluciones numéricas

Y1 = Yk + hd(zr, yi, 1), (A.2.7)
gk’+l = yk’ + h&(ﬂfka yk) h) (A28)

Observe que para la aproximacion (A.2.7) de orden n el error local 7,41 = O(h™), mientras que para
la aproximacién (A.2.8) de orden n + 1 el error local 71 1(h) = O(h™1). Los dos errores locales de
discretizacién satisfacen la ecuacién (2.2.3), por lo tanto

() = 3 (oren) = o) (A29)
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Tret(h) = % (y(2k41) — Upr1) - (A.2.10)

Sumando y restando ¥, en la expresién (A.2.9) y agrupando términos se tiene

1
Th+1 = 3 [(?J(%H) —?kﬂ) + (%H - yk+1)]

_ 1
= Tht1 T3 (Th1 — Yrt1) -

Pero 7441 es O(h™) y Try1 es O(h™FL), por lo tanto el término 74,1 no es significativo en la
expresion de 7,41. Si se omite este término, se obtiene una expresion para aproximar el error local
de discretizacién para el método O(h") tal que

1
Tht1 N (Trs1 — Ykt1) - (A.2.11)

Al igual que el método de extrapolaciéon de Richardson este método para aproximar el error local
de discretizacién tiene un elevado costo computacional. Sin embargo, si aplicamos este método a
los métodos de Runge Kutta es posible calcular una expresion més eficiente para aproximar el error
local, evitando el célculo de las dos soluciones numéricas en la expresién (A.2.11) tal y como se
presenta en [20].

Ejemplo .1. Considérese el método de Euler modificado (2.4.9) y el método Runge-Kutta de orden
3 (2.4.10). Aplicando la ecuacién (A.2.11) se tiene

1 h
Th+1 & 7 Yr + 6 (k1 + 4ko + k3) — (yx + hk2)

1

Por lo tanto, se determind una expresién para aproximar el error local de discretizaciéon para el
método de Euler modificado

1
Tk+1%6(k‘1—2k2+k3).

La aproximacién del error local obtenida de combinar los métodos RK44 y RK45 es muy im-
portante en la practica ya que de esta se obtiene el método de Runge Kutta Fehlberg, RKF, un
método que controla automaticamente el tamano de paso.

Control del tamano de paso

Tanto el método de extrapolaciéon de Richardson como el método de Melene pueden ser usados para
controlar el paso de integracién, el objetivo es modificar el tamafio de paso de tal forma que no se
permita un error por encima de cierta tolerancia fijada para el problema de estudio, los métodos
numéricos que tienen esta propiedad se conocen como métodos adaptativos.

Las modificaciones en el tamafio de paso consisten en multiplicarlo por un factor adecuado 4§,
que aumenta o disminuye el tamano de paso. Evidentemente el error disminuye en la medida en
que el tamano de paso h disminuye, por tanto si el error estimado sobrepasa la tolerancia fijada e,
se debe disminuir el tamano de paso. Por otro lado, trabajar con tamanos de paso muy pequenos
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en lugares donde la funciéon que define el problema de Cauchy presenta un buen comportamiento
conlleva a realizar esfuerzos innecesarios, lo cual se traduce en altos costos computacionales por lo
cual en el caso en el que los errores estimados no sean significativos se puede aumentar el tamano
de paso.

Una idea general de estas conclusiones, se presentan en los siguientes pasos algoritmicos:

1. Estimar el error (puede ser el error global o local).

2. si error > € (e es la tolerancia fijada) entonces
reducir el tamano de paso h <— dh, 0 < <1y regresar a 1.
Caso contrario ir a 3.

3. Almacenar aproximacién numérica en el vector yg, hacer xy <— min {zy + h,b} y
aumentar el tamafio de paso h < dh, § > 1.

4. si 0 < xp < b entonces regresar a 1. Caso contrario parar

Es de especial interés mantener controlado el error global de discretizacién ya que en gran medida
la validez de los resultados de la integracién numérica dependen de este valor, sin embargo estimar
numéricamente el error global de discretizacién demanda un alto costo computacional. Por esta
razén, en muchos métodos adaptativos se trabaja con técnicas de estimaciones del error local de
discretizacién como por ejemplo el método de Melene que aplicado a los métodos de Runge Kutta
resulta ser mas eficiente que el método de extrapolaciéon de Richardson tal y como se muestra en
[20].

Usando el método de Melene para los métodos RK45 y RK56 se puede construir un método
adaptativo muy usado en la practica conocido como el método de Runge Kutta Fehlberg, RKF.
La expresion para aproximar el error local de discretizacion en este método es:

1 128 2197 2

1
Sy - — Z ke A.2.12
360" ~ 12757 T 7aa0™ T 50"t 55k ( )

Una ventaja de este método es que unicamente requiere 6 evaluaciones de la funcién f por paso, ya
que para los métodos RK45 y RK56 las evaluaciones de esta funcion ky, ko, k3, k4 y ks coinciden, por
lo tanto es necesario calcularlas una sola vez junto con kg para obtener una aproximacion numérica
del error local usando (A.2.12).

Tk+1 =

La forma mads sencilla de variar el tamafio de paso es duplicar o partir a la mitad el tamafio de
paso, es decir que d = 2 o § = 0,5 segin sea el caso, sin embargo esta técnica no es tan eficiente
y se debe analizar que por cada intento fallido se debe repetir el proceso y esto demanda altos
costos computacionales. Una forma mas sofisticada de elegir el factor § segin el cual se aumenta o
disminuye el tamano de paso puede verse en . Esta técnica se deduce del conocimiento del orden
del método utilizado. Suponga que el método tiene orden n, de modo que 7541 es O(h™), por tanto
existe un K independiente de h tal que

Tk+1 = Kh™.

Usando el método de Melene con tamatio de paso dh, se tiene

571
T+l ~ K((Sh)n = (Sn(Khn) [ (5nTk+1 ~ i(yk_’_l — yk+1)
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La aproximacién del error local 71 debe de estar acotada por la tolerancia fijada €, por tanto

5’”
Th1 & F(?Mrl —Yit1) <€,

1
0 < —Eh '
T\ Tk — k| )

Se calculd una cota para el factor 4, la cual es para el método de Runge Kutta Fehlberg, la eleccién

comun del factor § es
" 1/4
0 =0.84 76— .
‘yk+1 - ?/k—i—l’

A.3. Ecuaciones de diferencias

es decir

Mientras que las ecuaciones diferenciales se ocupan de las funciones de una variable continua,
las ecuaciones de diferencias se ocupan de las funciones de una variable discreta. En lugar de una
férmula para la derivada de una funcién escrita en términos de la funcién en si, tenemos que
considerar las sucesiones para las cuales cada miembro esta relacionado de una manera especifica
con su predecesor inmediato o varios de sus predecesores mas recientes, tal y como se muestra en
[7]. Asi podemos escribir

yj = 0j(Yj—1,Yj—2,---,yj—k) para 0 < j < k,

donde k es el orden de la ecuacion de diferencias.

En este trabajo se usa las ecuaciones de diferencias para analizar la estabilidad de los MPML, ya que
las expresiones que definen los MPML son ecuaciones de diferencias lineales, las cuales se definen a
seguir.

Definicion A.3.1. Se denomina ecuacién de diferencias lineal con con coeficientes cons-
tantes a una expresién de la forma

INYE+N + IN-1Yk+N-1 + - - + Yoyx = ¢k para 0 < j < k, (A.3.1)
donde cada 7, 0 < j < N, son constantes, con vg # 0y yn # 0.

la solucién de (A.3.1) es una sucesién

Yks Y+15 Yk+25 - - -
lo cual se denota {y;} -

La ecuacién (A.3.1) se denomina ecuacién de diferencias homogénea si ¢, = 0 para todo k € N,
caso contrario se denomina ecuacién de diferencias no homogénea.
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Considérese la ecuacién de diferencias homogénea

YNYk+N + IN-1Yk+N—-1 + ...+ Yoyr = 0. (A.3.2)

Si la solucién de (A.3.2) se denotamos por {g)j}jeN y una solucién particular de la ecuacién de
diferencias no homogénea (A.3.1), se denota por {); }j cn- La solucién general de (A.3.1) es entonces
una sucesion {y; }jeN donde cada elemento esta dado por

yi=9j+v¢;, jeN
Un caso bésico para calcular la solucién particular de (A.3.1) se presenta cuando ¢y es constante,

es decir cuando ¢ = ¢ € R para todo k£ € N. En este caso una solucién particular de la ecuacién
en diferencias no homogénea viene dada por

wk:NL7 k:071727"'7

Ej:() Vi

siempre que el denominador sea diferente de cero.

Definicién A.3.2. El conjunto de K soluciones de la ecuacién de diferencias homogénea (A.3.2),
denotado por {y( N@)}, xr =1,2,...,K; se dice linealmente independiente si la combinacién
lineal

a1y +agyj2 + ... +agyjx =0 para j €N,

implica que a, =0 paraz =1,2,..., K.

El conjunto de K soluciones {yn.}, z = 1,2,..., K; linealmente independientes, forma un
sistema fundamental y toda solucién es dada por

K
{Z djyj,t} : (A.3.3)
z=1 jEN

Una técnica para calcular la solucién de la ecuacién de diferencias homogénea (A.3.2) es suponer
que la solucién es de la forma

yr = 2. (A.3.4)
Remplazando (A.3.4) en (A.3.3) se tiene
N .
szajz]. (A.3.5)
j=0
La expresion (A.3.5) puede escribirse como
kaN(Z)v

donde p,(z) = Z;V:O ;2.
Por lo tanto una solucién trivial de (A.3.5) serd zF = 0 y la solucién general se presenta cuando z
es una raiz del polinomio py(z), luego la solucién general de (A.3.3) es

N
_ Lk
Yk = ZO‘JZJ"
j=1
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En el caso de raices miltiples, la solucién se modifica. Si p(z) tiene raices r;, j = 1,2,...

rafz r; tiene multiplicidad mj, la solucién general de (A.3.3) es {y,}, donde

Y = [dl,l —|—d172]€—|— .. —|—d17m1]€(k‘ — 1)(k — 2) .. (k‘ —mi + 2)] T]f—|—
+ [dog + dook + ...+ dom,k(k —1)(k —2)...(k —mg + 2)] rh+

+ [dp1 + dp ok + .+ dpm, k(k — 1) (k —2) ... (k —mp + 2)] 7.

A.4. Implementaciones

0y la

En este apéndice se presentan las implementaciones para los siguientes MNEDO usando el
sotware MATLAB: el método de Euler y los métodos Runge Kutta 44 tanto para el caso real como
para sistemas. Las implementaciones de los otros métodos se incluyen en el DVD anexo de este

trabajo de grado.

Las implementaciones de los métodos de Euler y Runge Kutta 44 resuelven el problema de cauchy

{y%x) = f(z,y(x))

y(z0) = vo,
donde f : [a,b) x R > Ry z € [a,b].

1. Implementacién método de Euler (1.3.3)

Método de FEuler

Pardmetros de entrada

a: FExtremo inicial del intervalo de integracidn.

b: FExztremo final del intervalo de integracidn.

n: Numero de divisiones del intervalo de integracidn.

y0: Condicion inicial.

f: Funcidn problema de Cauchy y’'=f(z,y). Esta funcién se define
en un archivo exterior.

Salida

z: Vector de puntos del intervalo [a,b] para la discretizacidn.

y: Vector solucidn numérica para los puntos x considerados.

© 00 N O s W N

XXX KR

=
w

function [x,y]=Euler(a,b,n,y0)

14
15 h = (b—a)/n; % Tamano de paso.

16 x = zeros(1l,n+1);

17 y = zeros(1l,n+1);

18

19 y(1) = y0;

20 x(1) = a;

21

22 for k = 1:n

23 x(k+1) = x(k) + h;

s y(k41) = y(k) + hef (x(K) ,y (k)

end

[V
ot

end

M
[=2]
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2. Implementacién método de Runge Kutta 44 (2.4.11)

Método de Runge Kutta 44

Pardametros de entrada

a: Extremo inicial del intervalo de integracidn.

b: FEztremo final del intervalo de integracion.

n: Numero de divisiones del intervalo de integracion.

y0: Condicion inicial.

f: Funcidn problema de Cauchy y’'=f(z,y). Esta funcidn se define
en un archivo exterior.

Salida

z: Vector de puntos del intervalo [a,b] para la discretizacidn.

y: Vector solucién numérica para los puntos x considerados.

© 0w N Ot s W N

=
o

NN NN RN NRNN KK

= =
N

13 function [x,y]=Runge_Kutta_44(a,b,n,y0)

14

15 h = (b—a)/n; % Tamano de paso.

16 x = zeros(1l,n+1);

17 y = zeros(1l,n+1);

18

19 y(1) = y0;

20 x(1) = a;

21

D2 for k = 1:n

23 x(k+1) = x(k) + h;

04 kl = f(x(k),y(k));

25 k2 f(X(k)+h*O 5,y(k)+h=%0.5%k1);
26 k3 = f(x(k)+h=*0.5,y(k)+h*0.5%xk2);
b7 k4 = f(x(k)+h,y(k)+h*k3);

28

29 y(k+1) = y(k) + hx(k1+2.0xk2+2.0xk3+k4) /6.0;
B0 end

B1

B2 end

La siguiente implementacién corresponde al método de Runge Kutta 44 para sistemas resuelve

el problema de Cauchy
y'(z) = f(z,y(x))
y(zo) = yo,
donde f :[a,b] x R" - R" y x € [a,b)].

3. Implementacién método de Runge Kutta 44 sistema (2.4.11)

Método de Runge Kutta 44 para sistemas de 8 EDO.
Pardmetros de entrada

a: FEzxtremo inicial del intervalo de integracidn.

b: FEztremo final del intervalo de integracion.

n: Numero de divisiones del intervalo de integracion.

y0: Condicidon inicial para la primera ecuacién del sistema.
yl: Condicidon inicial para la segunda ecuacién del sistema.
y2: Condicion inicial para la tercera ecuacion del sistema.

© 0 N O Ul R W N =

=
o

N N N N N N NN N KK

=
—

f1: Primera funcidn del sistema en el problema de Cauchy y'=f(z,y).
f2: Segunda funcidn del sistema en el problema de Cauchy y '=f(z,y).
f3: Tercera funcidn del sistema en el problema de Cauchy y '=f(z,y).
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12 % Las funciones f1, f2 y f8 se definen en archivos exteriores.

13 % Salida

14 % x: Vector de puntos del intervalo [a,b] para la discretizacidn.

15% y: Matriz solucidn numérica del sistema para los puntos = considerados.

16

17 function [y,x]=Runge_Kutta_44_Sistema(a,b,n,y0,yl,y2)

18

19 h = (b—a)/n; % Tamaiio de paso.

20 x = zeros(1l,n+1);

21 y = zeros(3,n+1);

02

23 y(1,1) = yO0;

24 y(2,1) = yl;

25 y(3,1)= y2;

26 x(1) = a;

07

ps for k = 1:n

29 x(k+1) = x(k) + h;

) % Cdlculo vector Kl

i K1 = £1(x(k),y(1,k),y(2,k), y(3,5));

o Wi = £2(x(k) 1y (1K) oy (2,5) . y(3.5));

s 21 = 13 (x(k) v (1,K) y(2.K) ) y(3.K))

B4 Kl = [kl; wl; zl} % Vector Kl

35

b6 % Cdlculo vector K2

B7 k2 = f1(x(k)+0.5%h,y(1,k)+0.5xh*kl, y(2,k)+0.5%h*wl, y(3,k)+0.5%hx*zl);
38 w2 = {2 (x(k)+0.5xh,y(1,k)+0.5xhxkl, y(2,k)+0.5%hxwl, y(3,k)+0.5%xh*z1l);
B9 z2 = {3 (x(k)+0.5%h,y(1,k)+0.5xhxkl, y(2,k)+0.5%xhxwl, y(3,k)+0.5%xh*z1);
ko K2 = [k2; w2; 2z2]; % Vector K2

h1

k2 % Cdlculo vector K3

u3 k3 = f1(x(k)+0.5%h,y(1,k)+0.5%xhxk2, y(2,k)-+0.5xh*w2, y(3,k)+0.5%xh%z2);
ha w3 = 2 (x(k)+0.5xh,y(1,k)+0.5xh*k2, y(2,k)+0.5%xhxw2, y(3,k)+0.5%xh*z2);
us z3 = 3 (x(k)+0.5%h,y(1,k)+0.5xhxk2, y(2,k)+0.5%xhxw2, y(3,k)+0.5%xh*2z2);
3 K3 = [k3; w3; z3]; % Vector K3

u7

hs % Cdlculo wvector K

ko k4 = f1(x(k+1),y(1,k)+h*k3, y(2,k)+h*xw3, y(3,k)+h*z3);

50 wd = 2 (x(k+1),y(1,k)+hxk3, y(2,k)+h*w3, y(3,k)+hx*z3);

51 z4 = 3 (x(k+1),y(1,k)+hxk3, y(2,k)+hsw3, y(3,k)+h=*z3);

52 K4 = [k3; w3; 2z3]; % Vector K4

53

54 y(:,k+1) = y(:,k) + h*(Kl + 2xK2 + 2xK3 + K4) /6.0;

55 end

56 end
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