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Resumen

En este curso se trataran los siguientes temas:

1.
2.

Conceptos bésicos de la teoria de cédigos correctores de errores.

Cédigos Lineares y codigos ciclicos.

) Algebras de grupo y codigos de grupo.

. Algebras de grupo semisimples e idempotentes primitivos.

Codigos a partir de subgrupos.

. Algunas aplicaciones.
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Cédigos Ciclicos

Definiciéon
Un cédigo lineal C C F" se llama un cédigo ciclico se, para todo
vector (ag, a1, .. -,an—2,an—1) en el cédigo, se tiene que también el

vector (a,—1, 40, a1,-..,an—2) esta en el cédigo.




Cédigos Ciclicos

Definicion

Un cédigo lineal C C F" se llama un cédigo ciclico se, para todo

vector (ag, a1, .. -,an—2,an—1) en el cédigo, se tiene que también el
vector (a,—1, 40, a1,-..,an—2) esta en el cédigo.
Note que la definicién implica que si (ag, a1,...,3n—2,3,-1) estd en el

cédigo, entonces todos los vectores que se obrienen a partir de este por
una permutacién ciclica de sus coordenadas también estdn en el cddigo.
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Sea

F[X]

Rn= -1y

Denotaremos por [f] la clase del polinomio f € F[X] en R,,.
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Cédigos Ciclicos

Sea

F[X]

Rn= )
Xn 1)

Denotaremos por [f] la clase del polinomio f € F[X] en R,,.
La funcidn:

FIX]
p:F" = ———
Xr—1)
(ag, a1, ---,ap—2,a,—1) € F[X] — [ag + a1 X + ...+ .3,7,2X"72 +a,7,1X"71].

© es un isomorfismo de [F-espacios vectoriales. Por lo tanto Un
cédigo C C F" es ciclico si y solamente si ¢(C) es un ideal de R,.
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Enel casoen que C, = (a|a" =1) = {1,a,a°,...,a" 1} es un
grupo ciclico de orden n, y IF es un cuerpo, los elementos de FC,
son de la forma:

a=oag+aia+aza®+- -+ ap_1a" "
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Cédigos Ciclicos

Enel casoen que C, = (a|a" =1) = {1,a,a°,...,a" 1} es un
grupo ciclico de orden n, y IF es un cuerpo, los elementos de FC,
son de la forma:

a=oag+aia+aza®+- -+ ap_1a" "

Es muy facil probar que

~ _ FIx]
FC 2 Rn= gy
Por lo tanto, estudiar cédigos ciclicos es equivalente
a estudiar ideales de un dlgebra de grupo de la
forma FC,.
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Sean G un grupo y R un anillo conmutativo, con unidad.
Denotaremos por RG el conjunto de todas las combinaciones
lineales formales:

a= Z agg, donde ag € R.
geqG
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Algebras de Grupo

Sean G un grupo y R un anillo conmutativo, con unidad.
Denotaremos por RG el conjunto de todas las combinaciones
lineales formales:

a= Z agg, donde ag € R.
geqG

Dados a = EgeGagg e = EgEGﬁgg tenemos que
o= ag =P VgEGi.

Definimos:

Zagg + Zﬁgg :Z(O‘g"‘ﬁg)g-

geG geG gcG

Z Qg& Z Beg | = Z (cgBn)gh.

geG geiG g,heG
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Algebras de Grupo

Para )\ in R definimos

A Zagg :Z()\ag)g.

geiG gea

Definicion

El conjunto RG, con las operaciones definidas, es un dlgebra sobre
R, llamada el algebra de grupo de G sobre R.
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Cadigos Ciclicos

Definicion

Un cédigo de grupo es un ideal de un algebra de grupo finita.
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Un dlgebra A se dice semisimple si todo ideal de A es un sumando
directo.
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Definicion

Un dlgebra A se dice semisimple si todo ideal de A es un sumando
directo.

Dado un ideal J en A, existe otro ideal L tal que A= J & L.
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Ideales en Algebras de Grupo

Definicion

Un dlgebra A se dice semisimple si todo ideal de A es un sumando
directo.

Dado un ideal J en A, existe otro ideal L tal que A= J & L.
Escribiendo 1 = e+ f, con e € Jy f € L, es facil provar que
e’ = ey que J = Ae.

En un adlgebra semisimple A, todo ideal es generado por un

elemento idempotente.

Teorema

(Maschke) A algebra de grupo FG es semisimple si y solamente si
la caracteristica de IF no divide el orden de G.
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Ideales en Algebras de Grupo

Cuando A es semisimple, entonces existe un unico conjunto de
elementos centrales e1, ey, ..., e, in FG tales que:

Q@ e’ =¢;,1 <i<n(sonidempotentes).

2 —

Q eje; =0 if i # j (son ortogonales dos a dos).

O Si e =el + e con e, e/ idempotentes centrales ortogonales,
entonces e; = e/ 0 e; = ¢ (cada idempotente es primitivo o
indescomponible).

Ql=e+e+t +e

Este conjunto es llamdo el conjunto completo de idempotentes
centrales primitivos de FG.
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Ideales en Algebras de Grupo

Los ideales generados por los idempotentes centrales primitivos;
i.e. los ideales de la forma I; = FGe; son los ideales bilaterales
minimales de A.

Todo ideal bilateral de A es de la forma | = Ae, donde e € A es
un elemento idempotente central.

Existe un resultado similar para ideales a la izquierda (o a la
derecha).
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Ideales en Algebras de Grupo

Cuando A es semisimple, entonces existe un conjunto de elementos
e1,e,...,6e,in FG tales que:
(1) e,-2 = ¢e;,1 < i< n (son idempotentes).
Q eje; =0 if i # j (son ortogonales dos a dos).
© Si e =€l + e con €, e/ idempotentes ortogonales, entonces
ei = €/ 0 ej = ¢ (cada idempotente es primitivo).
Ql=e+et+---+e

Este conjunto es llamado un conjunto completo de idempotentes
primitivos de FG.

Todo ideal a izquierd de A es de la forma | = Ae, donde e € A es
un elemento idempotente central.



Ideales en Algebras de Grupo

Por lo tanto:

Si suponemos que char(IF) | |G|, entonces el estudio
de cédigos de grupo es equivalente al estudio de
ideales de algebras de grupo y estos son siempre
genereados por elementos idempotentes.



Ideales en Algebras de Grupo

Idempotentes a partir de subgrupos

Sea H un subgrupo de un grupo finito G y sea I un cuerpo tal que
car(FF) J|G|. El elemento

~ 1
H=—%"h
2,

es un idempotente del dlgebra FG, llamado el idempotente
determinado por H.



Ideales en Algebras de Grupo

Idempotentes a partir de subgrupos

Sea H un subgrupo de un grupo finito G y sea I un cuerpo tal que
car(FF) J|G|. El elemento

es un idempotente del dlgebra FG, llamado el idempotente
determinado por H.

H es central si y solamente si H es normal en G.
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Ideales en Algebras de Grupo

Si H es un subgrupo normal del grupo G, tenemos que

FG - H = F[G/H].

luego

dimg ((IFG).?/) =& =[6:H]

Sea 7 = {t1,tr,..., tx} un transversal de K en G (donde
=[G : H] y elegimos t; = 1), entonces

{tH1<i<k) )

es una base de (FG) - H.



Ideales en Algebras de Grupo

Sea G un grupo finito y sea F un cuerpo tal que char(F) f|G|.
Sean todavia H y H* subgrupos normales de G tales que H C H*.
Podemos definir otro tipo de idempotentes por:

Como veremos, estos seran muy Utiles.
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Parameteros del cédigo

Teorema (R. Ferraz - P.M.)

Sea G un grupo finito y sea F un cuerpo tal que char(F) f|G|.
Sean H y H* subgrupos normales de G tales que H C H* e sea

o~

e=H— H*.

Entonces:
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Parameteros del cédigo

Teorema (R. Ferraz - P.M.)

Sea G un grupo finito y sea F un cuerpo tal que char(F) f|G|.
Sean H y H* subgrupos normales de G tales que H C H* e sea

o~

e=H— H*.
Entonces:
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Ideales en Algebras de Grupo

Teorema

Sea G un grupo finito y sea F un cuerpo tal que char(F) f|G|.
Sean H y H* subgrupos normales de G tales que H C H* e sea

—

e:H—H*.

Sean A un transversal de H* en G y 7 un transversal de H en H*
que contene el elemento 1. Entonces

B ={al-—t)H|ac A ter\{1}}

es una base de (FG)e sobre F.




Idempotentes primitivos

Es posible determinar los idempotentes centrales primitivos a partir
de los idempotentes determnados por subgrupos?



Idempotentes primitivos

Teorema (Arora-Pruthi (1997), Ferraz-P.M. (2007))

Sean F un cuerpo con g elementos y A un grupo ciclico de orden
p", p un primo impar, tal que o(q) = ¢(p") en U(Zpn) (donde ¢
denota la funcién de Euler). Sea

A=A DA D-- DA ={1}

la cadena descendente de todos los subgrupos de A. Entonces, el
conjunto de idempotentes primitivos de FA es el siguiente:

1
€ = — a
= 2 (Z0)




Idempotentes primitivos

Teorema (Arora and Pruthi (2002), Ferraz-PM (2007))

Sea [F un cuerpo con g elementos y A un grupo ciclico de orden
2p", p un primo impar, tal que o(q) = ¢(p") in U(Zapn).
Escribimos G = C x A donde A denota el p-subgrupo de Sylow de
Gy C={1,t} es el 2-subgrupo de Sylow.

Si ej, 0 < i < n denota el conjunto de idempotentes primitivos de
FA, entonces los idempotentes primitivos de FG son los siguientes:

(lzt)'e; y (1-1)

e 0< i <n.




Idempotentes primitivos

Sea A un p-grupo abeliano. Para cada subgrupo H de A tal que
A/H # {1} es ciclico, podemos construir un idempotente de FA.
Como A/H es un subgrupo ciclico de oreden una potencia de p,

existe un unico subgrupo H* de A, que contiene H y tal que
|H*/H| = p.



Idempotentes primitivos

Sea A un p-grupo abeliano. Para cada subgrupo H de A tal que
A/H # {1} es ciclico, podemos construir un idempotente de FA.
Como A/H es un subgrupo ciclico de oreden una potencia de p,
existe un unico subgrupo H* de A, que contiene H y tal que
|H*/H| = p.

Escribimos

—

ey = f/:/ — H*.
y también

1
eczﬁz‘g.

geG



Idempotentes primitivos

Teorema (Ferraz-PM (2007))

Sea p un primo impar e sea A un p-grupo abeliano de exponente e.
Entonces, el conjunto de idempotentes dado en el teorema anterior
es el conjunto de los idempotentes primitivos de IFA si y solamente
si vale una de las siguientes condiciones:

(i) e=2p", p#2y q esimpar.

(i) pPr=4yqg=3 (mod 4).

(ii)) o(q) = ¢(p") en U(Zpn).

(iv) e=2p"y o(q) = ¢(p") in U(Zzpr).
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Idempotentes primitivos

Teorem (Ferraz-PM (2007))

Sea p un primo impar y sea A un p-grupo abeliano de exponente
2p". Escribimos A = E x B, donde E es un 2-grupo abeliano
elemental y B es un p-grupo. Enbtonces, los idempotentes
primitivos de FA son productos de la forma e.f, donde e es un
idempotente primitivo de FE y f un idempotente primitivo de FB.
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Preliminares

Parameteros del cédigo

Teorema (R. Ferraz - P.M.)

Sea G un grupo finito y sea F un cuerpo tal que car(FF) f|G|. Sean
H 'y H* subgrupos normales de G tales que H C H* e sea

—

e = H — H*.
Entonces:

. . |G H
dimp(FG)e = |G/H| —|G/H*| = ‘H; (1_ !’H*‘\>

w((FG)e) = 2[H]|
donde w((FG)e) denota distancia minima de (FG)e.
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Teorema

Sea G un grupo finito y sea IF un cuerpo tal que car(IF) J|G|. Sean
H y H* subgrupos normales de G tales que H C H* e sea

e=H— H*.

Sean A un transversal de H* en G y 7 un transversal de H en H*
que contene el elemento 1. Entonces

B ={al-—t)H|ac Ater\{1}}

es una base de (FG)e sobre F.
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Sea A un p-grupo abeliano. Para cada subgrupo H de A tal que
A/H # {1} es ciclico, vamos a construir un idempotente de FA.
Como A/H es ciclico, de orden una potencia de p, existe un dnico
subgrupo H* de A, que contiene H, tal que |H*/H| = p.
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Preliminares

Sea A un p-grupo abeliano. Para cada subgrupo H de A tal que
A/H # {1} es ciclico, vamos a construir un idempotente de FA.
Como A/H es ciclico, de orden una potencia de p, existe un dnico
subgrupo H* de A, que contiene H, tal que |H*/H| = p.
Construimos los idempotentes

—

eH:IfI—H*.

y también

1
eG:ﬁZg.

geaiG

No es dificil ver que este es un conjunto de idempotentes
ortogonales cuja suma es 1.



Preliminares

Definicién
Sea g un elemento de un grupo finito G. A clase g-ciclotémica de

g es el conjunto

Se = {g7 |1<j<tg -1},

donde t; es el menor entero positivo tal que

g% = 1(mod o(g)).




Preliminares

Definicion

Sea g un elemento de un grupo finito G. A clase g-ciclotémica de
g es el conjunto

Se = {g7 |1<j<t—1},
donde t; es el menor entero positivo tal que

g% = 1(mod o(g)).

Teorema

Sea G un grupo finito y IF el cuerpo con g elementos y supongamos
que gcd(q,|G|) = 1. Entonces, el nimero de componentes simples
de FG es igual al nimero de clases g-ciclotémicas de G.




Preliminares

Teorema (Ferraz-PM (2007))

Sea F un cuerpo finito con |F| = g, y sea A un grupo abeliano
finito, de exponente e. Entonces, el conjunto de los idempotentes
primitivos de FG es el construido a partir de subgrupos si y sélo si
vale una de las siguientes condiciones:

(i) e=2y g es impar.

(i) e=4y qg=3(mod 4).

(i) e =p"y o(q) = ¢(p") en U(Zpn).
(iv) e = 26"y 0(q) = @(p") en U(Zapn).




Preliminares

Teorema (Arora-Pruthi (1997), Ferraz-P.M. (2007))

Sean F el cuerpo con g elementos y A un grupo ciclico de orden p”

tales que o(q) = ¢(p") en U(Zpn) (donde ¢ denota la funcién de
Euler). Sea

A=A DA D---DA,={1}

la cadena descendiente de todos los subgrupos de A. Entonces, el
conjunto de idempotentes primitivos de FA estd dado por:

1
e = a
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Teorema

Sean G; C G;_1 subgrupos consecutivos en la cadena de subgrupos
de Gy ¢ = G; — G;_1. Entonces

w((RG)ej) =2 Gj |, parai#0

w((RG)ey) =| G |, for0 < k <t —1.
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Teorema
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Preliminares

Teorema

Sean G; C G;_1 subgrupos consecutivos en la cadena de subgrupos
de Gy ¢ = G; — G;_1. Entonces

w((RG)ej) =2 Gj |, parai#0

w((RG)ey) =| G |, for0 < k <t —1.

Teorema (F. Melo - PM (2013))

Considere | = [y & ... ® lj,con 0 < j < n— 1. Entonces,

whehe..el)=|G|.
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Preliminares

Teorema (F. Melo - PM (2013))
Sil=1;®...®l, jr <jrs1, paral < r </ con
{1, i} ${0,1,...,ji}, entonces

w(l)=2|G;j|.
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de longitud 2", sobre un cuerpo con g elementos, siempre con la
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Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Vamos a comparar cédigos ciclicos e cédigos abelianos no ciclicos
de longitud 2", sobre un cuerpo con g elementos, siempre con la
hipétesis de que o(q) = ¢(p?) in U(Zpn).

Observacion

Note que, en FC,» existen precisamente tres idempotentes
primitivos, a saber:

e()ZG, 61:G1—G e GQZGQ—G]_.

Para cada peso posible, los ideales de mayor dimensién
correspondientes son:

I=heh v J=h&h
con dim(l) = p, w(l) = py dim(J) = p?> — 1, w(J) = 2.




Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Ahora vamos a considerar cédigos no ciclicos de longitud p?; esto
es, ideales de FG donde

G=(CGxC)=<a>x<b>.




Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Ahora vamos a considerar cédigos no ciclicos de longitud p?; esto
es, ideales de FG donde

G=(CGxC)=<a>x<b>.

Para determinar los idempotentes primitivos de IFG, precisamos
encontrar los subgrupos H de G tales que G/H es ciclico.




Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Ahora vamos a considerar cédigos no ciclicos de longitud p?; esto
es, ideales de FG donde

G=(CGxC)=<a>x<b>.

Para determinar los idempotentes primitivos de IFG, precisamos
encontrar los subgrupos H de G tales que G/H es ciclico.
Estos subgrupos son, precisamente

—
—

<a> <b>

y todos los subgrupos de la forma

—

<abi>—G, con 1<i<p-—1.




Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Los idempotentes de FG son:

e=G, es=<a>—G, e=<b>—G,
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Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Los pesos y las respectivas dimensiones de estos cddigos son las
siguientes:

dim(FG)eg =1 e dim(FG)e; = dim(FG)fi = p—1,
wW((FG)eo) =2 e  w((FG)er) = w((FG)F) = 2p.

Dados dos subgrupos cualquiera H, K elegidos entre los anteriores,
tenemos que G = H x K.

Escribamos H =< h >y K =< k >. Los idempotents centrales
correspondientes son e = H— G, f =K — G. Considere

| = (FG)e @ (FG)f,




Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Teorema (F. Melo e P.M)

EL peso y la dimensién de | = (FG)e @ (FG)f estdn dados por las
férmulas:

w(l) = dim(l) =2p — 2,




Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Teorema (F. Melo e P.M)

EL peso y la dimensién de | = (FG)e @ (FG)f estdn dados por las
férmulas:

w(l) = dim(l) =2p — 2,

Definicidon

La conveniencia de um cédigo C es el nimero

conv(C) = w(C)dim(C).
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Cédigos ciclicos vs Cédigos Abelianos

Para los cédigos ciclicos no minimales tenemos:

conv(lp @ h) = p? e conv(h @ k) = 2(p* — 1).

Para la suma de dos cédigos abelianos no ciclicos tenemos:

conv(M) = 4(p — 1)°.

Luego, si p > 3, tenemos que conv(N) es mayor que conv(l) para
todo ideal propio / de FgCpp.
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Cédigos dihedrales

En esta seccién vamos a considerar grupoes dihedrales de orden
2p™, con p primo, es decir, grupos de la forma:

Dpm = (a,b|a"" =1=1b% bab=a').



Cédigos dihedrales

Teorema (Dutra, Ferraz, P.M.)

Sea Fy un cuerpo finito con g elementos, tal que mdc(2p™, q) =1
y U(Zpm) = (g). Sea A= (a), y sea

A=HyDH D D Hy={1}

la cadena de subgrupos de A. Considere:

—_

60://4\ 5 ej:Hj—Hj_l,lgjgm.

11 = 5 0 €22 = 5 0-

Entonces, el conjunto de idempotentes centrales primitivos de
Fqum €s

{e11, e} U{e, 1 <j< m}.




Cédigos dihedrales

Teorema

Para cada idempotente central ¢; de F;Dpm differente de e;1, ex
los elementos

; 1+6b i 1—0b
ei]_: 2 & Y eé:

son idempotnentes primitivos no centrales.




Cédigos dihedrales

Teorema

Para cada idempotente central e; de F;D,m differente de e11, 2
los elementos

son idempotnentes primitivos no centrales.

Teorema (Assuena- P.M.)

Con la notacién anterior, considere e{Q = lgbej 2b.
Entonces f; = e’ e{z es un idempotente no central primitivo vy,

para | = (IFqum)zj- tenemos que:

dim(l) = p(p') and w(l) = 10|H;].




Cédigos dihedrales

Definition

Sea I un cuerpo y sean G, G, grupos finitos del mismo orden.
Una equivalencia combinatoria es un isomorfismo de espacios
vectoriales ¢ : FG; — FG; tal que ¢(Gy) = Gs.




Cédigos dihedrales

Definition

Sea I un cuerpo y sean G, G, grupos finitos del mismo orden.
Una equivalencia combinatoria es un isomorfismo de espacios
vectoriales ¢ : FG; — FG; tal que ¢(Gy) = Gs.

Dos cédigos C; C FGy y Co C FGy, son combinatoriamente
equivalentes si existe una equivalencia combinatoria

¢ FG; — FG; tal que ¢(Cl) = Cs.




Cédigos dihedrales

Teorema (Assuena- P.M.)

Sea Dpm o grupo dihedral:
Dpm = {a,b|aP" =1=b? bab=a"l).

y sea [ un cuerpo finito con g elementos, tal que

mde(2p™, q) =1y U(Zpm) = (G).

Entonces, en cada componente simple de F;Dpm, exisite un ideal a
la izquierda minimal (un cédigo izquierdo) que no es
combinatoriamente equivalente a un cédigo abeliano.




Cédigos dihedrales

Una familia de ejemplos

Sean F4un cuerpo finito con q elementos y Dg el grupo dihedral de
orden 18. Si ged(2p™, q) =1, U(Zpm) = (§) y la caracteristica de
Fgynoes?2, 3,5e7, entonces:

o dim[FqDo(ef; — eir)] = ¢(3) = 2;

o W[FqDo(e}; — el,)] = 15.




Cédigos dihedrales

Una familia de ejemplos

Sean F4un cuerpo finito con q elementos y Dg el grupo dihedral de
orden 18. Si ged(2p™, q) =1, U(Zpm) = (§) y la caracteristica de
Fgynoes?2, 3,5e7, entonces:

o dim[FqDo(ef; — eir)] = ¢(3) = 2;

o W[FqDo(e}; — el,)] = 15.

En www.codetables.de hay cédigos sobre F5 y F7 de esta
longitud y dimensién y el mejor peso conocido es precisamente 15.




