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PREFACIO

La aparicion del software de asistencia geometrica de modelo dinamico AGD
ha dinamizado el interés por el aprendizaje de la geometria en varios sentidos;
para verificar los resultados que compendian el conocimiento organizado de
esta ciencia, para enfrentarse a nuevos retos y problemas y tener la
posibilidad de plantearse situaciones similares y para explorar nuevos
resultados desde las conjeturas individuales y desde las posibilidades mismas
del aplicativo computacional.

En particular, el sentido dinamico que tiene este recurso ha abierto la posibilidad
de explorar lo inherente a los lugares geomeétricos, tema que causa especial
dificultad cuando se estudia desde lo estatico de un diagrama o dibujo. El
dinamismo se convierte en una extension de las ideas, del pensamiento y de la
razon. Un lugar geométrico es una funcion que relaciona un objeto geométrico
inicial con otro final, sostenidos mediante una ligazon I6gica de dependencia
geomeétrica en una construccion intermedia.

Desde este punto de vista, el beneficio académico de la utilizacion de un
AGD persiste solo si los conocimientos geométricos son vastos y la
habilidad geométrica congruente con ellos. Es decir, el uso de un sistema
de geometria dinamica es util siempre que se pueda acudir al repositorio
individual de los conocimientos.

Pero, el conocimiento se adquiere por raciones limitadas, depende del medio y
los recursos, a veces de los actores que o impelen. Este texto se inspira en el
triptico mencionado; esta dirigido a los estudiantes de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad de Narino, y se traduce en un medio escrito con
alto contenido visual y suficientes ejemplos que revelan no solo, las grandes
dificultades que sortearon los antecesores gedmetras, quienes realizaron sus
descubrimientos mediante la repeticion de situaciones puntuales.

El texto también es un recurso didactico que se mueve desde las inquietudes
epistemologicas que establecen las nuevas preguntas de la forma como tiene
ocurrencia el aprendizaje, y sin duda refleja el sentido humano y dignificante que
se espera detecten los usuarios del mismo, pues el libro contiene la potencia de
las habilidades individuales de sus autores, unido a que, el libro, se debe adoptar
como un acto de ternura tal como todo proceso de ensefanza.

Asi, este libro se debe tomar como un amigo maestro que se puede llevar debajo
del brazo, buen maestro, pues es incompleto en el sentido que debe nutrirse con
la inquietud individual de sus lectores.



El libro es una obra inconclusa. Su fin se establece que cada que uno de sus
lectores resuelva uno de los problemas propuestos; otras conjeturas buscan
hallar nuevos algoritmos o procedimientos, o bien aporta un nuevo resultado o
redescubre alguno ya establecido. Es un libro con varios finales, con desenlaces
individuales. Por ello se ha dividido en capitulos en los que resaltan los de corte
epistemoldgico con inquietudes propias de la educacion matematica, contiene
secciones especificas para las secciones conicas que incluyen la recta, la
circunferencia, la elipse, la hipérbolay la parabola.

Un capitulo especial contiene un uso instrumental de las secciones conicas para
resolver los casos del problema de Apolonio y otro elemental en el que se
resuelve un solo problema con infinitas vias de solucion y unica respuesta en el
que de la nada, aparecen infinitas elipses e hipérbolas.

Los autores han creido necesario incluir la construccion de curvas en
coordenadas polares, como un caso especial de lugares geometricos; asi
mismo, un capitulo en el que se muestra la forma en que ellos se convierten en
mecanismos de solucion de problemas especiales. Cada ejemplo, cada aparte,
tiene un viso creativo importante y la explicacion tedrica de cada construccion
no explica la razon geomeétrica o matematica que acerca a la solucion; al
contrario, debe ser el alumno, el lector, el que establezca la razon de cada paso.
Esa particularidad del libro que no lo dice todo es una cualidad que adrede devela
el respeto que los autores sienten por sus lectores. Ademas, cada situacion se
resuelve por via doble, en el modelo euclidiano y en el modelo cartesiano o
analitico, hecho que enriguece aun mas, los propositos académicos de texto.

Por ultimo, el texto se ha enriquecido con un grupo significativo de situaciones
problema; capitulo que ademas puede ser enriquecido por los lectores que
nos envien sus inquietudes o sus planteamientos a cualquiera de los correos
de los autores, oportunidad que permitiria considerar la posibilidad de una
segunda edicion del texto, con lo cual establece que este libro no tiene la
intencion de ser una obra terminada.

Todos los ejemplos expuestos en el libro se realizaron con el asistente
geométrico  Cabri  Géométre y  se pueden descargar  de
https://sired.udenar.edu.co/11342/

Cada construccion se identifica con el numero que acompafia a la gréafica
correspondiente y parte de la palabra clave que identifica al capitulo. Por
ejemplo, para el capitulo problemas relativos a la circunferencia, su Grafica 8, por
ejemplo, se denomina Circun8.fig. Las mismas construcciones poseen el
ingrediente didactico de avanzar en la comprension detallada del proceso de
soluciony para ello disponen de un grupo de botones que dan chance a intuir no
solo cada paso, sino también la razon del mismo.


https://sired.udenar.edu.co/11342/
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Capitulo |

1.1 Lineamientos del Libro

Este capitulo establece elementos para aprovechar el libro y presenta criterios
relevantes en torno a los lugares geométricos, los rudimentos empleados y o
gque no esté al alcance de los objetivos del mismo.

Ellibro se fundamenta en la conversion de un problema establecido en lenguaje
retorico hacia su representacion geométricay no se detiene en el aspecto formal
de una demostracion de su solucion ni en el modelo sintético ni en el analitico.

La tarea de traducir una situacion con requisitos establecidos del lenguaje
comun en objetos geomeétricos y sus relaciones no es simple y debe procurarse
con mayor entusiasmo en la escuela de manera consiente para atrapar a una
cantidad mayor de aficionados al estudio de la geometria y de la matematica. La
conversion es el paso inicial a la solucion de un problema.

También propone ejemplos que escapan al objetivo del libro e invitan a seguir
como modelo de enriquecimiento para el lector. Se toma uno de la mecanica,
consistente en el deslizamiento de una escalera y se demuestra desde Io
analitico que el lugar geomeétrico descrito por un punto particular es un arco de
circunferencia; se estudian problemas de tangencia analogos al problema de
Apolonio, y se prueba desde el algebra elemental que las curvas descritas por
centros de circunferencias son elipses o hipérbolas; se explica la forma en que
un Asistente de Geometria Dinamica (AGD) se convierte en vehiculo exploratorio
y para ello se emplea el concepto de conjugado isogonal de un punto; se advierte
gue un problema, siguiendo el método heuristico, da pie a diversas soluciones y
se hace una reflexion de la dinamica didactica cambiante suscitada con la
aparicion de software especifico para el estudio de la geometria; se presenta el
uso de recursos que se consiguen dentro de las nuevas fuentes de informacion
que dinamizan el interés, el espiritu creativo y el conocimiento y se presenta un
caso relacionado con el origami que sefala la relacion entre las expresiones
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culturales y el conocimiento geométrico. En particular, se presenta a Cabri
Géometre, el cuaderno de notas interactivo de geometria, en el que se han
desarrollado los ejemplos contenidos en el texto.

1.2 Ambientes dinamicos para el aprendizaje de la geometria

La aparicion de diversos software de asistencia geométrica de modelo dinamico
(AGD por sus siglas), haintensificado el interés por el aprendizaje de la geometria
en diversos sentidos; uno es la verificacion de los resultados geomeétricos que
compendian el conocimiento organizado de esa ciencia, otro, enfrentarse a retos
y problemas y abrir la posibilidad de plantearse situaciones similares y
preguntas,y eltercero, explorar resultados desde las conjeturas individuales con
las posibilidades que tiene el aplicativo computacional.

Los AGD permiten la conversion de lo retorico en relaciones fundamentales entre
los objetos geométricos y también hacia el algebra elemental y su relacion
directa con el modelo de geometria analitica.

El sentido dinamico que tiene como mediador un AGD, posibilita explorar lo
inherente a lugares geomeétricos, tema dificil si se estudia desde lo estatico de un
diagrama o dibujo plasmado en papel. El dinamismo de un programa
computacional es una extension de las ideas, del pensamiento y de la razon. Un
lugar geométrico es una funcion que relaciona un objeto geométrico inicial con
otrofinal, sostenidos mediante una ligazon logica de dependencia geométrica en
una construccion intermedia. Desde ese punto de vista, el beneficio academico
de la utilizacion de un AGD persiste solo si los conocimientos geomeétricos son
vastos y la habilidad y creatividad congruente con ellos. Es decir, el uso de un
sistema de geometria dinamica es util siempre que se pueda acudir al acervo de
conocimientos y de conceptos, puesto que ponen en accion los teoremas y
resultados generales de la geometria.

El conocimiento se adquiere por raciones, depende de los contextos, de los
mediadores y l0s recursos, a veces de los actores que |o orientan, administran y
organizan. Este texto se inspira en el triptico mencionado. Esta dirigido a
estudiantes de Licenciatura en Matematicas y se traduce en un medio con alto
contenido visual y con suficientes ejemplos que revelan no solo las dificultades
que sortearon los antecesores gedmetras, quienes realizaron sus
descubrimientos mediante la repeticion de situaciones puntuales.

El texto es un recurso didactico que se mueve desde las inquietudes
epistemologicas que establecen las nuevas preguntas de la forma en que tiene
ocurrencia el aprendizaje y refleja el sentido humano y dignificante que se espera
detecten los usuarios del mismo, pues el libro contiene la potencia de las
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habilidades y el sentido creativo, unido a que es un acto de ternura tal como todo
proceso de ensefanza. Asi, este libro es un amigo maestro, maestro incompleto
en el sentido que debe nutrirse desde la inquietud individual.

Cada uno de los problemasy ejemplos estudiados en el libro se acompafa de un
archivo manipulable elaborado en Cabri Geometre Plus. El programa CABRI-
GEOMETRE Il disefiado por Jean Marie Laborde y Franck Bellemain en la
Universidad Joseph Fourier de Grenoble (Francia) es un software de asistencia
geomeétrica de la linea de Geometria dinamicay validado en las aulas de la misma
Universidad. Desde su aparicion, en el ultimo decenio del siglo pasado, el mundo
escolar y académico asiste a una revolucion cognitiva, movilizando la
investigacion educativa y modificando la didactica de la geometria.

Cabries una oportunidad para establecer conexion directa entre los mundos real
e ideal puesto que en el mundo tangible no existen los objetos geometricos que
se estudian en la escuela; no existen los cuadrados, ni los circulos, ni las rectas,
ni los segmentos y menos, las relaciones entre ellos como la tangencia, o el
paralelismo o la perpendicularidad y nisiquiera la exactitud en las medidas como
la amplitud, el area o la longitud. Esos conceptos son fruto de la intervencion de
la mente en el proceso descriptivo o explicativo del mundo.

Cabries un mediador entre el caracter abstracto de la geometriay el mundo real:
la geometria esta interesada en la forma como objeto de estudio parcialmente
entendida por los griegos, quienes, con Euclides como adalid, crearon un
sistema axiomatico que permite a la razon intervenir en un mundo inexistente, un
mundo en el que parecen suficientes la regla, el compas, el lapiz y el
pensamiento. El mundo creado asi no existe, porque sus elementos primitivos
tampoco existen; Euclides definid “punto es lo que no tiene partes”y “linea es una
longitud sin anchura”; asi, toda marca que se hace en un papel, cada trazo deja
de ser linea o punto pues la huella desde la capacidad microscopica de la
observacion, tiene parte y posee dimensiones, al igual que el trozo de papel
donde se imprimen las representaciones esta lejos de ser un plano en el sentido
matematico de su existencia.

Igual pasa con cada AGD, que desde este vestigio epistemologico se convierte
en una caricatura, en un modo de representacion de las cosas, de las figuras. Si
un punto no tiene parte, no tiene tamano y, en consecuencia es imposible su
percepcion sensorial, igual ocurre con cada uno de los objetos; por ejemplo, una
circunferencia que se define “como el conjunto de todos los puntos de un plano
que equidistan de un punto fijo”, tampoco existe porque no es posible ver a un
punto; por tanto, tampoco se tiene la posibilidad de ver un conjunto de puntos, lo
que garantiza que una circunferencia es un objeto invisible o lo que es lo mismo;
que nadie tiene la capacidad de mirar una circunferencia, o un cuadrado o
cualquier otra figura de la geometria elemental.

11
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Lo que se tiene a disposicion es un modo de representacion de tales objetos y lo
que hace un mediador como Cabri, es el de extender un camino ideal que
magnifica las relaciones entre los objetos y permite el descubrimiento de
resultados, un mediador superior al lapiz y al papel pero inferior al pensamiento,
a la razon. Asi, se hace perceptible decir que todas las circunferencias son
semejantes, al igual que todos los cuadrados, los triangulos equilateros y las
parabolas, pero dos elipses de focos fijos y diferentes no son semejantes y esto
solo se explica desde unos pasos algebraicos derivados de la razon, del
pensamiento puro.

CABRI-GEOMETRE Il simula los objetos geométricos, permite establecer para
siempre las conexiones que se desea entre ellos, establece el concepto que los
tedricos llaman construcciones robustas, en las que relaciones vinculantes de
los objetos persisten a la prueba de arrastre de objetos iniciales. Alhacer tangible
lo que se idea y razona establece una perfecta conjuncion entre el mundo de las
formasy las derivaciones logicas de la mente.

Si bien, una manera de describir el mundo se hace a traves de la forma, de la
medida y de las relaciones entre l0s objetos, que es el motivo de abstraccion de
la geometria, la mente, la razon vy la logica intervienen en la ocurrencia de los
eventos que se suscitan en ellos, o en partes constitutivas de |los objetos.

La mente establece reglas, normas y finalmente leyes que son verdades para
siempre. Por ejemplo, el hecho de que el punto medio de una escalera apoyada
a una pared, describa al resbalarse por el piso un arco de circunferencia cuyo
radio es la mitad de la longitud de la escalera, es algo innegable y concluyente
que se establece como ley y que se puede evidenciar y registrar en CABRI desde
una construccion dinamica que simule el evento. Este ejemplo tan simple se
entrelaza con la tematica que aborda este texto y que esta referido al estudio de
los lugares geomeétricos elementales: la recta, la parabola, la circunferencia, la
elipse y la hipérbola, aparecen de manera recurrente en la resolucion de
problemas.

El libro no se detiene en encontrar con estrategias algebraicas las formas de
conversion entre las ecuaciones, l0s objetos y lugares geometricos, sino que
privilegia la simulacion de cada situacion estableciendo en el mediador de
manera correcta y perfecta las condiciones iniciales, que son requisitos de cada
problemay que relacionan los objetos geométricos subyacentes.

1.3 Un ejemplo formal desde la mecanica

El ejemplo de la escalera deslizante por el piso es prototipo de los problemas
mecanicos, y su inmersion en un AGD se indica en la Figura 1-1. El mediador

12
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CABRI permite hacer la simulacion de modo que la escalera AB se apoya sobre
una paredy se escoge su punto medio X, cuando B se desliza por la horizontal,
el punto X describe como lugar geométrico un arco. Sin duda, aparenta ser un
arco de circunferencia y la evidencia se fortalece si se ejecutan tareas de
medicién, por ejemplo, entre X y el punto en donde concurren las paredes
(origen), para diferentes posiciones del punto B.

Figura jError! No hay texto con el estilo especificado en el
documento.-1. La escalera deslizante

Enlace 1 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Pero eso no es concluyente, no se puede creer en lo que se ve, o que se mira no
siempre es cierto porque la vista engana. El hecho de que la percepcion visual
advierta que se trata de un arco de circunferencia no remplaza la conclusion
razonable de una demostracion. Para ello se tiene el arsenal de resultados
establecidos en los diferentes modelos geometricos.

A continuacion, se dispone una forma en que desde el mundo de las ideas se
advierte que, en efecto, el punto X describe unarco de circunferencia. Los pasos
del razonamiento entrelazan los modelos sintético y cartesiano.

Con 0A = v, 0B = u y por la condicion del problema AB =r como longitud de la
escalera y, en consecuencia, AX = BX =§, se advierte por el teorema de

Pitagoras que u? + v? = r? como se ve en la Figura 1-2.

13
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o

u B

Figura -2. Longitud de la escalera

Figura 2 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Desde el ambito cartesiano se observaque DX = xy 0D = y como coordenadas
del punto movil X vy a partir de que los triangulos rectangulos 4ADX y AAOB son
semejantes tienen todos sus elementos correspondientes proporcionales, se

. L X v-y 1 u v . .
obtiene la proporcion —=— = Conellox = 5+ Y =7, expresiones que definen

2
la ecuacion x? + y? = (g) Yy que, a su vez, es la version algebraica del objeto

geométrico correspondiente a una circunferencia de centro en el origen de
coordenadas 0 y radio g De modo, que en efecto el punto medio X describe un

arco de circunferencia con radio la mitad de la longitud de la escalera.

&Y si en lugar del punto medio se toma otro punto de la escalera? Este tipo de
inquietudes hacen apertura al simular la situacion. Cualquier punto fijo de la
escalera determina una nueva relacion 4 entre el segmento superior AX vy Ia
longitud total AB de la misma y desde el concepto de semejanza de triangulos
empleado en este caso particular, se llega a que todos los demas puntos de la
escalera describen al deslizarse el punto B por el piso, un arco de elipse. En
efecto, si % = A, por el mismo camino de argumentacion se encuentra que el

X2 2

X - ' Y
punto describe la cuarta parte del arco de la elipse 7L + T 1. De

. 1 . . 2 2 .
modo que sir =8y A = " definen la elipse ’26—2+’6'—2 =1, como se aprecia en la
Figura 1-3y que se liga al plano cartesiano.

14
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9x2+y?-36=0

Figura 3 Otro punto de la escalera

Figura 3 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

1.4 El modelo sintético versus el analitico

En general, los requisitos que determinan los lugares geométricos estan
referidos a la distancia o a la ubicacion proporcional de un objeto; por ello, resulta
faciltraducir las condiciones iniciales a expresiones algebraicas. El texto se aleja
de ese caminoy mas bienrecurre a establecer en el mediador tales condiciones
en cada una de las construcciones, mediante relaciones geométricas y medidas.

El parrafo anterior asegura de manera tacita que el modo de trabajo en los
modelos sintético y cartesiano difiere. Mientras en el modelo sintético se requiere
la intervencion directa de las formas, en el modelo cartesiano, las relaciones
determinadas en cada problema necesitan de su traduccion al mundo
algebraico. Pongase como ejemplo, el caso de encontrar el lugar geométrico de
un punto del plano que se desplaza de modo que su distancia a una recta
siempre es igual que su distancia a un punto fijo que esta fuera de la recta. La
linea y el punto estan contenidos en el mismo plano.

En el modelo sintético se toma sobre la recta | un punto mévil M desde donde
se levanta una perpendicular. La mediatriz entre los puntos M y P esellugar de
los puntos que equidistan de M y Py por ello, el punto X de la perpendicular
es uno de los puntos que satisface el requisito general del problema. La infinitud

de puntos restantes se consiguen con solo desplazar el punto M porlarecta | :
evento que determina como lugar geomeétrico una parabola. (Ver Figura 1-4).
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\

Sh)

Figura -4 Parabola como lugar geometrico

Figura 4 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

En el modelo cartesiano y, sin perder generalidad, se toma como recta al eje X y
como punto fijo uno arbitrario F(p, q) y se piensa el problema resuelto; es decir,
un punto del lugar geométrico X(x,y) es tal que |y| = \/(x —p)2+(y—q)?de
donde aparece que el lugar es el compendio de puntos que satisfacen la

2 1 .
ecuaciony = - (x—p)*+ gque se corresponde con una parabola.

Obsérvese que la solucion del problema en el modelo analitico no requiere del
empleo de los objetos, ni de las relaciones establecidas entre ellos, y ni siquiera
de la representacion grafica de la situacion.

La discusion entre cual de los modelos es preferible adoptar se aleja de los
propositos del libro que se centra en el modelo sintético y relega lo cartesiano a
un ejemplo de aplicacion.

1.5 Un ejemplo desde el modelo sintético

Existen variados mecanismos como el del algebra tradicional para explicar las
razones inmersas, a través de relaciones geometricas en las construcciones.
Los requisitos propuestos en cada problema se sumergen en relaciones
geomeétricas de los objetos que ligan a cada construccion. Por ejemplo, un
problema estudiado pide: “Trazar el lugar geomeétrico de los puntos de un plano
tales que la semisuma de los cuadrados de las distancias del punto a dos vértices
de un triangulo es igual al cuadrado de la distancia del punto al tercer vértice del
mismo triangulo”. (Ver Figura 1-5).
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Figura - 5 Ejemplo de curva desde el modelo sintético

Figura 5 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La soluciéon es la siguiente. Sea el triangulo cualquiera 4ABC, ™ una recta
arbitraria que modifica su inclinacion de una circunferencia auxiliar de centro en
0 y radio 0X, la inclinacion cambia al modificar la posicion del punto X en la
circunferencia auxiliar. En la recta M se ubica un punto arbitrario M . Se
consideran las distancias MA, MB 'y MC. Se construyen los triangulos rectangulos
AMBD donde BD = MAy AMCE con CE = MC.

Enlarecta N, perpendiculara M porelpunto M | se ubicanlos puntos Fy G tales
que MF =ME y MG = MD. En este punto es oportuno anotar que en
concordancia con el teorema de Pitagoras se tiene que MB? + BD? = MD? y
MC? + CE? = MC?, pero como CE = MC se concluye que ME? = 2MC?.

Se trazan los lugares geomeétricos de los puntos F y G cuando se mueve M por la
recta My que son dos ramas de hipérbolas. En el punto de corte Hde las ramas
de hipérbola setiene MD = ME = HQ, en el cual Q es el punto de interseccion de
la recta determinada por Hy H' con la recta M siendo Hy H' los puntos de
interseccion de los dos pares de ramas de las hipérbolas. El punto Q también es
el pie de perpendicular de H o H'de la recta M. Ese punto Q satisface los
requisitos del problemay se convierte en uno de los puntos del lugar geomeétrico
pedido. Asi, cuando el punto M coincide con @, se tiene coincidencia en las
relaciones pitagéricas mencionadas, esto es MB? + BD? = 2M(C? y como BD =
MA se obtiene en definitiva que MA? + MB%? = 2MC? o lo que es lo mismo
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MA2+MB?
2
enmarcado en el algebra tradicional.

= MC?, que determina la efectividad de los requisitos del problema,

Varios de los ejemplos del libro permiten esa tarea que se escapa del objetivo del
libro, pero sugiere una tarea adicional para el lector acucioso.

Para obtener el lugar, se recomienda disponer traza al punto Q y animacion al
punto X de la circunferencia auxiliar en la construccion para modificar la
inclinacion de larecta M y conseguir otros puntos Q del lugar geométrico, que en
todos los casos es una linea recta. Si el triangulo es equilatero se trata de una
recta que pasa por el baricentro del mismo y paralela a uno de los lados. Para
cualquier triangulo, el lugar geométrico es una recta determinada por cualquier
punto Q determinado por el procedimiento aqui descrito y el baricentro G del
triangulo original.

La explicacion algebraica que hace de la solucidon un procedimiento correcto se
apalanca en la proposicion 47 del libro Elementos de Euclides, conocido como el
teorema de Pitagoras. Es mas, la misma construccion que resuelve el problema
se fundamenta en ese mismo teorema, del que la humanidad ha acumulado mas
de cuatrocientas demostraciones.

1.6 Algunas operaciones aritméticas con segmentos

Varias construcciones de lugares geométricos estudiados en el libro recurren al
calculo de productos a x b, de cocientes % y de raices cuadradas v/a, l0s que se
hacen a la usanza griega con el uso de segmentos, utilizando el teorema de

Thales y la Proposicion 13 del libro VI de los Elementos de Euclides que explica
como hallar la media proporcional entre dos numeros a 'y b.

El llamado Teorema de Thales es la Proposicion 2 del Libro VI de los Elementos
de Euclides que asegura “Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un
triangulo, cortara proporcionalmente los lados del triangulo. Y si se cortan
proporcionalmente los lados de un triangulo, la recta que une los puntos de
seccion sera paralela al lado restante del triangulo”.

La Figura 1-6representa el calculo del cociente x = %ya que el Teoremade Thales

asegura que los segmentos determinados por secantes a dos o mas paralelas
son proporcionales. Asi, dados los segmentos a y b, se dispone de dos
semirrectas de origenen un punto 0 y se ubican los puntos 4, B, Cy D, de talmodo

que OA = a,0B = b,BC = 1yelsegmento CD sea paraleloa AB;justo AD = x = %

. s a X
valor al que se llega desde la proporcion s =T
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o b B1C
Figura - 6 Calculo del cociente x = %

Figura 6 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La Figura 1-7 representa el célculo del producto x = ab, respecto de la
construccion anterior se realiza una ligera permutacion como se indica en la
construccion. Paraellosetoma 0C = 1

Figura -7 Calculo del producto x = ab

Figura 7 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

0OA = a,CB = byelsegmento BD paralelo al segmento AC con lo que se consigue
la proporcic’m% = % por ello AD es un segmento de longitud ab.

La Figura 1-8 representa el calculo de vab que es la media proporcional entre
dos segmentos de longitudes a y b.

Dados los segmentos de longitudes a 'y b, sobre una recta se ubican los puntos A
y B de modo que 0 quede entre ellos y tales que 0A = ay OB = b. Se construye
una circunferencia de centro en M, punto medio del segmento AB y por O se
levanta una perpendicular que corta a la circunferencia en C. Por la semejanza
entre los triangulos rectangulos 4A0C, ACOB y AACB se consigue la proporcion
% = %o sea x = Vab. De hecho, cuando b = 1, se ha construido x = va.
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Figura - 8 Calculo de Vab
Figura 8 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Con esto y la concatenacion de segmentos, uno a continuacion de otro para el
efecto del calculo de sumas y restas, se dispone de una coleccion de algoritmos
para desarrollar la operatoria aritmética basica.

1.7 La argumentacion en los procedimientos

El libro esta atiborrado de figuras que se corresponden con archivos
manipulables, las figuras se vinculan con una explicacion tacita de cada paso en
el proceso. La razon de cada paso, sefala el mecanismo argumentativo que se
ha evitado pero que de manera implicita debe abordarse como tarea. Por
ejemplo, en el problema “Trazar el lugar geométrico descrito por el centro de una
circunferencia de radio variable tangente al interior de una circunferencia fija en
el plano que siempre pasa por un punto fijo al interior de la misma circunferencia”,
este libro hilvana el siguiente proceso constructivo. (Ver Figura 1-9).
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Figura - 9 Lugar geometrico descrito por el centro de una
circunferencia [...]
Figura 9 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dadas la circunferencia de centro en 0 con radio fijo OT = r y el punto fijo F,
dentro de la misma se ubica un punto moévil T en la circunferencia y se trazan la
recta diametral OT y la mediatriz entre los puntos T y F, rectas que se cortan en
elpuntoX.La circunferencia de centroen X yradio XT = XF esunade lasinfinitas
tangentes interiormente a la dada que pasan por F. El punto X describe una elipse
cuando T se desplaza por la circunferencia de radior. Los puntos O y F se llaman
focos de la elipse.

La tarea que se propone es la de argumentar el porqué de cada paso, que en el
ejemplo se propone como sigue.

Eltrazo de la recta diametral OT se hace porque las circunferencias inicial y final
comparten un punto de tangenciay, en consecuencia, la recta tangente alas dos
circunferencias en ese punto, de modo que el centro de una circunferencia
pedida esta alineado con los puntos T y 0. Recuerde que latangente T y la recta
diametral OT son perpendiculares.

El trazo de la mediatriz entre los puntos T y F se hace porque toda mediatriz de
cualquier cuerda de una circunferencia pasa por el centro de la mismay es claro
que toda circunferencia se determina con su centro y su radio que, a su vez, se
fija en un punto de la misma. Asi, el centro de la circunferencia tangente que se
busca es uno de los infinitos puntos de la mediatriz trazada.

Las dos rectas trazadas se intersecan en el punto X, centro de una de las
circunferencias tangentes interiormente a la circunferencia original y de
radio variable XT = XF ya que todo punto de la mediatrizentre T y F equidista
de esos puntos.

Con todo esto, se hacen las cuentas, encontrando XF + X0 = XT + X0 = r, asi,
la suma de las distancias desde X a los puntos O y F es la constante I' que es el
radio de la circunferencia inicial, lo que concuerda con la definicion de elipse.

¢;Qué ocurre si el punto F esta en el exterior de la circunferencia y la
circunferencia a construir es tangente con su centro también en el exterior de la
misma? Este tipo de preguntas son reflexiones que consiguen una respuesta
inmediata desde el AGD. De hecho, el problema se traslada a trazar el lugar
geomeétrico descrito por el centro de una circunferencia tangente a una
circunferencia fija en el plano que pasa a traveés de un punto fijo en el exterior de
la circunferencia dada.
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Figura - 10 Hipérbola como lugar geométrico

Figura 10 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

De nuevo, se sabe que los centros de dos circunferencias tangentes estan
alineados con el punto de tangencia y que la mediatriz es el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de otros dos. De modo que dada la circunferencia de
centro en 0 y radio OT = r y el punto exterior a ella F, el punto de corte entre la
recta diametral OT y la mediatrizentre F y T que se ha llamado X es el centro de
una de las infinitas circunferencias tangentes a la circunferencia dada que pasan
por F. El lugar geométrico que recorre X al desplazar T por la circunferencia es
una hipérbola cuyos focos son Fy 0. (Ver Figura 1-10).

En efecto, se tiene que 0X — XF = 0X — XT = OT = r, asi que la diferencia entre
las distancia del centro X de una circunferencia variable tangente a una dada
hasta su centro y la distancia a un punto fijo F en el exterior de la misma es la
constante r, igual al radio de la circunferencia dada. Eso coincide con la
definicion de hipérbola.

Lo hecho es un ejemplo argumentativo que posiciona al pensamiento dentro
del algebra elemental y que se espera, sea aplicado a los problemas que se
estudian en el libro.

1.8 Otros caminos de solucion

Si el acervo de conocimientos es mayor, las alternativas de solucion a cada
problema aumentan. Esto es lo que los tedricos llaman heuristica. La heuristica
se compagina con los procedimientos utilizados en la resolucion de un problema
o situacion. Considere el caso de trazar el lugar geomeétrico de los puntos que
equidistan de dos rectas que se cruzan.
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Figura - 11 Bisectriz

Figura 11 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al considerar las rectas r y s que se intersecan en 0, se dispone, como primera
alternativa, un punto movil Msobre una semirrecta de origen en un punto P y se
construyen las paralelasr ' ys " auna distancia PM de las rectasr y s de manera
respectiva. Estas paralelas se cortan en el punto X. Por la definicion de paralela,
el punto X queda equidistante de las dos rectas dadas y su lugar geométrico
queda descrito al desplazar M por la semirrecta. Este lugar geométrico es la
bisectriz del angulo formado por las rectas r v s, 10 que esta representado en la
grafica de la Figura 1-11.

Figura - 12 Bisectriz con triangulo isosceles

Figura 12 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Otra alternativa se tiene al ubicar un punto movil Msobre la recta s y con ayuda
de una circunferencia de centro en 0, punto comun de las dos rectasr y s y radio
OM, construir el triangulo isésceles AOMP como se ve en la Figura 1-12. El punto
medio del lado desigual MP, equidista de los vértices M y P y también de los lados
iguales del mismo triangulo. El lugar descrito por X al desplazar M por la recta s
es bisectriz del angulo formado por las rectas dadas.
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La construccion consigue dos mediatrices que son perpendiculares entre si, una
de las cuales es mediatriz de los puntos M y P.

Figura - 13 Tercera bisectriz

Figura 13 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Una tercera alternativa, representada en la Figura 1-13, consiste en ubicar en la
recta s un punto movil M y desde alli levantar una perpendicular que cortaar en
el punto P. Al considerar el triangulo AOMP se calcula su incentro X como corte
de las bisectrices en los angulos M y P. El lugar geométrico descrito por X al
desplazar M por la recta s es la tercera bisectriz del triangulo. Recuerde que el
incentro X de todo triangulo, equidista de sus lados.

Figura -14 Bisectriz a través de parabolas
Figura 14 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Una cuarta alternativa depende de recordar que una parabola es el lugar
geométrico de los puntos que equidistan de una recta llamada directriz y un
punto denominado foco. Por ello, dadas las rectas r y s que se intersecan en 0,
sobre una recta auxiliar t que pase por 0, se ubica un punto movil M y se
construyen las parabolas que tienen como directrizar yfoco a M, la una,y como
directriza s y foco al mismo punto M. Estas dos parabolas se cortan en los puntos
X; Yy X,. Cualquiera de estos dos puntos, describe como lugar geometrico la
bisectriz de uno de los angulos determinados por las rectas dadas, cuando el
punto M se desplaza por t. Todo es claro desde que d(Xy,r) =d(X,M) vy
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d(Xy,s) =d(X;,M)yporellod(X;,7) = d(Xy,s),enlaqued se interpretacomo la
distancia euclidea entre dos elementos.

Los puntos X; y X,, son centros de las circunferencias tangentes de manera
simultanea a las dos rectas r y s. Todo esto se ha representado en la Figura 14.

Y es posible encontrar otras y mejores soluciones al mismo problema, este hecho lo
enriquece y le da un sentido academico importante. Por ello, se invita al lector de
este libro, no solo a repetir las soluciones que se presentan a cada uno de los
problemas, sino a emplear su sentido creativo, buscando otra u otras soluciones.

1.9 Exploracién de lugares

Especial atencion merece el ambito de las exploraciones que permite el uso de
un AGD. Aplica en ese sentido el nivel creativo que da paso a la curiosidad y da
pie para interrelacionar el acervo de conocimientos individuales. Se propone
como ejemplo el de la transformacion isogonal fundamentada en la construccion
del conjugado isogonal de un punto respecto de un triangulo, en el que aparece
como conexion directa el concepto de lugar geométrico al definir un punto como
parte constitutiva de una curva; curva qgue se adopta como el dominio de una
funciony el lugar geométrico como su imagen.

Dado un triangulo 4ABC y un punto P que no pertenece al triangulo, las
rectas AP, BP y CP se reflejan axialmente por las bisectrices de los angulos
en A, By C respectivamente. Las rectas imagen por reflexion axial coinciden
en el punto P al que se llama conjugado isogonal de P. La Figura 1-15
representa el procedimiento expreso para el calculo del conjugado
isogonal de un punto en particular.

Figura - 15 Conjugado isogonal

Figura 15 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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En este momento aparece la percepcion de que la imagen isogonal P ' traza
lugares geomeétricos cuando la preimagen P se ancla a una figura particular y
sobre el lugar geométrico conseguido, estudiar particularidades que cumple la
transformacion empleada, al revisar si preserva distancia, colinealidad o
perpendicularidad o semejanza e incluso, lo que ocurre cuando el triangulo base
de la transformacion tiene particularidades como la de ser equilatero, isdsceles
o rectangulo. Por analogia con la inversion, los puntos Py P ' son inversos entre
si'y ello significa que la si laimagen de una recta a través de una transformacion
isogonal es una hipérbola que se obtiene como lugar geometrico, laimagen de la
hipérbola conseguida con la misma transformacion es la recta inicial.

7

A B

Figura - 16 Hipérbola a partir de triangulo equilatero

Figura 16 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Enla Figura 1-16, se presenta el caso que toma como base de la transformacion
untriangulo equilateroy la pre-imagen es un punto anclado a una recta que pasa
por su centro de gravedad y paralela a la base.

La gréfica evidencia que el lugar geométrico es una hipérbola que pasa por los
vértices del triangulo uno de los cuales es veértice de una rama de la misma y el
baricentro del triangulo es el vértice de la otra rama.

La Figura 1-17 muestra el caso en que el punto P pasa por el centro de gravedad
de un triangulo equilatero G y al cambiar la inclinacion de la recta siempre se
encuentra como lugar geomeétrico del transformado isogonal, una hipérbola que
pasa por los vertices del triangulo. De ese modo, con una recta, se tiene un
surtidor infinito de hipérbolas.

26


file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Recta/FIGURA%2016.fig
https://sired.udenar.edu.co/11342/

Locus: Lugares geometricos elementales

Figura -17 Hipérbola que pasa por los vertices del triangulo

Figura 17 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Enla Figura 1-18 se ha dispuesto al punto P en una recta cualquieray es llamativo
que tal recta se convierte en un surtidor de elipses e hipérbolas que pasan por los
vértices del triangulo base, con solo cambiar la inclinacion de la misma.

Figura -18 Recta surtidora de elipses e hipérbolas que pasan por los
vértices de un triangulo

Figura 18 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Enla Figura 1-19 se ha dispuesto al punto P en una circunferencia con centro en
el baricentro de un triangulo equilatero y el lugar geométrico que se encuentra
con P ' es, en cada ocasion, un lazo de extraordinaria apariencia y simetria que
se consigue al modificar el radio de la circunferencia.
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Figura - 19 Lazos simétricos

Figura 19 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Y se puede explorar aun mas esta transformacion, avivando la curiosidad y
experimentando en situaciones particulares. Por ejemplo, el transformado
isogonal de una recta que pasa por un veértice del triangulo base, es una recta,
lugar geomeétrico que es la reflexion axial de la recta inicial respecto de la
bisectriz en ese vértice; la imagen isogonal de la circunferencia que pasa por los
tres veértices del triangulo base, es un objeto en el infinito, las infinitas rectas
paralelas a la base producen infinitas hipérbolas y elipses que pasan por los
vértices del triangulo y una entre ellas, tiene como vértice al centro de gravedad
y eslaimagen de la paralela a la base por ese baricentro.

En varios casos se hallan regularidades especiales y, en otros, lugares
geomeétricos caoticos que sefnalan la importancia del uso de un AGD, pues lo
amorfo de las curvas demuestra la imposibilidad de su trazo con el simple uso del
lapiz y el papel. Es factible determinar hechos establecidos en teoria, como que
una recta se transforma a través del conjugado isogonal sobre cualquier
triangulo, en una elipse, una parabola o una hipérbola, segun la recta se ubica
por fuera de la circunferencia del triangulo, o sea tangente a ella o la corte en dos
puntos respectivamente y que los tres vértices del triangulo base de la
transformacion resultan partes constitutivas de esos lugares y ahondar en casos
particulares, por ejemplo, si la recta pasa por el baricentro del triangulo, la
hipérbola resulta equilatera.

Lo dicho en el anterior acapite da paso a la exploracion, a la curiosidad, a
afincar el conocimiento en el lugar significativo que le corresponde, todo, por
la via de la experimentacion.

En el anexo 3 esta el procedimiento para localizar los elementos de las conicasy
que logran demostrar de forma visual, que en efecto, esta transformacion
isogonal permite la construccion de infinitas elipses e hipérbolas.
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1.10. Uso de otros recursos
1.10.1. La enciclopedia de los puntos notables de un triangulo

(Encyclopedia of Triangle Centers, ETC) es una lista en linea de miles de puntos
asociados con la geometria del triangulo que mantiene el profesor
Clark Kimberling, de la Universidad de Evansville. Hasta el 1 de septiembre de
2020 la lista contenia 39.474 centros, algunos de ellos con nombre propio
asociado a su descubridor, pero ante la cantidad abrumadora de los mismos, la
gran mayoria, carece de nombre y Kimberling los ha identificado como X(n),
donde n es parte de la sucesion natural: x(1) es el incentro (Punto en que
concurren las bisectrices), X(2) es el centroide o baricentro (Punto de
concurrencia de las medianas), X(3) es el circuncentro (Punto en que concurren
las mediatrices), X(4) es el ortocentro (Punto en gue concurren las alturas), X(5)
es el centro del circulo de los nueve puntos, también llamado punto de Feuerbach
debido a que el aleman Karl Wilhelm Feuerbach demostro que los puntos medios
de los lados del triangulo y los pies de las alturas pertenecian a tal circunferencia
(Solo seis de los nueve puntos); y asi para los miles y miles de puntos notables.

Esa cantidad de puntos ofrece un recurso generoso para el estudio de lugares
geométricos referidos a los triangulos que tienen igual area. Trazar el lugar
geomeétrico del punto X(n) de todos los triangulos de igual area, es la tarea
recurrente y, sobre ella, estudiar particularidades, es una accion didactica
atrayente. La grafica de la Figura 1-20, representa |os lugares correspondientes
alos puntos X(4) y X(5) para el caso en que los vértices del triangulo son A(—3,4),
B(7,4) y el punto movil C yaceenlarectay = —2.

4x* —16x—-24y+51=0

A(-3.4) B(7.4)

X —4x-6y+3=0

X(5)

X4y /7 ' ' CT

C

Figura - 20 Lugares correspondientes a X(4) y X(5)
Figura 20 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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El ortocentro X(4) describe al desplazar el vertice C por la recta y = -2 la
parabola x? — 4x — 6y + 3 = 0 y el centro del circulo de los nueve puntos X(5)
recorre la parabola 4x%? —16x — 24y +51=0. De modo que al ser los
coeficientes de las variables en las dos ecuaciones proporcionales, se concluye
que la una se consigue a partir de la otra, mediante una traslacion en un vector
cuya longitud es la distancia entre los vértices de las mismas.

En general, X(4) y X(5) describen la misma parabola, salvo por el efecto de la
traslacion y para X(4) los veértices fijos son puntos de la curva.

El punto X(6) en la lista de Kimberling es el puntosimediano, punto de
Lemoine o punto de Grebe y es la interseccion de las tres simedianas que, a su
vez, son las lineas simétricas por la via axial a las medianas con respecto a las
bisectrices asociadas del triangulo. El francés Emile Lemoine le entrega su
nombre a este punto porque en 1873 probd de su existencia mediante la
concurrencia de las tres simedianas de un triangulo.

X' +16y*-32y=0

X

A(-4.0) B(4,0)

Figura - 21 Lugar geométrico generado por X(6)

Figura 21 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La grafica de la Figura 1-21 presenta el caso del triangulo de vértices

A(—4,0), B(4,0) y C sobrelarectay = 4. El punto X(6), también simbolizado como
L, al desplazar C por la recta y = 4 describe como lugar geométrico, la elipse
2

’16—6+ (y —1)? = 1. En todos los casos, las elipses son tangentes a un lado del

triangulo, y en la medida que la recta que contiene a Cesta mas distante de la
base, el area determinada por la elipse se hace menor.
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Ne!

X(8)

Figura - 22 Lazo con simetria

Figura 22 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El punto de Nagel gue en la nomenclatura de Kimberling es X(8) y que también se
representa como Ng, lleva el nombre del gedmetra aleman Christian Heinrich von
Nagel, (1803-1882) y es el punto dentro de un triangulo en que concurren las
lineas lanzadas desde cada vértice a los puntos de tangencia del lado opuesto
con su correspondiente excirculo.

La Figura 1-22 presenta un caso particular en que se observa que al desplazar C
por la recta paralela a la base AB del triangulo, se consigue un lugar geomeétrico
que es un lazo con simetria.

1.10.2. El entomodlogo japonés Kazuo Haga

Revoluciond el mundo del origami, permitiéndose por rebeldia, el derecho de
hacer el primer doblez de un cuadrado por fuera de las normas del origami. En el
origami tradicional japonés solo existen dos maneras de hacer el primer doblez:
uniendo dos vértices consecutivos del cuadrado, con lo que se consigue una
linea por la mitad del papel por los puntos medios de dos lados opuestos, o
construyendo una de las dos diagonales al unir dos vértices no consecutivos del
cuadrado, que hace que correspondan los angulos. Estas dos acciones terminan
en lo que se conoce con el nombre de pliegues primarios.

En 1978, Haga decidio cambiar lareglay llevo una esquina al punto medio de un
lado. Esa accion se convirtio en el Teorema de Haga; la doblez descrita construye
tres triangulos rectangulos semejantes y si se toma como medida del lado del
cuadrado ocho unidades, uno de los triangulos adquiere las medidas 3,4y 5 que
conforman la triada pitagodrica basica mas famosa en el mundo matematico.
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Figura - 23 Pliegues de Haga
Figura 23 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

En elteorema de Haga se pliega un vértice del cuadrado sobre el punto medio de
uno de los lados. El mismo Haga se interrogo si encontraria algo llamativo al
hacer que el vértice coincidiera con un punto aleatorio de un lado. Ello le permitio
encontrar algo asombroso; al repetir los pliegues para los dos vértices opuestos
de un lado sobre un punto aleatorio, lo que se construye es parte de dos lineas
llamadas mediatrices entre los puntos que se unen. El punto de interseccion de
esas mediatrices cae en uno de los pliegues primarios siempre, cae en la linea
central del cuadrado y su distancia al punto aleatorio es la misma que a
cualquiera de los vértices del lado opuesto.

Enla Figura 1-23 se representa lo hecho por Haga de manera dinamica. Dado el
cuadradooABCD setomaen DC un punto arbitrario M y se trazan las mediatrices
entre los pares de puntos M, Ay M, B, estas mediatrices se cortan en el punto X.
El lugar geometrico descrito por X cuando M se mueve a lo largo del lado €D es
una porcion pequefa de un pliegue primario, una parte de la linea central del
papel que contiene infinitos puntos.

Es util anotar que el equivalente del origami de obtener un pliegue en el papel al
hacer coincidencia entre dos puntos es trazar la mediatriz entre dos puntos del
plano con regla y compas dentro de la geometria sintética o euclideana. Haga,
con un poco de conocimiento de la geometria del triangulo no debio asombrarse;
el punto X noes mas que el circuncentro deltriangulo AABM vy, por ello, pertenece
a la mediatriz del lado AB que permanece constante en el triangulo, dado que X
es el punto de concurrencia de las tres mediatrices y en consecuencia es un
punto equidistante de los vértices del triangulo.
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Ese ejemplo, sin embargo, demuestra que en las cosas simples estan
escondidos resultados a la espera de su descubrimiento, hechos que causan
asombro y que hacen del mundo matematico un espacio ideal para ser
intervenido desde la curiosidad y la creatividad y que se tiene en el concepto de
los lugares geomeétricos un artefacto ideal para enriquecer el conocimiento.

Lo expuesto en la brevedad de los ejemplos, la amplia oportunidad de estudiar
lugares geometricos desde el uso de otros recursos como el expuesto aqui,
permiten entender que la matematica es inagotable y que existe una dinamica
permanente de hallazgos y de busquedas, de preguntas y respuestas que hacen
del conocimiento geométrico un rico yacimiento de encuentros, de resultados,
de inspiraciony de inventiva.

1.11. Generalidades sobre Cabri GEéomeétre, el cuaderno de notas
interactivo de geometria

CABRI-GEOMETRE Il moviliza la formacion, anima el espiritu a modelar y simular
situaciones, a estudiar fendmenos en las formas, en los objetos geométricos,
permite establecer conjeturas e incluso, ha gestionado el rigor matematico, al
abrir como compuerta de interrogacion, si los resultados o evidencias de las
construcciones elaboradas en el AGD, remplazan las demostraciones formales.

La aparicionde CABRI-GEOMETRE Il marco un hito educativo, viene modificando
el quehacer escolar y, a la vez, ha puesto al descubierto la brecha que en los
sistemas escolares existen entre los centros matematicos de punta y las
periferias. En estos ultimos, la introduccion de asistentes educativos, de
mediadores como el que cimenta la escritura de este texto ha sido lenta, pues no
ha dependido de decisiones politicas de los administradores de la educacion,
sino mas bien del apasionamiento de grupos de educadores que admiten en este
recurso, grandes oportunidades educativas y posibilidades idoneas de progreso
académico individual y colectivo.

CABRI-GEOMETRE Il Plus, para ambiente Windows, contiene los modelos
sintético y analitico y también deambula un menu que ambienta las llamadas
geometrias no euclideas, centrado en experimentar resultados dentro del
modelo de la geometria hiperbdlica. Como consecuencia de tales posibilidades,
este texto estudia los lugares geomeétricos en el modelo sintético a traves de un
problema o situacion y a continuacion propone un ejemplo enmarcado en el
modelo cartesiano. El programa incluye las herramientas propias para el estudio
de la geometria de transformaciones, en cuanto contiene los rudimentos
esenciales de las transformaciones denominadas, movimientos rigidos y las de
semejanza como homotecias e, incluso, latransformacion de inversion en el plano.

El hecho de haber escogido Cabri para desarrollar este libro, obedece a varias
circunstancias, una de ellas, la generosidad de su creador Jean Marie Laborde,
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al entregarle a la Universidad de Narifio una licencia perpetua de este software,
perola masimportante es que el sistema permite calcular puntos de interseccion
entre objetos, con mayor eficiencia que otros aplicativos, y la eficaciaen el calculo
de sus medidas lo convierte en un mediador de alta precision en comparacion con
otros que existen en el mercado, incluso los que son de libre adquisicion.

Las construcciones referidas a lugares geomeétricos requieren con frecuencia del
calculo de puntos de interseccion y la conexion entre un objeto inicial y el final se
establece de manera l6gica. De alli, todo consiste en establecer dinamismo a la
construccion. La conexion entre un objeto inicial y uno final es analoga a establecer
una funcion que distingue y diferencia el dominio y el recorrido de la misma.

Todos los ejemplos estudiados en el texto se acompanan de su correspondiente
construccion en Cabri, que el lector puede disponer al abrir el hipervinculo
contenido en el nombre de la Grafica respectiva. Cada archivo se ha disefiado
con botones de ocultamiento que indican los pasos mencionados en la parte
tedrica. El lector, puede al final, no solo reconstruir el problema o situacion, sino
también cambiar las posiciones de los objetos y, con ello, los requisitos originales
establecidos en su formulacion. Esa es la gracia del empleo de un software
ASISTENTE DE GEOMETRIA DINAMICA (AGD) que da apertura a cambiar,
modificar e, incluso, idear otros problemas de los que con seguridad se sale
robustecido, y a encontrar, ocasionalmente, respuestas asombrosas. La
alternativa de modificar, cambiar, sugerir, conjeturar, idear, es la compuerta para
que cada lector adquiera la habilidad de organizar sus propias preguntasy, de
hecho, establecer respuestas.

CABRI-GEOMETRE Il Plus es un programa para estudiar Geometria. Con él es
posible construir objetos geométricos, visualizarlos en forma dinamica,
manipularlos, transformarlos y tomar medidas en ellos. Hace facil el estudio de la
geometria, pues es amigable al uso de sus recursos. Muy pronto se convierte en
un mediador transparente entre el docente y el objeto de aprendizaje que debe
cargar el estudiante. Como se ha explicado, con Cabri se estudia todo tipo de
propiedades geométricas de los objetos y cede paso a calcular lugares
geométricos de forma sencilla e intuitiva; tarea dispendiosa, dificil y complicada,
incluso para las mentes mas abiertas, si tan solo se acudiera al lapiz y al papel.

CABRI-GEOMETRE Il Plus es un programa grafico que funciona a través de un
menu de botones para acceder a las distintas funciones, pero también permite
tener como recurso un amplio abanico de funciones, algunas de las cuales se
incorporan en la calculadora contenida en su nucleo. La sintaxis de las funciones
son las mismas que emplea el CAS DERIVE (Asistente de Calculo Abstracto
Simbalico). Cabritambién permite establecer herramientas propiasy personales
para el registro macro-construcciones con fuerte aroma a funciones, que
distinguen los elementos que conforman las variables independientes de
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aguellos que resultan de conexiones logicas y son las variables dependientes.
Las macros, agilizan el trabajo y robustecen el caracter creativo del usuario.

A continuacion, se referencia el acervo de herramientas contenidas en el
programa para dar al lector una idea de las oportunidades que ofrece y que
causan la sensacion de contener todas las posibilidades. Ya la mente y el espiritu
creativo realizaran la tarea que abre como consecuencia, el uso correcto y
profesional del programa. CABRI-GEOMETRE Il Plus es la mejor aventura para el
aprendizaje de la geometria.

El paquete permite construir:
Puntos: aislados, sobre un objeto, como interseccion de dos objetos.

Figuras rectilineas: rectas, semirrectas, segmentos, vectores, triangulos, poligonos y
poligonos regulares.

Figuras curvilineas: circunferencias, arcos de circunferencia, conicas por cinco puntos.

Construcciones y herramientas: punto medio, recta perpendicular, recta
paralela, mediatriz, bisectriz, suma de dos vectores, construcciones con
compas, transferir medidas, lugares geomeétricos.

Movimientos en el plano, rigidos y de semejanza: simetria central y axial,
traslacion, rotacion, homotecia e inversion.

Determinacion de posiciones relativas: pertenece un punto a un objeto, estan
alineados tres puntos, es equidistante, son paralelas dos rectas, son perpendiculares.

Medidas y modelo cartesiano: coordenada, distancia, longitud, area, angulo,
pendiente, ecuacion, valores numéricos de expresiones algebraicas, crear
tablas. Esto obedece al modelo cartesiano.

Modulo de permanencia de las construcciones: con el cual efectua
macro-construcciones que agiliza el estudio de diversidad de problemas
con procedimientos iterativos.

Elementos de edicion: texto sobre objetos, numeros, expresiones.
Marcas sobre objetos: angulos, hacer trazas, animar objetos.

Elementos de disefo grafico: color, espesor, llenado, ocultar, mostrar, aspecto,
punteado, ejes, cuadricula.
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Capitulo 2

2.1 Lugares Geomeétricos Clasicos

Este capitulo aborda el estudio de los lugares geometricos generales estudiados
en cursos de geometria elemental. Cada problema, se estudia desde el modelo
sintético, y en la mayoria de los casos se propone como aplicacion un caso
particularinmerso en el modelo cartesiano.

Ejemplos Iniciales

La linea recta es uno de los objetos geométricos simples de mayor utilidad.
Mediatrices y bisectrices son casos particulares de rectas que se utilizan con
frecuencia como instrumentos en la resolucion y planteamiento de problemas.
Los conceptos de perpendicularidad y paralelismo son recursos a los que se
asiste con regularidad y a los que se recurre en variados ejemplos de este
capitulo. La circunferencia es otro objeto geométrico en el que confluye
diversidad de conceptos como el de tangencia, secante y cuerda, en el cual se
aplicaran transformaciones como la inversion.

Ademas de la recta y la circunferencia, se exponen ejemplos de las conicas y
otras curvas que se estudian de manera somera.
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2.2.1. Problema 1.

Trazar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos fijos Ay B .
(Ver Figura 2-1).

Figura -24 Recta que equidista de dos puntos

Grafica 1 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sobre una semirrecta m con origen en un punto O se ubica un punto arbitrario M
a unadistancia superior a la mitad de la distancia entre los puntos Ay B. Con radio
OMse ubican sendas circunferencias con centros A y B que se cortan en los
puntos X; Y X,. La recta determinada por estos dos puntos es el lugar geométrico
buscado. Esa recta se denomina mediatriz de los puntos dados Ay B. Los puntos
X1y X, cambian de posicion al mover M por la semirrecta a la que pertenece.

La mediatriz es un instrumento geométrico con alta aparicion en la solucion de
problemas geométricos; por ejemplo, se utiliza en la construccion técnica de
parabolas, elipses, hipérbolas y circunferencias.

2.2.2. Ejemplo 1. La Figura 2-2 representa el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de A(—3,2) y B(3,6).

B(3.6)

y=-3x2+4

A(53,2)

Figura - 25 Ejemplo de Recta que equidista de dos puntos
Gréfica 2 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Este caso subyace como un ejemplo particular del Problema 1y como lo indica
la misma grafica, produce larectay = —%x + 4.

2.2.3. Problema 2.

Un punto se mueve de tal manera que su distancia a una recta e igual que su
distancia a un punto fijo en el plano, trazar el lugar geométrico por el cual se
mueve este punto.

Figura - 26 Parabola generada por foco y directriz

Grafica 3 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada unarecta Ly el punto P, se escoge un punto arbitrario M en la recta y se
levanta desde alli una perpendicular a !, la mediatriz entre los puntos M y P
determina sobre la perpendicular el punto X que, a su vez, describe una
parébola en su traza, cuando se mueve M por la recta |. P es el foco de la
parabola, y larecta | sudirectriz. (Ver Figura 2-3).

2.2.4_Ejemplo 2.

La Graficade lafigura 2-4 representa el lugar geometrico del punto que se mueve
de tal manera que su distancia al eje X | es igual a su distancia al puntoP(3,4).

>

X —6x—8y+25=0

Figura - 27 Ejemplo de parabola generada por focoy eje x
Gréfica 4 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Este ejemplo es un caso particular del problema preliminar anterior y Cabri

_2)2
determina la ecuacion de la parabolay = < 83) + 2.

2.2.5. Problema 3.

Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia a un punto fijo es
igual a su distancia a una recta. Trazar el lugar geométrico que describe tal punto.

Figura - 28 Circunferencia

Grafica 5 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dados larectaly el punto P, se ubica en una semirrecta m, un punto arbitrario @
. La recta | paralela a | se construye ayudandose del teorema de Tales, de
manera tal que estén a una distancia igual al cuadrado de la distancia entre P y
Q. Esta recta paralela se corta en los puntos X; y X, con la circunferencia de
centro en P y radio PQ y al mover Q sobre m describen los arcos de
semicircunferencia de centro en C y radio CX,. El lugar buscado es la
circunferencia de centro en C y radio CXj;.

2.2.6. Ejemplo 3.

La Grafica 2-6 representa el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que el cuadrado de su distancia al punto P(2,5) esigual a su distancia al eje X

29 - Ejemplo de circunferencia
Grafica 6 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Se siguen las indicaciones del ejercicio precedente para la semirrecta de punto
de origen en P(2,5) y el eje x como recta [ y se llega a la ecuacion de la

2
. . 11 21
circunferencia con centroenlarectax = 2, (x — 2)? + (y - 7) =1

2.2.7. Problema 4.

Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos
fijos Ay B es una constante k, trazar el lugar geométrico que describe ese punto.

Figura 30 - Elipse

Grafica 7 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

En el segmento que define la constante k se ubica un punto arbitrario M que lo
divide en dos segmentos, uno de longitud r y el otro de longitud s. Asi, con centro
enAyradiorycentroen By radio s se construyen circunferencias que se cortan
en los puntos X; y X,, puntos que al mover M describen los arcos de una elipse.

Para que el problema tenga sentido, se tiene que la distancia entre los puntos Ay
B debe ser menor que la constante k. (Ver Figura 2-7).

2.2.8. Ejemplo 4.

I Notese que en la ecuacion de la grafica, el valor 2.29%es una aproximacion que

Cabrihace de 241.
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La Grafica 8 representa el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la suma de sus distancias a los puntos A(3,4)y B(7,2) es 8,

¥

il .
M
0,372 +0,12 xy +0,47 y*- 4,13 x- 3,44y +10=0

Figura - 31 Ejemplo de elipse rotada

Grafica 8 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al ser caso particular del problema anterior, y al estar ubicados los focos del lugar
en una recta no paralela a ninguno de los ejes, la ecuacion que corresponde a la
misma posee término en la parte literal *Y . Se observa enla construccién que se
ha ubicado un segmento de longitud 8 sobre el eje X . (Ver Figura 2-8).

2.2.9. Problema 5.

Trazar el lugar geométrico de los puntos descritos por los centros de las
circunferencias circunscritas a un triangulo que tiene dos veértices fijos y el tercer
vértice se mueve libre en el plano.

Figura - 32 Recta generada por centros de circunferencia concéntricas

Grafica 9 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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El circuncentro de un triangulo es el punto de concurrencia de las mediatrices de
los tres lados. De hecho, tal centro se encuentra como interseccion de solo dos
de ellas. Alfijar los puntos Ay B y dejar en libertad de movimiento al tercer vértice
M por el plano, el circuncentro J describe una de las tres mediatrices; para ver
este efecto se dispone de la opcion traza incorporada en Cabri, sobre el punto J.
(Ver Figura 2-9).

2.2.10. Ejemplo 5.

En la Grafica 2-10 se representa el lugar geométrico descrito por el punto P |
circuncentro del triangulo VABC, en el que se fijan los puntos A(—=1,—-1) y
B(6,—2). El punto C, varia en el plano. La ecuacion del lugar geométrico descrito
porPeslarectay = 7x — 19.

Figura -33 Ejemplo de recta generada por centros de circunferencia
concentricas

Grafica 10 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

2.2.11. Problema 6.

Trazar el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos A y B en el plano, es una constante k.
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Figura - 34 Hipérbola
Gréfica 11 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Se ubica un punto arbitrario M sobre una semirrecta m de origen en el punto 0 y
se ubica el punto € de manera que la distanciaentre Cy M seaigual ala constante
k determinada por un segmento. Con centrosen Ay radio OC y concentroen By
radio OM se trazan circunferencias que cortan en los puntos X; y X,. Estos puntos
determinan los arcos de una hipérbola cuando M recorre la semirrecta m. Esta
hipérbola es el lugar geomeétrico buscado, para la cual los puntos Ay B son los
focos de la misma. (Ver Figura 2-11).

2.2.12. Ejemplo 6.

La Grafica 12 representa el lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal
manera que la diferencia de sus distancias a los puntos fijos A(2,1) y B(6,3) en el
plano es la constante 2.

N

°B

3x+4xy-132x-16y+76=0

Figura - 35 Hipérbola rotada
Grafica 12 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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El problema constituye un caso particular del problema 6 y dado que los
puntos A y B se ubican en una recta no paralela a alguno de los ejes
coordenados, la ecuacion de la hipérbola contiene un término en xy que
desaparece al ejecutar una transformacion de coordenadas que es una
composicion de una traslacion y una rotacion.

En el archivo adjunto se presenta el lugar geomeétrico al ejecutar tal
transformacion de las coordenadas, de manera que la ecuacion carezca de
término xy y se presente en la forma canonica. (Ver Figura 2-12).

2.2.13. Problema 7.

Dos de los vertices de un triangulo son los puntos fijos A y B. Trazar el lugar
geometrico deltercer vértice € que se mueve, de talmanera que la diferencia entre
las longitudes de los lados AC y BC es igual a la mitad de la longitud de lado AB.

Figura - 36 Hipérbola a partir de triangulo
Grafica 13 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Este es un caso particular del Problema 6 y se resuelve de igual manera,
poniendo un punto libre M sobre una semirrecta y se ubica un punto D de modo
que DM=%AB. Los puntos C describen las ramas de la hipérbola que
determinan la infinitud de triangulos que resuelven el problema. (Ver Figura 2-13).

2.2.14.Ejemplo 7.

Dos de los vértices de un triangulo son los puntos A(0,1) y B(0,5). La Grafica 14
muestra el lugar geometrico deltercer vértice C que se mueve, de talmanera que
la diferencia entre las longitudes de los lados AC y BC es igual a la mitad de la
longitud del lado AB.
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x

Figura 37 - Ejemplo de hipérbola a partir de triangulo

Grafica 14 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Debido a que los focos de la hipérbola son vértices del triangulo sobre el eje y, la
ecuacion de la misma carece de término en xy. (Ver Figura 2-14).

2.2.15. Problema 8.

Los extremos de la base de un triangulo son los puntos A y B. Trazar el lugar
geometrico del vértice opuesto C si se mueve, de tal manera que el angulo RCAB
esigual al doble del angulo RCBA.

T T

Figura - 38 Hipérbola a partir de triangulo

Grafica 15 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Se dispone de un arco de circunferencia PRScentrado en 0, sobre el que se ubica
un punto movil Mque determina el angulo RMOP, y al tiempo se construye el
angulo RROMde medida igual al doble del anterior. El punto B ' se obtiene al rotar
B alrededor de Aenelangulo RROM y el punto A ' es larotacion de A en el angulo
RMOP; esos puntos se utilizan para trazar las semirrectas AB' y BA' que se
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intersecan en el punto C. El punto C describe una parte de rama de una hipérbola
cuando se mueve el punto Mpor el arco PRS. (Ver Figura 2-15).

2.2.16. Ejemplo 8.

Los extremos de la base de un triangulo son los puntos A(1,0) y B(7,0). La Grafica
2-16 representa el lugar geométrico del vértice opuesto & si se mueve, de tal
manera que el angulo RCAB es igual al doble del angulo RCAB.

3x° —p*—30x+63=0

Figura -39 Ejemplo de hipérbola a partir de triangulo
Grafica 16 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El problema en cuestion es un caso particular del Problema 8 y obedece, en
consecuencia, a la misma construccion. La solucion efectiva del problema
esta constituida de manera exclusiva por la rama a la izquierda de la

(RN G
4 12

hipérbola

2.2.17. Problema 9.

Una circunferencia de radio la tercera parte del radio de otra, rueda sin deslizarse
dentro de ella, manteniéndose tangente a ella a todo instante. Trazar el lugar
geomeétrico que describe un punto T ' de la circunferencia interna.

Figura - 40 Deltoide tricuspide de Steiner
Grafica 17 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Dada la circunferenciade centro en 0, se ubica sobre ella el punto M y se dispone
el punto adicional R, el punto T se ubica sobre la misma circunferencia, de tal
forma que RMOT = 3RMOR teniendo en cuenta de no sobrepasar en su medida,
el valor 2. Con centro en 0 ' y dentro de la circunferencia de radio mayor se
construye la circunferencia de radio r = OTM y se trazan los segmentos T 'U
paralelo al segmento OT y el segmento VW, perpendicular al mismo. Esos
segmentos se encargan de simular el rodamiento sin deslizamiento de la
circunferencia dentro de la otra. El lugar geométrico generado por el punto
T 'cuando M se desplaza por la circunferencia es la deltoide tricuspide de
Steiner. Esta curva fue descubierta por Leonard Euler hacia 1745, y después
redescubierta por Jacob Steiner. (Ver Figura 2-17).

2.2.18. Ejemplo 9.

La Grafica 18 representa la deltoide tricuspide de Steiner que se dejarepresentar
mediante la ecuacion cartesiana cuya expresion general es:

(x% + y?)? + 8ax(x? — 3y?) + 18a?(x? + y?) — 27a* =0
siendo a un parametro real y cuyas ecuaciones parametricas son

x = a(2Cost + Cos2t);y = a(2Sent — Sen2t).

J\)l

Figura - 41 Ejemplo de deltoide tricuspide de Steiner
Grafica 18 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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La Grafica 2-18 se ha construido para el caso en que a = 2, para la que se ha
utilizado las ecuaciones parametricas de la misma.

Figura - 42 Variantes del deltoide tricuspide
Grafica 19 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

En dependencia de las veces que se replique el arco MR, como el problema 9
que pide que se replique tres veces para establecer el segmento que simula el
desplazamiento de la circunferencia interna, tangente a la primera y también del
radio de la misma, se tiene gran diversidad de lugares, de los cuales se muestran
algunos en la Grafica 2-19. Ello sefiala una riqueza de exploracion, desde 10s
cuales se decide que los lugares geométricos son Uutiles, por ejemplo, en la
construccion de poligonos regulares, incluso, aquellos que no se pueden obtener
con eluso de lareglay compas en la forma euclidiana, como el heptagono.

b

Figura - 43 Ejemplo de deltoide tricuspide de Steiner

Grafica 20 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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La Grafica 2-20indica que la deltoide tricuspide de ecuaciones paramétricas x =
a(2Cost + Cos2t); y = a(2Sent — Sen2t) no cambia al alterar el valor de t
restando o sumando una constante, 1o que obliga a modificar el intervalo de
definicion del parametro. En este caso se ha representado la curva x =
a(2Cos(t —3) + Cos2(t — 3)),y = a(2Sen(t — 3) — Sen2(t — 3)) cuando a = 2.

2.2.19. Problema 10.

Se considera una circunferencia de radio arbitrario r. Trazar el lugar geométrico
descrito por el punto P, pie de la perpendicular trazada desde un punto V
exterior ala circunferencia, a la tangente por un punto M de dicha circunferencia.

Figura - 44 Caracol de Pascal
Grafica 21 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sobre la circunferencia de centro en O se ubica un punto M y desde alli se traza
latangente t a la circunferencia. Desde un punto V exterior a la circunferencia se
traza la perpendicular m que se corta en P con la tangente mencionada. El lugar
geométrico descrito por P cuando se desplaza M por la circunferencia se
denomina Limacon o Caracol de Pascal, curva descubierta por Etienne Pascal,
padre de Blaise Pascal y que ademas recibe el nombre genérico de curva pedal
0 podaria. (Ver Figura 2-21).

2.2.20 Ejemplo 10.

Dados la circunferencia x? + y? = 4y el punto V(0,4), la Gréfica 2-22 representa
la curva descrita por el punto P, pie de la perpendicular trazada desde V a la
tangente por M de dicha circunferencia.
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X+ 237 +y* -8y -8y -4 X% + 12y +32y-64=0

Figura - 45 Ejemplo de Caracol de Pascal

Grafica 22 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Esta curva podaria o0 pedal, para el caso de una circunferencia, se consigue al seguir
los pasos establecidos en el problema precedente y con operaciones algebraicas que
implican célculos especiales, se llega a la ecuacion 4x? + 4y? = (x? + y? — 4y)2.

2.2.21.Problema 11.

Dada una circunferencia de diametro AB, por el extremo B se levanta su recta
tangente y se ubica un punto M en la circunferencia para determinar la recta AM
que corta a la tangente en el punto C. Se ubica en AM un punto P de modo que
AP = MC. Trazar el lugar geométrico que describe P cuando M se desplaza

por la circunferencia.

Figura - 46 Cisoide de Diocles

Grafica 23 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El problema confeccionado determina los pasos a seguir hasta encontrar el lugar
geométrico que se denomina Cisoide de Diocles. (Ver Figura 2-23).
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2.2.22.Ejemplo 11.

Dada la circunferencia (x — 2)? + y? = 4 por el extremo B(4,0) se levanta su
recta tangente y se ubica un punto M en la circunferencia para determinar la
recta OM, siendo O el origen de coordenadas, recta que corta a la tangente en el
punto C. Se ubica en OM un punto P de modo que AP = MC. Trazar el lugar
geomeétrico que describe P cuando M se desplaza por la circunferencia.

.i'-.)l
C
1 M
FJ
1 >
0 B

-

X+ -4y =0

Figura - 47 Ejemplo de Cisoide de Diocles
Grafica 24 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La ecuacion de la cisoide de Diocles, que se consigue en este caso particular,
tiene como ecuacion en coordenadas polares a p = 4tan(0)sen(6), que
llevadas a coordenadas cartesianas produce la ecuacion x3 + xy? — 4y? = 0.
(Ver Figura 2-24).

2.2.23. Problema 12.

Dada una circunferencia, sobre la recta diametral s se ubica un punto
arbitrario A desde donde se levanta una perpendicular a s. Se sefala el punto
0 interseccion entre la recta diametral y la circunferencia y se ubica un punto
arbitrario M en la circunferencia. Se traza la recta OM y se sefiala su punto de
corte Pcon la perpendicular a s. Por P se traza una paralela a la recta s que
corta a la circunferencia en los puntos Q y Rcuando P queda en el interior del
circulo. Desde Q y R se trazan perpendiculares a s que cortan a larecta OM en
los puntos S y T. Trazar el lugar geométrico descrito por los puntos Sy T al
mover M a lo largo de la circunferencia.
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Figura - 48 Curva descrita por dos puntos

Grafica 25 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

A diferencia de los otros problemas, esta curva esta descrita por el movimiento
de dos puntos cuya arquitectura depende de la ubicacion del punto A4, bien en el
interior o exterior del circulo. (Ver Figura 2-25).

2.2.24 Ejemplo 12.

2 2
Se considera la circunferencia (x — %) +y?= (%) .Se ubica un punto libre A(b, 0)

desde donde se levanta una perpendicular p al eje x, se ubica en la circunferencia
un punto libre M y se traza larecta OM, siendo O el origen de coordenadas. Esarecta
y la perpendicular por A se intersecan en P, por ese punto se traza una paralela al
eje x que corta a la circunferencia en los puntos Q y R desde donde se trazan
perpendiculares al eje x, perpendiculares que cortan a la recta OM en los puntos S
y T. En la Grafica 2-26 se representa 10s lugares geometricos descritos por los
puntos Sy T cuando M se desplaza por la circunferencia.

TN N
A \\/
\ T
M
Q

P R\ |n

Figura - 49 Ejemplo de curva descrita por dos puntos
Grafica 26 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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La misma elaboracion del problema describe los pasos procedentes para hallar
los lugares geomeétricos pedidos, que son dos curvas que en su conjunto
reciben el nombre la Cuartica Piriforme que tiene como ecuacion cartesiana
b?y? =x3(a—x) con a>0 y b > 0.Para el caso representado en la Gréafica
26, se han tomado a =8y b =5, y del archivo que se ha tomado es factible
cambiar los parametros establecidos y pedir la ecuacion de la curva descrita.

2.2.25. Problema 13.

En una circunferencia de diametro AB se ubica un punto movil M, la tangente
a la circunferencia por B se corta en R con la recta AM , secante a la
circunferencia. La perpendicular levantada por R a la tangente y la paralela
a dicha tangente trazada desde M, determinan un punto de interseccion P.
Trazar el lugar geométrico que describe el punto P cuando el punto movil M
recorre la circunferencia dada.

A

Figura - 50 La Bruja de Agnesi
Grafica 27 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El disefio del problema entrega los pasos que conducen a la confeccion del
lugar geométrico llamado la Curva de Agnesi, mas conocido como la Bruja de
Agnesi, curva que fue descubierta y estudiada por Gaetana Agnesi. La
paralela por A a la tangente de la circunferencia por B es asintota de la Curva
de Agnesi. (Ver Figura 2-27).

2.2.26. Ejemplo 13.
La Grafica 2-28 representa la Curva de Agnesi que se consigue al tomar la

. . 2 a 2 a 2 .
circunferencia x* + (y - E) = (5) , al adoptar al origen de coordenadas 0(0,0)

como el punto A y al punto de coordenadas (0,a) como B en correspondencia
con el Problema 13.
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A
X'y+16y-64=0

Figura - 51 Ejemplo de Bruja de Agnesi
Grafica 28 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Llevar las condiciones que se imponen en el lugar geométrico, a expresiones
algebraicas, conducen a que en general, la curva de Agnesi tiene como
. i a am? . . m
ecuaciones parametricas a x =— vy y = —,; siendo el parametro "', la
pendiente de la recta AM. Eliminando este parametro se llega a la ecuacion
. a2 Lo
cartesiana delacurvay = Para el caso representado en la Grafica 2-28,

a2+x2’
se hatomadoa = 4.

2.3 Lugares geométricos referidos a la recta

Las colecciones de problemas resueltos tienen alto valor pedagogico en el
sentido en que con ello se aprende a enfrentar problemas que contienen los
mMismos requisitos o son similares. En matematicas, y de hecho en geometria,
una forma alterna y complementaria a la de estudiar los aspectos teodricos de
aprendizaje es la de enfrentarse a problemas como los que se presentan en este
capitulo. Los problemas son un mecanismo certero que acercan al dominio de
los conceptos de una disciplina cientifica.

Los problemas en objetos geométricos que se estudian en este texto apuntan a
tener un acceso directo a la solucion del problema, cuidando de dar el paso
correcto sin indicar la razon, para que el lector y usuario argumente su porque.
Incluso, en varios problemas se determina una accion que debe ser indagada por
cuenta del estudiante; por ejemplo, el calculo geométrico de la raiz cuadrada de
un numero, o la media proporcional de una cantidad dada como longitud de un
segmento, o el producto o cociente de segmentos utilizando el teorema de Thales.

A continuacion, se presenta una coleccion de problemas que finalizan en lugares
geométricos especificos, denominados rectas. Han sido escogidos de diversos
textos de geometria euclidea y analitica y esperan ser enriquecidos con el
acervo personal del lector.

54


file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Iniciales/gráfica%2027.fig
file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Iniciales/gráfica%2027.fig
file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Iniciales/gráfica%2027.fig

Locus: Lugares geometricos elementales

2.3.1. Problema 1.

Trazar el lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal manera que su
distancia a unarectal es el doble que su distancia a otra recta m.

Figura -52 Recta 1

Grafica 29 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dadas lasrectas l ym, sobre una semirrecta de origen O se ubica un punto movil
y arbitrario M y también se calcula el punto medio del segmento OM que se
denomina P. Se escoge una de las cuatro regiones determinada por las rectasy
en tal region se ubican dos paralelas, la una a distancia OM de larectaly la otra
a una distancia OP de la recta m. Las dos rectas determinan en su interseccion
el punto X que a su vez construye parte del lugar geométrico pedido, cuando se
desplaza M por la semirrecta. Las tres semirrectas restantes del lugar
geométrico total se encuentran por la misma via, ubicando paralelas que
satisfagan la condicion de distancia requerida y, para ello, es suficiente con
recurrir a la simetria axial; los puntos X', X" 'y X' ' ' son los que describen las
partes del lugar geométrico total. Los cuatro puntos X, X', X''y X' "' son
vertices de un paralelogramo. (Ver Figura 2-29).

2.3.2. Ejemplo 1.

La Grafica 2-30 representa el lugar geometrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta 4x — 3y + 12 = 0 es igual al doble de su
distancia al eje x.
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Locus: Lugares geometricos elementales

y=4xB+4

Ay=(@x+12)13

y=-(4x+12)/7

Figura - 53 Ejemplo recta 1.
Grafica 30 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Este es un caso particular del problema. Obsérvese que el punto movil M se ha
ubicado sobre una semirrecta que subyace en el eje x.

2.3.3. Problema 2.

Un punto se mueve de manera tal que la suma de las distancias a dos rectas es
constante. Trazar el lugar geometrico descrito por ese punto.

Figura - 54 Recta 2.

Grafica 31 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dadas las rectas [ y m, se establece sobre una semirrecta un segmento de
origen en el punto 0, extremo P y longitud k. En ese segmento se ubica un punto
M. Se construyen paralelas [’ a | de modo que guarden la distancia OM vy la
paralelam'a m aladistancia MP. Lasrectaslym se cortanen el punto X que a
su vez genera como lugar un segmento de recta, al mover M sobre OP.

El segmento determinado como lugar geometrico subyace en una recta, y para
que la suma de los puntos a las rectas se siga manteniendo constante se debe
hacer la suma como segmentos dirigidos. (Ver Figura 2-31).
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2.3.4.Ejemplo 2.

La Grafica 2-32 representa el lugar geométrico de los puntos cuya suma de
distanciasalasrectasy =2x+4y y = %x +2,es°.

Figura - 55 Ejemplo recta 2
Grafica 32 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Este es un caso particular del Problema 2 y siguiendo los pasos de la

.. . . . —4x+29
construccion se determina que la recta buscadatiene como ecuaciony = 3

2.3.5. Problema 3.

Trazar ellugar geométrico de los puntos inversos de un punto que se mueve alolargo
de una circunferencia que pasa por el centro de la circunferencia de inversion c.

La inversion sobre una circunferencia es una transformacion del plano referida a
una circunferencia ¢ de centro en un punto 0 y radio r de modo que los puntos A
y B son el uno, inverso del otro siempre y cuando cumplan con la relacion
AO X BO = 2. Los puntos 4, B y 0 estan alineados.

Figura - 56 Recta 3: Inversa de una circunferencia
Grafica 33 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Cuando el punto M se mueve a través de una circunferencia que pasa por el
centro O de la circunferencia base de la inversion, su imagen X describe una
recta. (Ver Figura 2-33).
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2.3.6. Ejemplo 3.

La Grafica 2-34 representa la inversion de la circunferencia (x + 5)% + y? = 52
sobre la circunferencia x? + y? = 32.

(x+5) +y7 =% /
’ X

\
/

Figura - 57 Ejemplo recta 3: inversa de una circunferencia

Grafica 34 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dado que la circunferencia dominio pasa por el centro de la que fundamenta la

. . . . . . L 9
inversion, se convierte a traves de esta transformacion sobre larectax = — To

2.3.6.1. Ejemplo 3a.

El problema 3y el ejemplo 3 evidencian la forma en que un movimiento circular
se transforma en movimiento rectilineo y viceversa, y fundamentan mecanismos
que ayudaron con la tecnologia de su momento; tal es el mecanismo de
Peaucellier-Lipkin conformado por un conjunto de siete barras articuladas que
transforma un movimiento circular en un movimiento rectilineo, inventado en
1864 por el francés Charles-Nicolas Peaucellier (1832-1913) y el lituano Yom
Tov Lipman Lipkin. El primero era un oficial del ejército y el segundo el hijo del
rabino Israel Salanter. Ademas, ese mecanismo fue util en el desarrollo de la
maquina de vapor.

Figura - 58 Recta generada por el mecanismo de Peaucellier-Lipkin
Grafica 34a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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APBP ' esunrombo; 0Ay OB barrasfijas, los puntos ©O y € permanecen fijos.
Al desplazarse P por la circunferencia el punto P' describe una recta
perpendicular con el segmento OC.

Los segmentos disefiados arriba 04, PAy Iy que se corresponden con el
archivo correspondiente a la grafica permiten modificar la longitud de las barras.

Ellugar geometrico de los puntos P ' cuando el punto P recorre la circunferencia
es la recta mencionada. (Ver Figura 2-35).

Figura - 59 Maquina inversora de Harry Hart
Grafica 34b (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La Grafica 2-36 describe la maquina inversora de Harry Hart. El matematico Harry
Hart en 1874 publicé su invencién de la maquina inversora. Al mover P por el
arco de la circunferencia, el punto Q describe un segmento de recta. (Referencia
¢Que son las matematicas de Couranty Robbins?, pag 190). Elmecanismo de Hart
tan solo posee cinco barras, en cambio el de Peaucellier posee siete.

2.3.7. Problema 4.

Trazar el lugar geomeétrico de los puntos medios de las cuerdas de una parabola
gque son paralelas a una recta dada.

<

Figura - 60 Recta 4: puntos medios de las cuerdas de parabola

Grafica 35 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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La Grafica 2-37 presenta una parabola de foco F y directriz d, se ha dispuesto
una recta "™y un punto M movil sobre la parabola desde el cual se ha trazado la
cuerda MN y su punto medio X, punto que describe una recta perpendicular a la
mediatriz de la parabola, cuando M se desplaza por la parabola. Al cambiar la

direccion de la recta ™, cambia la ubicacion del lugar geométrico que, ademas,
se denomina diametro de la parabola.

2.3.8. Ejemplo 4.

La Grafica 2-38 representa el lugar geometrico de los puntos medios de las
2
cuerdas de la parabolay = % que son paralelasalarectay = —x — 3.

Figura - 61 Ejemplo recta 4: puntos medios de las cuerdas de parabola

Grafica 36 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Se construye la parabola de directriz y = —% ydefocoenelpunto F (0%) y, con

ello, se satisfacen los pasos expuestos en la solucion del programa general, con
lo que se encuentra como lugar geométrico larectax = —1.

2.3.9. Problema 5.

Trazar el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas dadas.

Figura - 62 Recta 5: puntos que equidistan de dos rectas dadas

Grafica 37 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Dadas las rectas m y n que se cruzan en el punto P, se establece sobre una
semirrecta de origenen 0O, un punto arbitrario M y con la distancia OM se trazan
las paralelas m' y n', de manera correspondiente a las rectas dadas. Esas
paralelas se cortan en el punto X que describe como lugar geometrico una recta,
cuando M recorre la semirrecta. Esa recta se denomina la bisectriz de uno de los
angulos que conforman las rectas dadas. (Ver Figura 2-39).

2.3.10. Ejemplo 5.

Calcular la ecuacion del lugar geomeétrico de los puntos que se mueven, de tal

x+1

manera que siempre estan ala mismadistanciadelasrectasy = 2x —3yy = 5

y=086x-0,73.-"
y=2x-3

y=(x+1)3

1

Figura - 63 Ejemplo de recta 5: puntos que equidistan de dos rectas dadas
Grafica 38 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La utilizacion de los pasos sefnalados en el problema anterior deriva, dentro del
sistema, en la ecuacion de la recta y = 0,86x — 0,73, que de hecho, es una
igualdad, con valores aproximados. (Ver Figura 2-40).

2.3.11. Problema 6.

Trazar el lugar geometrico de los puntos del plano, tales que la diferencia de los
cuadrados de sus distancias a dos puntos fijos dados, esigual a la distancia entre
tales puntos.

o M P\

Figura - 64 Recta 6
Grafica 39 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

61



file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Recta/recta%2013.fig
https://sired.udenar.edu.co/11342/
file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Recta/recta%2014.fig
https://sired.udenar.edu.co/11342/
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Dados los puntos A y B, se ubica en una semirrecta de origen O un punto
arbitrario y mévil M y otro punto P tal que MP = AB. Con centro en Ay radio VOM
se construye una circunferencia y otra con centro en B y radiovOP, al mismo
tiempo y con iguales radios se construye otro par de circunferencias
intercambiando sus centros. Por pares, esas circunferencias se intersectan en
los puntos X | los que describen como lugar geométrico semirrectas que difieren
de la mediatriz del segmento determinado por los puntos dados, pero que
resultan paralelas con ella. (Ver Figura 2-41).

2.3.12. Ejemplo 6.

La Grafica 2-42 representa el lugar geometrico que describe el movimiento del
punto X(x,y) tal que la diferencia de los cuadrados de su distancia a cada uno
delos puntos A(2,3)y B(5,7) esigual a 5,

¥

Figura - 65 Ejemplo recta 6
Grafica 40 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Siguiendo los pasos estipulados en el problema precedente, se llega a las
33-3x 3x
Yy= vy + 7.

ecuaciones delasrectasy =

De otro lado, es claro que el lugar geométrico que describen los puntos, distan de
ser la mediatriz.

2.3.13. Problema 7.

Trazarellugar geometrico de los puntos tales que la semisuma de los cuadrados
de las distancias de cada punto a dos vértices fijos de un triangulo equilatero es
igual al cuadrado de la distancia de cada punto al tercer vértice.
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Figura - 66 Recta 7

Grafica 41 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sea el triangulo equildtero 4ABC, ™ una recta arbitraria que modifica su
inclinacion sobre una circunferencia auxiliar de centro en 0 y radio 0X, la
inclinacion cambia al modificar la posicion del punto X en la circunferencia
auxiliar. Sobre la recta ™ se ubica un punto arbitrario M. Se consideran las
distancias MA, MB 'y MC.

Se construyen los triangulos rectangulos AMBD donde BD = MA y AMCE con
CE = MC.

En la recta ™, perpendicular a™ por el punto M se ubican los puntos F y G tales
que MF = ME 'y MG = MD.

Se trazan los lugares geomeétricos de los puntos F y G cuando se mueve M por
la recta My que son dos ramas de diferentes hipérbolas. En el punto de corte H
de las ramas de hipérbola se tiene MD = ME = HQ, donde Q es el pie de
perpendicular de H sobre la recta m. Este punto Q satisface los requisitos del
problemay se convierte en uno de los puntos del lugar geométrico pedido.

Para evidenciar el lugar, se recomienda disponer traza al punto Q y animacion al
punto X de la circunferencia auxiliar en la construccion.

El lugar geométrico es una recta paralela al lado AB que pasa por el baricentro
del triangulo equilatero dado. Asi, el lugar geomeétrico se define con el baricentro
y el punto Q. (Ver Figura 2-43).

2.3.14. Ejemplo 7.

La Grafica 2-44 representa el lugar geométrico de los puntos de un plano, en el
cual la semisuma de los cuadrados de las distancias de cada punto del lugar a
los veértices A y B de un triangulo equilatero AABC es igual al cuadrado de la
distancia del punto al tercer vértice ¢, siendo A(-3,0), B(3,0) y €(0,3V3).
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y=71/41

Figura - 67 Ejemplo recta 7
Grafica 42 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al proceder en concordancia con los pasos de resolucion del problema anterior,
sobre todo, con la conclusion de que el lugar geométrico es una paralela a uno
de los lados del triangulo que pasa por el baricentro del mismo, es claro que el
lugar geométrico para ese caso particular es la rectay = /3.

2.3.15. Problema 8.

Trazar el lugar geometrico de los puntos de un plano, tales que la semisuma de
los cuadrados de las distancias del punto a dos vértices del lado desigual de un
triangulo isosceles esigual al cuadrado de la distancia del punto al vértice comun
de los lados iguales.

Figura - 68 Recta 8

Grafica 43 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Este problema constituye una situacion un poco mas general del Problema 7y se
resuelve con el mismo procedimiento. Dado el tridangulo isdsceles VABC, se traza
en el plano unarecta libre ™y sobre ella se ubica un punto arbitrario M. Enseguida
se construyen los triangulos rectangulos VMBD y VMCE (el ultimo es isosceles),
de modo que BD = MA y CE = MC. El procedimiento se dirige ahora a buscar
una posicion de M en la que MD = ME; para ello se ubican en la perpendicular M
a ™ los puntos F y G, de manera que MF = MD y MG = ME. Esos puntos tienen
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Locus: Lugares geometricos elementales

como lugares geomeétricos ramas de hipérbola que se describen al desplazar el
punto M por la recta ™,y que se cortan en el punto P. Solo basta hallar el pie de
perpendicular del tltimo punto sobre ™, al que se ha llamado Q. La traza de Q al
cambiar de posicion a la recta ™ es una paralela al lado no igual del triangulo
original, dado que pasa por su baricentro. (Ver Figura 2-45).

2.3.16. Ejemplo 8.

La Grafica 2-46 representa el lugar geometrico de los puntos de un plano, tales
que la semisuma de los cuadrados de las distancias del punto a los vertices
A(—2,0) y B(2,0) del lado desigual de un triangulo isésceles es igual al cuadrado
de la distancia del punto al vertice comun €(0,8) de los lados iguales.

& (0,00;8,00)

x

,
A(2,00,0,00) B (2,00, 0,00)

Figura - 89 Ejemplo recta 8
Grafica 44 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al tomar los puntos A(—a,0), B(a,0)y C€(0,b) como vértices de un triangulo
isosceles dentro del plano cartesiano, se llega a que la ecuacion del lugar
geomeétrico de los “puntos que cumplen el requisito de distancias establecido es

a? . . 15
la recta y = .Enese caso, la recta tiene como ecuacion y = :

2b
2.3.17. Problema 9.
Trazar el lugar geometrico de los puntos de un plano, tales que la semisuma de

los cuadrados de las distancias del punto a dos vértices de un triangulo es igual
al cuadrado de la distancia del punto al tercer vertice.

Figura - 70 Recta 9
Grafica 45 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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La Grafica 2-47 indica que se puede proceder a calcular dos puntos Q y Q'
siguiendo los pasos sefalados en los problemas 7 y 8. Esos puntos determinan
(que o en) la recta que es el lugar geométrico buscado.

En ese caso, el lugar geométrico es la recta determinada por el punto Q v el
baricentro del triangulo original.

2.3.18. Ejemplo 9.

Hallar el lugar geométrico de los puntos del plano, tales que la semisuma de los
cuadrados de las distancias del punto a los veértices A(0,0) y B(6,0) de un
triangulo es igual al cuadrado de la distancia del punto al tercer veértice C(2,4).

3

y=(x+1)/4

Figura - 71 Ejemplorecta 9
Grafica 46 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir las indicaciones del Problema 9 se encuentra que la ecuacion del lugar
s . . 1 1
geométrico que satisface las condiciones expresadaseslarectay = Sxto

En términos generales, para un triangulo con vertices en los puntos A(0,0),
B(a,0) y C(b,c), el lugar geometrico de los puntos del plano cuyo promedio de
los cuadrados de las distancias a los vértices A y B es igual al cuadrado de la

_ 2 2\_ 2
distancia al vértice C eslarectay = asz x+ 2 +:C) T (Ver Figura 2-48).

2.4 Lugares referidos a la circunferencia

Se escogen problemas que no solo resulten interesantes sino que el
procedimiento de solucion no se convierta en estorbo para alcanzar un dominio
completo de los conceptos y significados que se aprende de los mismos. Se ha
dicho que el tema de los lugares geomeétricos, por si mismo, es complejo, pues se
fundamenta en el movimiento. En su conjunto, Ios problemas expuestos requieren
de un uso corriente de rectas y circunferencias y, con ello, se va aprendiendo de
las relaciones importantes que tienen dichos objetos geometricos.

Se espera que al resolver uno tras otro, repitiendo el proceso expuesto,
inventando otro, dejando la impronta de la creatividad en variantes de solucion o
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Locus: Lugares geometricos elementales

estableciendo y planteando nuevos problemas, aumente la motivacion por el
estudio de lugares geomeétricos, lo cual se ha facilitado con el uso de asistentes
geométricos dinamicos, lo que no degrada el problema ni le quita la fuerte
conexion que tiene con el asombroy la sorpresa.

A continuacion se presentan algunos problemas, que alumbran la curiosidad y
que pueden servir de guia para afianzar los conceptos geometricos sobre la
circunferencia, sus relaciones con otros objetos y otros conceptos que explican
la importancia de la geometria.

2.4.1. Problema 1.

Un punto se mueve, de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias a dos puntos fijos A y B es una constante k. Trazar el lugar
geometrico que determina tal punto.

(¢] M P

[—

/

Figura - 72 Circunferencia 1
Grafica 47 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sobre una semirrecta de origen O se construye el segmento OP de longitud a k
y sobre ese segmento se ubica un punto mévil M. Se construyen las distancias
RS =+OM y TU = VMP que tomados como radios se emplean para trazar
circunferencias de centros A y B respectivamente; circunferencias que se
cortanenlos puntos X; y X,, cuyos lugares geometricos al mover M, son los arcos
de una circunferencia cuyo centro es el punto medio del segmento AB.

La distancia entre los puntos Ay B debe ser menor que el valor de la constante &
.(Ver Figura 2-49).

2.4.2_Ejemplo 1.

Un punto se mueve, de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias a los puntos 4(2,0) y B(—1,0) es >. La Gréfica 2-50 representa el lugar
geométrico de la curva descrita por el punto.
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Figura - 73 Ejemplo Circunferencia 1
Grafica 48 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El ejemplo particular del Problema 1 se sustenta desde un segmento de longitud 5 y

2 2
. . . . . 1 1
determina la ecuacion de la circunferencia (x - E) +y? = (E) :

2.4.3. Problema 2.
Un punto se mueve, de tal manera que su distancia a un punto A es igual al

doble de su distancia respecto de otro punto B. Trazar el lugar geomeétrico
que describe tal punto.

>0

Figura - 74 Circunferencia 2
Grafica 49 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sobre una semirrecta de origen 0 se ubica un punto arbitrario M y se calcula el
punto medio P del segmento OM; se trazan dos circunferencias con centrosen A
y B de radios OM y OP respectivamente, circunferencias que se cortan en los
puntos X, Y X,, y describen arcos de circunferencias cuando se desplaza M por
la semirrecta. (Ver Figura 2-51).
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2.4.4. Ejemplo 2.

Un punto se mueve, de tal manera que su distancia del punto A(4,2) es igual al
doble de su distancia del punto B(—1,3). La Grafica 2-52 representa el lugar
geometrico descrito por ese punto.

OA

(x+26772+(y-33372=34"

Figura - 75 Ejemplo circunferencia 2
Grafica 50 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El problema es un caso particular del establecido en el Problema 2 y se resuelve
con las indicaciones dadas.

2.4.5. Problema 3.

Un punto se mueve, de tal manera que su distancia a un punto 4 esigual a untercio
de su distancia a un punto B. Trazar el lugar geométrico que describe ese punto.

—
@O

Figura - 76 Circunferencia 3

Grafica 51 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sobre una semirrecta de extremo en 0 se ubica un punto arbitrario M y se calcula
P, de modo que OP = 30M. Con centro en A y radio OM se traza una primera
circunferencia y con centro en B y radio una segunda, que corta a la primera en
los puntos X; y X, que describen los arcos de una circunferencia cuando M se
desplaza por la semirrecta. (Ver Figura 2-53).
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2.4.6. Ejemplo 3.

Un punto se mueve, de tal manera que su distancia al punto A(2,—-2) es igual a
un tercio de su distancia al punto B(4,1). La Grafica 2-54 representa el lugar
geometrico descrito por tal punto.

(x-1,75) + (y + 2,37)> = 1,35?

Figura - 77 Ejemplo circunferencia 3
Grafica 52 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir las indicaciones presentadas en el Problema 3, se encuentra la
ecuacion contenida en la grafica anterior. Resulta interesante observar que los
puntos X; y X, describen como lugar geométrico semicircunferencias. El
diametro de cada semicircunferencia esta contenido en la recta determinada por
los centros Ay B.

2.4.7. Problema 4.

Un punto se mueve, de manera que el cuadrado de su distancia a un punto A es el
doble de su distancia a unarecta. Trazar el lugar geométrico que describe tal punto.

o M
// - \\
V— N\
/ O\
XA /X, I
\ A/
N

Figura - 78 Circunferencia 4
Grafica 53 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Sobre una semirrectade extremo O se ubica un punto arbitrario M,con OM como
radio se traza una circunferencia de centro en A. Con ayuda del teorema de
Thales se calcula la mitad del cuadrado del segmento OM y con ese valor se
ubica la paralela [ ' a la recta original dada [. Esa paralelay la circunferencia se
cortanenlos puntos X; y X, que almover M sobre la semirrecta, describenarcos
de una circunferencia. (Ver Figura 2-55).

2.4.8. Ejemplo 4.

Un punto se mueve, de manera que su cuadrado de la distancia al punto A(1,2)
es eldoble de sudistanciaalarecta3x + 4y — 1 = 0. La Gréfica 2-56 representa
el lugar geométrico que describe tal punto.

(x- 1N =2242 S

Figura - 79 Ejemplo circunferencia 4
Grafica 54 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir las instrucciones generales del problema 4, para este caso particular,
Cabri arroja la ecuacion (x — 1.6)2 + (y — 2.8)% = 2.242, la cual trabaja con
valores aproximados. La ecuacion exacta obtenida con los recursos de la
geometria analitica es la siguiente 5x? + 5y% — 16x — 28y + 27 = 0.

2.4.9. Problema 5.

Desde un punto fijo A de una circunferencia se trazan cuerdas. Trazar el lugar
geomeétrico de los puntos medios de tales cuerdas al mover el otro extremo por

la circunferencia.
5 M
/ < M
/ A

Figura - 80 Circunferencia 5
Grafica 55 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Dada la circunferencia de centro en 0 y radio arbitrario r, se ubica la cuerda AM
y sSu punto medio X, como se presenta en la construccion aizquierda de la Grafica
55. Al fijar A y recorrer la circunferencia con M, el punto medio describe otra
circunferencia de diametro A0, es decir, una circunferencia que reduce su radio
alamitady por ello su area a la cuarta parte.

El problema se puede generalizar al ubicar puntos en determinada parte de la
cuerda AM, por ejemplo, los puntos X; y X, dividen a la cuerda en tres partes
iguales, como se muestra en la construccion a derecha de la Grafica 2-57, y los
lugares geomeétricos que describen son circunferencias cuyos diametros son la
tercera parte y las dos terceras partes, respectivamente, del didametro de la
circunferencia original. Es facil reconocer, que los lugares geometricos
dependen de la ubicacion del punto fijo A.

2.4.10. Ejemplo 5.

Desde el origen de coordenadas se trazan cuerdas a la circunferencia
(x —4)? + y? = 4% La Gréfica 2-58 representa el lugar geométrico de los
puntos medios de tales cuerdas al mover el otro extremo por la circunferencia.

»

M 2 a 2
(x—4) +y =4

Figura - 81 Ejemplo circunferencia 5
Grafica 56 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Siguiendo las indicaciones del problema 5, se encuentra que el lugar geométrico
que corresponde con la circunferencia es (x — 2)? + y? = 22

2.4.11. Problema 6.

Desde un punto fijo en el exterior de una circunferencia se trazan segmentos
secantes a ella, cuyo otro extremo esta en la circunferencia. Trazar el lugar
geometrico de los puntos medios de tales secantes al mover el extremo que
pertenece a la circunferencia.
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Figura - 82 Circunferencia 6
Grafica 57 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Como en el Problema 5, dada la circunferencia de centro en 0, se fija en ella un
punto M y se ubica en el exterior de la misma un punto fijo A. Construido el
segmento AM, se evidencia que el punto medio del segmento X determina una
circunferencia cuya area es la cuarta parte de la original y, en consecuencia, su
longitud es la mitad de la misma, situacion independiente de la ubicacion del
punto exterior A. La situacion no se altera cuando el punto fijo A se ubica dentro
de la circunferencia. (Ver Figura 2-59).

2.4.12. Ejemplo 6.

Desde un punto fijo A(6,6) en el exterior de la circunferencia x? + y? = 3% se
trazan segmentos secantes a ella, cuyo extremo esta en el punto M de la
circunferencia. La Grafica 2-60 representa el lugar geométrico de los puntos
medios de tales segmentos secantes al mover el extremo M que pertenece
a la circunferencia.

e

(-39 (2)

Figura - 83 Ejemplo circunferencia 6

Grafica 58 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Al seguir los pasos del Problema 6, se encuentra que para este caso particular, el

2
lugar geométrico corresponde con la circunferencia (x — 3)* + (y — 3)* = G) Al

cambiar la ubicacion del punto A se encuentra que se modifica el centro de la
circunferencia del lugar pero no su radio.

2.4.13. Problema 7.

Dadas dos circunferencias concéntricas, cuyos radios estan enrazon 1: 2, se trazan
segmentos secantes a la circunferencia mayor, en la cual un extremo A esta fijo en
el plano, y el otro extremo M se mueve por esa circunferencia. Trazar el lugar
geomeétrico de los puntos medios de tales segmentos secantes al mover M.

Figura - 84 Circunferencia 7
Grafica 59 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la circunferencia centrada en 0, se construye otra de radio el doble y
conceéntrica con ella, en la que se ubica un punto arbitrario M. Se ubica el
segmento AM con extremo A en cualquier parte del plano. El punto medio X
describe un lugar geométrico consistente en una circunferencia de igual radio
que el de la original. (Ver Figura 2-61).

2.4.14. Ejemplo 7.

Dados, el punto fijo A(—8,0) y las circunferencias x? + y? = 22 y x? + y% = 42
en el plano, se trazan segmentos secantes a la circunferencia de mayor
radio que van desde A hasta el punto M que se mueve sobre la circunferencia
mayor. La Grafica 2-62 representa el lugar geométrico de los puntos medios
de tales secantes.
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(x—4) +y*=2?

4(-3.0) lj

Figura - 85 Ejemplo circunferencia 7

Grafica 60 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir los pasos sefalados en el Problema 7, se encuentra la ecuacion de la
circunferencia (x —4)% + y? = 2% como el lugar geométrico de los puntos
medios de la secante AM. Este problema brinda el chance de indagar otras
situaciones particulares como las de las ocurrencias del tipo de lugar que
aparecen cuando el punto M pertenece a una circunferencia de radio el triple o
el cuadruple del original, o es una fraccion propia del mismo.

2.4.15. Problema 8.

Una rueca esta dispuesta en la pared y en un punto de su arco se ha dispuesto
un balancin vertical MB que mide k unidades y con extremo inferior B Trazarel
lugar geométrico que describe el extremo B cuando larueca giraen la pared.

Figura - 86 Circunferencia 8
Grafica 61 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Se realizala construccion bajo la condicion de que el balancin MB permanece en
posicion vertical y perpendicular al piso. La intuicion asegura que el lugar
geomeétrico corresponde con una circunferencia congruente con la primera,
desplazada en sentido vertical K unidades. (Ver Figura 2-63).
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2.4.16. Ejemplo 8.

En un punto moévil M de la circunferencia (x — 2)? + (y — 3)? = 9 se dispone una
varilla MB de longitud 1 que permanece vertical. La Grafica 2-64 representa el
lugar geometrico que describe el extremo B cuando el punto M se desplaza por
la circunferencia.

¥+t —dx—4y-1=0
Figura - 87 Ejemplo circunferencia 8
Grafica 62 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al proceder con los pasos de la construccion cuidando el cumplimiento de los
requisitos expuestos, se encuentra que el lugar geométrico es el de la
circunferencia (x — 2)2 + (y — 2)? = 9.

2.4.17. Problema 9.

Un punto se mueve en el plano, de tal manera que la razon de sus distancias a
dos puntos fijos del mismo plano es constante. Trazar el lugar geométrico que
describe ese punto.

Figura - 88 Circunferencia 9
Grafica 63 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El lugar geométrico resultante se llama la circunferencia de Apolonio. Utilizando
el teorema de Thales se elabora una construccion auxiliarenlaque O 'R = OM,
O 'P =k, el valor de la razon constante, y PQ = 1. De ese modo, sobre una
semirrecta de origen O se ubica el “punto moévil M, con centro en F se traza la
circunferencia de radio OM y con centro en el otro punto G se traza otra
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circunferencia de radio RS; las dos circunferencias se intersecan en los puntos
X, Yy X, cada uno de los cuales, al mover M por la semirrecta, describe media
circunferencia. (Ver Figura 2-65).

2.4.18. Ejemplo 9.

Un punto se mueve en el plano, de tal manera que la razon de sus distancias a los
puntos fijos F(—3,0) y G(3,0) del mismo plano es 3. La Gréfica 2-66 representa el
lugar geométrico que describe ese punto.

¥

w

200+ 2p7 —15x+18=0

Figura - 89 Ejemplo circunferencia 9
Grafica 64 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seqguir los pasos expuestos en el Problema 9, relacionados con los
puntos dados como requisitos, se llega a la ecuacion de la circunferencia

(=) =)

2.4.19. Problema 10.

Se indican dos sistemas de barras articuladas en la siguiente figura.
Sistema l.0A=0M =0X =a

Sistema2.0'M=0'B=0'X=b

Ay B son puntos fijos y M se desliza a lo largo de AB. Trazar el lugar geometrico
que describe X, al recorrer M por el segmento AB.
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X -

Figura - 90 Circunferencia 10

Grafica 65 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
El punto X traza un pequefio arco de circunferencia. (Ver Figura 2-67).

2.4.20. Ejemplo 10.

La Grafica 2-68 representa el lugar geomeétrico que describe el recorrido del
punto M del problema anterior cuando 4(0,0), B(7,0),a =4y b = 3.

¥

Ll

Figura - 91 Ejemplo de circunferencia 10
Grafica 66 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al disponer los elementos de acuerdo con |0s requisitos expuestos en el caso
particular del Problema 10, se llega a que el lugar geométrico obtenido esta
contenido en la circunferencia (x — 16)? + y? = 122,

2.4.21. Problema 11.

Trazar el lugar geométrico de un punto movil si las rectas que lo unen a dos
puntos fijos del plano conforman un angulo fijo ¢.
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Figura - 92 Circunferencia 11
Grafica 67 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dados los puntos A y B del plano, y el angulo fijo £ UVW = a, sobre una
circunferencia de radio arbitrario y de centro en 0, se ubica el angulo £P0Q de
modo que £P0Q = a. Enseguida se ubica sobre la misma circunferencia un arco
deextremos Q y P ', siendo este Ultimo punto el simétrico de P, respecto de 0; en
ese arco se ubica el punto movil M. Se traza la recta ABy se le aplica una rotacion
con centroen Ay angulo 4Q0M, a la misma recta y alrededor de B se le aplica
una rotacion en el angulo 4P 'OM. Las dos rectas rotadas se cortan en el punto
X. Al desplazar M por el arco al que pertenece, el punto X describe como lugar
geométrico un arco de circunferencia. (Ver Figura 2-69).

2.4.22. Ejemplo 11.

Las Graficas 2-70, 2-71 y 2-72 representan, respectivamente, los lugares
geomeétricos que describe un punto movil M(x, y) si las rectas que o unen a los
puntos fijos F;(—3,0) y F»(3,0) forman un angulo de 90°, 45° y 30°.

X2+1H[2:32

Figura - 93 Ejemplo de circunferencia 11

Grafica 68 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Siguiendo las indicaciones dadas en el problema anterior, se llega a la ecuacion del
lugar geométrico de la circunferencia x* + y% = 3% Eneste casoy en general, silos
puntos fijos son F;(—r,0) y F,(r,0) se llega a la ecuacion general x% + y? = r?,
cuando el punto M forma un angulo de vision de 90° con los puntos fijos.

. ® o+ fp-3F =424

Figura - 94 Ejemplo de circunferencia 11a
Grafica 68a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Para el caso en que el angulo de vision es de 45 se llega a la ecuacion de la
circunferenciax? + (y — 3)% = 18, como la ecuacion del lugar geométrico que se
configura en este caso.

En el caso general de que los puntos fijos sean F,(—r,0) y F,(r,0), el lugar
geométrico que se encuentra es la circunferencia x? + (y — r)? = 2r2.

1

;
A B
E+(y-52¢=62

Figura - 95 Ejemplo de circunferencia 11b

Grafica 68b (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Para el caso en que el angulo de vision es de 309, se llega a la ecuacion
aproximada x? + (y — 5.2)% = 62.
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2.4.23. Problema 12.

Trazar el lugar geométrico de puntos del plano cuya distancia a un vértice de un
triangulo equilatero esigual a la suma de las distancias a los otros dos vértices.

Figura - 96 Circunferencia 12

Grafica 69 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sea el AABC equilatero, M € m un punto movil sobre una recta suficientemente
cercana al lado AC, se trazan los segmentos MA, MB y MC que indican las
distancias a los lados. Por M se traza la rectan perpendicular amy se toman los
puntos D y E sobre n, tales que MD = MBy ME = MA + MC. Sea F el punto de
interseccion de los lugares geomeétricos generados por D y E al moverse M por
la recta m. Por F se traza la perpendicular s a la recta m y se obtiene el punto ¢
como interseccion de lasrectasmys .

Este punto G cumple con las condiciones del problema siempre y cuando MB >
MAyMB > MB.

Sefalando traza al punto G e imprimiendo animacion a la recta m se obtiene
parcialmente el lugar geométrico deseado. Para obtener el lugar geométrico

completo se realiza la misma construccion cerca de los lados BC y AB.

Este lugar geométrico es interesante, en el sentido en que de antemano se sabe
que los veértices A, B y C pertenecen al lugar y que en total, el lugar es la
circunferencia que pasa por los tres vértices y que tiene centro en el baricentro
del triangulo equilatero dado. (Ver Figura 2-73).

2.4.24. Ejemplo 12.

La Grafica 2-74 representa el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
distancia a uno de los vértices del triangulo equilatero de vértices A(—3,0), B(3,0)

y €(0,3V3) y que corresponde con la circunferencia x2 + (y — \/§)2 =12.
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Figura - 97 Ejemplo de circunferencia 12
Grafica 70 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
2.5 Lugares referidos a la parabola

A continuacion, se presenta una serie de problemas que finalizan en lugares
geométricos especificos, denominados parabolas. Se escogieron de diversos
textos de geometria euclidea y analitica y esperan ser enriguecidos con el
acervo personal del lector.

2.5.1. Problema 1.

Un punto se mueve de tal manera que la distancia a una recta es igual a su
distancia a un punto fijo del plano.

Figura - 98 Parabola 1
Grafica 71a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sean larectamy un punto F por fuera de ella. En una semirrecta de origen en 0
se ubica un punto movil M, con radio OM se traza una circunferencia de centro
en F ytambién se traza una paralela con m a la distancia OM que se rotula como
m ' del mismo lado de F. Los puntos X; y X, son los puntos de interseccion de la
rectam 'y la circunferencia de centro en F. Cada uno de esos puntos describe
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un arco de parabola como lugar geométrico cuando el punto M se desplaza por
la semirrecta. (Ver Figura 2-75).

Una alternativa técnica consiste en adoptar a la mediatriz como instrumento de
construccion, dado que la mediatriz entre dos puntos es el lugar geomeétrico de
los puntos que equidistan de tales puntos. En ese sentido es valido el siguiente
esquema de solucion al Problema 1.

Figura - 99 Alternativa a parabola 1
Grafica 71b (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dados la recta l y el punto F, se ubica de manera libre y arbitraria un punto P
sobre el que se levanta una perpendicular a l. La mediatriz de los puntos F y P
determina con la perpendicular a l el punto X, punto que describe como lugar
geometrico la parabola al desplazar P por l. Se debe recordar que el punto F se
llama foco de la parabolay la recta [ es su directriz. (Ver Figura 2-76).

2.5.2. Ejemplo 1.

. . 3
Un punto se mueve, de tal manera que la distancia a la recta y = —cx+ 3es

igual a su distancia al punto fijo F(5,2) del plano. La Grafica 2-77 representa el
lugar geométrico que describe tal punto.

¥

3x5+3

0,32%%-0,39xy+0,11y*-3,28x+0,18y+10=0
x

Figura - 100 Ejemplo parabola 1
Grafica 72 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir las instrucciones propuestas en el Problema 1, se encuentra la parabola con
coeficientes aproximados 0.32x2 — 0.39xy + 0.11y? — 3.28x + 0.18y + 10 = 0,
ecuacion que puede reducirse al establecer un nuevo sistema coordenado, a la
ecuacion de la parabola 43x? — 34y = 0.
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2.5.3. Problema 2.

Trazar el lugar geometrico de un punto que se mueve de tal manera que su
distancia a unarectal es k unidades mas que su distancia a un punto F.

Figura - 101 Parabola 2
Grafica 73 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la recta [, del lado del punto F se traza una recta ', paralela a ella, a una
distancia de k unidades. De ahien adelante todo consiste en construir la parabola
de directriz 1" y de foco F, lugar geométrico que satisface los requisitos
expuestos en el Problema 1. (Ver Figura 2-78).

2.5.4. Ejemplo 2.

La Grafica 2-79 representa el lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal
manera que sudistanciaalarectax + 3 = 0 es 2 unidades mas que su distancia
al punto F(1,1).

m V-4x-2y+1=0

Figura - 102 Ejemplo parabola 2
Grafica 74 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Se traza larecta x + 1 = 0 que dista dos unidades de larectax+3 =0y se
adopta la primera como directriz de la parabola que tiene como foco al
punto A(1,1). Asi queda determinado el lugar geométrico cuya ecuacion es
y?—4x—2y+1=0.
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2.5.5. Problema 3.

Trazar el lugar geometrico de los centros de las circunferencias que son
tangentes a unarectay a una circunferencia.

Figura - 103 Parabola 3
Grafica 75 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dadas la circunferencia de centroen 0 y larectam, se traza unarecta m’ paralela
con ™M del otro lado del centro de dicha circunferencia, y a una distancia igual al
radio de ella. El lugar geomeétrico buscado es la parabola que tiene como directriz
am y como foco al centro 0 de la circunferencia inicial dada, es decir, cualquier
punto de la parabola es centro de una circunferencia que es tangente a los dos
objetos iniciales dados. (Ver Figura 2-80).

2.5.6. Ejemplo 3.

Trazar el lugar geométrico del centro de las circunferencias que sontangentes a
larectay —1 =0 yalacircunferencia x? + y2 = 9.

X¥+8y-16=0

Figura - 104 Ejemplo parabola 3
Grafica 76 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Como se explica en el Problema 3, dadas la circunferencia de centro en 0 y de
radio3ylarecta y = 1, se traza la paralelam ' a una distancia de tres unidades
de ™. La pardbola de directriz y = 4 y de foco el origen de coordenadas 0(0,0)
es el lugar de los centros de las circunferencias tangentes, al mismo tiempo a la
rectay alacircunferencia dadas en los requisitos del problema (Ver Figura 2-81).

2.5.7. Problema 4.

Dada unarecta my un punto P, trazar el lugar geométrico de todos los centros
de las circunferencias que siendo tangentes a la recta, pasan por el punto P.

Figura - 105 Parabola 4
Grafica 77 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

En caso de que el centro de cualquier circunferencia tangente a la recta m debe
equidistar de P, lo unico que debe hacerse es trazar la parabola cuya directriz es
m Yy con foco el puntoP. (Ver Figura 2-82).

2.5.8. Ejemplo 4.

Dada la recta y = —4 y el punto P(3,2), la Gréafica 78 representa el lugar
geométrico de los centros de las circunferencias que siendo tangentes a larecta,
pasan por el punto P.

O ‘1 x
X-6x-12y-3=0

Figura -106 Ejemplo de parabola 4
Grafica 78 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Al seguir las indicaciones dadas en el Problema 4, se encuentra que la
ecuacion del lugar geométrico de los centros de las circunferencias tangentes
alarecta y+4=0y que pasan por el punto P(3,2) corresponde con la

x%—

162x_3. (Ver Figura 2-83).

parabolay =
2.5.9. Problema 5.

Un punto en un plano se mueve, de tal manera que su distancia a una
circunferencia fija en el mismo plano es igual a su distancia a la recta que
contiene un diametro fijo de la misma circunferencia. Trazar el lugar geomeétrico
de la trayectoria descrita por ese punto.

Figura - 107 Parabola 5
Grafica 79 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la circunferencia de centro en 0 y el diametro m, se construyen las

paralelasm'y M" 5 una distanciar igual al radio de la circunferencia centrada
en 0. Las paréabolas dedirectricesm 'ym ' 'y foco O que aparecen en la Grafica
2-84, la una continua y la otra punteada, son los lugares de los puntos que
equidistan de la circunferencia y de la recta diametral.

2.5.10. Ejemplo 5.

Un punto en un plano se mueve, de tal manera que su distancia a la
circunferencia x? + y% = 4 fija en el mismo plano es igual a su distancia al eje
x. La Grafica 2-85 representa el lugar geomeétrico de la trayectoria descrita
por ese punto.
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Figura - 108 Ejemplo de parabola 5

Grafica 80 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir las pautas descritas en el Problema 5 se encuentran las dos ecuaciones
4—x2
4
satisfacen los requisitos expuestos en el caso particular.

. 24 .
de las parabolas y =xT yy= , que son los lugares geometricos que

2.5.11. Problema 6.

Trazar el lugar geomeétrico del punto medio del haz de cuerdas que pasan por el
foco de una parabola.

Figura - 109 Parabola 6
Grafica 81 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la parabola de foco F y directriz ™, se ubica en ella un punto mévil M y se
construye la cuerda MN que contiene al foco F como uno de sus puntos. Siendo
X el punto medio de esa cuerda, latraza que hace en el plano ese punto, al mover
M por la parabola inicial, es una nueva parabola que tiene como vértice el foco
de la parabola original.
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Si X es un punto ubicado en la cuerda MN que no es el punto medio ni ninguno de
los extremos de la cuerda, manteniendo una razon constante entre las distancias
a sus extremos, determina como lugar geometrico dos curvas que pasan por el
foco de la parabola original. (Ver Figura 2-86).

2.5.12. Ejemplo 6.

La Grafica 2-87 representa el lugar geomeétrico del punto medio del haz de
2

cuerdas que pasa por el foco de la parabolay = %

Figura - 110 Ejemplo parabola 6
Grafica 82 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Se establece la directriz y = =2 y el foco F(0,2) de la parabola y = % y se
construye el haz de cuerdas del que el punto X se convierte en el que determina
como lugar geométrico, la parabola y = # que tiene como directriz a la recta
y = 0y como foco al puntoF '(0,2).

2.6 Lugares referidos a la elipse

Se estudian problemas referidos a la elipse, en consecuencia, se invita al
estudio tedrico de esa conica, a su revision historica, a laforma de encontrar
sus objetos particulares, como su centro, sus ejes, su lado recto, la forma de
calcular sus tangentes, entre otros; detalles que se escapan de los objetivos
gue persigue este texto.

2.6.1. Problema 1.

Un punto se mueve en un plano, de tal manera que la suma de las distancias a
dos puntos fijos de ese plano es igual a una constante mayor que la distancia
entre los puntos dados. Trazar el lugar geomeétrico que describen tales puntos.
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Figura- 111 Elipse 1
Grafica 83 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sobre un segmento OP = k, valor constante, se ubica un punto M y con centro en
el punto F; yradio OM se traza una circunferencia, de forma similar, con centro
en el punto F, y radio MP se traza otra circunferencia que determina con la
primera los puntos de interseccion X; y X,, cada uno de los cuales reproduce
como lugar geomeétrico, un arco de elipse cuando se desplaza el punto M por el
segmento OP. (Ver Figura 2-88).

O P

Figura - 112 Alternativa elipse 1
Grafica 83 a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Una alternativa de solucion es la siguiente. Con centro en F; y radio OP se
traza una circunferencia sobre la que se ubica un punto movil M. El segmento
FiM y la mediatriz entre F, y M determinan como punto de interseccion a X.
Siendo XM = XF,, es claro que XF, + XF, = OP , que es el valor constante.
(Ver Figura 2-89).
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2.6.2 Ejemplo 1.

Un punto se mueve en un plano, de tal manera que la suma de las distancias a los
puntos F;(—4,0) y F,(0,0) esigual a 6 unidades. La Grafica 84 representa el lugar
geométrico que describe tal punto y que corresponde con la elipse cuya

2 2
(xtf) + y? = 1. (Ver Figura 2-90).

ecuacion es

POX-25=0%

Figura - 113 Ejemplo elipse 1
Grafica 84 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
2.6.3. Problema 2.

Trazar el lugar geométrico descrito por un punto que se mueve, de tal manera
que su distancia de una recta es igual al doble de su distancia de un punto.

Figura - 114 Elipse 2
Grafica 85 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dadaslarectamy el punto F sobre la semirrecta de origen en O se ubica un punto
arbitrario M y se traza una paralela m ' con m a una distancia 20M, al mismo
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tiempo se traza una circunferencia de centroen F yradio OM. Larectam ' y esta
circunferencia determinan los puntos X; y X, que satisfacen los requisitos del
problema y que establecen al desplazarse M por la semirrecta arcos de elipse.
(Ver Figura 2-91).

2.6.4. Ejemplo 2.

La Grafica 2-92 representa el lugar geometrico de los puntos que se mueven, de
tal manera que su distancia a larecta y = —8 esigual al doble de su distancia al
punto F(0,—2).

Figura - 115 Ejemplo elipse 2
Grafica 86 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir las indicaciones propuestas en el problema 2, se encuentra que el lugar
descrito por los puntos que satisfacen l0s requisitos, determina la elipse cuya
2 2
ecuacidnes —+2Z =1.
12 16
2.6.5. Problema 3.

Desde cada punto de una circunferencia se trazan perpendiculares a un diametro
fijo de la misma. Trazar el lugar geométrico de los puntos medios determinados
entre el punto sobre la circunferenciay el pie de las perpendiculares.
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Figura - 116 Elipse 3

Grafica 87 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada una circunferencia de diametro AB se ubica un punto movil M en ella, y
desde alli se ubica un segmento perpendicular al diametro MP. Se calcula el
punto medio X de MP, punto que describe como lugar geomeétrico una elipse,
cuando M se desplaza por el arco de la circunferencia. (Ver Figura 2-93).

2.6.6. Ejemplo 3.

Desde cada punto de la circunferencia x? + y? + 4x + 4y — 8 = 0 se trazan
perpendiculares al diametro paralelo al eje X . La Gréafica 2-94 representa el lugar
geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.

Ay

(-2 +(y-2)"=4

Ny

¥ +4y-4%x-16y+4=0

Figura - 117 Ejemplo elipse 3
Grafica 88 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al tener la circunferencia (x —2)? + (y — 2)? = 42, los puntos medios X del
segmento perpendicular MP al diametro de la circunferencia, determinan como

(x-2)2  (y-2)% _
—z + = 1.

lugar geomeétrico la elipse cuya ecuacion es
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2.6.7. Problema 4.

Trazar el lugar geometrico de los centros de las circunferencias que son
tangentes simultaneas a dos circunferencias que si no esta la una en el interior
de la otra, al menos se intersectan en dos puntos.

Figura - 118 Elipse 4
Grafica 89 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Sean la circunferencia de centro en 0' de radio r' en el interior de la
circunferencia de radio r y de centroen O en la que se ubica el punto movil M,
se traza la semirrecta OM =1y con centro en M y radio r' se ubica otra
circunferencia, que determina con la semirrecta [ vy del lado externo, el punto
de interseccion P. La mediatriz m entre los puntos Py O ' determina con [ el
punto X que,asuvez ensutraza, corresponde con el lugar geomeétrico descrito
por los centros de las circunferencias tangentes de manera interna a una de las
circunferencias y de manera externa a la otra. Puede determinarse, entonces,
que el lugar geomeétrico es una elipse con focos en los centros de las dos
circunferencias originales. (Ver Figura 2-95).

Figura - 119 Alternativa elipse 4
Grafica 89a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Locus: Lugares geometricos elementales

Una alternativa de solucion al problema consiste en que dadas las circunferencias de
centrosenlospuntos 0y 0 ',seconstruye una circunferencia concéntricaala primera
a una distancia r ' igual al radio de la segunda. Esa circunferencia tiene, entonces,
radio r + r ', suma de los radios de las dos circunferencias originales. En ella se ubica
un punto movil M. Elsegmento OM y la mediatrizentre M y O ' se cortan en el punto X
que determina el lugar de los centros de las circunferencias que tangencias a las dos
circunferencias dadas cuando M se desplaza por la circunferencia. (Ver Figura 2-96).

2.6.8. Ejemplo 4.

La Grafica 2-97 representa el lugar geomeétrico de los centros de circunferencias que
se mantiene tangentes a las circunferencias x2 + y2 —4y — 12 =0 y x> +y% = 1.

Xt i —4y-12=0

10037 +84y7 ~168y —441=0

s
&

Figura - 120 Ejemplo elipse 4
Grafica 90 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir los pasos del primer metodo del Problema 4, se encuentra como lugar
geométrico la elipse 100x? + 84y? — 168y — 441 = 0.

La Grafica 2-98a representa el lugar geométrico del centro de una circunferencia
que se mantiene tangente a las circunferencias (x —3)? + y2 =32 y x2 +y%2 = 1.
Paratrazar el lugar geometrico se utiliza la segunda alternativa de solucion.

Figura -121 Ejemplo alternativa elipse 4
Grafica 90 a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Al seguir es esquema de solucion alterna propuesta en el Problema 4, se
encuentra como lugar geométrico la elipse 28x? + 64y? — 84x — 49 = 0.

2.6.9. Problema 5.

Trazar el lugar geometrico de los centros de las circunferencias que son
tangentes a una circunferencia fija y que pasan por un punto dado en el
interior de la misma.

Figura -122 Parabola 5

Grafica 91 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la circunferencia de radio arbitrario r con centro en el punto F; y el punto F,
dentro de ella, se ubica un punto movil M en la circunferencia y se trazan la recta
diametral MF; y la mediatriz entre los puntos M y F, que se intersecan en el punto
X. Ese punto X describe el lugar geométrico correspondiente a una elipse,

cuando M recorre la circunferencia y que tiene como focos los puntos R y R
(Ver Figura 2-99).

2.6.10. Ejemplo 5.

La Grafica 2-100 representa el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
que sontangentesa x% + y? = 6% y que pasan por el punto F,(—3,0).
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24y =6

F1

+16 V2 + 36 X-82C 0

Figura - 123 Ejemplo parabola 5
Grafica 92 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
2.7 Lugares referidos a la hipérbola

Se ha intentado no hacer omision de problemas tipo, sin embargo, se
reconoce que el texto no goza del caracter de completitud, pues en ese
sentido harian falta varios volumenes, para contener todos los casos, en 10s
que, de forma definitiva, los lugares geométricos finales resultan ser un objeto
en particular, en este caso, una hipérbola.

2.7.1. Problema 1.

Un punto se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto de la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos de ese plano es igual a una
constante menor que la distancia entre los puntos dados. Trazar el lugar
geométrico que describen tales puntos.

Figura - 124 Hipérbola 1
Grafica 93 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Siendo F; , F, y la constante k con los requisitos expuestos, sobre una semirrecta
de origen en el punto 0 se ubica un punto movil M y a su izquierda otro punto P a
una distancia de k unidades respecto de M. Con centro en F; y radio OP se traza
una circunferencia y se hace lo propio con centro en F, y radio OM; esas dos
circunferencias se intersecan en los puntos X; y X, que esbozan como lugar
geométrico arcos de hipérbola. (Ver Figura 2-101).

Figura - 125 Alternativa hipérbola 1
Grafica 93 a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Una alternativa de solucion es la siguiente: con centro en F; y radio k se traza una
circunferencia en la que se escoge un punto arbitrario M, se traza larecta F{M y
la mediatriz entre M y F,; la recta y la mediatriz se cortan en el punto X que al
desplazar M por la circunferencia describe como lugar geométrico una hipérbola
confocosenF, yF,. (Ver Figura 2-102).

2.7.2. Ejemplo 1.

Un punto se mueve en un plano, de tal manera que el valor absoluto de la
diferencia de sus distancias a los puntos F,(—4,0) y F,(4,0) esigual a 4

¥-y-12=0

Figura - 126 Ejemplo hipérbola 1
Grafica 94 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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La Grafica 2-103 representa mediante la segunda alternativa de solucion al
Problema 1 y termina considerando que el lugar geomeétrico es la hipéerbola
3x2—y?—-12=0.

2.7.3. Problema 2.

Un punto del plano se mueve, de tal manera que su distancia a un punto es el
doble que su distancia a una recta ubicados en el mismo plano. Trazar el lugar
geometrico que recorre tal punto.

Figura - 127 Hipérbola 2
Grafica 95 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dadas larectamy el punto F, se ubica en una semirrecta de origen 0 un punto
arbitrario M. Se construye una paralelam ' a m del lado del semiplano donde se
encuentra F a una distancia OM, al tiempo se traza la circunferencia de centro en
F y radio 20M, elementos que definen en su interseccion los puntos X; y X, que
originan como lugar geometrico una parte de la rama de una hipérbola cuando
M se desplaza por la semirrecta. (Ver Figura 2-104).

2.7.4. Ejemplo 2.

Un punto del plano se mueve, de tal manera que su distancia al punto F(7,0) es
el doble que su distancia a la recta x — 3 = 0. La Grafica 96 representa el lugar
geometrico descrito por tal punto.

¥

X-y?-10x-13=0

Figura -128 Ejemplo hipérbola 2
Grafica 96 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Es suficiente seguir los pasos indicados en el Problema 5 hasta llegar a la
ecuacion de la hipérbola 3x? —y% — 10x — 13 = 0. (Ver Figura 2-105).

La Grafica 2-106 representa el lugar geométrico de los puntos del plano, tales
que su distancia al punto F(2,—1) es el doble de su distanciaalarectax + 2 = 0.

-y +20%-2y+11=0

Figura - 129 Otro ejemplo hipérbola 2
Grafica 96 a (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al seguir los pasos estipulados en el Problema 2, se obtiene el lugar geomeétrico que
se corresponde con la ecuacion de la hipérbola 3x? — y? + 20x — 2y + 11 = 0.

2.7.5. Problema 3.

Trazar el lugar geométrico de los puntos del plano, tales que su distancia a un
punto fijo es k veces su distancia a una recta fija dada.

\

Figura - 130 Hipérbola 3
Grafica 97 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dados la rectam y el punto F fuera de la recta, se traza una semirrecta con
origen en un punto 0 en la que se ubica un punto movil M y se traza una paralela
m ' conm a una distancia OM de la misma, en el mismo semiplano en el que esta
F y con centro en este punto y radio kOM (construido por el teorema de Thales
habiendo fijado el segmento k), se traza una circunferencia que se corta con la
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paralelam' en los puntos X; vy X,, los cuales, al moverse M forman como lugar
geometrico una parte de larama de la hipérbola. (Ver Figura 2-107).

2.7.6. Ejemplo 3.

La Grafica 2-108 representa el lugar geométrico de los puntos del plano, tales
que su distancia al punto F(3,2) es el triplo de su distancia alarectay + 1 = 0.

] _8y*-6x-22y+4=

Figura - 131 Ejemplo hipérbola 3
Grafica 98 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al establecer los elementos fijos en el plano cartesiano y seguir las indicaciones
que resuelven el problema anterior se encuentra la ecuacion de la hipérbola
x2—8y? —6x—22y+4=0.

2.7.7. Problema 4.

Un triangulo tiene dos vertices fijos que determinan su base. Trazar el lugar
geométrico que recorre el tercer vértice si uno de los angulos a la base es igual
al doble del otro.

A \ .

Figura - 132 Hipérbola 4
Grafica 99 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Siendo los puntos fijos Ay B, extremos de la base de un triangulo, se establece
una circunferencia auxiliar de centro 0 y cualquier radio r sobre la que se ubica
un punto movilM. El rayo AA ' se consigue al rotar el segmento AB con un giro de
centroen Ay unangulo £AMOP, elrayo BB ' se consigue con un giro del segmento
En el original SALE Cuadro ausente AB, con centroen By en un angulo AMOM ', que
es dos veces el angulo AMOP. Esos dos rayos se encuentran en el punto X que al
desplazar M por la circunferencia describe una ramade hiperbola. (Ver Figura2-109).

2.7.8. Ejemplo 4.

Un triangulo tiene vértices fijos en A(0,0) y B(4,0). La Grafica 2-110 representa
el lugar geomeétrico del tercer vertice opuesto a la base formada por Ay B si uno
de los angulos a la base esigual al doble del otro.

¥

A B
X -y -8x=0

Figura - 133 Ejemplo hipérbola 4
Grafica 100 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Al establecer los elementos que son requisito del problema se llega a la ecuacion
de la hipérbola 3x? — y? — 8x = 0.

2.7.9. Problema 5.

Trazar el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que son
tangentes simultaneas a dos circunferencias exteriores entre si.

Figura - 134 Hipérbola 5
Grafica 101 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)
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Sean la circunferencia de centro en O' de radio r' en el exterior de la
circunferencia de radio r y de centroen 0, enla que se ubica el punto movil M,
se traza la recta OM =1y con centro en M vy radio ' se ubica otra
circunferencia, gue determina con la recta | y en el exterior de la circunferencia
con centro en O el punto de interseccion P . La mediatriz M entre los puntos P
y O" determina con | el punto X que, a suvez, en su traza corresponde con
el lugar geomeétrico descrito por los centros de las circunferencias
tangentes, de manera interna a una de las circunferencias y de manera
externa a la otra. Puede determinarse que el lugar geométrico es una
hipérbola con focos en los centros de las dos circunferencias originales.
(Ver Figura 2-111).

Figura - 135 Ejemplo hipérbola 5

Grafica 102 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La Gréfica 2-112 representa el lugar geométrico de los centros de las circunferencias
que son tangentes a las circunferencias (x + 7)? + y? = 32yx? + y2 = 32 yque se
corresponde con la hipérbola 52x? — 144y? + 364x + 169 = 0.

2.7.10. Problema 6.

Trazar el lugar geometrico de los centros de las circunferencias que son
tangentes a una circunferencia fija y que pasan por un punto dado en el
exterior de la misma.
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Figura - 136 Hipérbola 6
Grafica 103 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la circunferencia de radio arbitrario r con centro en el punto F; , y el punto
F, en el exterior de ella, se ubica un punto movil M en la circunferenciay se trazan
la recta diametral MF; y la mediatriz entre los puntos M y F, que se intersecan en
el punto X. El punto X describe el lugar geométrico correspondiente a una
hiperbola, cuando M recorre la circunferencia y que tiene como focos los puntos
F, y F,.(Ver Figura2-113).

2.7.11. Ejemplo 6.

La Grafica 2-114 representa el lugar geométrico de los centros de las
circunferencias tangentes a x2 + y? = 22 y que pasan por el punto F,(—6,0).

¥

8x% —p* +48x 464 =0 X4yt =20

Figura - 137 Ejemplo hipéerbola 6
Grafica 104 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

El lugar geométrico es la hipérbola 8x? — y? + 48x + 64 = 0 que tiene como
focos alos puntos F; y F,.
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Capitulo 3

3.1 Lugares referidos a las tangentes - curvas pedal o podarias

En este anexo se dimensiona laimportancia del uso de un software de asistencia
geométrica dinamico, puesto que se evidencia en su uso que el cambio del punto
de mira produce un cambio inmediato en la curva podaria. Asi, con una misma
construccion se obtiene una infinitud de lugares geometricos. Ese hecho anima
ala curiosidad, a la inspeccion, a la accion y de hecho, al asombro.

Una curva pedal o podaria dada una curva C, con respecto a un punto de mira 4
fijo, llamado también punto de pedal, es el lugar geométrico del punto X,
interseccion de la perpendicular trazadas desde V'auna tangente de la curva ¢
cuando esa tangente cambia su posicion al recorrer ¢

Desde esa perspectiva, se hace necesario revisar la forma de construccion de
las rectas tangentes a una curva en un punto; esta tematica es de facil
asimilacion y en la misma juegan papel importante los focos y centros de las
curvas. Por ejemplo, para el caso de la circunferencia, toda tangente a la curva
en un punto de ella es perpendicular al radio que tiene como extremo a tal punto.

La construccion de las rectas tangentes a la circunferencia, la parabola, la elipse
y la hipérbola se presentan en el Anexo 2.
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3.1.1. Para la Circunferencia

Figura 3-6 Podaria circunferencia
Grafica 105 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

En la Grafica 3-1 se ha dispuesto la circunferencia de centro en 0 y el punto de
mira V en la circunferencia. Al ubicar el punto moévil M en la circunferencia, se
tiene que la recta tangente t a la misma por M es perpendicular al radio OM. Se
traza la perpendicular m a t que se intersectan en el punto X, punto que traza el
lugar geometrico denominado caracol de Pascal también llamado cardioide,
casoen el cual M se desplaza por la circunferencia.

Figura 3-7 Podaria circunferencia punto exterior
Grafica 106 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Cuando el punto de mira V esta por fuera de la circunferencia, el lugar geométrico
descrito es el caracol de Pascal con hendidura, como se ve en la Grafica 3-2. Si
el punto de mira coincide con el centro de la circunferencia, el lugar geométrico
se transforma en la misma circunferencia.
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3.1.2. Para la Parabola

Figura 3-8 Para la parabola

Grafica 107 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La parabola que exhibe la Grafica 3-3 tiene directriz m y foco F. P es el pie de
perpendicular trazada desde el punto movil M ubicado en la parabola. La recta
tangente t es la bisectriz del angulo AFMP. Desde el punto de mira V se lanza la
perpendicular a t para ubicar el punto X, el cual traza como lugar geométrico el
lazo que muestra la grafica.

Figura 3-9 Podaria parabola

Grafica 108 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Cuando el punto de mira V pertenece al eje de la parabola, como en la Grafica 3-
4, el lazo es regulary si coincide con el foco de la parabola F, el lazo se deforma
en latangente a la parabola por el vértice de la misma.

107



file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Pedal/PEDAL%203.fig
https://sired.udenar.edu.co/11342/
file:///D:/4-Producción%20Académica/LIBRO%20GEOMETRIA%20FERNANDO%20SOTO+CHAVES+HILBERT/Libro%20Lugares%20Final%20-%20copia/Pedal/PEDAL%204.fig
https://sired.udenar.edu.co/11342/

Locus: Lugares geometricos elementales

3.1.3. Para la Elipse

Figura 3-10 Podaria elipse
Grafica 109 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La recta tangente a una elipse desde un punto M de ella es perpendicular al
angulo formado por los radios focales £F;MF,, desde V, exterior a la elipse, se
traza la perpendicular a t que se encuentra con la tangente en el punto X, que al
moverse describe como lugar geométrico un caracol de Pascal deformado con
hendidura, como se ve en la Grafica 3-5. El caracol es regular cuando el punto de
mira pertenece a uno de los ejes de la elipse, cuando M se desplaza por la elipse.

Figura 3-11 Podaria elipse foco
Grafica 110 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Cuando el punto de mira coincide con uno de los focos, como en la Grafica 3-6,
el lugar geométrico se convierte en una circunferencia que tiene el mismo centro
de la elipse y su radio es la longitud del semieje mayor de la misma.
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3.1.4. Para la Hipérbola

Figura 3-12 Podaria hipérbola
Grafica 111 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

La recta tangente por un punto M movil de la hipérbola es la bisectriz a las
cuerdas focales desde el mismo punto. Desde un punto V se traza la
perpendicular m a la tangente que la corta en el punto X que, a su vez, traza la
curva cerrada cuando M se desplaza por la hipérbola, como se ve en la Grafica 3-7.

Figura 3-13 Podaria hipérbola centro
Grafica 112 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Cuando el punto de mira o punto pedal V coincide con el centro de la hipérbola,
ellugar geométrico descrito por el punto X es una Lemniscata de Bernoulli, como
se ve en la Grafica 3-8.

3.2 Construccion de las tangentes

En el presente anexo se explica de manera sucinta la forma de trazar las rectas
tangentes a las curvas elementales que se han estudiado en el libro desde
puntos de la curva y desde puntos que estan por fuera de la misma.
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3.2.1 Tangente a una circunferencia por un punto de ella

Dada una circunferencia de centroen 0 y radio r y un punto T de ella, se traza el
radio OT y por el extremo T una perpendicular al segmento. Esa recta es la
tangente buscada. (Ver Figura 3-9).

Figura 3-14 Tangente a circunferencia
Grafica 113 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

3.2.2 Tangente a una circunferencia por un punto fuera de ella

Figura 3-15 Tangente a circunferencia punto exterior
Grafica 114 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dados la circunferencia de centroen 0 y radio r y el punto P por fuera de ella, se
construye el punto medio M entre P y 0.Con centroen M yradio PM se traza
una circunferencia auxiliar que corta a la original en los puntos X; y X, que son
los puntos de tangencia. Las rectas PX; y PX, son las tangentes buscadas. (Ver
Figura 3-10).

3.2.3 Tangente a una parabola por un punto de ella

Enla paraboladefoco F y directrizm se ubica un punto arbitrario T y se construye
su pie de perpendicular P sobre m. La bisectriz del angulo 4PTF es la tangente
buscada. (Ver Figura 3-11).
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P m
t

Figura 3-16 Tangente a parabola
Grafica 115 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

3.2.4 Tangente a una parabola por un punto exterior a ella

Q, Q

Figura 3-17 Tangente a parabola punto exterior
Grafica 116 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Siendo la parabola de foco F y directrizm y el punto P por fuera de ella, se traza
la circunferencia de centro en P y radio PF que corta a la directriz en los puntos
Q1Y Q,, desde donde se trazan paralelas al eje de la parabola. Cada una de esas
paralelas corta a la parabola en los puntos T; y T,. Las rectas PT; y PT, son las
tangentes buscadas. (Ver Figura 3-12).
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3.2.5 Tangente a una elipse por un punto de ella

Figura 3-18 Tangente a elipse
Grafica 117 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la elipse de focos F; y F,, se ubica en ella un punto arbitrario T y se
construye la bisectriz del angulo focal 4F,TF,. La perpendicular por T a esa
bisectriz es la recta tangente buscada. (Ver Figura 3-13).

3.2.6 Tangente a una elipse por un punto fuera de ella

Figura 3-19 Tangente a elipse punto exterior

Grafica 118 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la elipse de focos F; y F, y el punto P por fuera de ella, se calcula el eje
mayor de la elipse r =2a y con centro en F; y radio 2a se traza su circulo
director respecto de F;. La circunferencia de centro en P y radio PF, corta al
circulo director en los puntos Q; ¥ Q, VY, a su vez, los segmentos F;Q, Y F;0,
cortanalaelipseenlospuntosT; y T, que son|os puntos de tangencia buscados.
Las tangentes desde P son PTy y PT,. (Ver Figura 3-14).
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3.2.7 Tangente a una hipérbola por un punto de ella

Figura 3-20 Tangente a hipérbola
Grafica 119 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la hiperbola de focos F; y F, y un punto arbitrario T en la curva, la bisectriz
del angulo focal 4F,TF, es latangente buscada. (Ver Figura 3-15).

3.2.8 Tangente a una hipérbola por un punto fuera de ella

Figura 3-21 Tangente a hipérbola punto exterior
Grafica 120 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la hipérbola de focos F; y F, y un punto arbitrario P entre las dos ramas de
la curva, siendor = 2a la distancia entre los vértices de las dos ramas se traza la
circunferencia directriz de radio 2a y centro en F,, la cual se corta con la
circunferencia de centro en P y radio PF, en los puntos Q; y Q,. Lasrectas F;Q, Y
F;Q, cortan ala hipérbola enlos puntos T, y T, y, a suvez, lasrectas PT; y PT, son
las tangentes buscadas. (Ver Figura 3-16).
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3.3 Construccion de elementos dada la curva dibujada

En este anexo se brinda la alternativa de calcular algunos elementos de las conicas,
COmMO sus ejes, sus focos, su centro, cuando la curva se presenta dibujada.

3.3.1 Dado el arco de una circunferencia, calcular su centro

Figura 3-22 Centro de circunferencia
Grafica 121 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada una circunferencia o un arco de la misma, se establecen de manera
indistinta dos cuerdas 4,4, y B;B, diferentes. La mediatrices de esas cuerdas
se interseca en el centro de la circunferencia. (Ver Figura 3-17).

3.3.2 Dado el arco de una parabola, calcular su foco y directriz

D,

Figura 3-23 Foco y directriz de parabola
Grafica 122 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dado un arco de parabola, los punto medios C; y C, de dos cuerda paralelas A; 4,
y B;B, determinan un segmento de diametro paralelo al eje de la parabola, por
ello setrazala cuerda D;D, perpendicular al segmento C,;C, y su mediatriz por E
es el eje de la parabola, eje que determina en IV el vértice de la misma.
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El simétrico de E respecto del vertice VV, denominado E; determina con D; una
tangente por este uUltimo punto a la curva y, en consecuencia, la recta que se
consigue por reflexion axial de la perpendicular por D, a la cuerda D;D, respecto
de la tangente D, E;, corta al eje de la parabola en su foco F. La directriz de la
parabola es la perpendicular a su eje por el punto H que es simétrico del foco F
respecto del vértice VV de la curva. (Ver Figura 3-18).

3.3.3 Dado el arco total de una elipse, calcular sus elementos

Figura 3-24 Elemento de elipse

Grafica 123 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Dada la elipse sin sus elementos, se trazan las cuerdas paralelas AB y CD cuyos
puntos medios E' y G determinan una recta que se intersecta con los puntos A, y
B; de la curva, el punto medio de este calibre A;B; es el centro de la elipse 0.

Concentroen 0 yradio 04, se consigue el punto de interseccion conla curva My
la bisectriz del angulo 4MOA; es el eje mayor de la elipse; el eje menor es la
perpendicular por O al eje mayor.

Se marcan los punto de interseccion K y H sobre el eje mayor y el eje menor en la
curvarespectivamente y con centroen H y radio OK se traza una circunferencia que
permite localizar sobre el eje mayor los focos de la elipse F; y F,. (Ver Figura 3-19).
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3.3.4 Dadas las ramas de una hipérbola calcular sus elementos

Figura 3-25 Elementos de hipérbola

Grafica 124 (https://sired.udenar.edu.co/11342/)

Los puntos medios E y G de dos cuerdas paralelas, cada una en diferente rama
de la hipérbola, determinan en ellas los puntos H y K que se constituyen en el
calibre de la hipérbola, y por ello el punto medio 0 entre H y K es su centro.

Con centroen 0 y radio 0A se traza una circunferencia para determinar el punto
M en una rama de la hipéerbola. La bisectriz del angulo 4A0M es el eje principal
de la conicay la perpendicular por O es el eje imaginario.

Latangente ala hipérbola paralela ala cuerda AB en surama aizquierda corta
a la circunferencia de centro en 0 y radio OV en el punto L, desde donde se
levanta una perpendicular a la tangente. Esa perpendicular corta al eje
principal de la hipérbola en el foco F;. El foco F, es el simétrico de F; respecto
del centro 0. (Ver Figura 3-20).
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Capitulo 4

Sobre el origen de la geometria analitica: Apolonio, Descartes y Fermat

Este libro, centrado en problemas relacionados con lugares geometricos, se
enmarca en la geometria pura y en la analitica, lo cual motiva a desarrollar este
anexo que trata episodios de |os inicios de la geometria analitica, en especial del
aporte de Apolonio de Perga, y las ideas de este que posteriormente
desarrollaron Descartes y Fermat.

Eneltranscurrir historico que hay entre la geometria clasicay la geometria actual surge
la geometria analitica, la cual se ha identificado historicamente con dos personajes del
siglo XVII: René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665).

La geometria analitica es unarama de las matematicas caracterizada por l0os
recursos mediante los que se abordan fundamentalmente los siguientes dos
problemas:2

-Dada una ecuacion, hallar el lugar geomeétrico que representa.

-Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su
ecuacion matematica.

Los enfoques de esos dos personajes en cuanto a la geometria analitica se
consideran complementarios, pues cada uno establece la union del algebra y
geometria en sentidos opuestos; en esencia, Fermat estudia curvas definidas por
ecuaciones, mientras que Descartes estudia ecuaciones por medio de curvas.

La geometria desarrollada por Fermat y Descartes estudia dos topicos
esenciales: la obtencion de las ecuaciones de los lugares geométricos y las
propiedades de las curvas (especialmente las que se obtienen por ecuaciones

2 Hernandez, V. (2002). La geometria analitica de Descartes y Fermat: ;Y Apolonio? Apuntes de
historia de las matematicas. 1, (1), 32- 44.
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lineales o cuadraticas). Descartes se centro en el primero de esos topicos
considerando por pocos el segundo, mientras que Fermat profundizé en el
segundo, prestando menor atencion al primero.

En 1637 Descartes publica su Discurso del método, el cual servia como prefacio
a tres tratados cientificos: Geometria, Didptrica y Meteoros. La Geometria fue su
unica obra de matematicas, la cual, a su vez, se dividia en tres libros:

El libro | se titula Problemas que pueden construirse con circulos y rectas
solamente; alli Descartes plantea una ruptura con la tradicion griega de asociar
potencias comoa?con un é&rea,y a®con un volumen, tratdndolas como
longitudes de segmentos de linea.

El libro Il se titula Sobre la naturaleza de las lineas curvas, en el que describe las
curvas geomeétricas y las mecanicas; las primeras corresponden a las que
actualmente se representan con ecuaciones algebraicas de dos variables; sin
embargo, en ese libro fueron descritas cinematicamente. Cabe decir que no
concebia que las denominadas curvas mecanicas, como la espiral o la cuadratriz,
se estudiaran desde las matematicas. También en el libro propuso un método
algebraico para encontrar la perpendicular a un punto de una curva, si se conoce la
ecuacion de esta, con ello se podia hallar las tangentes a dichas curvas.

Ellibro Ill se titula Sobre la construccion de Problemas de Solidos y Supersaolidos,
el cual a pesar del titulo es mas de corte algebraico que geometrico, en el que
trata la forma de resolver ecuaciones. Entre otras cosas plantea que para
resolverlas, todos los términos de una ecuacion se situen en un lado de la
ecuaciony al otro lado de esta se situe el cero.

El mismo afno de la publicacion de la obra de Descartes, Fermat envia a algunos
colegas sus investigaciones que databan de 1629, las cuales surgieron a partir
del estudio que hizo con base en las referencias que, a su vez, Pappus habia
hecho de la obra perdida Los Lugares Planos de Apolonio.

Los estudios de Fermat estan en la memoria Introduccion a los Lugares Planos 'y
Solidos (Ad Locos Planos et Solidos Isagoge), publicada en 1679 hasta que su
hijo Samuel edita las Varia Opera Mathematica.

Fermat parte de su profundo conocimiento de la matematica griega y, por
tanto, de la debilidad misma de los métodos griegos que eran basicamente
metodos de demostracion no de descubrimiento. No eran métodos generales
ni heuristicos, precisaban conocer previamente la solucion del problema,
aplicandose entonces a obtener una demostracion rigurosa. Era, por tanto,
necesario obtener otros métodos que ademas de ser mas generales,
garantizaran no solo la rigurosa correccion de las soluciones, sino el
descubrimiento de las propias soluciones. Motivado por los intentos de
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reconstruccion de ciertas obras perdidas de Apolonio, por parte de Vieta,
Fermat reconstruye los dos libros de Los Lugares Planos de Apolonio, en el
estilo clasico griego sin referencia al Arte Analitica de Vieta.

Cuando aplica el Analisis de Vieta a los problemas de lugares geométricos
construye los fundamentos de su geometria analitica. Al vincular los trabajos
matematicos de Vietay Apolonio establece un efectivo puente entre la geometria
y el algebra, que permite asociar curvas y ecuaciones, a base de aplicar el
analisis algebraico de Vieta a los problemas de lugares geométricos de Apolonio
y Pappus, definidos en un sistema de coordenadas, por una ecuacion
indeterminada en dos incognitas. Fermat establece un hecho fundamental de la
geometria analitica afirmando que la naturaleza y la construccion de las curvas
planas estan determinadas por la ecuacion canonica asociada, en el siguiente
principio: “Siempre que en una ecuacion final se encuentran dos cantidades
incognitas, se tiene un lugar geométrico, describiendo el extremo de una de ellas
una linea recta o curva. La linea recta es simple y unica en su género; las
especies de curvas son en numero infinito, circulo, parabola, elipse, Etc”.

Estas palabras permiten sintetizar el importante principio de la historia de la
matematica que introduce no solo la geometria analitica sino la idea fundamental de
variable algebraica, basica para el desarrollo del Calculo Infinitesimal: “Con la
Geometria Analitica de Fermat alcanzaba el maximo grado de consumacion en la
aplicacion a los problemas geometricos del antiguo método de Analisis -de ahi
procede el adjetivo Analitica que acomparia al sustantivo Geometria-, siendo el
Algebra por su caracter algoritmico el principal instrumento (GONZALEZ URBANEJA,
Pedro Miguel. Origenes y evolucion historica de la geometria analitica. Pag. 56 en
http://www.xtec.cat/sgfp/llicencies/200304/memories/geometriaanalitica.pdf).

A Fermat le interesa obtener metodos que permitan resolver de forma directa 'y
operativa los problemas y escribirlos de manera que se siguiera una linea
geomeétrica; es decir, metodos que al describir el proceso inventivo ensefnen a
descubrir y rompan la dualidad griega invencion-demostracion, asi, Fermat
privilegiala heuristica buscando fusionar el descubrimiento y de la demostracion.
En ese panorama juega un papel programatico esencial la intervencion del
Algebra como instrumento inherente a la Geometria Analitica que convierte a
esta en una poderosa herramienta de investigacion y exploracion cientifica, en el
mas util instrumento para resolver con elegancia, rapidez y plenitud heuristica
las cuestiones geomeétricas”.

Antecedentes de Las Conicas de Apolonio

El estudio de la geometria griega apunta a varios nombres: A Euclides se le
reconoce como el sistematizador, Arquimedes como el investigadory a Apolonio
por su virtuosismo geomeétrico. Incluso, Apolonio llegd a ser reconocido por los
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historiadores de la geometria por sus investigaciones en conicas, que detallan
sus descubrimientos, con o cual justifica su apelativo de “gran gedmetra”.

La obramas reconocida de Apolonio es Las Conicas, la cual superalo escrito con
anterioridad de este tema por parte de Menecmo, Euclides.

La mayoria de datos conocidos de Apolonio tienen como origen lo que el propio
autorresefnaen lasintroducciones de algunos de |os libros obra denominada Las
Conicas. Se sabe que Apolonio nacid hacia el ano 262 a.C., en Perga, (la actual
Antalya, Turquia); ademas estudio en el Museo de Alejandria con algunos
discipulos de Euclides; y vivio, entre otras ciudades, en Pérgamo, la cual contaba
con una prestigiosa biblioteca y una tradicion academica similares a la de
Alejandria, ciudad donde murio cerca al aino de 190 a.C.

Menecmo, quien vivio en el siglo IV antes de Cristo, es reconocido por ser quien
introdujo estudio de las secciones conicas, es decir, de las curvas que
actualmente reconocemos con los nombres de parabola, elipse e hipérbola.

Los estudios de Mecnemo se dieron en el marco del famoso problema de la
duplicacion del cubo3; en esencia, detectd que para solucionar ese problema
habia una familia de curvas apropiadas y que eran obtenidas a partir de la
seccion por un plano perpendicular a la generatriz de conos rectos de tres tipos,
segun que el angulo en el vértice fuera agudo, recto u obtuso.4

Mecnemo descubridé que un cono circular recto de una sola hoja, con angulo
recto (agudo - obtuso) en el vértice, al serintersecado por un plano perpendicular
a una de sus generatrices, se obtiene una curva que actualmente denominamos
parabola (elipse-hipérbola). Usando herramientas representativas del algebra,
asociadas a la posterior geometria analitica, se puede describir la ecuacion de

b? Co
esacurva,delaformay? = Ix, (y? = Ix — (;)xz), si el angulo del cono es agudo

2
—y?=1Ix + (Z—Z)xz, si el angulo del cono es obtuso5 donde I es una constante
dependiente de la distancia entre el vertice del cono y el plano nombrado.

Los desarrollos de Menecmo contienen apartes que pueden asociarse con
ecuaciones y con el uso de coordenadas, “lo que induce a los historiadores a
afirmar que este gedmetra ya conocia ciertos aspectos de la Geometria Analitica.
De hecho ignorando el lenguaje de esta se hace dificil explicar el hallazgo de
Menecmo”. 6

3 Consiste en construir, utilizando Gnicamente regla y compas, un cubo que tenga el doble
de volumen que un cubo dado. Es uno de los tres problemas clasicos de la matemaética antigua, y que apenas
hasta el siglo X1X, se demostr6 que no se puede resolver.

4 https://virtual.uptc.edu.co/ova/estadistica/docs/autores/pag/mat/Apolonio-1.asp.htm

5 Para los dos Gltimos casos, a y b son constantes.

% idem
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A pesar de ser Mecnemo como el personaje que introdujo el estudio de las
conicas, unos anos antes, Hipocrates de Quios, quien vivio alrededor del afio 400
a.C., estudid apartes de las conicas en relacion con uno de los problemas
clasicos de la geometria griega, como lo es la duplicacion del cubo mediante la
interpolacion de dos medias proporcionales.

A grandes rasgos, Hipocrates abordo el problema de la duplicacion del cubo de
la siguiente manera:

Dado un cubo cuyo lado mide a unidades, al interpolar dos medias
proporcionales entre este lado y su doble, se tiene la proporcion continua:

%=§= % . Manipulando apropiadamente estas igualdades se obtienen las

ecuaciones de dos parabolas: x? = ay, y? = 2ax, y de una hipérbola xy = 2a?.
Ahora, al intersecar las dos parabolas y al instersecar interseccion de una de las
parabolas con la hipérbola se llega a la ecuacion x3= 2a3, que se interpreta
como la longitud del lado de un cubo del doble de volumen del inicial.

Menecmo obtendria esto mediante la construccion de puntos de interseccion de
las conicas obtenidas, desplazando apropiadamente el plano de corte con el
cono para hallar conicas con los latus rectum?7.

Entre otros de los posibles precursores del uso de las secciones conicas esta
Arquitas de Tarento (vivio alrededor del aiio 400 a.C.), quien estudio el problema
dela duplicacion del cubo, obteniendo las dos medias proporcionales através de
las intersecciones de un cono, un cilindro y un toro.

Otro de los posibles origenes de las conicas es a través de curvas cinematicas
como la Cuadratriz de Hipias o la Espiral de Arquimedes, sin embargo, el nombre
de Problemas solidos a los que dependian de las conicas para su resolucion,
parece indicar que es mas fuerte la idea de que su origen es estereomeétricos.

Algunos historiadores de las matematicas ubican el origen de la geometria analitica
en la Antigua Grecia, especificamente ubican en Mecnemo como el personaje que
merece el reconocimiento como padre de esta rama, al establecer que su esencia
es el estudio de lugares geométricos a traves de las ecuaciones.

Con las herramientas actuales, se puede definir las conicas como lugares
geométricos de los puntos en un plano en los que las distancias a una recta,
denominada directriz, y a un punto, denominado foco, se encuentran a una
determinada razon constante, denominada excentricidad.

" La latus rectum de una seccion conica es la cuerda que pasa a través del foco, es perpendicular
al eje mayor y tienen ambos puntos extremos sobre la curva.
8 La estereometria se refiere a una parte de la geometria que trata de las medidas de los solidos.
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Desde un punto de vista actual esta definicion se puede traducir sin mayor
problema al lenguaje algebraico de las ecuaciones, ademas, a través de
rotacion de ejes, sin mayor dificultad se puede pasar de la ecuacion de una
hipérbola referida a sus ejes a la referida a sus asintotas. Asi, el mérito de
Mecnemo es el de descubrir esas curvas sin las herramientas algebraicas
conlas que contamos actualmente, ademas de haber mostrado propiedades
de esas secciones conicas, las cuales fueron presentadas posteriormente
en Las Conicas de Apolonio.

Las Conicas es una de las obras de Apolonio que consta de ocho libros, de los
cuales el Ultimo, que se presume era un apéndice, esta perdido. A continuacion,
una descripcion de cada uno de esos libros:

El Libro | empieza mostrando como se generan las conicas. Una vez que se
obtienen las relaciones basicas entre lo que ahora denominamos como
coordernadas de un punto de la curva en el plano, expresadas por las
ecuaciones descritas a través de consideraciones estereomeétricas, se
presentan las propiedades basicas de las conicas, en las que incluyen
tangentes y diametros conjugados, partiendo de tales ecuaciones y sin hacer
referencia al cono generador.

El Libro Il presenta nuevas propiedades, haciendo un estudio completo de
las rectas asintotas, para finalizar con el problema del trazado de una
tangente que forme un cierto angulo con el segmento diametral que pasa
por el punto de tangencia.

En el Libro Il presenta, inicialmente, algunas propiedades de triangulos vy
cuadrilateros determinados por tangentes y diametros conjugados, ademas de
algunas propiedades de las tangentes a las curvas. Posteriormente aborda
algunas propiedades que permiten el trazado de las conicas, usando
movimientos continuos y que sirven para definirlas como lugares geometricos:

“En una hipérbola la diferencia de distancias de cada punto a los focos es
constante e igual al eje transverso”.

“En una elipse la suma de distancias de cada punto a los focos es constante e
igual al eje mayor”.

En el Libro IV desarrolla los puntos de interseccion de las conicas; para ello
destaca un método de trazar dos tangentes a una conica desde un punto.

El Libro V se dedica a los segmentos maximos y minimos que denotan,
respectivamente, la distancia maximay minima de un punto a los de una conica.
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En este Libro esta el origen de la teoria de evolutas9 y evolventes10 que aparece
en la obra del holandeés Christiaan Huygens llamada Horologium Oscilatorium de
1673. En ese libro, Apolonio aborda la nocion de curvatura, lo cual corresponde
a la geometria diferencial. También, a partir de métodos puramente sintéticos,
obtiene la evoluta de las conicas como lugar de los centros de curvatura,
mediante la determinacion del nimero de normales distintas desde cada punto.
También se destaca la construccion de la normal a una conica desde un punto
exterior a través de la interseccion de la conica con una hipérbola equilatera, lo
que se ha llamado Hipérbola de Apolonio asociada al punto.

El Libro VI trata la igualdad y la semejanza de las conicas, y en él destaca la
solucion del siguiente problema: dados una conicay un cono circular recto hallar
una seccion del cono que sea igual a la conica dada.

En el Libro VIl se relaciona propiedades de los diametros conjugados11 entre las
que se destacan que la suma de estos es constante para la elipse y la resta de
los cuadrados de estos es constante para la hipérbola.

Al inicio, las nuevas curvas introducidas por Menecmo su denominacion
respondia a la forma como se descubrieron: seccion (perpendicular a una recta
generatriz) de cono acutangulo, rectangulo y obtusangulo para la elipse,
parabola e hipérbola, respectivamente.

En Las Conicas de Apolonio se demostro que de un unico cono unico se obtienen
los tres tipos de secciones, para ello se debe variar la inclinacion del plano que
corta al cono, lo que permitia ver a estas como una familia de curvas. También
planted que el cono no tiene que ser recto y que este debe constar de dos hojas,
lo que permite identificar las dos ramas de la hipérbola.

La figura 4-1 ilustrala manera como Apolonio obtiene las tres secciones conicas,
las cuales dependen de la inclinacion del plano que corta al cono:

% Se llama evoluta de una curva, al lugar geométrico de los centros de curvatura de ésta.

10| a evolvente del circulo, a veces llamada involuta, es una curva
cuyas normales son tangentes de la circunferencia. No confundirla con envolvente.

11 Dos diametros de una seccion conica son conjugados si cada cuerda paralela a un diametro
es dividida en dos por el otro diametro.
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Figura 4-26 Tres secciones conicas de Apolonio

La figura de la izquierda ilustra una parabola, para la cual el plano de corte es paralelo
a una sola generatriz, la figura del medio ilustra una elipse, para la cual el plano de
corte no es paralelo a ninguna generatriz, mientras que la de la derecha ilustra una
hipérbola, en la que el plano de corte es paralelo a dos de sus generatrices.

A Apolonio se debe los nombres con los que actualmente se conocen estas tres
secciones conicas: elipse, parabola e hipérbola. Cabe decir que estos términos
eran usados por los pitagoricos en la solucion de ecuaciones cuadraticas a traves
de un método denominado Aplicacion de las Areas. En tal método, Elipse significa
deficiencia, Hiperbola significa exceso y Parabola significa equiparacion.

El nuevo nombre de esas curvas obedecia a una nueva forma de concebirlas, ya
que Apolonio no las describiria de manera constructiva sino recurriendo a
relaciones de sus longitudes y de las areas que encierran, relaciones que
describian la propiedad caracteristica de definicion de las curvas y expresaban
sus propiedades; asi, la ecuacion de la parabola con vertice en el origen es de la
formay2=Ix,enlaque les ellatus rectum o parametro doble que se representa por
2p. Esa ecuacion de la parabola es una forma de expresar el siguiente enunciado:

“La parabola tiene la propiedad caracteristica de que, para todo punto tomado
sobre la curva, el cuadrado construido sobre su ordenaday es exactamente igual
al rectangulo construido sobre la abcisa x 'y el latus rectum I”.

De manera similar presenta enunciados para las otras dos curvas, como lo son
la hipérbolay la elipse, respectivamente:

“En la seccion conica considerada [hipérbola], el cuadrado de la ordenada
equivale a un area rectangular aplicada siguiendo el latus rectum; es decir,
teniendo el latus rectum como altura, y teniendo la abscisa como base,
aumentada de otra area semejante a la que tenga el eje transverso o diametro
como base, y la mitad del latus rectum como altura”, y
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“En la seccion conica considerada [elipse], el cuadrado de la ordenada equivale
a un area rectangular aplicada siguiendo el latus rectum, es decir, teniendo el
latus rectum como altura, y teniendo la abscisa como base, disminuidada de otra
area semejante ala que tenga el eje transverso o diametro como base, y la mitad
del latus rectum como altura”.

Los anteriores enunciados se traducen en las siguientes ecuaciones:

(x a)z

y2=lIx+ ( )x 0 bien —— —z = 1, para la hipéerbola, y

(x+a)

y?= ( )x 0 bien ——~ +b— =1, para la elipse,

en las que para la hipérbola se designa por a al gje transverso o diametro y por b
el eje no transverso, mientras que para la elipse a y b representan los ejes,
mientras que para ambas la ordenada se identifica con x y la abscisa con vy,
siendo [ el latus rectum.

Para esas ecuaciones uno de sus vértices esta en el origen de las coordenadas,
donde concurren un diametro y la tangente a la conica como ejes de

b2
coordenadas, y donde, ademas, el latus rectum o parametroes: | = —.

Obsérvese como llegar a la ecuacion de la elipse:

Hay una relacion que es constante entre ciertas areas, el cuadrado que tiene
como lado la cuerda PQ (ver figura 4-2) y el rectangulo determinado por los
segmentos 0Q y QR del diametro.

Figura 4-27 Elipse

. . PQ? _ OQQR
Asi, se puede verificar que ;?2 = % . Tomando ahora, las coordenadas
conorigenen 0,y llamando x, y, a, by [, como ya se describio, se tiene que:
y2 x(2a x). 2b? b? b? 5 _ 2b?
= : por tanto, y? = —x ——x ,asi que y? = Ix X —— X% donde [ = —

es el Iatus rectum, como se quer|a probar.

125



Locus: Lugares geometricos elementales

Las relaciones de areas, que expresan propiedades intrinsecas de la curva,
permiten traducirse en el lenguaje del algebra simbdlica de ecuaciones, lo
cual permite la asociacion de curvas y ecuaciones, que es uno de los
propositos de la geometria analitica.

A la vista de las expresiones obtenidas para las conicas se puede observar
que, en el caso de la elipse se cumple que y? < Ix, mientras que para la
hipérbola, se tiene que y? > Ix. A partir de esas desigualdades surgieron los
nombres de las conicas.

Para finalizar, se presentan dos citas que resumen el mérito de Apolonio, como
personaje fundamental, para que posteriormente la geometria analitica se
posicionara como una rama relevante de las matematicas:

Al analizar la posicion historica de Apolonio en el camino hacia la Geometria
Analitica, a pesar de los conceptos y elementos geometricos introducidos, que
parecen emular la presencia de sistemas de referencia con coordenadas -
abscisasy ordenadas- que permiten expresar las ecuaciones de las conicas,
esos sistemas de coordenadas aparecian siempre superpuestos a posterioria
las curvas para estudiar sus propiedades.

En la Geometria griega, las coordenadas, variables y ecuaciones no eran
elementos de partida, sino conceptos subsidiarios derivados de situaciones
geomeétricas concretas de curvas que determinan las ecuaciones sin que se dé
la situacion inversa, es decir, que las ecuaciones determinen las curvas, ya que
estas siempre se producian mediante una construccion estereométrica como
secciones de un sdlido o de forma cinematica como composicion de
movimientos -tal es el caso de la Espiral de Arquimedes o la Cuadratriz de
Dinostrato-, de forma que el conjunto de curvas manejadas por los griegos fue
necesariamente muy limitado. Como manifiesta Boyer (1986, p. 208).

El hecho de que Apolonio, uno de los mas grandes geometras de la antigledad,
no consiguiese desarrollar de una manera efectiva la Geometria Analitica, se
debe probablemente mas a una pobreza en el numero de curvas que de
pensamiento; los métodos generales no son ni muy necesarios ni muy utiles
cuando los problemas se refieren siempre a un numero limitado de casos
particulares. Por otra parte, es bien cierto que los primeros inventores de la
Geometria Analitica tenian a su disposicion toda el algebra renacentista [el
Algebra de los cosistas italianos y el Algebra simbélica de Vieta], mientras que
Apolonio tuvo que trabajar con las herramientas del Algebra Geométrica, mucho
mas rigurosa pero a la vez mucho mas incomoda de manejar.
(https://virtual.uptc.edu.co/ova/estadistica/docs/autores/pag/mat/Apolonio- 1.asp.htm).

Finalmente, respecto de las obras de Fermat y la Descartes, se puede plantear
que las geometrias analiticas de dichos autores tienen su anclaje en la
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preocupacion por la metodologia de la geometria griega, en cuanto ambos
plantean como tarea esencial encontrar nuevos métodos mas simples,
operativos y que abarcaran mas soluciones, ademas de dejar mas clara la
heuristica. A manera de conclusion, la conexion de Apolonio con los dos
pensadores del siglo del siglo XVII se plantea en la siguiente cita:

“Mientras que Fermat creia en una continuidad con la tradicion griega y pensaba
que su propio trabajo era una simple reformulacion de la obra de Apolonio,
Descartes proponia una ruptura. Aun si es posible caracterizar el tratamiento de
las ecuaciones de Fermat como mucho mas claro y moderno que el de
Descartes, es la mentalidad cartesiana la que entendia mejor el nuevo sentido
del algebra. Descartes era consciente de que se trataba de un metodo universal
que debia sustituir aguellos metodos de los antiguos” (Ruiz, 2002, p. 263).
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Este libro es un compendio de problemas enfocados a los LUGARES

GEOMETRICOS; para cada problema estudiado se explica en detalle conciso el
alcance de su solucién que viene vinculada con el archivo correspondiente
elaborado en CABRI, software de asistencia geométrica, y de una notoria
popularidad en el ambiente académico. Los problemas se han ubicado en
capttulos relacionados de manera especial con las CONICAS, curvas que tienen
una aplicacién recurrente en el mundo de la tecnologia.

El texto est¢ dirigido de manera especial a estudiantes de las carreras de

lo, cada ftem
estudiado se presenta de manera sugestiva y atrayente. Desde este dngulo, se ha

matemdticas y de licenciatura en matemdticas. En concordancia con e

hecho un esfuerzo para que las soluciones expuestas tengan un cardcter diddctico
y casi que se expliquen por si mismas.

Los problemas estudiados, se han tomado de los textos corrientes de geometria
analiica y varios de ellos son sesudos estudios que los autores han empleado en
su ejercicio profesional docente. Sin duda, este acopio de problemas resueltos y
propuestos, hacen de manera global, un buen aporte pues anima al estudio de la
geometria y en especial al de los lugares geométricos que requieren de la
competencia imaginativa, creativa y de visualizacién, bajo el entendido de que los
lugares geométricos requieren del movimiento.

Pensamos que este es un gran aporte a nuestros estudiantes y a los estudiantes
de instituciones pares dado que la temdtica abordada es frecuente y sin embargo
la bibliografia existente no es abundante y no se ha realizado con el enfoque que
se ha utilizado en esta obra. Un buen conjunto de problemas resueltos, estudiados
con sentido metodolégico, permiten disefiar ofros caminos de solucién y lo que es
mds importante, organizar sus propios problemas.
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