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GLOSARIO

ANOMALIA VERDADERA: Angulo que el radio vector forma con la linea de las &p-
sides.

ANOMALIA EXCENTRICA: Es el angulo medido desde el centro de la elipse, que
forma la proyeccion del planeta sobre la circunferencia principal y el eje de la elipse.
Se designa por E. La relacion entre la anomalia media y la anomalia excéntrica es la
llamada Ecuacion de Kepler.

INFRAROJO: Regién del espectro electromagnético cercana al espectro visible, cuya
longitud de onda comprende el rango de los micrometros.

LINEA DE LAS APSIDES: Linea que une el perihelio y el afelio, en el caso de la elipse
conincide con el semieje mayor.

LUMINOSIDAD: Es la cantidad de potencia (energia por unidad de tiempo) emitida

en todas direcciones por un cuerpo celeste. Esta directamente relacionada con la mag-
nitud absoluta del astro.

PERICENTRO: Punto de la 6rbita méas cercano al sol.

ECLIPTICA: plano definido por la érbita de la Tierra alrededor del Sol, el cual se
proyecta como un circulo maximo sobre la esfera celeste inclinado en unos 23,5° con
relacion al ecuador celeste.

ECUADOR CELESTE: proyeccion del ecuador terrestre en la esfera celeste. Su plano
es perpendicular al eje de rotacion de la Tierra.

EQUINOCCIO VERNAL: Intersecciéon de la ecliptica y el ecuador celeste, corresponde
al punto de origen de la ascension recta y la longitud celeste.

ESFERA CELESTE: Esfera imaginaria de radio infinito sobre la cual se suponen ubi-
cados los cuerpos celestes y tiene como centro el observador, el centro de la Tierra u
otra posicion cualquiera dependiendo de las necesidades del observador.

EXCENTRICIDAD (e): Parametro que define la forma de la érbita de un cuerpo
alrededor de otro. Hace parte de las propiedades de las secciones conicas.

UNIDAD ASTRONOMICA (UA): Unidad de longitud, usada para medir las distancias
de los cuerpos estelares, equivale a 149.597.870 Km. Algunas veces es tomada como la
distancia promedio de la Tierra al Sol.



Las ideas y conclusiones aportadas en este trabajo de grado, son responsabilidad
exclusiva del autor

Articulo primero del acuerdo No. 324 de Octubre 11 de 1966, emanado por el Honorable
Consejo Directivo de la Universidad de Narino.



Nota de aceptacion

Director

Jurado

Jurado

San Juan de Pasto, Junio de 2008



AGRADECIMIENTOS

A Dios por ser el constructor de este universo complejo y maravilloso que ha despertado
en mi las inquietudes més asombrosas. Por ser el gestor de la vida y por permitirme
vivir en esta época en donde hemos llegado a la luna, impactado un cometa y escud-
rinado hasta los confines del sistema solar.

A todas aquellas personas que de una u otra manera contribuyeron al desarrollo de
este trabajo:

A mi madre Elizabeth Sdnchez por entregarnos su vida, por ser la mujer més traba-
jadora, honesta y carifiosa. Gracias por tanto sacrificio. A mis hermanitas, gracias por
Su apoyo, su comprension, su amor y por ser tan ejemplares y responsables.

A James Perenguez Lopez: Gracias por su apoyo, su colaboracion, sus consejos y sus
palabras de aliento en los momentos en que més necesité.

Al Profesor Alberto Quijano Vodniza, de quien he aprendido mucho mas que ecua-
ciones y que se ha convertido en una gran inspiracién para mi vida. Le agradezco de
todo corazén por ofrecerme un espacio dentro de su grupo de investigacion y por per-
mitirme compartir ese amor por la astronomia.

A la Universidad de Narino y al programa de fisica, por formarme como profesional.
Siempre llevaré conmigo el recuerdo de los mejores anos de mi vida.

A mis amigos: Espero seguir compartiendo con ellos todo el largo camino que nos falta
por recorrer.



DEDICATORIA

Este trabajo esta dedicado a los cuatro grandes amores de mi vida: A mi Madre, mi
inspiracion y ejemplo. A mis hermanas Alexandra y Gina por ser las mejores mujeres
del mundo y a mi sobrinito Angel Gabriel.

A mi Padre (Q.E.P.D)

A James, por ofrecerme su comprension y por ser también un ejemplo e inspiracion
para mi vida.

A mis tios.



ABSTRACT

On the following piece of work it was developed a study of the dynamics of dust
at the solar system, studying the three bodies’ photogravitational restricted problem
and getting to locate the lagrangian equilibrium points for different systems: Sun-
Planet- Particle. It was found that the location of the different points depends on
the q reduction factor ‘s value and the fact that the location differs from the clasic
problem. On this work we also managed to determine the gaussian form of the Lagrange
's planetary equations, taking as disruptive acceleration the one originated by the
Poynting- Robertson effect. It was found that the inclination and the orbit 's ascending
node don’t vary under this kind of disturbance.



RESUMEN

En el siguiente trabajo se realizo un estudio de la dindmica del polvo en el sistema so-
lar, estudiando el problema fotogravitacional restringido de los tres cuerpos y logrando
ubicar los puntos lagrangianos de equilibrio para diferentes sistemas: Sol - Planeta -
Particula. Se encontré que la ubicacion de los diferentes puntos depende del valor del
factor de reduccion q y que la ubicacion difiere del problema clasico. En este trabajo
también se logré determinar la forma gausiana de las ecuaciones planetarias de La-
grange, tomando como aceleracion perturbatriz la originada por el efecto Poynting -
Robertson. Se encontr6 que la inclinacion y el nodo ascendente de la 6rbita no varian
bajo este tipo de perturbacion.



1. INTRODUCCION

Particulas de polvo interplanetario (IDPs) en nuestro sistema solar son creadas prin-
cipalmente de colisiones entre asteroides, de la desintegracion de cometas cerca al Sol
y de las mutuas colisiones de los cuerpos del cinturon de Kiiper (EKB). Mientras
que los cuerpos que originan estas particulas permanecen en 6rbitas cuasi-estables, las
particulas de tamanos milimétricos son altamente influenciadas por el viento solar y
por efecto Poynting-Robertson. Estas fuerzas causan que las IDPs caigan en espiral ha-
cia el Sol; cuando observamos a distancias astronémicas (muchos anos luz), esto puede
representar la caracteristica mas prominente en un sistema planetario, ademas de la
estrella central. Discos de polvo se han observado alrededor de estrellas tales como: (3
Pictoris, € Eridani, HR 4796a, Vega vy Fomahault.!

Desde el descubrimiento del disco de 3 Pic, se ha reconocido que los discos circum-
estelares pueden usarse para reconocer planetas extrasolares 2, si existen planetas las
particulas interactuaran con ellos, estas interacciones incluyen captura de polvo en
puntos lagrangianos de equilibrio y perturbaciones de los elementos orbitales.

En el siguiente trabajo se realiza un estudio tedrico de como es la distribucion del
polvo producido en el cinturon de Kiiiper en los puntos lagrangianos de equilibrio en
un sistema sol - particula - planeta, mediante el anélisis del problema fotogravitacional
restringido de los tres cuerpos.

Para empezar, en los capitulos 3 y 4, se realiza una revision teérica del problema de los
dos cuerpos y de los tres cuerpos, mostrando la solucién anélitica al problema de los
dos cuerpos y examinando una solucion particular al problema restringido de los tres
cuerpos. Se realiza una revision bibliogréfica de la ubicacion de los puntos lagrangianos
y su estabilidad. Estos primeros capitulos sustentan el fundamento teoérico para em-
pezar la investigacion.

En los capitulos 5 y 6 se empieza a desarrollar el primer objetivo del trabajo, estudian-
do el problema fotogravitacional restringido de los tres cuerpos. En este problema se
considera que uno de los cuerpos considerados es una fuente emisora de radiacion. En
esta parte se dara la ubicacién de los nuevos puntos lagrangianos para cuatro sistemas
diferentes, que seréan: Sol - particula - Japiter, Sol - particula - Saturno, Sol - particula
- Neptuno, Sol - particula - Tierra.

En el capitulo 7 se estudia la teoria de perturbaciones y se encuentran las ecuaciones
diferenciales que fundamentan la evolucién de los elementos orbitales de un cuerpo
dado. Estas serén las ecuaciones planetarias de Lagrange, para las cuales se consider-

1Smith and Terrile 1984; Holland et al. 1998
2Ferlet and Vidal - Madjar 1994
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ara la respectiva aceleracion perturbatriz, considerando el efecto Poynting Robertson
y llegando a establecer la forma gaussiana de las ecuaciones de Lagrange.

18



2. OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GENERAL

Realizar un estudio teodrico de la estructura y evolucion del polvo producido en el
cinturéon de Kiiiper bajo efecto gravitacional del sol, un planeta gigante y por efecto
Poynting - Robertson.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Estudiar el problema fotogravitacional restringido de los tres cuerpos para el sistema
sol - particula - planeta gigante.

Estudiar la evolucién de los elementos orbitales de particulas de polvo, mediante las
ecuaciones planetarias de Lagrange.

19



3. EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS

El problema de los dos cuerpos es tal vez el problema integrable més simple en la
dindmica del sistema solar. Este trata la interaccion de dos masas puntuales movién-
dose bajo su mutua atraccion gravitacional descrita por la ley de Gravitacion Universal
de Newton.

3.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Consideremos el movimiento de dos masas m; y msy con vectores posicion ry y ry referi-
dos a algiin mismo origen O fijo en el espacio inercial.

Figura 1. Fuerzas en el problema de los dos cuerpos

El vector 7= 77 - r5 denota la posicion relativa de la masa msy con respecto a m;. La
fuerza gravitacional y las aceleraciones experimentadas por las masas son (figura 1):

mims o

F, =G« 7 =mir (3.1)
r

F,= -G« m1;712F: MoTs (3.2)
r

Donde G = 6,67260210~ Nm?Kg~? es la constante de gravitacion Universal.
Tenemos entonces:

ml'}“;l + m27%2 =0 (33)

Esta ecuacion puede integrarse dos veces para obtener:

mﬂ;"l + mg’f._’)g =da (34)

m1771 + mgfg =at —+ g (35)
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Donde @, b son vectores constantes. Si:
— mlf'l + mgfz
R— 117722

mi + Mo

denota la posicion del centro de masa, entonces las ecuaciones anteriores pueden ser
escritas como:

—

a

R-—% (3.6)
mi + Mo

. Gt+b

Bo _AT0 (3.7)
mi + Mo

Esto implica que el centro de masa es estacionario si a = 0 o éste est4 moviéndose en
linea recta con una velocidad constante con respecto al origen O.

Ahora consideremos el movimiento de msy con respecto a m;. Escribimos entonces
i = 9 — i1, entonces usando la ecuacion (1-2), obtenemos:

d?*r r

3

=0 3.8
dt? r (38)

Donde:

= G(my + mo)

Tomando el producto vectorial de 7 con la ecuacion (3.8), llegamos a la siguiente condi-
cion:

FxTF=h (3.9)
Donde h es un vector constante perpendicular a 7y . Esta ecuacién es llamada la
integral del momento angular. Se tiene que 7 y 7 permanecen siempre en el mismo
plano llamado el plano de la orbita. Utilizando coordenadas polares las ecuaciones de
movimiento son:

F=rf (3.10

P =77 + 100 3.11)

P = (i — )% + Fi(ﬁe)} 0 (3.12)
rdt

21



3.2 POSICION ORBITAL Y VELOCIDAD

Para obtener una ecuacién escalar para el movimiento relativo, sustituimos la expresion
de (3.12) en la (3.8), y comparando componentes, tenemos:

. : H
i —r0® = —a (3.13)

La solucion de ésta ecuacion diferencial luego de realizar algunos cambios de variable es:

p
= 14
Ty ecos(f — w) (3.14)

La cual es la ecuacion general de una conica en coordenadas polares donde e es la
excentricidad y p esta dado por:

h2
p=—=
m

Las cuatro posibles conicas son (cuadro No. 1):

Cuadro 1. Tipos de conicas

Conica | Exentricidad p

circulo 0 a

elipse 0<e<1 a(l — e?)
parabola 1 2q*
hipérbola e>1 ale* — 1)

*. En el caso de la parabola a es reemplazado por el parametro q.

Donde a es el semieje mayor de la conica. En el caso de la elipse las cantidades a y e
estan relacionadas de la siguiente manera:

b = a*(1 —€?) (3.15)

Donde b es el semieje menor de la elipse. Tenemos:

a(l —e?)
T =
1+ ecos(f — @)

(3.16)

Donde @ es la longitud verdadera. El angulo @ es llamado la longitud del pericentro.
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Se verifica que f = 6 — @, donde f es llamada la anomalia verdadera. Llegando a:

a(l —e?)

= 3.17
"7 + ecos f ( )

El angulo 6 cubre 27 radianes en un periodo orbital, definimos el movimiento medio n
por:

n=2" (3.18)

Que en vista de la tercera ley de Kepler puede escribirse: i = n2a® y con ésta relacion:

h = +/pa(l — e?)

Se puede derivar otra constante del movimiento (la primera es el momento angular)
tomando el producto escalar de 7 con (3.8), esto da:

,02

2

=S|

e (3.19)

Esta ecuacion es llamada la integral de vis viva y muestra que la energia orbital por
unidad de masa se conserva. Se encuentra que la constante C tiene el siguiente valor:

i
C=——
2a

3.3 LA ORBITA EN EL ESPACIO

Hemos mostrado que los vectores posicion y velocidad de la masa ms con respecto a
la masa m; permanecen en un plano perpendicular al vector momento angular. Los
valores de 7 (x,y) y 7 (Z,9) en cualquier tiempo define una tinica 6rbita y una ubicacion
sobre la orbita por medio de tres constantes a, e, w y la variable #. Sinembargo el
movimiento en el sistema solar no esta confinado en un sélo plano por lo tanto consid-
eraremos una representacion tridimensional de la orbita en el espacio.

Consideremos un sistema coordenado cartesiano tridimensional con respecto al cual un
punto arbitrario tiene vector posicién r=xz+yy+z2. El eje x se toma a lo largo del eje
mayor de la elipse en la direccion del pericentro, el eje y es perpendicular al eje x y
permanece en el plano de la 6rbita, mientras el eje z es mutuamente perpendicular a
los ejes x,y.

Referiremos este plano orbital a un sistema de referencia estandar. La direccion de la

linea de referenecia corresponde al eje X de nuestro sistema estandar de coordenadas.
Como caso particular consideraremos un sistema coordenado heliocéntrico donde el

23



plano de referencia es el plano de la 6rbita del planeta y la linea de referencia esta en
la direccion del equinoccio vernal, a lo largo de la linea de intersecciéon del plano del
ecuador del planeta y la ecliptica. En general el plano de la 6rbita estara inclinado con
respecto al plano de referencia a un angulo i llamado inclinacion de la 6rbita (ver Figu-
ra 2). La linea de interseccion entre el plano orbital y el sistema de referencia estandar
es llamada la linea de los nodos.

El punto en 4mbos planos donde la 6rbita cruza el plano de referencia moviéndose de
abajo hacia arriba es llamado el nodo ascendente, 2. El &ngulo entre este mismo radio
vector y el pericentro de la érbita es llamado el argumento del pericentro, w.

La inclinacion esta siempre en el rango 0 < i < 180. Si i <90° el movimiento se dice que
es progrado, mientras que si i > 90 el movimiento es retrogrado. En el limite cuando i

— 0 el plano orbital coincide con el plano de referencia.

Figura 2. Elementos orbitales

Debemos encontrar un método para transformar la posicion (X,Y,Z) y la velocidad
(X, Y, Z), de un objeto en una 6rbita eliptica en el plano de referencia estandar en un
tiempo t a un grupo de seis elementos orbitales,a,ei,(2, w y 0 y ademas el tiempo de
paso por el pericentro.

Se tendra entonces:

24



RP=X*+Y*+27? (3.20)
V2=X?24Y?r4 22 (3.21)
RR=XX+YY 427 (3.22)
h=(YZ—-2Y,ZX —XZ, XY —YX) (3.23)
. h?
R=4/V2— 2 (3.24)
Donde R = r denota la longitud del radio vector y R es su velocidad. Tenemos:
hcosi = hz (3.25)
hsenisen() = thx (3.26)
hsenicos ) = Fhy (3.27)

El procedimiento es como sigue:
e Calcular a usando la ley de vis viva:
2 V2 -
oa=(\=——=—"—"— 3.28

e Calcular e usando la relacién:

B2
e = \/1 ~ Gom T maa (3.29)

e Calcular i usando

i = cos ' (%) (3.30)

e Calcular Q usando:

senf) = + I -
hseni

(3.31)

e Calcular (w+ f) de la relacion:

25



A

Rseni

sen(w+ f) = (3.32)

e Calcular el tiempo de paso por el perihelio x utilizando la ecuacién de Kepler.

Ahora supongamos que para un instante t, los valores de r y f son conocidos al igual
que los elementos orbitales, entonces debemos encontrar a partir de éstos las compo-
nentes del vector posicion 7 para dicho tiempo t.

Sean [ y m dos vectores unitarios, el primero ubicado en el plano xy y dirigido en la
direccion del nodo ascendente, el segundo ortogonal a [ pero definido en el plano de la

orbita en que se mueve ms.

Figura 3. Localizaciéon de los vectores Ly

(inea de las
apsides

[ (inea de los

nodas
De la figura 3 observamos que:
[ = cos + sen§j + Ok (3.33)
1 = —senScosii + cosQcosi) + senik (3.34)
Podemos escribir también:
U, = lcos(w + f) + msen(w + f) (3.35)

y como 7 = rU, se obtiene:

7 = zityj+zk = rcos(w+f)(cosQi+senj+0k)+rsen(w+f ) (—senQcosii+cosQcosij+senik)
(3.36)
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Factorizando los términos que acompanan los vectores unitarios a &mbos lados tenemos:

x = rlcos(w + f)cosQ — sen(w + f)cosisens))] (3.37)
y = rcos(w + f)senfd + sen(w + f)cosicos(l] (3.38)
z = r[sen(w + f)sent] (3.39)

A continuacion determinamos las componentes (2,7, 2) del vector velocidad, para ello
recordamos: 7 = U, + rfU;. Necesitamos encontrar el valor de Uy, para ello de la
figura se analiza que:

Up = —lsen(w + f) + mcos(w + f) (3.40)

Debemos encontrar los valores de 7 y de rf, para ello diferenciando la ecuacion 3.17
obtenemos:

na

= ————esen 3.41
Tesent (3.41)
Entonces:
R na T
rU, = ——esenf- 3.42
NETIRE: (3:42)

Por otro lado:
(3.43)

Al reemplazar el valor de U #, teniendo en cuenta los valores de [ y m:

nasen f - CLQ”M [—sen(w + f)cosQ) — senQcosicos(Q + f)] (3.44)

/(1 —€?) r

Tr =

y = nasenf T+ @iny/(1-e?) [—senQsen(w + f) + cosQcosicos(Q + )] (3.45)

- r
- nc(zieiw;)m n a’n/ (701 —e?) [senicos(w + f)] (3.46)
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4. EL PROBLEMA RESTRINGIDO DE LOS TRES CUERPOS

El problema del movimiento de tres cuerpos (asumidos como masas puntuales), sujeto
sOlo a su mutua atraccion gravitacional no ha sido resuelto, aunque muchas soluciones
particulares han sido encontradas. Empezaremos con una discusion del problema rest-
rigido de los tres cuerpos; donde dos cuerpos de masa finita giran alrededor del otro
en oOrbitas circulares, y un tercer cuerpo de masa infinitesimal se mueve en su campo.
Esta situacion se presenta en muchos instancias en el Sistema Solar.

4.1 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Consideremos el movimiento de una pequenia particula de masa despreciable movién-
dose bajo la influencia gravitacional de dos masas m; y ms. Asumimos que las dos
masas tiene 6rbitas circulares alrededor de su centro de masa comiin y que ejercen una
fuerza sobre la particula aunque ésta no puede afectar ninguna de las dos masas.

Figura 4. Relacion entre las coordenadas del sistema inercial con las del sistema rotante
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Consideremos un grupo de ejes &,n,( en el sistema inercial referido al centro de masa
del sistema. Sea el eje £ orientado a lo largo de la linea que une a m; con my en t=>0
(Figura 4), sea el eje n perpendicular a £ y ubicado en el plano orbital de las dos masas
y el eje ¢ perpendicula al plano &-n. Las coordenadas de las dos masas en este sistema
son las siguientes: (£1,m1,(1) v (§2,7m2,(2) para las masas m; y my respectivamente. Las
dos masas tienen una separacion constante y la misma velocidad angular sobre cada
una de ellas y su centro de masa. Se escoje la masa de tal manera que:

[L:G(m1+m2):1
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Si ahora asumimos que m; >msy y definimos:

ma

mi + Mo

Entonces en este sistema de unidades, las dos masas son:

pe = Gmg = p (4.2)

La unidad de longitud se escoje de tal manera que la separaciéon constante de las dos
masas es la unidad. De esto se sigue que el movimiento medio, n, de las dos masas es
también la unidad.

Sean (£,n,(), las coordenadas de la particula en el sistema inercial o sideral, aplicando
la forma vectorial de la ley de gravitacion, las ecuaciones de movimiento de la particula
son:

&G —¢ L —¢

= : : 4.3

f M1 * Ti; +:u2* 7‘3 ( )

= iy By 2 (4.4)
1 Ty

52#1*@;C+u2*@gc (4.5)
1 Ty

Consideremos un nuevo sistema coordenado rotante que tiene el mismo origen que el
sistema &, 1 pero el cual rota con una velocidad angular constante en la direccién pos-
itiva. La direccion del eje x se escoje de tal manera que las dos masas permanezcan a
lo largo de él, con coordenadas:

(21,91, 21) = (—1,0,0)
(372;92; 22) = (1 - /vL7070>

Tenemos que:
r? = (x4 p)* + oy + 22 (4.6)

ry=(w+p—17°+y"+2° (4.7)

Utilizando el teorema de coriollis relacionamos las coordenadas del sistema rotante con
el sistema inercial y realizando algunos procedimientos se llega a:

i~ 20 = - (4.8)
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ou
§+2nt = — (4.9)

dy
ou
P = — 4.10
‘= (4.10)
Donde U es una funciéon escalar que esta dada por:
2(,.2 2
gty e (4.11)

2 (A1 T9

4.2 LA INTEGRAL DE JACOBI

Multiplicando la ecuacion (4.8) por &, la ecuacion (4.9) por y y la ecuacion (4.10) por
z sumando e integrando obtenemos:
M1

C; :n2(x2+y2)+2(r—+?) @2 (4.12)
1 2

Se ha demostrado que la cantidad 2U-v?*=C} es una constante del movimiento. Esta
es la Integral de Jacobi, o constante de Jacobi, algunas veces llamada la Integral de la
Energia Relativa. La integral de Jacobi es la tnica integral de movimiento en el prob-
lema restringido de los tres cuerpos. No podemos hacer uso de ésta para obtener una
solucion exécta del movimiento orbital pero podemos usarla para determinar regiones
de donde la particula puede ser excluida.

4.3 LAS CURVAS DE VELOCIDAD CERO
Si colocamos v=0 en (4.12), tenemos la ecuacion:

C; = n?(z? +y?) + 2(ﬂ + &) (4.13)
™ ]

La anterior ecuaciéon define regiones donde el movimiento de la particula no es posible.
La figura 5 muestra las curvas de velocidad cero para el caso de u=0.001 (jupiter) en
el problema restringido de los tres cuerpos para diferentes valores de la constante de
Jacobi.
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Figura 5: Curvas de velocidad cero para ;o = 0.001 y diferentes valores de la constante
de Jacobi Cj
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Para un valor de Cj = 3.05 la particula puede moverse alrededor del sol o de jupiter
pero no puede atravesar estas regiones, si Cj = 3.039 la particula puede moverse alrede-
dor de las dos masas. Para Cj = 3.001 la particula puede estar ubicada en una de las
regiones que se observan en la figura 5.

4.4 PUNTOS LAGRANGIANOS DE EQUILIBRIO

Se sabe que en el caso donde las dos masas m; y my se mueven en orbitas circulares
alrededor de su centro de masa comun, sus posiciones son estacionarias en un sistema
rotante con una velocidad angular igual al movimiento medio n de cualquiera de las
masas. En esta seccion se van a estudiar la localizacion de puntos donde una particula
P, podria ser colocada con la velocidad apropiada en el sistema inercial, tal que ésta
permanezca estacionaria en el sistema rotante.

En el caso de la fuerza gravitacional ejercida por m; y meo, el sistema tiene un punto

de equilibrio en el vértice de un tridngulo equilatero con la base formada por la linea
que une las dos masas. Este resultado implica la existencia de otro punto de equilibrio
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localizado bajo la misma linea, también en el vértice de un tridngulo equilatero. Estos
son los puntos lagrangianos Ly vy Ls respectivamente. En el problema clésico hay tres
puntos de equilibrio més Lq, Lo v Ls, los cuales permanecen a lo largo de la linea que
une las dos masas, como indica la Figura 6.

Para determinar dichos puntos, utilizamos la condicion de equilibrio dindmico de la

particula y hacemos la velocidad y aceleracion cero en las ecuaciones (4.8-4.10) y debe-
mos resolver simultdneamente el siguiente sistema:

8U_3U% 0U%

= = - =0 4.14
Ooxr  Or; Oz * Ory Ox ( )
ou _oUor  OUOr _, (4.15)
Jdy Ory dy  Ory Oy
Inspeccionando un poco se llega a la solucion trivial:
ou 1
—— —(1= i = 4.1
ory (L1=n) < r? + 7’1) 0 (4.16)
ou 1
-z _ =0 4.17
ory a ( r3 * TQ) (4.17)
Lo cual lleva a: r;=ry=1, por tanto:
1
T=g—p (4.18)
y= i\/g (4.19)

Cada uno de los dos puntos definidos por estas ecuaciones forman un tridngulo equi-
latero con las masas py (1 — p). Estos son los puntos triangulares de equilibrio que,
como dijimos, se denominan por convenciéon L, v Ls. Otra solucién al sistema de ecua-
ciones se presenta cuando y = 0. De hecho se presentan tres soluciones para este caso
que corresponderan a los puntos de equilibrio Ly, Ly y L3. El punto L, permanece entre
las masas py (1 — p), el punto Ly permance a la derecha de la masa p y L3 permance
en el eje x negativo.
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Figura 6: Configuracion de los puntos de equilibrio en el problema restringido de los
tres cuerpos

4.4.1 Localizacioén de los puntos de equilibrio
ePunto Li:7m +1r =1, =x + p, 19 = -x + (1-p).

Sustituyendo en las ecuaciones de movimiento realizando algunos calculos se llega a:

1, 1, 23,

_ L, 15 23 4.20
rp=a-ga’-gat—cra (4.20)
%
C 1
Donde: o = (3(1—u))
e Punto Lo -1 =1, =X + p, ro = x - (1-p).
De lo cual obtenemos:
1 1 31
ro =+ §a2 — §a3 — 8—1a4 (4.21)
e Punto Ly vy -1 = 1,7 = x-p,rp = x + (lp), ri = 1+ 3
Donde:
T ( u 7/ \° 13223/ u \°
G-t () D) 2 (4.22)
12\1—pu 12\1—pu 20736 \ 1 —
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4.4.2 Estabilidad de los puntos de equilibrio: En la literatura puede encontrarse
el procedimiento para determinar la estabilidad de los puntos lagrangianos, ® donde se
llega a la conclusion que los puntos lagrangianos colineales (Li,Lo,L3) son inestables
para todo valor de 1 — 1 y que los puntos triangulares (Ls y Ls) son estables para
11— <0,0385.

3Solar System Dynamics pag. 83
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5. EL PROBLEMA FOTOGRAVITACIONAL RESTRINGIDO DE LOS
TRES CUERPOS

El problema fotogravitacional restringido de los tres cuerpos parte del problema clasico
tratado anteriormente cuando uno de los cuerpos interactuantes es una fuente emisora
de radiacion. Al analizarlo se encontrara que la presencia de la radiacion solar resulta
en un cambio en las posiciones de los puntos de libracion (otro nombre dado a los
puntos lagrangianos de equilibrio) y en la aparicion de nuevos puntos en comparacion
con el problema clasico.

La fuerza total asociada a la presién de radiacion experimentada por una particula
esférica, es dada, como lo demostré Robertson por:

. R V.RR. V
F= FP[(E - C—RQ) - 0—2] (5.1)
Donde: al,
m
Fp=—""
b 16w R2psc

denota la medida de la presion de radiacion, R denota el vector posicion de la particula
con respecto a la fuente de radiacion S, Vel correspondiente vector velocidad y ¢ la
velocidad de la luz. En la expresion para F'p, L es la luminosidad del cuerpo radiante,
mientras p y s son la masa y densidad de la particula respectivamente.

El primer término en la ecuacion (5.1) expresa la presion de radiacion. El segundo
término representa el corrimiento doppler de la radiacion incidente y el tercer término
es debido a la absorcion y emision de la radiacion incidente. Estos tltimos dos términos
conforman el efecto Poynting - Robertson.

5.1 EL EFECTO POYNTING - ROBERTSON

El efecto Poynting-Robertson, es un proceso por el cual la radiaciéon solar hace que
las particulas de polvo del Sistema Solar se muevan hacia el Sol. El efecto se debe al
movimiento orbital de los granos de polvo que contrarrestan el movimiento radial de
la radiacion solar y de esa manera la particula es atraida por la gravedad hacia las
proximidades del Sol. El efecto puede ser interpretado de dos maneras, dependiendo
del punto de referencia.

Desde la perspectiva del grano de polvo, la radiacion del Sol parece provenir de un

angulo levemente inclinado debido a que el plano de 6rbita de la particula es perpen-
dicular respecto al avance de la radicacion solar. Este angulo es muy pequeno dado que

35



la radiacion solar se desplaza a la velocidad de la luz y el grano de polvo se desplaza
a una velocidad muy inferior en comparaciéon con la radiacién, pero con el transcurso
del tiempo, este efecto se va acumulando.

Desde una perspectiva general del sistema solar, el grano de polvo absorbe la totalidad
de la luz solar en una direccion radial, pero el movimiento relativo del grano de polvo
respecto del Sol trae como consecuencia la reemision de energia de forma desigual lo
que provoca un cambio en el momento angular.

El efecto Poynting-Robertson es mas fuerte en las cercanias del Sol y por lo tanto pro-
duce la reduccién de la excentricidad en las érbitas elipticas.

5.2 ECUACIONES DE MOVIMIENTO

Para tratar el problema fotogravitacional restringido de los tres cuerpos supongamos
que my, sea la masa del cuerpo mas masivo y a la vez el cuerpo radiante (sol), ms sea
la masa del cuerpo secundario (planeta) el cual consideraremos esférico. Para derivar
las ecuaciones diferenciales de movimiento usaremos un sistema de unidades en el cual
la suma de las masas sea la unidad, el semieje mayor de la 6rbita del planeta también
igual a la unidad y el periodo de revolucion del planeta divido por 27 también unitario.
El movimiento de la particula estara referiado a un sistema coordenado cartesiano he-
liocéntrico Sxyz rotando a una velocidad angular unitaria sobre el eje Sz, el eje Sx
dirigido a lo largo de la linea que une al sol con el planeta, el eje Sy dirigido hacia
el apex del planeta y el eje Sz hacia el polo norte de la érbita del planeta. Sea u la
masa relativa del sistema, entonces m;=(1-u) y me=p. Sea la particula localizada en el
punto P(x,y,z), r1 la distancia entre 1- y P, ry la distancia entre p y P, r la distancia
entre las masas primarias.

Para un sistema inercial de referencia la aceleracién total actuando sobre P es dada
por el teorema de Coriolis (anexo 1):

A =a+28XT+& % (D xF) (5.2)
Tenemos por otro lado:
Fp=Fg(l1-q) (5.3)
Donde:
g=1- %

una constante para una particula dada, es un factor de reduccién expresado en térmi-
nos del radio, la densidad de la particula y el factor de eficiencia chi, esta dada (en el
sistema CGS) por:

36



q= X
Sp
Entonces de (5.3)
L (=p)
ap = ~——5—11(1 —q)
1
Por tanto la aceleracion a’' = ay + ax donde:
o 1 V.ﬂﬁ Vv
ax =ay[(—— ——) — —
AT - T -
y
Gy = 1= 'UF ﬂf
g Ti)) 1 Tg 2
Finalmente:
l—p. p. (Q=—pl-q i VA
= B S0 S0
A+20 X T+ @ X (J X T)
Como:

F=xzi+yj+ zk o= (x+ p)i+yj + 2k
= (x+p—1i+y)+ 2k U= ii+ i)+ ik
G=rk V=r+dxn

Encontramos los productos vectoriales:
26 x V = =291 + 2&j + 0k
QXF:—y%—I—x}—kOIAﬁ
GX (B XT)=—x1—y)

A& X =E—y) i+ @G+ (x+p))+ 0k

(5.5)

Sustituyendo los resultados anteriores en (5.8) y separando componentes, obtenemos
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las siguientes ecuaciones diferenciales de movimiento:

¢ —p)(@+p) ple+p—1) Qﬁx+m

T—2y=x— 3 - 2 ~ el (x4 p)t +yy+22] + 3 —y]
(5.13)
s ql—py py Q. y . : P
jr2g=y- Lo M Qi iyt g )] (514)
1 L) riTy
i} q(l—p)z pz Q. z L
Z= —T — T—% — r_%[r_f[(m + ) + yy + 22| (5.15)
Donde:
1-— 1-—
c

En un sistema coordenado sin dimensiones, la velocidad de la luz “sin dimensiones”,
dependera de la distancia de separaciéon de las masas primarias y de sus periodos de
revolucion.*

Podemos escribir las anteriores ecuaciones como:

ou

oy — o Ja 1
T — 2y 8x+ x (5.17)
oU
. U o 5.18
Y+ 2z ay + Iy ( )
U
s _ YY la 1
=5 + Fz (5.19)
Donde:
RSN (Gl D]
U—Q(x +y°) + - +T2 (5.20)
F:p:—%[<x;m[(x+u)i+yy+zé]+$'—y] (5.21)
1 1
Fy =21 %+ u)i+yi+ 22 43+ (2 )] (5.22)
1’1
Q. z : . .
Fz=—5[5[(@+ w3 +yy + 2] (5.23)
1’1

Multiplicando (5.17) por 2& y (5.18) por 2y y sumando:

ou  oU
e . - o 94
TE+ Uy m—ax+y—ay+(m x+ yFy) (5.24)

4Chernikov-1970
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Lo cual puede escribirse como:

d
d—f = —2(¢Fz+yFy) (5.25)

Con C = 2U - #* - % La cantidad C es la integral de Jacobi y C' = 2U(z,y) son las
curvas de velocidad cero.

Para encontrar una solucion particular al sistema (5.13 - 5.15) usamos la condicion de
equilibrio dindmico de la particula, asi:

=0
V=0
por lo cual:
1— -1
po oWty petp-l) @ (5.26)
Ty T3 1
ql-—py py @
At mpy opy 9 - 5.27
y ~ 5 (x + p) (5.27)
1 _
(Gt S T (5.28)

2 =0 (5.29)

ql—p)  p
— 4+ =5 =0 5.30
R (5.30)

Estudiaremos el caso planar z=0:

En el problema restringido de los tres cuerpos este caso corresponde a dos grupos de
puntos de libraciéon: Los puntos colineales Ly, Lo, L3 y los puntos triangulares L, y
Ls. Las ecuaciones (5.26 - 5.28) difieren del problema clasico en contener términos adi-
cionales de primer orden relativos a %, los cuales alteran los resultados clasicos. Los
puntos Ly, Lo, L3 ya no permaneceran a lo largo del eje Sx dado que se observa que la
condicion y = 0 no es una solucion al sistema.

Igualmente la condicion 7o = r; = 1 no se satisface para los puntos Ly y Ls y por tanto
no conformaran un tridngulo equilatero como el estudiado previamente.
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Indicaremos un método grafico de solucionar el problema, para ello consideremos las
ecuaciones (5.26 - 5.27), multiplicando la primera por (y) y la segunda por (x+ p) y

restando obtenemos:
m:O—Q)‘ (5.31)
Hy

Wl

Esta ecuacion puede ser resuelta para x, obteniendo:

(1 _ %) - y2r (5.32)

También combinando las ecuaciones (5.27 con 5.31) resulta:

i Q+y(l—p)] — Qriz=q(1 —py (5.33)

r=(1—-p)+

Si hacemos y > @ , x > @, entonces:

(5.34)

=
2
e

Los puntos de libraciéon pueden obtenerse al encontrar las intersecciones de la curva
dada por la ecuacion (5.32) y la dada por (5.34).
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6. SISTEMA: SOL - PLANETA - PARTICULA DE POLVO

En este capitulo emplearemos los calculos obtenidos previamente, para el caso especial
de los planetas Jupiter, Saturno, Neptuno y la Tierra, y consideraremos diferentes
valores de la constante q correspondiente a diferentes tamanos y densidades de las
particulas de polvo que se originan en el cinturén de Kiiiper.

Las observaciones muestran que particulas de tamanos entre 3,6,11 y 23 ym dominan

el polvo en el sistema solar; si tomamos una densidad de 1 -3, estos tamafios, de

acuerdo a la ecuacion (5.4), corresponden a valores del factor de reduccion (q) de 0.6,
0.8, 0.9 y 0.95 respectivamente.

Usaremos estos valores para realizar la grafica de las curvas antes mencionadas para
cada valor del factor q y para cada uno de los planetas.

Para determinar el valor de la velocidad de la luz se tiene en cuenta lo siguiente:

d = dp*150000000
time = 365.25%86400%Tp/6.2832
¢ = 300000/ (d,/time)

Donde dp es la distancia del planeta al sol en unidades astronémicas y Tp el periodo
orbital del planeta en segundos.
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6.1 SOL - PARTICULA DE POLVO - JUPITER
Para este problema consideraremos los siguientes datos:

my—2210% kg
mo= 1,9210%" kg

Por tanto:

1=0.001
1 — pu=0.999
c=22902.6

En la figura 7 se muestran las graficas de las ecuaciones 5.32 (fuccia) y 5.34 (azul)
correspondiente a los datos anteriores:

Figura 7: Localizacion puntos lagrangianos para el problema fotogravitacional: Sol -
Jupiter - Particula
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Para obtener una visiéon maés clara de como cambian los puntos lagrangianos cuando
varia el factor q, en la figura siguiente se han superpuesto las cuatro graficas anteriores.

Figura 8: Variacion de los puntos lagrangianos con el factor q para el caso Sol - Jupiter
- Particula

-1 0,5 0 0,5 1 1.5

En la grafica la curva verde representa q—=0.6, azul oscura q=0.8, fuccia q=0.9 y azul
clara q=0.95. El cuadro 2 muestra los valores de r; y ry para cada punto lagrangiano
en el sistema anterior.
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Cuadro 2. Valores de r; y ro para el sistema Sol - Paricula - Jupiter

W q | Punto L 1 r9
0,001 | 0,6 1 0,8332 | 0,1668
0,001 | 0,8 1 0,9298 | 0,07334
0,001 | 0,9 1 0,9644 | 0,0362
0,001 | 0,95 1 0,9831 | 0,0182
0,001 | 0,6 3 0,8529 | 1,85297
0,001 | 0,8 3 0,9281 | 1,92817
0,001 | 0,9 3 0,9717 | 1,97170
0,001 | 0,95 3 0,9842 | 1,9841
0,001 | 0,6 4 0,8274 | 1,0024
0,001 | 0,8 4 0,9270 | 1,0023
0,001 | 0,9 4 0,9596 | 0,9956
0,001 | 0,95 4 0,9709 | 0,9923
0,001 | 0,6 d 0,8593 | 1,0043
0,001 | 0,8 d 0,9430 | 1,0019
0,001 | 0,9 d 0,9750 | 1,0010
0,001 | 0,95 5 0,9873 | 0,9914

El cuadro 3 muestra las distancias en unidades astronémicas entre el planeta y la
particula (P-J) y entre la particula y el Sol (P-Sol).
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Cuadro 3. Distacias en UA de la particula al Sol y a Jupiter.

L [ q |P-J(UA)[P-Sol(UA)
L1 0,6 4,34 0,87
0,8 4,34 0,38
0,9 5,02 0,19
0,95| 5,12 0,10
L3 0,6 4,44 9,64
0,8 4,83 10,03
0,9 5,06 10,26
0,95| 5,12 10,32
Li| 0,6 431 5,22
0.8 1,82 5,21
0,9 4,99 5,18
0,95| 5,05 5,16
L5 0,6 4,47 5,23
0,8 491 521
0,9 5,07 5,21
0,05| 5,14 5,16

De los datos obtenidos en el cuadro 3 se destaca el hecho que a medida que el valor
de q aumenta (aumenta también el tamano de las particulas) el punto lagrangiano L1
se acerca al sol y se aleja del planeta.

El punto L3 se aleja del planeta y del sol a medida que q aumenta pero se aleja mas
rapidamente del sol.

Los puntos L4 y L5 se alejan del planeta y se acercan al sol igual que lo hace el punto
L1.

45



6.2 SOL - PARTICULA DE POLVO - SATURNO
Para este problema consideraremos los siguientes datos:

my=2x10% kg
mo=>5,7210% kg

Por tanto:
u=0.00028

1 — ©=0.99972000
c—31021.5

Los puntos lagranginanos estdn ubicados de la siguiente forma:

Figura 9: Localizaciéon puntos lagrangianos para el problema fotogravitacional: Sol -
Saturno - Particula
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Figura 10: Variacion de los puntos lagrangianos con el factor q para el caso Sol - Saturno
- Particula

Las cuatro curvas superpuestas se muestran a continuacién:
En la grafica la curva verde representa q=0.6, azul oscura q=0.8, fuccia q=0.9 y azul

clara q=0.95. El cuadro 4 muestra los valores de r; y ry para cada punto lagrangiano
en el sistema anterior.
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Cuadro 4. Valores de r; y ro para el sistema Sol - Paricula - Saturno

1 q | Punto L r1 o
0,00028 | 0,6 1 0,8452 | 0,1558
0,00028 | 0,8 1 0,9201 | 0,0817
0,00028 | 0,9 1 0,9574 | 0,0431
0,00028 | 0,95 1 0,9825 | 0,0241
0,00028 | 0,6 3 0,8421 | 1,8416
0,00028 | 0,8 3 0,9224 | 1,9223
0,00028 | 0,9 3 0,9723 | 1,9723
0,00028 | 0,95 3 0,9848 | 1,9848
0,00028 | 0,6 4 0,8283 | 1,0224
0,00028 | 0,8 4 0,9079 | 1,0043
0,00028 | 0,9 4 0,9510 | 0,9881
0,00028 | 0,95 4 0,97088 | 1,0003
0,00028 | 0,6 5 0,8532 | 0,9935
0,00028 | 0,8 5 0,9432 | 1,0057
0,00028 | 0,9 5 0,9808 | 0,9981
0,00028 | 0,95 5 0,9952 | 0,9999

Cuadro 5. Distancias en UA de la particula al Sol y a Saturno

L | q |P-Sat (UA) | P - Sol (UA)
L1 06 8,09 1,49
0.8 8,81 0,78
0,9 0.17 0,41
0,95 9,41 0,23
L3 | 0,6 8,07 17,64
0,8 8,83 18,42
0,9 9,31 18.9
0,95 0,43 19,0
T4 06 7.93 9,79
0,8 8,70 9,62
0,9 9,11 9,46
0,95 9,30 9,58
L5 0,6 8,17 9,52
0,8 9,03 9,63
0,9 9,39 9,56
0,95 9,53 9,58

El cuadro 5 muestra las distancias en unidades astronémicas entre el planeta y la

48



particula (P-Sat) y entre la particula y el sol (P-Sol).

De lo anterior se puede observar que los puntos L1,L.4 y L5 se alejan de saturno
y se acercan rapidamente al sol cuando g aumenta, el punto L3 se aleja del sol y de
saturno pero lo hace mas rapido de éste tltimo.
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6.3 SOL - PARTICULA DE POLVO - NEPTUNO
Para este problema consideraremos los siguientes datos:

my—2210% kg
mo=1,03210%° kg

Por tanto:
#=0.0000511

1 — 11=0.99994900
c— 55065.4

Los puntos lagrangianos estdn ubicados de la siguiente forma:
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Figura 11: Localizacion puntos lagrangianos para el problema fotogravitacional: Sol -
Neptuno - Particula

(=06 (=08

a

g T T A (L VA T R W A5 L <05 0 05 1 Lh 2

y todos los puntos lagrangianos se muestran en la figura 12:
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Figura 12: Variaciéon de los puntos lagrangianos con el factor q para el caso Sol -
Neptuno - Particula

[ —————

5 i —o 0

En la grafica la curva verde representa q=0.6, azul oscura q=0.8, fuccia q=0.9 y
azul clara q=0.95.

El cuadro 6 muestra los valores de r; y ro para cada punto lagrangiano en el sistema
anterior.
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Cuadro 6. Valores de r; y o para el sistema Sol - Particula - Neptuno

[ q | Punto LL 71 T
0,0000511 | 0,6 1 0,8449 | 0,1560
0,0000511 | 0,8 0,9260 | 0,0743
0,0000511 | 0,9 0,9636 | 0,0401
0,0000511 | 0,95 0,9759 | 0,0241
0,0000511 | 0,6 0,8433 | 1,8355
0,0000511 | 0,8 0,9307 | 1,9297
0,0000511 | 0,9 0,9665 | 1,9664
0,0000511 | 0,95 0,9789 | 1,9788
0,0000511 | 0,6 0,8391 | 1,0729
0,0000511 | 0,8 0,9193 | 1,0271
0,0000511 | 0,9 0,9532 | 1,0029
0,0000511 | 0,95 0,9591 | 0,996
0,0000511 | 0,6 0,8384 | 0,9355
0,0000511 | 0,8 0,9385 | 0,9763
0,0000511 | 0,9 0,9813 | 0,9976
0,0000511 | 0,95 0,9920 | 1,0032

O O O OV | s | | QO Qo Q| | = = =

Cuadro 7. Distancias en UA de la particula al Sol y a Neptuno

L[ q |P-N(UA)[DP-Sol(UA)
L1| 06 | 2539 1,69
0,8 | 27,82 2,23
0,9 | 2895 1,21
0,95 | 29,33 0,73
L3| 06 | 25,34 55,15
0,8 | 27,97 57,99
0,9 | 29,04 59,09
0,05 | 29.41 59,46
Li| 06 | 2521 32,24
0,8 | 27,62 30,86
0,0 | 28,64 30,14
0,95 | 28,82 29,93
L5| 0,6 | 25,196 28,11
0,8 | 28,20 29,34
0,9 | 29,49 29,08
0,956 | 29,81 30,14
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El cuadro 7 muestra las distancias en unidades astron6micas entre el planeta y la
particula (P-N) y entre la particula y el sol (P-Sol).

Igual que en el caso anterior los puntos L1 y L4 se alejan del planeta y se acercan al

sol, cuando las particulas aumentan de tamano. Los punto L3 y L5 se alejan del sol y
del planeta
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6.4 SOL - PARTICULA DE POLVO - TIERRA
Para este problema consideraremos los siguientes datos:

my=2x10% kg
mo=>5,9210%* kg

Por tanto:
1=0.00000294

1 — ©=0.9999971
c— 10045

Los puntos lagrangianos estdn ubicados de la siguiente forma:
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Figura 13: Localizacion puntos lagrangianos para el problema fotogravitacional: Sol -
Particula - Tierra

¢=06 4=038

T T T T T T T3]/ T T T T T T T3]/
- 5 4 0 - 4 0
= - -0,5 = < -0,5
« I L1 L1 ] 1 4 -1 ! | L1 L1 1 1411
45 4 05 0 05 1 15 2 45 4 05 0 0F 1 15 2

T3 i
4 0
4 0,5
L 111
15 -1 =05 60 05 1 1,8 2 15 41 <0585 0 05 1 15 2

y todos los puntos se observan en la figura 14:
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Figura 14: Variacion de los puntos lagrangianos con el factor q para el caso Sol - Tierra
- Particula

T T T T T
- 41
| 4 0.5
| E 4 0
- 4 -0.5
- 41

1 1 1 1 1

-1 -0,5 0 0,5 1 1.5

En la grafica la curva verde representa q=0.6, azul oscura q=0.8, fuccia q=0.9 y
azul clara q=0.95.

El cuadro 8 muestra los valores de r; y r, para cada punto lagrangiano en el sistema
anterior.
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Cuadro 8. Valores de r; y ro para el sistema Sol - Particula - Tierra

[ q | Punto L 1 ro
0,00000294 | 0,6 1 0,8363 | 0,1870
0,00000294 | 0,8 0,9260 | 0,0758
0,00000294 | 0,98 1,0008 | 0,0025
0,00000294 | 0,6
0,00000294 | 0,8
0,00000294 | 0,98
0,00000294 | 0,6
0,00000294 | 0,8
0,00000294 | 0,98
0,00000294 | 0,6
0,00000294 | 0,8
0,00000294 | 0,98

0,9825 | 1,7281

0,769 | 1,4666
0,8362 | 0,2172
0,9221 | 0,3685
1,0053 | 0,8191

U O O | s s W W W=

Cuadro 9. Distancias en UA de la particula al Sol y a la Tierra

L [ q |P-T(UA) | DP-Sol(UA)
L1 06 | 083 0,18
0,8 | 0,92 0,07
0,08 | 1,00089 | 0,0025
L3 | 0,6
0.8
0,98| 0,98 1,72
Li| 06
0,8
0,08 0,97 1,46
L5] 06 | 083 0,21
0,8 | 0,92 0,36
0,08 | 1,0053 0,81

El cuadro 9 muestra las distancias en unidades astron6micas entre el planeta y la
particula (P-T) y entre la particula y el sol (P-Sol):

En este caso en particular es interesante observar como desaparecen los puntos la-
grangianos, para ¢ <0.98 el punto .4 no existe, pero se acercara al sol y se alejara
del planeta cuando el valor de ¢ disminuya de 0.9999 hasta 0.98. El punto L5 deja de
existir para valores de q = 0.55, El punto L1 y L2 existen para todo valor de q en este
rango. El punto L3 so6lo se observa cuando q = 0.98.
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El punto lagrangiano L es el menos desviado de su posiciéon sobre el eje x con la pres-
encia de la radiacion, asi que este puede ser calculado, considerando que en este punto
y — 0 y utilizando la ecuaciéon 4.21 tratada anteriormente.
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7. TEORIA DE PERTURBACIONES

7.1 ECUACIONES PLANETARIAS DE LAGRANGE

Conocidos en un instante dado los valores de los elementos orbitales se procede a uti-
lizar la solucién de los dos cuerpos para determinar la posicion del cuerpo de nuestro
interés. La elipse Kepleriana (a,e,i,,w,x) que corresponde a la posicion 7y velocidad
7 de una particula en un tiempo dado se conoce con el nombre de 6rbita instantdnea u
osculatriz. Si la funcién perturbadora no es nula, la elipse Kepleriana estara cambian-
do continuamente. El conjunto de seis ecuaciones diferenciales que dan cuenta de la
variacion de los elementos orbitales en el tiempo se encuentran de la siguiente manera:

El vector posicion 7 es funcion del tiempo t y de cada uno de los elementos orbitales
(a,e,i,Q,w,x). Entonces la derivada total con respecto al tiempo del vector posicion es:

drr _ordt Orda 87" de 87“ di 0rdQ) Ordw Ordyx

%—Eﬁ—i_@a dt (96 dt 8@ dt B_QE—'—aw dt +8X dt (7.1)

Para mayor facilidad se representaran los elementos orbitales por Cy; k=1,...6. Segtn
esto, tenemos:

dr S oF dck
= 2
dt at ack dt (7 )

En cada punto de la trayectoria se exije que exista una elipse instantanea (osculadora)
tal que:

dr Or
- _ = 7.3
dt ot (7.3)
Por lo tanto:
8r dck
— A

es la primera condicién de osculacion. Derivando la ecuacion 7.3 y realizando algunos
pasos algebraicos llegamos a la siguiente relacion:

i, 32ﬁ S or dey,
_r R = .
3TV 82?2 ack dt (7.5)
Se debe cumplir para la o6rbita osculadora:
0’
@ + ET =0 (76)
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Llegando a la segunda condicion de osculacion:
87“ dck
= 7.7

Multiplicando 7.4 por y 7.7 por =L se obtiene:

Eaj_gaj do, _ OR 78)
dc; Ocy,  Ocx Ocy | dt — Oc; ’
O de una manera méas compacta se puede expresar lo anterior como
k=6
de OR
Z[Cjack]% = 2 (7.9)
k=1
Cj:]_,...6.
Los |¢;,ck| representan los paréntesis de Lagrange, definidos por
ee] = | 07 08 oF oF |
7r Tk aCj.aCk 8Ck aCj
On i 0w 0b Oy 0y 0y 0 0= 05 0z 0: o

8Cj ’ (‘3ck. 8Ck ’ aCj 80]' ‘80;@ 8ck ’ aCj aCj ‘8019 8ck ’ 80]'
Los paréntesis de Lagrange cumplen las siguientes propiedades:
e Se tiene que [¢;,¢;]=0

oy [Ci7ck] = - [Ck7ci]

e Un giro del sistema de referencia alrededor de uno cualquiera de los ejes transforma
el paréntesis de Lagrange de la siguiente forma:

O(a, 77 X T_i)

(s, on) (7.11)

[cj, cx] = [cj, ekl +

Donde 77 , 71 son los vectores transformados con un giro siendo a dicho angulo y
9(a,7i x11)

B ©S el Jacobiano de la transformacion.
7

Las ecuaciones de movimiento van a ser, teniendo en cuenta 7.9:

dey dey des dCG 5’_R
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dey dey des deg  OR
[ca, c1] 0t + [c2, c2] 7 + [ca, c3] 7 + ...+ [e2, ¢l & oo
dey des des deg  OR
[c6, 1] 0t + [c6, c2] 0t + [cs, c3] 2t + ... + [cs, c6) & oo

La evaluacion de los paréntesis de Lagrange se realizan en puntos de la trayectoria
como por ejemplo el pericentro (dado que son independientes del tiempo), en el cual
la velocidad y posicién toman los siguientes valores de acuerdo a la ley de vis viva:

r, =a(l—e) (7.13)

1+e
v, = na
P 1—e

(7.14)

Donde el subindece p indica el pericentro, f = 0.

Los valores de la posicion y velocidad x,z, y, etc.. vienen dados por las ecuaciones
(3.37-3.39) y (3.44-3.46), por lo tanto tenemos:

dxr  0Olcos(w + f)cosQ — sen(w + f)cosisen )]

Il 1
80; "p 801 (7 5)
Ox J[cos(w + f)cosQt — sen(w + f)cosisenS)]
=r
e, P e,
oy Olcos(w + f)senf) + sen(w + f)cosicos())]
=,
8cl (901
Jy Jlcos(w + f)senf) + sen(w + f)cosicosS)]
= 'rp
aCm aCm
0z Olsen(w + f)seni]
Oy v e,
0z _ . d[sen(w + f)seni]
oc,, P ocm,

y para las velocidades:

62



ot O[—sen(w + f)cosQd — senQcosicos(QL + f)]

E = Up acm (716)
o I|—sen(w + f)cosQ — senQcosicos(L + f)]
— =
8cl P 861
a0y Ol—senfQlsen(w + f) + cosQcosicos(2 + f)]

=L =y,

ocm, ocm,

Yy O[—senQlsen(w + f) + cosQcosicos(Q + f)]
==y,
8@1 8cl

0z Olsenicos(w + f)]

dey Up ey,
0z O[senicos(w + [)]
aCl — % 8cl

A continuacion realizamos el célculo de los paréntesis de Lagrange; dado que los pro-
cedimeintos algebraicos son bastante largos, vamos a desarrollar con detalle uno de
ellos. Calculemos el paréntesis [€2,i], donde ¢; es Q y ¢,, es i, teniendo en cuenta que:

Uy = na’v1 — e2 (7.17)

Realizando el calculo se verfifica que:

O[cos(w + f)cos§) — sen(w + f)cosisensl]

[Q’ Z] = TpUp o0
O|—sen(w + f)cosQ) — senQcosicos(Q + f)]
i
~ Olcos(w + [f)cosl — sen(w + [)cosisen(d] O[—sen(w + f)cos§t — senQlcosicos(§2 + f)]
i o0
+8[cos(w + f)sen§d + sen(w + f)cosicosQ)] O[—senQsen(w + f) + cosQcosicos(2 + f)]
o0 i
Olcos(w + f)senf) + sen(w + f)cosicosQY] O]—senQdsen(w + f) + cosQcosicos(2 + f)]
i o0
N dlsen(w + [f)seni] d[senicos(w + [)]  O[sen(w + f)seni] O[senicos(w + f)]
o0 i i o0

(7.18)

Realizando el procedimiento anterior para los demas, encontramos que los tinicos parén-
tesis de Lagrange diferentes de cero son los siguientes:
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[Q,i] = —na®V1 — e2seni (7.19)
[Q,a] = B VT =€ cosi (7.20)

7 2
[Q,e] = — "a_€€2 cos i (7.21)
woal = TVI=e (7.22)
o] =~ (7.23)
ax] == (7.24)

v los que resultan de permutar las variables entre si, que en virtud de la propiedad
(7.11) tienen signos contrarios.

Al reemplazar estos resultados en las ecuaciones de movimiento (7.12), llamando a
(a,e,i,Qw, x) los elementos 1,2..6 respectivamente, obtenemos:

—% 1—6%032’%—% —62%—%% = 68—1: (7.25)
%cosi% + %Cfl—j = %—I; (7.26)
naQ\/l—iﬁseni% = 88_}2{ (7.27)

% 1— e%osi% — \/Tlm—i%cosi% — na2msem’% = ?)_g (7.28)
%% _ g_i{ (7.30)

De las ecuaciones (7.25) - (7.30) podemos despejar las derivadas de los elementos or-
bitales, de este modo se llega a las siguientes relaciones:

da 2 OR
-2 7.31
dt  na dy (7.31)
ds? 1 R
— = — 7.32
dt na2v'1 — e2seni 01 ( )
d 1 —e2 R OR
de_VI=@[—g0R _OR 739

dt na®e ¢ dxy Ow
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dw V1— e? 5’_R coti OR

g oo o 7.34
dt na?e 0Oe  na2y1—e2 0i ( )
di 1 OR R
— = — — — CcOSt—— 7.35
dt na?v'1 — e2seni {39 &u} ( )
d_X__iﬁ_R_—vl—@@_R (7.36)
dt  na da na?e Oe )
dx 2 0R 1-¢e?0R
&~ nada  nate o (7:37)

El anterior es el sistema de ecuaciones diferenciales fundamental en el estudio del
movimiento, que nos da las variaciones de los elementos orbitales de un determinado
cuerpo, a partir de un cierto instante en el que conocemos su 6rbita osculatriz y son
llamadas las ecuaciones de Lagrange de la mecdnica celeste.

Las ecuaciones (7.31-7.37) contienen las derivadas parciales de una funcion R con re-
specto a los elementos orbitales. Esto es ttil para algunos casos perturbativos. Sin
embargo, es conveniente expresar los cambios temporales de los elementos en funcion
directa de las aceleraciones perturbadoras. El conjunto de ecuaciones que describen el
cambio temporal de los elementos orbitales que contienen las componentes de las acel-
eraciones perturbadoras se conoce con el nombre de formas gausianas de las ecuaciones
de Lagrange o sencillamente ecuaciones de Gauss.

Las ecuaciones de (Gauss se obtienen a partir de las ecuaciones de Lagrange de la
mecanica celeste. Esto se logra a través de los siguientes pasos:

Sea la aceleracion perturbadora d, descrita en términos de tres componentes: Radial
(R), transversal (S) y normal (W).

De manera més especifica, una fuerza perturbadora (por unidad de masa) tiene por
componentes:

i,=R+S+W = RU, + SUy; + WUy (7.38)

donde (U,, Uy y Ur) constituyen una triada vectorial unitaria y R representa la mag-
nitud de la aceleracion perturbadora en la direccion radial, S es la magnitud de la
aceleracion perturbadora en la direccion transversal al radio vector en el plano de la
Orbita (positiva en la direccion del movimiento de la particula) y W es la magnitud de
la aceleracion perturbadora normal al plano de la 6rbita en la direccion ExS.

Si la aceleracion perturbadora puede escribirse en términos de un gradiente de la fun-
cion perturbadora, entonces:

i, = VR (7.39)
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entonces las derlvadas pueden escribirse de la forma:

OR or
= —_— A4
80] = VR. ac, (7.40)

que a partir de (7.38):
OR or
(RU + SUy + WUT) — (7.41)
80] dc;
El procedimiento siguiente es expresar el vector posicion 7 en términos de los elementos
orbitales para encontrar cada una de las ~; para ello el método es el que se menciona

a continuacioén:

Definamos tres vectores unitarios ortogonales por: U,.,Uy,Ur, dispuestos de la siguiente
manera;

U : dirigido a lo largo del vector 7
Ug perpendicular a 7 en el plano orbital
Ur: perpendicular al plano orbital en el sentido de U, x U,.

Los anteriores vectores se muestran representados en la figura 15

Figura 15. Representacion de los vectores unitarios U,., Ur v Uy

x/ /S

De la ecuacién para los tres cuerpos:

=
w| =)

F+5 =vR (7.42)

<

Donde:



i

y VR tiene la definicion usual de gradiente y se considera que sus componentes son
las componentes de la aceleracion cuando se considera la fuerza de perturbacion R.

R=Gm ( ! o > (7.43)

Dado que se tiene:

OR. OR. OR-
R=—i4+—35+—k 44
v axH_ 8y‘7+ 0z (7.44)

Al multiplicar:

VR.— (7.45)

Con j=1..6, los elementos orbitales, obtenemos:

OF 0ROz ORdy ORIz OR

vV dc;  Ox Oc * Jy Oc; * 0z dc;  Oc;j (7.46)
Entonces:
or  O0R
—_—= 7.47
8cj 8Cj ( )
Por lo tanto y como: .
vR =F (7.48)
llegamos a:
por_on (7.49)
c;  Ocj

Lo que necesitamos a continuaciéon es expresar el radio vector en términos de los ele-
mentos orbitales, esto se hace de la siguiente manera:
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Figura 16. Sistema de coordenadas £ y 7

[
.
De la figura 16 vemos que:
& =rcosf
n = rsenf
En términos de la anomalia excéntrica:
¢ = a(cosE —e)

n=aVvl—e?senE

De la figura 17:

Figura 17. Relacion del vector 7 con los vectores P y @
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7= EP 4+ 1@

Se debe expresar los vectores P y 65 en términos de los elementos orbitales:

Figura 18. Vectores P y Cj en términos de los elementos orbitales

]3 = ]\7[cosw + Nsenw
Cj = — Msenw + Ncosw

M y N (L) estan dados por:

M = cosQ i + sen) j
N

= —senflcosi i + cosSlcosi j + seni k

Reemplazando en los vectores P y Cj, los valores de M y N, se tiene:

—

Q = (—cosQ i — senf) j)senw + (—sen§) cosi i + cosQcosi | + seni k)cosw

(7.54)

P = (cosQcosw)i + (senQcosw) ] — (senQcosisenw)i + (cosQcosisenw)] + (senisenw)k
(7.59)
(7.60)

Estos valores reemplazados en la ecuacion (7.54) nos da el radio vector en términos de

los elementos orbitales.

Empezemos los calculos con:
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e c;=a: Entoces de la ecuacion (7.49) se tiene:

I
gl
K

I
gl
Q3|m

ag )

F.

SEREEE

Necesitamos conocer los productos escalares F.P y F.(Q)

(cosE — ¢) + F.Qv1 — e?senE

(7.61)

(7.62)

(7.63)

Para ello recordamos que P tiene direccion en la linea de las apsides y que Cj es ortog-

onal a P. Los vectores unitarios Uy y U, estan dados por:

Us = ﬁcosf + stenf
U; = —ﬁsenf + Cjcosf

Entonces:

F.P= Rcosf — Ssinf
F.Q = Rsinf + Scosf

Por lo tanto:

%R (Reosf — Ssinf)(cosE — e) + (Rsinf + Scosf)V1 — e?senE
a
Como:
cosf = §
r
senf = n
,
cosEl —e = §
a
V1 —e?senE = n
a
Reemplazando:
OR R 9
801 - T(I<§ +77 )
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y finalmente:

R r
= — R-—
Oa a
e c;—e: Entoces se tiene:
OR - Or = =20¢ = ~0n
—=F —=F.P=2+F.Q—
Oe Oe Oe +FQ e

Necesitamos calcular las derivadas parciales % y g—z de 7.52 - 7.53

0f  Ola(cosE — e)] d(cosE)

de Oe “ Oe

— 2
on _ Olavl—e*senE] ae senE%—a\/l—iéa(SenE)

e Oe 1 —e2

O(senE) O(cosE
de de

Las derivadas ) se determinan

—a

asi:

d(cosE) oFE
96 —senEg

d(senE) oE

e COSE%

y la derivada %—f se calcula por medio de la Ecuacion de Kepler:

E=M+eSenkE

De donde:
O(Cé)sE) _ A g
e r
E
8(8;_71 ) = gsenEcosE
e r
lo que conduce a:
a 2
8_§ = —?sen2E —a
P 2
8_77 ___ 2senE + a—\/l — e2senFcosE
e —e r

71
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(7.75)

(7.76)

(7.77)

(7.81)

(7.82)

(7.83)
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De la ecuacion 7.52-7.53 eliminamos la anomalia excéntrica, reeplazamos por la anoma-
lia verdadera y sustituimos en la ecuacion 7.75 con ayuda de 7.66-7.67:

OoR 2
or _ _(Isen f —a | (Rcosf — Ssinf) _resenf + rsenfcosf + aesenf | (Rsinf + Scosf)
de 1—e2 1—e?
(7.86)
Al realizar una serie de pasos algebraicos llegamos a la expresion:
R
%_e = —Racosf + Sasenf [1 + ﬁ] (7.87)

e c;—x: Donde x = -nt, y t, es el paso por el perihelio. Como en los casos anteriores
se tiene:

OR S 0F = 206 = ~0n
—=F—=FP—=>+4+FQ— 7.88
X dx X Ix (788)
Necesitamos calcular las derivadas parciales g—i y g—;L.
De la Ecuaciéon de Kepler:
E —esenE =M =n(t —to) =n+x (7.89)
Es claro que:
0¢  Ola(cosE — e)] 0FE
— = = — EF— 7.90
O I asen O (7.90)
0 V1 —e2senE oF
= - @ e ] =aV1— e’cosE— (7.91)
1% Ochi 1%
Entonces como: F = esen E + n x
oF oF
o ecosEa +1 (7.92)
Factorizando:
oF a
— = — 7.93
ox r (7.93)
reeplanzando:
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o a a?

— = —asenEl— = ——senk

ox r r

0 21 — e2cosE

a—n = av1— etcosES = 2 ceos
X r r

(7.94)

(7.95)

y finalmente después de reemplazar en 7.85 y con ayuda de 7.66 y 7.67 tenemos:

R oa? , a*v/1 — e2cosFE

e —(Rcosf — Ssinf)—senE + (Rsinf + Scosf)
X r

Que igualmente, luego de laboriosos pasos algebréicos se llega a:

OR _ Raesenf N Sa?y/1 — €2
8)( N V1 —e? r

e c;—w: Igualmente:

Al encontrar las derivadas % y g—g llegamos a:

R

= —F¢Q-—FnP
Oow

Que con los valores respectivos da:

R
= _ S
o
®ci—i
OR L 0F L 0EP+nQ@) 0P  20Q
—=F.—=F = (F.—— 4 nF. ==~
i i o Har T
Con los valores de P y Cj llegamos a:
- |ON - |ON
EF. Esenw +nkF. Ecosw]
Ya que M no es funcion de i y N esté dado por:
N = —senQcosi i + cosQcosi J + seni k
ON
e = senQseni t — cosQseni j + cosi k=Ur
i
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(7.96)

(7.97)

(7.98)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

(7.104)



Reemplazando este valor arriba y realizando el producto escalar, teniendo en cuenta

las ecuaciones para £ y 7, v la relacion sen (a-+b):

R
% = Wrsen(w + f)
[} Cj:Q:
OR = OF = 0P - 9Q
— =F.—=Ff{—+Fn—
o0~ aa = ea T eg
OR - |OM .
%—SF. mcosw—ka—gsenw +nkF. 70
Siguiendo con los calculos:
oM . .
o sen(i 0
0 senllt 4+ costly
ON . . .
790 —cosi(cos§li + senfdj) = —cosiM
OM B N — senik
o0 coSi

Vamos a obtener una expresion para k

Ur = senflseni i — cosSlsenij + cost k

—

a N — sent k

Up = ——seni + cost k
cosi

k = Nseni + Urpcost

oM S

20 = costN — Urseni

Por lo que llegamos a:

OR
70 = Srcosi — Wrsenicos(f + w)

En resumen hemos encontrado las siguientes relaciones:

OR r
B0 " alt
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——S8enw + ——cosw

(7.105)

(7.106)

(7.107)

(7.108)

(7.109)

(7.110)

(7.111)

(7.112)
(7.113)

(7.114)

(7.115)

(7.116)



OR r
% = —RCLCOSf + Sasenf |:1 + m} (7117)
% = Wrsen(w + f) (7.118)
OR
— = A1
R rS (7.119)
OR . 4
70 = Srcosi — Wrsenicos(w + f) (7.120)

OR  Raesenf N Sa%y/1 — e2

Y - - (7.121)

Al reemplazar estos valores en (7.31-7.37) tenemos las ecuaciones de Gauss correspon-
dientes:

% - % [Resenf + S(1 + ecosf)] (7.122)

% =D (Raens 4 (eass + cosm) -

i\ et )

@\ s s

o S [ Shend (3ocennt) Woerls EJheot] (7

dx a,. cosf_ 2 B senf (24 ecos f
@ Rt 6){R( e 1+ecosf) 5 e <1+ecosf)] (7.127)
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7.2 PERTURBACION POR EFECTO POYNTING ROBERTSON

|

La ecuacion de movimiento (5.8) puede ser expresada como:
dv 1—p) o w_, Q—=p) [vrr U
— = Y — —=T5 — — 7.128
dt r3 an 3’ r? cr? c ( )
Donde 3 = 1-q.
De lo anterior se puede distinguir que las aceleraciones perturbativas son, las debidas
a la gravedad del planeta y la debida al término de radiacion:
Fo=4r; (7.129)
ra
- 1—p |Urir U
Fpr=— — 7.130
PR r? [ cr? c} ( )

En este trabajo hallaremos las ecuaciones diferenciales tratando con la perturbacion
debida al efecto Poynting - Robertson. Escribiendo ésta de la siguiente forma encon-

tramos las componentes radial, tangencial y normal:
1— Vrer + Vré, Vrer + Vré,
Fpr = —6( Q’M) [< R€R + Vrcy) €RER + Yert Vrcy Teﬂ (7.131)
r c c
Por lo tanto tenemos:
1 —
Fr= —25(TM)VR (7.132)
r2c
1—
SU=m)y, (7.133)

Necesitamos encontrar las componentes radial y tangencial de la velocidad, para ello

partimos de la ecuacion (3.11):
Ve=r (7.134)
Ve=rf (7.135)
Entonces diferenciando la ecuaciéon 3.17 obtenemos:
= iy 3

y con ayuda de la relacion: r2f = na®y/(1 — e2), llegamos al siguiente resultado:
(7.137)

. na
r = esen
TR
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Por lo tanto:

na
Vp = ————esen 7.138
R 1) / ( )

Por lo cual la componente radial de la aceleracién perturbatriz esta representada de la
siguiente manera:

BA—p)  na

Fr=-2
& rc (1 — e2?)

esenf = R (7.139)

Por otro lado la componente tangencial de la velocidad se encuentra también partir de:

na®y/(1 — e2)

r

rf =

que da como resultado:

V= — (1 +ecos 7.140
(14 coos) (7.140

Y la componente tangencial T, de la aceleracion perturbatriz viene dada encotonces por:

Fr = _sd 2_ w__na (14 ecosf)=S (7.141)
rec (1—e2)

También de la aceleracion perturbatriz se ve que W = 0. Por lo tanto reemplazando
en las ecuaciones de Gauss para la variacion de los elementos orbitales tenemos:

N|w

da _ 2a — [frac2ﬁ(1 B ,u)'r2cna6286n2f _ B —p)na(l+ ecosf)2]

dt n?a3(1 (1 —e?) r2c (1 —e?)
(7.142)

Factorizando llegamos a la expresion final:

da  28(1 —pa {e%engf +1+e*+ 2€COSf:| (7.143)

dt rZc 1—e2

Reemplazando R y S en la ecuacion 7.123

de a(l—e®). 28(1—p) na
At~ n2ad - r2c 1- ez)esean_
B(l—pn) na e+ cosf
= T (1+ ecosf) (cosf + m)] (7.144)
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Factorizando y organizando, tenemos:

d 1—
d—: = —% [2e + esen® f + 2cos f] (7.145)
De las ecuaciones 7.124 y 7.125 tenemos:
di
— =0 7.146
o (7.146)
ds}
— =0 7.147
o (7.147)

Por lo tanto 1 = iy y Q2=

Reemplazando R y S en la ecuacion 7.126 obtenemos:

dw \/a(l—e2)[2ﬁ(1—u) na
dt a’n? rZe /(1 —e?)

—06(1 — ) na senf 2+ ecosf
( o T (1+ ecosf)) P ecosf] (7.148)

cosfsenf+

Que finalmente después de factorizar y ordenar los términos tenemos:

Z_C: = _Wé [(2 — ecosf)senf] (7.149)

De la ecuacion 7.127, para la variacion del tiempo de paso por el pericentro tenemos:

dx _ Bl —p)\/(1—e2) [ 2esenf 2senf (7.150)
dt rc 1+ ecosf e

En resumen obtenemos:
da _ _25(1 — wa [e*sen®f + 1+ e* + 2ecosf (7.151)
dt r2c 1—e?
de Bl —p) 2
- 152
o oy [2e + esen’ f + 2cos f] (7.152)
dw  B(l—p))1
-~ Z(2 — 1
o . [(2 — ecosf)senf] (7.153)
dx B —p)/(1—e2) [ 2esenf  2senf
A 7.154
dt r2c 1+ ecosf * e ( )

Hemos entonces encontrado las ecuaciones diferenciales que rigen la evolucién orbital de
las particulas de polvo bajo el efecto Poynting - Robertson como lo habiamos propuesto.
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8. CONCLUSIONES

e Al estudiar la dindmica del polvo en el sistema solar, analizamos que la ubicacion de
éste depende del tamano y mas exidctamente del factor de reduccion q. Estas particulas
de polvo se ubicaran en los puntos lagrangianos de equilibrio que son soluciones par-
ticulares al problema fotogravitacional restringido de los tres cuerpos. Al calcular la
ubicacion de los puntos lagrangianos se encuentra, para el caso de Jupiter, Saturno y
Neptuno, que los puntos lagrangianos L1, L4 y L5 se alejaran del planeta y se acercaran
al sol cuando el tamano del polvo aumenta. El punto L3 se alejara del planeta y del
sol a medida que q aumenta.

e Al tratar de analizar el comportamiento del polvo es necesario incluir el efecto Poynt-
ing - Robertson, dado que la ubicacion de los puntos lagrangianos difieren de gran
manera del problema clasico. Esto se ve claramente de los valores obtenidos para la
ubicacion de los puntos lagrangianos al compararlos con el caso ¢ = 1 correspondiente
al problema restringido de los tres cuerpos. Ademas de las ecuaciones diferenciales se
observa que la condicién de colinealidad de los puntos L1, 1.2 y L3 no se satisface; tam-
poco los puntos L4 y L5 formaran un tridngulo equilatero con las masas py (1 — ),
por tanto las particulas de los tamanos considerados son altamente influenciadas por
esta perturbacion.

e Segtn el analisis anterior se establece que la estructura del polvo producido en el cin-
turon de Kiiiper, puede ser establecida por la ubicacién de éste en puntos lagrangianos
de equilibrio, en los diferentes sistemas como los tratados en este trabajo.

e Respecto a la evolucion orbital del polvo, se ha encontrado la forma gaussiana de las
ecuaciones planetarias de Lagrange, que nos dan la variacion temporal de los elemen-
tos orbitales. Al obtener estas ecuaciones, se consider6 la perturbacion debida al efecto
Poynting - Robertson obteniendo un nuevo sistema de ecuaciones correspondiente a las
7.151-7.154.

e Al considerar como aceleracién perturbatriz la expresada por la ecuacion 7.131, se
encontrd que ésta no altera la inclinacion ni la longitud del nodo ascendente, al ser la
componente normal de ésta nula. Por tanto, estos elementos orbitales permaneceran
constantes en el tiempo.

e Al analizar las ecuaciones diferenciales que determinan la evolucion del polvo, se
nota que éstas dependen en general de la anomalia verdadera f, lo cual permite que su
solucién a primera aproximacion, puede encontrarse utilizando la expansién en series
del cosf y senf en términos de la anomalia media, que involucra al tiempo y de ésta
manera poder desarrollar la integracion.
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ANEXOS

ANEXO A. EL TELESCOPIO ESPACIAL SPITZER

El Telescopio Espacial Spitzer (SST por sus siglas en inglés) (conocido inicialmente
como Instalacion de Telescopio Infrarrojo Espacial o SIRTF de sus siglas en inglés),
es un observatorio espacial infrarrojo, el cuarto y ultimo de las Grandes Observatorios
de la NASA. Otros telescopios espaciales en el infrarrojo que han precedido al Spitzer
fueron los telescopios IRAS e ISO.

Fue lanzado el 25 de agosto de 2003 desde el Centro Espacial Kennedy usando como
vehiculo un Delta 7920H ELV. Mantiene una érbita heliocéntrica y va equipado con un
telescopio de 85 cm de diametro. La duracion de la mision del Spitzer es de un minimo
de 2,5 anos, con una posible extension hasta 5 anos. El costo total de la mision se ha
estimado en 670 millones de doélares.

Manteniendo la tradicion de la NASA, el telescopio fue renombrado después de su de-
mostracion de operacion exitosa, el 18 de diciembre de 2003. A diferencia de la mayoria
de los telescopios, que son nombrados por un panel de cientificos, el nombre de éste fue
obtenido de un concurso abierto sélo a ninos. El nombre final proviene del Dr. Lyman
Spitzer, Jr., considerado uno de los cientificos més influyentes del siglo XX y uno de los
primeros impulsores de la idea de telescopios espaciales proponiendo esta posibilidad
en los anos 40.

Figura 19. El Telescopio Espcial SPITZER
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Con el Spitzer se quiere estudiar objetos frios que van desde el Sistema Solar exte-
rior hasta los confines del universo. Este telescopio constituye el iltimo elemento del
programa de Grandes Observatorios de la NASA, y uno de los principales elementos del
Programa de Bisqueda Astronomica de los Origenes (Astronomical Search for Origins
Program).

El telescopio contiene tres instrumentos capaces de obtener imégenes, realizar fo-
tometria en el rango de 3 a 180 micras y obtener espectros de gran resoluciéon en
el rango de 5 a 100 micras.

El Telescopio Espacial Spitzer es una maravilla tecnologica que incluye muchas inno-
vaciones nunca antes usadas en una mision espacial. El Observatorio esta formado por
dos componentes principales: El Montaje Criogénico del Telescopio (que contiene el
telescopio y los tres instrumentos principales de Spitzer) y la Nave Espacial. Como el
telescopio tiene que ser enfriado a pocos grados arriba del cero absoluto para funcionar
apropiadamente, y la nave espacial necesita operar a la temperatura ambiental, algu-
nas veces estos dos componentes principales son referidos como las porciones "friaz
"tibia"del Observatorio.

El potencial cientifico de Spitzer esta anclado en cuatro principios fisicos basicos que
definen la importancia del infrarrojo en la investigacion de fenémenos astrofisicos. La
region infrarroja es parte del espectro electromagnético, y se extiende de 1 micra (cer-
cano infrarrojo) a 200 micras (lejano infrarrojo). Los ojos humanos sélo son sensibles
a la luz entre 0.4 y 0.7 micras.

Figura 20. Espectro Electromagnético
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Los objetos solidos en el espacio, desde el tamano de un grano de polvo interestelar
(de menos de una micra) hasta los planetas gigantes, tienen temperaturas que van de 3
a 1500 grados Kelvin (K). La mayoria de la energia irradiada por objetos en este rango
de temperaturas se encuentra en el infrarrojo. Las observaciones infrarrojas son por
lo tanto de particular importancia en el estudio de medios a baja temperatura, como
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son las nubes interestelares con mucho polvo, donde las estrellas se estan formando, asi
como las superficies heladas de los satélites planetarios y los asteroides.

Los granos de polvo césmico oscurecen partes del Universo, bloqueando la luz que llega
de regiones criticas. Este polvo se vuelve transparente en el cercano infrarrojo, donde los
observadores pueden estudiar regiones 6pticamente invisibles como el centro de nuestra
Galaxia (y de otras galaxias) y densas nubes donde las estrellas y los planetas estan
naciendo. Para muchos objetos, incluyendo las estrellas en regiones con mucho polvo,
los niicleos galacticos activos e incluso galaxias enteras, la radiacion visible abosorvida
por el polvo y re-emitida en el infrarrojo constituye la mayor parte de su luminosidad.

Figura 21. Imagen tomada por Spitzer

33



ANEXO B. TEOREMA DE CORIOLLIS
Consideremos dos observadores O y O* que estan rotando uno con respecto a otro.
Supongamos que O y O* se encuentran en la misma region del espacio y que cada uno
de ellos usa un sistema de referencia fijo a si mismo pero con un origen comin.
El observador O, que utiliza el sistema XYZ nota que O* fijo al sistema X*Y*Z* rota
con velocidad angular w. Por su lado O* notarara que O rota con velocidad angular
-w.

El vector posicion de la particula P referido a XYZ es:

7= aU, +yU, + 2U, (7.155)
y por lo tanto:
l=—=U,—+U,—+U,— (7.156)

El vector posicion de P con respecto a X*¥Y*Z* es:

7=a"U; +y'Us + 2*Us (7.157)
y por tanto:
- dr ~ dz* ~ dy* ~odz*
= — =Ur'— + Uy — + Uz*— 7.158
T T A TR T (7.158)

Al derivar la ecuacion (D) el observador O* ha supuesto que el sistema X*Y*Z* no
estd rotando, y por lo tanto ha considerado los vectores unitarios como constantes en
direccion. Sin embargo, el observador O tiene el derecho de decir que, para él, el sistema
X*¥Y*Z* esta rotando y que, por cosiguiente, los vectores unitarios Uz*, Uy*, Uz*, no
tienen direccion constante de modo que al calcular la derivada con respecto al tiempo
debe escribirse:

di o daet o dyt - dzt dUzr , dUyr . dUz
E_Ux pm + Uy o + Uz e e e S T T (7.159)

Los extremos de los vectores Uz*, Uy*, Uz* estan en movimiento de rotacion uniforme
relativo a O, con velocidad angular w. En otras palabras ‘”éf* es la velocidad de un
punto situado a una distancia unitaria de O y que se mueve con movimiento circular

uniforme con velocidad angular w. Por consiguiente, tenemos:
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= =0 x U (7.160)
AUy )

Zg’ = & x Uy (7.161)
dg: — G x Uz (7.162)

Reemplazando éstos valores en la ecuacion (E) obtenemos:

dU z* dUy* dU =+
* * * _ = — 1
dtx+ dty+ g F = OXT (7.163)
Es decir,
V=V"4+3xF (7.164)

Esta expresion da la relacion entre las velocidades V' y V* de P, medidas por dos ob-
servadores O y O* en movimiento relativo de rotacion uniforme.

Debemos obtener la relaciéon entre las aceleraciones, para ello realizamos lo siguiente:

La aceleracion de P, medida por O con respecto a XYZ es:

v . dV, . dV, - dV.
_’:—: T z ‘1
Q=— U. o + U, o +U o (7.165)

La aceleracion de P, medida por O* con respecto a X*Y*Z*, cuando el ignora la rotacion
es:
- ~ AV ~ dVy av;

— z x«__ Y Tk z
a*=Uzr o + Uy pm +Uz pn (7.166)

Derivando la ecuacion (J) obtenemos:

ATEAVE dF
»_ oV ar 1
Q= T X o (7.167)
y por derivacion:
AV . dvr . dv¥ . 4V dUz* dUy* dU =+
= U —2 4+ Uy —L + Uz —2 v v V¥ (7.168
g VT Uyt U Ve g e Ve (T68)

Los tres primeros términos corresponden a a* y los tres ultimos, de manera similar a
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lo anterior, son & x V*. Por ello:

avx
dt

Tenemos también que:

dr

><E:&X(V*+&X7?):&XV*+&X(&XF)

o
Sustituyendo éstos tltimos resultados en (M), llegamos finalmente a:

G=a"+20x V*+& x (@ x7)
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ANEXO C. DATOS PLANETARIOS

Planeta | masa (kg) | Periodo orbital | Periodo de rotacién | Distancia al sol (UA)
Mercurio | 3,30210% 0.23 58.6d1ias 0.3871

Venus | 4,87210* 0.6156 243dias 0.7233

Tierra 5,9210% 1 23h56m4s 1

Marte 6,42210%3 1.88 24h37Tm?23s 1.5235
Jupiter | 1,90210%7 11.87 9h55m30s 0.2028
Saturno | 5,692x10% 29.43 10h30m 9.5825

Urano | 8,70210% 84.41 17h14m 19.20
Neptuno | 1,032x10% 165.5 16h7m 30.047
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ANEXO D. PROGRAMAS EMPLEADOS PARA OBTENER LAS GRA-
FICAS

El graficador empleado fue el programa GNUPLOT bajo LINUX, el Scrip para obtener
las graficas puede ser modificado para cualquier valor de p y para diferentes valores de

q.

mu=0.001

ql=0.6

q2=0.8

q3=0.9

q4=0.95

cd=22902.6

set view 0,0

set samples 400, 400

set isosamples 1000, 1000

set contour

unset surface

set cntrparam levels discrete 0

set xrange [-1.60 : 2.30] noreverse nowriteback
set yrange [-1.10 : 1.10 | noreverse nowriteback
set style line 2 1t 2

set style line 3 1t 3

set size 0.5,0.5

set multiplot

set origin 0.1,0.5

set title q=0.6

set label 1 S at 0.001,0

set label 2 J at 1.001,0

splot cdxmuxy*1/(((x—1+mu)**x24+y**2)*x(1,5)) —muxy*xcd+(1—mu)*(1—ql)ls3,
(x +mu) * %2 + y * *x2 — (g1 x %(0,67)) 1s 2

set origin 0.5,0.5

set title q=0.8

set label 1 S at 0.001,0

set label 2 J at 1.001,0

splot cdxmuxy*1/(((x—1+mu)**x24+y**2)*x(1,5)) —muxy*xcd+(1—mu)*(1—q2)ls3,
(x + mu) * %2 +y * %2 — (2 x %(0,67)) 1s 2

set origin 0.5,0.1

set title q=0.9

set label 1 S at 0.001,0

set label 2 J at 1.001,0

splot cdxmuxy*1/(((x—1+mu)x*2+y**2)xx(1,5)) —muxy*cd+ (1 —mu)* (1 —q3)
Is 3,

(x 4+ mu) * %2 4+ y x %2 — (¢3 * %(0,67)) 1s 2

set origin 0.1,0.1
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set title q=0.95

set label 1 S at 0.001,0

set label 2 J at 1.001,0

splot cdxmu*xyx1/(((x —1+mu)xx2+yxx2)xx(1,5)) —mu*xy*cd+ (1 —mu) x (1 —q4)
Is 3,

(x +mu) * %2 + y* x2 — (g4 x %(0,67)) 1s 2

mu=0.00000294

ql=0.6

q2=0.8

q3=0.9

q4-0.98

cd=10045

set view 0,0

set samples 200, 200

set isosamples 500, 500

set style line 1 1t 1

set style line 2 1t 2

set style line 3 1t 3

set style line 4 1t 4

set label 1 S at 0.001,0

set label 2 E at 1.001,0

set contour

unset surface

set cntrparam levels discrete 0

set xrange [-1.1 : 1.5] noreverse nowriteback

set yrange [-1.1 : 1.1] noreverse nowriteback

splot cd*mu*y*1/(((z—1+mu)**x2+y**2)**(1,5)) —muxy*cd+ (1 —mu)* (1 —ql)
Is 1,

(x 4+ mu) * %2 + y x %2 — (¢q1 * %(0,67)) 1s 1,

cdxmu*xyx1/(((x —1+mu)*«*2+y*+2)xx(1,5)) —muxy*cd+ (1 —mu) x (1 —¢2)
Is 2,

(x +mu) * %2 + y* %2 — (g2 x %(0,67)) 1s 2,

cdxmuxyx1/(((x —14+mu)**2+y*x2) xx(1,5)) —mu*xy*cd+ (1 —mu) * (1 — ¢3)
Is 3,

(x +mu) * %2 + y * %2 — (¢3 % %(0,67)) 1s 3

cdxmuxyx1/(((x — 14+ mu)*+2+y*x2) xx(1,5)) —mu*y*cd+ (1 —mu) * (1 — g4)
Is 4,

(x +mu) * %2 + y * %2 — (g4 * %(0,67)) 1s 4
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