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INTRODUCCION

El presente libro: ELEMENTOS DE ALGEBRA Y GEOMETRIA VECTORIAL,
trata de resaltar la importancia y utilidad de los vectores geométricos y
coordenados en temas de geometria analitica, algebra lineal, en la fisica,
en el calculo vectorial, en la robética, como también en algunos temas de
la geometria euclidiana.

Inicialmente, se presenta la teoria necesaria y pertinente sobre vectores
geométricos y coordenados, exponiendo también, los procesos para
obtener ciertas formulas y afirmaciones relacionadas con dicha teoria.

En estos procesos, asi como en las aplicaciones para la obtencién de ciertos
resultados de varios temas de las ramas de la matematica mencionadas
anteriormente, se evidencia la gran importancia y utilidad del enfoque vectorial
para la obtencion de relaciones entre ellos.

Con el enfoque vectorial que, en muchos casos, es imprescindible el uso de
vectores, tal es el tema de las magnitudes vectoriales, se obtiene una
estructuracién coherente, precisa y comprensiva de los temas a tratar.

A partir de las gréficas sobre aplicacién de vectores geométricos, se proponen
ciertas expresiones, con el fin de establecer y plantear relaciones, para luego,
realizar procesos y obtener los resultados deseados.

Con los vectores coordenados, se realizan procesos deductivos, en forma analitica
o algebraica, de una manera mas eficiente y viable; esto debido a las
caracteristicas de los vectores geométricos, que, se hace extensiva a los vectores
coordenados. Estas caracteristicas son: el médulo, la direccién y el sentido, lo cual
hace que un vector sea un ente matematico dinamico, contrario a un segmento de
recta, el cual es un elemento rigido y estatico.

El libro esta dirigido a estudiantes de Ingenieria Eléctrica, Electronica,
Robdtica, Mecatrénica, de Matematicas, Fisica; contiene conocimientos
basicos y necesarios de la teoria de vectores; consta de cuatro capitulos, a
saber: vectores geométricos, vectores coordenados, sistemas
coordenados lineales, y formas lineales con enfoque vectorial.

Para la produccién del libro, los coautores realizaron su aporte de manera
individual, por capitulos, asi: los capitulos 1 y 4, son de autoria del
profesor Segundo Javier Caicedo Zambrano; y los capitulos 2 y 3, del
profesor Héctor Jairo Portilla Obando.



Capitulo 1.
VECTORES GEOMETRICOS

Autor:
Segundo Javier Caicedo Zambrano!

1.1 Concepto

Un vector geométrico es un segmento de recta dirigido; es un segmento
de recta al cual se le ha asignado un sentido. Se utilizan, entre otras cosas,
para representar graficamente magnitudes que, para su completa
determinacién, ademdas de un nimero y una unidad, requieren de una
medida, una direccion y de un sentido, llamadas magnitudes vectoriales.

Son ejemplos de magnitudes vectoriales: fuerza, velocidad, aceleracion,
desplazamiento, ubicacion o localizacién de un punto en el tiempo y en el espacio,
la corriente eléctrica, entre otros.

Se denotan con letras mayusculas o mintsculas, de tipo grueso o negrita,
o bien de tipo sencillo; para este caso, se traza una flecha o segmento de
recta sobre la letra.

Por ejemplo, un vector se puede denotar de la siguiente maneara:
AB,C; a,b,c; 4,B,a,b.

Al vector que se extiende desde un punto P hasta un punto Q se lo denota
por l—’ﬁ) y se denomina notacién origen extremo; P es punto inicial, punto
de origen o punto de partida, y Q es punto de aplicacion, punto de llegada
o punto final.

La directriz de un vector geométrico es la recta que contiene al vector
como segmento de recta (Figura 1).

1 Profesor Adscrito al Departamento de Matematicas y Estadistica,
Universidad de Narifio.
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b P La recta L es la directriz

L del vector ]TQ
Figura 1. Ejemplos de vectores geométricos
1.2 Caracteristicas de un vector

Moddulo: es la longitud del vector como segmento de recta, es decir, la
distancia entre el punto origen y el extremo; el mdédulo de un vector a se
denota por ||a|]|.

Con la notacién origen-extremo, se tiene que, ||ﬁ|| = AB = BA.

Direccion: la determina la medida del angulo positivo, medido desde una
recta de referencia hasta la directriz del vector (Figura 2).

A o esladireccién del vector AB respecto a la

[ x recta de referencia L.

L: Recta de referencia

Figura 2. Directriz de un vector
Sentido: lo determina el angulo o flecha, trazado en el punto extremo del vector.
Ejemplo:

Una fuerza horizontal, de 6 newtons hacia la derecha, se representa por
un vector geométrico f, como en la Figura 3.

f

Figura 3. Representacién geométrica de una fuerza

En este caso, ||f|| = 6 unidades lineales, que representa a 6 newtons.
Aqui, se puede decir que, la direccién es horizontal y que tiene sentido
"hacia la derecha".
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1.3 Vectores paralelos

Dos o mas vectores son paralelos, si y solo si tienen igual direccién
respecto a una misma recta. En este caso, sus directrices son paralelas y
los vectores tienen idéntico sentido o sentidos contrarios.

Si dos vectores no son paralelos, entonces no tienen idéntico sentido ni
sentidos contrarios.

1.4 Vectores perpendiculares

Dos vectores son perpendiculares u ortogonales, si y solo si sus respectivas
directrices son perpendiculares, es decir, forman un angulo recto.

Notaciones:

Para dos vectores a, b, en la expresiéon a || b selee a es paraleloab,0ay
b son paralelos.

En la expresion a L b se lee, a es perpendicular a b, o a y b son
perpendiculares.

1.5 Igualdad de vectores

Los vectores a y b son iguales (a = b), si y solo si tienen igual médulo e
idéntico sentido.

1.5.1 Propiedades de la igualdad

Sean los vectores a, b, c.

Reflexiva: a = a. Todo vector es igual a si mismo.
Simétrica: si a = b, entonces b = a.
Transitiva:sia = by b = ¢, entonces a = c.
1.5.2 Vectores opuestos

Dos vectores ay b son opuestos, siy solo si tienen igual médulo y sentidos
contrarios, lo cual, se indica asi:



Capitulo 1. Vectores geométricos - Segundo Javier Caicedo Zambrano

a=-bo-a = b,ademéas, a || b. Los vectores AB y BA son opuestos, luego
AB =-BA.

(Figura 4).

=
Ty
=A
es]

Figura 4. Vectores opuestos

1.6 Vector nulo

Un vector v es vector nulo si y solo si ||[v|| = 0; es decir, su mddulo es
igual a cero; graficamente es un punto.

1.7 Vector unitario

Un vector u es unitario si y solo si ||u|| = 1; es decir, sumddulo es igual
a una unidad de medida.

1.8 Desplazamiento de vectores

Desplazar paralelamente un vector, consiste en "trasladar” el vector, de
tal manera que, en todo "momento” conserve sus tres caracteristicas. Esto
equivale a trazar un vector igual al primero, en otro lugar del plano o del
espacio, y por esto se puede emplear las mismas letras en su nueva
posicion (Figura 5).

Figura 5. Desplazamiento de un vector

1.8.1 Vectores libres

Son aquellos que se desplazan paralelamente, o también, un vector
libre es cada uno de los elementos de un conjunto de vectores
iguales entre si.

Los siguientes vectores a, b, ¢, d, son libres; entonces,a = b = ¢ =
d (Figura 6).
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v

v

v

A J

Figura 6. Desplazamiento de un vector

1.8.2 Vectores colineales

Dos o mas vectores son colineales cuando estan en una misma recta, es
decir, tienen la misma directriz.

Dos o mas vectores paralelos se consideran colineales, porque se los puede
desplazar paralelamente a una misma recta.

1.9 Operaciones con vectores

Sea V el conjunto de vectores geométricos, donde cada uno de ellos es
un vector libre.

1.9.1 Adicién

Paraa,b € V, a+ b eslasuma de estos dos vectores y es otro vector
c € V, llamado vector suma o resultante. Para trazar o determinar c,
hay dos métodos.

1.9.1.1 Método del Paralelogramo

Consiste en desplazar ay b de tal manera que coincidan sus origenes, se
completa el paralelogramo de lados a y b; el vector diagonal cuyo origen
es el origen comun, es el vector resultante ¢ = a + b (Figura 7a).

1.9.1.2 Método del Tridngulo

Consiste en desplazar a y b, de tal manera que, el extremo de a coincida
con el origen de b; el vector suma "va" del origen de a al extremo de b
(Figura 7b).

1.9.1.3 Método del Poligono

El método del poligono se aplica para determinar el vector suma de varios
vectores. Se hace coincidir el extremo de un vector con el origen de
otro consecutivamente; el vector suma "va" del origen del "primero” al
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extremo del "dltimo". El método del tridngulo es un caso particular del
método del poligono (Figura 7c).

(a) (b) (©)
Figura 7. Adicidn de vectores por método del paralelogramo, tridngulo y poligono

Para obtener la suma de ﬁi con TR por el Método del Tridngulo, se
hace coincidir el punto Q con el punto T, y el vector resultante es PR.
De esta manera, por el Método del Triangulo: PQ + QR = PR.

En figura 7c, se tiene que, AB+BC+CD =AD =r.
En general, por el Método del Poligono, se cumple que,

AB +BC+CD + ---+ KH = AH
Nota:
La suma de vectores nulos, es igual al vector nulo; estoes: 0 + 0 = 0.
1.9.2 Propiedades de la adicién
Sean a, b, c,d € V, se cumplen las siguientes propiedades o leyes:
Asociativa: (a+b)+c=a+ (b+ ) (se puso en negrita)
Conmutativa:a+ b = b + a.

Modulativa: a+ 0 = 0 + a = a. El vector nulo 0O es el elemento
neutro o modulo de la adicién.

Invertible: El inverso aditivo de un vector a esel vector-a; ay -a
son vectores opuestos, talesque,a+ (-a) =—a+a =0
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El inverso aditivo de AB es su opuesto BA, esto porque, AB +BA =
AA=0

Compatibilidad con la igualdad: sia = b y ¢ = d, entonces,
at+c=b+d

Cancelativa:sia + b = a + c,entonces b = ¢
Sustraccion de Vectores. La sustraccién o resta, se la define como
un caso particular de la adicién, asii a—b =a+ (—b). En

consecuencia, para obtener el vector resultante se puede aplicar el
Método del Tridngulo o del Paralelogramo (Figura 8).

N A

Figura 8. Sustraccion de vectores por método del paralelogramo y del tridngulo

La sustraccién no es asociativa ni conmutativa. Ademas, no hay
elemento neutro para la sustracciéon, porque,a-0 = ay0-a =-a

1.9.3 Multiplicacion de un vector por un escalar

Para un nimero real t y para un vector v, la expresién tv es la
multiplicacién de ¢ por v; el resultado es otro vector w colineal con v.

Cuando t es mayor que cero, v y w tienen idéntico sentido, y cuando
t es menor que cero, v y w tienen sentido contrario (Figura 9).

v tv = w

parat > 0

tv=w

A

para t < O

Figura 9. Multiplicacién de un vector por un escalar

Nota. a y b son vectores paralelos o colineales, si y solo si existe un
real ¢, tal que, ta = b.



Capitulo 1. Vectores geométricos - Segundo Javier Caicedo Zambrano

Propiedades:
Sean k, h nimeros reales, v, u vectores.
1) (k+h)v=kv+ hv
2Yk(v+u)=kv+ku
3) (kh)v = k(hv) = h(kv)
NHlv=v
5) Ov = 0. Cero por cualquier vector v, es igual al vector nulo.
1.10 Combinacioén Lineal (C.L.)
Sea k, h, t nameros reales; v, u, w vectores.
La expresion kv + hu es una combinacion lineal de v, u.
La expresion kv + hu + tw es una combinacién lineal de v, u, w.

En general, se obtiene una combinacién lineal de dos o mas vectores,
multiplicando cada vector por cualquier nimero real, y sumando o
restando estos vectores resultantes.

Cualquier combinacién lineal produce un nuevo vector.
Ejemplos:

e 20a+ 7b =r;el vector r es una C.L. de los vectores a y b.
e (¥2)a-0.8b + 6¢ = v;elvectorv esuna CL.delosvectoresa, b y c.

e a-+ Ob—gc = u; el vector u es una C.L. de los vectores a, b y c.

1.10.1 Combinaciones lineales triviales

Las C.L. Ou + Ov; Ou + Ov + Ow se las llama trivial; y, de hecho,
resulta igual al vector nulo; esto es, Ou + Ov = 0; Ou + Ov + Ow = 0;
Ou+0v+ 0w+ 0z=0.

En una C.L. trivial de varios vectores, todos los escalares son nulos.
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1.10.2 Independencia Lineal

Dos vectores u y v son linealmente Independientes (L.I), si y solo si
ku + hv = 0, implica que los escalares k y h sean iguales a cero.

Tres vectores u, v, w son L], siysolo si ku + hv + tw = 0,implica que,
k=h=t=0.

1.10.3 Dependencia lineal

Dos vectores u y v son linealmente dependientes (L.D.), si y solo si
ku + hv = 0, NO implica que los escalares k y h sean iguales a cero;
es decir, algunos pueden ser diferentes de cero.

Tres vectores u, v, w son L.D,, si y solo si ku + hv + tw = 0, NO
implicaque, k =h =t = 0.

1.10.4 Afirmaciones sobre vectores L.I. y L.D.

Las siguientes afirmaciones dan mayor claridad para comprender
cuando dos o mas vectores son L.I. o L.D.

1) Dos o mas vectores son L.], si la tinica C.L. de ellos que es igual al
vector nulo, es la trivial.

2) Dos o mas vectores son L.D, si ademas de la C.L. trivial, existen
otras C.L. que son igual al vector nulo.

3) Dos o mas vectores son L.I si, para que una C.L. de ellos sea igual
al vector nulo, es necesario que todos los escalares sean iguales
a cero.

4) Dos o mas vectores son L.D si, para que una C.L. de ellos sea igual
al vector nulo, no es necesario que todos los escalares sea
iguales a cero.

Por ejemplo, si 30u + 50v = 0, entonces u y v son L.D; si 30u +

50v = 0, entonces 30u = 0-50v =-50vyu =—§—gv =—§v

5 )
Comou =- 3V, entonces uy v son paralelos o colineales.

5) Dos vectores en un plano son L.D, si y solo si son paralelos o colineales.
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6) Dosvectores en un plano son L., si y solo si no son paralelos ni colineales.

7) Dos vectores en un plano son L.D, si y solo si el uno depende del
otro; esto es, cuando existe un escalar que multiplicado por el un
vector, produce el otro.

8) Dos vectores en un plano son L.], si y solo si el uno no depende
del otro; esto es, cuando no existe un escalar que multiplicado
por el uno, sea igual al otro.

9) Tresvectores geométricos son L.D cuando al menos uno de ellos depende de
los otros dos; esto es, uno de ellos es o se lo puede expresar como C.L. de los
otros dos.

Nota:

Un segmento de recta AB es un elemento “estdtico”, en cambio el

vector geométrico AB se lo considera como un elemento “dindmico”,
que implica un desplazamiento, un movimiento, una ubicacién en el
tiempo y en el espacio. Esto debido a las caracteristicas de los
vectores, sobre todo, lo correspondiente a la direccién y el sentido.

Como ejemplo, se puede observar en las sefiales de transito en las
calles de una ciudad que, una flecha indica el sentido de la circulacién
de automotores.

1.11 Vectores anclados

Dos o mas vectores son vectores anclados o estan anclados, cuando
todos tienen el mismo origen. Cuando se consideran vectores
coordenados en R? o en R3, sus gréficas son vectores anclados ya que, el
origen de ellos corresponde al punto de origen de un sistema
coordenado lineal, ya sea en un plano o en el espacio. Pero si el origen
de un vector geométrico no es el punto origen del sistema coordenado,
este es igual a un vector anclado.

Con vectores anclados en el punto origen del sistema coordenado
lineal, se obtiene las diversas expresiones derivadas del algebra de
vectores coordenados y en las aplicaciones de ellos.
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1.12 Aplicaciones de vectores geométricos

A continuacion, se consideran algunas afirmaciones y el proceso demostrativo de
ellas, con el fin de fortalecer las destrezas en el manejo de las operaciones con
vectores y de sus diversas relaciones. También se desarrollan ejemplos de
aplicaciones y uso de estos vectores en hechos geométricos.

En las unidades siguientes, se utilizard los vectores geométricos, en
combinacion con los vectores coordenados, con el fin de obtener
resultados y expresiones en el contexto de la matematica y de la fisica.

En cada caso se propone un procedimiento; no obstante, el lector puede
obtener los resultados solicitados siguiendo otros procedimientos, que
pueden resultar mas cortos, mas sencillos, o bien, un poco mas extensos.

1.12.1 Ejemplos
Demostrar las afirmaciones que siguen.

1) SiM es el punto medio de un segmento de recta AB y P es un punto
cualquiera, entonces,
PA + PB = 2PM

Solucién:

Figura 10. Datos ejemplo 1

De la Figura 10, dado que M es punto medio de AB, entonces AM =
MBy de esta igualdad, se tiene que:

0 =-AM + MB = MA + MB
Por el Método del Tridngulo, se obtiene:

PA=PM+MAyPB = PM + MBE.
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Sumando término a término, resulta:
PA+PB = PM + MA + PM + W; simplificando se obtiene:
PA + PB = 2PM + MA + MB.

Como MA + MB =0, entonces PA + PB = 2PM + 0 = 2PM.

Se traza la Figura 10, solamente para tener una referencia, ya que, el
proceso anterior es valido sin importar donde se ubique el punto P;

tampoco importa si AB es horizontal, vertical o diagonal.

2) SiA,B,C,D son puntos arbitrarios; M y N los puntos medios de AC y BD
respectivamente, entonces, AB + AD + CB + CD = 4MN (Figura11).

Solucién:

Figura 11. Datos ejemplo2

Al aplicar el resultado del punto anterior, se obtiene:
AB + AD =2AN y CB + CD = 2CN.
Al sumar término a término, resulta:
AB + AD + CB + CD = 2AN + 2CN = 2(AN + CN). (1)
Por otra parte, segin el Método del Triangulo:
AN = AM + MN y CN = CM + MN.
Al sumar término a término, resulta:

AN + CN = 2MN + (AM + CM) = 2MN + 0 = 2MN.
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Nota:

AM + CM = 0 puesto que AM y CM son opuestos.

Luego, AN + CN = 2MN. Al reemplazar en (1) se obtiene:
AB + AD + CB + CD = 2(AN + CN) = 2(2MN).

Demodoque,ﬁ+ﬁ+ﬁ§+ﬁ= 4MN.

Igual que en el ejemplo 1, el proceso realizado es valido sin importar la
ubicacion de los puntos 4, B, C, D.

3) En un cuadrilatero ABCD, M y N son los puntos medios de AC y BD
respectivamente (Figura 12).

a) Expresar MN en C.L. de AB y D, y también en C.L. de AD y CB.
b) SiABCD esun trapecio, demostrar que MN es paralelo a sus bases

y que su modulo es la semidiferencia positiva de las bases.
c) Si ABCD es un paralelogramo, entonces sus diagonales se cortan
en sus puntos medios, es decir, se bisecan.
Solucidn:
a) Porel Método del Poligono:
MN = MC + ()] + ﬁ\f;
MN = MA + AB + BN,
Sumando término a término, se tiene:
2MN = MC + CD + DN + MA + AB + BN;
2MN = (AB + CD) + (MC + MA) + (DN + BN);

2MN = (AB +CD) + 0 + 0 = (AB + CD);

— 1

o 1 1
MN=§(AB +CD) =-AB +5CD. (D)

N| =
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Figura 12. Datos ejemplo 3a.

Nota:
MC + MA = 0 porque MCy MA son opuestos;
DN + BN = 0 porque DN y BN son opuestos.
Por el Método del Poligono:
MN = MA + AD + DN;
MN = MC + CB + BN.
Sumando término a término, se obtiene:
2MN = (AD + CB) + (MA + MC) + (DN + BN) = (AD + CE) + 0 + 0.
2MN = (AD + CB).
Por tanto, MN = iﬁ + i@) 2)

En (1), MN esta expresado en C.L. de AB y CD, yen (2), MN esta expresado
en C.L. de AD y CB.

Segtin la expresién (2): MN = %A_ﬁ + %C_B), esto es, MN = %ﬁ - %g(-f 3)

Se propone al lector, sumar la igualdad de (1) con la igualdad de (2) del
ejemplo 3, y comparar el resultado con el obtenido en el ejemplo 2.

b) Si ABCD es un trapecio, donde AD es paralelo a BC, entonces, existe un

numero real positivo Kk tal que: kAD = BC.
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Al reemplazar en (3): MN = éﬁ — %kﬁ = (% — %k)ﬁ=hﬁ; donde h =

1 1 P
(E =3 k) es un namero real.

Como MN = hﬁ, entonces MN es paralelo con AD y también con ﬁ,

porque AD es paralelo con BC.

Conclusion:

MN o también MN, es paralelo a las bases del trapecio (Figura 13 y Figura 14).

Figura 13. Datos ejemplo 3b Figura 14. Datos ejemplo 3¢

c) Si ABCD es un paralelogramo, entonces AD = BC. Al reemplazar en
(3), se tiene:

—

MN 1_15 1A_D’o
2 20 T

Segiin lo anterior, el punto M, que es el punto medio de la diagonal AC, es

el mismo punto N que es el punto medio de la diagonal BD.
Conclusion:

Las diagonales de un paralelogramo se cortan en sus puntos medios;
hecho se puede expresar asi: las diagonales de un paralelogramo se cortan
en un punto que es la biseccién de dichas diagonales.

4) Triseccién de un segmento de recta.

En el siguiente ejemplo, se expone un proceso geométrico para trisecar un
segmento de recta; esto es, dividirlo en tres partes iguales. A continuacion,
se realiza un proceso vectorial para demostrar este hecho.
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Dado un segmento de recta, como en la Figura 15, se construye un
paralelogramo, en el cual, una de sus diagonales es el segmento de recta dado.

ABCD es un paralelogramo en el cual, M y N son puntos medios de AD y
de CD respectivamente (Figura 16). Los puntos P y Q son los puntos de

corte de BM y de BN respectivamente.

Figura 15. Diagonal del Figura 16. Paralelogramo con puntos
paralelogramo medios My N
Observacion:

La construccién del paralelogramo se realiza con regla y compas, aunque
esto “no es estrictamente” necesario; pues, basta con hacer una
aproximacion del paralelogramo. De igual manera, los puntos medios M y
N no necesariamente deben estar ubicados fisicamente en el centro de sus
lados, pero en los procesos a desarrollar, si se debe tener en cuenta las
relaciones que de ello se derivan. Es de gran utilidad hacer la grafica
porque, a partir de ella, se puede obtener con mayor facilidad las
expresiones necesarias para obtener lo deseado.

Ahora, se realiza el proceso vectorial para comprobar que P y Q son puntos

de triseccién de AC.

Como ﬁ|| AC, PB | MB, E_Q) [l CA y 61? || NE, entonces, existen nimeros
reales a, b, ¢, d, tales que:

Al sumar término a término, se obtiene:

AP + PB = aAC + bMB y CQ + QB = ¢CA + dNB.
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AB = aAC + bMB y CB = cCA + dNE. (5
Por otra parte, AB = AC + CB.
Como @=ﬁ,fﬁzﬁ+ﬁyﬁ=ﬁﬁentonces,ﬁ=ﬁ+ﬁ.
Como DA = 2MA y ﬁ=a+ﬁf yﬁfz ZW,entones,
AB = AC + 2MA = AC + 2(MB+BA) y CB = CA + 2NC
= CA + 2(NB + BC);
AB = AC + 2MA = AC + 2MB + 2BA y CB = CA + 2NC
= CA + 2NB + 2BC.
Se aplica trasposicion de términos:
AB — 2BA=AC + 2MB.

Como —2BA = 2AB y CB — 2BC = CA + 2NB; como —2BC = 2CB,
entonces,

AB + 2AB = AC + 2MB y CB + 2CB = CA + 2NBE.
Sumando término a término:

3AB = AC + 2MB y 3CB = CA + 2NB;

AB =:AC+-MB y CB =;CA+2NE.
Al reemplazar AB y CB en (5), se tiene:

~AC +2ME = aAC + bME y ;CA +NE = cCA + dNE.
Al realizar trasposicion de términos, resulta:

LAC + 2 MB — aAC — BB = 0 y 1A + 2NB - cCA — diVE = 0,
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Al factorizar AC y W,Ui y mi se obtiene:
1 - 2 —_— 1 Iy 2 —_
G-@AC+C-bME=0y (;—c)CA+(3-d)NE=0.

Como AC y MB son L.J; y también lo son CA y NB, entonces:

I a=02-b=02-c=02-d=0.
3 3 3 3

De donde, se obtiene que:

1,2 12
a=3 P33y

wl N

Al reemplazar estos valores en @, resulta:

AP = 1AC;PB = MB.y CQ = 1TA o QC = 1AC; Q8 = *FB.

Ahora,ﬁ=ﬁ+ﬁl+@.

Al reemplazar AP y @, se tiene:
— 1 1 2,
AC=§AC+PQ+§AC=§AC+PQ.

_— =

Al transponer términos, resulta: AC — EAC = PQ, y de aqui: gﬁ = W}

Finalmente,ﬁ = %A_C),I—J(_i = %A_C)yﬁ(? = %E;oconsusmédulos:AP = §AC;
PQ=§AC;QC=§AC

Esto demuestra que P y Q son puntos que trisecan al segmento AC, es
decir, lo dividen en tres partes iguales.

Observacion:

En este caso, no interesan las expresiones PB = EF/[_B) y Q_ff = %N_lé Estos

resultados se los analizara en el siguiente ejemplo, teniendo en cuenta que MB es

una mediana en el tridngulo ABD y NB es mediana en el triangulo BCD.
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Nota:
Lo anterior estd incluido en el ejemplo que sigue.

5) El punto de corte de las medianas de un triangulo dista, desde cada

w2 . : .
vértice, - de la longitud de la respectiva mediana.

En el triangulo ABC (Figura 17), M, N, T son los respectivos puntos medios de
AB, BC, AC; y P es el punto de corte de las medianas m, BT, CM.

B

A T C
Figura 17. Datos ejemplo 5

ﬁ”ﬁ, Fﬁ”ﬁ, entonces AP = aAN y PB = bTB; a y b son ndmeros

reales. (6).

Al sumar término a término, se obtiene: AP + PB = aAN + bTE.

Entonces, AB = aAN + bTB. (7

Por otra parte, ﬁ=m+ﬁ, y como ﬁ = C_l\_f, entonces ﬁ = Kﬁ + Eﬁ
Porlotanto,ﬁ= AN + CA + AN = 2AN + CA.

Como CA = Zﬁ, entonces AB = 2AN + 2TA.

—

Al aplicar el método del tridngulo, resulta: AB = 2AN + 2(ﬁ+ﬁ) =
2AN + 2TB + 2BA.

Al transponer términos, se obtiene: AB-2BA = 2AN + Zﬁ; como
—2BA = ZE, entonces, AB + 2AB = 2AN + Zﬁ, de lo cual, 3AB =
2AN + 2TB.
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Al dividir por 3, la expresién anterior, se obtiene: AB = %m + %ﬁ; y al

reemplazar ABen (), se obtiene,

2— 2_, S
gAN +§TB = aAN + bTB.

Al transponer términos, se obtiene:

AN +

Wl N
Wl N
=l
o
|
Q
=
=z
|
[~
—
[vs}

Il
(=]

Al factorizar términos comunes, resulta:
(- a)an+ (2= b)TE =0
374 3 -

Como AN y TB son L.L, entonces (g —a)=0y (g—b) = 0, de donde,

2 2
a= 5 y b = 5
Alreemplazaray b en (6), se obtiene:

AP = gm y PB = %ﬁ);ycon sus mddulos AP = EAN y PB = gTB'

Ejercicio:
En relacién con el ejemplo anterior, demostrar que CP = §W’
Sugerencia:

Considerar CP = ¢cCM y PA = §ﬁ, sumar término a término y continuar

con procesos similares a los realizados anteriormente. No es necesario
establecer justificaciones o explicaciones, tal como se hizo en los procesos
anteriores. En este texto se lo efectia con el fin de favorecer la
comprension del lector.

Como AP = EAN, PB = gTB yCP = ECM, esto demuestra que el punto de

corte de las medianas de un tridngulo, que en este ejemplo se tomé el punto P
dista, desde cada vértice, 2/3 de lalongitud de la respectiva mediana.
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1.12.2 Ejercicios.
Demostrar las siguientes afirmaciones:

1. SiM,N,L sonlos puntos medios de un triangulo ABC y P es cualquier
punto (en cualquier lugar) entonces:

PA + PB + PC = PM + PN + PL
Sugerencia:
Aplicar los resultados del ejemplo 1.

2. 2.Si A,B,C son puntos colineales distintos y P es cualquier punto,
entonces, existen nimeros reales h, k, t tales que,

hPA+ kPB+tPC=0y h+k+t=0
Sugerencia:

Tomar expresiones como: AB = aK(f, AB = bB_C: donde a y b son reales
diferentes de cero, y aplicar Método del Triangulo.

Otras aplicaciones geométricas se realizaran con los vectores
geométricos, a través de vectores coordenados y sus graficas.
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R™ es el conjunto de n-tuplas ordenadas de nimeros reales, es decir,
numeros reales agrupados con paréntesis y separados con comas.

R™ = {x = (x4, %5, X3,"*, X,)/X; € R,Vi € N}

Cada elemento de R™ es un vector coordenado n-dimensional; x; es la
primera componente u ordenada, x, es la segunda componente, -+, x,, es
la n-sima (enésima) componente, y en este caso, es la tltima.

En Algebra Lineal, los elementos de R" se los considera como matrices, ya
sea en fila, y se los denomina matrices fila o rengldén; o en columna, y se
los llama matrices columna.

Se plantea el dlgebra con vectores coordenados en general, es decir, con vectores
de R™; sin embargo, para los hechos geométricos, fisicos o para la finalidad
planteada en este libro, se considera vectores en R? y en R3, que se denominan
vectores bidimensionales y tridimensionales, respectivamente.

2.1 Grafica de un vector coordenado

La grafica de un vector bidimensional x = (a, b), es el vector geométrico
0A, donde A (a, b), representa el punto de coordenadas (a, b) en un sistema
lineal rectangular XYO. El origen del vector es el punto 0(0,0) y el extremo
el punto A(a,b) (Figura 18). Por su parte, la grafica de un vector
tridimensional x = (a, b, c), es el vector geométrico 6_15), donde, en un
sistema lineal rectangular XYZO, el origen del vector es el punto 0(0,0,0)
y el extremo el punto A(a, b, ¢) (Figura 19).

2 Profesor Adscrito al Departamento de Matematicas y Estadistica,
Universidad de Narifio.
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+Y Y 4
A(a.b) ] _ATa,b;c),
x /(C, d) o o x E a »
¥y c ,--"’X
“ 3 » % 7 ‘_/
\J
Figura 18.Vectores en XYO Figura 19. Vectores en XYZ0

Se observe que, x = 0A = (a,b); y = OB = (¢, d), entonces,
x+y=0A+0B=-A0+0B = (-a,-b) + (c,d) = (c-a,d-b).

Por el método del tridngulo, se tiene que:
AB = AO + OB.

Al reemplazar AO + OB en coordenadas, se obtiene el siguiente resultado:
AB = (—a,—b) + (c,d) = (c —a,d — b).

De igual manera, para los vectores tridimensionales 0A y 61?, donde los
puntos extremos A y B tienen las coordenadas: A(a,b,c),B (d,e,f),

resulta: AB = (d—ae—b,f—o).
Conclusion:

El vector AB en coordenadas, es igual a las coordenadas del extremo,
menos las coordenadas del origen.

2.2 Igualdad en R™

Seanlos vectores x = (x4, X3, X3, , Xn); ¥ = V1, V2, V3, ***» Y )-
x=ysiysolosix; =y,X; = Y5,X3 = Y3, , Xy = Vp-

Es decir, x = y cuando sus respectivas componentes son iguales. Si al

menos hay un componente de x diferente de la respectiva componente de
y, entonces x # y.
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Ejemplos:
(2,8) = (2,8); (-8,0.5) = (-8,1/2); (7,10) # (7,9);
(4,0,12) = (4,0,12); (5,0,18) # (18,0,5).
Si (30,b) = (30,40), entonces b = 40.
Si (450,b) = (a,820), entonces a = 450y b = 820.
Si (a,60,c) = (k,c, 2k), entonces a = k,60 = ¢, c = 2k.
Al reemplazar el valor de ¢ = 60, se tiene que, 60 = 2k, dedonde, k = 30 = a.
Propiedades de la igualdad:
Reflexiva: u = u.
Simétrica: si u = v, entonces v = u.
Transitiva: u = v y v = w, entonces u = w.
2.3 Adicion en R"
Seanlos vectores x = (X1, X2, X3,**, X, ); ¥ = (¥1, Y2, V3, ***, V), €NtONCES:
X+y= (0 +y1, X2+ Y2, X3+ V3,0, Xy + Vo).
Ejemplos:
a) (45,90) + (-60,80) = (45 + (-60),90 + 80) = (- 15,170).
b) (120,350) + (72,20) = (192,370).
c) (278,-160,340) + (-50,200,-700)
= (278 + (- 50),- 160 + 200,340 + (- 700)) = (228,40, - 360).
d) (- 462, 360,- 825) + (560, - 200,- 640) = (98,160,- 1.465).
Propiedades de la Adicion.

Asociativa: (x +y)+z=x+ (y + 2).
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Conmutativa:x +y =y + x.
Modulativa: x + 0 =0+ x = x.
Invertible: x + (-x) =-x+ x = 0.

Donde, si x = (xq, x5, X3, **, X,), entonces —x = (—x;, —X,, —X3,***, —Xp)-
n

0 = (0,0,0, ~, 0) esvector nulo, el cual corresponde al médulo o elemento

neutro de la adicién en R™.

El vector nulo en R? es 0 = (0,0); en R® es 0 = (0,0,0).

Cancelativa: six + y = x + z, entonces y = z.

Siu=vyw=2zentoncesu+w=v— +z.

Sustraccion: se define como un caso particular de la adicion, asi: x-y =
x+(-y).

Ejemplo:
(78,-45,73)- (- 14,60,-100) = (78,-45,73) + (14,-60,100) = (92,-105,173)

Muchos procesos que se realizan aplicando propiedades del algebra
basica, también se cumplen con vectores coordenados; por ejemplo, la
trasposicion de términos, reduccion de términos semejantes, entre otros.

2.4 Multiplicacién por un escalar

Para un numero real 4 y un vector x, la expresiéon Ax indica la
multiplicacién de A por x.

2.4.1 Definicion

Sean x = (x4, X5, X3,***,X,) ¥ A € R, entonces 1 x = (Axy, Axy, Axz, -+, Axy,).
Ejemplos:

10(45,37) = (10 x 45,10 x 37) = (450,370).

-0.5(100,-124) = (- 0.5 X 100,- 0.5 X- 124) = (- 50,62).
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33 39

> (48,-22,13) = (36,-2,2).

0.25(200,150, - 106) = (50,37.5, - 26.5).

(50,75,120) = (5 x 10,5 X 15,5 X 24) = 5 x (10,15,24).
2.4.2 Propiedades

Para numeros reales 1y o; y vectores u y v, se cumplen las siguientes
propiedades:

1) A+ o)u=>ru+ou

2) Mu+v)=riu+dv.

3) (w)u = A(ow) = a(lu).

4) lu=u.
Segun la primera propiedad, 8u + 7u = (8 + 7)u = 15u.
Esto es similar a la reduccién de términos semejantes.
Nota:

Las definiciones de combinacion lineal, dependencia e independencia
lineal que se establecieron para vectores geométricos, y las afirmaciones
dadas al respecto, también son cumplen para vectores coordenados.

Ejemplos:

1) Establecer combinaciones lineales para los vectores u = (12,40),
v = (- 15,10) y obtener sus resultados.

a) 10u + 3v = 10(12,40) + 3(- 15,10) = (120, 400) + (- 45,30)
= (75,430).

b) -4u + 8v =-4(12,40) + 8(- 15,10)
= (- 48,-160) + (- 120,80) = (- 168, - 80).

2) Analizarsir = (30, 220), es combinacién lineal de u y v.
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Sir = Au + av, entonces:
(30,220) = A(12,40) + a(- 15,10) = (124,40) + (- 15¢,100).
Estoes, (30,220) = (124-15¢,404 + 100).

Por igualdad de vectores, resulta: 124-15a¢ =30 y 4041+ 10« = 220,
que constituye un sistema de ecuaciones lineales 2 X 2.

Resolviendo el sistema por cualquier método, se obtiene: 1 =5, o = 2.
Como r = 5u + 2v, entonces r es un C.L. 0 esta expresado en C.L.de uy v.

3) Establecer C.L.de u = (-15,8,20),v = (10,18, -9) yw =
(100,5,-40) y obtener sus resultados.
a) 15u—7v+-—"w=15(-15820) — 7(10,18,~9) + = (100,5,-40)

85
= (—225,120,300) — (70,126, —63) + (850,7, —340)
85 73
= (—225 —70+ 850,120 — 126 + > + 300 + 63 — 340) = (555,7,23).

b) 3u+5v— %w = 3(—15,8,20) + 5(10,18,—9) — é (100,5, —40)

= (—45,24,60) + (50,90, —45) — (5,—1,8)
= (=454 50 — 5,24 + 90 + 1,60 — 45 + 8) = (0,115,23).

4) Analizar sir = (—1.030,316,505) es combinacidn lineal de u, v, w.
Si a, b, c son nimeros reales tales que,r =au+ bv + cw, entonces:
(-1.030,316,505) = a (- 15,8,20) + b (10,18,- 9) + ¢ (100,5,- 40)

= (- 15a,8a,20a) + (10b,18b,- 9b) + (100c,5c,- 40c)

(- 15a + 10b + 100c, 8a + 18b + 5¢, 20a - 9b - 40c).
Por igualdad de vectores, se forman las siguientes ecuaciones:
- 15a + 10b + 100c =-1.030

8a + 18b + 5¢ = 316

20a - 9b - 40c) = 505
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Al resolver el sistema de ecuaciones lineales 3 X 3, se obtiene:
a =12 b =15 ¢ =- 10.
Conclusion:
12u+5v+-10w = r, es decir, r es combinacion lineal de u, v, w.
2.5 Dependencia e Independencia Lineal

Si u= (a,b), v=(c,d)ylu+av = 0, donde 4 y a son nimeros
reales, entonces:

A(a, b) + a(c,d) = (0,0); al realizar la multiplicacién y la adicidn, se
obtiene:

(Aa, Ab) + (ac, ad) = (0,0); (la + ac, b + ad) = (0,0).

Por igualdad de vectores, resulta: la+ac = 0 y Wb+ ad =0; que
corresponde a un sistema homogéneo 2 X 2 de ecuaciones lineales, donde
Ay ason las variables o incognitas.

b

d|=0.

. . a ¢
El determinante del sistema, es 4 = |b d|’ entonces |Ccl

Cuando 4 = 0, el sistema homogéneo tiene infinitas soluciones; esto es,
hay infinitos valores de 4y a que satisfacen la ecuacion.

Segun lo anterior, si Au+ av = 0, entonces, no implica que A1y « sea
iguales cero, por lo cual, u y v son L.D.

Cuando 4 =0, 1a solucién del sistemaes A =0y o= 0.

Cuando 4 # 0,si Au+ av = 0,entoncesA = 0 y a = 0,porlocual,

uyvsonlL.lL
Conclusién:
_ _ . . |la b|_
u = (a,b), v=_(cd) sonL.D.siy solo si |c d| = 0.
_ _ . . la b
u=(a,b), v=_(cd) sonL.l siysolo si |c d|¢0
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Para u = (a,b,c),v = (d,e,f),w = (g,hk); siiu+av+ pw = 0,
donde 4, ¢, fson nimeros reales, entonces:

A(a,b,c)+a(d,e f)+ p(g,hk)=1(0,0,0).

Al realizar la multiplicacién de escalar por vector, sumar e igualar los
vectores, se obtiene el siguiente sistema homogéneo de ecuaciones
lineales 3 X 3:

Aa+ad+ pg =0
Ab+ae+pfh =0

Ac+af+pBk =0

a d g a b ¢
El determinante del sistemaes A = [b e h|elcual,esigualald e f|=0.
c f k g h k

Cuando 4 = 0, existen infinitos valores de A, &, f y no necesariamente
deben ser iguales a cero.

En este caso, si Au+ av + pw = 0, NO implica que 4, o, fsean iguales
a cero; por lo tanto, u, v,w son L.D.

Cuando A4 # 0,siAu+av+ pw =0, entonces L = 0, =0, f = 0;
luego u, v,w son L.L

Conclusion:
a b c

u = (a,b,c),v=(d,e f),w= (g hk)sonLD siysolosi |d e f|=0.
g h k
a b c

u =(a,b,c),v=_(de f),w= (g, hk)sonL.Isiysolosi [d e f[+0
g h k

2.6 Producto escalar en R™.

Parax = (xq,%3, X3, ., Xp), ¥ = V1, V2, V3, -, Yn), la expresion x « y
indica el producto escalar punto del vector x con el vector y.
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Definicién:
Xey = X1y1+ X2¥Y2 + X3Yy3 ++ Xy Yp

Como se observa, el resultado de x e y es un nimero real, de ahi, el
nombre de Producto Escalar.

Entre cualquier producto escalar que se considere o se construya en R",
el mas sencillo es el anterior producto escalar, por esto se lo llama también
producto estdndar o candnico (es el producto estdndar o candénico en R™).
Este es el producto escalar utilizado, practicamente, en toda la Matematica
y en la Fisica.

Propiedades:

Simetria: x ey = y o x.

Linealidad: (x + y) ¢z = x ez + y o z.

Homogeneidad: paratodot e R: (tx)e y=t(x e y) =x » (ty).

Como casos particulares o especiales, se tienen las siguientes expresiones:
x e x=0.
xex =0 siysolosi x =0 (vector nulo).
xe0=0e¢x=0.

Si para todo x € R™: x ey = 0,entonces y = 0.

Siparatodox €R™ x ey = x e z,entoncesy = z.

2.7 Vectores Ortogonales

Para dos vectores x, y, en la expresiéon x L y, se lee: x es ortogonal con y
0 X,y son ortogonales.

Definiciéon:

x L ysiysolosi xey=0.
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2.7.1 Norma de un vector

Parax = (x4, %y, X3 ... X;,),laexpresion || x || indicala norma o longitud de x.

Definicién:
x|l = Vx e x = [+ x50, + X305 + - +2%y, .
Nx]] = VX2 + 22 + 232 + -+ x,2.

Segun la definicion, la norma de un vector es un numero real no negativo;
ademas, || x ||? = x e« x.

Six = AB, entonces || x || = AB: distancia del punto A al punto B, es decir,
la longitud del segmento de recta AB.

2.7.2 Vector unitario
Un vector u es unitarios siy solosi || u || = 1, porlo tanto,u e u = 1.

2.8 Normalizacion de un vector

. 1 o .
Si v # 0, entonces el vector ol v es unitario, y en este caso, se dice que

se ha Normalizado el vector v.

Los vectores i=(1,0,0),j=1(0,1,0),k =(0,0,1) son unitarios y
ortogonales, de dos en dos.

Para v = (a,b,c), se tiene,v =ai+bj+ck ysi u =mi+ nj+ tk,
entonces,u = (m,n,t).

2.9 Expresiones Fundamentales

Dilx +ylIP=lxII? + ly]I* + 2(x « ».

Hxll? + Nyll>— 20« p).

Dllx -yl
Dllx+ylP+llx—yl2=201x11%+ [y lI».
Hllx+ylP=llx - ylI> =4« ».

5)x Lysiysolosi|lx + y[I>=|lx[* + ||y
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6)x Ly siysolosi|lx— y|>=[x|* + || y¥]I*
7) x L ysiysolosi ||[x +y]|| = ||lx-y]]
8 lx eyl < llxll Iyl

N llx+yll < llxIl + Iyl

1) [lx-yll = Illy-x]l
11. Para un nimero real 4, |[Ax || = | A]| || x ||, valor absoluto de A por
norma de x.

La expresién de 8, se denomina Desigualdad de Cauchy-Scharwz; la
igualdad se cumple para el casoen que, Ax =y, 1€ R.

La expresion 9 se denomina desigualdad triangular; 1a igualdad se cumple
cuando Ax = y,donde A > 0.

A manera de ejemplo, se demuestra la expresion 1.

En el proceso se aplica las propiedades, definiciones establecidas y casos
particulares. Se recomienda al lector que, identifique lo que se aplica en
cada paso.

Hx+ylP=G+e(x+y)=xcex+y+ yex+y)
=XeXxtXxXey+ yox+yey.

lx+yl?P=1lxll*+xey+ xey+|lyll°
=llxlIZ+2@xey +lyll?
= llxII2 +1lyll? + 2(x * y).

En forma muy similar al proceso anterior, se demuestra la expresion 2.

La expresidn 3, resulta de sumar término a término las igualdades 1y 2,y
luego, cancelar términos semejantes.

La expresion 4, resulta de restar sumar término a término las igualdades
1y 2, yluego, cancelar términos semejantes.

Las expresiones 5 y 6 resultan de 1 y de 2, respectivamente:

six Ly entonces (x e y) =0= 2(x » y)
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Geométricamente, en las expresiones 5 y 6, se obtiene el Teorema de
Pitadgoras (Figura 20); pero estas igualdades se cumplen, en general, para
x,y en R"; inclusive, con otros productos escalares.

También de 5 y 6, se obtiene: x L y siysolosi||x + y||? =
|| x - ¥ ||?; al extraer raiz cuadrada y teniendo en cuenta que, las normas
son reales no negativos, se obtiene la expresién 7.

Geométricamente, segun la expresion 7, se afirma que las longitudes de
las diagonales de un rectangulo son iguales (Figura 20).

B o C

Figura 20. Diagonales de un rectdngulo

En el rectangulo ABCD (Figura 20):

Comox 1 y,seginexpresion7:||x + y||=||x-y]||

Esto es, AC = BD, por lo cual, se afirma que las longitudes de las

diagonales son iguales, esto es, AC=BD.

Por Teorema de Pitagoras, segun 5, AC?> = AD? + DC ?;y segun 6, BD? =
AD % + AB®.

2.9.1 Ejemplos

Con los siguientes ejercicios, se aborda toda la temética planteada hasta el
momento en la teoria del Producto Escalar Punto y, al mismo tiempo,
sirven de ejemplos.

1) Sean los vectores:

x=(6,-23),y = (-5-84),z= (10,16,-8);
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u=(23-2);v=(1,22);w=(18,- 6,9).

a) Obtener la norma de cada vector dado anteriormente.
Solucién:

xex=6x6+(-2)(-2)+3x3 =36+4+9 = 49.
llx|=vVxex =||x]|| =7

yey=(-57?+ (- 8)* + 4> =25+ 64+ 16 = 105.
Iy Il = V105.
z » z=100+ 216 + 64 = 420.

l|z|| = V420 =V4 x 105 = 2105.

Entonces, ||z || = 2|y ||
Como se puede observar, z = -2y, entonces, segin expresion 11, se
tiene que:

Hz]l = ll-2yll = I-2[llyll = 2{ly]l

lull= V&+9+4 = V17; ||v||=VI+4+4 =9 =3.

lwl| = /182 + (= 6)2+ 92 = V324 + 36 + 81 = V441 = 21.
Comow = 3x, entonces ||w|| = ||3x]],y segin expresion 11, se tiene que:

lwll = I3][|x|] =3 x 7 = 21.
b) Comprobar las expresiones importantes establecidas en esta seccion.
Ejemplo de la expresion 1:
x+y=(6+ (-5), -2+ (-8), 3+ 4)=(1,-10,7).
[lx + y||?=1+ 100 + 49; ||x + y||> = 150.

Xxey =6x(-5 + (-2)(-8) +3x4=-30+16 + 12 =- 2.
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Como || x||>?= 49 y ||y]||* = 105, entonces:

Hx|?+]ly|I?+2(x ¢ y)=49+105+2 X (-2) =154 —4
=150 = ||x + y||%

Ejemplo de la expresion 2:
x-y = (6-(=5); -2-(=8);3-4) = (11,6, -1).
[|x-y|l?=121 + 36 + 1 =158.

Nx12+ [|¥]I?— 2(x « y) =49 + 105- 2 x(-2) = 154 + 4 = 158
=llx - yl*

Ejemplo de las expresiones 5,6y 7:

xeu =6x2+4+ (-2)x3+3x(-2)= 12-6-6 =0.
Comox ¢ u = 0,entonces x 1 u.
x+u=(6+2-2+33-2)=(81,1).

lx + u||?=64+1+ 1 = 66.

x-u=(6-2-2-33+ 2)= (4-5,5).

[|x-ul|l>= 16+ 25+ 25 = 66.

Hx +ul?=llx-ul|?=66=49+ 17 = ||x|]> +|lu]l>.
Como ||x + u||?=||x-ul||%entonces: ||x + ul|| = ||x-ull

De la Desigualdad de Cauchy-Scharwz y de la Desigualdad Triangular, se
tiene que:

Hx[|[|wl =7 x 21=147; || x||+||w]|| =7 + 21 = 28.
xew=6x(18)+(-2)(-6)+3x9 = 108 + 12 + 27 = 147.
|x e w|=147 =[x || || W]].

x+w=(6+ 18,-2—-6,3 + 9) = (24,-8,12).

[|x + w]|| =242 + (- 8)2 + 122
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l|x+w|| =V576+ 64+ 144 =784 =28=7+21=|x]||+||w]l.

En ambas desigualdades, se cumple la igualdad, porque w = 3x.
H¥Illlz]|l =v105 x 2v105 = 2 x 105 = 210.

111+l 2|l = V105 + 2 V105 = 3V105.

yez=-5x10+ (-8)(16) + 4(—8) = —50 — 128 — 32 = —210.
|y e z|=|-210]=210=|y]|l |l 2]l

y+z=(-5+10,-8 + 16,4- 8) = (5,8,- 4).

ly+z| =V25+64+16 = V105.

Como ||[y+2z||=Vv105; ||y ||+ |l z|| = 3V105,entonces, ||y + z|| <
Nyl +1z]l

En este ejemplo, en la Desigualdad de Cauchy-Scharwz se cumple la
igualdad, pero en la Desigualdad Triangular, se cumple estrictamente la
desigualdad; esto porque, z = —2y.

Observe las condiciones establecidas en estas dos desigualdades.

2) Normalizar cada vector.

u=(-43;v=(62;w=(2,-1,-2); z=(1,7,-2); x = (0,8,0).
ueu=(-42+@B)?2=16+9=25y |[u]| =v25 = 5.
1
Normalizando: u' = 3 (- 4,3).
llvl| = V62 + 22 = V36 +4 = V40 = 2/10.
Nl'd’1(62)<6 2)<31)
ormallzando: v = ——— ) =l —— )= | ,— ).
210 210 210 V10 V10
lIwl|=V4+ 1+4 =9 = 3.

1 2
Normalizando: w' = 3 2,-1,-2)o w = ( _____ )
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llz|| = V1+ 49+4 = V54 = 3+6.

1 1 7 2
Normalizando: 2= —— (1,7,- 2) = < , ’= )
36 ( ) 3v6 3vV6 346

llx]| = VO+ 64+0 = V64 = 8.
1 8
x =3 (0,8,0), es decir, x’' = <0,§,0) =(0,1,0).

u,v,wW,Z,Xx son vectores unitarios de idéntico sentido a
u,v',w,z' ,x’, respectivamente.

3) Obtener los valores de las letras o incdgnitas en cada caso.
a) Siu = (h,12) es ortogonal con v = (4, 3).

b) Si x= (k,1,10) es ortogonal con y = (3,- 44,t)yconz =
(- 6,t,- 8).

Solucion:
a) uev =(h12)e (4,3) = 4h + 36 = 0; despejando h =—%6.
Respuesta: h = —9.
b) xey = (k,1,10) e (3,- 44,t) = 3k- 44+ 10t = 0.
Deaqui,3k + 10t = 44.

xez=(k,1,10) (- 6,t,-8) =- 6k + t- 80
= 0;delocual,—6k + t = 80.

Al resolver el sistema de ecuaciones lineales de orden 2, se obtiene el valor
dekydet:

3k + 10t = 44
—6k +t = 80

Se obtiene: k = —12 y t = 8.
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2.9.2 Ejercicios

iy

2)

3)

Dados los siguientes vectores:

x= (-4-3);y=(86); z=(3,-4);
u=(-16,-12); v=(1,-2,-2); w= (4,1,1):
a) Obtener la norma de cada uno de ellos.

b) Comprobar las expresiones importantes establecidas para el
producto escalar punto.
Normalizar cada vector dado en seguida:

u=(-6,8);v=04,-2);w=(03,0,4); z=(1,7,-2);
x = (20,0,0); y = (0,0, 14).

Obtener los valores de las letras o incégnitas en cada uno de los
siguientes casos:

a) u = (15, h) es ortogonal con v = (4, 5).

b) x = (n,2,3)esortogonalcony = (4,- 5,m) y con z = (8,- m, 20).
c) w=(8,t- 6);||w]|| =125 (Hay dos valores de t).

d) r=(h-473);||r]|| =5V5 (Hay dos valores de r).

2.10 Proyeccion Ortogonal

Para dos vectores u,v, la expresion Proy, u, indica la proyecciéon
ortogonal de u sobre v, cuando v # 0.

Para obtener la definicion de la proyeccion ortogonal, se realiza el proceso
mediante vectores geométricos.

0 B v v

Figura 21. Ejemplo vector u Figura 22. Ejemplo vector v




Elementos de Algebra y Geometria Vectorial

Figura 23. Vector perpendicular a v

Para todo punto B en la directriz de v, OB es colineal con v, luego existe un

numero real 4, tal que, OB = \v.

El punto O es el origen de u 'y de v (Figura21 y Figura 22).

Si 0A = u, entonces OB + BA = ﬁ, o también, Av + BA = u. De aqui,
BA = u-v.

Cuando BA es perpendicular a v (Figura 23), se define al vector OB como
la Proyeccién Ortogonal de u respecto a v.

Hasta el momento, Proy, u = Av. ()
Como BA L v, es decir, (u - \2w) L v,entonces (u - Av)ev = 0.
Al aplicar linealidad, se obtiene:u ¢« v- Av e v = 0.
Mediante transposicidn de términos, resulta:
uev =A(v e v)=1||v|>
Al despejar /4, se obtiene:
A=usv/||v]?*

Al reemplazar en (*) resulta:

Proy,u =

La anterior igualdad es valida para todou, v en R",siempre y cuandov # 0.
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Afirmacion:

Siz = (u- Proy,u),entoncesz L vyz L Proy, u.

El vector z es el vector u - Av en la Figura 23

Cuando u 1 v,se tiene u e v = 0, entonces Proy, u = 0 (vector nulo).

Cuandov y Proy,, u tienen idéntico sentido (Figura 21), entonces A > 0,
y en consecuencia, e v > 0.

Cuando v y Proy, u tienen sentidos contrarios (Figura 22), entonces
A < 0,y en consecuencia,usv < 0.

Cuando u y v son colineales, Proy, u =uy Proy, v ="v.

En este ultimo caso, si u e v > 0, entonces u y v tienen idéntico sentido.
Cuandou v <0, uy vtienen sentidos contrarios.

2.11 Angulo entre vectores

Si 8 es el angulo positivo entre los vectoresu y v, donde 0 < 6 < 7, entonces:

Ue v
Cos=——uev=||lul||||v || Cos 6.

Hull vl

La anterior expresion, se la deduce mediante vectores geométricos, tal
como se indica enseguida.

A
A
| 0<@<m2
| | m2<8<m
fu —2y ;
| (- Ly
[A>0 yuev=0 g |
(I > /0 {A<0 yuev:
0 B v —€ : :
v 0] B
Figura 24. Angulo entre vectores Figura 25. Angulo entre vectores caso 2

caso 1
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Caso 1:

Segun Figura 24:

OB
Cos 8 = ——;de donde, OB = ||u||Cos 0;ademds, 0 < 6 < z/2 y uev > 0.

[ul|
Caso 2:
Segun Figura 25:
CosO = i de donde, —0OB = ||u||Cost9; ademas,

[lual]”
mf2<0<7myu.v<Oo.

Como OB = Proy, u, entonces, con las normas se obtiene:

Uev

vl vl

0B = || Proy,ul|| =

Al aplicar la expresion fundamental 11, se obtiene:

|u e v | lu e v|

08 =2 1 Wl | ]
=|—= v| | = ——|vl|= ——
w12 i’ [Iv|

Al reemplazar OB en caso 1 y en caso 2, respectivamente, se obtiene:

|lu e v|

[Ivl|

Comou « v > 0, entonces, ||ul|||v||Cos® =uewv.

||u||CosH= ,de donde, ||u||||v||Cos 0 =|uev|.

luev|

Ivl|

Como u » v < 0, entonces, ||u||||v||CosH =—(—uev)=u-v.

[lul|Cos @ =- ,de donde, |[ul||v||Cos 8 = —|uev].

En resumen, para uev >0 y para ue v <0, se cumple que, wev =
[lul|||v]|Cos 8; de donde,

Cos 0 Uev
ost =——F————.
ull v]]
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Observacion:
El angulo 6 puede estar medico de u av,0de v au; encualquiercaso,0 < 8 < w
Ejemplo:
Parau = (0,7),v = (3,3), se tiene:
[lull =7 |lv]|=v18 =3V2;u e v = 0x3+7x3=21

21 21 1

Cos 0 = = =—=
7x3V2 21V2 V2

i

Entonces,

V2
6 = Cos™* <7> = g

Por lo tanto, el angulo entre uy v es % o 45°.

Consideraciones:

Con base en el angulo entre dos vectores, se obtiene expresiones
planteadas anteriormente, como las siguientes:

1) Sié= g,entoncesC059=0 yuev=]|lull||lv]|]|*x0=0.

Como u » v= 0, se tiene u L v, lo cual obedece a la definicion de
vectores ortogonales.

7 T
El 4ngulo entre vectores ortogonales es >

2) Si @ =0,entoncesCosO =1y uev= ||u||||v||x 1; esto es,
u-v=||u||||v||.

Segln la Ultima igualdad, u e v > 0, entonces |uev|=uev.
Al reemplazar lo anterior, resulta: |ue v | = ||u]| ||v]].

3) Si & = mentoncesCosd =-1yuev = ||u||||v||x(—1) =

=l [11].
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De donde, —(u * v) = |[ul||v||.
Segun la igualdad anterior,u « v < 0,entonces |uev|=- (uev).
Al reemplazar lo anterior, resulta: |u e v | = ||u]| ||v|].

Tanto en el caso 1, como en el caso 2, se obtiene la expresiéon |uev | =
||ul] ||v]], lo cual se cumple en la Desigualdad de Cauchy-Scharwz cuando
uy v son colineales.

En efecto, en el caso 2 u y v son de idéntico sentido, y en el caso 3, son de
sentidos contrarios.

2.12 Teorema de los Cosenos

B
== D
> 4
- ’
- /
l’
- - ” v
I’
) n—-8,%
A u C C 777777
Figura 26. Teorema de los cosenos, Figura 27. Teorema de los cosenos,
parte 1 parte 2

EnlaFigura 26: AC = u,ﬁ = v.Por el método del triéngulo,ﬁ + BC=
A_(f, delocual BC=AC—AB =u —v.

0 es el angulo entre los vectores u y v y es el angulo opuesto a BG; luego,
uev = |[ul|[|[v]|Cos 6.

Al reemplazar u « v en la expresién fundamental 2, se tiene:

llu- vl 2=1lull?>+ [[v]I*- 2|ull[|v || Cos 6.

En la Figura 27:AC= u,CD = v.

Por el método del tridngulo, se tiene,ﬁ =AC+CD oAD=u + v.

Eneste caso, 7 — 6 es el angulo entre los vectores CA yéﬁ, esdecir,entre- uy v.
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Como 7 — 6 es el angulo entre los vectores —u y v, entonces:

-uev =||-ul||[v]| Cos (z—0).
Por propiedad de norma: ||- u || = ||Ju ||, entonces
-Uev = ||u||||v||Cos (z—9).

Al multiplicar por -1 ambos lados de la igualdad, se obtiene:

Uev =- ||u||||v||Cos (z—06).
Al reemplazar u ¢ v en la expresién fundamental 1, se obtiene,

llu+ vl12 = [[ull? + |11~ 2 ull |[v]] Cos (z— 0)

Conclusion:
En el triangulo ABC, 6 es el angulo opuesto a BC= u- v;

e+ v|] % = [[u||* + [[v]|*- 2 |lul||lv]|Cos (z- 6).
En el tridangulo ACD, ©-0 es el angulo opuesto a AD = u+v;

llw+ v % = [[ull* + [[v]|*- 2 |lul|[|v][Cos (= - 6).
Esta dos ultimas igualdades se conoce como Teorema de los Cosenos, el
cual, se formula asi: el cuadrado de la longitud de un lado de un triangulo,
esigual ala suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados,
menos el doble producto de las longitudes de estos dos lados, por el

coseno del angulo opuesto al primer lado.

2.13 Ejercicio

En un tridngulo ABC, considerar AC = u;ﬁ = vw;porlocual, BC=u-v

yCB= v-u.
Sea fel angulo entre BA y BC; @ es el angulo entre CA y CB.
Demostrar el Teorema de los Senos:

AB% = AC?%+ BC?- 2(AC)(BC)Cos ¢;
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AC? = AB? + BC? - 2(AB)(BC)Cos B.

Tener en cuenta que, AB = ||v|| = BA; AC = ||u|| =C(CA; BC=CB=
llv-u|| = |lu-vl|.

En el proceso se debe aplicar la expresion fundamental 2.
Nota:

La igualdad BC? = AC? + AB ? - 2(AC)(AB) Cos 6, donde es 6 el angulo
entre u y v, se demostrd en el ejemplo dado anteriormente.

2.14 Proceso de ortonormalizacion

Consiste en obtener vectores unitarios y ortogonales entre si, a partir de
vectores L.I.

Caso 1: dos vectores L.I.

Para dos vectores LIL. uyven R 2, notar que, al ser L.I,, no son paralelos
ni nulos.

Paso 1:
Se normaliza el vector u: (ﬁ) u = u4, es un vector unitario.
Paso 2:
weul)ul-v=w es vector perpendicular a wu;, y
obviamente, también con u.
Paso 3:

. 1 o
Se normaliza el vector w: (m) W = U,, es un vector unitario.

De esta manera, los vectores u, y u, son unitarios; ademas, u, es ortogonal con u,.
Ejercicio:

Comprobar que w es ortogonal con u,. Tener presente que u; » u; = 1.
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Caso 2: tres vectores L.I.

Para tres vectores LI u,v,w en R3, los vectores no son coplanares, ni
colineales, ni nulos.

Paso 1:

. 1 o
Normalizando el vector u: (m) u = u4, es un vector unitario.

Paso 2:

(v ¢ uy)u, - v = w, es vector perpendicular a u,, y obviamente,
también con u.

Paso 3:

. 1 I
Normalizando el vector w: (m) W = U,, es un vector unitario.

Paso 4:

(weu)u; + (Weu,)u, - w=z. El vector z es ortogonal con
U, y con u,.

Paso 5:

. 1 . .
Normalizando el vector z: (ﬁ) Z = U3, es un vector unitario.

De esta manera, u;, U, y U3, Son vectores unitarios y ortogonales entre si.
Ejercicio:

Comprobar que z es ortogonal con u, y con u,.

2.15 Producto vectorial

Para u= (a,b,c),v=(d,e, f), la expresibn uxv corresponde al
producto vectorial de u con v, llamado también Producto Cruz.
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2.15.1 Definicion

=

uxv = dondei =(1,0,0) j=(0,1,0) k=(0,0,1).

Q o~

QQ o~

c
f
Al desarrollar el determinante, se obtiene:

UXv = |Z ]CC|1 - |g ]Cc|] + |g le)| k;

uxv=(bf -ce)i- (af - cd)j + (ae - bd )k;

uxv = (bf-ce, - (af-cd),ae — bd ) = (bf-ce,cd-af,ae - bd ).
Afirmacién:
(uxv)eu=0y (uxv)ev=0.Seginesto, (uxv)Luy(uxv)lv.

(uxv)eu=(bf - ce,cd-af,ae-bd)e (a,b,c)
= (bf - ce)a + (cd- af)b + (ae - bd)c.

(uxv)eu=(bfa—cea)+ (cdb—afb)+ (aec — bd c).

(uxv)eu=(bfa—afb) + (—cea + aec) + (cdb — bdc)
=0+0+0=0.

(uxv)ev= (bf —ce,cd—af,ae—bd)e (d,e,f)
= (bf —ce)d + (cd —af)e + (ae — bd )f.

(uxv)ev=(bfd —ced)+ (cde —afe)+ (aef — bdf).

(uxv)ev = (bfd —bdf) + (—ced + cde) + (—afe + aef)
=0+0+0=0.

uxv

O u —(uxv)=vxu

Figura 28. Producto vectorial u X v Figura 29. Producto vectorial v X u
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Nota:

Elvectoru X v esta en el espacio, desde donde se puede observar que, el &ngulo
de u a v, es positivo.

Recordar que, si en un determinante se intercambia dos filas o columnas
consecutivas, se obtiene un determinante de signo contrario al primero.

i j ok i j ok
Segtin lo anterior, comou X v =|a b c|ypordefnicibnuxv= |d e f|,
d e f a b ¢
entonces:
uxv =- (v x u) (ver Figura 28, Figura 29).
Conclusién:
uxv =-(wxu)o vxu =- (uxv).

También, si dos filas o columnas en un determinante son proporcionales,
caso particular iguales, entonces, el determinante es igual a cero, cuando
sus elementos todos son reales. En este caso es igual al vector nulo.

Luego, si Au = v, donde A es nimero real, entonces (la, Ab, Ac) = v.

i J) k
UuxXv=|a b cl|l=0.
Aa Ab Ac

Segun lo anterior, y como caso particular, se tiene:
uxu =0;ixi =0;jxj=0kxk =0.
Conclusion:

SiuywvsonL.D., entonces u X v = 0. Tener presente que, en este caso, u
y v son paralelos.

Por otra parte, fAcilmente se obtiene las siguientes igualdades:
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2.15.2 Propiedades

Otras expresiones que se obtienen aplicando propiedades de los
determinantes, son las siguientes:

(tu)Xv=ux(tv)= t(uxv)dondetesunnimero real.

(uzv)xw =@Uxw)t(xw), ux (v tw)
=(uxv)tuxw).

Ejemplo:

u = (20,- 15,18); v = (-30,25,-50); w = (6,- 5, 10).

i k
uxv=|20 -15 18

-30 25 —50
_|-15 187, |20

“l2s —sol" 7 I-30 —1580|j + 5 _2155|"'

uxv = (750 - 450)i- (- 1.000 + 540)j + (500 - 450)k.
En combinacién lineal de i, j, k:

uxv=300i + 460j + 50 k.
En componentes,

uxv = (300,460, 50).

(u X v) e u = (300,460,50) » (20,- 15,18) = 6.000 - 6.900 + 900
= 0.

Segin esto, (u X v) L u.

(u X v) « v = (300,460,50) » (- 30,25,-50)
=-9.000 + 11.500 - 2.500 = 0.

De aqui, (u X v) L v.

i j  k
vXw=|-30 25 -50
6 -5 10
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30 25

T
-5 6 -5

10 6 10 i+ E

v xw = (250 - 250)i - (- 300 + 300)j + (150 -150)k =0i+0j+ 0k
=(0,0,0) = 0.

El anterior resultado se cumple porque —5w = v.

ik
vXu=|-30 25 =50

20 —15 18
|25 =50, |-30 —50|.,|-30 25
“lois gt |20 18 ’+|20 —15|k'

v X u = (450 - 750)i - (- 540 + 1.000)j + (450 - 500)k.

vXxu=-300i—460j—50k= (- 300,—460,—50)
=—(u X v).

2.15.3 Norma del Producto Vectorial en funcién de un angulo
Parau = (a,b,c),v=(d,e,f): uxv = (bf - ce, cd - af, ae - bd).
[luxv||> = (bf - ce)*> + (cd - af )*> + (ae- bd)?.

Sea 6 la medida del angulo positivo de u hacia v, donde 0 < 6 < m:

uev

Cosh = ———.
[lull vl

Al elevando al cuadrado, resulta:

u e v)?
Cos?0 = ( )

(el vlD?
Por identidad trigonométrica:Sen®*0 = 1 - Cos 26.
Al reemplazar Cos?20, se obtiene:

(u » v)?

Sen’d =1- ————.
(Il fIvlD?
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Al realizar operaciones, resulta:

_ Ululillv D2 - (wewv)2
Cllull v 1D 2

Sen?6

Al transponer el divisor (||u|| ||v|]) 2, se obtiene:

(lull llvID? Sen*0 = ([ull [[vID* - (wev) 2
Por leyes de los exponentes:

[lull [[v]] Sen8]? = |[ul?[|v]|* — (u * v)*.

Estableciendo la segunda expresion de esta ultima igualdad, en términos
de las componentes de u y de v, se obtiene:

[ull|lv || Sen 6]
=(a?+ b?>+ c»)(d?*+ e? + f?)
—(ad + be + cf )2

Al efectuar las operaciones correspondientes en el segundo miembro de
la igualdad anterior, reducir términos semejantes y factoriza, se obtiene la
expresion:

(bf —ce,)? + (cd —af)?* + (ae —bd )? la cual es igual a
[lux v||?.

Asipues, [||u]| ||v|| Sen8]? = ||lu x v|| 2.

Al extraer la raiz cuadrada, teniendo en cuenta que Sen > 0, se tiene que:
||u X v|| = ||u||||v||5en49.

Por otra parte, pasando ||u x v|| a dividir, resulta:

[lullllv |[Sen®
lluxv]|

Comou Xv =1X (u Xv),entonces:

_ llullllv || Sen®
lluxwv ||

(uxwv),
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1
UxXv= (HUII ||17|| Sene)m(uxv),

uxv = (|lull|[v||Sen 6 )w.

Elvector w es unitario, de idéntico sentido que u x v y esta dado por la expresion:

w=——(uxv).
llu X v||

Consideraciones Particulares:

Cuando 6 = 0 0 6 = m, entonces, Send = 0y, en consecuencia, u x v = 0.
Ademas, los vectores u y v son colineales o paralelos. También se afirma
que uy v son L.D.

Cuando § = %,Sen@ = 1,y en consecuencia, u x v = (||u|| ||v||)w, donde

w es vector unitario de idéntico sentido que u X v. Ademas, los vectores
uy v son ortogonales y ||u x v|| = ||u]| [|v]].

Conclusiones:

e u yv son vectores colineales o paralelos si y solo siuxv =20
(vector nulo).
e u yvson vectores ortogonales siy solo si ||u X v|| = ||ul] ||v]|.

Se debe recordar que:

e u yv son vectores colineales o paralelos si y si |u » v| =
[l [ I1]-

e u yvsonvectores ortogonalessiysi uev = 0.
2.15.4 Interpretacion Geométrica
Afirmacion:

La norma de un producto vectorial, de dos vectores no paralelos, es igual
al area del paralelogramo que determinan los dos vectores.

Se sabe que, tres puntos no colineales determinan dos vectores no
paralelos y, de hecho, determinan un paralelogramo (Figura 30).



Elementos de Algebra y Geometria Vectorial

Figura 30. Interpretacion geométrica producto vectorial

h h
Sen § = — =——;donde h = ||v|[Sen 6.
AB  |[vl] | |

El drea del paralelogramo ABDC es S = (AC)h.
Al reemplazar AC y h, se obtiene:
S = |lul||[v]|Send = |lu xv|.
Ejemplos:
1. Paralos puntos 4 (20,0, 0),B (26,8,0)y C(32,0,0), se tiene:
AB=(26-20, 8-0, 0-0)=(68,0)=uv;

AC=(32-20,0-0,0-0)=(12,0,0) = u.

i ok
uxv=[12 0 of=[0 Yi-[1* Yj+[}* Ok=0i+0j+96k
g8 o' le o/Tle 8
6 8 0
= (0,0,96).

El 4rea del paralelogramo que determinan 4, By C, o los vectoresuy v, es
||lu x v|| = 96 unidades cuadradas.

2. Paralospuntos: M (12,-8, 15), N (42,-18,30), R (6,- 5,21),setiene:
MN = (42-12,- 18 + 8, 30- 15) = (30,- 10,15) = v;

MR=(6-12,-5+ 8, 21-15)=(- 6,3,6) =u

s 3 6 61; |=6 6|; |6 3
15 - - k
o 38 —310 165 —10 15|l |30 15|] * |30 —10|
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= 105i + 270j - 30k;

ux v = (105,270,- 30) = 15 (7,18, - 2).

lluxv| =15,7% +182 + (—2)? = 1549 + 324 + 4 = 15V/377.

El area del paralelogramo que determinan M, N, R, o los vectores uy v, es
15+/377 unidades cuadradas.

2.15.5 Ejercicio
Calcular el angulo de u a v, con las expresiones:
uev = |lull|[vl|Cost y |luxv|| = |ull|lv]|
A partir de estas dos expresiones, obtener la siguiente igualdad:
(wev)? + |luwxvl|” = |[ull? v
Comprobar esta igualdad resultante, con los siguientes vectores:
u = (18,- 20,-15)y v = (- 30,8,10).
2.16 Triple Producto Escalar
Para tres vectores u, v, w en R3, al producto escalar (uxv)ew, se lo
denomina Triple Producto Escalar. Triple, porque figuran tres vectores; y

escalar, porque el resultado es un niimero real.

Como se observa, es un producto mixto: hay un producto vectorial y un
producto escalar.

2.16.1 Definicion

Parau = (a,b,c),v=(d,e,f) y w=(g,h,1):

==

= [o fle-la i+l Cle

b ¢ a ¢ |a b
=(le l=la s 13 2D

e
X
<
Il
Q T~

QL ~
~ O
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wnrew=([ 5ls L 2w

Lo flo-la Arely ol

Q

(uxv)ew= =w e (U X v).

[

o =

a
d
Al pasar la primera fila al final, es como haber realizado dos intercambios

consecutivos de filas, entonces, el determinante resultante es igual al
primero; es decir:

a
(uxv)ew=|d

S o o

SN~

Q

Por notacion, (u xv) ew = [u v wl.

Teniendo en cuenta que, en un determinante, por cada intercambio
consecutivo de filas se obtiene un segundo determinante de sentido
contrario al primero, entonces:

(uxv)ew =—@ X u)ew=WxwW)eu =—(WXv)ou
= (wxu)e v.
[uvwl=-vuwl=vwul=—-[wvu]l=[wu vl

Segun lo anterior, (U X V) ew = ue (Vv X W).
2.16.2 Interpretacion Geométrica

El valor absoluto de un triple producto escalar de vectores no coplanarios,
es decir, que no estén en un mismo plano, es igual al volumen del
paralelepipedo que determinan los vectores (Figura 31).

Cuatro puntos no coplanarios, ni colineales, determina tres vectores no
coplanarios; y de hecho, determinan un paralelepipedo.
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Figura 31. Interpretacion geométrica del triple producto escalar

A, B, Cy D son puntos no coplanarios, ni colineales.
AB=w,AC=vyAD = u.

(uxv) ew _(uxv)-w

AE = Proy (uxyy W = Taxv P (uxv) =

luxwv]|

El vector z es unitario, de idéntico sentido que u X v; donde AFE eslaaltura
del paralelepipedo:

|(uxv) e w|

(uxv) ew (uxv) ew
AE=’— = llz|| =
luxwv]|

lluxwvl| [luxv||

Como ya se vio anteriormente, el area del paralelogramo ACFD es
[fuxwvl.

Si se toma el paralelogramo ACFD como base del paralelepipedo,
entonces AE es altura.

Recordar que, el volumen de un paralelepipedo, es igual al area de una
base por su respectiva altura; en este caso, el volumen del paralelepipedo
que determinan u, v y w o los cuatro puntos 4, B,C y D es:

[(uxv) « w|
[luxwv]|

V =luxv||
Al cancelar ||u X v||, se obtiene, V = |(u X v)  w|.
Ejemplo:
Para los puntos:

A (20,—14,30), B (2,—38,35), C (—20,16,30) y D (26, —6,90), se obtiene:

AB = (2-20,-38 + 14,35-30) = (- 18,-24,5) = w;
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AC = (-20-20,16 + 14,30 - 30) = (- 40,30,0) = v;

AD = (26 - 20,- 6 + 14,90 - 30) = (6,8,60) = u.

i j k
uxv=\| 6 8 60| =(-1.800)i -(2.400)j + (180 + 320)k.
—40 30 O
Entonces,

ux v = (-1.800,- 2.400,500) = 100 (- 18,- 24,5).

(uXv)ew =100 (-18,-24,5) » (- 18,-24,5) = 100(324 + 576 +
25) = 100 x 925 = 92.500

El volumen del paralelepipedo que determina los puntos 4, B,C y D o los
vectores u, vy w, es 92500 unidades cubicas.

Observacion:

Si (uxv)ew =0, entonces los vectores u, v y w no determinan un
paralelepipedo, pues el volumen es cero. En este caso, los vectores u, v, w
son coplanares, es decir estan en un mismo plano.

Conclusion:

Tres vectores u, v, w son coplanares siy solosi (u X v) ew = 0.

Tres vectores u, v, w no son coplanares siy solosi (u X v) ew # 0.

Con base en lo anterior, también se puede comprobar si cuatro puntos
A,B,Cy D son o no coplanares.

Se obtienen los vectores AB, AC y AD y se realiza el triple producto escalar.



CAPITULO 3.
SISTEMAS COORDENADOS LINEALES

Autor:
Héctor Jairo Portilla Obando3

3.1 Concepto

Un sistema coordenado, es el conjunto de medios o elementos, con los
cuales se puede determinar o fijar la posicién relativa de un punto o de un
objeto. Estos elementos pueden ser, por ejemplo, rectas, angulos, nimeros
reales, signos de agrupacion, entre otros.

Entre los principales sistemas coordenados, estin los lineales o
cartesianos, el polar en el plano; el sistema polar, cilindrico y esférico en
el espacio.

En este capitulo, interesa, sobre todo, tratar los Sistemas Coordenados
Lineales y obtener las diferentes relaciones, mediante el uso de los vectores.

3.2 Sistema Lineal unidimensional

Los sistemas lineales estan constituidos por una, dos o tres rectas reales,
por esto, se los denomina, respectivamente, como unidimensional,
bidimensional y tridimensional.

Un sistema lineal unidimensional, estd constituido por una recta X,
generalmente horizontal, llamada eje ordenado o también coordenado.
Este sistema se denota por X0, donde O es un punto de la recta X, el cual
se considera punto origen, y se le asigna el nimero real cero.

A cada punto P de la recta X, le corresponde un solo nimero real x,
llamado “ordenada” de P, y reciprocamente, a cada niimero real x, le
corresponde un tnico punto P en X.

3 Profesor Adscrito al Departamento de Matematicas y Estadistica,
Universidad de Narifio.
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Segun lo anterior, hay una correspondencia biunivoca entre los niimeros reales
y los puntos de la recta, por lo cual, ala recta X se la denomina recta real.

Al considerar la recta X en forma horizontal, la semirrecta desde el punto
de origen O hacia la derecha, es el semieje positivo, y se indica asi: +X; por
su parte, la semirrecta desde el punto de origen O hacia la izquierda, es el
semieje negativo, y se lo indica por: —X.

En la notacion P (x), se lee asi: punto P de ordenada x; de modo que, si un punto
A estd en +X, entonces, en la notacién A(a), se cumple que, a > 0, y si un punto
B esta —X, entonces, en la notacion B(b) se cumple que, b < 0 (Figura 32).

B 0} R(1) A
< . - —
~-X b 0 i a +X

Figura 32. Ubicacion de un punto en un sistema lineal unidimensional

0OA=(a—0)= @y OB = (b — 0) = (b), son vectores unidimensionales.

Segun la definicién de norma de un vector, ||6K|| =+a.a =+Va? que

corresponde al valor absoluto de a.
Asi, ||W\’|| = |a| = OA, que representa la distancia del punto O al punto A.

De igual manera, || ||ﬁ|| = |b| = OB, y para cualquier punto P(x) de la

recta, se cumple que, || oP [| = |x| = OP.

3.2.1 Distancia entre puntos

Para A(a) y B (b), la distancia entre A y B se denota y define, asi:
d(A,B) = AB.

Como AB = A0 + OB = OB - O_A, entonces, AB = (b - a); de modo que,
AB = ||AB|| = |b - al.

Segun la definicion, al reemplazar AB, se tiene:

d(A,B) = |b- al.
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Observacion:

Por propiedad de valor absoluto, se sabe que | b - a | = |a - b|, entonces,
d(A,B) = d(B, A), es decir, AB = BA.

Ejemplos:

Para A (- 8),B (- 5),C (10) y D (18) en elsistema X0, se tiene:
AB=|-5-(-8)|=|-5+8=1[3]=3
AC =[10-(- 8)| =[10 + 8| =]18| =18;
BC =|10-(-5)| =10 + 5| = |15| = 15;
CA=1]-8-10|=|-18| = 18 = AC;
BD =18 -(-5)| =[18 + 5| = |23]| = 23;
DB =|-5-18]|=|- 23| =23 =BD.

3.2.2 Coordenadas de un punto medio

Si M es el punto medio del segmento AB, entonces 24AM = 4B.

Si M(m), A(a) y B(b), entonces AM = (m - a) y AB = (b - a).
2m-a)= (b-a) (@2m-2a)= (b- a) 2m- 2a = b- a.

Entonces,2m = b-a + 2a = a + b.

(a + b)
2

a+b>

,porlo cual,M( >

Luego,m =

Ejemplos:
Al considerar los puntos del anterior ejemplo, se tiene:

e Elpunto medio de AB es: M (_8+_5)) =M (—?)
) = M(1).
) = M(14).

-8 +10

2
10 +18

2

e El punto medio de AC es M(

e Elpunto medio de CD es M (
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Ejercicio:

Ubicar los puntos 4,B,Cy D en la recta X y determinar graficamente las
distancias entre los puntos y las coordenadas de sus respectivos puntos medios.

3.2.3 Vectores en combinacion lineal con i

Para un punto R(1), el vector OR = (1) = i, es vector unitario, su norma
esigual a 1.

Segun lo anterior, para todo punto P(x) de X, OP = (x) =x(1) =xi;es
decir, OP = xi.

Cuando x > 0, entonces, el punto P esta en +X, en consecuencia, i y oP
tienen idéntico sentido; por su parte, cuando x < 0, el punto P esta en

—X;enestecasoiy OP tienen sentidos contrarios.
3.3 Sistema Lineal Bidimensional

Esta constituido por dos rectas reales, no paralelas X,Y, llamados ejes
coordenados.

3.3.1 Definicion

Si 0 es el punto de corte de las rectas, al cual se lo llama origen, entonces,
el sistema se lo indica por XY0/0, donde 8 es el angulo positivo, medido
deXaY, 0<6<m.

Este es un sistema oblicuo, pero de muy poco uso. Cuando 8 = 7/2, el
sistema es rectangular y es el que se utiliza cominmente en matematicas
y otras ciencias. En este caso, el sistema se indica por XY O y se denomina
Sistema Coordenado Cartesiano Rectangular Bidimensional.

3.3.2 Representacion grafica

X es el eje de abscisas, y generalmente es horizontal; Y es el eje de
ordenadas, y es vertical.

El plano en el cual estan los ejes, se lo denomina Plano Cartesiano y se
indica por XY.
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El plano XY queda dividido en cuatro regiones, llamados cuadrantes. La
regiéon determinada por los semiejes +X y +Y, es el cuadrante [; la
determinada por =Xy +Y, es el cuadrante II, y asi con los otros dos
cuadrantes (Figura 33).

e Siel punto A(a, b) estd en el cuadrante I, entonces a > 0,b > 0.
e Siel punto B(c, d) esta en el cuadrante I, entonces ¢ < 0,d > 0.
e Sielpunto C(e, f) estd en el cuadrante II], entonces e < 0, f < 0.

e Sielpunto D(g, h) esta enel cuadrante IV, entoncesg > 0,h < 0.

Y
A

Cuadrante IT Cuadrante T

B(c,d) Ala, b)

S —— 'R
Q ) TX

C(e. D D(g. h)

Cuadrante IIT il Cuadrante TV

Figura 33. Plano cartesiano

Al proyectar cualquier punto P(x,y) del plano XY sobre los ejes
coordenado, se obtiene un punto Q(x) en el sistema X0 y un punto R(y)
en el sistema YO (Figura 33).

El par (x,y), son las coordenadas de P en XYO0 (Figura 33); x es la
abscisa; y es la ordenada.

Observacion:
En el sistema XY O, las coordenadas de cualquier punto S, que esta en el
eje X, son (m,0), se denota por S(m,0); y las coordenadas de cualquier

punto T que esta en el eje ¥, son (0, n), se denota por T(0, n).

Segun lo anterior, en el sistema XY O, se tiene:

Con relacién al punto Q(x,0): UQ_) = (x,0); con relacién al punto R(0,y):
OR = (0,y).
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Considerando los vectores unitarios: i = (1, 0),j = (0, 1), se tiene:

szx(l,o) = xi; ﬁzy(o,l) = yj.
Por el método del paralelogramo, OP = TQ + OR.
En componentes: (x,y) = xi + yj.

Conclusion:

Para todo punto P del plano XY, las coordenadas de P en XY O, son
P(x,y); ademas, OP = xi + yj.

3.3.3 Distancia entre puntos

La expresion d(4,B), indica la distancia entre dos puntos
A(a,b) y B(c,d); se denota y define, asi:

d(A,B) = AB.
Se debe recordar que AB, es la norma del vector AB.
Ahora bien,

AB = (c-a,d-b);

AB«.AB = (c- a)%+ (d-b)?%

|AB|| = AB = y/(c - a)2 + (d-b)2.

Por tanto,

d(A,B) = AB =/(c- a)? + (d-b)2.
Observacion:

Como ||§3)|| = ||ﬁ||, entonces,

AB =BA=,[/(a- c)*+ (b-d)~
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Ejercicios propuestos
Obtener AB,AC,BC,DA,DC,AE y EC, si:
A(- 6,2),B(2,8),C(6,-7),D(1,-2) y E(—6,-7).
Ubicar los puntos y comprobar los resultados graficamente.
3.4 Traslacion y rotacién y de ejes
Estableciendo un sistema inicial XY 0 y un segundo sistema X'Y'0Q’, donde
0'(a,b)enXY0,X || X',y +X,+X’ con el mismo sentido, el sistema X' Y'0’

se denomina Traslacién de Ejes del Sistema XY O (Figura 34).

Estableciendo un sistema inicial XY 0 y un segundo sistema X' ¥'0, donde
0 es el dangulo positivo medido de +Xa X'y 0< € <m, el sistema
X' Y'0Ose denomina Rotacién de Ejes (Figura 35).

+Y” +X’

+X

l ‘ l Fig. 4
Figura 34. Traslacion de ejes Figura 35. Rotacidn de ejes
3.5 Relacion entre las coordenadas de un punto en la traslacion de ejes
Se considera los siguientes vectores unitarios:
i=(1,0yj=(0,1)en XY0; i"’=(1,0)y j'= (0,1)en X’Y’ O'.

En este caso,i =i’ y j =j’, esto por porque tienen el mismo sentido y
normas iguales.

SiP(x,y)en XYOyP(x,y)enX'Y'O', entonces:

OP=(xy) =xi +yJ;

675 — (X',y') =x'i' + y/jl;
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00' = (a,b) =ai +bj.
Por el método del tridngulo, se tiene lo siguiente:
00' = OP + PO’ = OP - O'P.
Segun lo anterior,
ai+bj =xi +yj- x'i'- yj'.
Comoi=1iyj=j, entonces, ai + bj = xi + yj- x"i- y'j.
Factorizando se tiene:
ai+bj=(x— x")i +(y-y)j.
Al transponer términos:
O0=x-xNi+Wy-y)j-ai-bj.
Factorizando y por simetria de la igualdad:
x-x'-a)i + (y-y'-b)j=0.
Como i, j son L.I,, entonces:
x-x'-a=0 y-y-b=0.
Despejando x, y, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
x=a+x';
y=b+y'

Con las anteriores igualdades, es posible obtener las coordenadas de un
punto de un sistema, en términos del otro.

Nota:

En muchos procesos, es conveniente expresar los vectores en término de
los correspondientes vectores unitarios; pero en otros casos, no es
necesario, tal como el anterior, donde basta con los vectores coordenados.
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Asi pues, seglin las expresiones obtenidas anteriormente, se tiene:

—

00’ = OP - O'P.
(a,b) = (x,y)- (x",y )= (x-x",y-y).

Por igualdad de vectores, se tiene las igualdades que siguen, de las cuales,
se despeja x, y:

a=x-x';
b=y-y'
Ejercicio:

Para los siguientes vectores: A(-10,10)yB(—5,—4) en XYO;
C(7,5) yD(-4,-6) en X'Y'O', donde 0’(8,6)en XYO0, obtener las
coordenadas de Ay B en X'Y'0' y las coordenadas de Cy D en XYO.
Ademas, ubicar los puntos con sus coordenadas iniciales y comprobar los
resultados obtenidos.

3.6 Transformacion de coordenadas en la rotacion de ejes
Se considera los siguientes vectores unitarios:
i=(1,0)yj=(0,1)en XYO;
i'=(1,0)yj" =(0,1)en X'Y'0.
Observacion:

En este caso, i #i' y j#j', aunque coinciden sus coordenadas, pero no
cumplen con la definicién de igualdad de vectores, pues sus coordenadas
estan en diferentes sistemas.

SiP(x,y)enXYOy P(x',y") en X'Y'0, entonces:

—_—

OP = (x,y) = xi +yjJ;

—_—

(0]

(X', yv) - Xri! _I_ ylj!.
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Segun lo anterior,

xi +yj = xi' + yj'. (D

Figura 36. Transformacion de Figura 37. Transformacion de
coordenadas, parte 1 coordenadas, parte 2

Por el método del paralelogramo:

0A+ 0B =0C = i;

OD+OE =0F =j'. (2)
Como OA |, OB [, oD [, OE |]j, entonces:

0A = 0Ai, OB = OBj,0D =-0Diy OE = OEj.
Al reemplazar en las igualdades de (2), resulta:

OAi+OBj = i’,-0Di+ OEj =j'. (3)

Observacioén:
0D = —O0Di porque oD y i son de sentido contrario.

Por trigonometria, se tiene:

c H—OA—OA—OA—OA
o TR

Senf = —

AC
— = AC = 0B;
Il
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Send EF EF EF EF — 0D
en === = = ’
OF "Il 1
COS@Z_—,ZOE.
11711

Al reemplazar en (3), se obtiene:
(CosO)i + (Sen)j = i';
—(Sen®)i + (CosO)j = j'.
Al tomar los vectores en componentes, se obtiene:
(CosB Send) =i';
(-Sen6,Cos6) = j'.
Al reemplazar i’y j' en (1), se obtiene:
(x,y) = x'(CosH,Senb) + y'(-Senb, Cosb);
(x,y) = (x'Cos6 x'Send) + (-y'Sené, y'Cosb);
(x,y) = (x'Cos 6 - y'Sen6, x'Sen 6 + y'Cosé).
Por igualdad de vectores:
x =x'Cosf - y'Sen6,
y =x'Sené + y'Cosé.
Despejando x’,y’, con procesos algebraicos y trigonométricos, se obtiene:
x' = xCos6 + ySen 0;
y' =-xSend + yCos 6.

Con las anteriores expresiones, se pueden obtener las coordenadas de
puntos de un sistema, con relacidn al otro.

Lo anterior se conoce como Transformacion de Coordenadas (ver
Figura 36, Figura 37).
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Ejercicios:

Para los vectores A(-8,8),B(6,10),C(8,-4)y D(-4,-9) en XYO;
E(6VZ,4V2), F(-3vZ,-3V2), G(-92,92)y H(12,15) en X'Y'0;

considerando el 4ngulo de +X a + X'de 45°, realizar lo siguiente:
1) Obtener las coordenadas de cada punto en el otro sistema.
2) Ubicar los puntos en cada sistema.

3) Calcular: AB,AC y CD con sus coordenadas en XY O y luego con sus
coordenadas en X'Y'0

4) ParaM(-3,7)y N(6,-5) en XYO, obtener las coordenadas de M y N
en X'Y'0,y calcular MN con sus coordenadas en cada sistema.

5) Sean los sistemas XYO, X'Y'0’, donde O'(a, b) en XYO (traslacién de
ejes). Considere el sistema X"'Y"'0’, tal que, el dngulo de +X'a + X" es 0
(rotacion de ejes). Si P(x,y,)en XYO, P(x", y'") en X"Y”0’, obtener la
relacion entre las coordenadas del punto P.

Sugerencia:

Tomar los valores: Cos45° = g; Sen450 = g

3.7 Sistema Cartesiano Rectangular Tridimensional

Esta constituido por tres rectas reales perpendiculares entre si, llamadas
ejes coordenados, que se cortan en un punto que constituye el origen de
coordenadas.

Si las rectas reales son X,Y,Z y O es el punto de intersecciéon de las
mismas, el sistema se indica, asi:XYZ0.

X es el eje de abscisas, Y es el eje de ordenadas, y Z es el eje de cotas; por
su parte, XY, YZ y XZ son planos cartesianos (Figura 38 y Figura 39).
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+Z

‘ A T
Giro a la 1zquierda
F B Sistema Positivo
L R T . 4 T
09 Y
/ 7 1
’ ’ 1
Cel .. Py’ i 90°
| Do -
' 1 1 +X
1 ! - 5
i 0 HES 7Y
1 1 s
1 1 /
A "" XZ plano lateral XY plano del “piso”
D A YZ plano posterior o de fondo
X
Figura 38. Sistema cartesiano Figura 39. Sistema cartesiano
rectangular tridimensional, parte 1 rectangular tridimensional, parte 2

La proyeccion de cualquier punto P del espacio sobre un plano 2P, es un
punto Q tal que, WQ 1 PyQe.

La proyeccion de P sobre P, se indica, asi: Q = Proy,P.

Segun lo anterior, proyectando P sobre cada plano cartesiano, y luego,
proyectando cada uno de los tres puntos obtenidos sobre los ejes
coordenados, se tiene lo siguiente:

A = ProyxyP; ProyxA = D = ProyxC; D(x)en X0,D(x,0)en XYO y en XZO0;
B = ProyyzP,ProyyB = E = ProyyA; E(y)enYO,E(y,0) enYZ0 y en YX0;
C = Proyx,zP,Proy,C = F = Proy,C; F(z)en Z0,F(z,0)en ZX0 y en ZYO.
De igual manera:
A(x,y) en XY0,A(x,y,0)en XYZO y D (x,0,0)en XYZO;
B(y,2)enYZ0,B(0,y,z)en XYZO y E (0,y,0)en XYZO0;
C(x,z)en XZ0,C(x,0,z)en XYZO y F (0,0,z)en XYZO.

Finalmente, se define la terna ordenada (x, y, z) como las coordenadas del
punto P en el sistema XYZO: P(x,y, z).
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3.8 Octantes

En un sistema XYZO, los planos cartesianos dividen al espacio en ocho
partes, llamados octantes; generalmente se los enumera con nimeros
romanos y siguiendo el sentido contrario al movimiento de las agujas de
un reloj, iniciando con los octantes superiores y continuando con los
inferiores. Asf, asumiendo que el plano XY es horizontal (plano del “piso”),
el plano YZ es frontal y XZ es el plano “lateral”, tal como se observa en la
Figura 38; entonces, el octante I estd determinado por +X,+Y y + Z; el
octante Il estd determinado por +Y,+Z y — X; el octante VIII queda
determinado por +X,-Y y-Z.

3.9 Sistema Coordenado Levdgiro y Dextrogiro

En un sistema XYZ0, cuando observando el plano XY desde el lado de +Z,
el angulo de +X a +Y es positivo, esto es, contrario al movimiento de las
manecillas de un reloj, se considera un giro a la izquierda, por lo cual se
dice que es Levdgiro.

En el anterior caso, si el observador estd en el lado de - Z, el giro de +X a
+Y es negativo, esto es, sigue el movimiento de las manecillas de un reloj,
entonces se considera que corresponde a un giro es a la derecha, por lo
cual se dice que es Dextrdgiro.

Poniendo un tornillo de roscas a derecha, en el eje +Z, y con la cabeza en
el origen O, al realizar un giro de +X a +Y, el tornillo avanza, tal como se
observa en la Figura 39. Con esta accion se atornilla, es decir, se fija el
tornillo sobre algo.

Cuando se realiza un giro de +Y a +X, el torillo avanza hacia - Z. Con esta
accion se desatornilla, se procede a “sacar” el tornillo de su lugar.

Lo anterior, en Fisica, se conoce como regla de la mano derecha, afirmando
que, el dedo pulgar derecho indica el eje +Z, el dedo indice indica +X y el
dedo del medio indica el eje +Y.

Cuando observando el plano XY desde el lado de +Z, el angulo de +X a
+Y es negativo, entonces, en Fisica, este sistema se conoce como regla de
la mano izquierda (Figura 40). En este caso, el dedo pulgar de la mano
izquierda indica el eje +Z, el dedo indice indica el semieje +X y el dedo
del medio indica +Y.
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Poniendo un tornillo de roscas a derecha en el semieje +Z, con la cabeza
en el origen 0, al realizar un giro de +X a hacia +Y, el tornillo avanza hacia
- Z (Figura 40).

+Z +Z
Tornillo de roscas Tornillo de roscas
J[ a derechas T a 1zquierda
O +X +X
—90° 90°
+Y
Figura 40. Tornillo de rosca a Figura 41. Tornillo de rosca a
derecha izquierda
k=ixj
Triada
positiva

Figura 42. Vectores unitarios en XYZ0

Poniendo un tornillo de roscas a izquierda en +Z, lo cual es poco comun,
con la cabeza en el origen O, cuando se realiza un giro de +X a +Y el
tornillo avanza hacia +Z (Figura 41).

Con los vectores unitarios, i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1), en el
estudio de vectores coordenados, se obtuvo: k =i x jyelangulodeiaj
es positivo, observando desde el lado de k. Por esto, los vectores i,j, k
constituyen una triada positiva fundamental (Figura 42).

Esto ultimo, es un caso particular del producto vectorial de dos vectores.
En general, si fes el angulo entre los vectores u y v, entonces u X v esta
en el lado del espacio, desde el cual se observa que el &ngulo de u a v es
positivo. Por esto, se afirma que u, v y u X v es una triada positiva, lo cual
se puede hacer extensiva al sistema de la Figura 39 Se sugiere ver la
seccion 2.15 Producto vectorial (p. 49).
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Observacion:

Para afirmar que un sistema XYZO es positivo o levégiro, como el de la
Figura 39, depende de los elementos que se establecen como referencia.
En este sistema, observando el plano XY desde el lado de +Z, el angulo de
+X a +Y es positivo, y el giro es a la izquierda. Pero si en este mismo
sistema, el d4ngulo de giro se observa desde el lado de - Z, éste es negativo,
y el giro es a la derecha, por lo cual se afirma que es dextrégiro.

Ademas, tener en cuenta que el angulo entre rectas o entre vectores, varia
entre 0° hasta 180°.



CAPITULO 4.
FORMAS LINEALES CON ENFOQUE VECTORIAL

Autor:
Segundo Javier Caicedo Zambrano*

La utilidad de los vectores geométricos se observara en la parte grafica, y
de los vectores coordenados, en el analisis algebraico y sus diferentes
relaciones dentro del estudio de las formas lineales a tratar, como son la
recta en R?, el plano y la recta en R3. En estos casos, se obtendra
ecuaciones lineales con dos y tres variables reales, de ahi el nombre de
Formas Lineales.

4.1 La recta en R?

Sean los puntos R(x;,¥;),S (x;,¥,) en un sistema coordenado cartesiano

rectangular XY O, tales que, x4 # x, 0 y; # J,,€s decir RS # 0.

El conjunto L ={P € XY/HB = JRS; 1€ R} corresponde a la recta
determinada por los puntos Ry S.

RS es un vector direccional de la recta L; la grafica de L es una linea recta.

Como RP [ RS yR_S) # 0, entonces, para cada punto P, existe un niimero
real 4, tal que:

RF=1RS. (O

La expresién (1) es la Ecuacion Vectorial de L.
Como RP = RO + OP = X_R_§, entonces,ﬁf’) = —RO+ ARS y—ﬁ_(_)) = 6§,
luego,

OP = OR + ARS. (@

4 Profesor Adscrito al Departamento de Matematicas y Estadistica,
Universidad de Narifio.
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Teniendo en cuenta que, ARS = ﬂ(?d +ﬁ) =AR0O + A0S =
-A0R + A ES), la ecuacion @ también se puede expresar, asi:

OP = (1- A)OR + A0S
Dado el punto P(x,y) en el sistema rectangular cartesiano XYO, entonces,
OP = (X,Y)'ﬁ) = (xy, Y1)’R—S) =0 — 21,2 — V1)
Al reemplazar en @, se tiene:
(x,y) = (xp,y1) + A (xz - x1,¥2 — Y1) @
Laigualdad @, es la Ecuacién Paramétrica de L. Para cada valor real de A,
que es el parametro, se obtiene una para de coordenado (x,y), es decir,

las coordenadas de un punto P de la recta.

Segtin lo anterior, se determina una funcién F: R - RZ tal que, F(1) =
(x,¥). F es una funcién paramétrica.

De (3) se obtiene:

xy) = (xepy) + e, = 4], ALy, =y1D
= (x + Afxz = x1, 31 + ALy = y1D.

Al aplicar igualdad de vectores, se obtienen las siguientes ecuaciones:
x =x + A -l y =y + Ay, — nl @

Las igualdades en (4), corresponden a las Ecuaciones Paramétricas de la
recta L.

Despejando A de cada igualdad, y para x-q # x,, y; # Y, se tiene:

X=X Y= N ®

X2 — X Ya—01

La igualdad (5) es la Ecuacion Dos Puntos de la recta L.

De esta igualdad, se obtiene:

V.- y
y—ym= o (x—x)y —ym=mx—x). ®
Xy — X



Capitulo 4. Formas lineales con enfoque vectorial - Segundo Javier Caicedo Zambrano

La igualdad (6) es la ecuacion punto-pendiente de la recta L, en la cual:

Yo—=V1_ V1= )2
Xp =X X=X

m=

El valor de m corresponde a la diferencia de ordenadas sobre diferencia de
abscisas, representa la pendiente de la recta L, y es igual a la tangente del angulo
positivo, medido desde el eje X hasta la recta. Por cada unidad positiva que
aumente la variable x, la variable y se incrementa en m unidades.

Cuando m > 0, la variable y, se incrementa positivamente; cuando m < 0, la
variable y, se incrementa negativamente (Figura 43 y Figura 44).

\ Tan8=m +X

/ H\-\T an@=m +X
‘ / © - ) \ -

m=>0 l m<0 i L
Figura 43. Recta con pendiente positiva Figura 44. Recta con pendiente
negativa

Al distribuir m y despejar la variable y de (6), se obtiene:
y =mx - mx; + y;.

Haciendo n =-mx; + y1, se obtiene la ecuacién punto-pendiente de la
recta L:

y=mx+n (@)
La expresion (7) se denomina Ecuacién Punto-Pendiente, porque esta
presente la pendiente, y la recta corta al eje Y en el valor n; es decir, el
punto de corte de la recta con el eje Y, es (0, n).

De la ecuacién (5):

(x=x)(y2 —y1) = (v —y1)(x, —x;),donde x; # x, 0y; # y,.
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Al realizar operaciones:

x(=y) —x 2= y1) = y (g —x1) —y1 (x2 —x1);

X2 =y1) =% (V2 —y1) —y(xa—x) + y1 (2 —x;) = 0.
Sean,a = y, —y;;b = —(x, — x;), entonces:

ax—ax, + by — by; =00 ax + by —ax; — by; = 0.
Haciendo ¢ = — ax; — by,, se tiene:

ax+by+c = 0.

Laigualdad de (8), es la Ecuacién General de unarectaL;a # 00 b # 0 (a
y b no son nulos a la vez).

Consideraciones:
Sia =0, esdeciry, —y, = 0, entonces y; = y,.
RS = (x, — x1,0) = (b,0) = OA,

El punto A (b, 0) esta en el eje X; esto asegura que la directriz de RS, que
es larecta L, es paralela al eje X (Figura 45).

Enlaecuacion®): 0x + by + ¢ = 0.ComoOx = 0,paratodoreal x, entonces:

c
by+ c=0;by=-c;y =3 = k.
Conclusion:

y = k (k constante) para todo real x, corresponde a la ecuacién de una
recta paralela al eje X (Figura 45).

+Y
R (x1, y1) S (x2, y1)
L
X1 o X2 +X

Figura 45. Recta paralela al eje X Figura 46. Recta paralela al eje Y
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Figura 47. Recta con interceptos en los
ejes coordenados

Si b =0, esto es, x, —x; = 0x, = x;, entonces, siguiendo un proceso
similar al anterior, se deduce que, x = h (h constante) para todo real y; y
corresponde a la ecuacién de una recta paralela al eje Y (Figura 46).

En este caso, no existe la pendiente; el 4ngulo de X a la recta mide 90°.

Sia# 0yb # 0, entonces larecta no es paralelaa X nia Y (Figura 46).
Su pendiente es m = — %.

Parax = 0, despejando la variable y, de (8), se tiene y = —%.

El punto M (0, - c/b) corresponde a la interseccion de larecta L conel eje Y.
Paray = 0, al despejar la variable x de (8), se tiene x = - 2

Elpunto N (- c/a,0,) corresponde a la interseccion de la recta L con el eje X.

Si, ademas, ¢ # 0, de , se deduce la ecuacién:

x+y1.@

—c/a —c/b -

La ecuacién (9) corresponde a la ecuacicn de los interceptos de L (Figura 47).

Cuando ¢ = 0, la recta pasa por el origen O, este es el punto de corte de L
con el eje X y conel eje Y.
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4.1.1 Ecuacién en Determinante

De la ecuaciéon @, se obtiene:
(x —x)(y2 —y1) = (v —y)(xz — x1);
(x=x)(y2 =y1) - (v —y1) (x2 —x) =0.

Esta igualdad, expresada en términos de determinante, queda asi:

X=X Y—M * v 1
|X2_x1 J’Z_Y1| 0,0 jzl zl 1 0
2 Y2

La expresidn (10) corresponde a la Ecuacion en Determinante de la recta L.
De todas las ecuaciones establecidas anteriormente, unas son mas
aplicables que otras. Por ejemplo, en Calculo Diferencial, es muy frecuente
obtener la ecuacion punto pendiente; en otros casos, se aplica la ecuacion
dos puntos. Aqui, se presentan las diferentes ecuaciones, con el fin de que
el lector las aplique es sus procesos particulares.

4.1.2 Vector Normal a una recta

Un vector v es perpendicularaunarecta L, (vLL) siysolosiv L RS, donde
Ry S son puntos diferentes de L.

También se cumple que, v L Lsiysolosiv L RP, para todo punto P de L
y R un punto fijo de L.

Cualquier vector no nulo perpendicular a L, es un vector normal a L.

Afirmacién:

Paraunarecta L: ax + by + ¢ = 0; N = (a, b) es un vector normal a L.

Demostracion:

Sea R (x4, y,) un punto fijo de L, entonces ax,; + by; + ¢ = 0.

Al restar esta ecuacidn de la ecuacion general y factorizar a, b, se tiene:
a(x-x) + b(y-y1) =0.

Se deduce que, (a,b) s (x —x,,y —y;) =0 =N » RP.
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Como N « RP = 0, siendo P (x,y) cualquier punto de la recta L, entonces,
se concluye que N L I_?T’), esdecir, N L L.

Teniendo en cuenta que N # 0, se concluye que N es normal a L.
Nota:

Como a x + by + ¢ = 0, entonces:
(a,b)e(x,y)=-c 0 Ne 0P =-c;
N « OP = k (constante). @)

La expresion de (1) corresponde a la Ecuacién en Producto Escalar de una recta,
donde N es un Vector Normal a larecta, y P es cualquier punto de la recta.

4.1-3 Distancia de un punto a una recta

SeaL: ax+by+c= 0,y A(k,h) un punto cualquiera en el plano XY
(Figura 48).

h ol +X

Figura 48. Distancia de un punto a una recta

La distancia del punto A a la recta L, se denota y se define, asf:
d(A,L) = AB; donde ABLL y B es un punto de L.
Afirmacion:

lak + bh + c|

D)= ==
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Demostracion:

Como el punto B(x;,y,) esta en la recta, entonces ax; + by, + ¢ = 0; de
aqui, se tiene: ax;, + by, =-c.

ABLL yN L Lporque N = (a,b) es normal a la recta; entonces, AB || N.
Teniendo en cuenta que AB || N, enla Desigualdad de Cauchy-Scharwz, resulta:
|[AB « N| = |[AB || x |IN|| = AB[IN||

Pasando a dividir ||N||, se obtiene,

B |AB « N| *
=\ *
[IN]]

Por otra parte,

ABeN = (x;- ky; - h) e (@b) = (- Ka + (- hb
= ax;- ak + by; - bh.

Entonces,
ABeN = ax; + by, -ak - bh.
Al reemplazar ax; + by, por - c, resulta:
ABeN =-c- ak - bh = (-1)(ak + bh + ¢);

|AB « N| = |(-1) (ak + bh+¢)| = |ak + bh + c|;

|[AB « N| = |ak + bh + c|y |IN|| = va? + b2

Al reemplazar en (*), se obtiene:

|lak + bh + c|

4B = dal)= =m0

4.1.4 Ejemplos

1) Obtener la ecuacion de la recta: punto-pendiente, pendiente-corte, de
la forma general, las paramétricas, en producto escalar, con
determinante, para los siguientes casos:

a) Que pasa por los puntos: A(80,- 90) y B(100, 30)
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b) SiC(-80,-50)y D(-180,-50) son puntos de la recta.
Solucién:

a) Lapendiente de larectaes:

~ 30 = (=90) 120

100 —80 _ 20 _©

Si P(x,y) es cualquier punto de la recta, entonces la ecuacién
punto pendiente, es:

y-30 =6 (x- 100).

Al realizar operaciones y despejar la variable y, se obtiene la
ecuacién pendiente-corte:

y = 6x - 570.
La ecuacién de la forma general es:
6x - y- 570 = 0.
N = (6,- 1), es un vector normal a la recta.
Ecuacién en producto escalar:
(6,- 1) e (x,y) = 570.
0P = (x,y); OA = (80,- 90); AP = (x - 80,y + 90);
AB = (100- 80, 30 + 90) = (20,120).
La ecuacioén vectorial y las paramétricas de la recta, son:
(x - 80,y +90) = 4(20,120) o (x, y) = (80,-90) + 4 (20,120).
De aqui, se tiene:
x=80+204 y =-90 + 1204

Ecuacion de la recta en determinante:

x y 1
80 -90 1|=0.
100 30 1
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-50-(-50) _ 0 _
-180- (—80)  —100

b) m=

OP = (x,y) OC = (-80,-50).

CP = (x +80,y +50),CD = (-180 + 80,  -50 + 50)
= (- 100, 0).

Con los datos obtenidos y siguiendo el proceso similar al anterior, se tiene
respectivamente, las ecuaciones:

Punto - pendiente: y + 50 = 0 (x + 80).
Pendiente-corte: y = -50 para todo real x.

Forma General: Ox + y + 50 = 0.

Producto escalar: (0,1) o (x, y) =-50.

Vectorial: (x + 80,y + 50) = A(- 100,0) 0 (x, y)
= (-80,-50) + A (- 100,0).

Paramétricas: x = -80 - 1004, y =- 50 + 0 A

x y 1
En determinante: | —-80 —-50 1| =0.
—-180 -50 1

2) Obtener la ecuacién pendiente-corte de las siguientes rectas:
a) Pendiente m = - 3/4 y pasa por el punto E(—40,300).

b) E(- 150,200) es un punto de la recta y N = (50,—90) es un
vector normal.

c) Pasaporel punto G(25,18) y forma un angulo de 45° desde +X.
Solucion:

a) Iniciando con la ecuacién punto-pendiente:

y-300 = - % (x + 40), se obtiene:

3 3
=-—Xx- =—- 270.
y 4x 30 + 300 4x+ 70

s . 3
La ecuacion pendiente-corte es:y = Xt 270.
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b) Paracualquier punto P(x, y) delarecta: (50,- 90) « (x, y) = k.

Efectuando el producto: 50x - 90 y = k, se obtiene el valor de
la constante k.

Como E(- 150,200) es un punto de la recta, entonces:
50(-150)-90(200) = -25.500 = k.

Reemplazando k: 50x - 90 y = - 25.500, de lo cual, se obtiene la
ecuacion pendiente-corte:

_5 2550
Y T9* 9 -

c¢) Tan 45° = 1,eslapendiente delarectaylaecuacion pendiente corte, es:
y—18 = 1 (x - 25).
Ecuacion pendiente corte: y = x - 7.

3) Obtener la distancia de cada punto a la recta dada:
a) Delos puntos: A(- 4, 7),B(3, 8),C(11,2)
alarectal: 4x-3y + 12 = 0.
b) Delos puntos: D(-10,- 6) y E(10,6)alarecta
L:x + y-4=0.

Solucion:

a) N=(4,-3)esvectornormalaL y |[N]|?> = 16 + 9 = 25, entonces

INI| =5.
4(- 4)- 3(7) + 12 -16- 21 + 12
dan o A3 12| }
5 5
dAL_|—25|_25_5
(an =—====5
4(3)- 3(8) + 12 12-24 + 12
o AR 3® 12l | )

5 5 ’

d(B,L) = g = 0. Esto indica que el punto B estd en la recta.
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|4(1D)- 3(2) + 12| _ |44- 6 + 12|

d(C, L) = s z

150]
d(B,L) = ? = 10.

b) N = (1,1), es vector normal a L, y ||[N||> = 1+ 1 = 2, entonces

[IN|| = V2.
(DL = 11(-10) +ﬁ1(- 6)- 4] _ |—10\—/76—4|.
d(D,L) = % =? = 202‘/5 =10V2.
HE.D= 11(10) +\/§1(6)— 4 _ 110 J:f:_4l'
d(E, L) = 2l _ 1z _ 12v2 = 62

NG 2

I~

4.1.5 Ejercicios

1) Obtener las diversas ecuaciones de la recta que pasa por los siguientes puntos:

a) A(=4,3),B(2,-5);b) C(12,15); c) D(12,10);d) E(—20,16), F(4,—4)

2) Obtener la ecuacién pendiente-corte de las siguientes rectas:

a)
b)

c)

Pendiente m = 15 y pasa por el punto E (- 50, -400).

E(250,500) esun puntodelarectay N = (-90, 40) es unvector
normal a la recta.

Pasa por el punto G (25, 18) y forma un angulo de 135°desde + X.

3. Obtener la distancia de cada punto a la recta dada:

a)

b)

De los puntos: A(1, 2), B(2, 0)yC(12, 5) a la recta
L: 4x- 3y + 12 = 0.

De los puntos: D(- 20, 4) y E(10,- 6)alarecta
L:x + y-4=0.
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4.1.6 Rectas paralelas y perpendiculares

Seanlasrectas: L:ax + by+c=0,yL:a'x+b'y+c' =0.
!
Las respectivas pendientes son:m = —S ym = —%paraa #0yd# 0.

Los vectores N = (a,b) y N' = (a’,b"), son normales a las rectas Ly L,
respectivamente. a.

L||L siysolosiN || N
L1 L'siysolosiN LN

De la definicion se deduce que:

b

a —
oopl=0.a

Si N||N’, entonces Ny N’ son L.D; y en consecuencia,

desarrollar este determinante, se obtiene:
ab’'—db=0.

De aqui se obtiene la siguiente relacién:

SiN L N’,entonces N « N' = 0,y en términos de componentes, se obtiene:
(a,b) e« (a',b") =0.

Efectuando el producto escalar resulta: aa’ + bb’ = 0, y en determinante,

5 al=0

De lo anterior, se obtiene las siguientes relaciones:

a 1
aa'+ bb' = 0= bb’' = —ad'y — =—F:—m= ﬁ=>mm’ =—1.

Conclusion:

= 0, siysolosim =m'.

L|| L' siysolosi |Z, 5,'

L 1 L' siysolosi | a £,| = 0,siysolosimm’ = —1.

-b
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4.1.7 Interseccion de rectas

Sean las siguientes rectas no paralelas:
Liax + by + c =0y L:a'x + b'y + ¢'=0.

La interseccion de las rectas L y L' no paralelas, se obtiene resolviendo el
sistema de ecuaciones lineales 2 X 2, que determinan las dos ecuaciones.

4.2 El Plano en R?

Sean tres puntos no colineales: Q (x1,¥;,51), R (%3, ¥2,5,) y S (x3,¥3,53),
en un sistema cartesiano rectangular XYZO0; entonces, a_ﬁ * 65

4.2.1 Definicion

El conjunto P={P /Q_P) =AQR + tQS; At € R}, es el plano
determinado por Q,R y S.

QP = AQR + tQS,0 OP = 0Q + A1QR + tQS. (1)
La expresion (1), corresponde ala ecuacion vectorial o paramétrica del Plano 2.

Los parametros son los numeros reales Ay t; y para cada valor de ellos, se
obtiene un punto P del plano.

Si P(x,y, z), entonces:
(x =%,y —y1,2 — 21)

= Ay =X, Y2 = V1,22 — z1) + t(x3 —x1,¥3 —Y1,23 — Z1) (2)

(xy,2) =
(e ¥ 20) + Ay — %0, Y2 = Y12 = 21) + t(x3 =%, Y3 = V1,23 = 21). (2)

Las ecuaciones (2) corresponden a la ecuacion vectorial o paramétrica del
plano, en términos de vectores coordenados.

Esta igualdad define una funcién paramétrica, asi:

F:R* > R3 / F(4,t) = (x,9,2).
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Por suma e igualdad de vectores, se obtienen los siguientes sistemas de
ecuaciones parameétricas del plano:

X=x+Axy —x) + t(xz3 —x;)  (3)
y=y1+ Ay —y1) + t(tz —t1)
z=2z1+ M2y —2y) + t(z3 —21)

O también:
x=x;+ da+tb 3)
y=y; +Ac+td
z= z; +Ae +tf

Donde,
a=x,—%;,b=x3—x;
c=y;=yud=y3 =y
e=2,—2,f =23 —27;

Por otra parte:
QP+ (QRxQS) = (A QR +1QS) * (QR x QS);

QP+ (QRxQS) =A[ QR « (QRxQS)] + ¢t [QS * (QRx QS)] = 20 +t0

De donde, @ . (@) X @) =0. (4

La expresion (4) corresponde a la ecuacion del plano determinado por los
puntos @, R, S, en términos del triple producto escalar.

Al expresar el triple producto escalar, en términos de determinantes,
queda asi:

xX—x — zZ—2Z I
1 Y= 1 X,y oz 1
X=X Y2=01 Z2—Z|=00 %y, z 1 =0. (5
X3 —X1 Y3— )1 Z3— 7 x2 y2 22 1
3 Y3 Z3
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La expresion (5) corresponde a la ecuacién del plano en determinante, ya
sea la primera ecuacion o la segunda.

Desarrollando el primer determinante, por cofactores de los elementos de
la primera fila. y realizando las asignaciones que siguen, resulta, que:

V1 22— 71
—V1 Z3— 71

4=y,

X2 —X1 Z2— 7
| =4 8= |

|x2—x1 Y2—0
X3 —X1 23— 2

X3 =X Y3 =Wl
Se obtiene la siguiente ecuacion:

Alx —x))+Bly —y;) +C(z—2z)
=0y Ax+ By + Cz— (Ax; + By; + Cz;) = 0.

Se D = —(Ax, + By, + Cz,), entonces:
Ax+By+Cz+D =0. (6)
La expresion (6) corresponde a la ecuacion de la forma general del plano.

Nota:

Los numeros reales A,B,C de la expresién (6), no son nulos
simultaneamente, porque D es cualquier real. SiD = 0, el plano pasa por
el punto origen O.

SiA4, B, C, D noson ceros, entonces se obtiene la ecuacién segmentaria del plano:

SR AR
—D/A" D/B ' DJC

=1 (7)

Los puntos E (—D/A,0,0),F (0,—D/B,0),G (0,0,—D/C) estan en el plano
y se ubican, respectivamente, en los ejes X,Y,Z, y corresponden a los
puntos de interseccién del plano con los ejes coordenados X,Y,Z. Las
rectas que pasan por estos puntos corresponden a las trazas del plano.

Ejemplo:

Sean los puntos @Q(20, -30,8); R(-50, 40,-12); S (80,- 10,60);
entonces, para cualquier punto P(x,y, z) del plano, se tiene lo siguiente:

QR = (-70, 70,-20);QS = (60,20,52); QP = (x - 20,y + 30,z - 8).
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Ahora, tal como se obtuvo un producto vectorial y en componentes:
QR x QS = (4.040,2.440,- 5.600).

QP « (QR x QS) = (x-20,y + 30,2-8) » (4.040,2.440, - 5.600)

(x - 20) 4.040 + (y + 30)2.440 + (z- 8)(- 5.600)

4.040x - 20 x4.040 + 2.440y + 30 x2.440 + (- 5.600)z - 8( - 5.600)

4.040x + 2.440y - 5.600z - 80.800 + 73.200 + 44.800

4.040x + 2.440y - 5.600z + 37.200.

La ecuaciéon de la forma general del plano P, determinado por los
puntos Q,Ry S,es:

4.040x + 2.440y — 5.600z + 37.200 = 0.
Al simplificar la anterior igualdad y dividir entre 40, se obtiene:

101x + 61y - 140z + 930 = 0.
Una forma de comprobar si estd correcta la ecuaciéon obtenida, es
reemplazando en ella las coordenadas de los puntos considerados en la
obtencidn de la ecuacidn.
En efecto:

Con el punto Q:

101x20 + 61 x(-30) - 140 x8 + 930 = 2.020- 1.830 - 1.120 + 930
= 2.950- 2950 = 0.

Con el punto R:

101x(-50) + 61 x40 - 140 x(- 12) + 930
=- 5050 + 2.440 + 1.680 + 930 = 5.050 - 5.050 = 0.

Ejercicio:
1. En el anterior ejemplo, realizar la comprobacién con el punto S.

2. Obtener la ecuacidn de la forma general del plano determinado por los
siguientes puntos:

R(2,-3,8) S(-5,4,-12)y T(8,-1,6).
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4.2.2 Vector Normal a un Plano

Un vector N de R es perpendicular a un plano P, siy solosi N L @5 para
todo punto P del plano, donde Q es un punto fijo del plano.

N es vector normal a P, siy solosiN LP,y N # 0.

Se cumple que N L P, si y solo si NJ.Z?T?) y NJ.@?, donde Q,R,S son
puntos fijos no colineales del plano ( Figura 49).

=] [

P(x/y, z)
Plano P Plano P
Figura 49. Vector normal a un Figura 50. Vector normal a un plano.
plano, parte 1 parte 2

Afirmacién:

Dadoun plano P: Ax + By + Cz+ D = 0,elvector N = (4, B, C) esvector
normal a P ( Figura 50).

Demostracion:

Si H(a, b, c) es punto de P, entonces Aa+ Bb+CC+D=0. (1)

Para cualquier punto P(x,y.z) de P, se cumple que,

Ax+By+Cz+D=0. (2)

Al restar la expresion (2) de (1) y factorizar A4, B y C, se obtiene:
A(x-a)+B(y-b) +C(z—c) =0.

Porlocual, (4,B,C)e(x—a,y—b,z- c)=0.

Segun lo anterior, N « HP =0 y N LHP.

En consecuencia, N L porque P es cualquier punto del plano.
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Ejemplo:

Con el plano obtenido conlos puntos Q, R y S del ejemplo anterior, se tiene que
N = (101,61,-140)LP.

Segtn esto,

N « QR = (101,61,-140) « (- 70, 70,- 20)
=-7.070 + 4.270 + 2.800 = 0.

Luego, N L Uﬁ

Ejercicio:

Comprobar que N L @

4.2.3 Distancia de un punto a un plano

La distancia de un punto T(m, n,r) a un plano P, se denota, asi: d(T,T)‘
d(T,P) = TH,donde TH L Py H €.

Afirmacién:

SiAx + By + Cz + D = 0, eslaecuacién de un plano 2, entonces:

|[Am + Bn + Cr + D|

N

Elvector N = (4,B,C) esnormala ? y ||N|| = VA%2 + B? + (2.
Como H (a,b,c) €P, entonces Aa + Bb + Cc + D = 0, donde,
—D =Aa+Bb+ Cc+D.

Si THL P, entonces ﬁ{)llN, esto porque, también N L7P (Figura 51).
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“T (m,n,r)

TH = (a—m,b—n,c—7r)

"H(a,b,c)

Figura 51. Distancia de un punto a un plano

Como ﬁll N, entonces, segun la Desigualdad de Cauchy-Schwarz:
N « TH| = |INIIIITHI| = |INIITH ()

N «TH = (A4,B,C)e (a- mb-n,c-71)

A(@a-m) + Bb-n) + C(c-71)

= Aa- Am + Bb-Bn + Cc- Cr

(Aa + Bb + Cc)- Am- Bn- Cr.

Alreemplazar D =- Am - Bn- Cr = (-1) (Am + Bn + Cr):

|N « TH| = |(-1)(Am + Bn + Cr + D)|
= |Am + Bn + Cr + D|

Al reemplazar | N e TH | en (*), resulta:
|Am + Bn + Cr + D|= ||N||TH.

Al despejar TH, se obtiene:

TH_|Am+Bn+Cr+D|_|Am+Bn+Cr+D|
[IN]] VAZ+ B2+ C2
Luego,
|[Am + Bn + Cr + D|
TH = d (T,P) = .
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4.2.4 Planos Paralelos, Perpendiculares y Angulo entre Planos
P:Ax + By + Cz+ D = 0,yP> Ax + By + Cz + D' = 0.
N = (4B,C),N=(4,B,C).

4.2.4.1 Planos Paralelos
P||P'siysolosiN || N

Ahora bien, N || N’, si y solo si existe un nimero real A tal que N=AN"
(Figura 52).

En componentes:
(A,B,C) =A(A,B,C) = (14, AB’, AC").
Por igualdad de vectores,

A= JA"B = AB’,C = AC’ por lo tanto:

A B
4.2.4.2 Planos Perpendiculares

P L P'siysolosiN L N'.
Se sabe que, N L N’'siysolosi N « N’ = 0 (Figura 53).
En componentes:

(A,B,C)« (A,B,C") =0 =AA + BB’ + CC’.

] T
i

PP NJ|N’ PLP NLN’

Figura 52. Planos paralelos Figura 53. Planos perpendiculares
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Conclusiones:

P|| P’siy solo si %z g = g

P1LP’siysolosi AA" + BB’ + CC’ = 0.

Definicién:

El 4ngulo entre Py P’ corresponde angulo entre Ny N'.

El angulo entre Py P’ esta dado por la siguiente expresion:

Cos™ (N « N")

0= >
[INITTIN T

Considerando un sistema coordenado lineal tridimensional XYZO, los
vectores i = (1,0,0),j =(0,1,0)y k= (0,0,1) estan respectivamente
en los ejes X,Y,Z; en consecuencia, i,j,k son vectores normales,
respectivamente a los planos cartesianos YZ, XZ, XY .

Seaunplano P: Ax + By + Cz + D = 0.

SiA=0yB = 0, entonces C # 0, y para todo numero real x,y, se
cumple que:

P: Cz+D=0 o P:z =—§.

Ademas, N = (0,0,C) = C (0,0,1), porlo cual, N||k.

Como NLP, kLXY y N||k, entonces, segin definicion de planos
paralelos: P || XY

En este caso, la ecuacién de P es z = t (t constante) para todo x,y en R,
donde ¢ es un real constante.

De igual manera, P: y = k (k constante) para todo x,z en R, es la
ecuacién de un plano paralelo al plano XZ.

Por su parte, la ecuacién de un plano paralelo al plano cartesiano YZ es
x = h (constante), paratodo y,z en R.

Si C = 0, entonces: P: Ax + By + D = 0 paratodo zen R;ademas, N =
(A,B,0).
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Ahora bien, Nek = (4,B,0) ¢ (0.0.1) = 0; de lo cual se deduce que
N Lk.

Como N1 P, k1 XY y N1k, entonces, segin definicion de planos
perpendiculares, se cumple que, PL XY.

De igual manera, se deduce que, Ax + Cz D 0, para todo valor real de la
variable y, es la ecuacion de un plano perpendicular al plano cartesiano XZ.

By + Cz+ D = 0, paratodo xen R, eslaecuacion de un plano P L YZ.
Resumen:

En las siguientes expresiones, h es un nimero real fijo o constante.

La ecuacion de un plano paralelo al plano XY es: z = h paratodo x,y € R.
La ecuacién de un plano paralelo al plano XZ es: y = h para todo x,z € R.
La ecuacion de un plano paralelo al plano YZ es: x = h paratodoy,z € R.

La ecuacion de un plano perpendicular al plano XY es: Ax + By + D =
0 paratodo z € R.

La ecuacion de un plano perpendicular al plano XZ es: Ax +Cz+ D =
0 paratodoy € R.

La ecuacién de un plano perpendicular al plano YZ es: By +Cz+ D =
0 paratodo x € R.

4.3 Larecta en R3

Sean los puntos R(xy,¥1,21),S(x2,¥,,2,), en un sistema coordenado
cartesiano rectangular XYZO, tales que, x; #x, 0 y; ¥y, 0 Z; * Zy,
es decir, RS # 0.

Definicion

El conjunto L = {P /ﬁ || ﬁ}, es la recta determinada por los puntos
RyS.

RS = (x,-x4, ¥, - Y1, Z, - z1), es un vector direccional de L.
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Como ﬁll ﬁyﬁ # 0, entonces, para cada punto P, existe un niimero
real A tal que,

RP= 2zRS (@

La expresién (1) es la ecuacién vectorial de L. la cual, también se puede
expresar, asf:

0 también, asi:
OP = (1-2)OR + 208.

Sea P(x,y,z) en un sistema rectangular XYZ0, entonces, la expresién (2)
en términos de componentes, queda asi:

@y 2) = (1,1 21) + 20— x4, Y2— Y1 Zy ~ 71) @
La igualdad (3) es la ecuacién paramétrica de L. Para cada valor real de 4,
se obtiene una terna ordenada (x,y, z), es decir, las coordenadas de un
punto P de la recta.
Segun lo anterior, se determina la siguiente funcién:

F: R ->R3/FQA) = (x,y,2).

F esla funcién paramétrica y A es el parametro.

De la ecuacién (3), por igualdad de vectores, se tiene las ecuaciones
paramétricas de L:

x=x;+ 1(xy-x1)

y =+ A0p-m) @

z z1+ A(z,-2¢)
Del sistema de ecuaciones (4), considerando x, # x;, y; # x;, z, # Z; se
deduce:

X=X _ Y= _

Xo—=X1 Yo—=Y1 Z2— 24

Z_Zl
A= .
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De estas igualdades, resulta:

X=X Y=V _Z—Z ®

X2 — X1 Vo=V1 22— 23

La expresién (5) corresponde a las ecuaciones simétricas de L.

Se debe tener en cuenta que RS = (x3-x1, Y2 = V1, Z — Z;) €S un vector
direccional de L.

—_—
Paraa = x, - X1,b = y, - y1,¢ = z, - z;, se tiene que, RS = (a, b, c).
Observacion:

SiV = (a,b,c) es un vector direccional de una recta L,y Q(m,n,r) es un
punto de la recta L, entonces, sus ecuaciones simétricas son:

donde x, y, z son las coordenadas de cualquier punto P(x,y, z) de la recta.
Ejemplo:

Si (30, - 40, 25) es un vector direccional y Q(7,- 12,15) es un punto de
una recta L, entonces:

Ecuaciones simétricas de L:

x—7 y+12 z- 15

30 —40 25

Ecuaciones paramétricas de L:

x=7+4+304
y=-12- 404
z=15 + 251

Ecuacién vectorial y paramétrica, en componentes:

(x,v,2) = (7,- 12,15) + 1(30,- 40, 25).
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4.4 Interseccion de Dos Planos
Sean los planos, P:Ax+ By +Cz+D =0,P>A'x+B'y+C'z+ D =0.
Lainterseccién delos planos Py P, es una recta L en el espacio tridimensional.

Para obtener las ecuaciones de la recta de Interseccién de dos planos, se
debe obtener la solucion del sistema de ecuaciones lineales 2 X 3 que
forman sus ecuaciones, para lo cual, se recomienda el método por
eliminacion gaussiana.

Ejemplos:

Sean los planos P:7x - 4y + 3z- 10 = 0, P 6x + 2y -z-28 = 0;
determinar la recta de interseccién.

Solucién:

Sistema de ecuaciones lineales:
7x -4y + 3z = 10
6x + 2y-z = 20

La matriz ampliada del sistema, es:

(6 2 %o

Al aplicar transformaciones elementales por fila, se obtiene la siguiente
matriz equivalente, escalonada y reducida:

(1 0 2/38 132/38)

Al establecer el sistema equivalente, se obtiene:

x + (2/38)z = 132/38

(25) =138/38
y-13g)%= /
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Al despejar z de cada ecuacidn, resulta:

. (38x-132) 38(x-%%§) , Z (x-—%%)

-2 -2 T -2

136 68

,_ (38y-136) _ 38(y-37) , 2 (- 19)
25 25 38 25

Segun lo anterior, las ecuaciones simétricas de la recta de interseccion de
los planos Py P, son las siguientes:

_ 66 _ 68
*T19_Y"19_ 2
-2 25 38
Observacion:
Como % = %, entonces Q (%, %, 0) es un punto de larecta,y V =

(- 2,25, 38) es un vector direccional de la recta de interseccién de los planos.

Para obtener otro punto de la recta, se asigna a cualquier variable un valor
arbitrario. Por ejemplo, para x = 4, al reemplazar en las ecuaciones
simétricas, se obtiene:

(+-35) 10

-2 38"

10 . . . C
Al reemplazar— pey la primera igualdad de las ecuaciones simétricas, resulta:

68
10 (y-v9) -250 68
-—= = =y-—
38 25 38 19

Al despejar la variable y, se obtiene:
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Segun los procesos anteriores, R (4,- 3,- 10) es otro punto de la recta de
interseccion.

Las siguientes igualdades, también son ecuaciones paramétricas de la
recta de interseccidn:

x—4 y+3 z+10

-2 25 38

Dado que, Q ¥y R son puntos de la recta, entonces @ es otro vector

direccional de la recta, y de hecho, Gli)l | V.

—ﬁ—(4 66 3 68 10 0)_(10 125 10)
W=t 31971979 = g~ 1977 19)

—

5 5 —
QR =- o (- 2,25,38) T V,porlo cual,QR || V.

Ejercicio:
Con base en el ejemplo anterior, realizar lo siguiente:

1) Comprobar que las coordenadas de los puntos Q y R satisfacen las
ecuaciones de Py de P’

Observacion:

Las coordenadas de Q y de R, son soluciones particulares del sistema
2 X 3 que forman sus ecuaciones.

2) Obtener mas puntos de la recta de interseccién y también otros
vectores direccionales.

Sugerencia:

Asignar un valor a una de las variables en las ecuaciones simétricas
establecidas con las coordenadas de R, y obtener el valor de las otras
dos variables.

4.5 Ejercicios adicionales

1) Obtener las ecuaciones paramétricas y la ecuacion pendiente-corte de
cada recta L siguiente:
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a) A(12,15) y B(- 10,4) son puntos de L.
b) (C(20,- 50) esun punto de L y la pendiente es —3/4.

c) D(- 200,500)es un punto de L y el vector N = (15,25) es
normal a L.

d) E(350, 70) es un punto de L, y L es paralela con la recta de
ecuacién 8x + 9y - 10 = 0.

e) F(350, 70) esun punto de L, y L es perpendicular con la recta de
ecuacién 10x — 2y + 30 = 0.

f) Lapendiente de L es 10 y el punto de interseccion de las
siguientes rectas
T:2x+3y = 11 y T':3x -y = 55 es punto de L.

g) H (350, 70) es punto de L y el angulo del eje X a L es 135°.

h) El punto medio de RS es punto de L, ademas RSL L, donde
R(- 25,50),S(35,10).

2) Analizar silos puntos 4, B, C y D, son coplanares:
a) A(1,-5,-2),B(5-2,3),C(- 2,1, 2),D(4, 4,- 1)
b) A(-1,2,4),B(3, 0,1),€(2,1, - 1),D(4, - 3,1).
Sugerencia:

Con estos puntos, obtener tres vectores con el mismo origen y hallar
el triple producto escalar de ellos.

3) Dadoelplano P: 5x - 6y + 15z- 60 = 0, hacer lo siguiente:
a) Establecer la ecuacion segmentaria de 2.

b) Obtener los puntos de corte de P con cada uno de los planos
cartesianos: XY, XZ, YZ.

c) Obtener la ecuacién de cada recta de interseccién de P con los
planos XY, XZ,YZ.
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4)

5)

6)

7)

Determinar la ecuacién del plano, segin la condicién dada:

a) Laecuacidn del plano paralelo al plano XY, que contiene el punto
Q(7,-9,12).

b) La ecuacidon del plano paralelo al plano XZ, que contiene el punto
S5(2,10,- 22).

c) Laecuacion del plano paralelo al plano YZ, que contiene el punto
5(20,3,- 5).

Obtener la ecuacion del plano que cumpla las siguientes condiciones:
a) Q(1,2,4) yR(9,8,6) son puntos del plano, y es perpendicular a XY

b) S(1,2,4)yT(9,8,6)sonpuntos del plano, y es perpendiculara XY.

c) E(1,2,4)yF(9,8,6) sonpuntos del plano, y es perpendicular a XY.
Observacion:

Si A(a,b,c) y B(m,n,r) son puntos de un plano P L XY y AB no es
perpendicular a XY, entonces los puntos A'(a,b,0) y B'(m,n,0)
estan en la recta de interseccion de 2P con XY. Obteniendo la ecuacion

de esta recta, se establece la ecuacion del plano 7.

De igual manera, A'(a,0,c) y B'(m,0,c) estin en la recta de
interseccion de P con XZ.

También, A'(0,b,c) vy B'(0,b,c) estan en la recta de interseccion de
PconYZ.

Demostrar que, si un plano 2 es paralelo al plano XY, entonces P L XZ
yPLlYZ.

Observacion:

Si un plano es paralelo a un plano cartesiano, entonces el plano es
perpendicular con los otros dos planos cartesianos.

Obtener las ecuaciones simétricas y paramétricas de cada recta L,
segln las condiciones dadas a continuacion:
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a) A(2,5,-7) y B(1,- 1,1) son puntos de L.
b) C(3,- 7,18) espuntodeLyelvector M = (- 8,3, —2) esparaleloalL.
¢) Leslainterseccion de los planos P: x + 2y - 3z =0,
P:2x +5y+2z=0.

8) Obtener la interseccién de los planos:
Piix+2y-3z=0 Pu2x+5y+2z=0y P;=x+y+z=1
Observacion:
Lainterseccion de tres planos puede ser un punto, una recta o el vacio.
Para esto, se resuelve el sistema de ecuaciones lineales 3 X 3 que
determinan sus ecuaciones.

9) Obtener las ecuaciones paramétricas y de la forma general del plano

P, si A(-1,3,5) es punto de P y los vectores u = (-7,4,-1), v =
(6,- 1,2) son paralelos a P.
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El presente libro: ELEMENTOS DE ALGEBRA Y GEOMETRIA VECTORIAL,
trata de resaltar la importancia y utilidad de los vectores geométricos y coor-
denados, en temas de Geometria Analitica, Algebra Lineal, en la Fisica, en el
Célculo Vectorial, en la Robética, como también en algunos temas de la Geo-
metria Euclidiana.

Inicialmente, se presenta la teoria necesaria y pertinente sobre vectores
geométricos y coordenados, exponiendo también, los procesos para obtener
ciertas férmulas y afirmaciones relacionadas con dicha teoria.

En estos procesos, asi como en las aplicaciones para la obtencién de ciertos
resultados de varios temas de las ramas de la matematica mencionadas
anteriormente, se evidencia la gran importancia y utilidad del enfoque vecto-
rial para la obtencion de relaciones entre ellos.

Con el enfoque vectorial que, en muchos casos, es imprescindible el uso de
vectores, tal es el tema de las magnitudes vectoriales, se obtiene una estruc-
turacion coherente, precisa y comprensiva de los temas a tratar.

A partir de las graficas sobre aplicacién de vectores geométricos, se propo-
nen ciertas expresiones, con el fin de establecer y plantear relaciones, para
luego, realizar procesos y obtener los resultados deseados.

Con los vectores coordenados, se realizan procesos deductivos, en forma
analitica o algebraica, de una manera mas eficiente y viable; esto debido a las
caracteristicas de los vectores geométricos, que, se hace extensiva a los
vectores coordenados. Estas caracteristicas son: el médulo, la direccién vy el
sentido, lo cual hace que un vector sea un ente matematico dinamico, contra-
rio a un segmento de recta, el cual es un elemento rigido y estatico.

Ellibro esta dirigido a estudiantes de Ingenieria Eléctrica, Electronica, Robd-
tica, Mecatrénica, de Matematicas, Fisica; contiene conocimientos basicos y
necesarios de la teoria de vectores; consta de cuatro capitulos, a saber:
vectores geométricos, vectores coordenados, sistemas coordenados linea-
les, y formas lineales con enfoque vectorial.
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