
Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano

ELEMENTOS DE 

ÁLGEBRA Y 
GEOMETRÍA 
VECTORIAL





ELEMENTOS DE ÁLGEBRA 
Y GEOMETRÍA VECTORIAL

Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano



ELEMENTOS DE ÁLGEBRA 
Y GEOMETRÍA VECTORIAL

Héctor Jairo Portilla Obando
Segundo Javier Caicedo Zambrano



ELEMENTOS DE ÁLGEBRA Y GEOMETRÍA VECTORIAL

© Editorial Universidad de Nariño

© Héctor Jairo Portilla Obando
jairopor@gmail.com.

© Segundo Javier Caicedo Zambrano
jacaza1@gmail.com

ISBN: 978-628-7509-96-2
Primera edición

Corrección de estilo: Germán Chaves Jurado
Diseño de portada: Manuel Insandará
Diagramación: Nathaly Johana Rivadeneira

Fecha de publicación: Octubre de 2023 
San Juan de Pasto - Nariño - Colombia

Prohibida la reproducción total o parcial, por cualquier
medio o con cualquier propósito, sin la autorización
escrita de su Autor o de la Editorial Universidad de Nariño

Portilla Obando, Héctor Jairo 
Elementos de álgebra y geometría vectorial / Héctor Jairo Portilla Obando, Segundo Javier Caicedo 
Zambrano. – 1ª. Ed. --San Juan de Pasto : Editorial Universidad de Nariño, 2023 
120 p. : il., graficas, tablas.   
 
Incluye bibliografía p. 117 
ISBN: 978 -628-7509-95-5 
 
1. Álgebra vectorial 2. Geometría vectorial--Ejercicios. 3. Vectores geométricos--Formulas. 4. 
Teoría de vectores.  I. Portilla Obando, Héctor Jairo II. Caicedo Zambrano, Segundo Javier 
 
512.5 P852e – SCDD-Ed. 22                                  
 
 
 

Portilla Obando, Héctor Jairo
Elementos de álgebra y geometría vectorial / Héctor Jairo Portilla Obando, Segundo 
Javier Caicedo Zambrano - 1a. Ed. - San Juan de Pasto : Editorial Universidad de Nariño, 
2023
117 p. : il., gráficas, tablas.

Incluye bibliografía p. 114
ISBN: 978-628-7509-96-2

1. Álgebra vectorial 2. Geometría vectorial -- Ejercicios. 3. Vectores geométricos -- 
Fórmulas. 4. Teoría de vectores. I. Portilla Obando, Héctor Jairo II. Caicedo Zambrano, 
Segundo Javier

512.5 P852e - SCDD - Ed. 22



Introducción  ....................................................................................... 9

CAPÍTULO 1. VECTORES GEOMÉTRICOS  ........................10
1.1 Concepto ........................................................................................ 10
1.2 Características de un vector .................................................. 11
1.3 Vectores paralelos ..................................................................... 12
1.4 Vectores perpendiculares ...................................................... 12
1.5 Igualdad de vectores ................................................................ 12

1.5.1 Propiedades de la igualdad ..................................... 12
1.5.2 Vectores opuestos ........................................................ 12

1.6 Vector nulo ................................................................................... 13
1.7 Vector unitario ............................................................................ 13
1.8 Desplazamiento de vectores ................................................. 13

1.8.1 Vectores libres ............................................................... 13
1.8.2 Vectores colineales ...................................................... 14

1.9 Operaciones con vectores ...................................................... 14
1.9.1 Adición ............................................................................. 14

1.9.1.1 Método del Paralelogramo ........................... 14
1.9.1.2 Método del Triángulo ..................................... 14
1.9.1.3 Método del Polígono ....................................... 14

1.9.2 Propiedades de la adición ........................................ 15
1.9.3 Multiplicación de un vector por un escalar ...... 16

1.10 Combinación Lineal (C.L.) ................................................... 17
1.10.1 Combinaciones lineales triviales ........................ 17
1.10.2 Independencia Lineal .............................................. 18
1.10.3 Dependencia lineal ................................................... 18
1.10.4 Afirmaciones sobre vectores L.I. y L.D. ............ 18

1.11 Vectores anclados ................................................................... 19
1.12 Aplicaciones de vectores geométricos ........................... 20

1.12.1 Ejemplos ....................................................................... 20
1.12.2 Ejercicios ...................................................................... 30

CAPÍTULO 2. VECTORES COORDENADOS .......................31
2.1 Gráfica de un vector coordenado ........................................ 31
2.2 Igualdad en  ............................................................................ 32
2.3 Adición en  .............................................................................. 33

CONTENIDO



2.4 Multiplicación por un escalar ............................................... 34
2.4.1 Definición ........................................................................ 34
2.4.2 Propiedades ................................................................... 35

2.5 Dependencia e Independencia Lineal ............................... 37
2.6 Producto escalar en  ........................................................... 38
2.7 Vectores Ortogonales ............................................................... 39

2.7.1 Norma de un vector .................................................... 40
2.7.2 Vector unitario .............................................................. 40

2.8 Normalización de un vector .................................................. 40
2.9 Expresiones Fundamentales................................................. 40

2.9.1 Ejemplos .......................................................................... 42
2.9.2 Ejercicios ......................................................................... 47

2.10 Proyección Ortogonal............................................................ 47
2.11 Ángulos entre vectores ......................................................... 49
2.12 Teorema de los Cosenos ....................................................... 52
2.13 Ejercicio ...................................................................................... 53
2.14 Proceso de ortonormalización .......................................... 54

Caso 1: dos vectores L.I. ....................................................... 54
Caso 2. tres vectores L.I. ....................................................... 55

2.15 Producto vectorial .................................................................. 55
2.15.1 Definición ..................................................................... 56
2.15.2 Propiedades ................................................................ 58
2.15.3 Norma del Producto Vectorial en función
de un ángulo .............................................................................. 59
2.15.4 Interpretación Geométrica ................................... 61
2.15.5 Ejercicio ........................................................................ 63

2.16 Triple Producto Escalar........................................................ 63
2.16.1 Definición ..................................................................... 63
2.16.2 Interpretación Geométrica ................................... 64

CAPÍTULO 3. SISTEMAS COORDENADOS LINEALES ....67
3.1 Concepto ........................................................................................ 67
3.2 Sistema Lineal Unidimensional ........................................... 67

3.2.1 Distancia entre puntos .............................................. 68
3.2.2 Coordenadas de un punto medio .......................... 69
3.2.3 Vectores en combinación lineal con i ...................70

3.3 Sistema Lineal Bidimensional .............................................. 70
3.3.1 Definición ........................................................................ 70
3.3.2 Representación gráfica .............................................. 70
3.3.3 Distancia entre puntos .............................................. 72



3.4 Traslación y rotación y de ejes............................................. 73
3.5 Relación entre las coordenadas de un punto de 
traslación de ejes ............................................................................... 73
3.6 Transformación de coordenadas en la rotación
de ejes .................................................................................................... 75
3.7 Sistema Cartesiano Rectangular y Tridimensional ..... 78
3.8 Octantes ......................................................................................... 80
3.9 Sistema Coordenado Levógiro y Dextrógiro .................. 80

CAPÍTULO 4. FORMAS LINEALES CON
ENFOQUE VECTORIAL ...........................................................83
4.1 La recta en  .............................................................................. 83

4.1.1 Ecuación en Determinante ...................................... 88
4.1.2 Vector Normal a una recta ....................................... 88
4.1.3 Distancia de un punto a una recta ........................ 89
4.1.4 Ejemplos .......................................................................... 90
4.1.5 Ejercicios ......................................................................... 94
4.1.6 Rectas paralelas y perpendiculares ..................... 95
4.1.7 Intersección de rectas ................................................ 96

4.2 El plano en  .............................................................................. 96
4.2.1 Definición ........................................................................ 96
4.2.2 Vector Normal a un Plano ........................................ 100
4.2.3 Distancia de un punto a un plano ......................... 101
4.2.4 Planos Paralelos, Perpendiculares y Ángulo
entre Planos .............................................................................. 103

4.2.4.1 Planos Paralelos ............................................... 103
4.2.4.2 Planos Perpendiculares................................. 103

4.3 La recta en  .............................................................................. 105
4.4 Intersección de dos planos .................................................... 108
4.5 Ejercicios adicionales .............................................................. 110

Bibliografía .......................................................................................... 114

Acerca de los autores  ..................................................................... 115

INTRODUCCIÓN 

ELEMENTOS DE ÁLGEBRA Y GEOMETRÍA VECTORIAL,



INTRODUCCIÓN 

ELEMENTOS DE ÁLGEBRA Y GEOMETRÍA VECTORIAL,



10

Capítulo 1. 
VECTORES GEOMÉTRICOS 

Autor:  
Segundo Javier Caicedo Zambrano1 

1.1 Concepto 

𝑨𝑨, 𝑩𝑩, 𝑪𝑪;  𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄;  𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝑎𝑎, �⃗⃗�𝑏

𝑃𝑃 𝑄𝑄
PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑃𝑃

directriz
Figura 1

 

 

Figura 1. Ejemplos de vectores geométricos 

1.2 Características de un vector 

Módulo
a

a

||𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴

Dirección:
Figura 2

Figura 2. Directriz de un vector 

Sentido

Ejemplo: 

𝒇𝒇, Figura 3

Figura 3. Representación geométrica de una fuerza 

||𝒇𝒇|| = 6
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1.3 Vectores paralelos 

1.4 Vectores perpendiculares 

Notaciones: 

𝒂𝒂, 𝒃𝒃 𝒂𝒂 ∥ 𝒃𝒃 𝒂𝒂 𝒃𝒃, 𝒂𝒂
𝒃𝒃

𝒂𝒂 ⊥ 𝒃𝒃 𝒂𝒂 b, 𝒂𝒂 𝒃𝒃

1.5 Igualdad de vectores 

𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝒂𝒂 = 𝒃𝒃

 𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄. 

Reflexiva 𝒂𝒂 = 𝒂𝒂. 

Simétrica 𝒂𝒂 = 𝒃𝒃 𝒃𝒃 = 𝒂𝒂.

Transitiva 𝒂𝒂 = 𝒃𝒃 𝒃𝒃 = 𝒄𝒄 𝒂𝒂 = 𝒄𝒄.

𝒂𝒂 𝒃𝒃
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𝒂𝒂 =–𝒃𝒃 –𝒂𝒂 = 𝒃𝒃 𝒂𝒂 ∥ 𝒃𝒃 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗
AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =– BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Figura 4

 

Figura 4. Vectores opuestos 

1.6 Vector nulo 

𝒗𝒗 nulo ||𝒗𝒗|| = 0
 

1.7 Vector unitario 

𝒖𝒖 ||𝒖𝒖|| = 1

1.8 Desplazamiento de vectores 

Figura 5

 

Figura 5. Desplazamiento de un vector 

𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄, 𝒅𝒅 𝒂𝒂 = 𝒃𝒃 = 𝒄𝒄 =
𝒅𝒅 Figura 6 . 
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Figura 6. Desplazamiento de un vector 

1.9 Operaciones con vectores 

𝑽𝑽 

𝒂𝒂,𝒃𝒃 ∈ 𝑽𝑽, 𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 
𝒄𝒄 ∈ 𝑽𝑽 𝒄𝒄

1.9.1.1 Método del Paralelogramo 

𝒂𝒂 𝒃𝒃 
𝒂𝒂 𝒃𝒃  

𝒄𝒄 = 𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 Figura 7a . 

1.9.1.2 Método del Triángulo 

𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝒂𝒂 
𝒃𝒃 𝒂𝒂 𝒃𝒃

Figura 7b

1.9.1.3 Método del Polígono 
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Figura 7b

1.9.1.3 Método del Polígono 

 

Figura 7c .

Figura 7. Adición de vectores por método del paralelogramo, triángulo y polígono 

PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ TR⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗
PR⃗⃗⃗⃗⃗⃗

PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = PR⃗⃗⃗⃗⃗⃗

figura 7c AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AD⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑟𝑟

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +⋯+ KH⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AH⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Nota: 

 𝟎𝟎+ 𝟎𝟎 = 𝟎𝟎. 

 𝒂𝒂,𝒃𝒃, 𝒄𝒄, 𝒅𝒅 ∈ 𝑽𝑽

Asociativa (𝒂𝒂 + 𝒃𝒃) + 𝒄𝒄 = 𝒂𝒂+ (𝒃𝒃 + 𝒄𝒄)

Conmutativa 𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 = 𝒃𝒃 + 𝒂𝒂.

Modulativa 𝐚𝐚 + 𝟎𝟎 = 𝟎𝟎+ 𝐚𝐚 = 𝐚𝐚. nulo 𝟎𝟎

Invertible 𝒂𝒂 –𝒂𝒂 𝒂𝒂 –𝒂𝒂
𝒂𝒂+ (–𝒂𝒂) =–𝒂𝒂 + 𝒂𝒂 = 𝟎𝟎
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AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
AA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎 

Compatibilidad con la igualdad 𝒂𝒂 = 𝒃𝒃 𝑦𝑦 𝒄𝒄 = 𝒅𝒅
𝒂𝒂 + 𝒄𝒄 = 𝒃𝒃 + 𝒅𝒅 

Cancelativa:  𝒂𝒂 + 𝒃𝒃 = 𝒂𝒂 + 𝒄𝒄  𝒃𝒃 = 𝒄𝒄 

Sustracción de Vectores. 
𝒂𝒂 − 𝒃𝒃 = 𝒂𝒂 + (−𝒃𝒃). 

Figura 8

Figura 8. Sustracción de vectores por método del paralelogramo y del triángulo 

𝒂𝒂– 𝟎𝟎 = 𝒂𝒂 𝟎𝟎– 𝒂𝒂 =– 𝒂𝒂

1.9.3 Multiplicación de un vector por un escalar 

𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒕𝒕𝒗𝒗
𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒘𝒘 𝒗𝒗

𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒘𝒘
𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒘𝒘 Figura 9

 

Figura 9. Multiplicación de un vector por un escalar 

Nota. 𝒂𝒂 𝒃𝒃
𝒕𝒕 𝒕𝒕𝒂𝒂 = 𝒃𝒃. 

 

Propiedades: 

 𝒌𝒌, 𝒉𝒉 𝒗𝒗, 𝒖𝒖

1) (𝒌𝒌 + 𝒉𝒉)𝒗𝒗 = 𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒉𝒉𝒗𝒗 

2) 𝒌𝒌(𝒗𝒗 + 𝒖𝒖) = 𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒌𝒌𝒖𝒖

3) (𝒌𝒌𝒉𝒉)𝒗𝒗 = 𝒌𝒌(𝒉𝒉𝒗𝒗) = 𝒉𝒉(𝒌𝒌𝒗𝒗)

4) 1𝒗𝒗 = 𝒗𝒗 

5) 0𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒗𝒗,

1.10 Combinación Lineal (C.L.) 

𝒌𝒌, 𝒉𝒉, 𝒕𝒕 𝒗𝒗, 𝒖𝒖, 𝒘𝒘

𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒉𝒉𝒖𝒖 𝒗𝒗, 𝒖𝒖

𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒉𝒉𝒖𝒖 + 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝒗𝒗, 𝒖𝒖, 𝒘𝒘  

Ejemplos:

• 20𝒂𝒂 + 7𝒃𝒃 = 𝒓𝒓 𝒓𝒓 𝒂𝒂 𝒃𝒃
• (½)𝒂𝒂– 0.8𝒃𝒃 + 6𝒄𝒄 = 𝒗𝒗; 𝒗𝒗 𝒂𝒂, 𝒃𝒃 𝒄𝒄  
• 𝒂𝒂 + 0𝒃𝒃– 2

3 𝒄𝒄 = 𝒖𝒖; 𝒖𝒖 𝒂𝒂, 𝒃𝒃 𝒄𝒄

0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 + 0𝒘𝒘 trivial
0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 = 𝟎𝟎; 0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 + 0𝒘𝒘 = 𝟎𝟎; 

0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 + 0𝒘𝒘 + 0𝒛𝒛 = 𝟎𝟎
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1.9.3 Multiplicación de un vector por un escalar 

𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒕𝒕𝒗𝒗
𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒘𝒘 𝒗𝒗

𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒘𝒘
𝒕𝒕 𝒗𝒗 𝒘𝒘 Figura 9

 

Figura 9. Multiplicación de un vector por un escalar 

Nota. 𝒂𝒂 𝒃𝒃
𝒕𝒕 𝒕𝒕𝒂𝒂 = 𝒃𝒃. 

 

Propiedades: 

 𝒌𝒌, 𝒉𝒉 𝒗𝒗, 𝒖𝒖

1) (𝒌𝒌 + 𝒉𝒉)𝒗𝒗 = 𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒉𝒉𝒗𝒗 

2) 𝒌𝒌(𝒗𝒗 + 𝒖𝒖) = 𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒌𝒌𝒖𝒖

3) (𝒌𝒌𝒉𝒉)𝒗𝒗 = 𝒌𝒌(𝒉𝒉𝒗𝒗) = 𝒉𝒉(𝒌𝒌𝒗𝒗)

4) 1𝒗𝒗 = 𝒗𝒗 

5) 0𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒗𝒗,

1.10 Combinación Lineal (C.L.) 

𝒌𝒌, 𝒉𝒉, 𝒕𝒕 𝒗𝒗, 𝒖𝒖, 𝒘𝒘

𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒉𝒉𝒖𝒖 𝒗𝒗, 𝒖𝒖

𝒌𝒌𝒗𝒗 + 𝒉𝒉𝒖𝒖 + 𝒕𝒕𝒘𝒘 𝒗𝒗, 𝒖𝒖, 𝒘𝒘  

Ejemplos:

• 20𝒂𝒂 + 7𝒃𝒃 = 𝒓𝒓 𝒓𝒓 𝒂𝒂 𝒃𝒃
• (½)𝒂𝒂– 0.8𝒃𝒃 + 6𝒄𝒄 = 𝒗𝒗; 𝒗𝒗 𝒂𝒂, 𝒃𝒃 𝒄𝒄  
• 𝒂𝒂 + 0𝒃𝒃– 2

3 𝒄𝒄 = 𝒖𝒖; 𝒖𝒖 𝒂𝒂, 𝒃𝒃 𝒄𝒄

0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 + 0𝒘𝒘 trivial
0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 = 𝟎𝟎; 0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 + 0𝒘𝒘 = 𝟎𝟎; 

0𝒖𝒖 + 0𝒗𝒗 + 0𝒘𝒘 + 0𝒛𝒛 = 𝟎𝟎
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𝒖𝒖 𝒗𝒗
𝒌𝒌𝒖𝒖+ 𝒉𝒉𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒌𝒌 𝒉𝒉

𝒖𝒖,𝒗𝒗,𝒘𝒘 𝒌𝒌𝒖𝒖 + 𝒉𝒉𝒗𝒗 + 𝑡𝑡𝒘𝒘 = 𝟎𝟎
𝒌𝒌 = 𝒉𝒉 = 𝒕𝒕 = 0

𝒖𝒖 𝒗𝒗
𝒌𝒌𝒖𝒖+ 𝒉𝒉𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒌𝒌 𝒉𝒉

𝒖𝒖,𝒗𝒗,𝒘𝒘 𝒌𝒌𝒖𝒖 + 𝒉𝒉𝒗𝒗 + 𝑡𝑡𝒘𝒘 = 𝟎𝟎
𝒌𝒌 = 𝒉𝒉 = 𝒕𝒕 = 0

 

 

 
es necesario

 
no es necesario

30𝒖𝒖 + 50𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒖𝒖 𝒗𝒗 30𝒖𝒖 +
50𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 30𝒖𝒖 = 𝟎𝟎–50𝒗𝒗 =–50𝒗𝒗 𝒖𝒖 =–5030 𝒗𝒗 =–

5
3 𝒗𝒗

𝒖𝒖 =– 5
3𝒗𝒗 𝒖𝒖 𝒗𝒗
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𝒖𝒖 𝒗𝒗
𝒌𝒌𝒖𝒖+ 𝒉𝒉𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒌𝒌 𝒉𝒉

𝒖𝒖,𝒗𝒗,𝒘𝒘 𝒌𝒌𝒖𝒖 + 𝒉𝒉𝒗𝒗 + 𝑡𝑡𝒘𝒘 = 𝟎𝟎
𝒌𝒌 = 𝒉𝒉 = 𝒕𝒕 = 0

𝒖𝒖 𝒗𝒗
𝒌𝒌𝒖𝒖+ 𝒉𝒉𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒌𝒌 𝒉𝒉

𝒖𝒖,𝒗𝒗,𝒘𝒘 𝒌𝒌𝒖𝒖 + 𝒉𝒉𝒗𝒗 + 𝑡𝑡𝒘𝒘 = 𝟎𝟎
𝒌𝒌 = 𝒉𝒉 = 𝒕𝒕 = 0

 

 

 
es necesario

 
no es necesario

30𝒖𝒖 + 50𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒖𝒖 𝒗𝒗 30𝒖𝒖 +
50𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 30𝒖𝒖 = 𝟎𝟎–50𝒗𝒗 =–50𝒗𝒗 𝒖𝒖 =–5030 𝒗𝒗 =–

5
3 𝒗𝒗

𝒖𝒖 =– 5
3𝒗𝒗 𝒖𝒖 𝒗𝒗

 

 

 

 depende

 no depende
no

 

Nota:

AB es un elemento “estático”, en cambio el 
AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ se lo considera como un elemento “dinámico”, 

1.11 Vectores anclados 

ℝ2 ℝ3



Elementos de Álgebra y Geometría Vectorial20

 

1.12 Aplicaciones de vectores geométricos 

vectores coordenados,

 AB

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Solución: 

Figura 10. Datos ejemplo 1 

Figura 10 AB AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝟎𝟎 =– AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +  MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗
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1.12 Aplicaciones de vectores geométricos 

vectores coordenados,

 AB

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Solución: 

Figura 10. Datos ejemplo 1 

Figura 10 AB AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝟎𝟎 =– AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +  MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =   PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  +  MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.

MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =0 PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝟎𝟎 = 2PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.

Figura 10

AB

 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷 𝑀𝑀 𝑁𝑁 AC BD
AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 4MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ Figura 11

Solución:

Figura 11  

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2 AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.

AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + (AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = 2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝟎𝟎 = 2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.
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Nota

AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎 AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2(AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗).

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 4MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷

 AC BD
Figura 12

 MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷

Solución

 

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) + (DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ );

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝟎𝟎 + 𝟎𝟎 = (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ );

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 1

2 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  1
2 CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .      (1)

 

Figura 12. Datos ejemplo 3a. 

Nota: 

MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎 MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎𝟎 DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) + (DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝟎𝟎 + 𝟎𝟎.

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ).

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 1

2 CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .       (𝟐𝟐)

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,  MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 1

2 CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 1

2 BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .    (𝟑𝟑) 

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 AD BC
k 𝒌𝒌AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗
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Nota

AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎 AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2(AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 2(2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗).

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 4MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷

 AC BD
Figura 12

 MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷

Solución

 

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ;

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) + (DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ );

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝟎𝟎 + 𝟎𝟎 = (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ );

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 (AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  + CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = 1

2 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  1
2 CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .      (1)

 

Figura 12. Datos ejemplo 3a. 

Nota: 

MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎 MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎𝟎 DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + (MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) + (DN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + BN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) + 𝟎𝟎 + 𝟎𝟎.

2MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ).

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 1

2 CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .       (𝟐𝟐)

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ,  MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 1

2 CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − 1

2 BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .    (𝟑𝟑) 

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 AD BC
k 𝒌𝒌AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗
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MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 1

2 𝒌𝒌AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (1
2 − 1

2 𝒌𝒌)AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ hAD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝒉𝒉 =
(1

2 − 1
2  𝐤𝐤)

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝒉𝒉AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 
AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Conclusión: 

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ MN Figura 13 Figura 14

Figura 13. Datos ejemplo 3b Figura 14.  

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 1

2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎𝟎.

AC
BD

Conclusión: 
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MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 1

2 𝒌𝒌AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (1
2 − 1

2 𝒌𝒌)AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ hAD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝒉𝒉 =
(1

2 − 1
2  𝐤𝐤)

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝒉𝒉AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 
AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Conclusión: 

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ MN Figura 13 Figura 14

Figura 13. Datos ejemplo 3b Figura 14.  

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

MN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 1
2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 1

2 AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎𝟎.

AC
BD

Conclusión: 

 

 

Figura 15

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 AD
CD  16 𝑃𝑃 𝑄𝑄

BM BN

Figura 15. Diagonal del 
paralelogramo 

Figura 16  Paralelogramo con puntos 
medios M y N 

Observación:

esto “no es estrictamente” necesario

AC

AP ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗|| AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ QB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄, 𝒅𝒅,

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒃𝒃𝑀𝑀𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ CQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ QB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ④

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝒃MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + QB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
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AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝒃MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⑤

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = DA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = DC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

DA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ DC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2NC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2(MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2(NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

−2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ −2BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

3AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

2
3MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
2
3 NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⑤,

1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

2
3MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝒃MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1

3 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
2
3NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

2
3MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝒃𝒃MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎 1

3 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
2
3NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎𝟎.
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AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝒃MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⑤

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = DA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = DC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

DA⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + DC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ DC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2NC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2(MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2(NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

= CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

−2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ −2BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

3AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

2
3MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
2
3 NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⑤,

1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

2
3MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒃𝒃MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1

3 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
2
3NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +

2
3MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝒃𝒃MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎 1

3 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +
2
3NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝒄𝒄CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝒅𝒅NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎𝟎.

 

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

1
3 − 𝒂𝒂)AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + (2

3 − 𝒃𝒃)MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎  (1
3 − 𝒄𝒄) CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + (2

3 – 𝒅𝒅) NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝟎𝟎.

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

1
3 − 𝒂𝒂 = 0 2

3 − 𝒃𝒃 = 0 1
3 − 𝒄𝒄 = 0 2

3 − 𝒅𝒅 = 0.

𝒂𝒂 = 1
3 , 𝒃𝒃 = 2

3 , 𝒄𝒄 = 1
3  𝑦𝑦 𝒅𝒅 = 2

3.

④

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3 MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ QC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ QB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + QC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ QC⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 1

3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 2
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1

3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1

3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ QC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 1
3 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 1

3 𝐴𝐴𝐴𝐴
𝐴𝐴𝑃𝑃 = 1

3 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑃𝑃𝐴𝐴 = 1
3 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝑃𝑃 AC

Observación:

PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ QB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3 NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

MB
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 NB 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
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Nota: 

 
2
3

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 Figura 17 𝑀𝑀,𝑁𝑁, 𝑇𝑇
AB BC AC AN BT CM

Figura 17. Datos ejemplo 5 

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝒂𝒂 𝒃𝒃
⑥. 

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⑦

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗

CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2TA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TA⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2(TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =
2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ – 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
−2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 3AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
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Nota: 

 
2
3

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 Figura 17 𝑀𝑀,𝑁𝑁, 𝑇𝑇
AB BC AC AN BT CM

Figura 17. Datos ejemplo 5 

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝒂𝒂 𝒃𝒃
⑥. 

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⑦

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ NB⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CN⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗

CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2TA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TA⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2(TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =
2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ – 2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
−2BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 2AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 3AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
2AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2

3 TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⑦

2
3 AN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2

3 TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

2
3 AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 2

3 TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝒂𝒂AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝒃𝒃TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎.

(2
3 − 𝒂𝒂) AN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + (2

3 − 𝒃𝒃) TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎𝟎.

 AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (2
3 − 𝒂𝒂) = 0 (2

3 – 𝒃𝒃) = 0
𝒂𝒂 =  2

3 𝒃𝒃 =   2
3

a b  ⑥

AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 AN⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2

3 TB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2
3 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑃𝑃 = 2

3 𝑇𝑇𝑃𝑃  

Ejercicio:

CP⃗⃗ ⃗⃗⃗ = 2
3 CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

Sugerencia

CP⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝒄𝒄CM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 2
3 NA⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 2
3 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝑃𝑃 = 2

3 𝑇𝑇𝑃𝑃 𝐶𝐶𝐴𝐴 = 2
3 𝐶𝐶𝐶𝐶
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 𝑀𝑀,𝑁𝑁, 𝐿𝐿 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑃𝑃

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PC⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PL⃗⃗⃗⃗⃗

Sugerencia

 𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝑃𝑃
𝒉𝒉, 𝒌𝒌, 𝒕𝒕

𝒉𝒉PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒌𝒌PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒕𝒕PC⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟎𝟎  𝒉𝒉 + 𝒌𝒌 + 𝒕𝒕 = 0

Sugerencia

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒃𝒃BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝒂𝒂 𝒃𝒃

CAPÍTULO 2. 
VECTORES COORDENADOS 

Autor:  
Héctor Jairo Portilla Obando2 

ℝ𝑛𝑛 –

ℝ𝑛𝑛 = {𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℝ⁄ , ∀𝑖𝑖 ∈ ℕ}.

ℝ𝑛𝑛 vector coordenado 𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 ⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛

–

ℝ𝑛𝑛

ℝ𝑛𝑛

ℝ2 ℝ3

2.1 Gráfica de un vector coordenado 

𝒙𝒙 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏)
OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗  A (a, b), representa el punto de coordenadas (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

𝑂𝑂(0,0)
𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

𝒙𝒙 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑂𝑂(0,0,0)

𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) Figura 19  
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 𝑀𝑀,𝑁𝑁, 𝐿𝐿 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑃𝑃

PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PC⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = PM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PN⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + PL⃗⃗⃗⃗⃗

Sugerencia

 𝐴𝐴, 𝐴𝐴, 𝐴𝐴 𝑃𝑃
𝒉𝒉, 𝒌𝒌, 𝒕𝒕

𝒉𝒉PA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒌𝒌PB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝒕𝒕PC⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝟎𝟎  𝒉𝒉 + 𝒌𝒌 + 𝒕𝒕 = 0

Sugerencia

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒂𝒂AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒃𝒃BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝒂𝒂 𝒃𝒃

CAPÍTULO 2. 
VECTORES COORDENADOS 

Autor:  
Héctor Jairo Portilla Obando2 

ℝ𝑛𝑛 –

ℝ𝑛𝑛 = {𝑥𝑥 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3,⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ ℝ⁄ , ∀𝑖𝑖 ∈ ℕ}.

ℝ𝑛𝑛 vector coordenado 𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 ⋯ 𝑥𝑥𝑛𝑛

–

ℝ𝑛𝑛

ℝ𝑛𝑛

ℝ2 ℝ3

2.1 Gráfica de un vector coordenado 

𝒙𝒙 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏)
OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗  A (a, b), representa el punto de coordenadas (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 

𝑂𝑂(0,0)
𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

𝒙𝒙 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑂𝑂(0,0,0)

𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) Figura 19  
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 Figura 18.Vectores en XYO  Figura 19. Vectores en XYZO 

𝒙𝒙 = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏);  𝒚𝒚 = OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑐𝑐, 𝑑𝑑)

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =– AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 𝑎𝑎, – 𝑏𝑏) + (𝑐𝑐, 𝑑𝑑) = (𝑐𝑐– 𝑎𝑎, 𝑑𝑑– 𝑏𝑏).

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−𝑎𝑎, −𝑏𝑏) + (𝑐𝑐, 𝑑𝑑) = (𝑐𝑐 − 𝑎𝑎, 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏).

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐), 𝐵𝐵 (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓)

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎, 𝑒𝑒 − 𝑏𝑏, 𝑓𝑓 − 𝑐𝑐)

Conclusión

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

2.2 Igualdad en ℝ𝒏𝒏 

𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛); 𝒚𝒚 = (𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛).

𝒙𝒙 = 𝒚𝒚 si y solo si 𝑥𝑥1 = 𝑦𝑦1, 𝑥𝑥2 = 𝑦𝑦2, 𝑥𝑥3 = 𝑦𝑦3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛.

𝒙𝒙 = 𝒚𝒚
𝒙𝒙

𝒚𝒚 𝒙𝒙 ≠ 𝒚𝒚.
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 Figura 18.Vectores en XYO  Figura 19. Vectores en XYZO 

𝒙𝒙 = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏);  𝒚𝒚 = OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑐𝑐, 𝑑𝑑)

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =– AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 𝑎𝑎, – 𝑏𝑏) + (𝑐𝑐, 𝑑𝑑) = (𝑐𝑐– 𝑎𝑎, 𝑑𝑑– 𝑏𝑏).

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−𝑎𝑎, −𝑏𝑏) + (𝑐𝑐, 𝑑𝑑) = (𝑐𝑐 − 𝑎𝑎, 𝑑𝑑 − 𝑏𝑏).

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝐴𝐴 𝐵𝐵 𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐), 𝐵𝐵 (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓)

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑑𝑑 − 𝑎𝑎, 𝑒𝑒 − 𝑏𝑏, 𝑓𝑓 − 𝑐𝑐)

Conclusión

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

2.2 Igualdad en ℝ𝒏𝒏 

𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛); 𝒚𝒚 = (𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛).

𝒙𝒙 = 𝒚𝒚 si y solo si 𝑥𝑥1 = 𝑦𝑦1, 𝑥𝑥2 = 𝑦𝑦2, 𝑥𝑥3 = 𝑦𝑦3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛.

𝒙𝒙 = 𝒚𝒚
𝒙𝒙

𝒚𝒚 𝒙𝒙 ≠ 𝒚𝒚.

 

Ejemplos

(2,8) = (2,8); (– 8,0.5) = (– 8,1/2); (7,10) ≠ (7,9);

(4,0,12) = (4,0,12); (5,0,18) ≠ (18,0,5)

(30, 𝑏𝑏) = (30,40) 𝑏𝑏 = 40

(450, 𝑏𝑏) = (𝑎𝑎, 820) 𝑎𝑎 = 450 y 𝑏𝑏 = 820

(𝑎𝑎, 60, 𝑐𝑐) = (𝑘𝑘, 𝑐𝑐, 2𝑘𝑘) 𝑎𝑎 = 𝑘𝑘, 60 = 𝑐𝑐, 𝑐𝑐 = 2𝑘𝑘

𝑐𝑐 = 60 60 = 2𝑘𝑘 𝑘𝑘 = 30 = 𝑎𝑎

Propiedades de la igualdad: 

Reflexiva 𝒖𝒖 = 𝒖𝒖. 

Simétrica 𝒖𝒖 = 𝒗𝒗, 𝒗𝒗 = 𝒖𝒖. 

Transitiva  𝒖𝒖 = 𝒗𝒗    𝒗𝒗 = 𝒘𝒘, 𝒖𝒖 = 𝒘𝒘. 

2.3 Adición en ℝ𝒏𝒏 

𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛); 𝒚𝒚 = (𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, ⋯ , 𝑦𝑦𝑛𝑛)

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = (𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2, 𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑛𝑛)

Ejemplos

 (45,90) + (– 60,80) = (45 + (– 60), 90 + 80) = (– 15,170).

 (120,350) + (72,20) = (192,370).

 (278, – 160,340) + (– 50,200, – 700)

= (278 + (– 50), – 160 + 200,340 + (– 700)) = (228,40, – 360).

 (–  462, 360, –  825) +  (560, –  200, –  640) =  (98, 160, –  1.465).

Propiedades de la Adición. 

Asociativa (𝒙𝒙 + 𝒚𝒚) + 𝒛𝒛 = 𝒙𝒙 + (𝒚𝒚 + 𝒛𝒛)
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Conmutativa 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚 + 𝒙𝒙.

Modulativa 𝒙𝒙 + 𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 + 𝒙𝒙 = 𝒙𝒙.

Invertible 𝒙𝒙 + (– 𝒙𝒙) =– 𝒙𝒙 + 𝒙𝒙 = 𝟎𝟎. 

 𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) −𝒙𝒙 = (−𝑥𝑥1, −𝑥𝑥2, −𝑥𝑥3, ⋯ , −𝑥𝑥𝑛𝑛)

𝟎𝟎 = (0,0,0, . . .⏞
𝑛𝑛

, 0)
ℝ𝑛𝑛

ℝ2 𝟎𝟎 = (0,0) ℝ3 𝟎𝟎 = (0,0,0)

Cancelativa 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝒙𝒙 + 𝒛𝒛, 𝒚𝒚 = 𝒛𝒛. 

𝒖𝒖 = 𝑣𝑣 y 𝒘𝒘 = 𝒛𝒛 𝒖𝒖 + 𝒘𝒘 = 𝒗𝒗 − +𝒛𝒛. 

Sustracción: 𝒙𝒙– 𝒚𝒚 =
𝒙𝒙 + (– 𝒚𝒚)

Ejemplo

(78, – 45,73)– (– 14,60, – 100) = (78, – 45,73) + (14, – 60,100) = (92, – 105,173)

2.4 Multiplicación por un escalar 

 𝒙𝒙 𝒙𝒙
 𝒙𝒙

𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ∈ ℝ  𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ ,𝑥𝑥𝑛𝑛)

Ejemplos

10(45,37) = (10 × 45,10 × 37) = (450,370)

– 0.5(100, – 124) = (– 0.5 × 100, – 0.5 ×– 124) = (– 50,62)
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Conmutativa 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝒚𝒚 + 𝒙𝒙.

Modulativa 𝒙𝒙 + 𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 + 𝒙𝒙 = 𝒙𝒙.

Invertible 𝒙𝒙 + (– 𝒙𝒙) =– 𝒙𝒙 + 𝒙𝒙 = 𝟎𝟎. 

 𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛) −𝒙𝒙 = (−𝑥𝑥1, −𝑥𝑥2, −𝑥𝑥3, ⋯ , −𝑥𝑥𝑛𝑛)

𝟎𝟎 = (0,0,0, . . .⏞
𝑛𝑛

, 0)
ℝ𝑛𝑛

ℝ2 𝟎𝟎 = (0,0) ℝ3 𝟎𝟎 = (0,0,0)

Cancelativa 𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 = 𝒙𝒙 + 𝒛𝒛, 𝒚𝒚 = 𝒛𝒛. 

𝒖𝒖 = 𝑣𝑣 y 𝒘𝒘 = 𝒛𝒛 𝒖𝒖 + 𝒘𝒘 = 𝒗𝒗 − +𝒛𝒛. 

Sustracción: 𝒙𝒙– 𝒚𝒚 =
𝒙𝒙 + (– 𝒚𝒚)

Ejemplo

(78, – 45,73)– (– 14,60, – 100) = (78, – 45,73) + (14, – 60,100) = (92, – 105,173)

2.4 Multiplicación por un escalar 

 𝒙𝒙 𝒙𝒙
 𝒙𝒙

𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ , 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ∈ ℝ  𝒙𝒙 = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, ⋯ ,𝑥𝑥𝑛𝑛)

Ejemplos

10(45,37) = (10 × 45,10 × 37) = (450,370)

– 0.5(100, – 124) = (– 0.5 × 100, – 0.5 ×– 124) = (– 50,62)

 
3
4 (48, – 22,13) = (36, – 33

2 , 39
4 )

0.25(200,150, – 106) = (50,37.5, – 26.5)

(50,75,120) = (5 × 10,5 × 15,5 × 24) = 5 × (10,15,24)

  𝒖𝒖 𝒗𝒗

 ( + )𝒖𝒖 = 𝒖𝒖 + 𝒖𝒖.

 (𝒖𝒖 + 𝒗𝒗) = 𝒖𝒖 + 𝒗𝒗.

 ()𝒖𝒖 = (𝒖𝒖) = (𝒖𝒖).

 1𝒖𝒖 = 𝒖𝒖.

8𝒖𝒖 + 7𝒖𝒖 = (8 + 7)𝒖𝒖 = 15𝒖𝒖.

Nota: 

Ejemplos

 𝒖𝒖 =  (12, 40)
𝒗𝒗 =  (–  15, 10)

 10𝒖𝒖 + 3𝒗𝒗 = 10(12, 40) + 3(– 15, 10) = (120, 400) + (– 45, 30)

= (75, 430).

 – 4𝑢𝑢 + 8𝒗𝒗 =– 4(12, 40) + 8(– 15, 10)

= (– 48, – 160) + (– 120,80) = (– 168, – 80).

 𝒓𝒓 =  (30, 220) 𝒖𝒖 𝒗𝒗.
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𝒓𝒓 = 𝒖𝒖 + 𝒗𝒗

(30, 220) = (12, 40) + (– 15, 10) = (12, 40) + (– 15, 10).

(30,220) = (12– 15, 40 + 10)

12– 15 = 30 40 + 10 = 220
2 × 2

 = 5, = 2

𝒓𝒓 = 5𝒖𝒖 + 2𝒗𝒗  𝒓𝒓 𝒖𝒖 y 𝒗𝒗.

 𝒖𝒖 = (– 15,8,20) 𝒗𝒗 = (10,18, −9) 𝒘𝒘 =
(100,5, – 40)

 15𝒖𝒖 − 7𝒗𝒗 + 17
2 𝒘𝒘 = 15(−15,8,20) − 7(10,18, −9) + 17

2 (100,5, −40)

= (−225,120,300) − (70,126, −63) + (850, 85
2 , −340)

= (−225 − 70 + 850,120 − 126 + 85
2 + 300 + 63 − 340) = (555, 73

2 , 23).

 3𝒖𝒖 + 5𝒗𝒗 − 1
5 𝒘𝒘 = 3(−15,8,20) + 5(10,18, −9) − 1

5 (100,5, −40)
= (−45,24,60) + (50,90, −45) − (5, −1,8)

= (−45 + 50 − 5, 24 + 90 + 1, 60 − 45 + 8) = (0,115,23).

  𝒓𝒓 = (−1.030,316,505) 𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘.

𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 𝒓𝒓 = a 𝒖𝒖 +  b 𝒗𝒗 +  c 𝒘𝒘, 

(– 1.030, 316, 505)  =  a (–  15, 8, 20) +  b (10, 18, –  9) +  c (100, 5, –  40)

=    (–  15a, 8a, 20a)  +   (10b, 18b, –  9b)  +   (100c, 5c, –  40c)

=  (–  15a +  10b +  100c, 8a +  18b +  5c, 20a –  9b –  40c).

–  15a +  10b +  100c  = – 1.030

8𝑎𝑎 +  18𝑏𝑏 + 5𝑐𝑐 =   316

20𝑎𝑎 –  9𝑏𝑏 –  40𝑐𝑐)  =  505
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𝒓𝒓 = 𝒖𝒖 + 𝒗𝒗

(30, 220) = (12, 40) + (– 15, 10) = (12, 40) + (– 15, 10).

(30,220) = (12– 15, 40 + 10)

12– 15 = 30 40 + 10 = 220
2 × 2

 = 5, = 2

𝒓𝒓 = 5𝒖𝒖 + 2𝒗𝒗  𝒓𝒓 𝒖𝒖 y 𝒗𝒗.

 𝒖𝒖 = (– 15,8,20) 𝒗𝒗 = (10,18, −9) 𝒘𝒘 =
(100,5, – 40)

 15𝒖𝒖 − 7𝒗𝒗 + 17
2 𝒘𝒘 = 15(−15,8,20) − 7(10,18, −9) + 17

2 (100,5, −40)

= (−225,120,300) − (70,126, −63) + (850, 85
2 , −340)

= (−225 − 70 + 850,120 − 126 + 85
2 + 300 + 63 − 340) = (555, 73

2 , 23).

 3𝒖𝒖 + 5𝒗𝒗 − 1
5 𝒘𝒘 = 3(−15,8,20) + 5(10,18, −9) − 1

5 (100,5, −40)
= (−45,24,60) + (50,90, −45) − (5, −1,8)

= (−45 + 50 − 5, 24 + 90 + 1, 60 − 45 + 8) = (0,115,23).

  𝒓𝒓 = (−1.030,316,505) 𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘.

𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 𝒓𝒓 = a 𝒖𝒖 +  b 𝒗𝒗 +  c 𝒘𝒘, 

(– 1.030, 316, 505)  =  a (–  15, 8, 20) +  b (10, 18, –  9) +  c (100, 5, –  40)

=    (–  15a, 8a, 20a)  +   (10b, 18b, –  9b)  +   (100c, 5c, –  40c)

=  (–  15a +  10b +  100c, 8a +  18b +  5c, 20a –  9b –  40c).

–  15a +  10b +  100c  = – 1.030

8𝑎𝑎 +  18𝑏𝑏 + 5𝑐𝑐 =   316

20𝑎𝑎 –  9𝑏𝑏 –  40𝑐𝑐)  =  505

 

3 × 3

𝑎𝑎 =  12    𝑏𝑏 =  15   𝑐𝑐 = –  10.

Conclusión:

12 𝒖𝒖 + 5 𝒗𝒗 + – 10 𝒘𝒘 = 𝒓𝒓, r 𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘.

2.5 Dependencia e Independencia Lineal 

𝒖𝒖 =  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏), 𝒗𝒗 = (𝑐𝑐, 𝑑𝑑) y  𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 =  𝟎𝟎  𝛼𝛼

  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) +  𝛼𝛼 (𝑐𝑐, 𝑑𝑑)  =  (0, 0)

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) + (𝑐𝑐,𝑑𝑑)  =  (0, 0) (𝑎𝑎 +  𝑐𝑐, 𝑏𝑏 +  𝑑𝑑) =  (0, 0).

𝑎𝑎 + 𝑐𝑐 =  0 𝑏𝑏 +  𝑑𝑑 = 0
2 × 2

 y 

 =    |𝑎𝑎 𝑐𝑐
𝑏𝑏 𝑑𝑑| |𝑎𝑎 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑| = 0

 =  0
 𝑦𝑦  

 𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 =  𝟎𝟎   𝑦𝑦 
𝒖𝒖 𝑦𝑦 𝒗𝒗

  0  = 0 y  = 0

 ≠  0, 𝑠𝑠𝑠𝑠   𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 =  𝟎𝟎  =  0  𝑦𝑦   =  0
𝒖𝒖 𝑦𝑦 𝒗𝒗

Conclusión

𝒖𝒖 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏),   𝒗𝒗 = (𝑐𝑐, 𝑑𝑑)  son L. D. si y solo si   |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑| =  0.

𝒖𝒖 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏),   𝒗𝒗 = (𝑐𝑐, 𝑑𝑑)  son L. I.  si y solo si   |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑| ≠ 0.
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𝒖𝒖 =  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐), 𝒗𝒗 =  (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓), 𝒘𝒘 =  (𝑔𝑔, ℎ, 𝑘𝑘);  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 + 𝒘𝒘 =  𝟎𝟎
,, 

 (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) +  (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓) +  (𝑔𝑔, ℎ, 𝑘𝑘) = (0, 0, 0).

3 × 3

 𝑎𝑎 +  𝑑𝑑 +   𝑔𝑔 = 0

 𝑏𝑏 +  𝑒𝑒 +  ℎ = 0

 𝑐𝑐 +  𝑓𝑓 +  𝑘𝑘 = 0

 =  |
𝑎𝑎 𝑑𝑑 𝑔𝑔
𝑏𝑏 𝑒𝑒 ℎ
𝑐𝑐 𝑓𝑓 𝑘𝑘

| |
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ 𝑘𝑘

| = 0.

 =  0 ,, 

, 𝑠𝑠𝑠𝑠  𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 + 𝒘𝒘 = 𝟎𝟎 ,, 
𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘

 ≠ 0, 𝑠𝑠𝑠𝑠  𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 +  𝒘𝒘 = 𝟎𝟎  =  0, =  0,  =  0
𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘 

Conclusión

𝒖𝒖 = (𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄), 𝒗𝒗 = (𝒅𝒅, 𝒆𝒆, 𝒇𝒇), 𝒘𝒘 = (𝒈𝒈, 𝒉𝒉, 𝒌𝒌) son L. D  si y solo si  |
𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝒄𝒄
𝒅𝒅 𝒆𝒆 𝒇𝒇
𝒈𝒈 𝒉𝒉 𝒌𝒌

| = 0.

𝒖𝒖 = (𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄), 𝒗𝒗 = (𝒅𝒅, 𝒆𝒆, 𝒇𝒇), 𝒘𝒘 = (𝒈𝒈, 𝒉𝒉, 𝒌𝒌) son L. I  si y solo si  |
𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝒄𝒄
𝒅𝒅 𝒆𝒆 𝒇𝒇
𝒈𝒈 𝒉𝒉 𝒌𝒌

| ≠ 0.

2.6 Producto escalar en  ℝ𝒏𝒏. 

𝒙𝒙 =  (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) 𝒚𝒚 =  (𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛) 𝒙𝒙 •  𝒚𝒚 
producto escalar punto 𝒙𝒙 𝒚𝒚
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𝒖𝒖 =  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐), 𝒗𝒗 =  (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓), 𝒘𝒘 =  (𝑔𝑔, ℎ, 𝑘𝑘);  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 + 𝒘𝒘 =  𝟎𝟎
,, 

 (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) +  (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓) +  (𝑔𝑔, ℎ, 𝑘𝑘) = (0, 0, 0).

3 × 3

 𝑎𝑎 +  𝑑𝑑 +   𝑔𝑔 = 0

 𝑏𝑏 +  𝑒𝑒 +  ℎ = 0

 𝑐𝑐 +  𝑓𝑓 +  𝑘𝑘 = 0

 =  |
𝑎𝑎 𝑑𝑑 𝑔𝑔
𝑏𝑏 𝑒𝑒 ℎ
𝑐𝑐 𝑓𝑓 𝑘𝑘

| |
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ 𝑘𝑘

| = 0.

 =  0 ,, 

, 𝑠𝑠𝑠𝑠  𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 + 𝒘𝒘 = 𝟎𝟎 ,, 
𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘

 ≠ 0, 𝑠𝑠𝑠𝑠  𝒖𝒖 +  𝒗𝒗 +  𝒘𝒘 = 𝟎𝟎  =  0, =  0,  =  0
𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘 

Conclusión

𝒖𝒖 = (𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄), 𝒗𝒗 = (𝒅𝒅, 𝒆𝒆, 𝒇𝒇), 𝒘𝒘 = (𝒈𝒈, 𝒉𝒉, 𝒌𝒌) son L. D  si y solo si  |
𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝒄𝒄
𝒅𝒅 𝒆𝒆 𝒇𝒇
𝒈𝒈 𝒉𝒉 𝒌𝒌

| = 0.

𝒖𝒖 = (𝒂𝒂, 𝒃𝒃, 𝒄𝒄), 𝒗𝒗 = (𝒅𝒅, 𝒆𝒆, 𝒇𝒇), 𝒘𝒘 = (𝒈𝒈, 𝒉𝒉, 𝒌𝒌) son L. I  si y solo si  |
𝒂𝒂 𝒃𝒃 𝒄𝒄
𝒅𝒅 𝒆𝒆 𝒇𝒇
𝒈𝒈 𝒉𝒉 𝒌𝒌

| ≠ 0.

2.6 Producto escalar en  ℝ𝒏𝒏. 

𝒙𝒙 =  (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛) 𝒚𝒚 =  (𝑦𝑦1, 𝑦𝑦2, 𝑦𝑦3, … , 𝑦𝑦𝑛𝑛) 𝒙𝒙 •  𝒚𝒚 
producto escalar punto 𝒙𝒙 𝒚𝒚

 

 

Definición:

𝒙𝒙 •  𝒚𝒚  =   𝒙𝒙𝟏𝟏 𝒚𝒚𝟏𝟏 +  𝒙𝒙𝟐𝟐 𝒚𝒚𝟐𝟐  +   𝒙𝒙𝟑𝟑 𝒚𝒚𝟑𝟑  + ⋯ +   𝒙𝒙𝒏𝒏 𝒚𝒚𝒏𝒏.

𝒙𝒙 •  𝒚𝒚
Producto Escalar

ℝ𝑛𝑛

estándar canónico estándar canónico  ℝ𝑛𝑛

Propiedades:

Simetría  𝒙𝒙 •  𝒚𝒚  =   𝒚𝒚 •  𝒙𝒙. 

Linealidad (𝒙𝒙 +  𝒚𝒚)  •  𝒛𝒛  =   𝒙𝒙 •  𝑧𝑧 +  𝒚𝒚 •  𝑧𝑧 .

Homogeneidad: ara todo 𝑡𝑡 ∈ ℝ: (𝑡𝑡 𝒙𝒙) •  𝒚𝒚 =  𝑡𝑡 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚) = 𝒙𝒙 •  (𝑡𝑡 𝒚𝒚).

𝒙𝒙 •  𝒙𝒙 ≥ 0.

𝒙𝒙 • 𝒙𝒙 = 0  𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑦𝑦 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠  𝒙𝒙 = 𝟎𝟎

𝒙𝒙 •  𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 •  𝒙𝒙 =  0.

 𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑛: 𝒙𝒙 • 𝒚𝒚 = 0, entonces  𝒚𝒚 =  𝟎𝟎. 

 𝒙𝒙 ∈ ℝ𝑛𝑛:   𝒙𝒙 • 𝒚𝒚  =  𝒙𝒙 •  𝒛𝒛, entonces 𝒚𝒚 = 𝒛𝒛. 

2.7 Vectores Ortogonales 

𝒙𝒙, 𝒚𝒚 𝒙𝒙 ⊥ 𝒚𝒚 , 𝒙𝒙 𝒚𝒚
𝒙𝒙, 𝒚𝒚

Definición: 

𝒙𝒙 ⊥  𝒚𝒚  si y solo si  𝒙𝒙 • 𝒚𝒚 = 0 .
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𝒙𝒙 =  (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3 … 𝑥𝑥𝑛𝑛) || 𝒙𝒙 || x

Definición: 

|| 𝒙𝒙 ||  =  √𝑥𝑥 •  𝑥𝑥   =    √𝑥𝑥1𝑥𝑥1 +  𝑥𝑥2𝑥𝑥2 +  𝑥𝑥3𝑥𝑥3 + ⋯ +𝑥𝑥𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 .

|| 𝒙𝒙 ||  =  √𝒙𝒙𝟏𝟏𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝟐𝟐 +  𝒙𝒙𝟑𝟑𝟐𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒙𝒏𝒏𝟐𝟐 .

|| 𝒙𝒙 ||2 =  𝒙𝒙 • 𝒙𝒙.

𝒙𝒙 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || 𝒙𝒙 || = 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝒖𝒖 || 𝒖𝒖 || = 1 𝒖𝒖 •  𝒖𝒖 = 1.

2.8 Normalización de un vector 

𝒗𝒗 ≠ 𝟎𝟎  1
‖𝑣𝑣‖  𝒗𝒗

Normalizado 𝒗𝒗

𝒊𝒊 = (1, 0, 0), 𝒋𝒋 = (0, 1, 0), 𝒌𝒌 = (0, 0, 1)

𝒗𝒗 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)  𝒗𝒗 = 𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 + 𝑐𝑐𝒌𝒌  y si  𝒖𝒖 = 𝑚𝑚𝒊𝒊 +  𝑛𝑛𝒋𝒋 +  𝑡𝑡𝒌𝒌,
entonces 𝒖𝒖 =  (𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑡𝑡).

2.9 Expresiones Fundamentales 

1) || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 =  || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2  +  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚).

2) || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2 =  || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2 −  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚).

3) || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 + || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2 = 2(|| 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2).

4) || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 − || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2 = 4(𝒙𝒙 •  𝒚𝒚).

5) 𝒙𝒙  ⊥  𝒚𝒚  si y solo si || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 = || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2.
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𝒙𝒙 =  (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3 … 𝑥𝑥𝑛𝑛) || 𝒙𝒙 || x

Definición: 

|| 𝒙𝒙 ||  =  √𝑥𝑥 •  𝑥𝑥   =    √𝑥𝑥1𝑥𝑥1 +  𝑥𝑥2𝑥𝑥2 +  𝑥𝑥3𝑥𝑥3 + ⋯ +𝑥𝑥𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 .

|| 𝒙𝒙 ||  =  √𝒙𝒙𝟏𝟏𝟐𝟐 + 𝒙𝒙𝟐𝟐𝟐𝟐 +  𝒙𝒙𝟑𝟑𝟐𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒙𝒏𝒏𝟐𝟐 .

|| 𝒙𝒙 ||2 =  𝒙𝒙 • 𝒙𝒙.

𝒙𝒙 = 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || 𝒙𝒙 || = 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝒖𝒖 || 𝒖𝒖 || = 1 𝒖𝒖 •  𝒖𝒖 = 1.

2.8 Normalización de un vector 

𝒗𝒗 ≠ 𝟎𝟎  1
‖𝑣𝑣‖  𝒗𝒗

Normalizado 𝒗𝒗

𝒊𝒊 = (1, 0, 0), 𝒋𝒋 = (0, 1, 0), 𝒌𝒌 = (0, 0, 1)

𝒗𝒗 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)  𝒗𝒗 = 𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 + 𝑐𝑐𝒌𝒌  y si  𝒖𝒖 = 𝑚𝑚𝒊𝒊 +  𝑛𝑛𝒋𝒋 +  𝑡𝑡𝒌𝒌,
entonces 𝒖𝒖 =  (𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑡𝑡).

2.9 Expresiones Fundamentales 

1) || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 =  || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2  +  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚).

2) || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2 =  || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2 −  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚).

3) || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 + || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2 = 2(|| 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2).

4) || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 − || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2 = 4(𝒙𝒙 •  𝒚𝒚).

5) 𝒙𝒙  ⊥  𝒚𝒚  si y solo si || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 = || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2.

 

6) 𝒙𝒙  ⊥  𝒚𝒚  si y solo si ||𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2 = || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 ||2.

7)  𝒙𝒙  ⊥  𝒚𝒚  si y solo si   || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||   =  || 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||.

8)  | 𝒙𝒙  •   𝒚𝒚 |   ≤   || 𝒙𝒙 ||  || 𝒚𝒚 ||.

9)  || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||   ≤   || 𝒙𝒙  ||   +  || 𝒚𝒚  ||.

10) || 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||   =  || 𝒚𝒚 –  𝒙𝒙 ||.

11.  , || 𝒙𝒙 || = |  | || 𝒙𝒙 ||, 
x

𝒙𝒙 = 𝒚𝒚,  ∈ ℝ

esigualdad triangular
𝒙𝒙 =  𝒚𝒚, donde  > 0.

|| 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 = (𝒙𝒙 +  𝒚𝒚) •  (𝒙𝒙 +  𝒚𝒚)  =  𝒙𝒙 •  (𝒙𝒙 +  𝒚𝒚) +   𝒚𝒚 •  (𝒙𝒙 +  𝒚𝒚)
=  𝒙𝒙 •  𝒙𝒙 +  𝒙𝒙 •  𝒚𝒚 +   𝒚𝒚 •  𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 •  𝒚𝒚. 

|| 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 = || 𝒙𝒙 || 2  +  𝒙𝒙 •  𝒚𝒚 +   𝒙𝒙 •  𝒚𝒚 +  || 𝒚𝒚 || 2   
=  || 𝒙𝒙 || 2  +  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚)  +  || 𝒚𝒚 || 2   
=   || 𝒙𝒙 || 2  + || 𝒚𝒚 || 2  +  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚).  

𝒙𝒙 ⊥ 𝒚𝒚  entonces  (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚) = 0 =  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚)
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Figura 20
𝒙𝒙, 𝒚𝒚 en ℝ𝑛𝑛;

𝒙𝒙  ⊥   𝒚𝒚  si y solo si || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 =
 || 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||2;

Figura 20

Figura 20. Diagonales de un rectángulo 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 Figura 20

AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒙𝒙; AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒚𝒚; AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦; BD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦. 

𝒙𝒙 ⊥ 𝒚𝒚 || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 || = || 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||.

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴
AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = BD⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 +  𝐴𝐴𝐴𝐴 2 𝐴𝐴𝐴𝐴2 =
𝐴𝐴𝐴𝐴 2 +  𝐴𝐴𝐴𝐴2.

Producto Escalar Punto

 

𝒙𝒙 = (6, –  2, 3), 𝒚𝒚 =  (– 5, – 8, 4), 𝒛𝒛 =  (10, 16, – 8);
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Figura 20
𝒙𝒙, 𝒚𝒚 en ℝ𝑛𝑛;

𝒙𝒙  ⊥   𝒚𝒚  si y solo si || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 =
 || 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||2;

Figura 20

Figura 20. Diagonales de un rectángulo 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 Figura 20

AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒙𝒙; AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒚𝒚; AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦; BD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦. 

𝒙𝒙 ⊥ 𝒚𝒚 || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 || = || 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||.

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴
AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = BD⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 +  𝐴𝐴𝐴𝐴 2 𝐴𝐴𝐴𝐴2 =
𝐴𝐴𝐴𝐴 2 +  𝐴𝐴𝐴𝐴2.

Producto Escalar Punto

 

𝒙𝒙 = (6, –  2, 3), 𝒚𝒚 =  (– 5, – 8, 4), 𝒛𝒛 =  (10, 16, – 8);

 

𝒖𝒖 = (2, 3, – 2); 𝒗𝒗 = (1, 2, 2); 𝒘𝒘 = (18, –  6, 9).

 

Solución:

   𝒙𝒙 •  𝒙𝒙 =  6  6 +  (–  2)(–  2) +  3  3 =  36 +  4 +  9 =  49.

 || 𝒙𝒙 | = √𝑥𝑥 •  𝑥𝑥   =  || 𝒙𝒙 ||  =  7.

   𝒚𝒚 •  𝒚𝒚 = (– 5)2  + (–  8)2  +  42  = 25 + 64 + 16 =  105.

|| 𝒚𝒚 || = √105.

𝒛𝒛 •  𝒛𝒛 = 100 + 216 +  64 = 420.

|| 𝒛𝒛 || = √420  = √4 ×  105  = 2 √105.

|| 𝒛𝒛 ||  =  2 || 𝒚𝒚 ||.

𝒛𝒛 = – 2𝒚𝒚

|| 𝒛𝒛 ||  =   || –  2 𝒚𝒚 ||  =   |–  2 | || 𝒚𝒚 ||  =  2 || 𝒚𝒚 ||.

|| 𝒖𝒖|| =  √4 + 9 + 4   =  √17 ;  || 𝒗𝒗 || = √1 + 4 + 4  = √9  = 3.

|| 𝒘𝒘 ||  =   √182 + (− 6)2 +  92   =  √324 + 36 + 81  =  √441  = 21.

𝒘𝒘 = 3𝒙𝒙 ||𝒘𝒘|| = ||3𝒙𝒙||

||𝒘𝒘|| = |3|||𝒙𝒙|| = 3 × 7 = 21.

 

Ejemplo de la expresión 1

𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 =   (6 +   (–  5), –  2 +  (–  8), 3 +  4) =  (1, –  10, 7).

|| 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 =  1 +  100 +  49; || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2 =   150.

𝒙𝒙 •  𝒚𝒚  =  6  (–  5)  +  (–  2) (–  8)  +  3  4 =  –  30 +  16 +  12 = –  2.
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|| 𝒙𝒙 ||2 =  49   𝑦𝑦   || 𝒚𝒚 ||2  = 105

   || 𝒙𝒙 ||2 + || 𝒚𝒚 ||2 + 2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚) =  49 + 105 + 2 ×  (– 2) = 154 − 4
= 150 =  || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2.

Ejemplo de la expresión 2: 

   𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 =   (6 − (−5); −2 − (−8);  3 − 4) =  (11, 6, −1).

|| 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||2 = 121 +  36 +  1 = 158.

|| 𝒙𝒙 ||2 +  || 𝒚𝒚 ||2 −  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚) = 49 +  105 –  2  (– 2) =  154 +  4 = 158
= || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2.

Ejemplo de las expresiones 5, 6 y 7: 

𝒙𝒙 •  𝒖𝒖  =  6  2 + (–  2)  3 +  3  (–  2)  =    12 –  6  –  6 =  0.

𝒙𝒙 •  𝒖𝒖 =  0, entonces  𝒙𝒙 ⊥ 𝒖𝒖. 

𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 = (6 +  2, −2 +  3, 3 − 2) = (8, 1, 1).

 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||2 =  64 +  1 +  1 =  66.

𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 = (6 –  2, −2 − 3, 3 +  2) =  (4, −5, 5).

|| 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 ||2 =  16 + 25 +  25 =  66. 

 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||2 = || 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 || 2 = 66 =  49 +  17  =   || 𝒙𝒙 ||2  + || 𝒖𝒖 ||2. 

 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||2 = || 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 || 2 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||   =   || 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 ||.

|| 𝒙𝒙 || || 𝒘𝒘 || = 7 ×  21 = 147; || 𝒙𝒙 || + || 𝒘𝒘 || = 7 + 21 = 28.

𝒙𝒙 •  𝒘𝒘 =  6 × (18) + (–  2)(–  6) + 3 𝑥𝑥 9 =   108 +  12 +  27 =  147.

| 𝒙𝒙 •  𝒘𝒘 | = 147 = || 𝒙𝒙 || || 𝒘𝒘 ||.

𝒙𝒙 + 𝒘𝒘 = (6 +  18, −2 − 6, 3 +  9) =  (24, −8, 12).

|| 𝒙𝒙 +  𝒘𝒘 || = √242 + (− 8)2 + 122.
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|| 𝒙𝒙 ||2 =  49   𝑦𝑦   || 𝒚𝒚 ||2  = 105

   || 𝒙𝒙 ||2 + || 𝒚𝒚 ||2 + 2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚) =  49 + 105 + 2 ×  (– 2) = 154 − 4
= 150 =  || 𝒙𝒙 +  𝒚𝒚 ||2.

Ejemplo de la expresión 2: 

   𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 =   (6 − (−5); −2 − (−8);  3 − 4) =  (11, 6, −1).

|| 𝒙𝒙 –  𝒚𝒚 ||2 = 121 +  36 +  1 = 158.

|| 𝒙𝒙 ||2 +  || 𝒚𝒚 ||2 −  2 (𝒙𝒙 •  𝒚𝒚) = 49 +  105 –  2  (– 2) =  154 +  4 = 158
= || 𝒙𝒙 −  𝒚𝒚 ||2.

Ejemplo de las expresiones 5, 6 y 7: 

𝒙𝒙 •  𝒖𝒖  =  6  2 + (–  2)  3 +  3  (–  2)  =    12 –  6  –  6 =  0.

𝒙𝒙 •  𝒖𝒖 =  0, entonces  𝒙𝒙 ⊥ 𝒖𝒖. 

𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 = (6 +  2, −2 +  3, 3 − 2) = (8, 1, 1).

 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||2 =  64 +  1 +  1 =  66.

𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 = (6 –  2, −2 − 3, 3 +  2) =  (4, −5, 5).

|| 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 ||2 =  16 + 25 +  25 =  66. 

 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||2 = || 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 || 2 = 66 =  49 +  17  =   || 𝒙𝒙 ||2  + || 𝒖𝒖 ||2. 

 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||2 = || 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 || 2 || 𝒙𝒙 +  𝒖𝒖 ||   =   || 𝒙𝒙 –  𝒖𝒖 ||.

|| 𝒙𝒙 || || 𝒘𝒘 || = 7 ×  21 = 147; || 𝒙𝒙 || + || 𝒘𝒘 || = 7 + 21 = 28.

𝒙𝒙 •  𝒘𝒘 =  6 × (18) + (–  2)(–  6) + 3 𝑥𝑥 9 =   108 +  12 +  27 =  147.

| 𝒙𝒙 •  𝒘𝒘 | = 147 = || 𝒙𝒙 || || 𝒘𝒘 ||.

𝒙𝒙 + 𝒘𝒘 = (6 +  18, −2 − 6, 3 +  9) =  (24, −8, 12).

|| 𝒙𝒙 +  𝒘𝒘 || = √242 + (− 8)2 + 122.

 

|| 𝒙𝒙 + 𝒘𝒘 || = √576 + 64 + 144 = √784  = 28 = 7 + 21 = || 𝒙𝒙 || + || 𝒘𝒘 ||. 

𝒘𝒘 = 3𝒙𝒙.

|| 𝒚𝒚 || || 𝒛𝒛 || = √105  ×  2 √105  =  2 ×  105 =  210.

|| 𝒚𝒚 || + || 𝒛𝒛 || = √105 + 2 √105 = 3 √105.

𝒚𝒚 •  𝒛𝒛 = −5  10 + (−8)(16) +  4(−8) =  −50 − 128 − 32 = −210.

| 𝒚𝒚 •  𝒛𝒛 | = |–  210 | = 210 = || 𝒚𝒚 || || 𝒛𝒛 ||.

𝒚𝒚 +  𝒛𝒛 = (–  5 +  10, –  8 +  16, 4 –  8) =  (5, 8, –  4).

|| 𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 || = √25 + 64 + 16 =  √105 .

||𝒚𝒚 + 𝒛𝒛 || = √105 ;  || 𝒚𝒚 || + || 𝒛𝒛 || = 3√105 , || 𝒚𝒚 +  𝒛𝒛 || <
 || 𝒚𝒚 || + || 𝒛𝒛 ||.

𝒛𝒛 = −2𝒚𝒚. 

  

 

𝑢𝑢 = (–  4, 3);  𝒗𝒗 = (6, 2); 𝒘𝒘 = (2, −1, −2);  𝒛𝒛 = (1, 7, −2);  𝒙𝒙 = (0, 8, 0).

𝒖𝒖 • 𝒖𝒖 =  (–  4)2 + (3)2 = 16 + 9 = 25  𝑦𝑦  ||𝒖𝒖 || = √25 =  5.

Normalizando: 𝒖𝒖′ = 1
5 (–  4, 3).

||𝒗𝒗|| =  √62 +  22   =  √36 + 4  =  √40  =  2 √10 .

Normalizando: 𝒗𝒗’ = 1
2 √10

 (6, 2) = ( 6
2 √10

 , 2
2 √10

 ) =  ( 3
 √10

 , 1
 √10

 ).

    ||𝒘𝒘|| = √4 +  1 + 4  = √9  =  3.

Normalizando: 𝒘𝒘′ =  1
3 (2, –  1, – 2) 𝑜𝑜  𝒘𝒘′ =  (2

3 , –  13 , – 23).
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||𝒛𝒛|| =  √1 +  49 + 4   =  √54   =  3 √6.

  Normalizando:   𝒛𝒛’ =  1
3 √6

 (1, 7, –  2) = ( 1
3 √6

 ,   7
3 √6

 , – 2
3 √6

   ).

   ||𝒙𝒙|| =  √0 +  64 + 0   =  √64   =  8.

𝒙𝒙′ = 1
8 (0, 8, 0), es decir, 𝒙𝒙′ =  (0, 8

8 , 0) = (0, 1, 0).

𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘, 𝒛𝒛, 𝒙𝒙
𝒖𝒖’, 𝒗𝒗’ , 𝒘𝒘’ , 𝒛𝒛’ , 𝒙𝒙’,  

 
 𝒖𝒖 = (ℎ, 12) 𝒗𝒗 = (4, 3).

 𝒙𝒙 =  (𝑘𝑘, 1, 10) 𝒚𝒚 = (3, –  44, 𝑡𝑡) y con 𝒛𝒛 =
(–  6, 𝑡𝑡, –  8).

Solución:

 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = (ℎ, 12) •  (4, 3) =  4ℎ +  36 =  0;  despejando  ℎ = – 36
4 .

ℎ = −9.

  𝒙𝒙 • 𝒚𝒚 =  (𝑘𝑘, 1, 10) •  (3, –  44, 𝑡𝑡)  =   3𝑘𝑘 –  44 +  10 𝑡𝑡 =  0.

De aquí, 3𝑘𝑘  +  10 𝑡𝑡 =   44.

 𝒙𝒙 • 𝒛𝒛 = (𝑘𝑘, 1, 10) •  (–  6, 𝑡𝑡, –  8)  = –  6𝑘𝑘 +  𝑡𝑡 –  80 
=  0; de lo cual, −6𝑘𝑘 +  𝑡𝑡  =  80.

𝑘𝑘 𝑡𝑡

3𝑘𝑘  +  10 𝑡𝑡 =   44

−6𝑘𝑘 +  𝑡𝑡  =  80

𝑘𝑘 = −12  y  𝑡𝑡 =  8.
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||𝒛𝒛|| =  √1 +  49 + 4   =  √54   =  3 √6.

  Normalizando:   𝒛𝒛’ =  1
3 √6

 (1, 7, –  2) = ( 1
3 √6

 ,   7
3 √6

 , – 2
3 √6

   ).

   ||𝒙𝒙|| =  √0 +  64 + 0   =  √64   =  8.

𝒙𝒙′ = 1
8 (0, 8, 0), es decir, 𝒙𝒙′ =  (0, 8

8 , 0) = (0, 1, 0).

𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘, 𝒛𝒛, 𝒙𝒙
𝒖𝒖’, 𝒗𝒗’ , 𝒘𝒘’ , 𝒛𝒛’ , 𝒙𝒙’,  

 
 𝒖𝒖 = (ℎ, 12) 𝒗𝒗 = (4, 3).

 𝒙𝒙 =  (𝑘𝑘, 1, 10) 𝒚𝒚 = (3, –  44, 𝑡𝑡) y con 𝒛𝒛 =
(–  6, 𝑡𝑡, –  8).

Solución:

 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = (ℎ, 12) •  (4, 3) =  4ℎ +  36 =  0;  despejando  ℎ = – 36
4 .

ℎ = −9.

  𝒙𝒙 • 𝒚𝒚 =  (𝑘𝑘, 1, 10) •  (3, –  44, 𝑡𝑡)  =   3𝑘𝑘 –  44 +  10 𝑡𝑡 =  0.

De aquí, 3𝑘𝑘  +  10 𝑡𝑡 =   44.

 𝒙𝒙 • 𝒛𝒛 = (𝑘𝑘, 1, 10) •  (–  6, 𝑡𝑡, –  8)  = –  6𝑘𝑘 +  𝑡𝑡 –  80 
=  0; de lo cual, −6𝑘𝑘 +  𝑡𝑡  =  80.

𝑘𝑘 𝑡𝑡

3𝑘𝑘  +  10 𝑡𝑡 =   44

−6𝑘𝑘 +  𝑡𝑡  =  80

𝑘𝑘 = −12  y  𝑡𝑡 =  8.

 

 

𝒙𝒙 =  (−4, −3); 𝒚𝒚 = (8, 6);  𝒛𝒛 = (3, −4); 

𝒖𝒖 = (−16, −12);  𝒗𝒗 = (1, −2, −2);  𝒘𝒘 = (4, 1, 1):

 

 

 

𝒖𝒖 = (−6, 8);  𝒗𝒗 = (4, −2);  𝒘𝒘 = (3, 0, .4);  𝒛𝒛 = (1, 7, −2);

𝒙𝒙 = (20, 0, 0);  𝒚𝒚 = (0, 0, – 14).

 

 𝒖𝒖 = (15, ℎ)  𝒗𝒗 = (4, 5).
 𝒙𝒙 = (𝑛𝑛, 2, 3) 𝒚𝒚 = (4, –  5, 𝑚𝑚) 𝑦𝑦 con 𝒛𝒛 = (8, –  𝑚𝑚, 20).
 𝒘𝒘 = (8, 𝑡𝑡, –  6); || 𝒘𝒘 || = √125
 𝒓𝒓 = (ℎ, –  4, 3);  || 𝒓𝒓 || = 5√5

2.10 Proyección Ortogonal 

𝒖𝒖, 𝒗𝒗 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑦𝑦 𝑣𝑣 𝑢𝑢
𝒖𝒖 𝒗𝒗 𝒗𝒗 ≠ 𝟎𝟎

Figura 21. Ejemplo vector u   Figura 22. Ejemplo vector v 
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 Figura 23. Vector perpendicular a v 

v OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ v
 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒗𝒗.

𝑶𝑶 𝒖𝒖 𝒗𝒗 Figura21 Figura 22

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒖𝒖 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝒗𝒗 +  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒖𝒖
𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒖𝒖 – 𝒗𝒗.

BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ v Figura 23 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝒖𝒖 𝒗𝒗

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢 =  𝒗𝒗.   (∗)

BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⊥ 𝒗𝒗, es decir, (𝒖𝒖  –  𝒗𝒗)  ⊥  𝒗𝒗 (𝒖𝒖  –  𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 =  0.

𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 –  𝒗𝒗 •  𝒗𝒗  =  0.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = (𝒗𝒗 •  𝒗𝒗) =  || 𝒗𝒗 ||2.



    = 𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 / || 𝒗𝒗 ||2.

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑣𝑣𝑢𝑢 =  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 
|| 𝒗𝒗 ||2   𝒗𝒗.

𝒖𝒖, 𝒗𝒗  en ℝ𝑛𝑛  𝒗𝒗 ≠ 𝟎𝟎
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 Figura 23. Vector perpendicular a v 

v OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ v
 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒗𝒗.

𝑶𝑶 𝒖𝒖 𝒗𝒗 Figura21 Figura 22

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒖𝒖 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝒗𝒗 +  𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒖𝒖
𝐵𝐵𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒖𝒖 – 𝒗𝒗.

BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ v Figura 23 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝒖𝒖 𝒗𝒗

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢 =  𝒗𝒗.   (∗)

BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗   ⊥ 𝒗𝒗, es decir, (𝒖𝒖  –  𝒗𝒗)  ⊥  𝒗𝒗 (𝒖𝒖  –  𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 =  0.

𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 –  𝒗𝒗 •  𝒗𝒗  =  0.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = (𝒗𝒗 •  𝒗𝒗) =  || 𝒗𝒗 ||2.



    = 𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 / || 𝒗𝒗 ||2.

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑣𝑣𝑢𝑢 =  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 
|| 𝒗𝒗 ||2   𝒗𝒗.

𝒖𝒖, 𝒗𝒗  en ℝ𝑛𝑛  𝒗𝒗 ≠ 𝟎𝟎

 

 

Afirmación

𝒛𝒛 =  (𝒖𝒖 – 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢), entonces 𝒛𝒛 ⊥ 𝒗𝒗 y 𝒛𝒛 ⊥ 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢.

𝒛𝒛 𝒖𝒖  –  𝒗𝒗 Figura 23

𝒖𝒖 ⊥ 𝒗𝒗, se tiene 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = 0 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢 = 0

𝒗𝒗  y  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢 Figura 21  > 0
𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0.

𝒗𝒗  y 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢 Figura 22),
 < 0 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 < 0.

𝒖𝒖 𝒗𝒗 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑣𝑣 𝑢𝑢 = 𝒖𝒖 y 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑢𝑢 𝑣𝑣 = 𝒗𝒗. 

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0 𝒖𝒖 y 𝒗𝒗 

𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 < 0, 𝒖𝒖 𝑃𝑃 𝒗𝒗

2.11 Ángulo entre vectores 

𝜃𝜃 𝒖𝒖 𝑃𝑃 𝒗𝒗, 0 < 𝜃𝜃 < 

𝐶𝐶𝑃𝑃𝐶𝐶 𝜃𝜃 = 𝒖𝒖 •  𝒗𝒗
|| 𝒖𝒖 || ||𝒗𝒗 || ;  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || 𝐶𝐶𝑃𝑃𝐶𝐶 𝜃𝜃.

Figura 24. Ángulo entre vectores 
caso 1 

 
Figura 25. Ángulo entre vectores caso 2 
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Caso 1:

Figura 24

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 =  𝑂𝑂𝑂𝑂
||𝒖𝒖|| ; de donde, 𝑂𝑂𝑂𝑂 = ||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃; además, 0 < 𝜃𝜃 < /2  𝑦𝑦  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0.

Caso 2: 

Figura 25

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜃𝜃 =  – 𝑂𝑂𝑂𝑂
||𝒖𝒖|| ;   de donde, −𝑂𝑂𝑂𝑂 = ||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜃𝜃;  además, 

/2 < 𝜃𝜃 <    𝑦𝑦  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 < 0.

OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑦𝑦 𝑣𝑣 𝑢𝑢

𝑂𝑂𝑂𝑂 = || 𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑦𝑦 𝑣𝑣 𝑢𝑢 || = ||  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗
|| 𝒗𝒗 ||2   𝒗𝒗 ||

𝑂𝑂𝑂𝑂 = |𝒖𝒖 •  𝒗𝒗
|| 𝒗𝒗 ||2|  | |𝒗𝒗 | | =  

| 𝒖𝒖 •  𝒗𝒗  |
||𝑣𝑣||2  ||𝒗𝒗|| =   

|𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 |
||𝑣𝑣|| .

caso 1 caso 2

||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 =  
|𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 |

||𝑣𝑣|| , de donde, ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  = |𝒖𝒖 • 𝒗𝒗|.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0  ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||Cos  = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗.

||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = – 
|𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 |

||𝑣𝑣|| , de donde, ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = −| 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 |.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 < 0 ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜃𝜃 = −(−𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 ) = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0 𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 < 0 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 =
||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗
||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

 

Observación:

𝜃𝜃 𝒖𝒖 𝒗𝒗, 𝒗𝒗 𝒖𝒖 0 < 𝜃𝜃 < 𝜋𝜋 

Ejemplo: 

Para 𝒖𝒖 =  (0, 7), 𝒗𝒗 = (3, 3), se tiene:

||𝒖𝒖|| = 7; ||𝒗𝒗 || = √18  = 3 √2;  𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 =  0 × 3 + 7  3 = 21.

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  =  21
 7  3 √2

= 21
21√2

= 1
√2

= √2
2 .

𝜃𝜃 =  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶−1 (√2
2 ) = 

4.

𝒖𝒖 𝒗𝒗 𝜋𝜋
4  𝐶𝐶  450.

Consideraciones

  =  𝜋𝜋
2 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  = 0  y  𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗 || × 0 = 0.

𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 =  0 𝒖𝒖 ⊥ 𝒗𝒗,

𝜋𝜋
2.

  = 0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = 1  y  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||  1; esto es,
𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0 | 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗.

| 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

  =    𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = –  1  y  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗|| (– 1) =
−||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.
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Caso 1:

Figura 24

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 =  𝑂𝑂𝑂𝑂
||𝒖𝒖|| ; de donde, 𝑂𝑂𝑂𝑂 = ||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃; además, 0 < 𝜃𝜃 < /2  𝑦𝑦  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0.

Caso 2: 

Figura 25

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜃𝜃 =  – 𝑂𝑂𝑂𝑂
||𝒖𝒖|| ;   de donde, −𝑂𝑂𝑂𝑂 = ||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜃𝜃;  además, 

/2 < 𝜃𝜃 <    𝑦𝑦  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 < 0.

OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑦𝑦 𝑣𝑣 𝑢𝑢

𝑂𝑂𝑂𝑂 = || 𝑃𝑃𝑃𝑃𝐶𝐶𝑦𝑦 𝑣𝑣 𝑢𝑢 || = ||  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗
|| 𝒗𝒗 ||2   𝒗𝒗 ||

𝑂𝑂𝑂𝑂 = |𝒖𝒖 •  𝒗𝒗
|| 𝒗𝒗 ||2|  | |𝒗𝒗 | | =  

| 𝒖𝒖 •  𝒗𝒗  |
||𝑣𝑣||2  ||𝒗𝒗|| =   

|𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 |
||𝑣𝑣|| .

caso 1 caso 2

||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 =  
|𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 |

||𝑣𝑣|| , de donde, ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  = |𝒖𝒖 • 𝒗𝒗|.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0  ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||Cos  = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗.

||𝒖𝒖||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = – 
|𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 |

||𝑣𝑣|| , de donde, ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = −| 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 |.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 < 0 ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝜃𝜃 = −(−𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 ) = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0 𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 < 0 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 =
||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗
||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

 

Observación:

𝜃𝜃 𝒖𝒖 𝒗𝒗, 𝒗𝒗 𝒖𝒖 0 < 𝜃𝜃 < 𝜋𝜋 

Ejemplo: 

Para 𝒖𝒖 =  (0, 7), 𝒗𝒗 = (3, 3), se tiene:

||𝒖𝒖|| = 7; ||𝒗𝒗 || = √18  = 3 √2;  𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 =  0 × 3 + 7  3 = 21.

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  =  21
 7  3 √2

= 21
21√2

= 1
√2

= √2
2 .

𝜃𝜃 =  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶−1 (√2
2 ) = 

4.

𝒖𝒖 𝒗𝒗 𝜋𝜋
4  𝐶𝐶  450.

Consideraciones

  =  𝜋𝜋
2 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  = 0  y  𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗 || × 0 = 0.

𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 =  0 𝒖𝒖 ⊥ 𝒗𝒗,

𝜋𝜋
2.

  = 0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃 = 1  y  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||  1; esto es,
𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 > 0 | 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗.

| 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

  =    𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = –  1  y  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗|| (– 1) =
−||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.
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−(𝒖𝒖 •  𝒗𝒗) = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||.

𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 < 0 | 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = –  (𝒖𝒖 • 𝒗𝒗). 

| 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

caso 1, caso 2 | 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | =
||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||,
𝒖𝒖 𝒗𝒗

𝒖𝒖 𝑦𝑦 𝒗𝒗 caso 3,

2.12 Teorema de los Cosenos 

 Figura 26. Teorema de los cosenos, 
parte 1 

 Figura 27. Teorema de los cosenos, 
parte 2 

Figura 26:  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒖𝒖, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒗𝒗 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒖𝒖 − 𝒗𝒗. 

𝜃𝜃 𝒖𝒖 y 𝒗𝒗 BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗

||𝒖𝒖 –  𝒗𝒗|| 2 = || 𝒖𝒖 ||2 +  || 𝒗𝒗 ||2–  2 || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃.

Figura 27 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒖𝒖, CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  𝒗𝒗.

AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗  AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒖𝒖 +  𝒗𝒗. 

 − 𝜃𝜃 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ –  𝒖𝒖 y 𝒗𝒗.
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−(𝒖𝒖 •  𝒗𝒗) = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||.

𝒖𝒖 •  𝒗𝒗 < 0 | 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = –  (𝒖𝒖 • 𝒗𝒗). 

| 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

caso 1, caso 2 | 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 | =
||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||,
𝒖𝒖 𝒗𝒗

𝒖𝒖 𝑦𝑦 𝒗𝒗 caso 3,

2.12 Teorema de los Cosenos 

 Figura 26. Teorema de los cosenos, 
parte 1 

 Figura 27. Teorema de los cosenos, 
parte 2 

Figura 26:  𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒖𝒖, 𝐴𝐴𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒗𝒗 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =
AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒖𝒖 − 𝒗𝒗. 

𝜃𝜃 𝒖𝒖 y 𝒗𝒗 BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃.

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗

||𝒖𝒖 –  𝒗𝒗|| 2 = || 𝒖𝒖 ||2 +  || 𝒗𝒗 ||2–  2 || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜃𝜃.

Figura 27 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒖𝒖, CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  𝒗𝒗.

AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗  AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝒖𝒖 +  𝒗𝒗. 

 − 𝜃𝜃 CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ –  𝒖𝒖 y 𝒗𝒗.

 

 − 𝜃𝜃 −𝒖𝒖 𝑦𝑦 𝒗𝒗

–  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||–  𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗 || 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ( − 𝜃𝜃).

||–  𝒖𝒖 || = ||𝒖𝒖 ||

–  𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 =  ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ( − 𝜃𝜃).

–

 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = – ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 ( − 𝜃𝜃).

 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗

||𝒖𝒖 +  𝒗𝒗|| 2 = ||𝒖𝒖||2 +  ||𝒗𝒗||2–  2 ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗|| 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  ( − 𝜃𝜃)

Conclusión:

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 𝜃𝜃 BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒖𝒖 –  𝒗𝒗  

||𝒖𝒖 +  𝒗𝒗|| 2 = ||𝒖𝒖||2 +  ||𝒗𝒗||2–  2 ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  ( − 𝜃𝜃).

𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴 – θ AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝒖𝒖 + 𝒗𝒗;

||𝒖𝒖 +  𝒗𝒗|| 2 = ||𝒖𝒖||2 +  ||𝒗𝒗||2–  2 ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  (𝜋𝜋 − 𝜃𝜃).

Teorema de los Cosenos

2.13 Ejercicio 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶 AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒖𝒖; AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒗𝒗; , BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒖𝒖 –  𝒗𝒗
CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒗𝒗 –  𝒖𝒖.

 BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ BC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∅ CA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ CB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

𝐴𝐴𝐴𝐴2 =  𝐴𝐴𝐶𝐶 2 +  𝐴𝐴𝐶𝐶 2 –  2(𝐴𝐴𝐶𝐶)(𝐴𝐴𝐶𝐶)𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝜑𝜑;
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𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 –  2(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 𝛽𝛽.

𝐴𝐴𝐴𝐴 = ||𝒗𝒗|| = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴 = ||𝒖𝒖|| = 𝐴𝐴𝐴𝐴; 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
||𝒗𝒗– 𝒖𝒖|| = ||𝒖𝒖– 𝒗𝒗||.

Nota: 

𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 2 –  2(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶  𝜃𝜃
𝒖𝒖 𝒗𝒗

2.14 Proceso de ortonormalización 

Caso 1: dos vectores L.I. 

𝒖𝒖 y 𝒗𝒗 𝑒𝑒𝑒𝑒  ℝ 2; 

Paso 1:

u ( 1
||𝑢𝑢||) 𝒖𝒖 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,

Paso 2: 

(𝒗𝒗 •  𝒖𝒖 𝟏𝟏) 𝒖𝒖 𝟏𝟏 –  𝒗𝒗 = 𝒘𝒘 𝒖𝒖𝟏𝟏, 
𝒖𝒖

Paso 3: 

w ( 1
||𝑤𝑤||) 𝒘𝒘 = 𝒖𝒖𝟐𝟐,

𝒖𝒖1y 𝒖𝒖2 𝒖𝒖1 𝒖𝒖2

Ejercicio: 

𝒘𝒘 𝒖𝒖1 𝒖𝒖1 • 𝒖𝒖1 = 1
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𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴2 –  2(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 𝛽𝛽.

𝐴𝐴𝐴𝐴 = ||𝒗𝒗|| = 𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴𝐴𝐴 = ||𝒖𝒖|| = 𝐴𝐴𝐴𝐴; 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 =
||𝒗𝒗– 𝒖𝒖|| = ||𝒖𝒖– 𝒗𝒗||.

Nota: 

𝐴𝐴𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴2 + 𝐴𝐴𝐴𝐴 2 –  2(𝐴𝐴𝐴𝐴)(𝐴𝐴𝐴𝐴) 𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶  𝜃𝜃
𝒖𝒖 𝒗𝒗

2.14 Proceso de ortonormalización 

Caso 1: dos vectores L.I. 

𝒖𝒖 y 𝒗𝒗 𝑒𝑒𝑒𝑒  ℝ 2; 

Paso 1:

u ( 1
||𝑢𝑢||) 𝒖𝒖 = 𝒖𝒖𝟏𝟏,

Paso 2: 

(𝒗𝒗 •  𝒖𝒖 𝟏𝟏) 𝒖𝒖 𝟏𝟏 –  𝒗𝒗 = 𝒘𝒘 𝒖𝒖𝟏𝟏, 
𝒖𝒖

Paso 3: 

w ( 1
||𝑤𝑤||) 𝒘𝒘 = 𝒖𝒖𝟐𝟐,

𝒖𝒖1y 𝒖𝒖2 𝒖𝒖1 𝒖𝒖2

Ejercicio: 

𝒘𝒘 𝒖𝒖1 𝒖𝒖1 • 𝒖𝒖1 = 1

 

Caso 2: tres vectores L.I. 

 𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘 ℝ3

Paso 1: 

𝒖𝒖: ( 1
||𝒖𝒖||) 𝒖𝒖 = 𝒖𝒖1,

Paso 2: 

(𝒗𝒗 •  𝒖𝒖1)𝒖𝒖1 –  𝒗𝒗 = 𝒘𝒘, 𝒖𝒖1
u

Paso 3: 

𝒘𝒘: ( 1
||𝒘𝒘||) 𝒘𝒘 = 𝒖𝒖2,

Paso 4: 

(𝒘𝒘 • 𝒖𝒖1) 𝒖𝒖1 + (𝒘𝒘 • 𝒖𝒖2) 𝒖𝒖2 –  𝒘𝒘 = 𝒛𝒛 𝒛𝒛
𝒖𝒖1 𝒖𝒖2

Paso 5: 

𝒛𝒛: ( 1
||𝒛𝒛||) 𝒛𝒛 = 𝒖𝒖3,

𝒖𝒖1 𝒖𝒖2  𝒖𝒖3,

Ejercicio: 

𝒛𝒛 𝒖𝒖1 𝒖𝒖2

2.15 Producto vectorial 

𝒖𝒖 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐), 𝒗𝒗 = (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓) 𝒖𝒖  𝒗𝒗
roducto vectorial u v Producto Cruz
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𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓

|     donde 𝒊𝒊 = (1, 0, 0)    𝒋𝒋 = (0, 1, 0)   𝒌𝒌 = (0, 0, 1).

 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| 𝒊𝒊  –  |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓| 𝒋𝒋 +   |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒|  𝒌𝒌;

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒 )𝒊𝒊 – (𝑎𝑎𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑑𝑑)𝒋𝒋 +  (𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 )𝒌𝒌;

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓– 𝑐𝑐𝑒𝑒, – (𝑎𝑎𝑓𝑓– 𝑐𝑐𝑑𝑑), 𝑎𝑎𝑒𝑒 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 ) = (𝑏𝑏𝑓𝑓– 𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑑𝑑– 𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 ).

Afirmación:

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = 0 y   (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = 0  (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒖𝒖  y (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒗𝒗.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑑𝑑 –  𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 ) •   (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)
=  (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒)𝑎𝑎 +  ( 𝑐𝑐𝑑𝑑 –  𝑎𝑎𝑓𝑓)𝑏𝑏 + (𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 )𝑐𝑐.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑎𝑎 − 𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎) +  (𝑐𝑐𝑑𝑑𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏) + (𝑎𝑎𝑒𝑒𝑐𝑐 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 𝑐𝑐).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏)  +  (−𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎 +  𝑎𝑎𝑒𝑒𝑐𝑐)  + (𝑐𝑐𝑑𝑑𝑏𝑏 − 𝑏𝑏𝑑𝑑𝑐𝑐)
= 0 + 0 + 0 = 0.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 =  (𝑏𝑏𝑓𝑓 − 𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑒𝑒 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 ) •  (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓)
=  (𝑏𝑏𝑓𝑓 − 𝑐𝑐𝑒𝑒)𝑑𝑑 + ( 𝑐𝑐𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑓𝑓)𝑒𝑒 + (𝑎𝑎𝑒𝑒 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 )𝑓𝑓.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑒𝑒𝑑𝑑) +   (𝑐𝑐𝑑𝑑𝑒𝑒 − 𝑎𝑎𝑓𝑓𝑒𝑒) +  (𝑎𝑎𝑒𝑒𝑓𝑓 − 𝑏𝑏𝑑𝑑𝑓𝑓).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑑𝑑 − 𝑏𝑏𝑑𝑑𝑓𝑓)  + (−𝑐𝑐𝑒𝑒𝑑𝑑 +  𝑐𝑐𝑑𝑑𝑒𝑒)  + (−𝑎𝑎𝑓𝑓𝑒𝑒 +  𝑎𝑎𝑒𝑒𝑓𝑓)  
=  0 + 0 + 0 = 0.

 Figura 28. Producto vectorial 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗  Figura 29. Producto vectorial 𝒗𝒗 × 𝒖𝒖 
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𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓

|     donde 𝒊𝒊 = (1, 0, 0)    𝒋𝒋 = (0, 1, 0)   𝒌𝒌 = (0, 0, 1).

 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| 𝒊𝒊  –  |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓| 𝒋𝒋 +   |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒|  𝒌𝒌;

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒 )𝒊𝒊 – (𝑎𝑎𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑑𝑑)𝒋𝒋 +  (𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 )𝒌𝒌;

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓– 𝑐𝑐𝑒𝑒, – (𝑎𝑎𝑓𝑓– 𝑐𝑐𝑑𝑑), 𝑎𝑎𝑒𝑒 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 ) = (𝑏𝑏𝑓𝑓– 𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑑𝑑– 𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 ).

Afirmación:

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = 0 y   (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = 0  (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒖𝒖  y (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒗𝒗.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑑𝑑 –  𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 ) •   (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)
=  (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒)𝑎𝑎 +  ( 𝑐𝑐𝑑𝑑 –  𝑎𝑎𝑓𝑓)𝑏𝑏 + (𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 )𝑐𝑐.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑎𝑎 − 𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎) +  (𝑐𝑐𝑑𝑑𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏) + (𝑎𝑎𝑒𝑒𝑐𝑐 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 𝑐𝑐).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑓𝑓𝑏𝑏)  +  (−𝑐𝑐𝑒𝑒𝑎𝑎 +  𝑎𝑎𝑒𝑒𝑐𝑐)  + (𝑐𝑐𝑑𝑑𝑏𝑏 − 𝑏𝑏𝑑𝑑𝑐𝑐)
= 0 + 0 + 0 = 0.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 =  (𝑏𝑏𝑓𝑓 − 𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑒𝑒 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 ) •  (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓)
=  (𝑏𝑏𝑓𝑓 − 𝑐𝑐𝑒𝑒)𝑑𝑑 +  ( 𝑐𝑐𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑓𝑓)𝑒𝑒 + (𝑎𝑎𝑒𝑒 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 )𝑓𝑓.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑑𝑑 − 𝑐𝑐𝑒𝑒𝑑𝑑) +   (𝑐𝑐𝑑𝑑𝑒𝑒 − 𝑎𝑎𝑓𝑓𝑒𝑒) +  (𝑎𝑎𝑒𝑒𝑓𝑓 − 𝑏𝑏𝑑𝑑𝑓𝑓).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓𝑑𝑑 − 𝑏𝑏𝑑𝑑𝑓𝑓)  + (−𝑐𝑐𝑒𝑒𝑑𝑑 +  𝑐𝑐𝑑𝑑𝑒𝑒)  + (−𝑎𝑎𝑓𝑓𝑒𝑒 +  𝑎𝑎𝑒𝑒𝑓𝑓)  
=  0 + 0 + 0 = 0.

 Figura 28. Producto vectorial 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗  Figura 29. Producto vectorial 𝒗𝒗 × 𝒖𝒖 

 

Nota: 

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗
𝒖𝒖 𝒗𝒗,

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓

| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

|,

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = – (𝒗𝒗 × 𝒖𝒖) Figura 28 Figura 29

Conclusión: 

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = – (𝒗𝒗 × 𝒖𝒖)  𝑜𝑜   𝒗𝒗 × 𝒖𝒖 = – (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗).

 𝒖𝒖 =  𝒗𝒗  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) = 𝒗𝒗.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐

| = 𝟎𝟎.

𝒖𝒖 × 𝒖𝒖 = 𝟎𝟎;  𝒊𝒊 × 𝒊𝒊 =  𝟎𝟎;  𝒋𝒋 × 𝒋𝒋 =  𝟎𝟎;  𝒌𝒌 × 𝒌𝒌 =  𝟎𝟎.

Conclusión:

𝒖𝒖 𝑦𝑦 𝒗𝒗  𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = 𝟎𝟎 𝒖𝒖
𝒗𝒗

   𝒊𝒊 × 𝒋𝒋 = 𝒌𝒌;  𝒋𝒋 × 𝒌𝒌 =  𝒊𝒊;  𝒌𝒌 × 𝒊𝒊 = 𝒋𝒋.
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(𝑡𝑡 𝒖𝒖) × 𝒗𝒗 =  𝒖𝒖 × (𝑡𝑡 𝒗𝒗 ) =  𝑡𝑡 (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ) 𝑡𝑡

(𝒖𝒖  𝑣𝑣 ) × 𝒘𝒘 = (𝒖𝒖 × 𝒘𝒘 ) (𝒗𝒗 × 𝒘𝒘);  𝒖𝒖 × ( 𝒗𝒗   𝒘𝒘 )
= (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ) (𝒖𝒖 × 𝒘𝒘).

Ejemplo:

𝒖𝒖 = (20, –  15, 18);  𝒗𝒗 =  (– 30, 25, – 50); 𝒘𝒘 = (6, – 5, 10).

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

20 −15 18
−30 25 −50

|

= |−15 18
25 −50| 𝒊𝒊  –  | 20 18

−30 −50| 𝒋𝒋 +  | 20 −15
−30 25 | 𝒌𝒌.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  (750 –  450)𝒊𝒊 – (–  1.000 +  540)𝒋𝒋 + (500 –  450)𝒌𝒌.

𝒊𝒊, 𝒋𝒋, 𝒌𝒌:

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = 300 𝒊𝒊 +  460 𝒋𝒋 +  50 𝒌𝒌.

 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  (300, 460, 50).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (300, 460, 50) •  (20, –  15, 18) = 6.000 – 6.900 + 900 
=  0.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒖𝒖. 

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = (300, 460, 50) • (–  30, 25, – 50 )
= –  9.000 + 11.500 –  2.500 = 0.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒗𝒗. 

𝒗𝒗 × 𝒘𝒘 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−30 25 −50
6 −5 10

| 
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(𝑡𝑡 𝒖𝒖) × 𝒗𝒗 =  𝒖𝒖 × (𝑡𝑡 𝒗𝒗 ) =  𝑡𝑡 (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ) 𝑡𝑡

(𝒖𝒖  𝑣𝑣 ) × 𝒘𝒘 = (𝒖𝒖 × 𝒘𝒘 ) (𝒗𝒗 × 𝒘𝒘);  𝒖𝒖 × ( 𝒗𝒗   𝒘𝒘 )
= (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ) (𝒖𝒖 × 𝒘𝒘).

Ejemplo:

𝒖𝒖 = (20, –  15, 18);  𝒗𝒗 =  (– 30, 25, – 50); 𝒘𝒘 = (6, – 5, 10).

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

20 −15 18
−30 25 −50

|

= |−15 18
25 −50| 𝒊𝒊  –  | 20 18

−30 −50| 𝒋𝒋 +  | 20 −15
−30 25 | 𝒌𝒌.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  (750 –  450)𝒊𝒊 – (–  1.000 +  540)𝒋𝒋 + (500 –  450)𝒌𝒌.

𝒊𝒊, 𝒋𝒋, 𝒌𝒌:

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = 300 𝒊𝒊 +  460 𝒋𝒋 +  50 𝒌𝒌.

 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  (300, 460, 50).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖 = (300, 460, 50) •  (20, –  15, 18) = 6.000 – 6.900 + 900 
=  0.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒖𝒖. 

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒗𝒗 = (300, 460, 50) • (–  30, 25, – 50 )
= –  9.000 + 11.500 –  2.500 = 0.

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗)⊥ 𝒗𝒗. 

𝒗𝒗 × 𝒘𝒘 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−30 25 −50
6 −5 10

| 

 

=  |25 −50
−5 10 |  𝒊𝒊 − |−30 −50

6 10 |  𝒋𝒋 + |−30 25
6 −5| 𝒌𝒌.

𝒗𝒗 × 𝒘𝒘 = (250 – 250)𝒊𝒊 – (– 300 + 300)𝒋𝒋 + (150 – 150)𝒌𝒌 = 0 𝒊𝒊 + 0 𝒋𝒋 + 0 𝒌𝒌
= (0, 0, 0) = 𝟎𝟎. 

−5𝒘𝒘 = 𝒗𝒗.

𝒗𝒗 × 𝒖𝒖 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−30 25 −50
20 −15 18

|

= | 25 −50
−15 18 |  𝒊𝒊 − |−30 −50

20 18 |  𝒋𝒋 + |−30 25
20 −15| 𝒌𝒌.

𝒗𝒗 × 𝒖𝒖 = (450 –  750)𝒊𝒊 – (–  540 +  1.000)𝒋𝒋 +  (450 –  500)𝒌𝒌.

𝒗𝒗 × 𝒖𝒖 = −300 𝒊𝒊 − 460 𝒋𝒋 − 50 𝒌𝒌 = (–  300, −460, −50)
= −(𝒖𝒖 ×  𝒗𝒗).

𝒖𝒖 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐), 𝒗𝒗 = (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓):  𝒖𝒖  𝒗𝒗 = (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒, 𝑐𝑐𝑑𝑑 –  𝑎𝑎𝑓𝑓, 𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 ).

 ||𝒖𝒖  𝒗𝒗||2 = (𝑏𝑏𝑓𝑓 –  𝑐𝑐𝑒𝑒 )2 +  (𝑐𝑐𝑑𝑑 –  𝑎𝑎𝑓𝑓 )2  + (𝑎𝑎𝑒𝑒 –  𝑏𝑏𝑑𝑑 )2.

𝜃𝜃 𝒖𝒖 𝒗𝒗, 0 <  < 𝜋𝜋

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑢𝑢 •   𝑣𝑣
‖𝑢𝑢‖ ‖𝑣𝑣‖.

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶2 =   (𝑢𝑢 •  𝑣𝑣)2

(‖𝑢𝑢‖ ‖𝑣𝑣‖)2.

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑆𝑆2 = 1 – 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 2.

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶2

𝑆𝑆𝑒𝑒𝑆𝑆2𝜃𝜃 = 1 –  (𝑢𝑢 •  𝑣𝑣)2

(‖𝑢𝑢‖ ‖𝑣𝑣‖)2.
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𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2𝜃𝜃 =  ( || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  ||) 2   –   (𝒖𝒖 •  𝒗𝒗) 𝟐𝟐   
( || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  ||) 2 .

 (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||) 2

(||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||)2 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2  =  (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||)2  – (𝒖𝒖 • 𝒗𝒗) 2.

 [||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗|| 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ]2 = ||𝒖𝒖||2||𝒗𝒗||2 − (𝒖𝒖 • 𝒗𝒗)2.

𝒖𝒖 𝒗𝒗, 

[||𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆   ]2

= (𝑎𝑎2 +  𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2)(𝑑𝑑2 +  𝑆𝑆2 +  𝑓𝑓2)
− (𝑎𝑎𝑑𝑑 +  𝑏𝑏𝑆𝑆 +  𝑐𝑐𝑓𝑓 )2.

(𝑏𝑏𝑓𝑓 − 𝑐𝑐𝑆𝑆, )2 + (𝑐𝑐𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑓𝑓)2 + (𝑎𝑎𝑆𝑆 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 )2,
||𝒖𝒖  𝒗𝒗||2. 

[||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗|| 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ]2 = ||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| 2.

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 > 0

||𝒖𝒖 × 𝒗𝒗|| = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆.

||𝒖𝒖  𝒗𝒗||

|| 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || Sen  
|| 𝒖𝒖  𝒗𝒗 ||   =  1.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = 1 × (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || Sen θ 
|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗  || (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ),

 

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗|| Sen  ) 1
|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗  || (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ),

𝒖𝒖  𝒗𝒗 = (||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 θ )𝒘𝒘.

𝒘𝒘 𝒖𝒖  𝒗𝒗

𝒘𝒘 = 1
‖𝒖𝒖 × 𝒗𝒗‖ (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗).

Consideraciones Particulares: 

  = 0  = 𝜋𝜋 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 0 𝒖𝒖  𝒗𝒗 = 𝟎𝟎
𝒖𝒖 𝒗𝒗

𝒖𝒖 𝒗𝒗

  = 𝜋𝜋
2 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 1 𝒖𝒖  𝒗𝒗 = (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||)𝒘𝒘

𝒘𝒘 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗. 
𝒖𝒖 𝒗𝒗 ||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

Conclusiones: 

• 𝒖𝒖  y 𝒗𝒗 𝒖𝒖  𝒗𝒗 = 𝟎𝟎

• 𝒖𝒖  𝑦𝑦 𝒗𝒗 ||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

• 𝒖𝒖  y 𝒗𝒗 |𝒖𝒖 •  𝒗𝒗| =
||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||.

• 𝒖𝒖  y 𝒗𝒗 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 =  0.

Afirmación

Figura 30
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𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2𝜃𝜃 =  ( || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  ||) 2   –   (𝒖𝒖 •  𝒗𝒗) 𝟐𝟐   
( || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  ||) 2 .

 (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||) 2

(||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||)2 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2  =  (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||)2  –  (𝒖𝒖 • 𝒗𝒗) 2.

 [||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗|| 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ]2 = ||𝒖𝒖||2||𝒗𝒗||2 − (𝒖𝒖 • 𝒗𝒗)2.

𝒖𝒖 𝒗𝒗, 

[||𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆   ]2

= (𝑎𝑎2 +  𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2)(𝑑𝑑2 +  𝑆𝑆2 +  𝑓𝑓2)
− (𝑎𝑎𝑑𝑑 +  𝑏𝑏𝑆𝑆 +  𝑐𝑐𝑓𝑓 )2.

(𝑏𝑏𝑓𝑓 − 𝑐𝑐𝑆𝑆, )2 + (𝑐𝑐𝑑𝑑 − 𝑎𝑎𝑓𝑓)2 + (𝑎𝑎𝑆𝑆 − 𝑏𝑏𝑑𝑑 )2,
||𝒖𝒖  𝒗𝒗||2. 

[||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗|| 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ]2 = ||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| 2.

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 > 0

||𝒖𝒖 × 𝒗𝒗|| = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆.

||𝒖𝒖  𝒗𝒗||

|| 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || Sen  
|| 𝒖𝒖  𝒗𝒗 ||   =  1.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = 1 × (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  || 𝒖𝒖 || || 𝒗𝒗  || Sen θ 
|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗  || (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ),

 

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 =  (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗|| Sen  ) 1
|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗  || (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ),

𝒖𝒖  𝒗𝒗 = (||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 θ )𝒘𝒘.

𝒘𝒘 𝒖𝒖  𝒗𝒗

𝒘𝒘 = 1
‖𝒖𝒖 × 𝒗𝒗‖ (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗).

Consideraciones Particulares: 

  = 0  = 𝜋𝜋 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 0 𝒖𝒖  𝒗𝒗 = 𝟎𝟎
𝒖𝒖 𝒗𝒗

𝒖𝒖 𝒗𝒗

  = 𝜋𝜋
2 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 1 𝒖𝒖  𝒗𝒗 = (||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||)𝒘𝒘

𝒘𝒘 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗. 
𝒖𝒖 𝒗𝒗 ||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

Conclusiones: 

• 𝒖𝒖  y 𝒗𝒗 𝒖𝒖  𝒗𝒗 = 𝟎𝟎

• 𝒖𝒖  𝑦𝑦 𝒗𝒗 ||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| = ||𝒖𝒖|| ||𝒗𝒗||.

• 𝒖𝒖  y 𝒗𝒗 |𝒖𝒖 •  𝒗𝒗| =
||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||.

• 𝒖𝒖  y 𝒗𝒗 𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 =  0.

Afirmación

Figura 30
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Figura 30. Interpretación geométrica producto vectorial 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆    =  ℎ
𝐴𝐴𝐴𝐴 = ℎ

||𝑣𝑣|| ; donde ℎ = ||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝜃𝜃.

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑆𝑆 = (𝐴𝐴𝐴𝐴)ℎ.

𝐴𝐴𝐴𝐴 ℎ

𝑆𝑆 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  =  ||𝒖𝒖  𝒗𝒗||.

Ejemplos:

 𝐴𝐴 (20, 0, 0), 𝐴𝐴 (26, 8, 0) y  𝐴𝐴(32, 0, 0)  

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (26 –  20, 8 –  0, 0 –  0) = (6, 8, 0) = 𝒗𝒗;

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (32 –  20, 0 –  0, 0 –  0) = (12, 0, 0) = 𝒖𝒖.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

12 0 0
6 8 0

| = |0 0
8 0| 𝒊𝒊 − |12 0

6 0| 𝒋𝒋 + |12 0
6 8| 𝒌𝒌 = 0 𝒊𝒊 + 0 𝒋𝒋 + 96 𝒌𝒌 

= (0, 0, 96).

𝐴𝐴, 𝐴𝐴 y 𝐴𝐴 𝒖𝒖 𝒗𝒗,
||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| = 96

 𝑀𝑀 (12, – 8, 15), 𝑁𝑁 (42, – 18, 30), 𝑅𝑅 (6, –  5, 21)  

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (42 –  12, –  18 +  8, 30 –  15) = (30, –  10, 15) = 𝒗𝒗;

MR⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (6 –  12, –  5 +  8, 21 –  15) = (–  6, 3, 6) = 𝒖𝒖.

𝒖𝒖  𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−6 3 6
30 −10 15

| = | 3 6
−10 15| 𝒊𝒊  – |−6 6

30 15|  𝒋𝒋 + |−6 3
30 −10| 𝒌𝒌  
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Figura 30. Interpretación geométrica producto vectorial 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆    =  ℎ
𝐴𝐴𝐴𝐴 = ℎ

||𝑣𝑣|| ; donde ℎ = ||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝜃𝜃.

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝑆𝑆 = (𝐴𝐴𝐴𝐴)ℎ.

𝐴𝐴𝐴𝐴 ℎ

𝑆𝑆 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  =  ||𝒖𝒖  𝒗𝒗||.

Ejemplos:

 𝐴𝐴 (20, 0, 0), 𝐴𝐴 (26, 8, 0) y  𝐴𝐴(32, 0, 0)  

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (26 –  20, 8 –  0, 0 –  0) = (6, 8, 0) = 𝒗𝒗;

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (32 –  20, 0 –  0, 0 –  0) = (12, 0, 0) = 𝒖𝒖.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

12 0 0
6 8 0

| = |0 0
8 0| 𝒊𝒊 − |12 0

6 0| 𝒋𝒋 + |12 0
6 8| 𝒌𝒌 = 0 𝒊𝒊 + 0 𝒋𝒋 + 96 𝒌𝒌 

= (0, 0, 96).

𝐴𝐴, 𝐴𝐴 y 𝐴𝐴 𝒖𝒖 𝒗𝒗,
||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| = 96

 𝑀𝑀 (12, – 8, 15), 𝑁𝑁 (42, – 18, 30), 𝑅𝑅 (6, –  5, 21)  

MN⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (42 –  12, –  18 +  8, 30 –  15) = (30, –  10, 15) = 𝒗𝒗;

MR⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (6 –  12, –  5 +  8, 21 –  15) = (–  6, 3, 6) = 𝒖𝒖.

𝒖𝒖  𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘

−6 3 6
30 −10 15

| = | 3 6
−10 15| 𝒊𝒊  – |−6 6

30 15|  𝒋𝒋 + |−6 3
30 −10| 𝒌𝒌  

 

=  105𝒊𝒊 +  270𝒋𝒋 –  30𝒌𝒌;

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = (105, 270, –  30) = 15 (7, 18, –  2).

||𝒖𝒖 × 𝒗𝒗| = 15 √7 2  + 18 2 + (−2)2 = 15 √49 + 324 + 4  = 15√377.

𝑀𝑀, 𝑁𝑁, 𝑅𝑅 𝒖𝒖 𝒗𝒗,
15√377

𝒖𝒖 𝒗𝒗,

𝒖𝒖 • 𝒗𝒗 = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  y  ||𝒖𝒖  𝒗𝒗|| = ||𝒖𝒖||||𝒗𝒗||.

(𝒖𝒖 • 𝒗𝒗)2  + ||𝒖𝒖  𝒗𝒗||2 = ||𝒖𝒖||2 ||𝒗𝒗||2.

𝒖𝒖 = (18, –  20, – 15) y  𝒗𝒗 = (–  30, 8, 10).

2.16 Triple Producto Escalar 

𝒖𝒖 𝒗𝒗 𝒘𝒘 ℝ3 (𝒖𝒖  𝒗𝒗) • 𝒘𝒘,
Triple Producto Escalar

𝒖𝒖 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐), 𝒗𝒗 = (𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓) y  𝒘𝒘 = (𝑔𝑔, ℎ, 𝑟𝑟)

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓

| =  |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| 𝒊𝒊 − |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓| 𝒋𝒋 + |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒| 𝒌𝒌

= ( |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| , − |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓|,   |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒| ) ;
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(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = ( |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| , − |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓| , |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒|  ) •  (𝑔𝑔 , ℎ, 𝑟𝑟)

= |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| 𝑔𝑔  – |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓| ℎ + |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒| 𝑟𝑟;

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = |
𝑔𝑔 ℎ 𝑟𝑟
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓

| = 𝒘𝒘 •  (𝒖𝒖 ×  𝒗𝒗).

(𝒖𝒖 ×  𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = |
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ 𝑟𝑟

|.

(𝒖𝒖  𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = [𝒖𝒖  𝒗𝒗  𝒘𝒘].

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = −(𝒗𝒗 ×  𝒖𝒖) • 𝒘𝒘 = (𝒗𝒗 × 𝒘𝒘) • 𝒖𝒖 = −(𝒘𝒘 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖
=  (𝒘𝒘 × 𝒖𝒖) •  𝒗𝒗.

[𝒖𝒖  𝒗𝒗  𝒘𝒘] = −[𝒗𝒗  𝒖𝒖  𝒘𝒘] = [𝒗𝒗  𝒘𝒘  𝒖𝒖] = −[𝒘𝒘  𝒗𝒗  𝒖𝒖] = [𝒘𝒘  𝒖𝒖  𝒗𝒗].

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 =  𝒖𝒖 • (𝒗𝒗 × 𝒘𝒘).

Figura 31
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(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = ( |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| , − |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓| , |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒|  ) •  (𝑔𝑔 , ℎ, 𝑟𝑟)

= |𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑒𝑒 𝑓𝑓| 𝑔𝑔  – |𝑎𝑎 𝑐𝑐

𝑑𝑑 𝑓𝑓| ℎ + |𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑑𝑑 𝑒𝑒| 𝑟𝑟;

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = |
𝑔𝑔 ℎ 𝑟𝑟
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓

| = 𝒘𝒘 •  (𝒖𝒖 ×  𝒗𝒗).

(𝒖𝒖 ×  𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = |
𝑎𝑎 𝑏𝑏 𝑐𝑐
𝑑𝑑 𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ 𝑟𝑟

|.

(𝒖𝒖  𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = [𝒖𝒖  𝒗𝒗  𝒘𝒘].

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = −(𝒗𝒗 ×  𝒖𝒖) • 𝒘𝒘 = (𝒗𝒗 × 𝒘𝒘) • 𝒖𝒖 = −(𝒘𝒘 × 𝒗𝒗) • 𝒖𝒖
=  (𝒘𝒘 × 𝒖𝒖) •  𝒗𝒗.

[𝒖𝒖  𝒗𝒗  𝒘𝒘] = −[𝒗𝒗  𝒖𝒖  𝒘𝒘] = [𝒗𝒗  𝒘𝒘  𝒖𝒖] = −[𝒘𝒘  𝒗𝒗  𝒖𝒖] = [𝒘𝒘  𝒖𝒖  𝒗𝒗].

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 =  𝒖𝒖 • (𝒗𝒗 × 𝒘𝒘).

Figura 31

 

Figura 31. Interpretación geométrica del triple producto escalar 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 𝐷𝐷

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝒘𝒘, AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝒗𝒗   AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =  𝒖𝒖.

AE⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 (𝒖𝒖×𝒗𝒗)  𝑤𝑤 =   
(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )  •  𝒘𝒘
|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ||2  (𝒖𝒖  𝒗𝒗)  =  

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )  •  𝒘𝒘
|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ||   𝒛𝒛. 

𝒛𝒛 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴 = ‖ 
(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )  •  𝒘𝒘

|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ||  𝒛𝒛 ‖  =   |
(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )  •  𝒘𝒘

|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 || |  ||𝒛𝒛|| =
| (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )  •  𝒘𝒘 |

|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 || .

𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴𝐷𝐷 
|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 ||.

𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴𝐷𝐷
𝐴𝐴𝐴𝐴

𝒖𝒖, 𝒗𝒗 𝒘𝒘 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 𝐷𝐷

                   𝑉𝑉 = ||𝒖𝒖 × 𝒗𝒗||  
| (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 )  •  𝒘𝒘 |

|| 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 || .

||𝒖𝒖 × 𝒗𝒗|| 𝑉𝑉 = |(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘|.

Ejemplo:

𝐴𝐴 (20, −14, 30), 𝐵𝐵 (2, −38, 35), 𝐶𝐶 (−20, 16, 30) y 𝐷𝐷 (26, −6, 90)

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (2 – 20, – 38 + 14, 35 – 30) = (– 18, – 24, 5) = 𝒘𝒘; 
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AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 20 – 20, 16 + 14, 30 – 30) = (– 40, 30, 0) = 𝒗𝒗;

AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (26 –  20, –  6 +  14, 90 –  30) = (6, 8, 60) = 𝒖𝒖.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
6 8 60

−40 30 0
| = (– 1.800)𝒊𝒊  – (2.400 )𝒋𝒋 +  (180 +  320)𝒌𝒌. 

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = (– 1.800, –  2.400, 500) = 100 (– 18, –  24, 5).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = 100 (– 18, – 24, 5) • (– 18, – 24, 5) = 100(324 + 576 +
25) = 100 × 925 =  92.500

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 y 𝐷𝐷
𝒖𝒖, 𝒗𝒗 𝑦𝑦 𝒘𝒘,

Observación:

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = 0 𝒖𝒖 𝒗𝒗 𝒘𝒘  
 u v w

Conclusión

𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘 (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = 0. 

𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘 (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 ≠ 0. 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 𝐷𝐷

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗



67

 

AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 20 – 20, 16 + 14, 30 – 30) = (– 40, 30, 0) = 𝒗𝒗;

AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (26 –  20, –  6 +  14, 90 –  30) = (6, 8, 60) = 𝒖𝒖.

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = |
𝑖𝑖 𝑗𝑗 𝑘𝑘
6 8 60

−40 30 0
| = (– 1.800)𝒊𝒊  – (2.400 )𝒋𝒋 +  (180 +  320)𝒌𝒌. 

𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 = (– 1.800, –  2.400, 500) = 100 (– 18, –  24, 5).

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = 100 (– 18, – 24, 5) • (– 18, – 24, 5) = 100(324 + 576 +
25) = 100 × 925 =  92.500

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 y 𝐷𝐷
𝒖𝒖, 𝒗𝒗 𝑦𝑦 𝒘𝒘,

Observación:

(𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = 0 𝒖𝒖 𝒗𝒗 𝒘𝒘  
 u v w

Conclusión

𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘 (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 = 0. 

𝒖𝒖, 𝒗𝒗, 𝒘𝒘 (𝒖𝒖 × 𝒗𝒗) • 𝒘𝒘 ≠ 0. 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 𝐷𝐷

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ AC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  AD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗

CAPÍTULO 3. 
SISTEMAS COORDENADOS LINEALES 

Autor:  
Héctor Jairo Portilla Obando3 

3.1 Concepto 

3.2 Sistema Lineal unidimensional 

𝑿𝑿

𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑿𝑿 𝑿𝑿,

 𝑃𝑃 𝑿𝑿 𝑥𝑥
llamado “ordenada” de 𝑃𝑃 𝑥𝑥

𝑃𝑃 𝑿𝑿
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 𝑿𝑿 recta real

𝑿𝑿
𝑶𝑶 +𝑿𝑿

𝑶𝑶
−𝑿𝑿.

 𝑃𝑃(𝑥𝑥) 𝑃𝑃 𝑥𝑥
𝐴𝐴 +𝑿𝑿 𝐴𝐴(𝑎𝑎) 𝑎𝑎 > 0
𝐵𝐵 −𝑿𝑿  𝐵𝐵(𝑏𝑏) 𝑏𝑏 < 0 Figura 32

Figura 32. Ubicación de un punto en un sistema lineal unidimensional 

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (a − 0) = (a) OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (b − 0) = (b)

||OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ || = √𝑎𝑎. 𝑎𝑎  = √𝑎𝑎2,
𝑎𝑎

‖OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = |𝑎𝑎| = OA 𝑂𝑂 𝐴𝐴

‖𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |𝑏𝑏| =  OB 𝑃𝑃(𝑥𝑥)
|| 𝑂𝑂𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = |𝑥𝑥| =  𝑂𝑂𝑃𝑃

𝐴𝐴(𝑎𝑎) 𝐵𝐵 (𝑏𝑏) 𝐴𝐴 𝑦𝑦 𝐵𝐵 

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) = 𝐴𝐴𝐵𝐵

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  –  OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  (b –  a)

𝐴𝐴𝐵𝐵 = ||𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = |𝑏𝑏 –  𝑎𝑎|.

𝐴𝐴𝐵𝐵

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) =  |𝑏𝑏 –  𝑎𝑎|
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 𝑿𝑿 recta real

𝑿𝑿
𝑶𝑶 +𝑿𝑿

𝑶𝑶
−𝑿𝑿.

 𝑃𝑃(𝑥𝑥) 𝑃𝑃 𝑥𝑥
𝐴𝐴 +𝑿𝑿 𝐴𝐴(𝑎𝑎) 𝑎𝑎 > 0
𝐵𝐵 −𝑿𝑿  𝐵𝐵(𝑏𝑏) 𝑏𝑏 < 0 Figura 32

Figura 32. Ubicación de un punto en un sistema lineal unidimensional 

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (a − 0) = (a) OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (b − 0) = (b)

||OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ || = √𝑎𝑎. 𝑎𝑎  = √𝑎𝑎2,
𝑎𝑎

‖OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = |𝑎𝑎| = OA 𝑂𝑂 𝐴𝐴

‖𝑂𝑂𝐵𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |𝑏𝑏| =  OB 𝑃𝑃(𝑥𝑥)
|| 𝑂𝑂𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || = |𝑥𝑥| =  𝑂𝑂𝑃𝑃

𝐴𝐴(𝑎𝑎) 𝐵𝐵 (𝑏𝑏) 𝐴𝐴 𝑦𝑦 𝐵𝐵 

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) = 𝐴𝐴𝐵𝐵

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  AO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  –  OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  (b –  a)

𝐴𝐴𝐵𝐵 = ||𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || = |𝑏𝑏 –  𝑎𝑎|.

𝐴𝐴𝐵𝐵

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) =  |𝑏𝑏 –  𝑎𝑎|

 

Observación: 

| 𝑏𝑏 –  𝑎𝑎 | = |𝑎𝑎 –  𝑏𝑏

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) = 𝑑𝑑(𝐵𝐵, 𝐴𝐴), es decir, 𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝐴𝐴.

Ejemplos:

𝐴𝐴 (–  8), 𝐵𝐵 (–  5), 𝐶𝐶 (10) y 𝐷𝐷 (18) en elsistema 𝑿𝑿𝑿𝑿,

𝐴𝐴𝐵𝐵 = |–  5 – (–  8)| = | –  5 +  8| =  |3| = 3;

𝐴𝐴𝐶𝐶 = |10 – (–  8)| = |10  +  8| = |18| = 18;

𝐵𝐵𝐶𝐶 = |10 – (– 5)| = |10 +  5| = |15| = 15;

𝐶𝐶𝐴𝐴 = |– 8 − 10 |=|– 18| = 18 = 𝐴𝐴𝐶𝐶;

𝐵𝐵𝐷𝐷 = |18 – (– 5)| = |18 + 5| = |23| = 23 ;

𝐷𝐷𝐵𝐵 = | – 5 –  18 | = |–  23| = 23 = 𝐵𝐵𝐷𝐷.

𝑀𝑀 AB 2𝐴𝐴𝑀𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  =  𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .

𝑀𝑀(𝑚𝑚), 𝐴𝐴(𝑎𝑎) 𝑦𝑦 𝐵𝐵(𝑏𝑏),  AM⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (m –  a) y AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (b –  a).

2(𝑚𝑚 –  𝑎𝑎) =  (𝑏𝑏 –  𝑎𝑎)       (2𝑚𝑚 –  2𝑎𝑎) =  (𝑏𝑏 –  𝑎𝑎)        2𝑚𝑚 –  2𝑎𝑎 =  𝑏𝑏 –  𝑎𝑎.

2𝑚𝑚 =  𝑏𝑏 –  𝑎𝑎 +  2𝑎𝑎 =  𝑎𝑎 +  𝑏𝑏.

Luego, 𝑚𝑚 =
(𝑎𝑎 +  𝑏𝑏)

2 , por lo cual, 𝑀𝑀 (𝑎𝑎 +  𝑏𝑏
2 ).

Ejemplos:

• AB 𝑀𝑀 (− 8  +(− 5)
2 ) = 𝑀𝑀 (− 13

2  ).

• AC 𝑀𝑀 (− 8  + 10
2 ) = 𝑀𝑀(1).

• CD  𝑀𝑀 (10  + 18
2  ) = 𝑀𝑀(14).
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Ejercicio

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 y 𝐷𝐷  𝑿𝑿

i

𝑅𝑅(1) OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1) =  𝒊𝒊,

𝑃𝑃(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑿𝑿,   𝑂𝑂𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥(1) = 𝑥𝑥𝒊𝒊 
OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  x 𝒊𝒊.

 𝑥𝑥 > 0  𝑃𝑃 +𝑿𝑿 𝒊𝒊 OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑥𝑥 <  0 𝑃𝑃

−𝑿𝑿; 𝒊𝒊 OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗

3.3 Sistema Lineal Bidimensional 

𝑋𝑋, 𝑌𝑌

𝑶𝑶
𝑿𝑿𝑿𝑿𝑶𝑶/,  𝜃𝜃

 𝑿𝑿 a 𝑌𝑌, 0 < 𝜃𝜃 < 𝜋𝜋.

 = /2

𝑿𝑿𝑿𝑿𝑶𝑶

𝑿𝑿 𝑿𝑿 

 𝑿𝑿𝑿𝑿



Capítulo 3. Sistemas coordenados lineales - Héctor Jairo Portilla Obando 71

 

Ejercicio

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 y 𝐷𝐷  𝑿𝑿

i

𝑅𝑅(1) OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1) =  𝒊𝒊,

𝑃𝑃(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑿𝑿,   𝑂𝑂𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (𝑥𝑥) = 𝑥𝑥(1) = 𝑥𝑥𝒊𝒊 
OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  x 𝒊𝒊.

 𝑥𝑥 > 0  𝑃𝑃 +𝑿𝑿 𝒊𝒊 OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑥𝑥 <  0 𝑃𝑃

−𝑿𝑿; 𝒊𝒊 OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗

3.3 Sistema Lineal Bidimensional 

𝑋𝑋, 𝑌𝑌

𝑶𝑶
𝑿𝑿𝑿𝑿𝑶𝑶/,  𝜃𝜃

 𝑿𝑿 a 𝑌𝑌, 0 < 𝜃𝜃 < 𝜋𝜋.

 = /2

𝑿𝑿𝑿𝑿𝑶𝑶

𝑿𝑿 𝑿𝑿 

 𝑿𝑿𝑿𝑿

 

𝑋𝑋𝑋𝑋 cuadrantes
+𝑋𝑋 +𝒀𝒀,

−𝑋𝑋 𝒚𝒚 + 𝒀𝒀,
Figura 33

• 𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 𝑎𝑎 > 0, 𝑏𝑏 > 0

• 𝐵𝐵(𝑐𝑐, 𝑑𝑑) 𝑐𝑐 < 0, 𝑑𝑑 > 0

• 𝐶𝐶(𝑒𝑒, 𝑓𝑓) 𝑒𝑒 < 0, 𝑓𝑓 <  0

• 𝐷𝐷(𝑔𝑔, ℎ) 𝑔𝑔 > 0, ℎ <  0

Figura 33. Plano cartesiano 

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑿𝑿𝒀𝒀
𝑄𝑄(𝑥𝑥) 𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑅𝑅(𝑦𝑦

YO Figura 33

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑃𝑃 𝑿𝑿𝒀𝒀𝑿𝑿 Figura 33 𝑥𝑥  
𝑦𝑦

Observación:

𝑿𝑿𝒀𝒀𝑿𝑿  𝑆𝑆
𝑿𝑿, (𝑚𝑚, 0), se denota por 𝑆𝑆(𝑚𝑚 , 0)

𝑇𝑇 𝒀𝒀, (0, 𝑛𝑛), se denota por 𝑇𝑇(0 , 𝑛𝑛)

𝑿𝑿𝒀𝒀𝑿𝑿

 𝑄𝑄(𝑥𝑥, 0)  𝑂𝑂𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥, 0)  𝑅𝑅(0, 𝑦𝑦)
𝑂𝑂𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (0, 𝑦𝑦)
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𝒊𝒊 = (1, 0), 𝒋𝒋 = (0, 1)

𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥 (1, 0) = 𝑥𝑥𝒊𝒊; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑦𝑦 (0, 1) = 𝑦𝑦𝒋𝒋.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  OQ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   +  OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

(𝑥𝑥 , 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋. 

Conclusión: 

𝑃𝑃 𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑃𝑃 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿
𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = x𝒊𝒊 + y𝒋𝒋.

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵)
𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) y 𝐵𝐵(𝑐𝑐, 𝑑𝑑)

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) = 𝐴𝐴𝐵𝐵.

𝐴𝐴𝐵𝐵 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  (c –  a, d – b);

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ •. AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  (c –  a)2 + (d – b)2;

‖AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = AB = √(c –  a)2 + (d – b)2 .

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) = 𝐴𝐴𝐵𝐵 = √(c –  a)2 + (d – b)2

Observación:

‖AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ‖BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝐴𝐴 = √(𝑎𝑎 –  𝑐𝑐)2 + (𝑏𝑏 – 𝑑𝑑)2.
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𝒊𝒊 = (1, 0), 𝒋𝒋 = (0, 1)

𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑥𝑥 (1, 0) = 𝑥𝑥𝒊𝒊; 𝑂𝑂𝑂𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑦𝑦 (0, 1) = 𝑦𝑦𝒋𝒋.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  OQ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   +  OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

(𝑥𝑥 , 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋. 

Conclusión: 

𝑃𝑃 𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑃𝑃 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿
𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = x𝒊𝒊 + y𝒋𝒋.

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵)
𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) y 𝐵𝐵(𝑐𝑐, 𝑑𝑑)

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) = 𝐴𝐴𝐵𝐵.

𝐴𝐴𝐵𝐵 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  (c –  a, d – b);

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ •. AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗   =  (c –  a)2 + (d – b)2;

‖AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = AB = √(c –  a)2 + (d – b)2 .

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝐵𝐵) = 𝐴𝐴𝐵𝐵 = √(c –  a)2 + (d – b)2

Observación:

‖AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = ‖BA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝐴𝐴 = √(𝑎𝑎 –  𝑐𝑐)2 + (𝑏𝑏 – 𝑑𝑑)2.

 

 

𝑬𝑬jercicios propuestos 

𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝐴𝐴𝐴𝐴, 𝐷𝐷𝐴𝐴, 𝐷𝐷𝐴𝐴, 𝐴𝐴𝐴𝐴 y 𝐴𝐴𝐴𝐴

𝐴𝐴(–  6, 2), 𝐴𝐴(2 , 8 ), 𝐴𝐴(6, −7), 𝐷𝐷(1, −2) y 𝐴𝐴(−6, −7).

3.4 Traslación y rotación y de ejes 

𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑿𝑿′𝑿𝑿′𝑿𝑿′

𝑿𝑿′(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑿𝑿 ∥ 𝑿𝑿′ +𝑿𝑿, +𝑿𝑿’ 𝑿𝑿′ 𝑿𝑿′𝑿𝑿′
 Traslación de Ejes del Sistema 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿 Figura 34

𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑿𝑿′ 𝑿𝑿′𝑿𝑿
𝜃𝜃 +𝑿𝑿 𝑎𝑎  𝑿𝑿′  y  0 <  < 𝜋𝜋
𝑿𝑿′ 𝑿𝑿′𝑿𝑿 Rotación de Ejes Figura 35

Figura 34. Traslación de ejes   Figura 35. Rotación de ejes 

3.5 Relación entre las coordenadas de un punto en la traslación de ejes 

𝒊𝒊 = (1, 0) y 𝒋𝒋 = (0, 1)𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿;  𝒊𝒊´ = (1, 0) y  𝒋𝒋´ =  (0, 1)𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑿𝑿’𝑿𝑿’ 𝑿𝑿’. 

 𝒊𝒊 = 𝒊𝒊 ’  𝑦𝑦  𝒋𝒋 = 𝒋𝒋 ’

 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿 y 𝑃𝑃(𝑥𝑥’, 𝑦𝑦’) 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑿𝑿′𝑿𝑿′𝑿𝑿′,

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (x, y) = x 𝒊𝒊 + y 𝒋𝒋; 

𝐎𝐎′P⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (x’, y’) = x′𝒊𝒊′ + y′𝒋𝒋′; 
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O𝐎𝐎′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (a, b) = a 𝒊𝒊 + b 𝒋𝒋.

método del triángulo

O𝐎𝐎’⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ =  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  P𝐎𝐎’⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗   – 𝐎𝐎’𝐏𝐏⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 = 𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋 – 𝑥𝑥′𝒊𝒊′–  𝑦𝑦’𝒋𝒋′.

𝒊𝒊 = 𝒊𝒊’ y 𝒋𝒋 = 𝒋𝒋’, 𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 = 𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋 – 𝑥𝑥′𝒊𝒊–  𝑦𝑦’𝒋𝒋.

𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 = (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)𝒊𝒊 + (𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′)𝒋𝒋.

𝑶𝑶 = (𝑥𝑥 – 𝑥𝑥′)𝒊𝒊 + (𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′)𝒋𝒋  –  𝑎𝑎𝒊𝒊  –  𝑏𝑏𝒋𝒋.

(𝑥𝑥 – 𝑥𝑥′–  𝑎𝑎)𝒊𝒊 + (𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′–  𝑏𝑏 )𝒋𝒋 = 𝟎𝟎.

i j

𝑥𝑥 –  𝑥𝑥′ –  𝑎𝑎 = 0     𝑦𝑦 –  𝑦𝑦′ –  𝑏𝑏 = 0.

𝑥𝑥, 𝑦𝑦

𝑥𝑥 =  𝑎𝑎 + 𝑥𝑥′;

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 + 𝑦𝑦′

Nota:
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O𝐎𝐎′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = (a, b) = a 𝒊𝒊 + b 𝒋𝒋.

método del triángulo

O𝐎𝐎’⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ =  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  P𝐎𝐎’⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ =  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗   – 𝐎𝐎’𝐏𝐏⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 = 𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋 – 𝑥𝑥′𝒊𝒊′–  𝑦𝑦’𝒋𝒋′.

𝒊𝒊 = 𝒊𝒊’ y 𝒋𝒋 = 𝒋𝒋’, 𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 = 𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋 – 𝑥𝑥′𝒊𝒊–  𝑦𝑦’𝒋𝒋.

𝑎𝑎𝒊𝒊 + 𝑏𝑏𝒋𝒋 = (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′)𝒊𝒊 + (𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′)𝒋𝒋.

𝑶𝑶 = (𝑥𝑥 – 𝑥𝑥′)𝒊𝒊 + (𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′)𝒋𝒋  –  𝑎𝑎𝒊𝒊  –  𝑏𝑏𝒋𝒋.

(𝑥𝑥 – 𝑥𝑥′–  𝑎𝑎)𝒊𝒊 + (𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′–  𝑏𝑏 )𝒋𝒋 = 𝟎𝟎.

i j

𝑥𝑥 –  𝑥𝑥′ –  𝑎𝑎 = 0     𝑦𝑦 –  𝑦𝑦′ –  𝑏𝑏 = 0.

𝑥𝑥, 𝑦𝑦

𝑥𝑥 =  𝑎𝑎 + 𝑥𝑥′;

𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 + 𝑦𝑦′

Nota:

 

O𝐎𝐎′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ =  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗   – 𝐎𝐎′𝐏𝐏⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ .

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)– (𝑥𝑥′, 𝑦𝑦′) =  (𝑥𝑥 – 𝑥𝑥′, 𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′).

𝑥𝑥 𝑦𝑦

 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥 – 𝑥𝑥′;

𝑏𝑏 = 𝑦𝑦 – 𝑦𝑦′.

Ejercicio:

𝐴𝐴(– 10, 10) y 𝐵𝐵(−5, −4) 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿
𝐶𝐶(7, 5) y 𝐷𝐷(– 4, – 6) 𝑿𝑿′𝑿𝑿′𝑿𝑿′ 𝑿𝑿’(8, 6) en 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿

𝐴𝐴 𝑦𝑦 𝐵𝐵 𝑿𝑿′𝑿𝑿′𝑿𝑿′ 𝐶𝐶 y 𝐷𝐷 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿.

3.6 Transformación de coordenadas en la rotación de ejes 

𝒊𝒊 = (1, 0) y 𝒋𝒋 = (0, 1)𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿;

 𝒊𝒊′ = (1, 0)y 𝒋𝒋′ = (0, 1)𝑒𝑒𝑒𝑒  𝑿𝑿′𝑿𝑿′𝑿𝑿. 

Observación: 

 𝒊𝒊 ≠ 𝒊𝒊′  𝑦𝑦   𝒋𝒋 𝒋𝒋′

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) en 𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿𝑿 𝑃𝑃(𝑥𝑥′, 𝑦𝑦′) en 𝑿𝑿′𝑿𝑿′𝑿𝑿

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (x, y) = x𝒊𝒊 + y𝒋𝒋; 

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (x’, y’) = x’𝒊𝒊′ +  y’𝒋𝒋′. 
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𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋 =  𝑥𝑥’𝒊𝒊′ +  𝑦𝑦’𝒋𝒋′.        (1)

Figura 36. Transformación de 
coordenadas, parte 1 

 Figura 37. Transformación de 
coordenadas, parte 2 

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝒊𝒊′; 

OD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + OE⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OF⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝒋𝒋′.       (𝟐𝟐)

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ||𝒊𝒊 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ||𝒋𝒋 OD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ||𝒊𝒊, OE⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ||j

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OA𝒊𝒊, OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OB𝒋𝒋, OD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = – OD𝒊𝒊 y  OE⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OE𝒋𝒋. 

𝑂𝑂𝑂𝑂𝒊𝒊 + 𝑂𝑂𝑂𝑂𝒋𝒋 =  𝒊𝒊′, – 𝑂𝑂𝑂𝑂𝒊𝒊 + 𝑂𝑂𝑂𝑂𝒋𝒋 = 𝒋𝒋′.      (𝟑𝟑)

Observación: 

OD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −OD𝒊𝒊 OD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝒊𝒊

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝑂𝑂
𝑂𝑂𝐶𝐶  = 𝑂𝑂𝑂𝑂

||𝒊𝒊||  = 𝑂𝑂𝑂𝑂
1 =  𝑂𝑂𝑂𝑂;

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑂𝑂𝐶𝐶
||𝒊𝒊||  = 𝑂𝑂𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝑂𝑂;

 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑂𝑂𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝐸𝐸

||𝒋𝒋′||  = 𝐸𝐸𝐸𝐸
1  = 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝑂𝑂𝑂𝑂;

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝐸𝐸
||𝒋𝒋′|| = 𝑂𝑂𝐸𝐸.

(𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶)𝒊𝒊 + (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)𝒋𝒋 =  𝒊𝒊′;

−(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)𝒊𝒊 + (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶)𝒋𝒋 =  𝒋𝒋′.

(𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) = 𝒊𝒊′; 

(– 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶) =  𝒋𝒋′.

𝒊𝒊′𝒚𝒚  𝒋𝒋′

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  𝑥𝑥′(𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) +  𝑦𝑦′(– 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶);

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑥𝑥′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) + (– 𝑦𝑦′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑦𝑦′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶);

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶   – 𝑦𝑦′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑥𝑥′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆   +  𝑦𝑦′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶).

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  –  𝑦𝑦′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆;

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝑦𝑦′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶

 𝑥𝑥’, 𝑦𝑦’

𝑥𝑥′ =  𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 +  𝑦𝑦𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝐶𝐶;

𝑦𝑦′ =– 𝑥𝑥𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝐶𝐶.

Transformación de Coordenadas (ver 
Figura 36, Figura 37)
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𝑥𝑥𝒊𝒊 + 𝑦𝑦𝒋𝒋 =  𝑥𝑥’𝒊𝒊′ +  𝑦𝑦’𝒋𝒋′.        (1)

Figura 36. Transformación de 
coordenadas, parte 1 

 Figura 37. Transformación de 
coordenadas, parte 2 

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OC⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝒊𝒊′; 

OD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + OE⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OF⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = 𝒋𝒋′.       (𝟐𝟐)

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ||𝒊𝒊 OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ||𝒋𝒋 OD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ||𝒊𝒊, OE⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ||j

OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OA𝒊𝒊, OB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OB𝒋𝒋, OD⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = – OD𝒊𝒊 y  OE⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OE𝒋𝒋. 

𝑂𝑂𝑂𝑂𝒊𝒊 + 𝑂𝑂𝑂𝑂𝒋𝒋 =  𝒊𝒊′, – 𝑂𝑂𝑂𝑂𝒊𝒊 + 𝑂𝑂𝑂𝑂𝒋𝒋 = 𝒋𝒋′.      (𝟑𝟑)

Observación: 

OD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −OD𝒊𝒊 OD⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝒊𝒊

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝑂𝑂
𝑂𝑂𝐶𝐶  = 𝑂𝑂𝑂𝑂

||𝒊𝒊||  = 𝑂𝑂𝑂𝑂
1 =  𝑂𝑂𝑂𝑂;

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑂𝑂𝐶𝐶
||𝒊𝒊||  = 𝑂𝑂𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝑂𝑂;

 

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝐸𝐸𝐸𝐸
𝑂𝑂𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝐸𝐸

||𝒋𝒋′||  = 𝐸𝐸𝐸𝐸
1  = 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝑂𝑂𝑂𝑂;

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝐸𝐸
||𝒋𝒋′|| = 𝑂𝑂𝐸𝐸.

(𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶)𝒊𝒊 + (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)𝒋𝒋 =  𝒊𝒊′;

−(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)𝒊𝒊 + (𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶)𝒋𝒋 =  𝒋𝒋′.

(𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) = 𝒊𝒊′; 

(– 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶) =  𝒋𝒋′.

𝒊𝒊′𝒚𝒚  𝒋𝒋′

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  𝑥𝑥′(𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) + 𝑦𝑦′(– 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶);

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶, 𝑥𝑥′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) + (– 𝑦𝑦′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑦𝑦′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶);

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶   – 𝑦𝑦′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝑥𝑥′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆   +  𝑦𝑦′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶).

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶  –  𝑦𝑦′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆;

𝑦𝑦 = 𝑥𝑥′𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝑦𝑦′𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶

 𝑥𝑥’, 𝑦𝑦’

𝑥𝑥′ =  𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 +  𝑦𝑦𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝐶𝐶;

𝑦𝑦′ =– 𝑥𝑥𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝑦𝑦𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 𝐶𝐶.

Transformación de Coordenadas (ver 
Figura 36, Figura 37)
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Ejercicios:

𝐴𝐴(– 8, 8), 𝐵𝐵(6, 10), 𝐶𝐶(8, – 4) 𝑦𝑦  𝐷𝐷(– 4, – 9)  en  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋
𝐸𝐸(6√2, 4√2), 𝐹𝐹(– 3√2, – 3√2), 𝐺𝐺 (– 9 √2

2 , 9 √2
2 ) 𝑦𝑦 𝐻𝐻(12, 15) en  𝑋𝑋’𝑋𝑋’𝑋𝑋

+𝑋𝑋 𝑎𝑎 + 𝑋𝑋′de 450

 

 

 𝐴𝐴𝐵𝐵, 𝐴𝐴𝐶𝐶 𝑦𝑦 𝐶𝐶𝐷𝐷 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋′𝑋𝑋′𝑋𝑋

 𝑀𝑀(– 3, 7) 𝑦𝑦 𝑁𝑁(6, – 5) 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑀𝑀 𝑦𝑦 𝑁𝑁
𝑋𝑋′𝑋𝑋′𝑋𝑋 𝑀𝑀𝑁𝑁

 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑋𝑋′𝑋𝑋′𝑋𝑋′, 𝑋𝑋′(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑋𝑋′′𝑋𝑋′′𝑋𝑋′ +𝑋𝑋′𝑎𝑎 + 𝑋𝑋′′ 𝑒𝑒𝑒𝑒  
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Sugerencia: 

𝐶𝐶𝐶𝐶𝑒𝑒450 = √2
2 ;  𝑆𝑆𝑒𝑒𝑒𝑒450 = √2

2 .

3.7 Sistema Cartesiano Rectangular Tridimensional 

𝑋𝑋, 𝑋𝑋, 𝑍𝑍 𝑋𝑋
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 Figura 38. Sistema cartesiano 
rectangular tridimensional, parte 1 

 Figura 39. Sistema cartesiano 
rectangular tridimensional, parte 2 

𝑃𝑃  P, 

 PQ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⊥ P P. 

La proyección de P sobre P, se indica, así: 𝑄𝑄 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃P 𝑃𝑃. 

𝐴𝐴 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑿𝑿𝑿𝑿𝑃𝑃;  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑿𝑿𝐴𝐴 = 𝐷𝐷 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑿𝑿𝐶𝐶; 𝐷𝐷(𝑥𝑥)en 𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝐷𝐷(𝑥𝑥, 0)en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 y en 𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋

𝐵𝐵 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑿𝑿𝒀𝒀𝑃𝑃, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑿𝑿𝐵𝐵 = 𝐸𝐸 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑿𝑿𝐴𝐴;  𝐸𝐸(𝑃𝑃)en 𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝐸𝐸(𝑃𝑃, 0) en 𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋 y en 𝑋𝑋𝑋𝑋0;

𝐶𝐶 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑿𝑿𝒀𝒀𝑃𝑃, 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝒀𝒀𝐶𝐶 = 𝐹𝐹 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝒀𝒀𝐶𝐶;  𝐹𝐹(𝑧𝑧)en 𝑍𝑍𝑋𝑋, 𝐹𝐹(𝑧𝑧, 0)en 𝑍𝑍𝑋𝑋𝑋𝑋 y en 𝑍𝑍𝑋𝑋𝑋𝑋

𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑃𝑃) en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝐴𝐴(𝑥𝑥, 𝑃𝑃, 0)en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋 𝑃𝑃 𝐷𝐷 (𝑥𝑥, 0, 0)en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋;

𝐵𝐵(𝑃𝑃, 𝑧𝑧)en 𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋, 𝐵𝐵(0, 𝑃𝑃, 𝑧𝑧)en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋 𝑃𝑃 𝐸𝐸 (0, 𝑃𝑃, 0)en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋

 𝐶𝐶(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)en 𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋, 𝐶𝐶(𝑥𝑥, 0, 𝑧𝑧)en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋 𝑃𝑃 𝐹𝐹 (0, 0, 𝑧𝑧)en 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋.

(𝑥𝑥, 𝑃𝑃, 𝑧𝑧)
 𝑃𝑃 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑍𝑍𝑋𝑋 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑃𝑃, 𝑧𝑧)
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3.8 Octantes 

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋

𝑋𝑋𝑋𝑋 plano del “piso”
𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 o “lateral”

Figura 38 +𝑋𝑋, +𝑋𝑋 𝑦𝑦 + 𝑋𝑋
+𝑋𝑋, +𝑋𝑋 𝑦𝑦 − 𝑋𝑋

+𝑋𝑋, – 𝑋𝑋 𝑦𝑦– 𝑋𝑋.

3.9 Sistema Coordenado Levógiro y Dextrógiro 

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑋𝑋𝑋𝑋 +𝑋𝑋
+𝑋𝑋 +𝑋𝑋

Levógiro. 

 – 𝑋𝑋  +𝑋𝑋
+𝑋𝑋

Dextrógiro

+𝑋𝑋
𝑋𝑋 +𝑋𝑋 +𝑋𝑋

Figura 39

+𝑋𝑋 +𝑋𝑋 – 𝑋𝑋
tornilla, se procede a “sacar” el tornillo de su lugar.

regla de la mano derecha
+𝑋𝑋 +𝑋𝑋

+𝑋𝑋

𝑋𝑋𝑋𝑋 +𝑋𝑋 +𝑋𝑋
+𝑋𝑋 regla de 
la mano izquierda Figura 40

+𝑋𝑋 +𝑋𝑋 
+𝑋𝑋
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tornilla, se procede a “sacar” el tornillo de su lugar.
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+𝑋𝑋

 

+𝑍𝑍
𝑂𝑂 +𝑋𝑋 +𝑌𝑌

– 𝑍𝑍 Figura 40

 Figura 40. Tornillo de rosca a 
derecha 

Figura 41. Tornillo de rosca a 
izquierda  

  

Figura 42. Vectores unitarios en XYZO  

 

 +𝑍𝑍
 𝑂𝑂 +𝑋𝑋 +𝑌𝑌

+𝑍𝑍 Figura 41

𝒊𝒊 = (1, 0, 0), 𝒋𝒋 = (0, 1, 0) y 𝒌𝒌 = (0, 0, 1)
𝒌𝒌 = 𝒊𝒊  𝒋𝒋 𝒊𝒊 𝒋𝒋 

𝒌𝒌 𝒊𝒊, 𝒋𝒋, 𝒌𝒌
Figura 42

 𝒖𝒖 𝑦𝑦 𝒗𝒗, 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗 
𝒖𝒖 𝑎𝑎 𝒗𝒗

𝒖𝒖, 𝒗𝒗 y 𝒖𝒖 × 𝒗𝒗
Figura 39
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Observación:

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 
Figura 39

𝑋𝑋𝑋𝑋 +𝑋𝑋
+𝑋𝑋 +𝑋𝑋

– 𝑋𝑋

00 1800
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Observación:

𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 
Figura 39

𝑋𝑋𝑋𝑋 +𝑋𝑋
+𝑋𝑋 +𝑋𝑋

– 𝑋𝑋

00 1800

CAPÍTULO 4. 
FORMAS LINEALES CON ENFOQUE VECTORIAL 

Autor:  
Segundo Javier Caicedo Zambrano4 

ℝ2 ℝ3

Formas Lineales

4.1 La recta en ℝ𝟐𝟐 

𝑅𝑅(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), 𝑆𝑆 (𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2)
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑥𝑥¨1 ≠  𝑥𝑥2  o  𝑦𝑦1 ≠  𝑦𝑦2 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ ≠ 𝟎𝟎.

 𝑳𝑳 = {𝑃𝑃 ∈ 𝑋𝑋𝑋𝑋/ 𝑅𝑅𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  𝑅𝑅𝑆𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;    ∈ ℝ }
𝑅𝑅 y 𝑆𝑆.

RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ vector direccional 𝑳𝑳 𝑳𝑳 

RP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || RS⃗⃗ ⃗⃗⃗  y RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ ≠ 𝟎𝟎 𝑃𝑃  
 𝝀𝝀, 

RP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  RS⃗⃗ ⃗⃗⃗.      ① 

① Ecuación Vectorial de L

RP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = RO⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  RS⃗⃗ ⃗⃗⃗  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −RO⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ −RO⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗

 OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +   RS⃗⃗ ⃗⃗⃗.      ② 
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 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  (𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =  𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +   𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =
  – 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +   𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ②

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = (1 –  )OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +   OS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = (x, y), OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = (x1, y1), RS⃗⃗ ⃗⃗⃗  = (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 , 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1).

 ②  

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) +   𝜆𝜆 (𝑥𝑥2 – 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1).      ③

③, la Ecuación Paramétrica de 𝑳𝑳 
, (𝑥𝑥, 𝑦𝑦),

𝑃𝑃

𝐹𝐹: ℝ →  ℝ2, tal que, 𝐹𝐹(𝜆𝜆) =
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦).

③  

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) + ([𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1], [ 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1])
= (𝑥𝑥1 +  [𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1], 𝑦𝑦1 +  [ 𝑦𝑦2 −  𝑦𝑦1]).

𝑥𝑥  =  𝑥𝑥1  +  [𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1];   𝑦𝑦 =  𝑦𝑦1  +  [𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1].         ④ 

④ Ecuaciones Paramétricas
L

λ 𝑥𝑥¨1 ≠  𝑥𝑥2 , 𝑦𝑦1 ≠  𝑦𝑦2

𝑥𝑥 −  𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 −  𝑥𝑥1

 =   𝑦𝑦 −  𝑦𝑦1
𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

       ⑤ 

⑤ Ecuación Dos Puntos L

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1 =   𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2  −  𝑥𝑥1

 (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1);  𝑦𝑦 −  𝑦𝑦1 =  𝑚𝑚 (𝑥𝑥 −  𝑥𝑥1).    ⑥
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 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  (𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =  𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +   𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =
  – 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +   𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ②

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = (1 –  )OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +   OS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = (x, y), OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = (x1, y1), RS⃗⃗ ⃗⃗⃗  = (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 , 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1).

 ②  

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) +   𝜆𝜆 (𝑥𝑥2 – 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1).      ③

③, la Ecuación Paramétrica de 𝑳𝑳 
, (𝑥𝑥, 𝑦𝑦),

𝑃𝑃

𝐹𝐹: ℝ →  ℝ2, tal que, 𝐹𝐹(𝜆𝜆) =
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦).

③  

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) =  (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) + ([𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1], [ 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1])
= (𝑥𝑥1 +  [𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1], 𝑦𝑦1 +  [ 𝑦𝑦2 −  𝑦𝑦1]).

𝑥𝑥  =  𝑥𝑥1  +  [𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1];   𝑦𝑦 =  𝑦𝑦1  +  [𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1].         ④ 

④ Ecuaciones Paramétricas
L

λ 𝑥𝑥¨1 ≠  𝑥𝑥2 , 𝑦𝑦1 ≠  𝑦𝑦2

𝑥𝑥 −  𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 −  𝑥𝑥1

 =   𝑦𝑦 −  𝑦𝑦1
𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

       ⑤ 

⑤ Ecuación Dos Puntos L

𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1 =   𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2  −  𝑥𝑥1

 (𝑥𝑥 −  𝑥𝑥1);  𝑦𝑦 −  𝑦𝑦1 =  𝑚𝑚 (𝑥𝑥 −  𝑥𝑥1).    ⑥

 

⑥ ecuación punto-pendiente L

𝑚𝑚 = 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

= 𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦2
𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2

.

𝑚𝑚
pendiente L,

 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑚𝑚

𝑚𝑚 > 0 𝑦𝑦  𝑚𝑚 < 0
y, Figura 43 Figura 44

Figura 43. Recta con pendiente positiva Figura 44. Recta con pendiente 
negativa 

𝑚𝑚 𝑦𝑦 ⑥  

𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑥𝑥 –  𝑚𝑚𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1.

𝑛𝑛 =– 𝑚𝑚𝑥𝑥1 + 𝑦𝑦1 ecuación punto-pendiente
 𝑳𝑳

𝑦𝑦 = 𝑚𝑚𝑥𝑥 + 𝑛𝑛.       ⑦ 

⑦ Ecuación Punto-Pendiente, 
𝑌𝑌 n

𝐼𝐼(0, 𝑛𝑛)

⑤: 

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)( 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) =   (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)( 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1), donde  𝑥𝑥1 ≠  𝑥𝑥2 o 𝑦𝑦1 ≠ 𝑦𝑦2.
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𝑥𝑥 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) − 𝑥𝑥1 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) =  𝑦𝑦 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) − 𝑦𝑦1 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1);

𝑥𝑥 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)  − 𝑥𝑥1 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)  −  𝑦𝑦 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)  +  𝑦𝑦1 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)  =  0.

𝑎𝑎 =  𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1; 𝑏𝑏 = −(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1),

𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥1  +  𝑏𝑏 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏𝑦𝑦1  = 0 o  𝑎𝑎𝑥𝑥  +  𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑥𝑥1  − 𝑏𝑏𝑦𝑦1 =  0.

𝑐𝑐 = − 𝑎𝑎𝑥𝑥1 − 𝑏𝑏𝑦𝑦1

𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 =  0.          ⑧ 

⑧ Ecuación General 𝑳𝑳 𝑎𝑎 ≠ 0 o  𝑏𝑏 ≠ 0 𝑎𝑎
𝑏𝑏

Consideraciones

𝑎𝑎 = 0 𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦2 = 0 𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦2.

RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1, 0) = (𝑏𝑏, 0) = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

A (𝑏𝑏, 0) 𝑋𝑋 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗
L, Figura 45

⑧  0𝑥𝑥 +  𝑏𝑏𝑦𝑦 +  𝑐𝑐 =  0. 0𝑥𝑥 =  0 𝑥𝑥

𝑏𝑏𝑦𝑦 +  𝑐𝑐 = 0; 𝑏𝑏𝑦𝑦 = – 𝑐𝑐; 𝑦𝑦 = – 𝑐𝑐
𝑏𝑏 =  𝑘𝑘.

Conclusión: 

𝑦𝑦 =  𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑥𝑥
𝑋𝑋 Figura 45

 

Figura 45. Recta paralela al eje X 

 

Figura 46. Recta paralela al eje Y 
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𝑥𝑥 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) − 𝑥𝑥1 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) =  𝑦𝑦 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) − 𝑦𝑦1 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1);

𝑥𝑥 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)  − 𝑥𝑥1 (𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)  −  𝑦𝑦 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)  +  𝑦𝑦1 (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)  =  0.

𝑎𝑎 =  𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1; 𝑏𝑏 = −(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1),

𝑎𝑎𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥1  +  𝑏𝑏 𝑦𝑦 − 𝑏𝑏𝑦𝑦1  = 0 o  𝑎𝑎𝑥𝑥  +  𝑏𝑏𝑦𝑦 − 𝑎𝑎𝑥𝑥1  − 𝑏𝑏𝑦𝑦1 =  0.

𝑐𝑐 = − 𝑎𝑎𝑥𝑥1 − 𝑏𝑏𝑦𝑦1

𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 =  0.          ⑧ 

⑧ Ecuación General 𝑳𝑳 𝑎𝑎 ≠ 0 o  𝑏𝑏 ≠ 0 𝑎𝑎
𝑏𝑏

Consideraciones

𝑎𝑎 = 0 𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦2 = 0 𝑦𝑦1 = 𝑦𝑦2.

RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1, 0) = (𝑏𝑏, 0) = OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

A (𝑏𝑏, 0) 𝑋𝑋 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗
L, Figura 45

⑧  0𝑥𝑥 +  𝑏𝑏𝑦𝑦 +  𝑐𝑐 =  0. 0𝑥𝑥 =  0 𝑥𝑥

𝑏𝑏𝑦𝑦 +  𝑐𝑐 = 0; 𝑏𝑏𝑦𝑦 = – 𝑐𝑐; 𝑦𝑦 = – 𝑐𝑐
𝑏𝑏 =  𝑘𝑘.

Conclusión: 

𝑦𝑦 =  𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝑥𝑥
𝑋𝑋 Figura 45

 

Figura 45. Recta paralela al eje X 

 

Figura 46. Recta paralela al eje Y 

 

Figura 47. Recta con interceptos en los 
ejes coordenados  

𝑏𝑏 = 0 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 =  0 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1
𝑥𝑥 = ℎ ℎ 𝑦𝑦

𝑌𝑌 Figura 46

𝑋𝑋 900

𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑎𝑎 ≠ 0 y 𝑏𝑏 ≠ 0, Figura 46

𝑚𝑚 = − 𝑎𝑎
𝑏𝑏.

𝑥𝑥 =  0 𝑦𝑦 ⑧ 𝑦𝑦 = – 𝒄𝒄
𝒃𝒃.

𝑀𝑀 (0, –  𝑐𝑐/𝑏𝑏) 𝐿𝐿 𝑌𝑌

𝑦𝑦 =  0 𝑥𝑥 ⑧ 𝑥𝑥 = – 𝑐𝑐
𝑎𝑎.

𝑁𝑁 (–  𝑐𝑐/𝑎𝑎, 0, ) 𝐿𝐿 𝑋𝑋

𝑐𝑐 ≠ 0 ⑧

𝑥𝑥
−𝑐𝑐/𝑎𝑎 +  𝑦𝑦

− 𝑐𝑐/𝑏𝑏 = 1.      ⑨ 

⑨ la ecuación de los interceptos de 𝐿𝐿 Figura 47  

𝑐𝑐 = 0 𝑶𝑶 𝑳𝑳
𝑋𝑋 𝑌𝑌
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⑤

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)( 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) =   (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)( 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1);

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)( 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) –  (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1) ( 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) = 0.

| 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

| = 0, o  |
𝑥𝑥 𝑦𝑦 1
𝑥𝑥1 𝑦𝑦1 1
𝑥𝑥2 𝑦𝑦2 1

| = 0.     ⑩ 

⑩ Ecuación en Determinante L.

ecuación punto pendiente

𝒗𝒗 𝑳𝑳 (𝒗𝒗⊥𝑳𝑳) 𝒗𝒗 ⊥ 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑅𝑅 y 𝑅𝑅 𝑳𝑳.

 𝒗𝒗 ⊥ 𝑳𝑳 𝒗𝒗 ⊥ 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑅𝑅 𝑳𝑳 
𝑅𝑅 𝑳𝑳

𝑳𝑳, normal 𝑳𝑳.

Afirmación: 

𝑳𝑳: 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 =  0;  𝑵𝑵 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) normal L

Demostración:

𝑅𝑅(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 𝑳𝑳 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐 = 0.

𝑎𝑎, 𝑏𝑏

𝑎𝑎(𝑥𝑥 – 𝑥𝑥1)  +  𝑏𝑏(𝑦𝑦 – 𝑦𝑦1) = 0.

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) •  (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1) = 0 = 𝑁𝑁 •  𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .



Capítulo 4. Formas lineales con enfoque vectorial - Segundo Javier Caicedo Zambrano 89

 

⑤

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)( 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) =   (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1)( 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1);

(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1)( 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1) –  (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1) ( 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) = 0.

| 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

| = 0, o  |
𝑥𝑥 𝑦𝑦 1
𝑥𝑥1 𝑦𝑦1 1
𝑥𝑥2 𝑦𝑦2 1

| = 0.     ⑩ 

⑩ Ecuación en Determinante L.

ecuación punto pendiente

𝒗𝒗 𝑳𝑳 (𝒗𝒗⊥𝑳𝑳) 𝒗𝒗 ⊥ 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑅𝑅 y 𝑅𝑅 𝑳𝑳.

 𝒗𝒗 ⊥ 𝑳𝑳 𝒗𝒗 ⊥ 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝑅𝑅 𝑳𝑳 
𝑅𝑅 𝑳𝑳

𝑳𝑳, normal 𝑳𝑳.

Afirmación: 

𝑳𝑳: 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 =  0;  𝑵𝑵 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) normal L

Demostración:

𝑅𝑅(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 𝑳𝑳 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐 = 0.

𝑎𝑎, 𝑏𝑏

𝑎𝑎(𝑥𝑥 – 𝑥𝑥1)  +  𝑏𝑏(𝑦𝑦 – 𝑦𝑦1) = 0.

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) •  (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1) = 0 = 𝑁𝑁 •  𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .

 

 𝑁𝑁 • 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 𝑅𝑅 (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝐿𝐿
𝑁𝑁 ⊥ 𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , es decir, 𝑁𝑁 ⊥ 𝑳𝑳. 

𝑵𝑵 ≠ 𝟎𝟎 𝑵𝑵 𝑳𝑳

Nota: 

𝑎𝑎 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 =  0

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) • (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = – 𝑐𝑐  o   𝑁𝑁 •  𝑂𝑂𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = – 𝑐𝑐; 

𝑁𝑁 • 𝑂𝑂𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑘𝑘 (constante).    ⑪

⑪ Ecuación en Producto Escalar
𝑵𝑵 𝑅𝑅

L: 𝑎𝑎 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑦𝑦 + 𝑐𝑐 =  0  𝐴𝐴(𝑘𝑘, ℎ) 𝑋𝑋𝑋𝑋
Figura 48

Figura 48. Distancia de un punto a una recta 

𝐴𝐴 𝑳𝑳,

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝑳𝑳) = 𝐴𝐴𝐴𝐴; AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⊥ 𝑳𝑳 L

Afirmación: 

𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝑳𝑳) =  
|𝑎𝑎𝑘𝑘 + 𝑏𝑏ℎ + 𝑐𝑐|

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
.
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Demostración:

𝐵𝐵(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐 = 0
𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 =– 𝑐𝑐

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⊥ 𝑳𝑳 𝑵𝑵 ⊥ 𝑳𝑳  𝑵𝑵 =  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || 𝐍𝐍. 

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || N

|𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵|  =  ||𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || × ||𝑵𝑵||  =  𝐴𝐴𝐵𝐵 ||𝑵𝑵||.

||𝑵𝑵||

𝐴𝐴𝐵𝐵 = |𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵|
||𝑵𝑵|| .      (∗)

, 

 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • 𝐍𝐍 = (𝑥𝑥1–  k 𝑦𝑦1 –  h) •  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏)  =  (𝑥𝑥1–  k)𝑎𝑎 + (𝑦𝑦1–  h)𝑏𝑏 
=  𝑎𝑎𝑥𝑥1–  𝑎𝑎k + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 –  𝑏𝑏h.

 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • 𝐍𝐍 = 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 – 𝑎𝑎k  –  𝑏𝑏h.

𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 –  𝑐𝑐

 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • 𝐍𝐍 = – 𝑐𝑐 –  𝑎𝑎k  –  𝑏𝑏h = (– 1)(𝑎𝑎k + 𝑏𝑏h + 𝑐𝑐);

|𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵|  =  |(– 1) (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏ℎ + 𝑐𝑐) |  =  | 𝑎𝑎𝑎𝑎 +  𝑏𝑏ℎ +  𝑐𝑐 |;

|𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵| =  | 𝑎𝑎𝑎𝑎 +  𝑏𝑏ℎ +  𝑐𝑐 | 𝑦𝑦  ||𝑵𝑵|| =  √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2.

*

𝐴𝐴𝐵𝐵 =  𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝑳𝑳) =  
|𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏ℎ + 𝑐𝑐|

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
.

 

 𝐴𝐴(80, –  90) 𝑦𝑦 𝐵𝐵(100, 30)

 

 𝐶𝐶(– 80, – 50) y 𝐷𝐷(– 180, – 50) 

Solución:

 

𝑚𝑚 =   30 −  (− 90)
100 −  80    =   120

20    =  6.

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ecuación 
punto pendiente

𝑦𝑦 –  30 = 6 (𝑥𝑥 –  100).

𝑦𝑦
ecuación pendiente-corte

𝑦𝑦 = 6𝑥𝑥 –  570.

ecuación de la forma general

6𝑥𝑥 –  𝑦𝑦 –  570 =  0.

𝑵𝑵 =  (6, –  1) vector normal a la recta

Ecuación en producto escalar

(6, –  1) • (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)  =  570.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝒙𝒙, 𝒚𝒚); OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  (80, –  90); AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥 –  80, 𝑦𝑦 +  90);

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (100 –  80, 30 +  90) =  (20, 120).

 (𝑥𝑥 –  80, 𝑦𝑦 + 90) = (20, 120) o (𝒙𝒙,   𝒚𝒚) = (80, – 90) +  (20, 120).

De aquí, se tiene

𝑥𝑥 = 80 + 20;  𝑦𝑦 = – 90 +  120.

Ecuación de la recta en determinante

|
𝑥𝑥 𝑦𝑦 1

80 −90 1
100 30 1

| = 0.
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Demostración:

𝐵𝐵(𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1) 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 + 𝑐𝑐 = 0
𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 =– 𝑐𝑐

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⊥ 𝑳𝑳 𝑵𝑵 ⊥ 𝑳𝑳  𝑵𝑵 =  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || 𝐍𝐍. 

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || N

|𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵|  =  ||𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  || × ||𝑵𝑵||  =  𝐴𝐴𝐵𝐵 ||𝑵𝑵||.

||𝑵𝑵||

𝐴𝐴𝐵𝐵 = |𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵|
||𝑵𝑵|| .      (∗)

, 

 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • 𝐍𝐍 = (𝑥𝑥1–  k 𝑦𝑦1 –  h) •  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏)  =  (𝑥𝑥1–  k)𝑎𝑎 + (𝑦𝑦1–  h)𝑏𝑏 
=  𝑎𝑎𝑥𝑥1–  𝑎𝑎k + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 –  𝑏𝑏h.

 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • 𝐍𝐍 = 𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 – 𝑎𝑎k  –  𝑏𝑏h.

𝑎𝑎𝑥𝑥1 + 𝑏𝑏𝑦𝑦1 –  𝑐𝑐

 AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • 𝐍𝐍 = – 𝑐𝑐 –  𝑎𝑎k  –  𝑏𝑏h = (– 1)(𝑎𝑎k + 𝑏𝑏h + 𝑐𝑐);

|𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵|  =  |(– 1) (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏ℎ + 𝑐𝑐) |  =  | 𝑎𝑎𝑎𝑎 +  𝑏𝑏ℎ +  𝑐𝑐 |;

|𝐴𝐴𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  •  𝑵𝑵| =  | 𝑎𝑎𝑎𝑎 +  𝑏𝑏ℎ +  𝑐𝑐 | 𝑦𝑦  ||𝑵𝑵|| =  √𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2.

*

𝐴𝐴𝐵𝐵 =  𝑑𝑑(𝐴𝐴, 𝑳𝑳) =  
|𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏ℎ + 𝑐𝑐|

√𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2
.

 

 𝐴𝐴(80, –  90) 𝑦𝑦 𝐵𝐵(100, 30)

 

 𝐶𝐶(– 80, – 50) y 𝐷𝐷(– 180, – 50) 

Solución:

 

𝑚𝑚 =   30 −  (− 90)
100 −  80    =   120

20    =  6.

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ecuación 
punto pendiente

𝑦𝑦 –  30 = 6 (𝑥𝑥 –  100).

𝑦𝑦
ecuación pendiente-corte

𝑦𝑦 = 6𝑥𝑥 –  570.

ecuación de la forma general

6𝑥𝑥 –  𝑦𝑦 –  570 =  0.

𝑵𝑵 =  (6, –  1) vector normal a la recta

Ecuación en producto escalar

(6, –  1) • (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)  =  570.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝒙𝒙, 𝒚𝒚); OA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  (80, –  90); AP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥 –  80, 𝑦𝑦 +  90);

AB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (100 –  80, 30 +  90) =  (20, 120).

 (𝑥𝑥 –  80, 𝑦𝑦 + 90) = (20, 120) o (𝒙𝒙,   𝒚𝒚) = (80, – 90) +  (20, 120).

De aquí, se tiene

𝑥𝑥 = 80 + 20;  𝑦𝑦 = – 90 +  120.

Ecuación de la recta en determinante

|
𝑥𝑥 𝑦𝑦 1

80 −90 1
100 30 1

| = 0.
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 𝑚𝑚 =   − 50 − (− 50)
− 180 −  (− 80)  =   0

− 100  = 0.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝒙𝒙, 𝒚𝒚)       OC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 80, – 50).

CP⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝑥𝑥 + 80, 𝑦𝑦 + 50), CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 180 + 80, – 50 + 50)
= (– 100, 0).

Punto – pendiente  𝑦𝑦 + 50 =  0 (𝑥𝑥 +  80).

Pendiente-corte: 𝑦𝑦 = – 50  para todo real 𝑥𝑥.

0𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 50 = 0

Producto escalar (0, 1)  •  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)  = – 50

Vectorial (𝑥𝑥 +  80, 𝑦𝑦 +  50) =   (–  100, 0) (𝒙𝒙, 𝒚𝒚)

= (– 80, – 50) +   (–  100, 0).

Paramétricas 𝑥𝑥 =  – 80  –  100;  𝑦𝑦 = –  50 +  0 .

En determinante |
𝑥𝑥 𝑦𝑦 1

−80 −50 1
−180 −50 1

| = 0.

 

 𝑚𝑚 =  –  3/4 𝐸𝐸(−40, 300).
 𝐸𝐸(–  150, 200)  𝑵𝑵 = (50, −90) 

 𝐺𝐺(25, 18)  45° +𝑋𝑋

Solución

 ecuación punto-pendiente

𝑦𝑦 –  300 =  – 3
4 (𝑥𝑥 +  40)

 𝑦𝑦 =  – 3
4  𝑥𝑥 –  30 +  300 = − 3

4  𝑥𝑥 +  270.

𝑦𝑦 =  – 3
4  𝑥𝑥 +  270.
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 𝑚𝑚 =   − 50 − (− 50)
− 180 −  (− 80)  =   0

− 100  = 0.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝒙𝒙, 𝒚𝒚)       OC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 80, – 50).

CP⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (𝑥𝑥 + 80, 𝑦𝑦 + 50), CD⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (– 180 + 80, – 50 + 50)
= (– 100, 0).

Punto – pendiente  𝑦𝑦 + 50 =  0 (𝑥𝑥 +  80).

Pendiente-corte: 𝑦𝑦 = – 50  para todo real 𝑥𝑥.

0𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 50 = 0

Producto escalar (0, 1)  •  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)  = – 50

Vectorial (𝑥𝑥 +  80, 𝑦𝑦 +  50) =   (–  100, 0) (𝒙𝒙, 𝒚𝒚)

= (– 80, – 50) +   (–  100, 0).

Paramétricas 𝑥𝑥 =  – 80  –  100;  𝑦𝑦 = –  50 +  0 .

En determinante |
𝑥𝑥 𝑦𝑦 1

−80 −50 1
−180 −50 1

| = 0.

 

 𝑚𝑚 =  –  3/4 𝐸𝐸(−40, 300).
 𝐸𝐸(–  150, 200)  𝑵𝑵 = (50, −90) 

 𝐺𝐺(25, 18)  45° +𝑋𝑋

Solución

 ecuación punto-pendiente

𝑦𝑦 –  300 =  – 3
4 (𝑥𝑥 +  40)

 𝑦𝑦 =  – 3
4  𝑥𝑥 –  30 +  300 = − 3

4  𝑥𝑥 +  270.

𝑦𝑦 =  – 3
4  𝑥𝑥 +  270.

 

 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) (50, –  90) •  (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑘𝑘.

 50𝑥𝑥 –  90 𝑦𝑦 =  𝑘𝑘
 𝑘𝑘

𝐸𝐸(–  150, 200)

50(– 150)– 90(200) = – 25.500 = 𝑘𝑘.

𝑘𝑘: 50𝑥𝑥 –  90 𝑦𝑦 = –  25.500

   𝑦𝑦 = 5
9 𝑥𝑥 + 2.550

9 .

 𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇 45° =  1 ecuación pendiente corte

𝑦𝑦 − 18 =  1 (𝑥𝑥 –  25).

Ecuación pendiente corte  𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 –  7.

 

 𝐴𝐴(–  4, 7), B(3, 8), C(11, 2)
 a la recta 𝑳𝑳:   4𝑥𝑥 –  3𝑦𝑦 +  12 =  0.

 𝐷𝐷(– 10, –  6) 𝑦𝑦    𝐸𝐸(10, 6)a la recta  
𝑳𝑳: 𝑥𝑥 +  𝑦𝑦 –  4 =  0. 

Solución: 

  𝑵𝑵 = (4, –  3) 𝑳𝑳 ||𝑵𝑵||2 = 16 + 9 = 25
||𝑵𝑵|| = 5.

𝑑𝑑( 𝐴𝐴, 𝑳𝑳) =  
| 4(–  4)–  3(7) +  12|

5  =  
|– 16 –  21 +  12 |

5 ;

𝑑𝑑( 𝐴𝐴, 𝑳𝑳)  =  
|– 25|

5 = 25
5  =  5.

𝑑𝑑( 𝐵𝐵, 𝑳𝑳) =  
| 4(3)–  3(8) +  12|

5  =  
|12 –  24 +  12|

5 ;

𝑑𝑑( 𝐵𝐵, 𝑳𝑳)  =  0
5 =  0 𝐵𝐵
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𝑑𝑑( 𝐶𝐶, 𝑳𝑳) =  
| 4(11)–  3(2) +  12|

5  =  
|44 –  6 +  12|

5 .

𝑑𝑑( 𝐵𝐵, 𝑳𝑳)  =  
|50|

5  =  10.

 𝑵𝑵 =  (1, 1) 𝑳𝑳, 𝑦𝑦  ||𝑵𝑵||2 =  1 + 1 = 2
||𝑵𝑵|| = √2.

𝑑𝑑( 𝐷𝐷, 𝑳𝑳) =  
|1(– 10) +  1(–  6)–  4|

√2
 =

| – 10 –  6 –  4 |
√2

.

𝑑𝑑( 𝐷𝐷, 𝑳𝑳) =  
|–  20|

√2
 =  20

2  =  20 √2 
2 = 10√2.

𝑑𝑑( 𝐸𝐸 , 𝑳𝑳) =  
|1(10) +  1( 6)–  4|

√2
 =  

|10 +  6 –  4|
√2

.

𝑑𝑑( 𝐸𝐸, 𝑳𝑳) =  
|12|
√2

 =   12
√2

  =  12 √2 
2 =  6 √2.

 

a) 𝐴𝐴(−4, 3), 𝐵𝐵(2, −5); b) 𝐶𝐶(12, 15);   c) 𝐷𝐷(12,10); d) 𝐸𝐸(−20, 16), 𝐹𝐹(4, −4)

 ecuación pendiente-corte

 𝑚𝑚 = 15 𝐸𝐸(– 50, – 400).
 𝐸𝐸(250, 500) 𝑵𝑵 = (– 90, 40)

  𝐺𝐺(25, 18) 135° + 𝑋𝑋.

  𝐴𝐴(1, 2) 𝐵𝐵(2, 0) y 𝐶𝐶(12, 5)
𝑳𝑳:  4𝑥𝑥 –  3𝑦𝑦 +  12 = 0.

  𝐷𝐷(– 20, 4)  𝑦𝑦    𝐸𝐸(10, –  6)  

𝑳𝑳: 𝑥𝑥 +  𝑦𝑦 –  4 =  0. 
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𝑑𝑑( 𝐶𝐶, 𝑳𝑳) =  
| 4(11)–  3(2) +  12|

5  =  
|44 –  6 +  12|

5 .

𝑑𝑑( 𝐵𝐵, 𝑳𝑳)  =  
|50|

5  =  10.

 𝑵𝑵 =  (1, 1) 𝑳𝑳, 𝑦𝑦  ||𝑵𝑵||2 =  1 + 1 = 2
||𝑵𝑵|| = √2.

𝑑𝑑( 𝐷𝐷, 𝑳𝑳) =  
|1(– 10) +  1(–  6)–  4|

√2
 =

| – 10 –  6 –  4 |
√2

.

𝑑𝑑( 𝐷𝐷, 𝑳𝑳) =  
|–  20|

√2
 =  20

2  =  20 √2 
2 = 10√2.

𝑑𝑑( 𝐸𝐸 , 𝑳𝑳) =  
|1(10) +  1( 6)–  4|

√2
 =  

|10 +  6 –  4|
√2

.

𝑑𝑑( 𝐸𝐸, 𝑳𝑳) =  
|12|
√2

 =   12
√2

  =  12 √2 
2 =  6 √2.

 

a) 𝐴𝐴(−4, 3), 𝐵𝐵(2, −5); b) 𝐶𝐶(12, 15);   c) 𝐷𝐷(12,10); d) 𝐸𝐸(−20, 16), 𝐹𝐹(4, −4)

 ecuación pendiente-corte

 𝑚𝑚 = 15 𝐸𝐸(– 50, – 400).
 𝐸𝐸(250, 500) 𝑵𝑵 = (– 90, 40)

  𝐺𝐺(25, 18) 135° + 𝑋𝑋.

  𝐴𝐴(1, 2) 𝐵𝐵(2, 0) y 𝐶𝐶(12, 5)
𝑳𝑳:  4𝑥𝑥 –  3𝑦𝑦 +  12 = 0.

  𝐷𝐷(– 20, 4)  𝑦𝑦    𝐸𝐸(10, –  6)  

𝑳𝑳: 𝑥𝑥 +  𝑦𝑦 –  4 =  0. 

 

𝑳𝑳: 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0, y 𝑳𝑳′: 𝑎𝑎′𝑎𝑎 + 𝑏𝑏′𝑏𝑏 + 𝑐𝑐′ = 0. 

𝑚𝑚 = − 𝑏𝑏
𝑎𝑎  𝑏𝑏  𝑚𝑚′ = − 𝑏𝑏′

𝑎𝑎′ 𝑎𝑎 ≠ 0  𝑏𝑏  𝑎𝑎′ ≠  0.

𝑵𝑵 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) y  𝑵𝑵′ = (𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′) 𝑳𝑳 y  𝑳𝑳′, 

𝑳𝑳 || 𝑳𝑳′ sí y solo si 𝑵𝑵 || 𝑵𝑵′. 

𝑳𝑳 ⊥ 𝑳𝑳′sí y solo si 𝑵𝑵 ⊥ 𝑵𝑵′.

 𝑵𝑵 || 𝑵𝑵′ N 𝑵𝑵′ | 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑎𝑎′ 𝑏𝑏′| = 0

𝑎𝑎𝑏𝑏′ − 𝑎𝑎′𝑏𝑏 =  0.

−𝑎𝑎′𝑏𝑏 = −𝑎𝑎𝑏𝑏′  y − 𝑏𝑏
𝑎𝑎  = − 𝑏𝑏′

𝑎𝑎′  ⟹ 𝑚𝑚 =  𝑚𝑚′.

𝑵𝑵 ⊥ 𝑵𝑵′, 𝑵𝑵 • 𝑵𝑵′ = 0

 (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) •  (𝑎𝑎′, 𝑏𝑏′) = 0.

𝑎𝑎𝑎𝑎′ + 𝑏𝑏𝑏𝑏′ = 0
| 𝑎𝑎 𝑏𝑏
−𝑏𝑏′ 𝑎𝑎′| = 0

𝑎𝑎𝑎𝑎′ +  𝑏𝑏𝑏𝑏′ =  0 ⟹ 𝑏𝑏𝑏𝑏′ = −𝑎𝑎𝑎𝑎′𝑏𝑏  𝑏𝑏
𝑎𝑎  = − 𝑎𝑎

𝑏𝑏′ ⟹ −𝑚𝑚 =  1
𝑚𝑚′ ⟹ 𝑚𝑚𝑚𝑚′ = −1.

Conclusión: 

𝑳𝑳 || 𝑳𝑳′  si y solo si  | 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑎𝑎′ 𝑏𝑏′|  =  0, sí y solo sí 𝑚𝑚 = 𝑚𝑚′.

𝑳𝑳 ⊥ 𝑳𝑳′  si y solo si  | 𝑎𝑎 𝑏𝑏
−𝑏𝑏′ 𝑎𝑎′|  =  0, sí y solo si 𝑚𝑚 𝑚𝑚′ = −1.
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 𝑳𝑳: 𝑎𝑎𝑎𝑎 +  𝑏𝑏𝑏𝑏 +  𝑐𝑐 = 0  y  𝑳𝑳′: 𝑎𝑎′𝑎𝑎 +  𝑏𝑏′𝑏𝑏 +  𝑐𝑐′ = 0.

𝑳𝑳 𝑳𝑳′
2 × 2

4.2 El Plano en ℝ𝟑𝟑 

𝑄𝑄 (𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, 𝑠𝑠1), 𝑅𝑅 (𝑎𝑎2, 𝑏𝑏2, 𝑠𝑠2) y  𝑆𝑆 (𝑎𝑎3, 𝑏𝑏3, 𝑠𝑠3)
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋; 𝑄𝑄𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ≠ 𝑄𝑄𝑆𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗

P = {𝑃𝑃 / 𝑄𝑄𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆𝜆 𝑄𝑄𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝑡𝑡 𝑄𝑄𝑆𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝜆𝜆, 𝑡𝑡 ∈ ℝ},
𝑄𝑄, 𝑅𝑅 y 𝑆𝑆.

QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝜆𝜆 QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  t QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, o  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  OQ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝜆𝜆 QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  t QS.⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗     (1)

ecuación vectorial o paramétrica P.

𝜆𝜆 y 𝑡𝑡
𝑃𝑃

𝑃𝑃(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑧𝑧),

(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)

=  𝜆𝜆(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1) +  𝑡𝑡(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1)   (2)

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑧𝑧) =

(𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧1) +  𝜆𝜆(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏2 −  𝑏𝑏1, 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1) +  𝑡𝑡(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1).   (2)

 
  

𝐹𝐹: ℝ2 → ℝ3  ∕  𝐹𝐹(𝜆𝜆, 𝑡𝑡) = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑧𝑧).
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 𝑳𝑳: 𝑎𝑎𝑎𝑎 +  𝑏𝑏𝑏𝑏 +  𝑐𝑐 = 0  y  𝑳𝑳′: 𝑎𝑎′𝑎𝑎 +  𝑏𝑏′𝑏𝑏 +  𝑐𝑐′ = 0.

𝑳𝑳 𝑳𝑳′
2 × 2

4.2 El Plano en ℝ𝟑𝟑 

𝑄𝑄 (𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, 𝑠𝑠1), 𝑅𝑅 (𝑎𝑎2, 𝑏𝑏2, 𝑠𝑠2) y  𝑆𝑆 (𝑎𝑎3, 𝑏𝑏3, 𝑠𝑠3)
𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋; 𝑄𝑄𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ≠ 𝑄𝑄𝑆𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗

P = {𝑃𝑃 / 𝑄𝑄𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝜆𝜆 𝑄𝑄𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝑡𝑡 𝑄𝑄𝑆𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   𝜆𝜆, 𝑡𝑡 ∈ ℝ},
𝑄𝑄, 𝑅𝑅 y 𝑆𝑆.

QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝜆𝜆 QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  t QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗, o  OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  OQ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  +  𝜆𝜆 QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  +  t QS.⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗     (1)

ecuación vectorial o paramétrica P.

𝜆𝜆 y 𝑡𝑡
𝑃𝑃

𝑃𝑃(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑧𝑧),

(𝑎𝑎 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)

=  𝜆𝜆(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏2 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1) +  𝑡𝑡(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1)   (2)

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑧𝑧) =

(𝑎𝑎1, 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧1) +  𝜆𝜆(𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏2 −  𝑏𝑏1, 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1) +  𝑡𝑡(𝑎𝑎3 − 𝑎𝑎1, 𝑏𝑏3 − 𝑏𝑏1, 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1).   (2)

 
  

𝐹𝐹: ℝ2 → ℝ3  ∕  𝐹𝐹(𝜆𝜆, 𝑡𝑡) = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑧𝑧).

 

  𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 + 𝜆𝜆(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) +  𝑡𝑡(𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥1)        (3)

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1 +  𝜆𝜆(𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1)  +  𝑡𝑡(𝑡𝑡3 − 𝑡𝑡1)

𝑧𝑧 = 𝑧𝑧1 +  𝜆𝜆(𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1)  +  𝑡𝑡(𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1) 

 𝑥𝑥 =  𝑥𝑥1 +  𝜆𝜆𝜆𝜆 + 𝑡𝑡𝑡𝑡        (3) 

𝑦𝑦 = 𝑦𝑦1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝑧𝑧 =  𝑧𝑧1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆 + 𝑡𝑡𝑡𝑡 

𝜆𝜆 = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1, 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥1

𝜆𝜆 = 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1, 𝑡𝑡 = 𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦1

 𝜆𝜆 = 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1, 𝑡𝑡 = 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1

QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • (QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗   QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝜆𝜆 QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + t QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) • (QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗   QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)

QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • (QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗   QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝜆𝜆[ QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  •  (QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗   QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)] +  𝑡𝑡 [QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  • (QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗   QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗)] =  𝜆𝜆0 + t0
= 0;

QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • (QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗   QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 0.     (4)

𝑄𝑄, 𝑅𝑅, 𝑆𝑆 triple producto escalar

triple producto escalar,

|
𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1

𝑥𝑥2 −  𝑥𝑥1 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1

| = 0  o  |
𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑧𝑧 1
𝑥𝑥1 𝑦𝑦1 𝑧𝑧1 1
𝑥𝑥2 𝑦𝑦2 𝑧𝑧2 1
𝑥𝑥3 𝑦𝑦3 𝑧𝑧3 1

| = 0.    (5)
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ecuación del plano en determinante

𝐴𝐴 = |𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1
𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1

| = 𝐴𝐴;  𝐵𝐵 = |𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥1 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1

|  y  𝐶𝐶 = |𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦1

|.

𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) + 𝐵𝐵(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1) + 𝐶𝐶 (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)
= 0  y  𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑧𝑧 − (𝐴𝐴𝑥𝑥1 + 𝐵𝐵𝑦𝑦1 + 𝐶𝐶𝑧𝑧1) = 0.

𝐷𝐷 = −(𝐴𝐴𝑥𝑥1 + 𝐵𝐵𝑦𝑦1 + 𝐶𝐶𝑧𝑧1)

𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0.   (6)

 ecuación de la forma general del plano

Nota: 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶
𝐷𝐷 =  0

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷 ecuación segmentaria del plano: 

𝑥𝑥
− 𝐷𝐷/𝐴𝐴 + 𝑦𝑦

𝐷𝐷/𝐵𝐵  + 𝑧𝑧
𝐷𝐷/𝐶𝐶  =  1.    (7)

𝐸𝐸 (−𝐷𝐷/𝐴𝐴, 0,0), 𝐹𝐹 (0, −𝐷𝐷/𝐵𝐵, 0), 𝐺𝐺 (0, 0, −𝐷𝐷/𝐶𝐶)
𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍

 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍
trazas

Ejemplo: 

𝑄𝑄(20, – 30, 8);  𝑅𝑅(– 50,   40, – 12);  𝑆𝑆 (80, –  10, 60)
𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  (– 70,   70, – 20); QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (60, 20, 52); QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥 –  20, 𝑦𝑦 +  30, 𝑧𝑧 –  8).
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ecuación del plano en determinante

𝐴𝐴 = |𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1
𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦1 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1

| = 𝐴𝐴;  𝐵𝐵 = |𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥1 𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧1

|  y  𝐶𝐶 = |𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥1 𝑦𝑦3 − 𝑦𝑦1

|.

𝐴𝐴(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1) + 𝐵𝐵(𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1) + 𝐶𝐶 (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)
= 0  y  𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑧𝑧 − (𝐴𝐴𝑥𝑥1 + 𝐵𝐵𝑦𝑦1 + 𝐶𝐶𝑧𝑧1) = 0.

𝐷𝐷 = −(𝐴𝐴𝑥𝑥1 + 𝐵𝐵𝑦𝑦1 + 𝐶𝐶𝑧𝑧1)

𝐴𝐴𝑥𝑥 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑧𝑧 + 𝐷𝐷 = 0.   (6)

 ecuación de la forma general del plano

Nota: 

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶
𝐷𝐷 =  0

𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷 ecuación segmentaria del plano: 

𝑥𝑥
− 𝐷𝐷/𝐴𝐴 + 𝑦𝑦

𝐷𝐷/𝐵𝐵  + 𝑧𝑧
𝐷𝐷/𝐶𝐶  =  1.    (7)

𝐸𝐸 (−𝐷𝐷/𝐴𝐴, 0,0), 𝐹𝐹 (0, −𝐷𝐷/𝐵𝐵, 0), 𝐺𝐺 (0, 0, −𝐷𝐷/𝐶𝐶)
𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍

 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍
trazas

Ejemplo: 

𝑄𝑄(20, – 30, 8);  𝑅𝑅(– 50,   40, – 12);  𝑆𝑆 (80, –  10, 60)
𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) 

QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  (– 70,   70, – 20); QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (60, 20, 52); QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥 –  20, 𝑦𝑦 +  30, 𝑧𝑧 –  8).

 

 

QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ × QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗  =  (4.040, 2.440, –  5.600).

QP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ • (QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ × QS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = (𝑥𝑥– 20, 𝑦𝑦 + 30, 𝑧𝑧– 8) • (4.040,2.440, – 5.600)

=  (𝑥𝑥 –  20) 4.040 + (𝑦𝑦 +  30) 2.440  + (𝑧𝑧 –  8)( –  5.600)

=  4.040𝑥𝑥 – 20 4.040 + 2.440𝑦𝑦 +  30  2.440 + (–  5.600)𝑧𝑧  –  8( –  5.600)

=  4.040𝑥𝑥 +  2.440𝑦𝑦  –  5.600𝑧𝑧 –  80.800  +  73.200 +  44.800

=  4.040𝑥𝑥 +  2.440𝑦𝑦  –  5.600𝑧𝑧 +  37.200.

𝑃𝑃  
 𝑄𝑄, 𝑅𝑅 y 𝑆𝑆

4.040𝑥𝑥 + 2.440𝑦𝑦 − 5.600𝑧𝑧 +  37.200 = 0.

40

101𝑥𝑥 + 61𝑦𝑦 – 140𝑧𝑧 + 930 = 0.

𝑄𝑄

 101 20 +  61  (– 30)  –  140  8 +  930 =  2.020 –  1.830 –  1.120 +  930 
=  2.950 –  2.950 =  0.

𝑅𝑅

101 (– 50) +  61  40  –  140  (–  12) +  930 
= –  5.050 +  2.440 +  1.680 +  930 =  5.050 –  5.050 =  0.

Ejercicio: 

𝑅𝑅(2, – 3 , 8)   𝑆𝑆(−5, 4, – 12) 𝑦𝑦  𝑇𝑇(8, – 1, 6).
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𝑵𝑵 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑹𝑹𝟑𝟑 P, 𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝑄𝑄

N es vector normal a P, 𝑵𝑵 ⊥P, y  𝑵𝑵 ≠ 𝟎𝟎.

𝑵𝑵 ⊥ P, 𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑄𝑄, 𝑄𝑄, 𝑄𝑄
 Figura 

 Figura 49. Vector normal a un 
plano, parte 1 

 Figura 50. Vector normal a un plano. 
parte 2 

Afirmación:

P: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0 𝑵𝑵 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) 
 P  Figura 50

Demostración:

𝐻𝐻(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) P 𝐴𝐴𝑎𝑎 + 𝐵𝐵𝑏𝑏 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0.     (1)

𝑄𝑄(𝐴𝐴, 𝐵𝐵. 𝐶𝐶) P,   

 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0.     (2)

𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝐴𝐴(𝐴𝐴 – 𝑎𝑎) + 𝐵𝐵(𝐵𝐵 – 𝑏𝑏)  + 𝐶𝐶(𝐶𝐶 − 𝑐𝑐)  = 0.

(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) • ( 𝐴𝐴 − 𝑎𝑎, 𝐵𝐵 − 𝑏𝑏, 𝐶𝐶 –  𝑐𝑐) = 0.

 𝑵𝑵 •  𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0  𝐵𝐵  𝑵𝑵 ⊥ 𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.

𝑵𝑵 ⊥P 𝑄𝑄
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𝑵𝑵 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑹𝑹𝟑𝟑 P, 𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝑄𝑄

N es vector normal a P, 𝑵𝑵 ⊥P, y  𝑵𝑵 ≠ 𝟎𝟎.

𝑵𝑵 ⊥ P, 𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑄𝑄, 𝑄𝑄, 𝑄𝑄
 Figura 

 Figura 49. Vector normal a un 
plano, parte 1 

 Figura 50. Vector normal a un plano. 
parte 2 

Afirmación:

P: 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0 𝑵𝑵 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) 
 P  Figura 50

Demostración:

𝐻𝐻(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) P 𝐴𝐴𝑎𝑎 + 𝐵𝐵𝑏𝑏 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0.     (1)

𝑄𝑄(𝐴𝐴, 𝐵𝐵. 𝐶𝐶) P,   

 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0.     (2)

𝐴𝐴, 𝐵𝐵 𝐶𝐶

𝐴𝐴(𝐴𝐴 – 𝑎𝑎) + 𝐵𝐵(𝐵𝐵 – 𝑏𝑏)  + 𝐶𝐶(𝐶𝐶 − 𝑐𝑐)  = 0.

(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) • ( 𝐴𝐴 − 𝑎𝑎, 𝐵𝐵 − 𝑏𝑏, 𝐶𝐶 –  𝑐𝑐) = 0.

 𝑵𝑵 •  𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0  𝐵𝐵  𝑵𝑵 ⊥ 𝐻𝐻𝑄𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗.

𝑵𝑵 ⊥P 𝑄𝑄

 

Ejemplo:

𝑄𝑄, 𝑅𝑅 𝑦𝑦 𝑆𝑆
𝑵𝑵 = (101, 61, – 140)⊥P.

𝑵𝑵 • 𝑄𝑄𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (101, 61, – 140)  •  (–  70,   70, –  20)
= – 7.070 +  4.270 +  2.800 = 0.

𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑅𝑅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ .

Ejercicio: 

𝑵𝑵 ⊥ 𝑄𝑄𝑆𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

𝑇𝑇(𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟) P, 𝑑𝑑(𝑇𝑇,P).

𝑑𝑑(𝑇𝑇,P) = 𝑇𝑇𝑇𝑇 TH⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⊥P 𝑇𝑇 ∈P. 

Afirmación: 

𝐴𝐴𝐴𝐴 +  𝐵𝐵𝑦𝑦 +  𝐶𝐶𝐶𝐶 +  𝐷𝐷 =  0 P

𝑑𝑑(𝑇𝑇, 𝑃𝑃) =  
|𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2  +  𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
.

𝑵𝑵 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) P  𝑦𝑦 ||𝑁𝑁|| = √𝐴𝐴2 +  𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2.

𝑇𝑇 (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) ∈P 𝐴𝐴𝑎𝑎 +  𝐵𝐵𝑏𝑏 +  𝐶𝐶𝑐𝑐 +  𝐷𝐷 =  0

−𝐷𝐷 = 𝐴𝐴𝑎𝑎 + 𝐵𝐵𝑏𝑏 +  𝐶𝐶𝑐𝑐 + 𝐷𝐷.

TH⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥P TH⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ||𝐍𝐍 𝑵𝑵 ⊥P Figura 51
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Figura 51. Distancia de un punto a un plano 

TH⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || 𝐍𝐍, 

| 𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |  =  ||𝑵𝑵|| || 𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ||  =  ||𝑵𝑵|| 𝑇𝑇𝑇𝑇  (∗)

𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   =  (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) •  (𝑎𝑎 –  𝑚𝑚, 𝑏𝑏 –  𝑛𝑛, 𝑐𝑐 –  𝑟𝑟)

=  𝐴𝐴 (𝑎𝑎 –  𝑚𝑚)  +  𝐵𝐵 (𝑏𝑏 –  𝑛𝑛)  +  𝐶𝐶 (𝑐𝑐 –  𝑟𝑟)

=  𝐴𝐴𝑎𝑎 –  𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑏𝑏 –  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶 𝑐𝑐 –  𝐶𝐶𝑟𝑟

=  (𝐴𝐴𝑎𝑎 +  𝐵𝐵𝑏𝑏 +  𝐶𝐶 𝑐𝑐) –  𝐴𝐴𝑚𝑚 –  𝐵𝐵𝑛𝑛 –  𝐶𝐶𝑟𝑟.

𝐷𝐷 =–  𝐴𝐴𝑚𝑚 –  𝐵𝐵𝑛𝑛 –  𝐶𝐶𝑟𝑟 =  (– 1) (𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟)

| 𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | =  |(– 1)(𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷)|  
=   | 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷|

| 𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |

| 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷 | =   ||𝑵𝑵||𝑇𝑇𝑇𝑇. 

𝑇𝑇𝑇𝑇 =  | 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷 | 
||𝑵𝑵||  = | 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷 |

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
.

𝑇𝑇𝑇𝑇 =  𝑑𝑑 (𝑇𝑇, 𝑃𝑃) =   
|𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2  + 𝐵𝐵2 +  𝐶𝐶2
. 
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Figura 51. Distancia de un punto a un plano 

TH⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ || 𝐍𝐍, 

| 𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |  =  ||𝑵𝑵|| || 𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ||  =  ||𝑵𝑵|| 𝑇𝑇𝑇𝑇  (∗)

𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   =  (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) •  (𝑎𝑎 –  𝑚𝑚, 𝑏𝑏 –  𝑛𝑛, 𝑐𝑐 –  𝑟𝑟)

=  𝐴𝐴 (𝑎𝑎 –  𝑚𝑚)  +  𝐵𝐵 (𝑏𝑏 –  𝑛𝑛)  +  𝐶𝐶 (𝑐𝑐 –  𝑟𝑟)

=  𝐴𝐴𝑎𝑎 –  𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑏𝑏 –  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶 𝑐𝑐 –  𝐶𝐶𝑟𝑟

=  (𝐴𝐴𝑎𝑎 +  𝐵𝐵𝑏𝑏 +  𝐶𝐶 𝑐𝑐) –  𝐴𝐴𝑚𝑚 –  𝐵𝐵𝑛𝑛 –  𝐶𝐶𝑟𝑟.

𝐷𝐷 =–  𝐴𝐴𝑚𝑚 –  𝐵𝐵𝑛𝑛 –  𝐶𝐶𝑟𝑟 =  (– 1) (𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟)

| 𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | =  |(– 1)(𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷)|  
=   | 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷|

| 𝑵𝑵 •  𝑇𝑇𝑇𝑇⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  |

| 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷 | =   ||𝑵𝑵||𝑇𝑇𝑇𝑇. 

𝑇𝑇𝑇𝑇 =  | 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷 | 
||𝑵𝑵||  = | 𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷 |

√𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶2
.

𝑇𝑇𝑇𝑇 =  𝑑𝑑 (𝑇𝑇, 𝑃𝑃) =   
|𝐴𝐴𝑚𝑚 +  𝐵𝐵𝑛𝑛 +  𝐶𝐶𝑟𝑟 +  𝐷𝐷|

√𝐴𝐴2  + 𝐵𝐵2 +  𝐶𝐶2
. 

 

P: 𝐴𝐴𝐴𝐴 +  𝐵𝐵𝐵𝐵 +  𝐶𝐶𝐶𝐶 +  𝐷𝐷 =  0, P’:  𝐴𝐴’𝐴𝐴 +  𝐵𝐵’𝐵𝐵 +  𝐶𝐶’𝐶𝐶 +  𝐷𝐷’ =  0.

𝑵𝑵 =  (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶), 𝑵𝑵’ = (𝐴𝐴’, 𝐵𝐵’, 𝐶𝐶’)

4.2.4.1 Planos Paralelos 

𝑃𝑃 || 𝑃𝑃′ si y solo si 𝑵𝑵 || 𝑵𝑵′.

𝑵𝑵 || 𝑵𝑵’  𝑵𝑵 =  𝑵𝑵 ’ 
Figura 52 . 

(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) =  (𝐴𝐴’, 𝐵𝐵’, 𝐶𝐶’) = (𝐴𝐴’, 𝐵𝐵’, 𝐶𝐶’).

𝐴𝐴 = 𝐴𝐴’, 𝐵𝐵 =  𝐵𝐵’, 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶’

𝐴𝐴
𝐴𝐴′ ’ =  𝐵𝐵

𝐵𝐵′ = 𝐶𝐶
𝐶𝐶′ =  .

4.2.4.2 Planos Perpendiculares 

𝑃𝑃 ⊥ 𝑃𝑃′si y solo si 𝑵𝑵 ⊥ 𝑵𝑵′.

𝑵𝑵 ⊥ 𝑵𝑵’ 𝑵𝑵 • 𝑵𝑵’ = 0 Figura 53

(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶) • (𝐴𝐴’, 𝐵𝐵’, 𝐶𝐶’) = 0 = 𝐴𝐴𝐴𝐴’ + 𝐵𝐵𝐵𝐵’ + 𝐶𝐶𝐶𝐶’.

Figura 52. Planos paralelos   Figura 53. Planos perpendiculares 
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Conclusiones: 

P  P ’ 𝐴𝐴
𝐴𝐴′ =   𝐵𝐵

𝐵𝐵′   =   𝐶𝐶
𝐶𝐶.

P ⊥ P ’  𝐴𝐴𝐴𝐴’ +  𝐵𝐵𝐵𝐵’ +  𝐶𝐶𝐶𝐶 ’ =  0.

Definición: 

P  P ’ 𝑵𝑵 𝑦𝑦  𝑵𝑵′. 

P  P ’ 

0 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶−1 (𝑵𝑵 •  𝑵𝑵’ )
||𝑵𝑵|| ||𝑵𝑵 ’|| .

𝒊𝒊 = (1, 0, 0), 𝒋𝒋 = (0, 1, 0) y  𝒌𝒌 = (0, 0, 1)
𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍 𝒊𝒊, 𝒋𝒋, 𝒌𝒌 

𝑌𝑌𝑍𝑍, 𝑋𝑋𝑍𝑍, 𝑋𝑋𝑌𝑌

P:  𝐴𝐴𝐴𝐴 +  𝐵𝐵𝑦𝑦 +  𝐶𝐶𝐶𝐶 +  𝐷𝐷 =  0.

𝐴𝐴 =  0 y 𝐵𝐵 =  0  𝐶𝐶 ≠ 0 𝐴𝐴, 𝑦𝑦

P:  𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0   𝐶𝐶  𝑃𝑃: 𝐶𝐶 = − 𝐷𝐷
𝐶𝐶.

𝑵𝑵 = (0, 0, 𝐶𝐶) = 𝐶𝐶 (0, 0, 1) 𝑵𝑵||𝒌𝒌.

𝑵𝑵 ⊥ 𝑃𝑃,   𝒌𝒌 ⊥ 𝑋𝑋𝑌𝑌  y  𝑵𝑵 || 𝒌𝒌,
P || 𝑋𝑋𝑌𝑌

 P  𝐶𝐶 = 𝑡𝑡  𝐴𝐴, 𝑦𝑦 ℝ
t

P:  𝑦𝑦 =  𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝐴𝐴, 𝐶𝐶 ℝ
𝑋𝑋𝑍𝑍

𝑌𝑌𝑍𝑍  
𝐴𝐴 = ℎ , 𝑦𝑦, 𝐶𝐶  ℝ

𝐶𝐶 = 0 P:  𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0 𝐶𝐶 ℝ 𝑵𝑵 =
(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 0).
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Conclusiones: 

P  P ’ 𝐴𝐴
𝐴𝐴′ =   𝐵𝐵

𝐵𝐵′   =   𝐶𝐶
𝐶𝐶.

P ⊥ P ’  𝐴𝐴𝐴𝐴’ +  𝐵𝐵𝐵𝐵’ +  𝐶𝐶𝐶𝐶 ’ =  0.

Definición: 

P  P ’ 𝑵𝑵 𝑦𝑦  𝑵𝑵′. 

P  P ’ 

0 = 𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶−1 (𝑵𝑵 •  𝑵𝑵’ )
||𝑵𝑵|| ||𝑵𝑵 ’|| .

𝒊𝒊 = (1, 0, 0), 𝒋𝒋 = (0, 1, 0) y  𝒌𝒌 = (0, 0, 1)
𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍 𝒊𝒊, 𝒋𝒋, 𝒌𝒌 

𝑌𝑌𝑍𝑍, 𝑋𝑋𝑍𝑍, 𝑋𝑋𝑌𝑌

P:  𝐴𝐴𝐴𝐴 +  𝐵𝐵𝑦𝑦 +  𝐶𝐶𝐶𝐶 +  𝐷𝐷 =  0.

𝐴𝐴 =  0 y 𝐵𝐵 =  0  𝐶𝐶 ≠ 0 𝐴𝐴, 𝑦𝑦

P:  𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0   𝐶𝐶  𝑃𝑃: 𝐶𝐶 = − 𝐷𝐷
𝐶𝐶.

𝑵𝑵 = (0, 0, 𝐶𝐶) = 𝐶𝐶 (0, 0, 1) 𝑵𝑵||𝒌𝒌.

𝑵𝑵 ⊥ 𝑃𝑃,   𝒌𝒌 ⊥ 𝑋𝑋𝑌𝑌  y  𝑵𝑵 || 𝒌𝒌,
P || 𝑋𝑋𝑌𝑌

 P  𝐶𝐶 = 𝑡𝑡  𝐴𝐴, 𝑦𝑦 ℝ
t

P:  𝑦𝑦 =  𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝐴𝐴, 𝐶𝐶 ℝ
𝑋𝑋𝑍𝑍

𝑌𝑌𝑍𝑍  
𝐴𝐴 = ℎ , 𝑦𝑦, 𝐶𝐶  ℝ

𝐶𝐶 = 0 P:  𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 = 0 𝐶𝐶 ℝ 𝑵𝑵 =
(𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 0).

 

𝑵𝑵 • 𝑘𝑘 = (𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 0)  •  (0. 0. 1) =  0
𝑵𝑵 ⊥ 𝒌𝒌.

 𝑵𝑵 ⊥ P, 𝒌𝒌 ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋  y  𝑵𝑵 ⊥ 𝒌𝒌
P⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋.

𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐶𝐶𝐶𝐶  𝐷𝐷  0
𝑦𝑦 𝑋𝑋𝑋𝑋

𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0 ℝ P ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋.

Resumen

𝒉𝒉

plano paralelo 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝐶𝐶 =  𝒉𝒉  para todo 𝐴𝐴, 𝑦𝑦 ∈ ℝ

plano paralelo 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝑦𝑦 =  𝒉𝒉  para todo 𝐴𝐴, 𝐶𝐶 ∈ ℝ

plano paralelo 𝑋𝑋𝑋𝑋  𝐴𝐴 =  𝒉𝒉 para todo 𝑦𝑦, 𝐶𝐶 ∈ ℝ

plano perpendicular 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐷𝐷 =
0  para todo 𝐶𝐶 ∈ ℝ

plano perpendicular 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 =
 0  para todo 𝑦𝑦 ∈ ℝ

plano perpendicular 𝑋𝑋𝑋𝑋 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 =
 0  para todo 𝐴𝐴 ∈ ℝ

4.3 La recta en ℝ𝟑𝟑 

𝑅𝑅(𝐴𝐴1, 𝑦𝑦1, 𝐶𝐶1), 𝑆𝑆(𝐴𝐴2, 𝑦𝑦2, 𝐶𝐶2)
 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 𝐴𝐴1 ≠ 𝐴𝐴2   𝑜𝑜   𝑦𝑦1 ≠ 𝑦𝑦2    𝑜𝑜   𝐶𝐶1 ≠ 𝐶𝐶2

RS ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝟎𝟎.

Definición 

𝑳𝑳 = {𝑃𝑃 / 𝑅𝑅𝑃𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  || 𝑅𝑅𝑆𝑆⃗⃗⃗⃗⃗⃗ }
𝑅𝑅 𝑦𝑦 𝑆𝑆.

RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (𝐴𝐴2– 𝐴𝐴1, 𝑦𝑦2 – 𝑦𝑦1, 𝐶𝐶2 – 𝐶𝐶1) L.
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RP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ || RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ y RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ ≠ 𝟎𝟎 𝑃𝑃
𝜆𝜆

RP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝝀𝝀 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗      ① 

① ecuación vectorial L.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  𝝀𝝀 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗      ② 

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝟏𝟏 − 𝝀𝝀) OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝝀𝝀 OS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ②

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1,  𝑧𝑧1) +  𝜆𝜆(𝑥𝑥2– 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦2 – 𝑦𝑦1, 𝑧𝑧2 – 𝑧𝑧1)    ③

③ ecuación paramétrica 𝑳𝑳. 𝜆𝜆
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧),

𝑃𝑃 

𝐹𝐹:  ℝ → ℝ3 / 𝐹𝐹(𝜆𝜆) = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

𝐹𝐹 función paramétrica 𝜆𝜆

③, ecuaciones 
paramétricas L

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 +   (𝑥𝑥2– 𝑥𝑥1)    

𝑦𝑦  =   𝑦𝑦1 +   (𝑦𝑦2– 𝑦𝑦1)    ④

𝑧𝑧  =   𝑧𝑧1 +   (𝑧𝑧2– 𝑧𝑧1)

④ 𝑥𝑥2 ≠ 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1 ≠  𝑥𝑥1, 𝑧𝑧2 ≠ 𝑧𝑧1 

λ = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

= 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1
𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

= 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1
𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1

.

 

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

= 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1
   𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

= 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1
𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1

     ⑤

⑤ ecuaciones simétricas L  

RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥2– 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦2 – 𝑦𝑦1, 𝑧𝑧2 – 𝑧𝑧1)
L. 

𝑎𝑎 = 𝑥𝑥2 – 𝑥𝑥1, 𝑏𝑏 =  𝑦𝑦2 – 𝑦𝑦1, 𝑐𝑐 = 𝑧𝑧2 – 𝑧𝑧1,  𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐).

Observación

𝑽𝑽 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) 𝑳𝑳, 𝑄𝑄(𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟)
𝑳𝑳

𝑥𝑥 − 𝑚𝑚
𝑎𝑎  =  𝑦𝑦 − 𝑛𝑛

𝑏𝑏  =  𝑧𝑧 − 𝑟𝑟
𝑐𝑐 ,

𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

Ejemplo:

(30, –  40, 25) 𝑄𝑄(7, –  12, 15) 
𝑳𝑳

Ecuaciones simétricas L

𝑥𝑥 −   7
30  =   𝑦𝑦 +  12 

− 40  =  𝑧𝑧 −   15
25  .

Ecuaciones paramétricas L

𝑥𝑥 = 7 + 30

𝑦𝑦 =  – 12 –  40 

𝑧𝑧 = 15 +  25

Ecuación vectorial y paramétrica, en componentes

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) =  (7, –  12, 15) +   (30, –  40, 25).
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RP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ || RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ y RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ ≠ 𝟎𝟎 𝑃𝑃
𝜆𝜆

RP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ =  𝝀𝝀 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗      ① 

① ecuación vectorial L.

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗  = OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ +  𝝀𝝀 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗      ② 

OP⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (𝟏𝟏 − 𝝀𝝀) OR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝝀𝝀 OS⃗⃗ ⃗⃗ ⃗.

𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)  𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋𝑋 ②

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1,  𝑧𝑧1) +  𝜆𝜆(𝑥𝑥2– 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦2 – 𝑦𝑦1, 𝑧𝑧2 – 𝑧𝑧1)    ③

③ ecuación paramétrica 𝑳𝑳. 𝜆𝜆
(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧),

𝑃𝑃 

𝐹𝐹:  ℝ → ℝ3 / 𝐹𝐹(𝜆𝜆) = (𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

𝐹𝐹 función paramétrica 𝜆𝜆

③, ecuaciones 
paramétricas L

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1 +   (𝑥𝑥2– 𝑥𝑥1)    

𝑦𝑦  =   𝑦𝑦1 +   (𝑦𝑦2– 𝑦𝑦1)    ④

𝑧𝑧  =   𝑧𝑧1 +   (𝑧𝑧2– 𝑧𝑧1)

④ 𝑥𝑥2 ≠ 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1 ≠  𝑥𝑥1, 𝑧𝑧2 ≠ 𝑧𝑧1 

λ = 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

= 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1
𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

= 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1
𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1

.

 

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1

= 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦1
   𝑦𝑦2 − 𝑦𝑦1

= 𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1
𝑧𝑧2 − 𝑧𝑧1

     ⑤

⑤ ecuaciones simétricas L  

RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ = (𝑥𝑥2– 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦2 – 𝑦𝑦1, 𝑧𝑧2 – 𝑧𝑧1)
L. 

𝑎𝑎 = 𝑥𝑥2 – 𝑥𝑥1, 𝑏𝑏 =  𝑦𝑦2 – 𝑦𝑦1, 𝑐𝑐 = 𝑧𝑧2 – 𝑧𝑧1,  𝑅𝑅𝑅𝑅⃗⃗⃗⃗⃗⃗  =  (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐).

Observación

𝑽𝑽 = (𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) 𝑳𝑳, 𝑄𝑄(𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟)
𝑳𝑳

𝑥𝑥 − 𝑚𝑚
𝑎𝑎  =  𝑦𝑦 − 𝑛𝑛

𝑏𝑏  =  𝑧𝑧 − 𝑟𝑟
𝑐𝑐 ,

𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑃𝑃(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧)

Ejemplo:

(30, –  40, 25) 𝑄𝑄(7, –  12, 15) 
𝑳𝑳

Ecuaciones simétricas L

𝑥𝑥 −   7
30  =   𝑦𝑦 +  12 

− 40  =  𝑧𝑧 −   15
25  .

Ecuaciones paramétricas L

𝑥𝑥 = 7 + 30

𝑦𝑦 =  – 12 –  40 

𝑧𝑧 = 15 +  25

Ecuación vectorial y paramétrica, en componentes

(𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧) =  (7, –  12, 15) +   (30, –  40, 25).
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4.4 Intersección de Dos Planos 

 P : 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0 P’: 𝐴𝐴′𝐴𝐴 + 𝐵𝐵′𝐵𝐵 + 𝐶𝐶′𝐶𝐶 + 𝐷𝐷′ = 0.

P P’ , L

dos planos
2 × 3

método por 
eliminación gaussiana.

Ejemplos:

P : 7𝐴𝐴 –  4𝐵𝐵 +  3𝐶𝐶 –  10 =  0 P’: 6𝐴𝐴 +  2𝐵𝐵 –  𝐶𝐶 –  28 =  0

Solución: 

7𝐴𝐴 –  4𝐵𝐵 +  3𝐶𝐶  =  10

6𝐴𝐴 +  2𝐵𝐵 –  𝐶𝐶  =  20 

(7 −4 3
6 2 −1

  10
  28).

(
1 0 2 38⁄
0 1 −25 38⁄

     132 38⁄
     136 38⁄

).

𝐴𝐴 + (2/38) 𝐶𝐶 =  132/38

𝐵𝐵 – (25
38) 𝐶𝐶 = 138/38

 

𝑧𝑧

𝑧𝑧 =  (38𝑥𝑥 –  132)
−2  =  

38 (𝑥𝑥 − 132
38 ) 

−2 , o    𝑧𝑧
38  =  

(𝑥𝑥  – 66
19)

−2

𝑧𝑧 =  (38𝑦𝑦 –  136) 
25 =  

38 (𝑦𝑦 − 136
38  )

25     𝑜𝑜    𝑧𝑧
38  =  

(𝑦𝑦 – 68
19)

25  

ecuaciones simétricas
P P’

𝑥𝑥 −  66
19

−2 =  
𝑦𝑦 −  68

19
25  =  𝑧𝑧

38 .

Observación:

𝑧𝑧
38  =  𝑧𝑧 −  0

38 𝑄𝑄 (66 
19 , 68 

19 , 0) 𝑽𝑽 =
 (–  2, 25, 38)

𝑥𝑥 = 4

(4 – 66
19)

−2   =   – 10
38 .

− 10
38

– 10
38 =   

(y – 68 
19 )

25 ⟹ –  250
38 =  y – 68 

19 .

𝑦𝑦

–  250
38 + 68 

19  =  𝑦𝑦 ⟹ 𝑦𝑦 = –  114
38  ⟹ 𝑦𝑦 =–  3.

 – 10
38

– 10
38 = 𝑧𝑧

38  ⟹ 𝑧𝑧 = –  10.
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4.4 Intersección de Dos Planos 

 P : 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 + 𝐷𝐷 = 0 P’: 𝐴𝐴′𝐴𝐴 + 𝐵𝐵′𝐵𝐵 + 𝐶𝐶′𝐶𝐶 + 𝐷𝐷′ = 0.

P P’ , L

dos planos
2 × 3

método por 
eliminación gaussiana.

Ejemplos:

P : 7𝐴𝐴 –  4𝐵𝐵 +  3𝐶𝐶 –  10 =  0 P’: 6𝐴𝐴 +  2𝐵𝐵 –  𝐶𝐶 –  28 =  0

Solución: 

7𝐴𝐴 –  4𝐵𝐵 +  3𝐶𝐶  =  10

6𝐴𝐴 +  2𝐵𝐵 –  𝐶𝐶  =  20 

(7 −4 3
6 2 −1

  10
  28).

(
1 0 2 38⁄
0 1 −25 38⁄

     132 38⁄
     136 38⁄

).

𝐴𝐴 + (2/38) 𝐶𝐶 =  132/38

𝐵𝐵 – (25
38) 𝐶𝐶 = 138/38

 

𝑧𝑧

𝑧𝑧 =  (38𝑥𝑥 –  132)
−2  =  

38 (𝑥𝑥 − 132
38 ) 

−2 , o    𝑧𝑧
38  =  

(𝑥𝑥  – 66
19)

−2

𝑧𝑧 =  (38𝑦𝑦 –  136) 
25 =  

38 (𝑦𝑦 − 136
38  )

25     𝑜𝑜    𝑧𝑧
38  =  

(𝑦𝑦 – 68
19)

25  

ecuaciones simétricas
P P’

𝑥𝑥 −  66
19

−2 =  
𝑦𝑦 −  68

19
25  =  𝑧𝑧

38 .

Observación:

𝑧𝑧
38  =  𝑧𝑧 −  0

38 𝑄𝑄 (66 
19 , 68 

19 , 0) 𝑽𝑽 =
 (–  2, 25, 38)

𝑥𝑥 = 4

(4 – 66
19)

−2   =   – 10
38 .

− 10
38

– 10
38 =   

(y – 68 
19 )

25 ⟹ –  250
38 =  y – 68 

19 .

𝑦𝑦

–  250
38 + 68 

19  =  𝑦𝑦 ⟹ 𝑦𝑦 = –  114
38  ⟹ 𝑦𝑦 =–  3.

 – 10
38

– 10
38 = 𝑧𝑧

38  ⟹ 𝑧𝑧 = –  10.
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𝑅𝑅 (4, –  3, –  10)

𝑥𝑥 −   4
−2 =  𝑦𝑦 +  3

25  =  𝑧𝑧 +  10
38 .

𝑄𝑄 𝑦𝑦 𝑅𝑅 QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗
QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ || 𝐕𝐕

QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (4 – 66
19 , –  3 – 68

19 , –  10 –  0) =  (10
19 , – 125

19 , –  10).

QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = – 5
19 (–  2, 25, 38)  = –  5

19  𝐕𝐕, por lo cual, QR⃗⃗⃗⃗⃗⃗   || 𝐕𝐕.

Ejercicio: 

 𝑄𝑄 y 𝑅𝑅
P P’.

Observación

𝑄𝑄 𝑅𝑅
2 × 3

 

Sugerencia

𝑅𝑅

4.5 Ejercicios adicionales 

 
L
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L

 

 𝐴𝐴(12, 15)  𝑦𝑦  𝐵𝐵(–  10, 4) L.

  𝐶𝐶(20, –  50) L −3/4

 𝐷𝐷(–  200, 500) L  𝑵𝑵 = (15, 25)
L.

 𝐸𝐸(350, 70) L, L
8𝑥𝑥 +  9𝑦𝑦 –  10 =  0

 𝐹𝐹(350, 70) L, L
10𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 30 = 0

 L 10 

𝑇𝑇: 2𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 =  11  𝑦𝑦  𝑇𝑇′: 3𝑥𝑥 – 𝑦𝑦 = 55 L

 𝐻𝐻 (350, 70) L L 1350

 RS⃗⃗ ⃗⃗⃗ L RS⃗⃗ ⃗⃗⃗⊥ L
R(–  25, 50), S(35, 10).

  𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 y 𝐷𝐷

 𝐴𝐴(1, –  5, – 2), 𝐵𝐵(5, –  2, 3), 𝐶𝐶(–  2, 1, 2), 𝐷𝐷(4, 4, –  1)

 𝐴𝐴(– 1, 2, 4), 𝐵𝐵(3, 0, 1), 𝐶𝐶(2, 1, –  1), 𝐷𝐷(4, –  3, 1).

Sugerencia:

 P∶ 5𝑥𝑥 –  6𝑦𝑦 +  15𝑧𝑧 –  60 =  0, 

 P

 P
𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑋𝑋𝑋𝑋

 P
𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑋𝑋𝑋𝑋, 𝑋𝑋𝑋𝑋
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  𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑄𝑄(7, –  9, 12

 𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑆𝑆(2, 10, –  22)

 𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑆𝑆(20, 3, –  5)

 

 𝑄𝑄(1, 2,4) y 𝑅𝑅(9, 8, 6) 𝑋𝑋𝑋𝑋

 𝑆𝑆(1, 2,4) y 𝑇𝑇(9, 8, 6)  𝑋𝑋𝑋𝑋

 𝐸𝐸(1, 2,4) y 𝐹𝐹(9, 8, 6) 𝑋𝑋𝑋𝑋.

Observación

𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) y 𝐵𝐵(𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟) P ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑦𝑦 𝐴𝐴𝐵𝐵
𝑋𝑋𝑋𝑋 𝐴𝐴′(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 0)  y  𝐵𝐵′(𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 0)

P 𝑋𝑋𝑋𝑋
P

𝐴𝐴′(𝑎𝑎, 0, 𝑐𝑐)  y  𝐵𝐵′(𝑚𝑚, 0, 𝑐𝑐) 
P 𝑋𝑋𝑋𝑋

𝐴𝐴′(0, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)  𝑦𝑦  𝐵𝐵′(0, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)
P 𝑋𝑋𝑋𝑋

 P 𝑋𝑋𝑋𝑋 P ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋 
P ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋.

Observación

 L
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  𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑄𝑄(7, –  9, 12

 𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑆𝑆(2, 10, –  22)

 𝑋𝑋𝑋𝑋
𝑆𝑆(20, 3, –  5)

 

 𝑄𝑄(1, 2,4) y 𝑅𝑅(9, 8, 6) 𝑋𝑋𝑋𝑋

 𝑆𝑆(1, 2,4) y 𝑇𝑇(9, 8, 6)  𝑋𝑋𝑋𝑋

 𝐸𝐸(1, 2,4) y 𝐹𝐹(9, 8, 6) 𝑋𝑋𝑋𝑋.

Observación

𝐴𝐴(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐) y 𝐵𝐵(𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟) P ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋  𝑦𝑦 𝐴𝐴𝐵𝐵
𝑋𝑋𝑋𝑋 𝐴𝐴′(𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 0)  y  𝐵𝐵′(𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 0)

P 𝑋𝑋𝑋𝑋
P

𝐴𝐴′(𝑎𝑎, 0, 𝑐𝑐)  y  𝐵𝐵′(𝑚𝑚, 0, 𝑐𝑐) 
P 𝑋𝑋𝑋𝑋

𝐴𝐴′(0, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)  𝑦𝑦  𝐵𝐵′(0, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐)
P 𝑋𝑋𝑋𝑋

 P 𝑋𝑋𝑋𝑋 P ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋 
P ⊥ 𝑋𝑋𝑋𝑋.

Observación

 L

 

 𝐴𝐴(2, 5, –  7)  y  𝐵𝐵(1, –  1, 1) L.

 𝐶𝐶(3, –  7, 18) L  𝑴𝑴 = (–  8, 3, −2) L

 L P: 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 –  3𝑧𝑧 = 0,

P’: 2𝑥𝑥 + 5𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 = 0.

 

𝑃𝑃1: 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 –  3𝑧𝑧 = 0     𝑃𝑃2: 2𝑥𝑥 + 5𝑦𝑦 + 2𝑧𝑧 = 0  𝑦𝑦  𝑃𝑃3 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 1

Observación: 

3 × 3

 
𝐴𝐴(– 1, 3 ,5) 𝒖𝒖 = (– 7, 4, – 1), 𝒗𝒗 =

(6, –  1, 2)
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ciertas fórmulas y afirmaciones relacionadas con dicha teoría.

En estos procesos, así como en las aplicaciones para la obtención de ciertos 
resultados de varios temas de las ramas de la matemática mencionadas 
anteriormente, se evidencia la gran importancia y utilidad del enfoque vecto-
rial para la obtención de relaciones entre ellos.

Con el enfoque vectorial que, en muchos casos, es imprescindible el uso de 
vectores, tal es el tema de las magnitudes vectoriales, se obtiene una estruc-
turación coherente, precisa y comprensiva de los temas a tratar.

A partir de las gráficas sobre aplicación de vectores geométricos, se propo-
nen ciertas expresiones, con el fin de establecer y plantear relaciones, para 
luego, realizar procesos y obtener los resultados deseados.

Con los vectores coordenados, se realizan procesos deductivos, en forma 
analítica o algebraica, de una manera más eficiente y viable; esto debido a las 
características de los vectores geométricos, que, se hace extensiva a los 
vectores coordenados. Estas características son: el módulo, la dirección y el 
sentido, lo cual hace que un vector sea un ente matemático dinámico, contra-
rio a un segmento de recta, el cual es un elemento rígido y estático.

El libro está dirigido a estudiantes de Ingeniería Eléctrica, Electrónica, Robó-
tica, Mecatrónica, de Matemáticas, Física; contiene conocimientos básicos y 
necesarios de la teoría de vectores; consta de cuatro capítulos, a saber: 
vectores geométricos, vectores coordenados, sistemas coordenados linea-
les, y formas lineales con enfoque vectorial.
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