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Introduccion

Lecciones de Célculo Integral es un texto a nivel universitario, disefiado como texto guia o de
consulta para estudiantes de los cursos de Célculo Integral de los programas de Fisica, Ingenieria
Civil, Electrénica y de Sistemas, como también, de Licenciatura en Matematicas y en Informatica
de la Universidad de Narino. Por su contenido y estructura, es la continuacion del libro de texto
denominado Lecciones de Calculo Diferencial de los mismos autores, el cual, también puede ser
utilizado por estudiantes de Instituciones de nivel superior que ofrezcan programas similares a los
mencionados, o de corte técnico, que, en su plan de estudios, incluyan la asignatura de Célculo
Integral.

En el primer capitulo del texto se desarrolla toda la tematica relacionada con los métodos
de integracién o antidiferenciacion. En el segundo capitulo, se construye el concepto de integral
definida segin Riemann, acompanado de la formulacién y demostracién formal de sus propiedades.
El tercer capitulo, estd dedicado a plantear y resolver problemas de aplicacién de la integral
definida, previa la construccién y demostraciéon de los modelos de aplicacién en las que aparecen
las integrales definidas, tales como el cdlculo de dreas, voliimenes de revolucién, longitud de arco,
volumenes de sélidos de seccién plana conocida, drea de revolucién y centro de gravedad de
regiones planas. Finalmente, en el cuarto capitulo se aborda lo referente al calculo de integrales
impropias.

Al final de cada capitulo o seccién, se plantea una serie de ejercicios, con respuesta con el fin
de que los estudiantes y lectores, los resuelvan y, de paso, comprueben y comparen resultados. Se
hace énfasis, en que los estudiantes o lectores de este texto, deben tener conocimientos previos
de Célculo Diferencial y de Geometria Analitica. Los autores esperan que este trabajo sea de
utilidad para el cabal aprendizaje del Célculo Integral, sus principios y aplicaciones.

Los autores.
Pasto, noviembre de 2021
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Capitulo 1

Elementos fundamentales de
integracion

1.1. Integral indefinida (antiderivada o primitiva)

En los cursos de Célculo Diferencial, se estudia el siguiente problema: dada la funcién F(x),
determinar su funcién derivada, esto es, f(z) = F'(z).

En esta seccién, se aborda el problema inverso o reciproco: a partir de la funcién f(z) se
necesita encontrar la funcién F(x), cuya derivada es precisamente f(z), es decir, F'(z) = f(z).

1.1.1. Definiciones y ejemplos

Sea f(z) funcién continua en un intervalo I de niimeros reales. Si existe una funcién F(x),
tal que F'(z) = f(x) Vo € I, entonces,

F(zx) = /f(x)dx +C.

En donde,
F(x) = integral indefinida,antiderivada o primitiva de f(x).
f(x) = integrando.
f(z)dz = elemento de integracion.
C = constante de integracién.
| = simbolo integral.
De la definicién anterior, es conveniente anotar lo siguiente:

= La integral indefinida y = [ f(2)dz+ C, geométricamente representa una familia de curvas,
las cuales se desplazan hacia arriba o hacia abajo sobre el Eje x, en dependencia del signo
de C.

= La derivada de una funcién elemental, es siempre una funciéon elemental; mientras que, la
primitiva o antiderivada de una funcién elemental no siempre puede expresarte como la
suma finita de funciones elementales.

Por otra parte, se tienen las siguientes expresiones:

a) [[ f@)da) = [F(a) + CY = F'(2) = /().
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b) d[f f(z)dz] = d[F(z) + C] = dF(z) = f(z)da.
¢) [dF(z)=F(x)+C.

Ejemplo 1
Calcular

a) [sen 2zdux.
dx
b) [ ey
Solucién 1
a) [sen 2xdr = f% cos2z + C.

En efecto, puesto que F(z) = —% cos 2z + C', entonces,

F'(z) = {—;cos 2z + C], = —%(—sen 2z)(2) = sen 2x = f(x).

b) [ gy = n|Tz +2| + C.
Como F(z) = %ln|7x + 2| + C, entonces,

1 ! 1 1
F'(z) = |zin|Tz + 2|+ C| == 7= = .
(z) {7nw+ |+ } 7x(7w+2)x 751 9) f(=)
Ejemplo 2
Calcular [ azdxz y realizar la grifica de solucién.
Solucién

Es evidente que,
1
/ rdr = §x2 +C
puesto que,

F(z) = %xQ + C, entonces F'(z) = (%xQ + C’)/ = %(233) =z = f(x).
1,2

La familia de curvas y = 5z° + C, se ilustra en la Figura 1 para diversos valores de C.

Y]

Figura 1. Familia de curvas de una integral indefinida
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1.1.2. Propiedades de la integral indefinida

Si f(x)yg(z) son funciones continuas en un intervalo I de nimeros reales y a es un escalar,
entonces,

a) /af(x)dx:a/f(x)dx
b) [ 7@)+ @) ds = [ o+ [ gla)da,

Demostracién

a) Al derivar los dos miembros de la igualdad, se tiene,

(/ af(oc)da:)/ — af()
a (/f(m)dm)l —a (/f(m)da:)/ — af(a).

Como las derivadas de ambos miembros son iguales, su diferencia es una constante, entonces,
se concluye que,

/af(w)dx:a/f(ac)d:c.

b) Al derivar el segundo miembro de la igualdad, se llega a lo siguiente:

(fr@as+ [owrae) = [ swnae] +] [ sorta] = 101+t

Por tanto,

Ju@ +g@lde = [ f@yds+ [ g(ayda.

Se nota que la integral indefinida cumple las propiedades de la linealidad, consideradas en
Algebra Lineal.

Por otra parte, se debe tener en cuenta los resultados siguientes:

1) si / F(@)dz = F(z) + C, entonces,
/ Flaz)dz = éF(aw) el

2) Si /f(m)dm = F(z) + C, entonces,
/f(x +b)de = Fla+b) + C.

3) Si / f(@)de = F(z + C), entonces,

/f(al?+b)dfr = éf(aerb) + C.

La demostracién de estos resultados, se realizan por medio de la derivacién en los dos miembros
de la igualdad.
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1.1.3. Integrales inmediatas (tabla de integrales)

En las siguientes lineas, se detallan las primitivas de algunas funciones. Estas integrales se
denominan inmediatas porque se deducen directamente de las férmulas de derivacién.

1
1)/x"dx:7n+1x"+l+0, n# —1. /— In|z| + C.
3)/axdx:i7a>07a7é1. /zdx*e +C.
Ina
1
5) /lnxdm::c(lnx—1)+0. 6) /sen axr dv = ——cosazx + C.
a
1 1
7) /cosa:r dxr = —sen ax + C. 8) /tg:xdx: —=In|cosazx|+ C.
a a
1 1
9) /ctg xdx = ——lIn|sen ax| + C. 10) /seca:c dx = —In|secax + tg ax| + C.
a a
1 1
11) /csc az dx = ——In|cscax — ctg ax| + C. 12) /sec2 ardr = —tg ax + C.
a a
1 T
2 _ 1 — it
13) /csc axdr = actg az + C. /F arcsen (a) +C.
dx 1 1 a+x
15)/@2+ Q—Earctg( )—l—C 16)/a27x2_2a p—— + C.
dx dx
17 / ln‘x—l—\/(ﬁ—l—xz‘—l—C 18 / :ln’x—l—\/acz—az‘—i—C.
) 4/a2d+ 22 : ) f4 //%2)_ a2
x x
19 e = garesen - —|— C. 20 / =In|f(z)|+C.
N ) [ = mlf@)
a? x
/\/ = 71“\/ a? + 2 + 5 arcsen (f) +C
a

2
Va2 + 22dr = x a2+x2+aln’x+\/a2+x2‘+0

23) /[f(x)] f(z)dz = m[f(x)]m+1 + C, m # 1 (Potencia generalizada).

Ejemplo 3
Aplicar las propiedades de las integrales indefinidas y la tabla de integrales inmediatas, para
calcular las siguientes integrales:

1)/ 423 — 32 — 10z + )dac 2)/(3x—¢§+2\7x7)dx

3)/ 5%—%4—%) dx. 4) /(14—21“)\"75611*.
5) 6—3%7x2dx' 6)/4 3¢
7) /W;ijz”dx 8) /ﬁ x

9) /Md:& 10) /mdx.

224+ 2+ 2
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Solucién

1) /(4x — 3z — 10z + )das—4/(a:3)da:f3/mdxf10/da:+/x_2dx,

4 3 1
:11'475132710‘?7;,

3 1
=2t - 22 10z - = +C.
2 T

2) /(33;7\/5+2\‘73?)dw:S/xd;rf/x%dx+2/x§dx7

3 2 5
:§x2—§x%+2><?x%,

32 2.5 10 -
=_z°— -2 =

2 3 7T

3 2 ~ 105 —=
:2$2—§ 1‘3+*5 7,

3 2 0
—531‘2—5.%‘\/54-*335\/5%’24-0

: /(%*%%)dx:g/*ﬁ/xzdm/m

X 2+ X X 3
n\xT xr X

= glnm — 4z +4aVa3 4+ C.

4) /(1+21’)%dl’:/%d%+2/$%da}7
1 1
:/xgd;c+2/zxx§dw,
1 4
:/x§d$+2/l‘§dl‘,

3 7

—3%+2>< X 3
_43: 7:1:,

— §‘3/1’4 _|_§ X \3/337’
4 7
3 3 6 23
= il‘ﬁ—‘— ? X T ﬁ,

:<iw+§><x)\f+0
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0 [ [ e [ w1 [ e
:6/w75dm—/$§dw—7/:c%dm,

2 2
—6x2xm2—§x2—7x5x%
:12\/:f—§9c x—€x2\/5,

2 14
:(12—§x—312>\/5+0
4—3x 4 3z
6) /2_$2dﬂc—/2_$2d$—/2_ 5dr,
B / dx +§/ 72xd
) a2 T a2
1 2
=4x —=xl V2t Sn)2 -2+ C
2v/2 V2 -

502 + 5 + 7 5z
1dw dx
Qxdx dx
_5/d v [ o[

=5z + fln(:c +9) — 3—38arctg (3) +C.

8) 2x — 9 do — 2xdx _9/ dx
V4 — a2 V4 — a2 Nz
dr
[z Vioa?
94 2\ 5 x
=—2(4—z*)"2 — 9 arcsen (2>7
= —2v/4 — 22 — 9 arcsen (g)+c.
5) / (1 - 22) [A(2z + 2) + Bldw
:r2—|—2x—|—2 224+ 22+ 2

Donde A y B son constantes por determinar; ademads, d(x? 4 2z +2) = (2x + 2)dx. Al igualar
los numeradores de las fracciones, se tiene:

ARz +2)+B=1—-2x;24z+2A+B=1-2.
2A=-2; A=-1;2A+B=1;, B=3.
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Luego,
/ (1—2x) dx:—/ 2z +2) dsc+3/ dx
22+ 2+ 2 22 +2x+2 (Z2+2z+1)+1
dz
=In|z? +2 2043 | ————
= —In|z? + 2z + 2| + 3 arctg(z + 1) + C.
10) /\/$Q—$4d£ﬂ=/\/l’2(1—$2)d$=$/\/1—$2d.7},
2y3 1 211
= [ z(1—27)2dx = 3 (—22)(1 — %) 2dwx,
1 2 ; 1 -
=—5X g(l —a?): = —3 (1—22)3,
1
= —g(l —2H)V/1 22+ C.
Ejemplo 4
Calcular las integrales que siguen:
e’ —1 cos 3zdx
1 dx. 2 N/ T
)/ef’”—i-lx ) V4 — sen 3x
3
W/t
3) /eI\/a—bewd:c. 4) /co “;]xdx
S

5) /\/ 6x — 22dx. 6) /sec5 3xtg3xda.

Solucién

—_
~—

e’ —1 e*dr dx
/ez—i-l /e‘"”—i-l /e‘”—i—l
edr Tdx
/ew—i—l /e"”(ex—i—l)’

/ / —e *dx
e’ +1 (e=* +1)’

=Inle” + 1| + Inje " 4+ 1],
=ln|(e"+1)(e " +1)|+C.

cos3v dr

VA — sen 3z
1

= —g/—30053x(4 — sen 3x)7%da:,

cos 3z(4 — sen 390)*%(13:,

1
=-3 X 2 x (4— sen 3:1:)%,

2
= —5(4 — sen 317)% +C.



22 CAPITULO 1. ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION

3) /ezm dr = /ez(a — bez)%dx,
= f%/fbez(af bez)%dx,
1 2 3 2
= —g X g((l—bez)z = —%\/m-i—C

It
4) / 92 4w = | sec? z(tg w)%dx,

cos? x
3 4 3, 3
= 1(1599:)3 = Ex/tg‘lm = Ztg:zt\/tg z+C.

5) /\/md:p:/\/mdx,
:/\/—[(x2—6x+9)—9] dz,

:/\/—[x—3)2—9d:c,
z/\/9—[:c—3)2 dx,
1 32 x—3
= — — — — 2 [— _—
2(37 3)VI— (z—3)2+ 5 arcsen ( ) ),
1 9 r—3
= - —_— _ 2 p—
2(30 3)Vbxr —x + 5 arcsen ( 3 )—i—C.

6) /Sec5 3atg3azdr = | sec* 3z(sec3x x tg 3x)dr,

sect 3x(sec 3z x tg 3z)(3dx),

Wl Wl SY—

1 1
3 sec® 3z = 5 sec® 3z + C.

Ejemplo 5

1
1. Si f'(z) = 32% — 4o + % y f(2) = 3 determinar f(z).

1
1—2a2

1 11
2. Dado que f'(z) = +1-22y f <§> =50 determinar f(x).

3. Si f/(x) =cosx+sen xzy f(0) =3; determinar f (g)

4. Si f'(x) = secx x tgz; determinar f (%) — f(0).
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Solucién

1) Si f'(z) =32% — 4z + % entonces, f(z) = / (31‘2 —4dx + %) dx + C.

1
flz) =2 — 222 - % +C, pero f(2) = o entonces,

-J@%—g+a

23
1.3
2
2.

+§;

QQ eI
I

- . 3
Luego, f(r) = 2% — 222 — = + 2.
x

1
2) Como f/(x) = ———— +1 — 22, entonces,

V1-a?
f@%:/[¢;¥ﬂ+1—xﬂdx

1 1 11
f(z) = arcsen z + x — gxs +C; pero f { & 5, entonces,

2 24
11 ] 1 11 /1\* c
94— g 2 3\2 ’

u_x 11
246 2 24
C=——.
6
11 ™ 1 1 T
Por tanto: — = —+ - — — 4+ —.

24 6 2 24 6
3) Como f’(x) = cosz + sen z, entonces,
flx) = /(cosw +sen x)dx + C,
f(z) =sen z —cosz + C; dado que, 3 = sen 0 — cos 0 + C, entonces,
3=1+0C,
C=4.
Luego,
f(z) =sen x —cosx + 4.
Finalmente,

£(5) = eos(3) #oen () 10
f(g):0+1+&
r(3)=>

4) Como f'(x) = secx X tgx, entonces,
flz) = /secx tgx dx + C,
f(z) =secx+ C.

Por tanto,

f(%) — f(0) = (sec(%) +C) —(sec0+C)=V24+C—-1-C=2-1.
Asi que,

7)o =va-1.
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CAPITULO 1.

ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE INTEGRACION

Ejercicios propuestos 1.1

A) Calcular la antiderivada de las siguientes integrales indefinidas:

23 4522 — 4

3 dr.

y [

3) /1’3\/ 222 + 3 du.

5)/( zrdz

7) /1“2(1 —23)? du.

(x+ 1)dx
VaZ+2r —4

11) /(e’” — 2%)dx.

xT

dz
9 [ i
15) /thxseCQm dzx.

17) /

19) /etg% sec? 2zdz.

sec? 3z
tg3x

dx.

dr
2 —dx.
) vr+3 .
dx
s /7
) 2-y)?
6) /x(lfxB)de.
8) 3zdz
V2243
242042
10) /M dr.
T+ 2
2 _
12)/6 1
et + 1

14) /(cosac —sen z)2dx.

16) /
18) /

20) /xsec2 22dz.

dr
14 cos3z’

5
sec’® x
dx

CcscCx

B) Calcular las integrales siguientes:

dx
VE— 22
2xdx

(5 —4z)dx
—42?2 + 122 — 8
2

y [
3 [
5)/
7)/
9)/

2t —
222 +1
(2z + 3)dx

Vita? '

dx.

) [ s

(22 — 3)dx
4) 27.
x4 4 62 + 13
6)

dx
VAz? =25
8) /\/ 22 — 8z dx.
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C) Determinar la funcién f(x) que satisfaga la condicién dada en cada caso:

e R

2) i) = TBE2 gy <,

3) f(x) = ﬁ\/; L. £(9) = 1, determinar f(4).

1) f/(z) = % f (%) determinar f (%)

5 fl(x) =TVt +xy f/(1) = %, determinar f(8).

1.2. Integracién por sustitucion

Se utiliza cuando no es posible encontrar la primitiva de manera inmediata. Se trata de
sustituir el integrando o parte de este, por otra funcién, de manera que la expresion resultante
sea de facil integracién.

1.2.1. Sustitucién de variable
Considerar la siguiente integral:
I= /f(:c)dx (1.1)

Si no es posible encontrar la primitiva de manera inmediata, aunque se sabe que existe, entonces,
es posible plantear un cambio de variable de la siguiente forma:

v = Q(t) (1.2)
Donde @ es funcién continua de ¢, lo mismo que su derivada Q'(t); ademds, posee inversa.
Entonces,
dr = Q'(t) dt
Se demostrara que,
[ @ = [ i) @ v (13)
Para el efecto, se calculan las derivadas con respecto a “x” en los dos miembros, asi:
L () = j(a) (14)
— (f(x)dz) = f(x). .
dx
d , d , dt
il = — —_—. 1.
| [ newn ewa| = 4| [ siewn ool 4 (15)
Por la regla de derivacion inversa, se tiene que,
dx , dt 1
= =Q't), — = ——.
dt @), dx  Q'(t)
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Al reemplazar en (5), se obtiene:

i | reeewa) - 4 | [ femeoal Q,(),f[Q()}Q()Q,lm—f[Q(t)]—f(x(i~6)

Dado que las expresiones (4) y (6) son iguales, entonces, por transitividad se obtiene que,

/ f(@)dz = / f1Q(0)] Q ()t
Nota

Para utilizar formalmente la técnica de sustitucién, se sugiere seguir los siguientes pasos:

a) Optar por la sustitucién que sea conveniente. El cambio de variable que se elija depende
del integrando.

b) Determinar el diferencial de la sustitucién que elija. La nueva integral se debe definir en
términos de la nueva variable.

¢) Resolver la integral resultante del cambio de variable, la cual, debe ser inmediata o de fAcil
solucién.

d) Regresar a la variable inicial y simplificar.

Ejemplo 5
Calcular las integrales dadas mediante las sustituciones que se sugieren en cada caso:

1

dx T
[ — % fAF¥ome—s 2 [ a2
)/3+\/1+2x e )/m\/xQ—l T

3)/d7x In(tg) = y. 4)/x5\/2+x3dx; 2 =2+a0

sen 2zin(tgx)’

Solucién J
i
1) Sea I = | —————. La sustitucién /1 + 22 = Z, conduce a:
) / 3+V1+2x
1422 = 2% d(1 4 2z) = d(2%), 2dz = 2zdz.
Por tanto, I = zdz .
3+z

Al efectuar la divisién formal de z entre 3 + z, se obtiene:
3
I= 1———=| dz=2z-3In|z+3|+C.
z+3

Dado que, z = /1 4 2z, entonces,

=1+ 2z —3In]vV1+2x+ 3|+ C.
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dx t
2 ————. Sea x = —; dx = ——; entonces,
) /95\/962 -1 t 2

[:7/ﬂ><;:7/i
b S es
I:f/idt :fi/idt :fﬁ arcsen(

- V2l fioe 2 7

I = —g arcsen (\/575) .

I = —Q arcsen <\/§> +C
2 T
dx
1= —=5
3) /sen 2zin(tg x)

Sea In(tgx) = y; d(In(tgx)) = dy.

1
Pero x = —
t

1
; t = —, entonces,
T

2 1

sec” x oz
d :d . 0S“ T d :d
tge 0T W e S
= dy; = dy
sen x cos sen 2x
Por tanto,
1 d 1 1
=3 ?y - §ln|y| = Eln|ln(tgm)| +C.
b [oVaTa s

I= /m3x2\/2+x3 = /w3\/2+1’3 22dx
Sea 22 = 2+ 23; d(2?) = d(2 + 2°); 22dz = 322dx,
2
gzdz = 22dz; 2 =/2+ 23,

Al reemplazar en la integral dada, se obtiene,

2 211 2
sz/(z4—2z2)dz:f T
3 315 3

z

=2 [32° —102%] = ﬁ(3z2 —10)
45 45 '

Pero z = v/2 + 23, entonces,

I= 23”(24’;”3)3 3(2 + 2®) — 10]
A CR i S
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In(lnx) erdx
1) I= D 1=[ ———.
) / rinz du ) / e fer 1
23dx dx
afz/———f @1:/———<
(2 +32)7 VVE+1

dx
5 1= .
) /\/2x+1+\/x+1

Ejemplo 6.

Determinar las integrales dadas a continuacion:
Solucién.

UI:/ mz/mwm{ }

Sea u = In(Inx), entonces, du = d[In(Inz)].

In(Inx)
xlnx

dx
zlnx

I= /udu = %uQ +C; I = %[Zn(ln:r)]z +C,

du = ildat:; du = ld—x
Inx x x lnx
Por tanto,
L,y
I = iln (Inx) + C.
erdx
Q) I = ———.
) /62w+ez+1

Sea z = e” entonces dz = d(e*); dz = e"dx.

Luego,
/ dz / dz
I: = N
2242241 (z+1)2
1
I=— +C,
z+1
1
=— C.
e* +1 i
3d
3) I:/Iiﬂg.
(2+32)%

Sea 2+ 3z =32 z = Y entonces, dr = d [

2

yc—2

3

2

3

ydy.

};dac
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Luego,
2 9\3 _ 9
1/(%;)X3Wy2 /wy—z
n y7 T 3727
2 [[y?-27° 2 2
81 { y® }dy 81 [ f}d%
2 6 12 8 2 6 4 8
I== [ |1-— dy = — L e
81 { AT } s {y'+ w 5y5} e
6 4 8
I= @x+$% _ -+ _|+C.
2z +3)2  (2z+3)2 52z +3)2
[:/dix_
Vvr+1

Seau=+/vr+1, v =x+1; /o =u?>-1; = (u* - 1)?, entonces,

dr =d [(u2 - 1)2] : dz = 4u(u® — 1)du.

Por tanto,
du(u? — 1)d
I:/ u(u )u:4/(u2—1)du7
u
4
§u3 4u,
4
3vﬁ+14w Vz+1+4C.
_/’ z
) V214V 1
Al racionalizar, se obtiene,
I_/’ V2r+1—+or+1 .
@@x+1+v%+4)@&x+1—¢x+n ’
_:/ V2x + —¢§I’ /\&x+ —Vr+1
(\/m) (Vo +1 2r+1—-2x—1
/ V2x+1 / vV + (a)
V2r 1
Liamese I, = | V2211,
X

w?—1

Sea vV2r +1=u; 20 +1=u? doe =udu; v = 2
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Luego,

u X udu w2du 1
L[ =2 ——— =2 —_— =2 1-— d
1 /U2_1 /u2_1 /|: ’l,(,2—1:| U,

u—1
11:2u+ln m ,
V2 1-1
=22z 11 +1n|Y22T w

V2z+1+1

vr+1
dx.
T

Llamese I, = /

SeavVr+1l=t a+1=1t> o =1t>—1; de = 2tdt.

Entonces,
t(2tdt) t2dt
I, = =2
2 /t2—1 /?2—1

1

vVe+1-—1
L=2Ve+1+In|—]|.
? NES R

t—1
t+1

)

Al reemplazar (b) y (¢) en (a), se obtiene,

VarFi—1 Nz
I =9z ¥ 1+In| Y22t ‘2¢x+1+hz vt ‘+C.

V2r+1+1 vr+1+1

Ejercicios propuestos 1.2

1) Determinar la funcién v(z), para que se verifique la igualdad:
a) /esen x/l)(x)dx — esen 17.

1
b) /mv(x)dw = arctg 3x.

c) /(a2 — xQ)%v(:r)dm = ;(a2 —2?)2.

v(x) _ 4
d)/x4+1dmfln\x +1].

dr = arcsen2zx.

==
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2) Calcular las integrales dadas, por medio de la técnica de sustitucion.

2) / (sen x + cosx)dx b) / T
\“/sen T —COoST V1+cos2z

/W' 0 [ G

cos? 1+ 22)artcgx’

® [ w [

)| D[

SN e R e =
sen 2xdx xdx

R Ve 0 [ =

o)/ivlji\/gdx. p)/ dx

22Vz2 + a2
/ V1+linx /
q) | ——dz. r) | —.
zlnx V1 — 22

9 2% dor t)/(2m+3)d:v

1.3. Integracién por partes

La técnica de integracion por partes, se utiliza para integrales no inmediatas y para aquellos
que la sustitucion de variable resulta inconveniente.

Dado que no existe una férmula para integrar cualquier producto de funciones, las reglas de
integracion por partes es una excelente herramienta para integrar este tipo de funciones. Se base
en la férmula para derivar un producto de funciones.

1.3.1. Definiciones y ejemplos

Sean u = u(x), v = v(x) funciones diferenciales de x, entonces,
d(uv) = udv + vdu.

Al integrar en los dos miembros, se llega a,

UV = /udv—l—/vdu.
/udv =uv — /Udu. (1.7)

O bien,
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La relacién (1.7) se conoce como la féormula de integracién por partes. Como puede verse, en el
lado izquierdo de (1.7), la integral tiene dos factores u y dv; en el derecho, la integral [vdu, debe
ser inmediata o facilmente integrable.

Ejemplo 6
Mediante la técnica de integracién por partes, calcular las primitivas de las siguientes inte-
grales:

1) /:ce?’:”dac. 2) /x2sen 2z dz.
3) /lm:dx. 4) /x\/x—i- 1dz.
2

T
5) /mdm 6) /xarctgxdx.

Solucién

1) /xegxdac.
2

1
Sea u = €3%; dv = xdx = du = 3e3%dx; v = ix .

1 3 )
Entonces, I = 533263:0 — §/xgedxdw.

Se puede observar que, la integral del lado derecho se ha complicado y no cumple con el
requisito de ser facilmente calculable. Esto significa que la escogencia u y dv, en el producto

inicial, no fue conveniente.
3x 1 3x
Seau=uz;du=dr=dv=ce dx;v:§e .

Entonces,

3% g
1 1\ -
=(57-5)rc
2) /xzscn 2x dx.
9 1
Sea u = x*; du = 2xdr = dv = sen 2xdr; v = —3 cos 2.

Luego,
1, 2
I = —Ex cos 2 + 5 x cos 2xdx.

Se aplica nuevamente la técnica de integracion por partes:

1
up = x; duy = dx = dvy = cos2xdx; v = gsen 2x.
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Entonces,

1 1 1
I= 75352 cos 2z + |:§JJS€H 2z — i/sen dex] ,
1, 1 1
I = ——x"cos2x + —xsen 2x + — cos 2z + C.
2 2 4
3) /lnmdm.
Se toman u y dv de la tinica manera posible:

u=Inz; du=dr=dv=dr; v==x

Entonces,

I:gvlmc—/acdij
T

I =xlne —x+C.
4) /x\/x—i—lda:

2

Sea u = x; du:d:r:>d'0:(w+1)%; v:%(:r+1)3

2 2

[N

2 2 2
I=Zo(+1) gxg(xﬂ)%

= %x\/(x 1) - %\/(sc 1P+ C

1
Seau:x; du:d$=>d1):.%'($2+1)72d$; U:§$2+1.

Entonces,

I_,¥+E/d7x
o 2x(x2+1) 2 ) 2241

1 1
I=——— 4> arctgz + C.
2z(2? + 1) g arctgr

6) I = /xarctg:cdx = /arctgm(:cdx).

1
Sea u = arctgx; du = ?22 = dv = xdx; v= 5392.
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Entonces,

1 1 2d 1 1 1

1= fa:Qarctg:v - = / rar 7m2arctgx —— |1 = ——=| dz,
2 2/ 1+a22 2 2 1+ 22
1 1

I= §m2arctgx - 5[:17 — arctgz],

I = sa?arctgs — ~u + Sarct

= jT arctgr — Sz + Sarctgz,
1 1 1
I= (2:172 + 2) arctgr — 5% + C.
NOTA

Para determinar la primitiva de una funcién, en ocasiones se requiere utilizar méas de una
sustitucion y ademas la aplicacién de la integracion por partes. En las siguientes lineas se plantean
y resuelven integrales con las anteriores caracteristicas.

Ejemplo 7.

zlnzdz
NIl=| —. 2) I = [ sec®zda.
) V1— 22 ) /
3)I= /e“”sen badx. ) 1= /xln2md1:.

5) 1= /gm/ﬁarcsenmdx. 6) I = /sen Vx dz.

Solucién

zlnzdz zdz
1) I=] ——= [ Inz Xx ———.
) /\/1—22 V1—22

dz zdz
Seau=1Inz; du=— = dv=—r—; v=—V1—22
z V122

Entonces,

/1 2
I:—\/1—22ln|2\+/%d7;. (a)

Llamese I y sea z = sen t; dz = costdt,

Ny

7 / V1 — sen?t x costdt / vcos? t cos tdt
1 = -

sen t sen t

2 2
< tdt 1 —sen“t 1
11:/Cos :/ Sen dt:/ =~ sent)dt
sen t sen t sen t

I, = /(csct —sen t)dt = In|csct — ctgt| + cost + C

1 VIz2
L=In|l-- Y"1 /1-22 (b)

z
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Al sustituir (b) en (a), se obtiene,

I=—V1-22In|z|+In

1 — 22
IZ2 im2ic
z

1
z

2) I=/sec3:cdx=/secxxsechdx.

Sea u = secx; du = sec xtgrdr = dv = sec? xdx; v = tgx.

Entonces,
I:sccmtgx—/tg:csccxtgxd:c
I =secatgr — /thm sec xdx = secxtgx — /(sec2 x — 1) secxdr
I:secxtgxf/sec3:rd:r+/secxdx; QI:sectngr/secxdac

Donde I = sec® zdz, entonces,

1 1
I= 5 sec xtgr + iln\ secz + tgx| + C.

3) 1= /eaxsenbxdx.

Método 1

1
Sea u = e*; du = ae*dx = dv = sen br dx; v = ~3 cos bx.
Luego,

1
I = _ge‘” cos bx + %/e‘” cos bxdzx. (1)

Llamese I = f e cos bxdx.
Sea u; = e**; duy = ae*®dx = dvy = cosbxdx; vy = %sen bx.

Entonces,

1
I, = —e™sen bx — a / e*sen brdx,
b b
1
I = Eeaxsen bx — %I. (2)

Al sustituir (2) en (1)

1 1
I= fge‘“’ cosbx + 4 [fe“sen br — %I} ,

b b
1 2
I = —ge‘” cos bxr + I%e‘”sen bx — Z—QI,
1 + (12 I a axr b ]‘ axr b
— = —e%sen bx — —e* cos bx
b2 b2 b '

2 b2 1
<%) I = l%e‘”sen bx — ge‘” cos bx.
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Finalmente,
I= ﬁ [ae®sen bx — be™ cos bx] + C,
a
eam
= o e [asenbx — beosbx] + C.
a
Método 2

Para calcular esta integral se puede utilizar la férn%ula de Euler: ¢ = cosz +isenz, donde
i = v/—1 es la unidad imaginaria. Ademés (v/—1)" =%

Noétese que €' es un nimero complejo, compuesto por la parte real Re(e'™) = cosz, y la
parte imaginaria im(e') = sen x.

Por consiguiente, e(@ti)7 — cazpib
el OT — (0T (068 by + i sen bx),
(0T — 0% (o5 by + e sen b
De manera que, si se calcula [ e(®*)7dz y se considera la parte imaginaria de e(**®)%) que
corresponde a e sen bz, se tiene,
I = /e(aJrib)zdx _ 1 e(a+ib)x _ a—ib e(aJrib)z
a+ ib (a +ib)(a — ib) ’
— b . — b
I= / aa_i(;b)?e(a“b)x = aa2 +Zb2 [ cos bx + ie*sen bx] .
Al tomar la parte imaginaria de I, se llega a la siguiente expresion:
p g ) g g p
/ “sen bad, ac sen b - cosb
esenbrdr = ———senbr — ——— x
(1,2 + b2 a2 + b2 ’
eaz
/e‘”sen brdx = 21 [asenbx — bcosbx] + C
1= /:rln%d;r = /lnzacxdac.
2 2 2inz 1,2
Sea u = In"z; du = d[In"z] = —— dr = dv = xdx; v = 52°.
x
Entonces,
1 1 21
I==2%n’x — f/xz one dx,
2 2 T
L o o
I= 5% In“z— | z(lnz)dx, (a)

Sea I = /x(lnm)dw = /lnm xdx

d 1
up = lnz; du = a = dv =uxdr; v= 5932.
x
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Luego,
1 d
L = 2x21n2x 5/12—x,
I = =220’z — 1/;L‘dx
2 2 ’
1
L = ixQan - —z? (b)

Al reemplazar (b) en (a), se obtiene,

1 1 1
= 5332[71235 - §x2ln1“ - ZIQ +C.

I= /1’\/ 1—a22arcsenx dr = /(arcsen:r) (x\/ 1— 22 d:z:).

dx 1
Sea u = arcsenz; du = —— = dv = 2V/1 — 22dz = 2(1 — 2?)2dx.
T % ( )
1 1
v= 75/72x(1 fo)%da: =-3 V(1 —a?)3.

1 = 1 [/(1—2a?)3
I= —g(arcsenx)\/ (1—2a2)3+ 3 / i dx,
I= —%(arcsenm) (1—22)3 + % /(1 — 2?)dz,

1 = 1 1 .
I= —g(arcsenx)\/ (1—22)3+ 3%~ §x5 +C.

I= /sen%dx.
Sea ¥z = z; v = 2% dr = 32°dz.
Entonces,
I = /sen 2(32%dz) = 3 / 2%(sen zdz).
Al integrar por partes, se tiene,

u=2% du=2zdz = dv =sen zdz; v=—cosz.

Entonces,
=3 [—z2cosz+2/zcoszdz] ,
I1=3- 22cosz+6/zcoszdz.

Al integrar por partes nuevamente, se tiene:

uy = z; du = dz = dv; = cos zdz; v] = sen z.
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Por tanto,

I=3—2%cosz+6 {zsenzf/senzdz] ,

I:3—z2cosz+6zsenz+6cosz+0,
I= (322+6) cosz + 6zsen z + C,

I= (3\3/P+6>COS%+6%SGH%+O.

Ejercicios propuestos 1.3

A) Calcular las integrales que siguen, por medio de la técnica de integracién por partes:

1) /arctg?):cdx. 2) /ea’“'sen?)xdx.

3) / PlnZedz. 1) “Tc“ff
5) /ln (1+V1+22) da /””c

7 / 22 cos® wdz, 8) / mdm.
9) / (arcsenz)® da. 10) / Wiy
W [ e v [ e
13) / o*Vaz ¥ bde. 14) / Bsenbadz.

15) /xZ\/ 4 — 22 dux.

B) Calcular las primitivas de las siguientes integrales:
2) /zsena:cosxdx.

z2arctg x dx
4) T

O =

=

arcsen x dx

1.4. Integrales trigonométricas

Son aquellas en las que, en el integrando aparecen funciones trigonométricas seno, coseno,
tangente, etc. o combinaciones de ellas. Si bien, en los paragrafos anteriores se planted este tipo
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de integrales, fueron resueltas por medio de sustitucién o conversion a integrales inmediatas; sin
embargo, en las siguientes lineas, se plantean y resuelven integrales trigonométricas para las cuales
es necesaria la aplicacion de identidades trigonométricas.

1.4.1. Definiciones y ejemplos

Para el cdlculo de integrales trigonométricas, se pueden utilizar las siguientes identidades

trigonométricas:

2z =1.

1) sen®z + cos
3) 1+ ctg’r = cscta.
9 1
5) cos*x = 5(1 + cos 2x).
7)1 —cosx = 2sen? .
9) 1+sen z=1+cos (5 —z).

10) senz cosy =

11) senzseny =

=N = N

12) cosxcosy = 5

[sen(z — y) + sen(z — y)].
[cos(z — y) + cos(z + y)].

[cos(x — y) + cos(z + y)].

2) 1+ tg’x = sec? z.
9 1
4) sen“x = 5(1 — cos2x).

1
6) senx cosx = 5 sen 2.

8) 1+ cosz = 2cos? g

Ejemplo 8

Calcular las siguientes integrales:
1) /cos2 dxdx. 2) /sen23x cos? 3xdz.
3) / sen 3z cos 2zdzx. 4) / sen’z cos® zdz.

5) /sen43cdac. 6) /\/1 — cos 2z dx.
7) /\/(l—i-cosa:)?’ dz. 8) /cosax cosbx d.
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Solucién

1
1) /0082 4o dx = 3 /(1 + cos 8z)dz (identidad 5),

1 1
= i/da:—b—i/cos&:dx,
1 1

1
:§x+f><fsen8x+0,

2 8
1 1
= Qm—i—ﬁsenSx—i—C.

1-—- 1
2) / sen?3z cos® 3z dx = / ( C;S 63:) ( + 0208 6x> dx (identidades 5 y 6),

1 1 1
:Z/(l—cos%ix)dx:i/dx—i/cos26xdx,
1

1 1
=75 1% 5/[1 + cos(12x)] dz,
_ 1 ! 1>< L 122+ C
=17 g¥ g X penl2ze+C,

1 1
:gx—%senmm—i—a

1
3) / sen 3z cos 2x dx = 3 /[sen(?)x —2x) + sen(3z + 2x)]dx (identidad 7),

1 1
= §/senxdac—|—§/sen5yr:ahc—|—07
1 1
:—fcosx—fxgcosmc—i-(],

2 2

1
= fgcosa:f ECOS5I+C.

4) / sen’z cos® x dx = / sen’z cos? z cos z dr,

= /sen3x(1 — sen’z) cos x dz,

= /sen3xcosxdxf/sen%cosxd:r,

= /(sen:v)3 cosxdr — /(senw)5 cos z dx,
4

1
:ZSGH x—gseHGm—l—C.
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1 —cos2z\ 2
o [t fmiapic= | (52

1
=7 /(1 — 2cos 2z + cos” 2z)dx,

1 1
= Z/dgc—5/cos2:1:d:c—l—/cos22:cdsc,

1 1 1 1
:7$—§/Cos2xd$+f><5/(1+COS4.Z‘)d$,

4 4
1 1 1 1 1 1
:foix§Sen2x+§x+§XZsen4x+C,
1 1 1
= Zm—isean—i—ﬁsenélx—i—C.

6) /\/1 —cos 2z dr = /\/isenxdx, (identidad 10),

:\/i/senxd:r:f\@cosxqtc.
7 /de:/<1+cosx)%dx,

= / (2 cos? g)% dx = 2\/5/0053 g dx,
= Zﬁ/cosx (g) cos? (%) dux,
= 2\/§/cos (g) {1 — sean} dx,

= —2\/5/ [sen (g)r X COS (g) dx + 2\@/cos (g) dx,
1 x\13 1 T
= —4V2 x 3 [sen (5)} +2vV2 x isen (5) + C,

= —47\/? sen’ (g) +4\/§SQH (g) + C.

1
8) /cos az cosbx dx = 3 /cos(ax —bx)dx + /cos(am + bzx)dx,

= 7/005 [(a —b)z] dz+ % /cos [(a+b)z] dx,

1 1 1
7 set [(a —b)z] + PR [(a+b)z] + C,

3a—1) sen [(a + b)x] + C.
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Ejemplo 9

Calcular las siguientes integrales:

cos® zdx

— 2) [ tg°2zda.
/senx )/ g erax
3) /tg32:csec3 2z dx. 4) /ctg?’x dz.

1)

dx
5 /7
) Vsenz cosd x

Solucién

1) / cos® xdx cos? z cos z dx

Ysenz (sen 1«)% ’

I

B / (cos?z)? coswdr / (1 — sen?z)? cos x dx
(sen :v)% (sen :v)%

= /(sen x)_% [1 - 2sen’z + sen’z] cos z dx,

= /(senx)_% cosx dr — 2/(senx)_% cosx dr + /(senx)% coszx dx,

Wl

3 3
—2x 3 (senx)g + ﬁ(senx)% +C,

3 3 3 .
= ixs/sen%: — Z\S/sensx + ﬂvi senltz + C,

3
= E(sen x)

3 3 3
= Vsen2z [5 -1 sen’z + 1 sen%} +C.

2) /tg52m dr = /tg3233 x tg*2z dx = /thQx(sec2 2z — 1)dux,

= /tg32xsec2 2xdx—/tg32mda:,

_ 3 2 2

—/tg 2 sec Zxdcc—/tg 2xtg2x dx,

= /tg?’Zx sec? 2z dx — /(sec2 2z — 1)tg 2z dz,
1 3 2 1 2

=3 tg°2x sec” 2x dx — 5 tg2x(2sec” 2z dx) + | tg2xdx,
1 1 1 1

=3 X Ztg42:r — Etg22:r — §ln| cos 2z| + C,

1 1 1
= gtg42m - 5t922m — iln\ cos® z| + C.
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3) /thstec3 2xdr = /t922xsec2 2z sec2x tg 2z dx,

= /(SCC2 2z — 1) sec? 2z sec 2z tg 22 du,

= /sec4 2msec?mt92xdm—/sec2 2x sec2x tg 2x dx,

1 1
=3 /(sec 22) (2 sec? 2w tg 2x d) — 3 /(sec 2x)%(2sec 2z tg 2z dx),
1 1 1 1
2><5(sec x) 2><3(sec z)” +C,
1 1
= E(sec 2z)° — 6(sec 2z)% + C.

4) /ctg3x dr = /ctg%v ctgxdx,

= /(CSCQ.TJ— l)ctgxdx:/cchysctg;vd:c—/ctgxda:,

= /ctgaccsczxdx—/ctgacdac,

1
= f§ct92x —In|senz| + C.

5) / / v/cos xdx v/cos xdx
- - b
Vsen x cos3 x \/cos zVsen x cos3 Vsen x cost

cos T dx
= X —— = \/ctg:cseCde;r,
senxr cos’x

sec? xdx
Vigx
= 2(tg 1‘)% +C,
= 2Vtgxx + C.

(tg 1‘)_% sec? z d,

Ejercicios propuestos 1.4

1) Calcular las siguientes integrales:

1
a) /0054 <2> dx. b) /senSyCOSBydy.

c) / sen2tcosdtdt. d) / cos 3z cos 2z dz.

)/ cos® z dx ) /Cos?’xdx
1— senx’ sentx
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g) /tg%d:v. h) /tg% sect x da.
i) /CSC4 2z dz. j) /ctg3:ccsc4xdx.
+ 3 4
k) /wdx. 1) /Sec4 T dr.
csc T tg*x

m) /crgQ:v esctadr. ) /0505 xdz.

2) Verificar los siguientes resultados:
2 4 1 1 L 3
a) [ sen“x cos a:da::—wf—sen4x+@sen 2z + C.

16 64
b) dx :an T+vV2+1
Vige 4 22— V241

1 1
c) /m sen?(2?) do = 11:2 ~3 sen(2z?) + C.

d) /cos%cos%dm = gsen (56I> + 3sen (%) +C.

arcsenxzdr =x — /1 —22arcsenx + C.

+C.

T
e v
) / V1—22
3) Demostrar que,

si dac—0b%>0

2 2
- arctq | ——
) / dzx 4dac — b? g [\/4ac—b2]
a

2 - 2 2 b—Vb2 -4
az® +bx +c In ar + Yl s 2 —dac>0
Viac =12 |2ax + b+ Vb2 — dac
d a? — x? T

x
b = -
) 22y/(a2 — 22)3 atx + atv/s2 — 12

1.5. Sustituciones trigonométicas inversas

Cuando en el integrando aparezca planteada una de las formas:
Va2 — 2 Va2 + 22 o V22 — a2,

es posible encontrar la primitiva mediante sustituciones trigonométricas.

1.5.1. Definiciones y ejemplos

Los integrandos de la forma Va2 — 22; Va2 + 22 o V22 — a2, se pueden transformar en una
funcién con otra variable ¢, mas facil de integrar, al efectuar los cambios que se indican en la
Tabla 1.
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FORMA | SUSTITUCION

REP. GRAFICA

a? — x2 xr =asent

Va? + x? T =atgt

2 —qa? x = asect

a2

— X

Tabla 1. Sustituciones especiales

La nueva integral con variable t, debe ser de fécil resolucién.

Ejemplo 10
Calcular las siguientes integrales:

dr

D e — 2)/ﬂ.
224/100 4 22 Var? —1
3)/ dx . r+2
V25 — 22
(4z — x?)2

Solucién

dx
HIl=[| —.
) / 224/100 4 22

Sea x = 10tgt; do = 10sec?tdt.

4) | ———=dx.
VaZ+2z —3
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V100 + 22

10

Sea x = 10tgt; dx = 10sec? tdt.

Entonces,

- / 10 sec” tdt
100tg2t1/100 + 100tg2t’

_/ 10 sec” tdt 1 /sec tdt
100 x 10 x tg2t\/1 + tg2t 100 ) tg’tsect’

1
1 /sectdt_ 1 cost gy _

sen”2tcost dt,

~ 100 tg>t 100 ) sen? 100
cos? t
L (sent) "2 cost dt = L (sent)™' + C.
=— [ (sen cos ———(sen
100 100
1100 2
I = _J +C
1002

I—/ 22dx _/ 22dx _1/ 22dx
B Vix? —1 B 1 2 9 1

1 1
Sea z = fsect dr = fsecttgtdt

MW

2

Entonces,

1
1 fsec tffsecttgt

\/fseCQt—f

I = l/sec tdt = /sectsec tdt,
8 8

/ sec? tsecttgtdt
tgt ’

| n—l‘a‘ J—
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Al integrar por partes, se obtiene,

u=sect; du=secttgtdt = dv=sec’tdt; v=tgt.

Entonces,
1
1= gsecttgt—/tgtsecttgtdt,
1 1
1= gsecttgt— g/thSectdt,
1 1 )
I= gsecttgt— 3 (sec”t — 1) sectdt,
1 1 . 1
I= gsecttgt— g/secstdt—i-gsectdt,
1 1 1
1= gsecttgt— gl—O— g/sectdt,
O = Laecttgt + Linsect + tg1]
—I = —sec —In|sec ,
g T gMETY g
1 1
I= §secttgt+ §ln\sect+tgt| +C.
z2— 1
Pero sect = 2z; tgt = ~——5—— = V4a? — 1.
2
Finalmente,

1

2
rodx 1
/\/495271 9( ) 9 Vit -1

2 1
=@V =1+ §ln‘2w+ Via? - 1‘ +C.

dx
3) / V25 — 22

Sea x =5 sent; dr = 5costdt.

V25 — z?
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Entonces,
_/ 5costdt _1/ costdt
5 sen tv/25 — 25 sen2t 5 ) sentv/1 — sen2t’
1 costdt 1
I=- | ——— == [ csctdt,
5 sentcost 5
1
= gln| csct — ctgt] + C,
1 V25 — 2
PR R e el )
5 T T
1 |5-v25 a2
PR R ekl B
5 T
2
4 1= vt
V Vi +2z -3

Al completar cuadrados en el trinomio 22 + 2z — 3 se obtiene

420 -3=("+20+1)-3-1=(z+1)* -

z+1
wamﬁﬂx
[ ‘
2

Entonces,
r+2
N{CESVET
Como d [(x 4+ 1) — 4] = 2(z + 1)dz = (22 + 2)dx, entonces,
1  2(x+2) /[21‘+2)+2dm
V(@ +1)? VE+1)2-4"

_1 2(x+1 d:v

V(z+1)2 /\/x+1)2 7

1 1
I=- 2 x2(x+1)de+

2/[(x+1) _4] 3 /\/#)2_4
I:%XQXK +1)° 5 /\/x+l
+/¢m'

I=+22+2x—-3
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Llamese I

_/ dz
Vi +1)2 -4
Sea x4+ 1=2sect; dlz +1) =d(2sect) = dx =2secttgtdt.

Por tanto,

7 2secttgtdt 2/ secttgtdt /secttgtdt
1= —_— — — = N
Vidsec?t—4 2] /sec?t—1 tgt
L :/Sectdt:ln\sectthgtL
x+1 (x+1)2—-4
+
2 2

(@+1)+/@+1)2—4
: .

[1=ln

7

[1=ln

Al reemplazar (b) en (a):

1 1)2 -4
I=vV22+2r—-3+In (@+1)+ 2(90—1— ) +C.
d
- / _dr
(4r — 22)2
Al completar cuadrados sobre el binomio de segundo grado 4z — x2, se tiene:

4o —a? =2+ 4w +4—4,
= —(2? — 4o +4) +4,
=4— (z—2)2%

Entonces,

Sea x —2=2sen t; do = 2costdt.

(b)
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Luego,

2costdt 2 costdt
I= [7% 3

4 — 4sen?t] 4z J [1-— Sen2t]% 7
2 costdt 1 [costdt 1 dt
I=5 | —5=| =7 ==
2 ) [cos2t]z 4 cos’t 4] cos’t

1 1 1 r—2
I=- 2tdt = —tgt = — X ——r
4/sec 4g 4>< 4x—x2+07
-2
O B
4/dx — x2

Ejercicios propuestos 1.5

A) Calcular las primitivas de las siguientes integrales:

0 / Ve Z100dr. 2) / VIS

3) /\/%dm. 4) /N%.

5) /\/;:ﬁdx. 6) /W%

7) \/(xfxw. 8)/(9_5%)2.

) [ e W/ (434+2>
B) Verificar

3 2
1)/(wdf€:r2_a2_a+a

xZ—QZ)% .7327(12
N a— VEZ—aZ 1
2)/udz:fu+—arcsen’q+c.
a3 222 2a a

xdx -1
3) / (22 — a?)" - 2(n— 1)(z2 — a2)n1 +C.

1.6. Integrales de las funciones racionales

p(x)

Son aquellas en las que el integrando es una funcién racional de la forma ﬁ, donde p(x) y
q(z

¢(x) son polinomios.

1.6.1. Definiciones y ejemplos

= Una funcién f(z) = IM, q # 0, en donde p(x) y g(x) son polinomios, se llama funcién

q(x)

racional.
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= Se denota por gr[p(x)] el grado de polinomio p(x).
Si grip(x)] < grig(x)], la funcién f(z) se llama fraccién propia.

Si gr[p(z)] > gr[g(x)], la funcién f(z) se llama fraccién impropia.

= Toda funcién racional impropia se puede expresar como la suma de un polinomio y de una
funcién racional propia. Este resultado se obtiene por medio de la aplicacién del Algoritmo
de Euclides.

= Toda fraccién racional propia se puede expresar como la suma de fracciones racionales cuyos
denominadores son de la forma (ax +b)" y (ax? + bz + )" donde n € Z. En dependencia de
la naturaleza del denominador (factores), se presentan los casos que presentan en la Tabla
2.

CASO | CARACTERISTICAS FRACCIONES SIMPLES
A
1 Factores lineales distintos:
ax +b az +b
A A A
2 Factores lineales iguales: LI 2 s+t
(az + b)" ar+b  (ax+0D) (az + b)"
Ax+ B
3 Factores cuadraticos distin- #
tos: ax?® + bz + ¢ az” +0x + ¢
A B A B
4 Factores cuadraticos iguales: 2136 + 5 22:10 + D2 St
(aa® + ba + )" ar? +br+c  (ax?®+bx+c)
(az? 4+ bz + )"

Tabla 2. Modelo de Fracciones Parciales

= A, B, Ai, Bison constantes por determinar.

= Los factores cuadraticos son irreducibles.

Ejemplo 11
Calcular las primitivas de las siguientes funciones racionales:

dx
b /wQIOO’
dx
3) / S

[ |
5>/ﬁdl‘

7 / sen x dz
cosx(l + cos?x)’

==

ot + o o+ 2
Y] iz
z* 4+ 322+ 2

223dx
6) / (22 +1)%°

X.
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Solucién

dr
1 = —_.
)1 /x2—100

La descomposicién factorial del denominador es:

2% =100 = (z + 10)(z — 10).
Se trata de dos factores lineales distintos. Por tanto, la fraccién del integrando se expresa
como la suma de dos factores lineales simples asi:

1 A N B
22-100 410 =z-10

Ay B por determinar. ;Cémo encontrarlas?.

Método 1
1 A(z —10) + B(x + 10)
22— 100 22— 100 ’
A(zx — 10) + B(x + 10) = 1,
Az —10A+ Bz +10B =1 (a)

Al igualar los coeficientes de las respectivas potencias se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones lineales 2 x 2:

A+B=0
10A + 108
Cuya solucién es,
1 1

Por tanto,

/ dx / A n B d
@ S TR N
22 — 100 x+10 2-—10 ’

i dx +i dx
20) z+10 20/ x—10’

1 1
=% Injz + 10| + %lnu — 10|+ C,

xr — 10
x4+ 10

1
=
20"

Método 2 (Método de raices)

De la relacién (a), se tiene:

+e

Az — 10A + Bz + 10B = 1.

Siz =10; B(10+10) = 1; 3:210.
. 1
Siz=-10; A(-10-10)=1; A= .

Una vez se obtengan los valores de A y B, se continiia con el procedimiento explicado en el
método 1.
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=

El denominador se expresa mediante un factor lineal repetido dos veces. En correspondencia
con el caso 2 de este paragrafo, la fraccién racional del integrando se puede expresar, asi:

T B A B
@—2? 2-2 (w_22
x Alx—-2)+ B

(@—22 " (z-22

Alx —2)+ B ==.

Al igualar los coeficientes de las potencias respectivas, se obtiene,
A=1,
—2A+B=0; B=2A; B=2.

= e et

dx 2
I_/x—2+/(w—2)2dx’

2
I=linjz—2|———+C.

T —2
3)/ dx _/ dz
w422 ) 22(x+1)

En este caso, el denominador se descompone en dos factores lineales repetidos iguales,
correspondientes a x — 0 y (z — 0)? y un factor lineal no repetido, = + 1.

Por tanto,

De esta manera, el integrando se descompone en las siguientes fracciones:

1 A B D
2@t 2T arr

1 _ Az(z+1) + Bz + 1) + Da?
22z +1) x2(z + 1) ’

Az(z+1)+ Bz + 1)+ Dz? = 1.

Al igualar los coeficientes de las potencias respectivas, se obtiene el sistema de ecuaciones
lineales 3 x 3:

A+D=0
A+B=0
B=1

Deaqui, B=1; A=-1; D=1.
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Por consiguiente,

]7/ dx 7/A+B+D ;
) a2z 1) z 22 o1

f/ ,l+i+# d
a r 22 z+1 i

1
I:fln|x|75+ln|x+\|+0,

r+1 1
=In + ‘——i—C.
T

) / at+ad 442
24+ 322 + 2
El denominador de la fraccién racional, se factoriza asi:

24322 4+2=(22+2) (2> +1)
Se puede ver que los factores son cuadraticos no repetidos (caso 3), entonces,

a*+a2*+2+2 Az+B  Dz+E

(22 +2)(x2+1)  22+2 22+17

_ (Az+ B) ((«* +1) + (Dz + E)(2? + 2))
N (22 +2)(22 4+ 1)

Después de efectuar los productos indicados, simplificar e igualar los coeficientes de las
potencias respectivas, se llega al sistema lineales 4 x 4:

A+D=1
B+E=1
A+2D=1
B+2D =0

Al resolver sistema, se obtiene,

A=1;, B=0; D=0; E=1.

I:/[Ax—}—B_i_Dac—s—E}dm:/ xdx +/ dx
22 42 x2+1 22+ 2 224+ 17
I:l/ 2xdx +/ dx

2/ 22 +1 22+ 1’

1
I= 3 In(z? + 1) + arctgx + C.

Por tanto,

et 4?1
) [
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En este caso, el integrado es una fraccién racional impropia. La divisién formal del numera-
dor entre el denominador y la aplicacién del Algoritmo de Euclides, conduce a lo siguiente,

3
_ 2
I—/{x +2+x2—1}d$7

1 3 z—1
I=-a% 420+ -1 C.
37 + x+2nx+1‘+

6) 23 dx
(22 +1)2
Aqui, el denominador es un factor cuadratico irreducible repetido dos veces, correspondiente
al caso 4. De manera que, las fracciones simples asociados, son:

223 Azr+B Dx+FE
@2+1)2  22+2 @ (22 +1)2
~ (Az+ B) ((2* +1) + (Dz + E)(2” + 1))
(22 +1)? ’
A2 + Ba? + Az + B+ Dz + FE = 225,

Al igualar los coeficientes de las potencias respectivas, se obtiene,

A=2
B=0 . .
La solucién del sistema 4 x4 es A=2; B=0; D=-2; E=0
A+D=0
B+E=0
Por tanto,

I—/ 203dx _/ 2x dx +/ —2xdx
) @242 ) 2242 (22 4+ 1)%’
1

2 2
I=In(z*—1)"— m2+1+C

7 / sen z dx
cosz(1 + cos?z)’
Sea u = cosx; du = —sen xdx.

Entonces,

/ du
N R —
u(l + u?z)
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El denominador es el producto del factor lineal u—0 y un factor cuadratico 1+ wu?. Entonces,

1 A Bu+D
u(1+u2w):g 1+u?’
A(l+u?) + (Bu+ D)u
B u(l+u?) ’
Al +4*) + (Bu+ D)u = 1.
A+B=0

A=1
D=0

(a)

Los resultados son: A=1; D=0; B=—1.

Por tanto, al reemplazar en (a), se obtiene,
I—— / du / _udu_

U us+1

du 1 / 2udu
I=— | ——- [ ——,

v  2) ur+1

1

I = —In|u|] — 3 In(u?+1) +C,

I=-In (\/cos2m + 1) —In|cosz| + C.

Ejercicios propuestos 1.6

Calcular las primitivas de las siguientes integrales:

1)L/’(2x——])dx

%) xdr
23+ 922 + 232 + 15

22— 31+ 2
a/ggig%ﬁ. (”/G?%%£IFM'
D[ 9w

3x — 17
9)/x3+x2+4x+4dx‘

24r—1

1.7.

4dx
1 .
0) /x4+ 1

(422 — 8z)dx
2 [ G s

Integrales de funciones irracionales

Las funciones irracionales, son aquellas en cuya expresién matemética f(x), aparece un radical.
Por ejemplo f(x) = V22 — z — 1 es una funcién irracional.
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Aunque no siempre es posible expresar la integral indefinida de una funcién irracional mediante
funciones elementales, en las siguientes lineas se plantean y se resuelven problemas de integracién
de este tipo de funciones.

m
n

1.7.1. Integral con integrando de la forma R (x, Xn, ... ,xi)

. ’ m r . . . m r
La simbologia R (1“, Tn, ..., Is) significa que, con las magnitudes x, z»,..., x>, se presentan
solo operaciones racionales, donde R es funcién racional de sus argumentos.
. P . . m T . ‘s k
Si k es el comin denominador de las fracciones —,...—, entonces la sustitucion z = t~,

n S
convierte la integral I, en una integral de una funcién racional con variable t.

1.7.2. integral con integrando de la forma R (X, (‘;’:j;;’)% ey ("C‘)’zig)g)

Donde R es funcién racional de sus argumentos. Si k es el comin denominador de las fracciones

m r .., ar+b
—,...,—, entonces la sustitucion
n S cx+d

funcién racional de variable ¢.

= t*, convierte la integral I en una integral de una

Ejemplo 12
Calcular las primitivas de las siguientes integrales:

1)/%@1@. 2)/%.

3)/ dx 4)/ x—ld
. —dux.
Va+zxz—Ja+x Vaoi41
r—1 dx
5 —
)/ z+1 x
Solucién

1
1)/3\/5 d:r:/ 112 dz.
Ve +1 xz3 +1

El comin denominador de las fracciones

Por tanto,

Iﬁ/t3(6t5dt) 76/ t8dt
) oe2+1 ) 2+

1
I= 10—t 2 - dt
6/{ + 2417

6 6 6
I= ?t7 — 5755 + §t3 — 6arctgt + C,
6 6
I = ?x% — 536% 1otz — 6arctg (x%) + C,

I= gx%— g\(yx?’—l-Zf—ﬁarctg (Vz) +C.
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/\/77\/7 /$2—JZ’4.

1 1
El comin denominador de las fracciones — 5V 1 es 4.

=

Sea x = t*; dx = 4t3dt; z3 =12 z1 =t.

De esta manera,

3 3 2
I:/4tdt:4/tdt :4/tdt’
12—t tt—1) t—1

1
1_4/[75—1—1—1—} dt—4[2t2+t+ln|t+1|} +C,

I =245 + 421 +4In x171‘+c,
I=2Vz+4Vz +In|Vz—1|+C.

(a+x) 6dx (a—i—x)%dx
Vatz-vatz J (ata)t —(ata)b
1 1
El comin denominador de las fracciones 337% es 6

La sustitucién apropiada es,
(a+x)é =t a+z=1% dr = 6tdt.

Por lo tanto,

/t(6t5dt)76/ t0dt 6/t4dt

B3 —t2 2(t—1) t—1
1

I—6/{t3+t2+t+1+tl]dt,

I:gt4+gt3+gt2+6t+61n|t—1|+C,

3
:§(a+x)§+2(a+x)%+3(a+a:)%+6(a+x)é+61n’(a+x)%—1‘+C,

I:%{‘/(aer)Q+2\/a+x+3{‘7a+x+6{’/a+m+6ln|\6/a+xfl|+C’.

-1 -1
Sea /& :;x =t% o—1=z+1); v —1==t22+1%
r+1 xr+1
1+¢2 2(1 — )t + 2(1 + t2)¢ 4tdt
1—t) =1+t 2= s dr = dt; doe = ————.
d1 =) =141 v = g de 1- ) B (e
Por tanto,

= i) - [
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En esta fraccién racional, se opta por efectuar una sustitucién trigonométrica, asf:

1—¢2

t =senwu; dt = cosudu.

Entonces,

T4 sen?u cos u du 4 sen?u cos u du
N (1 —sen?u)? costu
2

2 2

sen-u 1—cos”u du COoSs™ u

I= —du=4 [ g —du=4 [ 4 [ o du,
COS” u COS” U COS” U COS” u

I:4/sec3udu—4/secudu.

En correspondencia con el ejercicio 2 del ejemplo 10, se tiene,

1
I=4x B [secutgu + In|secu + tgu|] — 4in|sec +tgu| + C,

I = 2secutgu — 2In|sec+tgu| + C.

Pero,
1 1 1 fz+1
secu = = = .
\/1—t2 \/1 z—1 \/ 2 2
:E—I—]. z+1
vV —
¢ t VT + \/l’—l
u_ - .
e e f 2
vr+1
Luego,

:c+1

—2l

/ac+1

I= 2\/ —1-2n|Ve+1+Vo—1|+2nV2+K,
:\/w271721n|\/x+1+\/a:71|+Cd0ndeC:21n\/§+K.

)/ x—i—lx'
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Son T _ p2 1+ 2 Atdt
ea =t r= T = .

r+1 ' 12 (1 —t2)2
Entonces,

1_/ tadt 1 dt_4/ t2dt
B (1= " 14+¢2| (1—12)2(1+2)2’

1—¢2
t2dt
I= 4/ I+ )1 —t)(1+¢2)2

La aplicacién de fracciones parciales conduce a lo siguiente:

dt dt dt
I= -2
/l+t+/1—t /1+t2’

=In|l +t| — In|l — t| — 2arctgt + C.

_Jz—1 1+t_\/a:+1+\/x—1
Va4 1 1—t_\/ﬁ—\/ﬁ’
vVe+1l4++v/x—1
Ve tl-va-1

Pero,

I=In + C.

— 2arctg 1
T

Ejercicios propuestos 1.7

Determinar la primitiva de las siguientes integrales:

éf\/ildx 2) de
3 ff:\lfd 4 V+2V+’\+%ﬁ+ldm
/me 6) \}f:%/fa?
9)/1+\/§’%d. 10)/@?%'
w[Eae W[ erEaw

13)/%32+xdag. /ﬁ_‘f

2—z)32\V2—2 x—1

L+ Va+Va?
15)/ 1+ =
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1.8. Integracién del binomio diferencial

En estas integrales, la variable x o funciones de la variable z, estdn afectadas por radicales o
expresiones fraccionarias.

1.8.1. Binomio diferencial
Una integral de la forma,
I= /xm(a + bz™)P dx (1)

Donde m, n, p, a, b son constantes reales, se llama binomio diferencial.
La integral (1) se puede reducir a una integral de una funcién racional y, por consiguiente, se
puede expresar como la suma de funciones elementales, en los tres casos siguientes:

1) P es un ntmero entero.

m+ 1

2) es un nuimero entero.

m+1
n-+p

es un numero entero.

3)

1 1
Sea " = u; dx = — un " 'du.

n
Al reemplazar en (1) se obtiene,

m

1
I= /:rm (a+bx"™)P dx = f/u? (a + bu)? un L du,
n

1 m
sz/u w1 (0 + bu)? du,
n
1 1
I:f/uq(aeru)pduendondeq:mfl. (2)
n n

1) Sea p € Z. Si q es racional; sea g = 57 de donde la integral (2) tiene la forma:
s

I:/R(uﬁ,u) du (3)

La expresién (3) se puede reducir a la integral de una funcién racional, mediante la susti-
tucién u = t* (ver paragrafo 1.9, p. 61).

m+1 m+1
2) Sea i € Z; entonces, q = 7_._1, es también entero. El niimero p es racional, denotado
o a '
por p = —.
B

De esta manera, la integral (2), se puede escribir como:

I= /R(uq,(a—l—bu)%) du. (4)

La integral (4) se puede reducir a racional, al efectuar la sustituciéon a + bu = t? (ver
pardgrafo 1.9).
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1 1
3) Sea m + p € Z; entonces, m

— 14 p =g+ p, también es un ntimero entero.

Asi, la integral (2) se transforma en:

I= /uw (a—zbu>pdu. (5)

k .
Donde (¢ + p) es un nimero entero y p = — es un nimero racional.

l

k
I = [ u7tP M ldu_ (6)
u

La integral (6), se puede reducir a racional mediante la siguiente sustitucién:

a—+ bu )

La integral (5) es de la forma,

u
(ver paragrafo 1.9)

NOTA
Sélo en los tres casos mencionados es posible racionalizar el integrando y expresar la integral
como suma finita de funciones elementales.

Ejemplo 13
Calcular las integrales:

1)/ v 2)/%\/}5/5@

T+ v

3) dx 2) / 2Odx

22/(1+22)3 V(a+ba3)3

Solucién
3 2 _92
T 2 1
2 1

Enestecasom:§; n:§; p=-2¢€l.
En consecuencia, el ejemplo corresponde al primer caso de integrales de binomios diferen-
ciales.
Entonces, sea T3 = w x=u’; do = 3u?du; z5 =,

Por tanto,

u?du
I:/u2(1+u)_2(3u2du) :i’)/ﬁ7

4du 3du
_ 2 _ _ —
I-3/(u 2u+3)du 3/u+1 3(1—|—u)2’

: 9
I:u573u2+9u712ln|u+1\—ﬁ+0per0u:xé:%,
u

9
3
I:x—3\/x2+9€/5—121n‘\‘7§+1‘—W—O—C.
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/7 1
2)/ 1+ /:c3 1+m% * dx.

Aqu17

=1lcZ.

W | =

Por tanto, el ejemplo corresponde al caso 2.

1 : 2
Sea 23 = u; = =v>; do = 3uldu; =3 =u?.

Entonces,
I= /u—2(1 + )2 (3u’du) = 3/(1 +u)2du,
=3x 3(1+u)%+0per0u:xé = .
Luego,

3
2

I:Q(Hx%) el
I=2/(1+¢z)* +C.
2)7%d:r.

)/Wﬁw_/w(ux

En este caso,

3 m+1 241 3
MEEPE Ty Ty Ty <
Esta integral corresponde al caso 3 de binomios diferenciales.
1
Seaz?=u; v 2=u"l; o= u%; dr = §u7%du
Luego,
1 . 3 1 1 _3 _
I:§ u (1+u) 2u 2du=§ u 2 (14 u) 2du,
1 = 1 1 3
2 2
I:f/ufgxug(l—}—u)fidu: / ru d
2 w2 2 u
1+u 9 9 1 —2t
Sea " =t% 14+ u=ut?; u(l —t*) =—1; U= du = o1

Al reemplazar en (A),

/(t2 —1)3(2)2 [(tftdtly} = - /(t2 — 1)t 2dt,

1 1 14w 1+ a2
I:—/(l—t2>dt——t—t+0perot:\/ " :\/ R

Finalmente,

V1+ 22 x

I=- - +C
T V1422
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3
/ / (a+bz®)"? daz.
V( a+bx3

Aqui,

me=bn=3 pe_o ML S5+l o, 4

2 n 3

Entonces,

1 5 1

g/u?(l—l-bu) 2y Sdu:§/u(1+bu) 2du ((B))

2
Sea a + bu = t?; bdu = 2tdt; u = gtdt; w="= =
Al sustituir en (B), se tiene,
1 t2 —a 3
I=- x ()72 x Ztdt,
: / L

2 9 2 a

[N}

t?+a
3b2{ } 3b2[ ¢ }JFC’
2 [a+bu+a 2 | 2a+bu
%{ ] o ]
_ 2 2a + bx
s [T +€

Ejercicios propuestos 1.8

Calcular las primitivas de las siguientes integrales:

1)/%\4/2+<7x7dx. 2) aﬂ\/(;liigﬂ)?f
3)/{‘/(1+\/5)3d;r. 4)/7%75@

)/2 13;_%4 6)/x5\3/(1+x3)2dm.
7)/.735\/1+$3d1‘. 8) /W

xidx V(a? — a2)3
9) /\/m 0) /de

1.9. Integrales de funciones racionales de seno y coseno

Se estudia la integracion de funciones racionales que incluyen las funciones cosz y sen x.
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1.9.1. Definiciones y ejemplos

Considerar la integral,
I= /R(cosx, senz)dx (1)

Donde R indica que las funciones trigonométricas seno y coseno aparecen en el numerador o
denominador de una funcién racional.

La sustitucién tg— = ¢, convierte la integral (1) en una integral racional de variable ¢.

Dicha cambio de variable se denomina sustitucién universal.

En efecto,

2dt

= 2arctgt; dv = ——
x arctgt; dx T

1 t 2t
X =
Vit Vi 14¢

senx = 2cosx senx = 2 X

PR

2 2 2
COS T = COS f—senQE:(i1 ) —( ! ) :17t.
2 2 V1+12 V1+12 1412

Como se puede observar, la diferencial dz, sen x y cosx vienen definidas en términos de funciones
racionales de variable t.

Ejemplo 14
Determinar las siguientes integrales:

1) / dx 2) / dx

1+ sen z +coszx’ 544 sen2x’
d. d.

3) / S 4) / I —
1+ tgx 2 — sen?zx

5) / sen 2xdx
costz + sentx’

Solucién

1) / dx
1+senz + cosx’

Sea t (x)—t' x = arctgt; dr = 2dt s senx = 2dt 5 CosST = 1t Entonces
I\g) =hH v aragh ar =97 T Ty :
2dt dt
:/ 1+¢2 :/ 1+¢2
2 1—t? 1482 +2t+1 -t
L+ 7+ 2 2
14+t 1+t 1+1¢
dt
1:2/7,
2+ 2t

dt
I:/—:ln\1+t\+0,
1+t

Izzn‘1+tg(g)\+c.
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dx
2 ey ————
) /5+4 sen 2x

1
Sea 2z = y; dx = §dy.

Entonces,
N
 2) 54+4sen 2z’

La sustitucién tg (%) = t,conduce a:

oarctat: d 2dt 2t
= 2arctgt; =——;seny=
Y gt ay 1+ Y 11
Por tanto,
2dt 2dt
1:1/ 142 :/ 12 :/ di
2 4(2t) 5+ 5t2 4+ 8t 5+ 5t2 + 8t’
S5+ ——5 _—
1+1¢2 1+¢2
1 dt 1 5 t+s
125/]M:5><3a1“ctg § +C,
(*5) 3 5
1 5t +4 2
I:§arctg [TJF}JGCerot:tg(g):tg(;):tgac,
Luego,

1= 1arctg {Stde—i-ﬂ +C.

d
3)/ -
14 tgx

d
Sea tgr = u; x© = arctgu; dx = Y

142

Entonces,

du
1+ u? du, /A Bu+ D
I= — Y Bl
/1+u /(1+u)(1+u2) BT 1+u |7
1/ du 1/ udu 1/ du
I=- | —= | —+= | —,
2) 1+u 2) 14u2 2] 14u?

1 1 1
I= 5ln|l+u\ — Zln(1+u2) +§arctgu+6’,

1 1 1
I =—In|l+tgz|— 1 In(1+tg?z) + 5% +C.

2
dx
4 _.
)/2— sen?zx
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Sea ¢ d du u?
eatgr=u; dv = ——; senxr = ——.
9 14+ u? V1+u?
Entonces,
du
I— / 1+ u2 _ / 14+ u?
2 2(1 4+ u?) — u?
V1 + u2 1 —+ U2
du U
212 2 arctg ﬁ ,
1= g arctg (\gu> +C,
2 2
I = £arciﬁg £tg:v + C.
2 2
5) / sen 2x dx
costx + seniz’
sen 2xdr

_/ du
) 24202 —

I =
(costz + 2 cos? z sen?z + senx) — 2cos? x sen?x’

sen 2xdx

I pr—
(cos? x + sen2z)2 — 2 cos? x sen?x
sen 2xdx

I =
/ 1 —2cos?z sen?x

1 1
Pero, cosx sen x = 5 sen 2z; 2cos’ x sen’x = 5 sen’x.

-

Entonces,

sen 2xdx

1 — = sen?2x
2

1
Sea 2z = y; dr = idy,

sen 2xdx

—o [ SORETET
/ 2 — sen?2x

I—g/ sen ydy _/ sen ydy
~2) 2—sen?y ) 1—sen?y’

La sustitucion tg (%) = t,conduce a:

2t
= 2arctgb; d
y = 2arctgh; dy = 35

; seny =

2t

1412
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De esta manera,

2t 2dt tdt

o f1ixe f 1t (1+1%)2
I'= =4 2\2 27
2(14+ %)% — 4t

) 2 \?
142 (1+12)2
tdt tdt
I=4 =4 —
/2+4t2+2t4—4t2 /2(1+t4)’
I / 2tdt / 2tdt
1+t ) 1+ ()

Sea t? = z; 2tdt = z.

Luego,
dz
I:/m: arctgz—l—C.
2z
Pero z = t?; z =tg? () = tg? ( > = tg’x.

Entonces,
I = arcty (tg%c) +C.

Ejercicios propuestos 1.9

Determinar las primitivas de las siguientes integrales:

1) /dim 2) /diw
senx + 2 1—2senx

dx dx
3 —_—. 4 T ——
)/2—cos:r )/senﬂc—cosx—l
sen zdx dx
5 . 6 -
)/1+sen2m )/5+38enx
7)/w‘ 8)/M.
1+senx 1+cosz

dx dx
—. 1 D Sa—
9 / (1+ cosz)? 0) / sen’z + tg2x

1.10. Otras sustituciones

En las siguientes lineas, se plantean y resuelven integrales que requieren una sustitucion es-

pecial o algin procedimiento matematico particular.

En algunas ocasiones, al resolver integrales que contienen funciones racionales, se presentan
operaciones algebraicas dispendiosas, por lo cual, se requiere tener mucho cuidado a lo largo del

proceso.

Por otra parte, es conveniente anotar que, algunas integrales se pueden resolver por métodos
diferentes. Se necesita, entonces, optar por el camino mas eficiente, el cual, estara orientado por

la experiencia y habilidad para resolver este tipo de integrales.
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Ejemplo 15

Calcular las integrales indefinidas:

V[ e 2) [

dr

3
) / a?sen?x + b2 cos? x

4>/m-

) | s

Solucién

dx
D [ e

Al completar

Entonces,

1
S - =
ea:c+2

Por tanto,

I

[ =——

I =

7=

I =

I =

cuadrados en el trinomio 2 + = + 1, se obtiene,

9 2
?+r+l= <x+%) + (\f)

3 3
itgt; dr = £3(962 tdt.
2 2

\[/ dx —éx 43/ sec? tdt

3\ 32 3 (tg> +1)3’
2 2

V3 . 64 / sec2tdt  32V/3 [ dt 32/3 Lo
N A sl = = cos .

2 27 | secbtdt 27 sectt 27

32\[ 2

1 2

o [2( + cos t)] dt,

32v3 1 9

—57 X 1/(1 + 2 cos 2t + cos” 2t)dt,

8V3 [ 1

9 _ 1 2
o7 _t+sen2t+2/( +cos4t)dt},
[ 1 1

827\?3 _t + sen 2t + §t+ 3 sen4t} + C,

8v3[3 1

2—\7[ _§t+ sen 2t + 3 sen4t} + C,
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1 3 2 1
Pero = + 5= gtgt; t = arctg [ x\/g }
Ademss,
sen2t = 2cost sent = 2 x v3 X (2z+1) = (21‘+1)\/§

Witz +1 2Vl tz+1 22tz +1
sendt = 4 sentcost — 8 sen’t cost

ondp— A+ V3 8( 2141 )3 V3
n4t = - ,
V24 +1 222+ +1 2vVai 4+ +1 2vVz2+r+1
2z +1)vV3  (2z+1)%V3
sen 4t = - .
22+ax+1 2@+ 2x+1)2
Finalmente,

= — | = t —
o7 27N\ (2 +z+1)  8@2+a+1) 16@+az+1)2

;83 [3 <2x+1> L QetV3 | etV (123
2 2
83 [2 , <2x+1> L B@r+ V3 e+ 1)V3

+C.

a2 +x+1) 16(x2+z+1)2

25dx
2) / i+ 223

El integrando corresponde a una funcién racional, cuyo denominador contiene un factor
cuadratico irreducible, repetido tres veces, asi:

P Ax + B Dx+ FE Fr+ G

(1+22)3  1+a2 i (1+ 22)? i (1+a2)%

Donde A, B, D, E, F, G son constantes por determinar. A primera vista, resulta un proce-
dimiento algebraico dispendioso; de manera que, se opta por calcular la integral propuesta
como un binomio diferencial, asi:

I= /x5(1 + 22 3da.

Aquim=5; n=2; p=—3 como p= —3 € Z, corresponde al primer caso binomial.
1 5

Sea 2 =u; z = u%;dac = iu_%du; z® =uz.

Por tanto,

1 . 1 .
I= §/ug(1 + u)f‘;u*%du =5 /u2(1 + u) "3du,
1/ u?du
J =
2) (1+u)?

Seal+u=t du=dt; u=t—1; u> = (1+1)2.
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Luego,

1 t—1)2dt 1 [t2—2t+1
1:7/( D =7/ S a,

3 2 13

1//1 2 1 1 11
I=>[(:-2+=)dt=-inlt|+-—— +C.
2/<t t2+t3) pltl+ s - ¢

Pero t =1 4+ u = 1 + 22, entonces,

1 1

— C.
1422 4(1+2?) *

1
1:§mu+ﬁyk

3) / dx
a?senx + b2 cos? x’

Para esta integral, podria utilizarse la sustitucion universal tgz = t; sin embargo, se la
puede resolver facilmente, por otro procedimiento.

Al dividir numerador y denominador por cos? z, se llega a lo siguiente:
dx
I / o’z _ / sec? xdx .
a’sen’x ) atg?x + b2
5 +b
cos?x

Sea tgx = u; d(tgz) = d(u); sec? zdx = du.

Por tanto,

1_/ du _i/ du
T @2 a2 b\ 2’
()

a

1 1
1= = X %arctg % +C = %arctg {%u} +C.
a
Pero u = tgx, entonces,
1 a
I=— t[ft} C.
ab arctg b gr| +
1) / dx
V1 +x+ a2
1
Sea x = —; dr = —Z% dz, entonces,
z
I / dz / dz
= _ Sl s E—
221 1+1+i 227\/22+Z+1
2 z 22 z

1:7/\/22%72“:/ (Z+1>d22+<\/§)2‘

2

2
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1 3 3
Seaz+§:gtgt; dzzgsecztdt.
Luego,
VB, B
I /TSGC tdt 3 sec2 tdt
3., .3 V3J) Jtgt+1
—tg°t + — -
4 4 2
2
tdt
I:/sec :—/secttgt:—Zn|sect+tgt|+C.
sect
Pero,
! 1
. 2\/2’2+z+ + * VaZ+z+1
sect = ;
3 V3z
1
tat — +§ 2z+1 2+x
g .
VA RE
2
Finalmente,
AVER 1 2
[y | YL 2T o
V3 V3
AVE 142
I=In rhrt et +C.
V3
5)/79”
Vi -z +2
Sea Va2 —x+2=2z—ux,
22—z +2=2%—2zx + 22,
2y —x=22—2,
(22 — 1) =22 -2,
2-2 2022 —z+2
x:z s dr = (" -2+ )dz.
2z —1 (2z — 1)2
Por tanto,
(2% — 2+ 2)dz

Pero,
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De esta manera,

2 _
122/ (2% — 2+ 2)dz :2/ dz 7
(22— 2+2) 22 -2

(22 —1)(22 —2)
=—=lIn V2-e
Q\f V2+z|
‘\/ix VrZ+z+2

2z —1

V2+z+Val+z+2

Ejercicios propuestos 1.10

Calcular las primitivas de las siguientes integrales indefinidas:

1)/ ve+142 d 2)/ cos xdx
. —_—
(x+1)2—Vr+1 5+4cosx
18

3) /\/tgm; sugerencia: tgr = y°.  4) /:172 (a+b2®)" 7 da.

sen 3x z+ V1 — 22
) [ 0 [t
dx (2a? — 2%)2? dx
7)/(93—2)\/932—45174-1' 8)/ (a2 —22)2
dx dx
9)/(ax2+bx+6)g' 10) /x3(x4—a4)'

1.11. Respuestas Ejercicios Capitulo 1

Respuestas ejercicios propuestos 1.1
A)

1 4
1)§x2+5x+;+6’. 2) 2y + 3+ C.

3, 5 1 1

)—16\/(2x +3)4+C. 4 72(2_1!)24—0.
-t 1o 25 15

5) 102 4)2+C. 6) 5~ g2+ g +C.

1

) -gi-aP+C ) %{’/m—k(].
1
9) Va2 +2x — 4+ C. 10) §x2+2ln|x+2|+0.
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xe—&-l
11) e* — . T 41)? - .
) e e+1+C 12) In(e* + 1) —2 4+ C
C 1
1 & 1 —cos3z
1 1,
17) gln\tg3x| +C. 18) 15 z+C.
L oo L
19) §eg’”+C’. 20)§tgac +C.
B)
1) arcsen @ +C. 2) @arcsen @ +C.
3 5 5
1
3) §arctge% +C. 4) In(2? + 62 + 13) — garctg (:c ;_ 3) +C.

1
5) V—4x? + 122 — 8 — 3 arcsen(2z — 3) + C.

1 1. 2

6) §ln ‘Qm\/4x2 - 25‘ +C. 1) §x3 —z+ garctg (V2z) + C.
1

8) 5(35 —4)Va? -8z —8in ’x — 4+ Va? - 83:‘ +C.

9) 2\/1+x2+3ln‘1‘+\/1+1‘2‘+0.

C)

Respuestas ejercicios propuestos 1.2
1)

. 1
a) cosz. b) 3. c) —2z. d)4ad.  e) 3
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N w

¢/ (senz — cosz)? + C.

a)

) g\/(e”” TP —0/E I+ C.

e) %\/(tgl’-F 1)3 + C.

3re”
) ln3+1+c'

i) lln | az + V0% + a?2? + C.
a
k) arcsen(lnz) + C.

m) —2v1+cos?z + C.

o) ;/(H Vz)' +C.

.

1
b) 3 In|secx + tgz| + C; sec > 0.

In?(z+1)

d) 5

+C.

f) Inlarctgz| + C.

h)w—2$+c.

Ina — Inb

V5, (VB+V5
30 n<x3—\/5>+0'

1) 4y/1+x+C.
1
n) 5 arcsen 22+ C.

/12 2
p) ,ﬂ+0_

a’x

Q) 2V1+Inz — In|lnz| + 2In [V1+Inz — 1|+ C.

r) —%(:zc2 +2)V1—a22+C.

) %(w_s)e/mw.

t) 2vV1+22+43In (x+\/1+3c2) +C.

Respuestas ejercicios propuestos 1.3

A)

1
1) 3zarctg 3z — 5 ‘1+9x2| +C.

5

1 2 2
3) ng’ In?x — =2 Ing + ——a5 + C.

25 125

2 3
2) 3 e?sen 3z — 3 e** cos 3z + C.

1
5) xln’x—l—\/l—i—mQ‘—\/l—l—xQ—}—C. 6) —Q—ﬁln(\/éx)—i—C.

1 1 1 1
7) —ad + ZxQ sen 2z + ZxcosZa: ~3 sen2zx + C.

x
Sarctgr — ————— 4+ C.
8)2arcgm 2(1+x2)+0

4) 2\/x arcsen \/x + 21—z + C.
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9) x(arcsenx)? + 2(arcsenz)\/2 —22—2x+C.
1
10) 5 aresent — ix\/ 1—22+C.

1 1
11) In 11362 —3 arctgr — §(arctgx)2 +C.
2(3a%2? — 4abx + 8b?) Jar T4 C.
13) \/ (ax + )3+ C.
322 6 6z 3
14) (b—z - 6—4) sen bx + <b3 — ?> cosbx + C.

14) %(wQ - 2)\/4 —a?+ 2arcseng +C.

12) ,15a?
2(15a%2?% — 12abx + 8b%)

B)
l 1 1
1) arcsen (%) +C. 2 g sen 2z — Jocos 20+ C.
3) V(a—z)(x—0b)— (a—0b) arctg 7;—1—0.
1 1
4) zarctgx — 5 (arctgz?) — 5 (arctgz)? + C.
rarcsenx 1
5) S+ —In |1 — 2?| + C.
)i Talt it
Respuestas ejercicios propuestos 1.4
1)
5 1 3 1
a) Ex—i—i senyzt—i—g—2 sen 22—ﬂ sen®z + C.
1 1 1 1
b)gcos5y—gc052y+C. C)ZCOSQt—ECOSGt+C.
1 1 1,
d) =senz+-—senb5z+C. e)senx+ - sen‘z+ C.
2 10 2
1, 1,
f) cscr — 3 cse z+C. g) itg z+1In |cosz|+ C.
2 5 2 1 1 .
h) ftgix+ftg%x+0. i) —= ctg2r — = ctg®2x + C.
) 9 2 6
N B S
j) ~1 ctg*x — gctg xz+C. k) —senz — cscx + C.
1 1 1 1
1) — - —4cC. ——ctglz — = ctgbz + C.
) 3tgix tngr m) 49 GCngr

1 4 3 3
n) —7 65¢ retgr — 3 cscxetgr + 3 In |escx + ctgz| + C.
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Respuestas ejercicios propuestos 1.5
A)
1) %x\/mf 501n‘x+ m\ Y.
2) Va2 —81 — 9 arcsec ‘%‘ +C.

V1—22 1
3) Ve T + — arcsec (E) +C.
2 2 a
1 24+ V4 — 2
1) =3 el IO
T

1 1
5) 5gm/gc2+1 - 51n‘x+\/x2+1’ +C.

VaZ+25 1 |5+va?+ 25
) YL T 1, PEVI TSN o
502 150 x
X
7) ———— +C.
) 2 —1

8) L arctyg (%) + ! T L.

54 18 (9 + 22)
1 2 7
9) ,,L‘
3/ (22 +4x +7)3
10) —+ 13

——_+C
9422 — 24 + 27

Respuestas ejercicios propuestos 1.6

(z—2)°
r—1

+C.

1) ln‘

(x+3)8
(r+5)5(x+1)
3 2

3) %+%+4x+ln

2) —In

1

= C.

; -
22(x —2)°

(@ +2)3 +C.

1
4) —— +in
r—1

xr—2
=

(z —2)?

22

5) +In +C.

r—2
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—5r +12 4\ 2
6) T L, (:”’+ ) +C.

2% + 6z + 8 x+2
7) In W +% arctg (IT_I) +C.
8) In ngj_imlfl —0—? arctg (295\/—31) +C.
9) In (m) + % arctgg +C.
10) g in % + /2 arctg L{i; + C.
11) % +in Va2 +2-— g arctg (?m) +C.
12) 30° — 1 l (z —1)* + arctgr + C.

@+ D)2+ 21
Respuestas ejercicios propuestos 1.7
4
= [\4/x3—zn]<‘/ﬁ+ 1H +C.
2) 3‘4/:59 2 ¥l L ¢
27 13 '

6 12
_%_%4_2[” |$|—24ln (1\2/5-‘1-1)4-0

6 o 3,
4) 5{7;5—5\‘7907+4f—6€/5+6\6f—9ln (Yz+1)+ =

V4 — 22

T

Vi—-z+V1+2 3
Vi—r—+V1+zx

6) 1 {1\/5_\f+ W — \ﬁ+ 1F}+C

5) In +C.

7 7
$*6+ w27§x72

8) 2Vr+1+48In |V —1-2|-2In|Vz—1-1|+C.

7) V3T = Te 64 Y3 ”*f

9) —:r—§+ (V3z+2—In|V3z+2+1|)+

10) 2Vz+1+In|Voe+1+1|-4Vz+14C.

+C.

n (Yx + 1)+ 3arctg Jx + C.
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11) gxw—gxﬁ/ﬁ—g\?ﬁwﬁmﬁ—(&w—zm |1 4 ¥z| + 6arctg ¥z + C.

12) 27 — 47 — 165z +2In |z + 1| + 3In | Yz — Sz + 2|

62V/7 2{*/54)
+ tg | ———— ) + C.
7 arcg( NeG

13) 2 (2+x) +C.
8
6

xf \/7+4\/5712\/>+12arctg\/>+0

14)

15) er/i+?xe/f—x—5W+3W+2f—6\?f—6€/5+61n\%+1|
+6arctg Jx + 1+ C.

Respuestas ejercicios propuestos 1.8

32 . 5
1)1()\/?7516 ¥ (2+€’/:72) +C. 2) — ! <2x+l>+0.

3
8 443 2
3) —(1VE - 4) (14 Vo) +C. g 20 \F)( i CD L
V1 4 5 —3
5)ln(x2+\/1+m4)— ;;gc +C. v Y +a%)p+C.
2(32° — 2)(1 +2%)3 <1+w )
a2
-2+ ——=+C.
0) va? —
f\/ 2223 3Va2—-22 3a, |a+Va?2-— a2
5 - +—ln +
2x 2 2 T
Respuestas ejercicios propuestos 1.9
X xr
2tg= +1 tg= —2—+/3
1) % arctg | —2— | +C. 2) ﬁln %7 +C.
3 3 37 |t 213

2 .
3) ?arctg (\/gtgg) +C. 4) ln‘tggl—’ +C.
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€T T

V2 |tP5+3-2v2 1 Stgs +3
5 & In|—F—— 6) —arctg | —2— | +C.

2 JigPg +342v2 2 4
) ——F t+z+C. 8) x — tg?= + C.

1 = 1 T 1 V2 tgx
9) —tg= + ~tg®= + C. 10) —— |ct ——arctg | —F= C.
)292+6g2+ ) 2cg:r+2arcg(\/§>+

Respuestas ejercicios propuestos 1.10

(Ve +1-1)2
n| YT
T+ 2v/x+ 1

1 5 1
2) 7% arctg (gtgg) +C.

2 vsen 2
3) % [ln <sen — Vsen2x + cosx + arctg <m>)

+C.

+C.

CoOST —sen X

1 _13 |1 1 1
4) — 5\7% | = 5\2 _ = 5 132 )
) = (a+ ba) [S(a—i-bx) 4b(a+bw)+13b}+6’
5) €*(10sen2z 4 5cos2z + 1)+ C.

2 — /1 — 22

1
6) —§ln ‘1—35\/1—352’—0—\/5(17’0755] ( N )]

7) —? arcsen (w—\/i) C.

(a2 _ $2)2 + 3a4
3(a? — xQ)%
2(2ax +b) ‘C
(dac — b?)Vax? + bz + ¢

:v27a2

) — arcsenx + C.

10) 4!
24222 ' 4g8 "
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Capitulo 2

Integral definida

2.1. Definiciones y conceptos

Sea f(z) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]. Considérese dividido este intervalo
en n subintervalos, por medio de los puntos:

Py, Pi,...,P_1,...,P,. Si Py =a; P, =0, entonces,

a=Ph<P<--<P,_1<P,=b

e

i
T
Py=a rn P ox2 Py - Pgox P - Py Tn b= P,

Sea Ax; = P; — p;—1, la longitud del intervalo que ocupa el lugar i.
Entonces,
A.Tl :Pl _P0§ A.CCQ = P2 —Pl,...,AIn :Pn —Pn,1

Témese en cada subintervalo, un punto z;, de modo que x; € [P,_1, P;] y férmese la siguiente
suma, denominada suma de Riemann:

S, = f(:L')Axl + f(xo)Azg + -+ fxi) Az + -+ + f(an) Ay = Zf(zz)(hz (1)

i=1
Cuando el niimero de subdivisiones aumenta indefinidamente, esto es cuando n — oo, se define,
lim S, = lim [f(z1)Az1 4+ -+ f(z)Azi + -+ f(an)Az,)],
n—o0 n—00

n b
— 1im )" () A = / f(@)da. 2)
i=1 @

La integral
b
I= / f(z)dx

se denomina Integral Definida o Integral de Riemann de la funcién f(x) sobre el intervalo [a, b]. El
nimero a se denomina limite inferior; el nimero b, limite superior y, f(z) se denomina integrando.
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2.2. Propiedades de la integral definida

Sean f(z) y g(x) funciones continuas en el intervalo [a,b] y « un escalar; entonces,
1) /bf(x)d:r —0
b b
2) / f(z)dz = —/ f(z)dz.
3) /b af(x)dr = a/bf(x)dx.
b b b
0 [ @ £g@lde= [ fa)doz [ g
5) ¢ € [a,b], entonces, /Cf(x)dx + /bf(ﬂc) = /bf(m)dac.

b
6) Teorema del valor medio: / f(z)dz = (b—a)f(zo); xo € [a,b].
7) Teorema fundamental del cdlculo (Newton — Barrow)
Si F(x)es la primitiva de f(x), esto es F'(z) = f(x), entonces,

b
/ F@)de = F(x) ) = F(b) — F(a) ¥z € [a, .

Demostracién

1) /abf(x)dx =0.

La demostracion es inmediata, pues la longitud del intervalo de integracién es 0, es decir
Az = 0. Por tanto, S,, = 0; entonces,

n—oo

b
/ f(@)dz=0= lim S,, = im0 =0
a n—oo

b) /abf(x)dx - /abf(:r)d:r.

Po =a 1 P 2 Py 132‘71 Ty P; Pnfl Tn b:Pn

Po=a xn P Tpn-1 Py - P; r, P - P,1 b=P,
Figura 2. Particién del intervalo [a, b]

Para la integral del primer miembro, considérese la primera particién de [a, b] de la Figura 2;
los puntos x; en cada subintervalo, se numeran de izquierda a derecha.
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Para la integral del segundo miembro, se considera la segunda particién de [a, b], de la Figura
2; los puntos x; en cada subintervalo, se numeran de derecha a izquierda.

A partir de la primera particion, los Az; en cada subintervalo son positivos, mientras que, en
la segunda particién, los Az; son negativos. Entonces, como se trata del mismo intervalo [a, b],
se tiene que:

= Para la primera particién:
b
lim S, = / f(z)dz.
n—oo a
= Para la segunda particién:

b
lim S, = —/ f(x)de.
n—oo a

/abf(x)dx = /abf(x)dx.

6) El primer teorema del valor medio para integrales, establece que, si f(z), es continua en [a, b],
se verifica que:

Luego,

b
/ f(z)dx = (b— a)f(x¢) donde zy € [a,b].
En efecto,
b
Si f(z) = k (constante), / kdx = k(b — a); pues,

n

Su=Y fle)Az; =Y kAzi=(k+k+ - +k)Az = nk (b*a) = k(b — a).
=1

- n
=1

Note que las longitudes de los subintervalos, son:

Aw,’: <bia).
n

Para otras situaciones, sean m y M, el minimo y méximo absoluto de f(z) en el intervalo [a, b].
Al efectuar convenientemente la particién de [a,b] y la eleccién de los puntos x;, se tiene que,

zn:mAxi < if(avz)Agc2 < zn:MAxi.
i=1 i=1 i=1

Cuando n — oo, se obtiene lo siguiente,

b b b
/md:c</ f(x)dx</ Mdz,

b
m(b—a) </ flz)dz < M(b—a)

b
m < ﬁ/ﬂ f(z)dz < M.
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1
Dado que f(x) es continua en [a,b] y que — ff f(z)dz es un ntmero comprendido entre m y

M, entonces, por aplicaciéon de propiedades de las funciones continuas, debe existir un punto
xo € [a,b], para el cual se cumpla lo siguiente:

b
fao) = = [ S

Por tanto,

b
/ f(@)dz = (b— a) f(zo)-

Problema 1

Demostrar que,
xr

Si F(z) = / f(z)dx, entonces, F'(z) = f(x).
a

Demostracion

Para calcular la derivada de F(x), se procede como sigue:
Por hipétesis,

F(z + Az) = / i flx)dz — / " fla)de = / i flz)dz + / " Fa)da,

a

a z+Ax z+Ax
= / f(x)dx +/ flx)de = / f(x)dx = f(xg)Ax.
donde, por teorema valor medio de integrales,

z € [z, z + Az].

Por tanto,
F(x+ Az) — F(x)
Ax = f(o).
Al tomar limites, se obtiene:
. Flx+Az)—F(x) . B
Y

Dado que, Az — 0, entonces, g — .
De manera que, F'(z) = f(x).

Problema 2

Demostrar el teorema fundamental del cdlculo (Newton — Barrow):
Si F(z) es la primitiva de f(z), V& € [a,ab], siendo f(z) continua en [a, ], entonces,

b
/ f(2)dz = F(z) |5 = F(b) — F(a).

Demostracién
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Al aplicar la propiedad demostrada en el problema 1, se tiene que,

b
/ f(z)dz = F(x) + C.
Si el limite superior es, © = a, entonces,
a
/ f(x)dz =0=F(a)+C.

De donde ¢ = —F(a).
Por tanto,

b
/ F@)dz = F(z) - F(a).

Si el limite superior es, x = b, se obtiene que,
b
[ f@de = F@) - Fla) = Fla) 2.

NOTA

A partir del Teorema Fundamental del Célculo, se puede afirmar que la derivacién y la in-
tegracion de una funcién, son operaciones inversas. En esencia, la férmula de Newton—Barrow,
establece un método muy préactico para calcular integrales definidas, cuando se conoce la primitiva
del integrando, sin tener que recurrir a los cdlculos mediante sumas finitas.

El problema que sigue, ilustra lo mencionado anteriormente.

Problema 3
5
25
Demostrar que / xdr = ER
0

Demostracién

a) Método 1.

5 _
Se define una particién del intervalo [0,5], en n subintervalos, cuya longitud es =—=
n

Az.

T ) T 5
0o P B Py P - Ppr Py
Az Az Az Az

Figura 3. Particién del intervalo [0, 5], en n subintervalos iguales

FElegir los puntos x;, de manera que cada z; coincida con el lado derecho de cada subintervalo.
(Ver Figura 3).
A partir de esta particion, se puede escribir:

r1 = Ax, vo =2Ax,...,x, = nAx.
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88
Entonces,
n n
Sp =Y flzi)Az; = (iAz)Ax;,
i=1 i=1
Sp =Y i(Ax)> = (1+2+ - +n)(Az)%,
i=1
5\ 2
=(1+2+-+n) () .
n
1
Pero 1+2+3+~~-+n=n(nT+).
Por tanto,
n(n+1) (25 25n(n+1) 25 1
h=—" S| === =14+ =).
S 2 (nz) 2 2 2 o

Por definicién de integral definida, se tiene que,

> 2 1 2 2
/ xdx = lim S, = lim—5 (1+) ——5(1—0):—5
0 n—oo n—oo 2 n
b) Método 2.
Se calcula la integral indefinida:
L o
xdr = 7%= F(x).
Al aplicar el teorema fundamental del cdlculo, se tiene,
5 1,1% 155 1 25
de = |-2?| = [2*]) =225 -0 = —.

Problema 4
Aplicar el teorema fundamental del calculo para calcular las siguientes integrales definidas:

4o

1)/1 LRRERY 2)/ d
L\ x. L ii2 x.

11 8
3) / V2z + 3dz. 4) / — Y
3 4 Va2 —15

)/ZCOSQI‘—le_. 6) /’§ cosx—sen:cdx.
o cos2z+1 0 Cosx-+senw

Solucién

-1/ 1 1 1
1) I= - _ = N DL B
) / <1’2 333) o { T " 2333]3

-3

= (‘ﬁ i) - (‘ﬁ * ﬁ)
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[ 1+1 1+1 37 10
a 2 3 18) 2 18 9

En consecuencia,

Después de la division formal de x entre x + 2, se tiene,

4 2 4
I = 1— =[z—2 +2
/_1 { - 2] de =[x Inlz+ 2|2,

I={@d-2Inlz+2))—(-1-2In|—-1+2|)
I=4—-2In6+1+2Inl=5—-2In6.

Luego,

S
/ dr =5—2In6.
_1ZE+2

11 11
3) \/2m+3dx:/ (21:+3)%dm.
3

3

1 11 1 1 2 3711
1:5/3 2(2x+3)2dm—§x§[(2w+3)2} ,
1 3 3
1= {Ran+3) - 23) + 3},
1 8 08] _ Lay3  a2y3
1= [e)8 98] = o[58 - 3)7].
1 98
I=2[125-27 ==,
5 =3
Por tanto,
11
V2x +3dr = =

3

8 z 8 1
4) / 7(130:/ z (2? —15)" 2 da.
4 2 —15 4

I 1
I:—/ 2z (2* —15) ? da
4

I
I
X
[\
—
—
8
(V]
\
—_
ot
~—
NI
[E——

2
I=[(- 15)% — (42—15)5] — (49)7 — (1) =T—1=6.

8
/ T _dr=6.
4 z2 —15

En consecuencia,

5) / Teos2w—1
o cos2x+1
Inicialmente, se calcula la integral indefinida,

cos2x — 1
——dx.
cos2x + 1
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Sea t t tagt; d. dt
ea tgr = t; © = arctgt; do = .
g ’ 97 1+t2
1 2
cosQw:cOSQxfsean:m*ma
1—1¢2
cos2r = ——.
1+ 2
Por tanto,
1—1¢2
cos2x—1 1442 dt
Il: 5 X 5
cosQw—i—l 1—¢ 14t
1+t2
/ 2t2dt / 2t
L =- =
1+t2 1+t2
1
h:*/[hm}dt:*”“’““gt:*tgw”-
Luego,

cos 2x = .
= I e ft 4
/ /Cos2x+1 L]y = [tgz + 2|4,

1:(—1+Z)—(—0+0)=%—1.

1_/ /coa?xfl 7E_1_
cos2x + 1 4

De manera que,

g
3
COST — senx
6) = ——————dx
0 CcosS T + senx

La integral indefinida es inmediata; por tanto,
I ={In |cosz +senzl|],

In |cos0 +sen0f,

V3+1
2

5 cosx —senx V3+1
——dx =lIn .
o Ccosx+senx 2

Calcular las integrales definidas que siguen:

I=In ’cosg—l—senz

3‘_
V3

1
I=In +2‘ln|1+0—ln

2

En consecuencia,

Problema 5

3m

1 sen rdx
cos?x —H5cosx +4°

—
—
mﬁ\
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2) /13ln (w+\/x2—1) s
1
3) /711“2\/47332&7:.

Solucién

1) /T sen xdx
x cos?x —5cosx +4°

Inicialmente, se encuentra la primitiva, para lo cual se calcula la integral indefinida:

sen xdx
I = d
! /0052w75cosx+4 v

METODO 1
Sea cosx = t; sen xdxr = —dt, entonces,
/ dt / dt
h=-| = —%
t2—5t+4 (t—4)(t—-1)
1 1
_ A B _ 3 37
"/(ﬁ*ﬁ)dt— +/
L tn =1 =i ft— 4] = L4
==In[lnlt—1]—In|t — fn
3 3
1 cosx — 1
=—in|—|.
3 cosx —4
Por tanto,
34T7r cos 1 cos 1
1 2r L
=[], =z |—5t—|-m :
£ o ——4
cos —4 cos
4
74 3V2
I=-1
7T—-3v2/ .
METODO 2

Es posible calcular la integral definida al cambiar los limites de integracién, en correspondencia
con la sustitucién cosx = t; asi,

Six—zécosz—@: —@
4 4 2 D)
Six—S—ﬂécos?ﬁ——@@t——Q
4 4 2 T2

Por tanto,

=177 1, (7432
t—4|]vz 3 7-3V2

2) /fln(x—i—x/rﬁ—l)dz
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Se aplica integracién por partes, asi:

x
L
NZ)
Seau—ln(ﬂc—i-\/ﬂc2 ) +\/27dac; dv =dz; v=x.
z T

Por tanto,

I—/;M@%—M)dx— {xln(ﬂc—o—\/ﬁ)— xciac]?”

Vaz =11,
I= [xln (w—i— x2—1) —;/2x(x2—1)_édx]j,
I:[mln(m—i— x2—1)—;2x\/x2—1}j,
I=[3in(3+2v2) - 2v2| - [1in1 -]
I=3In(3+2V2)—2V2.

1
3) / 22\/4 — 22 da.
-1

Para hallar la primitiva, se recurre a la sustitucion trigonométrica inversa, asi:
x = 2sent; dx = 2costdt
Entonces,
IL = /4sen2t\/ 4 — 4sen?t 2 cos tdt,

L = 16/Sen2t 1 — sen?t costdt,

= 16/Sen tcos’tdt = /(28€n2t6082 t)? dt,

4/sen 2t dt = /(1*608415) dt

=2 [t — 4sen4t] .

Ahora bien, si

|
-
Il

\

1
Siz=-1= —-1=2sent; Sent:72

1
Sim:1:>1:28ent;sent:§; t=—.
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De esta manera,

1 w
I= / 224 —a2de=[1]°. = [t — = sen 4t]
-1 6 o™
6
1 2 1
=230 ) - (- ()]
6 4 2 6 4 2 3 4
2r V3
==Y
3 2
Ejercicios propuestos Capitulo 2
Calcular las siguientes integrales definidas:
1 3
1) / dx . %) / 2:cdx2'
0 3—2x 9 1+
1— V16 — 22
3) / VT g 1) / V6=t g
4 1+ \f 3 T
z 27
d
5) /3 x% sen 3xdz. 6) / 563 .
0 g T— VT
-3 9 us
7 / (x + )dx. 8) /4 do .
g x(z—2)? 0o 2+tgl
V2 -2
9) / tBet’dr, 10) S
0 -1 Vat+2zr+2

Respuestas Ejercicios propuestos Capitulo 2

1) V3 —1. 2) In2. 3) 4an - 1.
w2 —4 3 8
4) 41n(2 —2V3. Zin-.
) 4In(2+v/3) —2V/3 5) 5 6)2ln3
13 1 1(3v2 T e2+1
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CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Capitulo 3

Aplicaciones de la integral definida

3.1. Calculo de areas planas

El drea de la figura plana es una medida de la extensién de una regién limitada por curvas en
el plano xy.

3.1.1. Area bajo la curva

Sea y = f(x) una funcién continua, no negativa, definida en el intervalo [a,b]. Dividase el
intervalo dado en “n” subintervalos, por medio de los puntos:

P0> P17"'7P7;—17Pi>"'>Pn—17Pn‘

de modo que,
a=FP<P < <P 1<P<---<P,1<P,=0.

Sea Ax; = P; — P;_1 la longitud de cada subintervalo. Témese en cada subintervalo el punto x;,
de modo que z; € [P;, P,_1]. Desde cada punto P;, elévense perpendiculares, hasta que se corten
con la curva de ecuacién y = f(z).

Por cada punto de interseccién de los x; con la curva y = f(z). Trécense paralelas al eje x.
De esta manera, se determinan rectangulos, cuya base es la longitud de cada subintervalo y la
altura es el valor correspondiente a f(x;) (ver Figura 4).

La suma finita de las dreas de los rectangulos, corresponde al drea aproximada de la regién
plana limitada por las rectas © = a, x = b, la curva y = f(z), y el eje z, la cual se le llamard S,,.

Entonces,

Sp = f(x1)Azy + f(ra)Awg + -+ f(x) Az + - + fan)Axy, = Z flx) Az, (1)
i1

La suma (1) es una suma de Riemann y, por tanto, define una integral definida entre a y b, cuando
n — oo.
El drea exacta, se calcula como sigue,

n b
A= nl;n;oSn = nlLH;O Zl f(zi)Az; = /a f(z)dz unidades de &rea. (2)



98 CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Y
y = f(x)
\_/
f(xi)
1 J(z1)
Ph=a 1P P_1x; P Pnflxnb:PniL'
>
Al’i
Figura 4. Area bajo la curva
3.1.2. Area entre dos curvas
Yy
I )

Figura 5. Area entre dos curvas: elemento vertical de area
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Cuando la regién plana estd determinada por las graficas de las funciones y = f(x), y = g(x)
con f(z) > g(x) Ya € [a,b], entonces, el drea de la regién descrita se calcula por medio de la
siguiente integral definida (ver Figura 5):

b
A= / [f(x) — g(z)] dx unidades de &rea. (3)
NOTA

1) Para dreas calculadas mediante las expresiones (1), (2) y (3), se utilizaron elementos verti-
cales de area.

2) Cuando la regién plana esta limitada por las curvas:

x=g(y); y=c; y=d;y el eje y, entonces, el drea de dicha regién, se calcula mediante la
siguiente integral definida (ver Figura 6):

d
Az/ 9(y)dy. (4)

dA

dy

Figura 6. Area entre dos curvas: elemento horizontal de drea

Si la regién estd limitada por © = g(y), * = h(y) con g(y) > h(y) Yy € [c,d], entonces, su
area se calcula mediante la integral definida que sigue (ver Figura 7):

d
A= / [9(y) — h(y)] dy unidades de area. (5)
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YA
T = h(y)
d L —
dA
dy
A

Cchk----
r=g(y)
X

Figura 7. Area de la regién limitada por dos curvas = g(y) y « = h(y)

Problema 1

Calcular el drea comprendida entre © = 0, * = 2, y = 2% y el eje z, de dos maneras (ver
Figura 8):

a) Elementos verticales de drea (integrar por x)

b) Elementos horizontales de drea (integrar por y)

Solucién

/Aq
dAq

(0,14 (0,1

dAs

Figura 8.1 Figura 8.2

Figura 8. Elementos de area: vertical y horizontal
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a) Al considerar la Figura 8.1. el drea de la regién limitada por x = 0, = =2, y = 2% y el eje
x, se calcula, asi:

A / : 27d ! [27)2 ! [22 — 29] ! (4-1) 5
= x€r = — = — — = — — e pp——
0 m2 0 n2 In2 In2

~ 4,328 unidades de area.

b) En la Figura 8.2, es necesario calcular las dreas Ay y Ao, de la siguiente manera:
4
Ay :/ (2 — logy)dy
1

l
Dado que, logy, y = Y

o entonces,

4 4
Iny

A = 2—— = - — -1

1 /1( ln?)dy {y Yy )17
3

A= — —

Y7 2

Por tanto,
3
A:A1+A2; A:7*2+2,
n2
A= i ~ 4,328 unidades cuadradas.
In2
Problema 2

Determinar el drea comprendida entre las curvas definidas por: y? = 4a; y = 2z — 4.

Solucién

z=3(y+4)

(0,0) x
1,-2)

Figura 9. Area entre dos curvas: elemento horizontal de area

Al analizar la Figura 9, se puede observar que resulta sencillo el procedimiento de cédlculo de
area de la regiéon comun, por medio de elementos horizontales de drea; esto es, integrar por y.
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Al escribir las dos funciones dadas en términos de ¥, se tiene,

1
y2:4x:>x:1y2,

1
yzgm_4:>x:§(y+4)yademés —2<y<4

Por tanto,

A /42 E(y+4) - iyﬂ dy,
A—/z By+2*iy2} dy = By2+2y112y3r_2,
A= (3(16) +2(4) - %(64)) - (%(4) +2(-2) - i(fS)) —9

El drea correspondiente, es de 9 unidades cuadradas.

NOTA

También se puede efectuar el cdlculo por medio de elementos verticales de area. En este caso,
se deben calcular dos integrales cuyos limites de integracion son: 0 <z <1y 1<z <4.

Problema 3

Determinar el area de la region limitada por las siguientes curvas:

y=a>—92% 4+ 242 — 7; y = 29.

Solucién

La funcién polinémica intercepta el eje y en el punto (0, —7); el punto (6,29) corresponde a
la interseccién de la recta y = 29 con y = x3 — 922 + 24z — 7.

Al utilizar elementos verticales de drea (ver Figura 10), el drea comin correspondiente, es:

6
A:/ 29 — (2® — 92% + 242 — 7)] da,
0

6
A= / [—2® + 927 — 24 + 367 dx,
0

1 |
A= {—4964 +32% — 1222 + 36X | = —1(64) +3(6%) — 12(6%) + 36(6),
0
A =108.

El drea solicitada, es de 108 unidades cuadradas.
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y y=a%— 922 +24x — 7
y =29 (6,29)
6 z
(07 77)

Figura 10. Area delimitada por dos curvas: problema 3

Problema 4

1
Determinar el drea comprendida entre las curvas y = 22; y = 5352; y = 2z (ver Figura 11).

y=a°—92% + 24a — 7; y = 29.

Solucién
Yy y = $2 Yy = 2
(4,8)
= %1‘2
(2,404
A
(0,0) x

Figura 11. Area delimitada por tres curvas: problema 4

Los puntos de interaccion entre las curvas son las siguientes:

= (0, 0) es punto comun a las tres curvas.

= (2, 4) es punto de interseccién entre las curvas y = 2? Ay = 2z
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1
= (4, 8) es punto de interseccién entre las curvas y = §x2 ANy =2z

Por tanto, es necesario calcular dos dreas A; y As.

Al integrar por x se tiene,

4 1 1 4 2 4
A1=/ 20 — —2? | do = |2% — [ 22 — =2° :16—2—4—1—*:%.
. 2 6" ), 3 373
1

2 1 2 1 1 4
— 277 2 = — 2:— 32:— = —
Ay —/0 (:r 5% )d:r 2/0 x 6[95 15 6(8) 3

Finalmente,

8
A:A1+A2:§—|—

El area correspondiente es de 4 unidades cuadradas.
Problema 5

Determinar el drea limitada por el circulo 22 + y? = 25 y las rectas y = 4, y = 1.

Solucién

(0,5

4
[
&@

Figura 12. Area delimitada por un circulo y dos rectas: problema 5

En correspondencia con la Figura 12, se puede ver que conviene efectuar el cdlculo del area,
por medio de los elementos horizontales de area. Por tanto, se escribe la ecuacion del circulo en
términos de y; ademds, la variacién de y se establece como 1 <y < 4.
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Por otra parte, la simetria de la regién permite calcular el area asi:

4
A:2/ V25 — 42 dy,
1

4
25 —y2 25
A=2 y2y+2arcsengl,
425 —-16 = 25 4 1v25—-1 25 1
A=2 f—i—?arcseng - T—}—?amseng ,

A =2[6+11,59119023 — 2,449489743 — 2,51697401,
A = 25,249452295 ~ 25, 25 unidades cuadradas.

Problema 6

Determinar el drea de la regién limitada por las siguientes curvas (ver Figura 13):

Solucién
Y
)
y=e>* y=¢" r=1tlny z=Iny
In2,4 /(2[?7,2 4) n2,4)
=4 i (2n2,4Y ~
1Ay ’
2
(0.1) (0,1)
— —
T z
Figura 13.1 Figura 13.2

Figura 13. Elementos horizontales y verticales de 4rea: problema 6

a) Al utilizar elementos verticales de drea (Figura 13.1), es necesario calcular dos dreas, puesto
que, la variacién de “z” asi lo exige; entonces,



106 CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

2In2
In2

Ay = (4 In2 — el"2) - (4(2 In2) — e”"?)
A =802 —4—4ln2 +2
A1 = (4(21n2)).

In2 1
Ag = / (ezz — ) dx = [f (62”” — ez)} ;
0 2

1 In2 1
Ao = [ = ten? _ 6ln2 ) _ < 60 _ 60 ) ,
= (3(2-e) - (=)

1 1
Ay=2—-2——+1=—.
? SR
Por tanto,
Ar = Ay + Ay,

1

3

b) Al utilizar elementos horizontales de drea (Figura 13.2), se obtiene una integral definida,

asi:
4 1 1 /4
A:/ (lnyfflny> dy:f/ Inydy,
1 2 2N

A= % [y(Iny — )]} = % [4(In4 — 1) — 1(in1 — 1)],

A=-[8In2—4+1] =

1

2
3
A=din2— >,
Ty

%[81112—3},

3
Por tanto, el area comprendida es de 4In2 — 3 unidades cuadradas.

Problema 7

Determinar el drea de la regiéon comprendida entre las siguientes graficas (ver Figura 14):

xy=4, y=x, x =4, y=0.
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Solucién

4, 1)

Figura 14.1 Figura 14.2

Figura 14. Elementos horizontales y verticales de 4rea: problema 7

a) Al utilizar elementos verticales de drea, se requiere calcular dos dreas A; y Ao, asf:

2 1 oo 1
A= | zde=_[z7]5g==(4) =2.
0 2

4
Ay = / %dm = 4[In4]3 = 4(Ind — In2) = 4In <g> = 4In2,
2
Ap = Ay + Ay = 2+ 4In2.

b) Por medio de elementos horizontales de area, también se deben calcular dos dreas Ay y As,
asi:

2 2
Al:/l <§fy) dy = [4lny;y2}1—4ln2;(4)4ln1+;,
1 3
A1:4ln2—2+§:4ln2—5,
! 17

! 1
A = 4— d == 4 —72 :4—7:—
2 /0( y)dy [y Qy]o 5= 3
3 7
AT:A1+A2:4ZTL2—§+§:4ln2+2.

Por tanto, el drea correspondiente es de 4in2 + 2 unidades cuadradas.

Problema 8

Determinar el drea comprendida entre las curvas y + (z —1)2 =0, 2 +y = 0, y = 0. (ver
Figura 15).
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Solucién
Y Y
0,0)
x
|
= —\/y +1
(0,—1
xr=-x—1 r=-y—1
Figura 15.1 Figura 15.2

Figura 15. Elementos horizontales y verticales de area: problema 8

a) Por elementos de area verticales se deben calcular dos dreas Ay y Ag (ver Figura 15.1), asi:

1 1
A1:/0 [0+ (—1)7] d:r:/O (xfl)zda;:%[(xfl)‘?’]é:%[of(fl)]:
0 0
Agz[l[of(fxfl)]dm:/ (x4 1)dx =

-1

NJM—‘ W=

N | =

Ap=A1+ 4y =

[

1,1_
32_

b) El célculo del drea por medio de drea horizontales requiere la evaluacién de una integral
definida (ver Figura 15.2).

A / —V+1) = (—y— )] dy,

1 2 3 1, 0

A= {y”r ]dy: —y oy 2

. 3 2 .
2 s 1 2 1 —4-3+12 5
A=0+2(=1)7 — (=12 —=2(-1) = —= — -~ 4= _~"°722_ 2
3D — () =2 = g - 6 6

[ . 5 .
El drea correspondiente es de — unidades cuadradas.

3.1.3. Area de curvas planas en coordenadas polares

Sea r = f(0) la ecuacién de una funcién en coordenadas polares y; OP; y OP, los radios
vectoriales (ver Figura 16).
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/ Eje polar

Figura 16. Area de curvas planas en coordenadas polares

Sean oy 3 los angulos que forman los radios vectoriales y el eje polar. En correspondencia con
la Figura 16, el drea de la regién limitada por la curva r = f(0) y los radios vectores OP; y OP,
es igual a la suma de las dreas de los vectores circulares.

Sean A0y, Afs, ..., Ab, los dngulos centrales y 71, 79, ...,y los radios vectores de los sectores
circulares.

Si se tiene en cuenta que el drea de un sector circular de éngulo central § (medido en radianes)

. 1 .
y radio vector r es A = 57"29, entonces, el area aproximada del sector es:

1 1 1 1«
Sy = 57’%A91 + §T§A02 + -+ iriAen = 5 ZTzZAeZ
=1

Cuando A6; — 0, el drea barrida por el radio vector desde P a P, es:

B s
A= % / r2(0)d9 6 A= % / f3(0)d9 unidades de drea.

Problema 9
Determinar el drea de la lemniscata r2 = 4 cos 26.

Solucién

2/Eje polar

Figura 17. Area de curvas planas en coordenadas polares (lemniscata): problema 9



110 CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

La gréfica es simétrica respecto al eje x y al eje y. Por tanto, el area total es 4 veces el drea
sombreada. (ver Figura 17)

Como r = 0 cuando 6 = g, la variacién de 0 es de 0 a %

Entonces,

A=4x 1/44c0526‘d9:8/4cos29d9,
2 Jo 0

1 z T
A=8x 3 sen2f |j=4 {sch (Z) —SCIIO} ,

A:4(seng—0):4x1:4.

El area a determinar es de 4 unidades cuadradas.
Problema 10

Calcular el area comprendida entre las curvas definidas por r =1, r =1+ cosf, 6 =0, en el
primer cuadrante.

Solucién

NE

r=1 1 r =1+ cosf

1 2| Eje polar

Figura 18. Area de curvas planas en coordenadas polares: problema 10

r = 1 es un circulo de radio 1 y centro en (0,0), mientras que » = 1 + cosf es un cardiode
(ver Figura 18).

. . m . ’
Las dos curvas en el primer cuadrante se interceptan en (17 5) Para calcular el area comun

entre las curvas en el primer cuadrante, se procede asi:
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A= [(1+ cos)* — 1] db,

N | =
w3 c\
NE}

A= (14 2cosf + cos> 0 — 1)df,
0

2 L[z 2 1 [3
A= / cos 0df + — / cos” 0df = / cos 0df + — / (14 cos260)de,
0 2 Jo 0 4 Jo

s 1 3 1 3
A = [senb]; + {9} + [ sen 20] ,
4 Jo 8 0

™ 1 = 1 1 1
A—seng—seHQ—i—iXa—Z(O)—i—gsenﬁ—gsenG,
T 8+
A=1+4-= .
+8 8

. , ™ .
El drea comun es unidades cuadradas.

3.1.4. Area bajo la curva definida en ecuaciones paramétricas

El area bajo la curva y = f(z), f(z) > 0 V(z,y) € [a,b] se calcula mediante la siguiente
integral definida,

b
A= / f(z)dz unidades cuadradas.

En esta integral, se utiliza elementos verticales de drea y coordenadas cartesianas.

Si la funcién estd definida mediante las ecuaciones paramétricas (ver Figura 19):

x = o(t)
{y—w) ast=v

entonces, el area bajo la curva, se calcula asi:
B B
/ ydx = / Z(t)' (t)dt unidades cuadradas
@ «

Pues, dz = d(p(t)) = ¢/ (t)dt.
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= a(t)

Y [—¢w

X

Figura 19. Area bajo curvas definidas por ecuaciones paramétricas

Problema 11

Determinar el area bajo la curva definida paramétricamente como sigue:

= 3t + 4t?
y=ot+ te[0,5]
r =2t
Solucién

En la Figura 20, se presenta la curva definida paramétricamente (pardbola).
Parat =0, © =0, y = 0= (0,0) es un punto de la pardbola.
Para t =5, © =10, y = 115 = (10,115) es un punto de la pardbola.

Entonces,

5 5

A= / ydx = / (3t + 4t)(2t) dt,
0 0
5 3, 44]°

A=2 | (Bt+4?)dt=2 |-+ % ,

0 2 3 0

3 4 755007 325
A=2 5(25) + 3(125)] =2 [23} =5 unidades cuadradas.
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r =2t
Yy y =3t +4t2

(10,115)

T

Figura 20. Area bajo curvas definidas por ecuaciones paramétricas: problema 11

Problema 12

Determinar el area limitada por las siguientes curvas dadas paramétricamente:

Elipse:
r = 2cost
t € 10,27
y = 3sent
Circulo:
r = 2cost
t €10, 27]
y = 2sent
Solucién

La Figura 21, ilustra el drea comin entre las curvas. Al aprovechar la simetria entre ellas, se
calcula el area comun en el primero y segundo cuadrantes y luego se multiplica por 2, asf:
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xr = 2cost
y = 3sent

Figura 21. Area bajo curvas definidas por ecuaciones paramétricas: problema 12

Area de la elipse:

A, :2/ ydx,
0

s s
A = 2/ (3sent)(2cost) dt = —12/ sent sen tdt,
0 0

4 ™ (1 - 2cost
A, = f12/ sen®tdt — f12/ (1= 2cost)
0 0 2

t 1 T T 1
A, = —12 [2 — 2seth}0 =-12 [(2 — 2sen2t> — (O—O)} ,
A

e = —6m.

NOTA

El valor negativo del drea se produce porque el pardmetro ¢ recorre la elipse en sentido
contrario; por tanto, area de la elipse es 67 unidades cuadradas.
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Area del circulo:

AC:Z/ ydw:2/ (2sent)(2cost) dx,
0 0

™ s
A, = —8/ sentsentdt = —8/ sen’tdt,
0 0

™

i t 1
Ac=-8 [ (1 —cos2t)dt = -8 |- — —sen2t| ,
0 2 4 o

1
A.= -8 (g — isen 2t> = —4senm.

Por tanto, el area del circulo es 47 unidades cuadradas.
Finalmente, el drea comun se obtiene por diferencia:
A=A, — A, =67 — 47 = 27 unidades cuadradas.

Ejercicios propuestos 3.1
1) Determinar el drea comprendida entre las curvas dadas. (unidades cuadradas)
a) 22 +y—9=0; z—y+3=0.
b) y=e" y=e" z=0; z=2.

c) y=tgr; t=0; =

w1

d) Dentro de (z — h)% + (y — k) = r2.

e y:x2—2x—3;elejex; —2<x<4.

)

)
f) y = sen x; y = cos x; en el periodo fundamental.
g) Triangulo de vertices A(3,3); B(—4,—1); C(1,—4).
)

h) y=Inz; y =logyyz; = = 10.

2) Determinar el drea encerrada por las siguientes curvas dadas paramétricamente:

z=acos’t
a) 3 0<t< 2m.
Yy = asen’t

r=1— sent
b) 0<t<2m.
y=1—cost

3) Calcular el drea encerrada por las siguientes curvas dadas en forma polar:

a) r = 2rsen.
b) r = a(1l + cosb).
c) r = acos(30).
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3.2. Volumen de revolucién

3.2.1. Sélido de revolucién

y
y
‘ ==
I’, X
X
Figura 22.1 Figura 22.2

Figura 22. Volumen de sélidos de revolucién

Sélido de Revolucién es el cuerpo que se genera por la rotacién de una regién cerrada del
plano, alrededor de una recta del mismo plano, llamada Eje de Rotacién (revolucién).

En las Figuras 22.1 y 22.2, se pueden visualizar s6lidos de revolucién generados por la rotacion
alrededor del eje x y del eje y de regiones cerradas del plano, respectivamente.

3.2.2. Método de los discos circulares (anillos)

Antes de construir la expresion que calcula el volumen de un sélido de revolucién conviene
tener en mente el volumen de un cilindro circular de radio r y altura h. (ver Figura 23).
V = mr?h unidades ciibicas .

h !

—_—

r

Figura 23. Volumen soélidos de revolucién-Método de discos circulares

Considere una funcién y = f(z) continua y positiva Va € [a, b].
Sea P una particién del intervalo [a, b], determinada mediante los puntos:

P17 P27"'7P)’L-717 Pl "'7PTL7
de modo que,
a=FPh<P<---<P_1<P<---<P,_1<P,=0.

Los puntos P;, determinan n subintervalos [P;_1, P;], cuya longitud es Az; = P; — P,_1. En cada
subintervalo se escoge un punto z; de modo que z; € [P;_1, P] y se forman rectdngulos de base
Aw; y altura f(z;). (ver Figura 24.1).
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y=fx)

fx)

T Axi Xi‘ T
a Xi-1

Al‘i
Figura 24.1 Figura 24.2

Figura 24. Volumen de sélidos de revolucion-Método discos circulares: regién limitada por una curva

Al rotar alrededor del eje x (ver Figura 24.2), el rectdngulo elemental, se genera un cilindro
circular de altura Ax; y radio f(x;), cuyo volumen es:

dV; = W[f(xz)]Qsz

Como hay “n” rectangulos, el volumen de revolucién aproximado, se calcula mediante la siguiente
suma:

S =7 [f(@)]? Azy + [f(22)]” Az + -+ + [f(2n))* Az = 7 Y [f(t:)] A
i=1

Sy, es una suma de Riemann.
Cuando Az; — 0(n — o0), se define el siguiente limite:

n b
o= Jim w3 (1) A = 0 / (@) de

En consecuencia, el volumen del sélido de revolucién que se genera por la regién limitada por:
y = f(x); el eje x; x = a; © = b, cuando gira alrededor del eje z, viene dado por la siguiente
integral definida:

b
V= 77/ [f(2)])? dz unidades ciibicas.

Si la regidén estd limitada por las graficas de las funciones y = f(x), y = g(x); donde f(z) y g(x)
son positivas y, ademds, f(x) > g(z) Vx € [a, b], entonces el volumen del solido de revolucién que
se genera, se calcula como sigue (ver Figura 25):

b
V= 7r/ {[f(2)]* — [9(z)]*} dz unidades ciibicas.
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f= @
g(tf)I

Figura 25.1 Figura 25.2

Figura 25. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: regién limitada por dos curvas

NOTAS

1) Procesos y formulas andlogas se obtienen cuando la variable independiente de la(s) fun-
cién(es) es y, es decir, son de la forma z = g(y).

2) Se debe tener en cuenta que, el elemento diferencial de drea, es perpendicular al eje de
rotacion.

3) Cuando el elemento diferencial de drea gira alrededor del eje z, se genera un anillo circular,
con radio mayor f(z;) y radio menor g(x;). (ver Figura 25.2) y altura Az;.

Problema 13

Calcular el volumen del sélido engendrado, al girar alrededor del eje x la region del plano
cartesiano limitada por:

c)y=senz; ©=0; x=m.

Solucién

a)
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\4

Figura 26.1 Figura 26.2

Figura 26. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 13, caso a
En correspondencia con la Figura 26, el volumen de revolucion se calcula como sigue:
2 2 2
1 1
V= 7r/ [wﬂ dx = ,77/ dew,
0 L2 8 Jo
7 m
V=cxcomlz ]0:%(128—0),

V= 1—767r unidades cubicas.

b) Los puntos de interaccién de las curvas son (0,0) y (4,0) (ver Figura 27).

(0,0)

Figura 27.1 Figura 27.2

Figura 27. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 13, caso b
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Entonces, V = 7rf04 [(2\/5)2 - xﬂ d.

4 141!
V:ﬂ/ (4z — 2¥)der =7 {2302—:105}
0 3 Jo

v=r|(200-5)-0-0|=n(2-53).

94 — 64 32
V= 3 ™= ?’/T unidades cubicas.

¢) ver Figura 28.

= senx
/y

0 ™ X

Figura 28.1 Figura 28.2

Figura 28. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 13, caso ¢

T
V= 71'/ sen xdr = m [— cos z];
0
V =m[—cosm+ cos0] = 7[l + 1] = 2,
V' = 27 unidades cubicas.

Problema 14

Calcular el volumen del sélido de revolucién generado por la rotacién alrededor del eje y, la
regién plana limitada por las siguientes curvas:

a) y=22% y=0; 2=0; z=5.
b) 22 -4 =16; y=0; = = 8.

Solucién

a) Al utilizar el método de anillos, como el giro se hace alrededor del eje y, es necesario
expresar “x” en términos de “y”, pues el elemento diferencial de area es perpendicular al eje de

giro (ver Figura 29).
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El volumen del sélido de revolucion se calcula, asi:

V:WASO {52—( g)z} dy:ﬂ/jo (25—%)@,

1,17 2500
V=mr {25;, — Zy“} =7 [1250 - T} .
0

V' = 6257 unidades cubicas.

rob<

501 (5.50)

(0,0) 5 X

Figura 29.1 Figura 29.2

Figura 29. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 14, caso a

b) Para este ejercicio se aplica el mismo procedimiento del ejercicio (a).

El punto de interseccién de las curvas 22 — y? = 16 y la recta = = 8, es (87 4\/5) (ver Figura

30).

Por tanto,

43 2 43
V:w/ [82—(s/16+y2)]dy—7r/ 64 — 16 — ] dy,
0 0
4\/3 1 . 4\/5
v:w/ [48 —y?]dy = [48y—y3] ,
0 3 0

V—n [48 (4\/§) - % (4\/5)3} —r (192\/§ - 64\/5) ,

V = 128v/37 unidades cibicas.
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4 (8,0)

- y
T

—> X

x=8

Figura 30.1 Figura 30.2

Figura 30. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 14, caso b

Problema 15

Calcular el volumen de los siguientes sélidos:
a) Esfera de radio 7.
b) Cono circular recto de altura h y radio r.
¢) Cilindro circular de altura h y radio r.

d) Tronco de cono circular de altura h y radio R,r; R > r.

Solucién

Cada uno de estos sélidos tiene simetria axial. Por tanto, es posible calcular su volumen
mediante la rotacion de una regién plana cerrada alrededor de una recta o eje de rotacién, asi:

a) Para el efecto se considera la regién del primer cuadrante (ver Figura 31), limitada por el
circulo 22 — y? = R%.

Al utilizar elementos verticales de area, la funciéon a considerar, es:

y=vVR2—22y0<z<R
R R

v:zw/ (\/RQ—xQ)Qd:v:%r/ (R — 2?) da,
0 0

1" 1
V=2r {sz - 713] =27 [RZR - 733} ,
37 1, 3

3
V =2r [R?’ - §R3] =2r [M} ;

3

4
V= §7TR3 unidades cubicas.
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v

Figura 31.1 Figura 31.2

Figura 31. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 15, caso a

b) La recta que pasa por (0,0) y (h, R), tiene la siguiente ecuacién:

R
= —ux.
Y=

El tridngulo rectangulo OAB, gira alrededor del eje = (ver Figura 32).
Al utilizar el método de discos, se encuentra que,

h 2 2 27,3
R rR? . . 7Rh

V= x| de=Z—[h* -0 =
7T/0 (h‘”) v =gl =3

1
V= gﬂth unidades ctbicas.

y }=EX
B R
0 h A X
x=h
Figura 32.1 Figura 32.2

Figura 32. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 15, caso b
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¢) El rectdngulo OABC gira alrededor del eje “y” como el elemento diferencial horizontal de
area (ver Figura 33), entonces,

h h
V= 7r/ (R)%dy = 7rR2/ dy,
0 0
V = 7R?[y]} = nR%(h — 0),

V = mR%h unidades ctibicas.

y
A B(R,h) P
h
c . | .-
(0,0)]0 (RO) X \‘__,/ L
R —
R
Figura 33.1 Figura 33.2

Figura 33. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 15, caso ¢

d) Para el célculo del volumen del tronco de cono circular, se considera la rotacién alrededor
del eje z, del trapecio rectangular OABC' (ver Figura 34).

y
- (OR)
A
X
01(0,0) C|(h,0)
Figura 34.1 Figura 34.2

Figura 34. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 15, caso d
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La recta generatriz que pasa por A y B, tiene la siguiente pendiente:

" _R-r R-7r r—R
ABT 02 T TS T TR

La ecuacion de dicha recta, es,

ve o (55}
V- Sm {K;R) ’”R]S‘RS}’
V= 3(;7_}1}3) [ — R%] = ﬁ(r—R)(rQ+rR+R2),

v = g(TQ +rR+ R?) unidades ctibicas.

Problema 16

La gréfica de la funcién f(x) = /x desde z = 0 hasta x = 4, sobre el eje x encierra un drea
A. Calcular el volumen de revolucién generado por A, al girar sobre la recta y = 2.

Solucién

Al utilizar el método de discos, se obtiene (ver Figura 35),
4 2
V:ﬂ/ 22— (2= va)*| da,
0
4
V:ﬂ'/ (474+4\/57w)dx,
0
4 9 1 .74
V:/ (4x§—x>dx:7r{4xxg—x2} ,
0 3 2

0
8 64
V—7T|:8X3—8:|—7T<3—8>,

V = ?w unidades cubicas.
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y x=4

Figura 35.1 Figura 35.2

Figura 35. Volumen de sélidos de revolucién-Método discos circulares: problema 16

3.2.3. Método de corteza cilindrica

y
xX=a 2=b
/
//_ AXi
f(xi)
= Xi-1 Xi
r2 r2 y=f) |@ b X
Figura 36.1 Figura 36.2

Figura 36. Volumen de sélido de revolucién-Método de corteza cilindrica

Una corteza cilindrica es un sélido contenido o limitado por dos cilindros concéntricos (Ver
Figura 36.1.) de altura h. Si el radio interior de la corteza cilindrica es r1 y el radio exterior rq,
su volumen esta dado por la siguiente expresion:

V = wrsh — wrih.

Sea y = f(x) continua y positiva Vz € [a,b] y a > 0. (ver Figura 36.2). Si la regién limitada por
la grifica de y = f(x); x = a; = b; el gje x, gira alrededor del eje “y”, se genera un sélido de
revolucion. El elemento diferencial de area es paralelo al eje de rotacién.

(1398 }]

Sea P una particién del intervalo [a,b] por medio de “n” puntos,
L1y T2y Ti—1, Tjy-., Ty

de modo que,
a=a0< a1 < <Ly 1 < <0 < Tpp_1 < Ty, = b.
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Sea 77, el punto medio de cada subintervalo [z;_1, z;], entonces,

Ti=

2(ﬂb’z‘—l + ;).

Cuando el rectdngulo elemental de drea de base Ax; y altura f(7;), gira alrededor del eje “y”, s

obtiene una corteza cilindrica, cuyo volumen es el siguiente:

AV; = 7} [ () — mai_y f(T0),
AV, = m(af — a7_y) f(T7),
AV; = m(x; — xi—1) (2 + xi-1) (7).
Dado que,
(i —xim1) = Awy y (v +2i-1) = 275
Entonces,
AV; = 2775 f (T;) Aw;.

LC ” [{9e))

Al rotar los rectangulos alrededor del eje y, se obtiene “n” cortezas cilindricas, cuya suma
produce un volumen de revolucién aproximado, dado por:

Sp = 271 f (T1) Axy + 27T f (T2) Ag + - - + 27T, f (Tn) Awp = > 2075 f () A
=1

Expresion que constituye una suma de Riemann y, cuando Az; — 0 (n — o0), se obtiene el
volumen de revolucién, que se calcula como sigue:

b
V= AlimOSn = 277/ x f(x)dx unidades cubicas.

En esta expresion, x es la distancia al eje de rotacién del elemento diferencial de area.
Problema 17

Utilizar el método de la corteza cilindrica para determinar el volumen de revoluciéon del sélido
generado por la rotacion alrededor del eje “y” de la region limitada por las siguientes curvas:

b) y=lnz; x=1; z=¢; y=0.
c)y=uz; 2zy=1; z=2.

Solucién
a) El volumen del sélido generado, se calcula as{ (ver Figura 37):

V:27r/14xB ] —/ 2dde == [ac]l,

s
V="[4*-1* 256 — 1),
4[ |= 4(

V = %w unidades cubicas.
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y=3%2
st
x-1
1 4 X ky
—
Figura 37.1 Figura 37.2

Figura 37. Volumen de sélidos de revolucién-Método de corteza cilindrica: problema 17, caso a

b) El volumen se calcula, de la siguiente manera (ver Figura 38):

€ 1 1 (&
V=27r/ zlnxdr =27 |:$2an—.7;:| ,
1 2 4 1

17° 1 1

_ 21, _ 2| — 24
V—7T|:.’L' In 2} W[elne 26 +2],

1

1, 1 T, 9
= — —| = — 1
v W{Qeu} "+ ),
V= g(e2 + 1) unidades ctbicas.
Ty X=e

Figura 38.1 Figura 38.2

Figura 38. Volumen de sélidos de revolucién-Método de corteza cilindrica: problema 17, caso b
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¢) El volumen se calcula, asi (ver Figura 39):

2 1 2
VZQTF/$|:l‘7*:|d$:271'/(1’2*1)d$,
1 T 1

1 2 1
V—27T|:3£C3—1‘:|1_27T|:§—2—3—|—1:|,

7 8
V—27T|:§71:|—§7T,

V= gﬂ' unidades cubicas.

y
=2 y=X
(2,2)
1,1
(1,1) o
en| YTx
L x x
Figura 39.1 Figura 39.2

Figura 39. Volumen sélido de revolucién-Método de corteza cilindrica-Problema 17, caso ¢

Problema 18

Calcular de dos maneras diferentes el volumen de revolucién del sélido generado por la rotacién
alrededor del eje “y” de la regién plana limitada por las siguientes curvas (ver Figura 40):
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Solucién
y y
(0,2) y =2-x2 x=1

0,2

P (02)
(1,1) o (1,1) -
® /x= 2-y

(1,0) X
— (1,0 X
X
Figura 40.1 Figura 40.2

Figura 40. Volumen sélido de revolucion-Método de corteza cilindrica: problema 18

a) Método de la corteza cilindrica
1

V= 271'/ z[2 — 2°)dx,
0

1 1t
V= 27r/ 20 — 23)dz = 27 {mQ - l‘4j| ,
0 4 1o

el ] a2

3
V= % unidades cubicas.

b) Método de los discos
Se necesita calcular dos volimenes de rotacion, asi:

2 9 2
V1:71'/1 (\/ny) dy:ﬂ'/l(ny)dy,

1,72 1
Vlzﬂ[Zy—2y2]1:W[4—2—2+2},

™

V1 - 5
1

Vo = 7r/ 12dy = 7yl = 7.
0

V=Vi+V= g + 7= gw unidades cubicas.
Ejercicios propuestos 3.2

1) Calcular el volumen de revolucién generado por la rotacién alrededor del eje x, de la regién
plana limitada por las siguientes curvas:
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2) Determinar el volumen de revolucién generado por la rotacién alrededor del eje y, de la
region limitada por las siguientes curvas:

a

o

d

)
)
Yy=22—-5x+6; y=0.
)
e)

42? + 9y = 36.

y=4x% =0: y=16.
b) 22 —y?>=16; y=0; z = 8.

y=e" ;yzO’x:();:rzl.

3) Determinar el volumen del sélido de revolucién generado por la rotacién alrededor del eje

x, de la region limitada por las siguientes curvas:

a) y=xz—1l, y=2—-3; y=-1; y=0.

b) y =e%; y=e¥; y=2c2

4) Resolver el problema (3), considerando la rotacién alrededor del eje y.

3.3. Volumenes de solidos de seccién conocida

3.3.1. Definiciones y conceptos

Un cilindro recto es un sélido limitado por dos regiones planas 1 y Ry congruentes y paralelas,
y por una superficie lateral generada por un segmento de recta que tiene sus puntos extremos
sobre las fronteras de Ry y Ro, de tal manera que se mueve perpendicularmente a las regiones

dadas (ver Figura 41).

En las figuras 41.1, 41.2 y 41.3 se pueden visualizar diversos cilindros.

’

Figura 41.1

Figura 41.2

(=

Figura 41.3

Figura 41. Volumen de sélidos de seccién conocida
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3.3.2. Calculo del volumen de un sélido de seccion paralela conocida

Considere un sélido en el que el drea de la base es A unidades cuadradas y la altura h unidades
de longitud; entonces, por definiciones del volumen del cilindro recto, V' = Ah unidades cubicas.

Figura 42.1 Figura 42.2

Figura 42. Volumen de sélidos de seccién paralela conocida

Se estan considerando solidos para los cuales el drea de cualquier seccién plana es perpendicular
a una recta fija que une las dos bases del cilindro. En la Figura 42, se observa que el sélido se
encuentra entre dos planas perpendiculares al eje z en x =a y x = b.

Sea P una particién del intervalo [a,b] en “n” subintervalos, por medios de los puntos
Ty TlyeeesTio1, Ti...,Tp;demodo que, a=x9g <] < - <Tj1 <X <+ < Tp.

Se generan los subintervalos [zo, 1], [21, 2], ..., [Ti—1,Zi],. .., [Tn—1,%s] ¥ S€ toma T; en cada
subintervalo [z;—1,z;], tal que z;_1 < T; < x; y se construyen cilindros rectos de altura Az; y
areas respectivas A(Z;).

El volumen de cada cilindro elemental es:

AV; = A(T;)Az; unidades cubicas.

Ahora bien, la suma de los volimenes de los “n” cilindros rectos, proporciona el volumen
aproximado del solido, asi:

Sy = A(@1)Azy + A(@2)Axg + -+ + A(Tn) Az = Y A7) Aw;.
=1

La suma anterior, es una suma de Riemann y, por tanto, cuando Axz; — 0(n — o), se define el
volumen exacto del sélido, asi:

b
V= Alim Sy = / A(z)dr unidades cubicas.
ZT;—>00 a

Note en la anterior expresién que, A(z) es funcién continua Vz € [a, b] y que el drea de la seccién
conocida del sélido, depende de la variable z.
Problema 19

La base de un sélido es un circulo de radio r. Todas las secciones perpendiculares a un didmetro
fijo de la base, son cuadrados. Calcular el volumen del sélido.
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Solucién

Considere la base del circulo 22 + 32 = 72, localizado en el plano zy.(ver Figura 43).
El elemento esencial del area de la seccién transversal es un cuadrado, cuya area es:

A(z) = 29z = (29)(2y) = 4y°.

Pero 22 + 42 = r2, entonces, y? = r% — 2.
Por tanto,

A(z) = 4(r* — 2?%).

Yy Figura 43.1 Figura 43.2

Figura 43. Volumen de sélidos de seccién perpendicular conocida: problema 19

En consecuencia, el volumen del sélido, es:

0
. 1
V= (7"3— 37“3) ,

16
V= ?r?’ unidades cubicas.

Problema 20

La base de un sélido es un circulo que tiene un radio de r unidades. Calcular el volumen del
sélido si todas las secciones planas perpendiculares a un didmetro fijo de la base, son tridngulos
equilateros.

Solucién

Al tomar eje x como didmetro fijo, la ecuacién del circulo base del sélido es:
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y

Figura 44. Volumen de sélidos de seccién perpendicular conocida: problema 20

Dado que, el tridngulo equildtero PQR (ver Figura 44) es la seccién transversal perpendicular
al eje z, entonces, su area es:

Alr) = %m « RS, (1)

El triangulo PQR es rectangulo, entonces, al aplicar Teorema de Pitdgoras, se obtiene:

RS =\/PR2? — PS?,
RS =/(2y)2 — 2 = /3y = V3y (2)

Al reemplazar (2) en (1), se tiene:

Aw) = 5(20) (V3),
A(z) = V3y?

2

Pero 22 + y? = 72, entonces,

T

A(z) = V3(r? — 2?).

En consecuencia, el volumen del sélido es:

T T
V= V3(r? — 2t)dz = V3 [7‘2:5 — éx‘g} ,

—r —r

o[-t (-

V= gr‘q’ unidades cubicas.

Problema 21

Determinar el volumen de un conoide de altura h y base circular de radio r.
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Solucién

Un conoide es una superficie con un plano director y dos directrices, una curva y otra recta.
Si la directriz es un circulo, se llama conoide circular perpendicular al eje x, el cual es isésceles.

z

y

Figura 45. Volumen de un sélido de seccién conocida (conoide): problema 21

Se dispone el sélido como en la Figura 45. La seccién transversal es el triangulo ABC, per-
pendicular al eje z, el cual es isésceles.

Ahora bien, el circulo base tiene la siguiente ecuacién:

(x—r)2 +y° =12

Es decir,

m2—2xr+r2+y2=r2,

2% 4 y? = 2z,

Al despejar y, se obtiene:
y = 2zr— 22
Ademss, BD = h.

El 4rea del tridngulo ABC' es:

Alr) = %E « BD — %(Qy)h,

A(z) = v/ 2xr — 22h.
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En consecuencia, el volumen del conoide circular es la siguiente:

2r 2r
*h/ \/2xr—$2dac:h/ VrE—(z—r)de,
0 0
- 2 - 2r
= |:M\/7"2 —(z—7)*+ %arcsen (ac T)} ,

N ),

’I"
5]

V:h(r W+7°2X7T)_h7r
2 2 2’

arcsen 1) —(0- arcsen(fl))} :

2 2

V= hE unidades cubicas.

Problema 22

Calcular el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A(a,0,0); B(0,b,0); C(0,0,c¢)
(ver Figura 46).

Solucién

La seccién transversal es el tridngulo rectangulo M PN, cuya area es:
A(w) = 2y (1)
La ecuacién de la recta que pasa por Ay C es:
c
z=c— —T. 2
: 2)
Y la ecuacion de la recta que pasa por Ay B es:
b
=b— —u. 3
y , 3)

Al reemplazar (2) y (3) en (1), se obtiene:

A(x) :% c—%x) (b—Zm),
Alz) = %b(a;x) c(a;:r)’
Aw) = 55 (a0
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A(a,0,0)

Figura 46. Volumen de un sélido de seccién conocida (tetraedro): problema 22

Por consiguiente, el volumen del tetraedro es:

bc [ 9 bc 1 31a
V:@/O'(G/*l') dﬂj:ﬁg[(afl')]07
be 3 a®be
V=gaz 0= 50
V= %bc unidades cubicas.

Problema 23

Calcular el volumen limitado por el paraboloide z = 22 + 4y? y el plano z = 1.

Solucién

La seccion transversal corresponde a una elipse con semiejes x, y; ademas, perpendicular al
eje z (ver Figura 47).
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z

X

Figura 47. Volumen de un sélido de seccién conocida (paraboloide): problema 23

Por tanto, el drea de esta seccién transversal se debe escribir en términos de z, asf:
A(z) = may corresponde al drea de la elipse.

Ahora bien:
1
Luego,
1
Alz) =7(V2) [ 5V= )
A(z) = gz
Entonces,

1 [
V:/ A(z)dz = /zdz,
0 2 Jo
T
2
T
4

1 T
X 5[22](1) = 1(12 - 0%),

unidades cubicas.

Problema 24

Determinar el volumen del sélido limitado por el hiperboloide de una hoja:
2 2 2
y z T

2 g—(ﬂ:lylosplanosxzo;x:a.
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Solucién

Figura 48. Volumen de un sélido de seccién conocida (hiperboloide): problema 24

La seccién transversal es una elipse con semiejes z, y; ademds, perpendicular al eje = (ver
Figura 48).
El drea de esta seccidn, es:

A(z) = myz. (1)
Ahora bien,
2
y=0=z=c 1+m—2,
a
1 2
z2=0=y=0» +2$ .

a

Al reemplazar en (1), se obtiene:

o (o 2) (Wi ).

A(x) = mbe <a + zz) .

a 2 3 7@
V:/ﬂ'bc(1+x—2)daj:ﬂ'bc[z+x—2] ,
0 a 3a® |,

a3
V=7Tbc(a+3a2),

V = 4%Tabc unidades cubicas.

Luego,
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Ejercicios propuestos 3.3

1) Un sélido tiene base circular de radio r. Calcular el volumen del sélido si cada seccién plana
perpendicular a un didmetro fijo es:

a) Un tridngulo rectdngulo isdsceles cuya hipotenusa estéd en el plano de la base.

b) Un tridngulo rectdngulo isésceles con cateto en el plano de la base.

2) La base de un sélido tiene la forma de una elipse con eje mayor de 20cm y eje menor de
10cm. Calcular el volumen del sélido si cada seccién perpendicular al eje mayor es:

a) Un cuadrado.

b) Un tridngulo equilédtero.

3) Un sélido tiene base triangular encerrada en el primer octante por la recta 2x + 5y =
10. Determinar el volumen del sélido si las secciones planas perpendiculares al eje x son
semicirculares.

4) Calcular el volumen de la esfera:

x2+y2+z2:R2.

5) Determinar el volumen del elipsoide:

3.4. Longitud de arco

3.4.1. Definiciones y conceptos

Si se considera una curva I' que inicia en el punto P} y termina en Ps, intuitivamente, la
longitud de T' es la suma de las cuerdas P, Py, P2 Ps, ..., P, 1P, cuando los puntos P; son sufi-
cientemente cercanos entre si.

En el plano, si se tiene dos puntos P(z1,y1) y Q(22,y2), la distancia entre P y @ se calcula
mediante la expresion:

d(P,Q) =PQ = +/(z2 — 1)+ (y2 — 1)2 = V(21 — 22)2 + (31 — 12)2.

Basados en los dos criterios anteriormente mencionados, en las siguientes lineas se plantea y
deduce la integral definida que permite calcular la longitud de una curva, denominada también
como longitud de arco (ver Figura 49).
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Yy p Y
n—1 Pn
P(xo,
r (z2,92)
P
Py Py (T1,Y1)
P )
1
1
T T
Figura 49.1 Figura 49.2

Figura 49. Longitud de arco

3.4.2. Calculo de la longitud de arco

Sea y = f(x) funcién continua en [a, b], al igual que f’(x). Se define la particién P sobre [a, D]
mediante los puntos (ver Figura 50):

a =T0, T1, T2y, Ti-1,Tiy-. Ty = b,

de modo que,

a=rg< 1 < < Ti1 < << xp=>0.

Estos puntos z;, definen “n” subintervalos:

[x[]axl]v [$1,$2], ey [xiflvxi]v sy [mnflwx’n

cuyas longitudes respectivas son:

Az, Axo, ..., Ax;, ..., Axy,.

Desde cada punto x; trazar una perpendicular hasta que se intercepte con la curva I'. Estos puntos
de interseccién determinan los puntos:

Py=A P, P,...,P 1, P, P,=B.
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Y
Py Bi
e
\Pn—l
A=" P, =B
P !
azﬁrg 7 Ti-1 i xp,=0> T

Figura 50. Calculo de la longitud de arco

Para la cuerda P,_1 P, se tiene lo siguiente:

- Ayp\ 2
PP = VBa? + (B = 41+ ( yl) A,
Ax;
Ahora bien, segtin el Teorema de Valor Medio del Calculo Diferencial, al ser f(z) funcién continua
en [a,b] y diferenciable en (a,b), existe al menos un punto z; € [z;_1,;], de tal forma que
Yi

A .
f/(fl) = A en donde Ay; = f(.%‘z) — f(xi_l) y Ax; = x; — 1.

En consecuencia,

|Pic1 P = /1 + /(T Az
Al sumar las longitudes de las “n” cuerdas se tiene la siguiente expresién:
Sp = V14 [T Az + V1 + [f(T2]? Az + - + /1 + [f/(70]* Az,
Sp =Y _ V1+[f (@A
i=1

Esta suma, determina la longitud aproximada de la curva para a < x < b.
Cuando Az; — 0, se define la longitud exacta de arco, como sigue:

b
L= lim S, = / vV 1+ [f'(z)]dz unidades de longitud.

A:Ci—>0

De igual manera, si g(y) y ¢'(y) son continuas en el intervalo [c, d], entonces la longitud de arco
de la curva z = g(y) para ¢ < y < d, esta dada por:

d dg 2
L= / 1+ (d) dy unidades de longitud.
c Y
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Problema 25

Calcular la longitud de arco de la curva cuya ecuacién es > = x2, comprendida entre los
puntos (0,0) y (8,4).
Solucién
Y
2
y=x3 ‘(8» 4)
(0,0) z

Figura 51. Célculo de longitud de arco: problema 25

La ecuacién de la curva se puede escribir como sigue (ver Figura 51):
2

y = XI3.

Entonces,

/ _
Y =z 8.
3

Luego,

ol

1+ (y)?* =

305 3
b= % * é/gm§ (0" +4)%dﬂﬂ— Tls x g {(%i +4)3]8,
’ 0
o= (o) (o0 00)] = & - ).
L= (30D0-3),
L= ;7 (mm - 1) unidades de longitud.
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Problema 26

Calcular la longitud de la circunferencia (ver Figura 52):
22+ y2 =72,

Solucién

En la Figura 51, se ilustra una cuarta parte de la circunferencia z2 4+ 32 = 2. Por la simetria
de la curva, basta calcular la longitud de arco en el primer cuadrante y luego multiplicar por 4.

Y

(0,7)

(r,0) x

Figura 52. Calculo de longitud de arco: problema 26

2

Al derivar implicitamente la expresién 22 + 3% = r2, se tiene:

d 2 2 _i 2

20 4+ 2y =0; o = —g.

Luego,

y
y2+x2_ /y2—|—x2
y? y
.
N2
1+(y)* = ot
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En consecuencia, la longitud de la circunferencia es:

" rdx /T dx
L=4] 28—y | 2
/0 Vr? 4 a? 0o Vrita?

1T r
L =4r [arcsenf} =A4r [arcsen — —arcsen 0} ,
rlo r

L =4r(arcsenl) =4r (g) = 277

La longitud de la circunferencia es 27r unidades de longitud.

Problema 27

Calcular la longitud de arco de la curva que sigue, desde © = 1 a x = 3 (ver Figura 53):

- 23 1
v= 6 2x
Solucién
. 23 1
Y76 T o
Entonces,
1 1
/22
Y7ot T
Por tanto,

222
1+ (y)* = 1+%4—%+ﬁ,
VIt =S -t L

Por tanto, la longitud de la curva es:

3 2 3
221 1, 1 27 1 1 1
L= T )de= |3 | =2 2 42
/1<2 2:52)”” [696 QxL 6 6 6 2

27—-1-1+3 28 14

6 6 3

14
La longitud de la curva es 3 unidades de longitud.



146 CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Figura 53. Célculo de arco: problema 27

Problema 28
Calcular la longitud de arco de la curva y = Inz desde = /3 hasta x = /8 (ver Figura 54).

Solucién

Figura 54. Calculo de arco: problema 28

a) Integracion por x

A partir de y = In x, se tiene:
1

/

Y ==
T
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1 241
1+(y/)2:\/1+72:\/$7+
T T

FEn consecuencia, la longitud de arco es:

VB Va2 4 1
L= — dx,
\/g T

2
V21 —In <1+ VI“)
X \/g

1 241 1 241
Lo vt (S v (LT,

L=3—Ind+InVvV8—2+1In2—InV3,

V8
L=

1 3
L=1+ ilni unidades de longitud.

b) Integracién por y

A partir de la ecuacién y = In x, se tiene:
r =eY.

Ahora bien,

1
Siz=+V3; V3=¢e¥ y=InV3; y=5in3,
Six:x/g; \/gzey; y:%lnl

Ademss,
dr _
dy ’
da\ 2 .
1+ - =V1+e2.
Y
Luego,
3in2 1+ Ve 1 3in2
L= Vitedy= Ve +1—in| ——p5—— ,
3in3 e Lin3
2
14++v84+1 1+v3+1
L=vV8+1-1In (%) —V3+1-1In (%)

1.3
L=1+ 51715 unidades de longitud.

Problema 29

Calcular la longitud de arco de y = In(secz) desde (0,0) hasta (%,In2) (ver Figura 55).
Solucién

Como y = In(secz), entonces

,  secx Xtgw
Yy =———=1tgux.
secx

Entonces,

V1+ ()2 = 1+tg%z =secx
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Por tanto, la longitud de la curva es:

™

L= /3 secxdr = [ln|seca;+tgx|]0%,
0

L=lIn ‘secg +tgg‘ —In|sec0+tg 0|,

™ \/3
] BUP F US
L=In 7T+ T =In T+T,
COS —  COS — - -
3 3 2 2

L=In (2 + \/3) unidades de longitud.

|
|
|
1
1
|
|
|
|
1
|
|
|
|
1
1
|
|
|
|
1
|
|
|
|
1
1
*
®
|
1
1
|
|

Figura 55. Calculo de la longitud de arco: problema 29

Problema 30

Calcular la longitud de arco desde (0, 3) hasta (2, \/5) en el sentido de las manecillas del reloj,

a lo largo del circulo x2 + y? = 9 (ver Figura 56)

Solucién
Al derivar implicitamente la ecuacién del circulo 22 4 y? = 9, se llega a:
L@ 447 =2 9)
20 4+ 2yy =0; o = L
Yy
Luego,
VTP = 14 () SRR
y y V9 —a?
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La longitud de arco pedida es:

2 2
dx
L= V 1+ 2 = 3/ )
/0 Y 0o V9 —ua?

2 2
L=3 {arc seng] =3arcsen—- ~ 2,1892.

3lo 3

La longitud de arco es 2,1892 unidades de longitud.

Y (4,8)

(0,3)

Figura 56. Calculo de la longitud de arco: problema 30

3.4.3. Longitud de arco para funciones paramétricas

Suponga que una curva I' se define mediante las siguientes ecuaciones paramétricas:

r=f(t); y=g(t) (1)

En donde f y g son continuas en el intervalo [a,b], al igual que 'y ¢'.
Sea P una particién del intervalo [a, b] mediante los puntos:

to, T1,---ytim1,tiy- ytn

de modo que,
a=tlg<t1 <---<ti1<t;<---<tp=h

Esta particion determina “n” subintervalos de longitud At; = t; —t;_1 para el intervalo que ocupa
el lugar i.

Ahora bien, al asociar cada punto t;, un punto P;(f(¢;), g(t;)) de la curva I', se trazan seg-
mentos de recta (ver Figura 57):

P0P17P1P2,'“ 7B—1F)’iv"'7pn—1pn-
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Pi1(f(ti-1), g(ti—p))
P (f(b),9(b))

Po(f(a), g(a)) Py

P

Figura 57. Longitud de arco para funciones paramétricas

La longitud del segmento P;,_1 P; estd dada por la siguiente expresion:

PP = () — Fti)l + o(ts) — gtir)P? (2)
Intuitivamente, la suma de las longitudes de los segmentos mencionados arriba, proporciona
una longitud aproximada de la curva I', desde t = a hasta t = b.
_ Por otra parte, dado que f”y g’ son continuas en el intervalo [a, b], entonces existen puntos #;
y t; en [a,b], tales que,
fti) = f(tiz) = f'(E) At
g(ti) —gti-1) =g (E)Atz (3)

Al sustituir en (2), se tiene:

PP = r@an + [p@an)]

7o = @) + [v@a]

La suma de todas las longitudes de los segmentos, proporciona la longitud aproximada de I'.
n n . — 2
L~ Y PP~ Y 1@ + [ @] A
i=1 i=1
Ahora bien, cuando Axz; — 0 (n — 00), la longitud exacta de L es:
— / .
fﬁgraow @) + [s@a] a0

/ \/f’ )A] dt unidades de longitud.

Problema 31
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Calcular la longitud de la curva definida paramétricamente como x = t3; y = t? desde t = 1
hasta ¢t = 3 (ver Figura 58).

Solucién
Y
xz =t
y="=
(27,9)
30 T
Figura 58. Longitud de arco para funciones paramétricas: problema 31
dx
=1t — =3¢
dt
dx
— 2 4T
) S
Por tanto,

3 dz\? dy 2
= — 2| dt
o [+ ()
3
L= / JBE?E 1 (D2 dt,
1
3 3
L:/ \/9t4+4t2dt:/ V92 + 4 dt,
1 1

1 3 9 1
L=— 18(9t* + 4)2dt,

T 18 ),
1 2p, . 813 1, 393
Lfﬁxg[(Qt +4)2}1727 [(975 +4)2L,
1

L:2—7[{(9><9+4)%}—{(9><1+4)%H,

L= 217 [85% - 13%} - 2% (85\/% . 13x/ﬁ) ,

L ~ 27,29 unidades de longitud.
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Problema 32
Determinar la longitud de la circunferencia de radio r, definida paramétricamente como:

T =1 cost; y=rsent.

Solucién

L
xr =rcost
y = rsent
0
(r,0) r

Figura 59. Longitud de arco para funciones paramétricas: problema 32

En la Figura 59, se puede ver una cuarta de la circunferencia. Por tanto, por la simetria de la
i
circunferencia respecto al origen, basta calcular la longitud en el primer cuadrante (O <t< 5)

y luego multiplicar por cuatro, asi:
x
r =rcost; — = —r sent,
dt
sent dy cost
=r ; — =rcost.
Y n
Entonces,
V(=7 sent)2 4 (rcost)? = \/r2(sent + cos?t) = r

(&) (%) -

En consecuencia, la longitud de la circunferencia se determina como sigue:

3 dz\? dy 2
L=4 — — | dt
L:4r/2 dt = 4r[t)2,

0

L:4r{g—0} — 27
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La longitud de la circunferencia de radio r vale 27r unidades de longitud.

Problema 33
. (ver Figura 60)

|3

Calcular la longitud de la curva z = e’ sent,y = €' cost, desdet =0at =
Solucién

t dx t
x =¢€" sent; ik (cost +sen t),

d
y = e’ cost; di; = e' (—sent + cost).

Por tanto, la longitud de la curva es:

z dz\? dy 2
= ﬂdt) *(a) "

— : t(cos . 2 t(_gq L 4))2
L—/ \/(e (cost +sent))” + (et(—sent + cost))” dt,
0

3
L= / Vet (cos +sent)? + (—sent + cost)? dt,
0

B
L= / e'\/cos2t + 2cost — sentt + sen2 t + sen2t cos2 t — 2 cost sen ¢ dt,
0

L= /2 eI+ 1dt = V22,
0

L=+2 (e% — 1) unidades de longitud.

Yy
x = elsent
y = el cost
0
4 T

Figura 60. Longitud de arco para funciones paramétricas: problema 33
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3.4.4. Longitud de arco en coordenadas polares

Eje polar
Figura 61. Longitud de arco en coordenadas polares

Sea I' una curva plana, definida en forma polar (ver Figura 61), asi:

r=f() (1)

Si (x,y) es la representacién del punto P de la curva I' y (r,0) es la representacién del mismo
punto P, entonces,
x=r cosb; y=rsend (2)

Al reemplazar (1) en (2), se tiene,

x=cos0f(0); y= sen 0f(0) (3)

Las ecuaciones (3) se pueden considerar como ecuaciones paramétricas de I" donde 6 es el pardme-
tro.

Por tanto, si la curva I' es continua en [a, 5] entonces la longitud de arco segun el pardgrafo

3.4.3 es:
/ \/ y) do (4)
Pero,
6 entonces = = —r sen 0+ cos 0
@ = rcost entonces —; = —r sen cos s,
d dr

y = r sen # entonces CTZ =rcosf + sen 0@.

Entonces,

di2+ @2_ } ) gdr 2Jr ) gd 2
20 w) = rsen +cosf 7 COS sen 0,

dr\ dr\?
2eon2f) _ 2 2 e 2
\/r sen?f 2rsen9cos€d0+cos 0<d9> + 72 cos 9+2rcosﬁben€de+sen6(d9)

d 2
= \/7“2 (sen?6 + cos? 0) + (cos? 0 + sen20) <d2>
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Por tanto,

(&' () - &

Al sustituir (5) en (4), se obtiene la expresién para longitud de la curva I' definida en forma polar
como r = f(0) 0 € o, B].

8 dr\
L= / r2 4 (@> df unidades de longitud.

Calcular la longitud del cardiode r = a(1 + cos ) (ver Figura 62).

Problema 34

Solucién

s

2

2a Eje polar
Figura 62. Longitud de arco en coordenadas polares: problema 34
y . dr

De la expresién r = a(1 + cos ), se tiene o9 = —asen 6.
Entonces,

2
<@> + 12 = \/(—asend)? + a2(1 + cos )2,

0
dr\?
70 + 72 = v/a2sen20 + a2 + 2a2 + cos § + a2 cos? 6,
dr\?
W) T r2 = \/a2(sen20 + cos? 0) + a2 + 2a2 cos b,

2
<gr> + 72 = \/a2(2 + cosf) = av2 + 2cos§ = aV/2v/1 + cos .

Dado que la curva del cardiode es simétrica respecto al eje polar, basta calcular la longitud
entre 0 y m, luego multiplicar por 2, asi:

T 2 T
L:2/ (%) —|—r2:2a\/§/ V14 cosfdb.
o\ 0
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Dado que,

0 1+ cost
cos - =/ ——
2 2

Entonces,

™

L:2a\/§\/§/ cosgd9:4a><2 [Sen Z] ,
0

0
L=38a [sen g — sen O] = 8a(1) = 8a.

La longitud del cardiode es 8a unidades de longitud.

Problema 35

2
Determinar la longitud de arco de r = ———— desde § = 0 hasta § = z (ver Figura 63).
1+ cosd 2
Solucién
B 2
- 1+cosf’
ﬂ 2 sen 0
df (14 cosf)?’
+ 2 2sen 0 2 n 2 2
- (1 + cos0)? 1+cosf)’
9 4sen?6 4
+T = ;
(1+cos@)*  (1+cosh)?

’

+ 9 _ 4sen20 + 4(1 + cos 0)?2
" (1+ cosf)?

dr + ) 2v/sen20 + 1+ 2cosf + cos2 0 24/2 + 2cosh
_— ré = =
de (1 + cos6)? (14 cos6)?

<dr>2+r2_2\@\/1+cost9_ 24/2
do B

E
2

(1+cos)? (1+ cosb):
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1 Eje polar

Figura 63. Longitud de arco en coordenadas polares: problema 35

Por tanto, la longitud pedida es:

ngﬂ/idieg
0 (1+cosh)2

Pero,
560 1+4cosé
cos’ == ————,
2 2
29
2 cos 521—1—00597
0\ 2 3
(200325) :(1+c039)%
Entonces,
2v2 (™ do 40
L:i 76:/286C3§d0,
2v/2 Jo cos? 0
L 0192 Linlsec? 4 198 : [ Ztg T 4 7Tth7TH
= —tg = — — = |sec—tg— + In |sec — —
QMW TP T W 197 1 gl
L=vV2+In (\/5 + 1) unidades de longtiud.
NOTA

La Figura 63, corresponde a una parabola.
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El cambio a coordenadas cartesianas:
x =rcost
y=rsen 0
transforma la ecuacién dada en coordenadas polares a coordenadas cartesianas, a la siguiente

ecuacion:
y2 =4 —4x.

Al despejar x, se obtiene:

4—y2' dx y

TTTy ’dy__2
/ dx 2_ y\2 1 3

En correspondencia al paragrafo 3.4.2. la longitud de arco, es:

1 [? 5 1|yva+y? 5
L= [ Vit =5 | o v+ Va+y?
0

L:\/§+21n2+ln(1+\/§)721n2,

2
)
0

L=v2+In (1 + \/5) unidades de longitud.

Ejercicios propuestos 3.4

Wl

1) Calcular la longitud total del centroide x5+ y% =a
2) Calcular la longitud de arco de la curva y® = 822 desde x =1 a 2 = 8.

,0) a (11,6v/3).

[}

3) Calcular la longitud de arco de 27y? = 4(z — 2)3 desde (

4) Calcular la longitud de arco de y = In(cosz) desde z = — a

S
e

1
5) Calcular la longitud de arco para la funcién = = ﬁyQ desde y =0ay =6.

6) Calcular la longitud de arco de las funciones definidas paramétricamente:
a) v =clcost; y=clsent desdet=0at=4.
b) x=t—sent; y=1—cost desde t =0 a ¢t = 2.
¢) x=1InV1+1% y=arctgt desdet =0at=1.

7) Calcular la longitud de arco de las funciones definidas en forma polar

a) r=1—cosf.
b) Primera espura de la espiral logaritmica .
c) r=2Rcosé.
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3.5. Superficies de revolucion

3.5.1. Definiciones y conceptos

Una Superficie de Revolucion es aquella que se genera por la rotacién de una curva plana
alrededor de un eje de rotacién, la cual se halla en el mismo plano de la curva. A la curva que
gira se la suele llamar generatriz y al eje de rotacién directriz.

En la Figura 64.1 se visualiza una curva plana (generatriz) y un eje de giro (directriz) paralelo
al eje x. al rotar el segmento lineal AB, alrededor del eje de rotacién se genera la superficie de
revolucion de la Figura 64.2.

\ 4

Figura 64.1 Figura 64.2

Figura 64. Superficies de revolucién

Para construir la expresién que calcula el area de la superficie de revolucién, es importante
precisar el concepto de Area Lateral de un Cono Circular Truncado (ver Figura 65) de radio R y
rR > r y Segmento Recto Generatriz de longitud L.

Figura 65. Area lateral del cono circular truncado
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El area lateral del cono circular truncado corresponde a:

A =2n(R+ r)L unidades de superficie.

O también,

Ay, = 2w R, L unidades de superficie, donde R, es el radio promedio.

3.5.2. Calculo del area de superficie

Sea y = f(z) una curva continua en [a, b], al igual que su derivada f’(z) (ver Figura 66).
Se define sobre [a, b] una particién P, mediante los puntos:

Q4 =20, L1y Li—1,Lj---,Tn,

de modo que,
=20 < T < - <X <T; <0 < Ty

Estos puntos definen “n” subintervalos:
[.T(], le [xlv 1‘2]7 ey [IiflvmiL sy [:Enflv Tn
cuyas longitudes respectivas son:

Az, Axo, ... Az, ..., Axy,.

Y
/
A
p P o
O a” 1" éf /l b T
Z
Figura 66.1 Figura 66.2

Figura 66. Célculo del area de superficie

Al levantar perpendiculares desde estos puntos x; e interceptarse con la curva I', se generan

los puntos:
P07P17~~-7Pi717Pi"'7P7L7

y a su vez forman las cuerdas:

P07P17P1>P27'"7‘Pi—17‘Pi7"':Pn—1>PTL'

La longitud de cada cuerda P;_1, P; se calcula como sigue:

—_— Az \?
i—1, | = i)? i)? = A - i
|P 1P| V (Az;)? + (Ay;) 1+ i Ax
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Por el teorema del valor medio, al ser f(z) continua en [a,b] y diferenciable en (a.b), existe al

menos un punto T; € [x;_1,z;|, de modo que f'(7;) = A—yi, en donde:
X

Ay; = f(@i) — f(wim1); Az =2 — 21,

Por tanto, |P;_1, P;| = \/1 T;)]?Ax; unidades de longitud.
Cuando la cuerda P;_1, Pi rota alrededor del eje z, genera un tronco de cono circular cutos

radios son f(x;—1)y f(zs).
Por tanto, el drea lateral del torno de cono circular elemental es (Figura 62.2).

f(xiz1) + f(z3)
2

Ai = 27 [W] /1 f/ AZ‘Z

Ai:271'|: ] |Pz 1,P|

Como f(z) es continua, entonces existe un punto 7; € [z;_1, ;], tal que,

@) = W

Asi, el area lateral del tronco de cono circular elemental es,

A; = QWf(I:i)\/ 1+ [f(@)]zAfl

Intuitivamente, el area aproximada de superficie corresponde a la suma de las reas laterales de
los troncos de cono circulares; esto es,

Agm > A= 2 f(T)V/1+ [f(@)PA;.
i=1 i=1
El 4rea exacta de la superficie de revolucién se obtiene cuando Az; — 0 (n — 00), asi:

Z A; = hm Zwa )\ 1+ [f (7)) ]2 Ay,

Ax;—0

A5:27r/a F@N1+[f@)2de o A5:27r/aby“1+(;lz)2dﬂc

1) Las integrales calculan el 4rea de revolucién; el giro se hace alrededor del eje z.

NOTAS

2) Si la curva I gira alrededor del eje y, el drea de superficie se calcula mediante la siguiente

integral:
b b dy 2
S=27T/ m\/1+[f’(ﬁ)}2don5=2W/x 1+(d) dx
a a X

3) Cuando la funcién I' depende de y, esto es, x=g(y), se efectian consideraciones andlogas
para los giros respectivos.
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Problema 37

1
El arco de parabola cibica y = sz comprendida entre x = 0y z = 2 gira alrededor del eje

x. Determinar el drea de la superficie de revolucién que se genera (ver Figura 67).

Solucién
1 .
Y= ixda
/I @ _ _§ 2
dx 477

2 2 / 1
1+ dy — 1+ §$2 :m.
dx 4 4

El area de superficie, se calcula como sigue:

4
AS—/ y1/1+ " on / 16+9x VIO g,

1 2 1
/ (\/16 n 9x4) dr =T x 364 (\/16 n 93:4) 2 da,
0

8 8" 36/,
A _”x1x2{<\/16+9x4);]2_”[(\/16+9x4)g—163}
578736 3 . 432 ’
Ag = é (1605 - 16%) - i% (10\@— 1) ,
AS:%@WEA)

y
1 y3
y :TX
/
0 X
Figura 67.1 Figura 67.2

Figura 67. Célculo del area de superficie: problema 37
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Problema 38

Demostrar que, el &rea de superficie de la esfera de radio R es Ay = 47R? unidades de
superficie.

Solucién

y
y= "RZ-XZ
0 R X

Figura 68.1 Figura 68.2

Figura 68. Calculo del area de superficie: problema 38

La Figura 68, muestra el arco de la circunferencia x? 4+ 4> = R?, centrada en el origen y

correspondiente a — de ella. Por tanto, para calcular el drea de superficie total, se calcula el giro

de este arco alrededor del eje x, luego se multiplica por 2.
La ecuacién de la curva generatriz es, 22 + 32 = R%.
Al derivar implicitamente respecto a x, se obtiene:

Entonces,

En consecuencia, el area total de la esfera es:

R | 2
A5:2><27r/y 1+(dy> dx,
0 dx

R R
R
v/ R2 2 T
Ag 477/0 R* -z 5 2alas 47 R [z]y,

Ag = 47 R? unidades de superficie.
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Problema 39

Determinar el drea de superficie de revolucién de la curva z* 4+ 3 = 62y, desde t = 1 a z = 2,
cuando gira alrededor del eje x (ver Figura 69).

Solucién
1
De la ecuacién z* + 3 = 6xy, se obtiene, y = éx?’ + §:c
Entonces,
dy 1, 1
o
dr 2 202

1 2 X

Figura 69.1 Figura 69.2

Figura 69. Célculo del drea de superficie: problema 39

El area de superficie, es:

2 dy 2 22043 2t
Ag =2 1 — | dx = d
s 7r/0 W (dw) . 7r/1 6z 222 O

2 4 4 2
T [z +3)(=" +1) ™ 5 3
Aszg/l dezg/l (1’ —|—4$—§—3;10)dac7
m 1 31 «[1 1 3
Ag =~ |zab +222 — | == |-(64) +2(4) — = — = — 2+ =
s 6{6x+m 2x2} 6[6( )+2(4) 6“3
T 141 47
Ag=—x — = —
ST 8 T 16

47
El drea de revolucion vale 6" unidades de superficie.
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Problema 40

Determinar el 4drea de superficie de la curva % + 3 = 62y desde = 1 a 2 = 2, cuando gira
alrededor del eje y (ver Figura 70).

Solucién

Figura 70.1 Figura 70.2

Figura 70. Célculo del drea de superficie: problema 40

Segun el problema 39,

dx 222

El giro de la curva se hace alrededor del eje y.
El drea de la superficie de revolucién, es:

2 2 2 4
dy 5 +1
Ag =2 i+ (52) =2 e
s W/lx +<dw> W/lw( 5,2 )da:,
2 1

_ |1 _ .t L
AS—Lx +lnx}1—ﬂ[4(16)+ln2 1 lnl},

2 4
1
H(@) _at

1
Ag = <45 +In 2) unidades de superficie.

Notese que se ha integrado por “x”, aunque el giro se hace alrededor del eje y; “” es la distancia
del elemento diferencial al eje de giro.

NOTA

Si la curva I' esta definida paramétricamente por x = x(t); y = y(t); t1 <t < to; y, ademds,
x(t); y(t) son continuas en [t1, 2], entonces, el drea de superficie de revolucién cuando I' gira
alrededor del eje x, se calcula por medio de la siguiente integral definida:

Ag =21 / YOV OE + W ORdt.

Si el giro se hace alrededor del eje y, entonces, el area de superficie de revolucién se calcula por
medio de la siguiente integral:

as =2 [ o) VO + WP

t1
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Problema 41

Calcular el drea de superficie del solido generado por la siguiente cicloide (ver Figura 71):
r=t—sent; y=1—cost; 0 <t <27

Solucién

[ X = t-sent
y =1 - cost

Figura 71.1 Figura 71.2

Figura 71. Célculo del area de superficie: problema 41

De las ecuaciones paramétricas x = t— sent; y = 1 — cost, se tiene:

dr 1 —cost
22— 1 — cos
dt ’
d

d—i = cost.

Entonces,

¢((jlgt:)2 i <(cll?z)2 - \/(1 —cost)” + (sent)? = \/2(1 — cost).

Por tanto, el area de superficie, es:

2
Ag = 27r/ (1 —cost)y/2(1 — cost) dt,
0
2T
Ag = 2\/5/ (1-— cost)%dt,
0

us
t
sen®= dt,

2 2
Ag = 2\/5/ 2V2 sen?’édt = 87r/
0 0

t 2 Lt 2 2
AS—87T|:2COSt2+3COSB2:|O :87T|:72(71)7§+27§ 5

4 64

64
El area de revolucion vale 377 unidades de superficie.
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Problema 42

Calcular el drea de superficie que se obtiene al girar la curva 4y = 22 — 2Inx, desde z = 1
hasta x = 4, cuando gira alrededor del eje y (ver Figura 72).

Solucién

1 1
De 4y = 2% — 21In 7x, se obtiene y = 1132 —3 Inx.

0 2 4 T

Figura 72.1 Figura 72.2

Figura 72. Célculo del area de superficie: problema 42

Por tanto, el area de superficie es:

4 4
1 1 1 1
Ag:27r/:17 —r+ — dm:27r/ —r — — | dx,
1 2 2 1 2 2
1 1] 1 11
Ac =21 =234+ 22| =27|2(64)+2— = — =
s 7T|:6$ —1—23:}1 ’/T|:6(6)+ ],
Ag = 2m(12) = 247 unidades de superficie.

Ejercicios propuestos 3.5

Determinar el area de superficie generada, por la rotacién del arco que se da, en cada caso,
alrededor del eje que se indica (unidades de superficie):

1
1) y:§x3desdex=()ax:3;ejex.
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2) y=Inx desde x =1 ax =T, eje y.
3) ¥ =z desde y =0 a y = 3; eje y.

{:r = a(2cost — cos 2t) )
; eje x.

y =a(2 sen t — sen 2t)
5) 322 4 4y? = 3a?; eje .
6) 322+ 4y? = 3a?; eje y.

t

= elsen t
7) v ;desdet:Oatz;ejem.
y = e’ cos 2

8) y? =24 — 4z desde x = 3 hasta = = 6.

3.6. Centro de gravedad

3.6.1. Sélido de revolucién

El Centro de Gravedad es el punto de equilibrio de un cuerpo, sistema o estructura y, por
tanto, esta directamente relacionada con la estabilidad del mismo. El centro de gravedad también
es conocido como Centro de Balance o Centro de Equilibrio.

El Centro de Gravedad de una regién plana se llama Centroide, si la funciéon de distribucién
de masa de esa regién (lamina delgada) es uniforme o constante. Se denota por (z,7) (ver Figura
73).

Y Y
4 4
9 9
@
0 5
4 4
)
4 2
u
2 @ L 2
2 8 x 2 4 8 T
Figura 73.1 Figura 73.2

Figura 73. Centro de gravedad

Desde un punto de vista estrictamente fisico, si una regién uniforme plana (ver Figura 73.1)
se puede subdividir en rectdngulos (ver Figura 73.2), es posible calcular el Centroide de la regién.

Al considerar que el Centroide de un rectdngulo es el punto localizado en el corte de sus
diagonales, se procede de la siguiente manera:
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1) Calcular los momentos de superficie respecto al eje x, el cual, es la suma de los productos
de cada area rectangular por la distancia al eje x del Centroide respectivo.

Entonces:
Areas: A; = 5(4) = 20; Ay = 2(4); Az =4(2) =8.
Apr =20+ 8+ 8= 36.
Centroides: (2,6); (3,2); (6,1).
Mx = 20(6,5) + 8(2) 4+ 8(1) = 154.
Consecuentemente,

M, = 20(2) + 8(3) +8(6) = 112.

2) Las coordenadas (z,y) del Centroide se calculan como sigue:

M, 112 28
T =My = T e T g ¥R
M 154 77
Arg=My; J=—" = —— = — ~ 4,277
TY zy Y AT 36 18 ) )

= (20

W= \918)"

Los conceptos de Momento de Superficie de cada subregién, permiten calcular el Centroide
de una region plana limitada por las curvas de las funciones dadas.

3.6.2. Calculo del Centroide de areas planas por medio de integrales

Considérese la regién plana uniforme R limitada por y = f(z), al eje x entre z = a y © = b.
Subdividase R en “n” rectangulos de base Ax;.

El rectdngulo elemental (ver Figura 74) tiene base dz, altura y, centroide C'(h, k).

El drea del rectangulo elemental, es:

dA =ydz; h=x; k= %y (1)
y
P(z1,y y=f(z)
0 . C(h, k)
dx z

Figura 74. Célculo del Centroide de dreas planas por medio de integrales
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El Momento de Superficie de este rectangulo elemental con respecto a x, es:
dM, = kdA. (2)

Y el Momento de Superficie del mismo rectangulo elemental con respecto a y es
dM, = hdA. (3)

De manera que el momento total de R, es la suma de los momentos de los rectangulos elementales,
asi:

b b
Mz:/ kdA 'y My:/ hdA.
Finalmente, si (7,7) es el Centroide de R, siendo A su &rea, entonces,
Az = M,; Ay = M,.

Pero segtin las expresiones (1) y (2),

b b
AE:My:/ hdA:/ zydz.

Entonces,
b
_ S wydz oz Jazf@)
=2 ="
De la misma manera,
b 1 b 1 b
_ 2
Ay:Mx:/ de:f/ yydm:f/ y“ dx.
a 2 a 2 a
Por tanto,
1 1w
7_§fay2dac ) 7_§faf2(ac)d:c
Yy = A Yy = A

De manera que, las coordenadas del Centroide de la regiéon R son (Z,7), donde:

b
O

%fabe(w) dx
i £

A
NOTAS

1) Si la regién plana uniforme R estd limitada por las curvas y = f(z); y = g(x), continuas
y f(z) > g(z), Vx € [a,b], entonces, el Centroide (Z,7) se calcula mediante las siguientes
integrales definidas (ver Figura 75):

JLx[f (@) - g(2)) do

JP1f (@) —gla)] da
Jra[f2() - ¢* ()] da
S f@) —g(a) dz

5]

1
2

y:
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“ .7)
/ !

L

<
Il
<
—
8
~

|
|

|

I

|

|
.
a

S

T

Figura 75. Centroide de regién plana uniforme

2) Se realizan consideraciones andlogas si las funciones son = = g(y); y
dependientes de “y”.

= h(y); es decir, son

Problema 44

Determinar las coordenadas (7,y) del centroide de la regién plana limitada por y = 6z —
2
%y =x.

Solucién

(57 y) 2 5)

y = 6x — 2

0 2 4 \ T

Figura 76. Centroide de dreas planas: problema 44
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Las curvas y = 6z — 2%; y = z se cortan en el punto (5,5) (ver Figura 76).

Entonces, se calculan las siguientes integrales:

5 5

A= [(foxQ)fx} dx:/ (fx2+51“) dux,
0 0

[ L, 5] 126

A—[ 338 +2x O— 6

1 5
Mzzf/ [(696—362) x2] dx,
2 Jo
1 /° > 62
Mz:i/o (35x2712x3+x4) dmz[%xs 31‘4+5x5}0—6657
Por tanto,
025
—_My1o 5
415y
6
625
Mg
R
6

En consecuencia,

Problema 45
Determinar el Centroide de la regién limitada por las siguientes curvas (ver Figura 77):

2?2 =8y; y=0; x=4.
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Solucién

x (4,0) x

Figura 77.1 Figura 77.2

Figura 77. Centroide de dreas planas: problema 45

a) Por elementos verticales de dreas:

8

1471 ,\2 11 1024
Mzzf/ —z? dxz—xf[x‘r’r:oi:g

2 Jo \3 128 7 57 o (128)(5) ~ 5

Luego,
M, 8
S i S
3
8
M, _5_3
Y4T85
3
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b) Elementos de area horizontales

2
A= / dy—[ﬁly—fy%],
0
1
A:4(2)—f\/§\f—8——6 s
33
32 8
Myf/ dy—[nyf\fy] =8-"=_,
5 5
M, == 4— 1 16y — 4 .
2/0{ ( ] /(6 8y)d 2[6@/ Pl =8
Por tanto,
7_My_8_
=TT
3
8
oM _5_3
VT4 TR T
3

El Centroide estd localizado en las siguientes coordenadas:

@ =(33).

Problema 46
Determinar el Centroide de la regién del primer cuadrante limitada por el circulo: 2 +y? = r2.

Solucién

Figura 78. Centroide de areas planas: problema 46
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1
Se utilizan elementos verticales de drea: A = 17T7“2; pues, se trata de la cuarta parte del area
del circulo 2% + y? = r? (ver Figura 78).

Por otra parte, la regién estudiada es simétrica respecto del origen; por lo cual, 7 = 73.

Entonces,

1 /" 2 1 /"
Mx:§/ (\/7"27$2> dx:§/ (r* — 2?) da,
0 0
1 14" 1 1 1 2 1
M, = |2z — 23| =2 |- =2 x o =23
2 3 1y 2 3 2 3

En consecuencia,

1 3
— _ M’t g‘f’ 4T
xTr = = = =
y A 171_7”2 3
4

Luego,

Problema 47

Determinar el Centroide de la regién limitada por los ejes coordenados y la curva /x4 /y =

Ja.

Solucién

La regién es simétrica respecto al origen de coordenadas, por lo cual, T =7 (ver Figura 79).

Al utilizar elementos verticales de drea, se tiene,

N
|

@ 2 1 @ 4 1
/ (a—2vayz + ) do = aac—2\/5x§vac3+§x2 :a2—§a2+§a2,
0 0
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Figura 79. Centroide de areas planas: problema 47

Debido a la simetria, es posible calcular M, o M,; en este caso, se opta por M,.

45 140 a® 4 1
M o= %2 25 03 =% 23023
y [2x 5x2+3x}0 5 5& +3a7
1
M_73
T
En consecuencia,
1 .
3
_ M, 3% 1
x—y—j— 12—*a.
—a
6

Por tanto,

Problema 48

Determinar el Centroide de la regién plana limitada por las siguientes curvas (ver Figura 80):
Y2 =dryy=2x—4.
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Solucién

(7,9)

(17 72)

Figura 80. Centroide de dreas planas: problema 48

Es conveniente integrar por “y”, es decir utilizar elementos horizontales de area. De acuerdo
al Problema 2 del paragrafo 3.1 (p.95), el drea de la regién es A = 9 unidades cuadradas.

LT 1,
My= [y §(y+4)—1y dy,
-2

B! 1 1 1,0t
M, = / {*yr“‘ +2y — *yﬂ dy = {fy:* +y? - —y‘*} —9,
) 4 6 167 | ,

= [ o] - (]

1[4 /1 1 1 T ¢
M, =~ Pt dy+8— —yt ) dy= | =P+ 202+ 8y — —¢°| = —.
- 212(4y+y+ 16y>y [12y+y+y 0V Pl
Por tanto,
77
oM, T
A 9 45’
M9,
VT4 T 9T

En consecuencia,
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Problema 49

Determinar las coordenadas del Centroide del poligono de vértices 0(0,0); A(0,2); B(2,3);
C(4,1) y D(4,0) (ver Figura 81).

Solucién

Se deben determinar las ecuaciones de las rectas que forman el poligono, asi:

= Recta que pasa por Ay B:

Ecuacion:

1
== 2.
Y 21'"‘
= Recta que pasa por By C:
3—-1 2 1
m = = — = —
PCT 9y T

Ecuacion:

Figura 81. Centroide de reas planas: problema 49
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Para calcular el drea total, se deben calcular Ay y As, asi:

2 /q 1, 2
Al = —x+2)dr=|-2+2x| =05.
0 \2 4 0

4 1 4
Ag = / (—z 4 5)dx = [—xQ + 54 =4.
1 2 2

Luego,
A:A1+A2:5+4:9

Calcular los momentos de superficie:

2 4
My:/ $(7$+2>dl‘+/ z(—x +5)dx
0 2 2
2 /1 4
My:/ (2302—#-235) dac—i—/ (—z + 52)dx
0 2

1 2 1. 5.1 16 34 50
My_|:6$3+1'2:|0+|:3$3+2$2:|2—3+3_3

1 (%271 ? e
M, = - ~x+2)| dr+ - —z+5)d
2/0 (2”” ) v Q/Q(m ) dz

1]/1 3 4 19 13 32
My == |(z2+2 - MW= 222
3<2x+> (=2 +5)°], T3 -3
Entonces,
50
—_M,_ 3 _50
TTTA T 9 T oar
32
—_ M. 3 32
Y="4 T 79 o7

En consecuencia,

Ejercicios propuestos 3.6
Determinar el Centroide de las regiones planas uniformes limitadas por las siguientes curvas:
1) z=4dy—y% y=u
2) y=2%—-21x—3; y=—22+ 6z — 3.
3) v?2? + a’y? = a®b? primer cuadrante.
4) 22 +y?> =1; o +y = 1 primer cuadrante.

5) y= sen x; y=-cosx; 0 <z <27
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2 2 2
6) 3 +y3 = a3 primer cuadrante .

11
272

7) Poligonos de vértices: (0,0); (0, 1); ( ) ; (1,1); (1,0).

Respuestas Ejercicios propuestos Capitulo 3

Respuestas ejercicios propuestos 3.1

1)
a) 12?5 b) zj%;. c) %an. d) 7r2.
o) % £ 2. ¢) %1 h) 7,93.
2)
a) 37;@2 b) 3x
3)
a) mr?. b) gﬂ'U,Q c) %aQ.

Respuestas ejercicios propuestos 3.2

1)
2048 32 1792
. 167. 4. —. .
a) T b) 16m. c¢) 47 d)3ﬂ' e) T
2)
om 1
a) 32m. b) 128v/371.  «¢) o d) w(1—). e) 24.
e
3)
™ 4
a) 2m. b) Z(1+3€ ).
4)

a) 16m. D) 37” (e? —1).
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Respuestas ejercicios propuestos 3.3

1)
4
a) §T3 b) 27‘3
2)
a) 1333 cm®.  b) 577,3 cm?.
5 4 4
3) % cm®.  4) %7'3. 5) %abc.

Respuestas ejercicios propuestos 3.4

(104v3—125). 3)14. d) ““in(1+V2).

(1+v2).

1) 6a. 2)

51~
“|%
w

3

5) 6v2+61

a) 8. b) V2(er—1). «¢) 27

Respuestas ejercicios propuestos 3.5

9
64 3 V3 9 a?
2v/2

7) wa( T_9). g %r

Respuestas ejercicios propuestos 3.6

1) (L;;) 2) (2,1). 3) (;‘%%)
) (sogamy) P (00« 0 (5n)

24a® 24a3 17
7 (315’ 315)' 8 (5’@)'

g (82v82-1). 2) (34V2+In(3+2v2) 7). 3) L (730v/730 - 1).
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Capitulo 4

Integrales impropias

Para la definicion de la integral
b
1= / f(z)dx.

Se asegurd inicialmente que la funcién integrando f(z) era continua en un intervalo [a,b] de
nimeros reales y no se mencioné que eventualmente que los limites a o b o ambas sean infinitos.

Cuando se presenta la circunstancia que f(x) sea discontinua en uno o varios puntos de [a,b] o
que, por lo menos alguno de los limites de integracién sea infinito, entonces aparecen las integrales
impropias.

4.1. Definicion
La siguiente integral definida, denomina Integral Impropia, si,
b
I= / f(z) dx
a

a) f(z) tiene uno o més puntos de discontinuidad en el intervalo [a, b].

b) Al menos uno de los limites de integracién es infinito.

4.2. Definicion integrando discontinuo

1) Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], pero discontinua en = = b, entonces,
b b—e
I= / f(z) de = lim f(z) dzx si limite existe.
a e—=0t Jq

§ Y
al 7y

2) Si f(z) es continua en el intervalo [a, b], pero discontinua en 2 = a, entonces,
b b
I= / f(z) de = lim / f(x) dx si limite existe.
a §—0t a+é8

4 ¥
ak T
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) Si f(x) es continua en el intervalo [a, b], excepto en z = ¢ a < ¢ < b, entonces

I—/f(x d:c—/fx)dac—i-/ f(z) de,

/ f(x)dr = lim f( ) dx +/ f(z) dx si los limites existen
e—0F §—0+
GE ft i b
NOTA

Si el limite existe, se dice que la integral converge; si el limite no existe o es infinito, la integral
diverge.

Problema 49

Calcular las siguientes integrales impropias

4 x 9
dx 2 cosxdr dx
1 _— 2 —_ 3
) /0 16 — x2 ) /o

v1— senx 0 ﬁ
5 - 1 5 dr
4 e 5 lnxd 6 —_—
A Y N
Solucién
4
1)/ dr
0 16 — x2
17/ /)] /Y
0)[/ 74

El integrando f(x) = ————, presenta una discontinuidad en x =4
@) V16 — 22
Por consiguiente, de acuerdo a la definicién 4.2, se tiene que

/4 dx i /46 dx i [ x]H
—— = l1In —— = 111l |arcsen — 5
0 V16 —x2 e=0tJp V16 — 22  e=0t 410

0 4
T arcsen | = arcsen = arcsen 1,

= lim |arcsen
e—0t

/4 dx o
0o V1I6—22 2

L ode T
Por consiguiente, —— vale —.
0 16 — x2 2

%) / 2 cosxzdx
o V1— senz
La funcién integrando,
d
El integrando cosrar

. . o ™ 7r
———— tiene una discontinuidad en —, pues, en sen — = 1.
v1— senx 2
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¥/ [ L] ]/ / [ ] )] /Y

ot 11T 7777
2
Por tanto,
2 cosxdx . 3¢ 1
/ —— = lim cosz(l — sen z)” 2dx,
o V1— senxz e=0t )
. 1157¢
= lim [2(1— sen m)i} ,
e—0+t 0

. ™
— ZEIE(I)L Kl — sen (5 — 6) — (1 - sen 0))} ,
:—2[(1— sen g) —1} =—2[1-1)-1],
/’2' cosxdr 9
o V1— senux 7
Por consiguiente,

3 d
/QMWM
0

v1— sen x
Y dx
3) —.
0o VT .
La funcién integrado 7, no es continua en el limite inferior x = 0.
x
QL)1) 1) 1)) )] ]y
NI 777777 g
Por tanto,
9 9
d
2 im x” 2 dx
0 \/E e—0+ 0
179
= lim {:ﬁ}
e—0t 0
1 1
=2 lim [95 —(0+a)a] —2[3-0/=6
e—0t
9 dx
[
0 VT
2) / > dx
i Vir —2
1 1
La funcién integrando ———, tiene discontinuidad en el limite inferior z = — .
& Vidr —2 2

g4/
K77

/ / / / /Y
1 Irrrrrri 77 //J5
2
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Por tanto,
I 5 dx
—— = lim —_—,
1 VA =2 ot i Vix -2
. 5 _1 1 . 175
= lim (dz — 2)"2dx = — x 2 lim {(490—2)2} ,
e—0t lie 4 e—0t 14e

1 1

- i, {2t [a (g+¢) -2
1. 1 1 1 3

- L -0 - L= 3

/5 dr 3
L Viz =2 2

1
5) / zinzd.
0

La funcién integrando f(z) = xlnx, es discontinua en el limite inferior x = 0.

V2.

411/ /] ] /)] )]y
X7 rrrrrrry EEEE]

0

Por definicién 4.2, se tiene,

1 1
/ rinzdr = lim zilnxdx,
0

e—=0t Jo

— i | L2 AN 1, 1,
—El_1>1(1)1Jr {295 (lna&—2>} —561_1:%1+ [ln1—2—5ln5—26 .

€

Al calcular lim €2 Ine, se tiene,

e—0t
1
- 2
lim e“lne = lim Ll — lim <—) =0
e—0 e—0+t 1 0t
2
1
1 1 1
Luego, /0 rinxdr = 3 (75) =7
5
d
6) / A
o (z—3)?
1
La funcién integrando W7 presenta discontinuidad en = = 3.
T —
0;E 1 REK i5

3
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Dado que, 3 € [0, 5], entonces, de acuerdo a la definicién 4.2 se tiene:

/5 de /3 de . /5 dz
o (@=3)2  Jo (@=3)2 Jy (x—3)%
i 75 da o /5 dx
m — im —,
e—=0t Jo (1; — 3)2 §—0+ 346 (il? — 3)2
/5 dx , 1% 1
—— = lim |—— — lim ,
0 (=32 S0t lz—-3], 50t [T —3] 5,5
. 1 1 . 1 1
= lim — )+ |- lm |- = | — |,
s (=tg) +a) - 5 (5=s)
. 1 1 . 1 1
—— )= lim (=—=<).
e—0t \e 3 s—0t \2 0§

Como los limites no existen, entonces se concluye que la integral diverge. Vale anotar que, si
una de las integrales de la suma diverge, entonces toda la integral diverge.
Ahora bien, dado que la integral definida es sinénimo de area; entonces, al graficar la funcién:

1
f($)=m~

5

Il
3

se establece que & = 3 es asintota vertical (Figura 82).

y/\

—

0

., ccocococoocoooooconoocooooooood

3 5 X

Figura 82. Integral impropia divergente

De manera que, no es posible calcular el drea mediante la integral definida (ver Figura 82). Si
no se tuviera en cuenta que en x = 3, existe discontinuidad, entonces, se habria obtenido que:

/05 <xi$3>2 =—Li3]§=—[§+§} G

resultado que es absurdo, puesto que, el drea siempre es un nimero positivo.

Problema 50

Calcular las integrales impropias:
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L e et
4) /043&. 5) /Olmln:cd:p.

Solucién

1) / 2 dx
rava? =1
El integrando tiene discontinuidad en x = 1; 1 € [1,2].

Va2 —1

Por tanto /2 dr lim /2 dr
, —= 1 —_——
1 2vVx?—1 =0t Jipe ava? —1

Dado que, la primitiva es,

/ dx
zva? —1

= arcsenw,
Entonces, al aplicar la definicién 4.2, se tiene,
2 d
/ T [arcsenx)? = lim [arcsen2 — arcsen (1 + €))
1 xvri—1 e=0t =0T

T
= arcsen2 — arcsenl = 3

dx T

2
Por tanto, / —_— = —
0o zva?i—-1 3

T
converge y vale —.

/2 dx
0 zvVx:—1 3

Esto es,la integral

Y de
2 /0 (x — 2)% .
dx

El integrando f(z) = ﬁ presenta una discontinuidad en z = 2.
T —2)3

— ot AT —
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Entonces,
/4 dx /2 dx /4 dx
3 = 7 T+ 2
0 (z—2)3 0 (z—2)3 0 (z—2)3
/4 dx , = dx ) 4 dx
—— = lim —— + lim E—
0 (x—2)3 20" o (x —2)5  6=20% Joys (z — 2)3
I 9 431 24
=slim [ =24 "+ 3)im fo 2
. 1 1 . 1 1
=3 lim {(27572)3 - (72)3} +3 lim. [(472)3 - (2+572)3} 7
:3[0+2%}+3[2%—0}:3€/§+3€’/§:6€/§.
4
Finalmente,/ %:6%.
0 (r—2)3

3) /4 dx
1 V16 — 22

La funcién —————, tiene discontinuidad en los extremos del intervalo [—4,4].

V16 — 22’

gr1//7]]] ) [ )] )]y
X 7 / / 7 / U

Por tanto,

/4 dx B /0 dx n /4 dx
aV16—22 )4 V16—22  Jo V16 — 22’
4 dx . 0 dx . 4-6 dr
——— = lim ——— + lim _
4 V16 — 22 e=0t J_yio V16 — 22 50t g V16 — x2

270 1746
= lim [arcsenf} + lim {arcsenf} ,
=0+ 41 —44e 50t 410
. —4+¢€ . —4—-9
= lim |arcsen( — arcsen + lim |arcsen —arcsen0| ,
e—0+ 4 §—0t 4

T 7
=0+—-+—-—-0=m.
+2+2 s

/4 dz
e
416 — 22

4 dz
Sy

El integrando m .

Presenta discontinuidad en = 0, = = 4. Estos puntos hacen parte del intervalo [0,4]. Por
tanto, dado que la funcién es continua en (0,4), se divide la integral en dos partes, asi:

—gtRRRREaaRORRaaN T—
0 ) 4
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4 1 4—45
/ 9T e tim Ldm + lim _d
4 x(x—4) =0t J. z(x —4) s—ot )y x(z—4)

C / dx 1 / 1 n 1 d .
omo [ —— = - — x, entonces
z(x—4) 4 z x-—1 ’ ’

Az 1 . ;1 s
/0 mdm = ZEEI& (In|z —4] —Inlz|) |2 +151£(I)1+ (In|z — 4] —In|z|) |77°,
1 1
Zslim (iIn3—lInle —4] —Inle]) + Zalir(r)l+ (in|d] —In|d -6 —In3+0),
= —00 — 00 = —00.

4
d
Por tanto, / _ T e diverge.
g z(z—4)

4.3. Definicién limites de integracion infinitos

1) Si la funcién es continua en el intervalo [a, c0), entonces,
b
/ f(z)dx = hm f(z)dz si limite existe.
a
2) Si f(z) es continua en el intervalo (—oo, b], entonces,

b b
/ f(z)dz = lim f (x)dz si limite existe.
—00

a—r—0o0

3) Si f(x) es continua en el intervalo (—oo, 00), entonces,

/ f(z da:—/ fx)dx—i—/ f(z)dz

f(as)daz + hm / f(x)dx si los limites existen.

= lim
a——00

Cuando los limites existen, se dice que la integral impropia es convergente; si los limites
no existen, se dice que la integral impropia es divergente.

Problema 51

Calcular las siguientes integrales impropias:

[e%9) dr 0 )
1 —_ . 2 Tdx.
)/O P )/_Ooe dx

4)/ rdx . 5)/ ;:d:v '
—00 (1'2‘1'1) —o & +4

3) / ze " dz.

—00

6) /OO "
xX.
0o VT
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Solucién
o0
1)/ zdix-
0 X +4
/de o /bdxd e [ t(m)b
— im im |- arctg | 5
o 2244 bhmefy 2214 T B 27 IN\e) |
1
*ihm {arctg( )farctg( )]
il
1

~ Lt aretgoo— 2 (Z) =
T he T \g) T

2
* dz T
Por tant =—.
or amo,/0 i
Y
1
4

83. Calculo de integrales impropias: problema 51, caso 1

En la Figura 83, se puede ver el area bajo la curva de la funcién:

1
flz) = ) entre 0 e co.

Notese que el eje x es asintota horizontal de la curva 2.

0
2) / e*dz.

o a——o0 J, a——00 a’
= — lim [eo — 62“] = — lim [1 — 62“] ,
2a——00 a——00
1
=—(1-0)= =
a0

0 1
Por tanto, / ey = =
oo 2
En la Figura 84, se puede ver la curva de f(z) = e* entre los puntos —oo y 0. El drea bajo

la curva vale 5 de unidades cuadradas. Igual que en el ejemplo 1, el eje x es asintota.
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Y11 )e

84. Calculo de integrales impropias: problema 51, caso 2

0 2 0 2 o0 2
/ re ¥ dr :/ re " +/ re " dx,
—0o0 —0o0 0

. 1 /0 a2 . 1 [t g2
= lim — - [ (=22)e " de+ lim — = [ (—2z)e” " dux,
2 /. b—oo 2 Jo

1 1
=——(1-0)—=(0—1
S1-0)=S0-1),
1 1
—5t5=0

o0
Entonces, / ze ™ dz = 0.

—0oQ
o 2
Por tanto,la integral / xe™ " dx converge y vale 0.

2) / xdr .
—00 (l’Q + 1)
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/°° xdx /0 xdx +/°° rdx
@ @ Ty @

I O da gt /b xdx
= lim 4+ lim —_—
ar—c0 J, (22 4+1)2  booo fy (22 +1)27

1 0 _ 1 b _
= lim 5/(1 2w(x2+1) Qd:r—}—bli)rgoﬁ : 2m(x2+1) 2dx,

L 1 1° 1 i 17
= —— lim — — lim
Qa——oco | 12 +1 2b—oo | 22 +1 0,

1 I 1 1 1 I 1 1
= —— lim - —z-lim | 57— —
2a——00 a? +1 2b—00 | b2 +1 ’

1 1
=—(1-0)—=(0-1
S(1-0)— 5(0-1),
1 1
Tty =0
(o )
Entonces,/ %20.
—oo (% + 1)

Por tanto,la integral / converge y vale 0.

_rar
e @12
© xdx
) [
—0o0

/°° xdx _/0 xdx +/OO xdx
o 24 x4 fy 2244

. 1/0 2xdx i 1/b 2xdx
= lim = —_ im — —_
a—s-002 J, 224+ 4 o2 0 x2 4’

1. o 1. b
= 5@11}13100 [ln (:U2 + 4)L + 51)15{)10 [ln (x2 + 4)]0 ,
1 i ik (@ )]+ L i (067 1)
= ZaEEloo [ln4 In (a +4)} +2b11§>10[(b —|—4) ln4],
= —00 + Q.
: ~ wdr .
Por tanto,la integral /7 N PRI diverge.
00 67\/5
6 dx.
V), EE

Esta integral impropia presenta una discontinuidad en el limite inferior z = 0; ademas, el
limite superior es co. Para calcular su valor, se divide en dos integrales impropias, asi:

/700 <y /1 7y /OO <y (A)
—dx= | ——dx+ ——dx
o VT 0o VT 1 VT

vz
e

L
/\/de ¢

Dado que,
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Entonces, se calcula por separado cada integral.

LoV Le—vE 1
/eidx: lim/ eidx:—Z lim {eiﬁ} ,
0 x e—0t /¢ \/5 e—0t €
€T

1.~V
/ ¢ dr = —2 lim [6_1 — e_\@} = -2 [6_1 — 1] =—2'+2
0 VT e—=0t
00 T b /T
eidx = lim € dr = —2 lim {eiﬁ}
1 \/E b—o0 1 \/5 b—o0

eV . Vb -1 -1 1
/1 \/%dm:—leggo{e —e }f—Q[O—e ]er

)

1

Al reemplazar (B) y (C) en (A), se obtiene:

Ve 1 1
dr = —2e +2+2e - =2.
/ Ve

e_\/5
NG

o0
Por tanto, la integral / dx, converge y vale 2.
0

NOTAS

1) Algunos autores, a las integrales impropias con integrando discontinuo en al menos un punto
del intervalo de numeros reales [a,b], denominan como Integrales Impropias de Segunda
Clase; mientras que las integrales impropias con al menos un limite de integracién oo, las

denominan como Integrales Impropias de Primera Clase.

2) Cuando en una integral impropia, alguno de sus limites es oo y f(z) presenta al menos una
discontinuidad en [a, b], se la suele llamar Integral Impropia de Tercera Clase. (ver ejemplo

6).

4.4. Ejercicios propuestos Capitulo 4

A) Calcular las integrales impropias:

100 dx 2 dl‘ 1
1 B N AN\ Wy Mg
)/0 /100 — = )/,2 1_ 12 )/0 naear

2 1 2T
dx dx cosz dx
B S R T
L+ g0 —z o 1+ senzx
“lnx o 0 Jx
7 / — duz. 8/ xe Y dx. 9/ —— du.
V), Ve '), V) T
10)/ L 11)/ S 12)/ v dz.
oo L+ €% o xlnx 0

B) Determinar el drea limitada por las siguientes curvas:
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1
1) flx) = R la derecha de = = 3.

2) f(z) = ﬁ a la derecha de z = 2.

4.5. Respuestas Ejercicios propuestos Capitulo 4

A)
1) 100. 2) . 3) —1. 4) 1. 5) Diverge. 6) Diverge.
. m 1
7)-2/e )1 9)Diverge.  10) 5. 11) ;. 12) 6.
B)
1

1) ~In5  2)1—In2.



BIBLIOGRAFIA 199

Bibliografia

Ayres, F. (1974). Cdlculo Diferencial e Integral. México: McGraw-Hill.
Berman, G. (1977). Problemas y Ejercicios de Andlisis Matemdtico. Moscd: Mir.

Casabianca, M. (1995). Problemas Resueltos de Cdlculo Diferencial. Bogota: Tercer Mundo
Editores.

Demidovich, B. (1980). Problemas y ejercicios de andlisis matemdtico. Mosci: Mir.
Edwards, C. & Penney, D. (1994). Cdlculo con Geometria Analética. Madrid: Prentice-Hall.

Fleming, W. & Varberg, D. (2003). Algebm y Trigonometria con Geometria Analitica. Méxi-
co: Prentice - Hall.

Granville, W. (2009). Cdlculo diferencial e integral. México: Limusa.

Leithold, L. (1995). El Cdlculo con Geometria Analitica. Madrid: Harper.

Piskunov, N. (1979). Cdlculo diferencial e integral. Tomo I1. Moscti: Mir.

Purcell, E. & Varberg, D. (1992). Cdlculo con geometria Analitica. México: Prentice-Hall.

Stewart, J. (1999). Cdlculo Diferencial e Integral. México: Thompson.



Lecciones de Calculo Integral

Primera impresién
Se terminé de imprimir en Xpress Estudio Grafico y digital
para Universidad de Narino Mayo de 2023
Bogotda, D.C. Colombia

Se utilizé papel Holmen Book 055gr Cream
y Holmen 300gr para la portada
Fuente roman 11 pt para interiores



El libro de texto Lecciones de Calculo Integral, esta disefa-
do para que estudiantes universitarios de las carreras Fisica,
Ingenieria Civil, Electrénica y de Sistemas, y Licenciaturas de
Matematicas e Informatica de la Universidad de Narino,
lo utilicen como texto guia o de consulta.

También puede ser utilizado por estudiantes de otras insti-
tuciones de nivel superior que ofrezcan carreras similares
a las mencionadas o, de tipo técnico, en cuyo plan de
estudios se incluya el Calculo Integral.

Las tematicas tratadas en el texto corresponden a la que
normalmente se ofrece en un curso de calculo integral, a
saber: técnicas de integracion, integral definida y sus
propiedades, aplicaciones de la integral definida y calculo
de integrales impropias.

Los lectores deben estar familiarizados con conceptos del
Calculo Diferencial y de la Geometria Analitica.

Editorial
Universidad de Nariiio

Universidad de Narifio

ACREDITADA DE ALTA CALIDAD
RESOLUCION MEN 10567 - MAYD 23 DE 2017




	Sin título

