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San Juan de Pasto, Colombia

Agosto 2023



Universidad de Nariño
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Fı́sica
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SIMULACIÓN DE UN VIAJE ESPACIAL DESDE LA TIERRA
HACIA VENUS UTILIZANDO UN PROBLEMA SIMPLIFICADO DE

CUATRO CUERPOS

Resumen
En este trabajo se realizó una simulación de un viaje espacial hacia Venus utilizando un

problema simplificado de cuatro cuerpos en un modelo bidimensional. Se considera el campo

gravitacional de la Tierra, Venus y la Luna sobre una nave espacial inicialmente en órbita de

parqueo circular alrededor de la Tierra. Para obtener una solución numérica aproximada,

se emplearon ciertas simplificaciones, como considerar los cuerpos celestes como masas

puntuales y las órbitas como circulares. El objetivo principal consistió en obtener diferentes

trayectorias de la nave espacial bajo una variedad de condiciones iniciales, tales como el ra-

dio de la órbita de parqueo circular, la velocidad inicial, el ángulo de despegue y la posición

relativa de la Luna y Venus al momento del inicio del viaje. Para lograr esto, se desarrolló

un código de programación en Python que resuelve numéricamente las ecuaciones difer-

enciales que gobiernan el movimiento, utilizando el método Runge-Kutta de cuarto orden.

Entre los resultados, se determinaron las condiciones iniciales para diversas trayectorias,

incluyendo el análisis del aprovechamiento de la asistencia gravitatoria de la Luna para

impulsar la nave hacia Venus, ası́ como también el campo gravitacional de Venus para lo-

grar el retorno a la Tierra. Además, se exploraron trayectorias de viaje de ida y retorno

a la Luna. Aunque el estudio se basó en un enfoque simplificado en dos dimensiones, este

proporciona una base sólida para futuros proyectos más detallados y realistas en el campo

de la mecánica celeste y la exploración espacial. La comprensión de los conceptos básicos

y el uso de métodos numéricos sientan las bases para abordar proyectos más complejos en

el futuro, contribuyendo ası́ al avance de la investigación en este emocionante campo, en

constante evolución. Este trabajo representa el primer paso hacia proyectos más detallados

y realistas, sentando las bases para futuras investigaciones que aborden desafı́os aún más

complejos en la exploración espacial.

Palabras clave: Problema de los cuatro cuerpos, métodos numéricos, ecuaciones diferen-

ciales acopladas, programación en Python.
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SIMULATION OF A SPACE TRIP FROM EARTH TO VENUS USING
A SIMPLIFIED FOUR-BODY PROBLEM

Abstract
In this work, a simulation of a space journey to Venus was conducted using a simplified four-

body problem in a two-dimensional model. The gravitational fields of Earth, Venus, and the

Moon on a spacecraft initially in a circular parking orbit around Earth were considered.

To obtain an approximate numerical solution, certain simplifications were employed, such

as treating the celestial bodies as point masses and assuming circular orbits. The main ob-

jective was to obtain different spacecraft trajectories under a variety of initial conditions,

including the radius of the circular parking orbit, initial velocity, launch angle, and the rel-

ative positions of the Moon and Venus at the start of the journey. To achieve this, a Python

programming code was developed to numerically solve the differential equations governing

the motion using the fourth-order Runge-Kutta method.

Among the results, the initial conditions for various trajectories were determined, includ-

ing the analysis of utilizing the gravitational assist from the Moon to propel the spacecraft

towards Venus, as well as the gravitational field of Venus to achieve the return to Earth. Ad-

ditionally, travel trajectories to the Moon and back were explored. Although the study was

based on a simplified two-dimensional approach, it provides a solid foundation for future

more detailed and realistic projects in the field of celestial mechanics and space exploration.

Understanding the basic concepts and utilizing numerical methods lay the groundwork for

tackling more complex projects in the future, thus contributing to the advancement of research

in this exciting and ever-evolving field. This work represents the first step towards more de-

tailed and realistic projects, laying the groundwork for future investigations that address even

more complex challenges in space exploration.

Keywords: Four-body problem, numerical methods, coupled differential equations, Python

programming.
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Glosario

[]

Excentricidad: Parámetro que mide la desviación de la forma de la órbita respecto a un cı́rculo.

Una excentricidad cercana a 0 indica una órbita casi circular, mientras que una excentricidad

cercana a 1 indica una órbita altamente elı́ptica.

Eclı́ptica: Plano en el espacio que contiene la órbita aparente del Sol alrededor de la Tierra a lo

largo del año.

Órbita: Trayectoria curva que sigue un objeto en el espacio debido a la gravedad de otro objeto.

Parámetros Iniciales: Valores que definen el estado inicial de un sistema en un momento deter-

minado, utilizados como punto de partida en simulaciones y cálculos.

Sistema de Referencia: Marco de coordenadas utilizado para describir posiciones y movimientos

en el espacio, fundamental para la representación precisa de trayectorias y órbitas.
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Capı́tulo 1

INTRODUCCIÓN

El problema que se aborda en este proyecto representa un avance significativo en el campo

de los problemas de los cuatro o más cuerpos. Hasta el momento, no se ha resuelto este

problema en el contexto de un trabajo de grado en la Universidad de Nariño, lo que genera

un gran interés en los resultados obtenidos.

Además de su relevancia académica, el problema planteado tiene un impacto social impor-

tante. En el ámbito de la astrofı́sica, este tema es solo uno de los muchos aspectos que se

pueden investigar. Es fundamental impulsar el desarrollo de esta rama de la fı́sica en nuestra

región, teniendo en cuenta que se cuenta con un observatorio astronómico prometedor, uno

de los pocos en Colombia. Este observatorio tiene como objetivo ampliar el estudio de la

astronomı́a en nuestra región y contribuir al desarrollo y reconocimiento del departamento a

nivel nacional e internacional. Actualmente, se encuentra en proceso la construcción de un

nuevo observatorio astronómico en la ciudad de Pasto, lo que augura un futuro prometedor

para la astronomı́a en la región; igualmente, es fundamental fomentar el interés de los estu-

diantes que se inclinan por esta fascinante rama de la fı́sica.

En los capı́tulos 2 y 3 se presenta el planteamiento del problema, resaltando que el objetivo

principal de este proyecto es simular un viaje desde la Tierra hacia Venus y generar gráficas

que representen diversas trayectorias, considerando una variedad de condiciones iniciales.

Estas condiciones abarcarán el radio de la órbita de partida circular, la velocidad de salida,

el ángulo de despegue, ası́ como las posiciones iniciales de la Luna y Venus. A lo largo del

recorrido, la nave espacial estará sujeta a la influencia gravitacional de Venus, la Tierra y la

Luna. En los cálculos realizados, se considerará que las órbitas de los cuerpos celestes son

circulares, y se despreciará la masa de la nave espacial.

En el capı́tulo 4, se profundiza en la teorı́a detrás del problema de los cuerpos celestes en

configuraciones de dos y tres cuerpos; se presentan las generalidades de estos problemas y

1



Capı́tulo 1: INTRODUCCIÓN 2

se realizan deducciones que explican por qué el problema de n cuerpos (n ≥ 3) carece de

solución analı́tica.

Seguidamente, se lleva a cabo un estudio del problema restringido de tres cuerpos. Este

enfoque implica ciertas simplificaciones, como asumir que dos de los cuerpos son lo sufi-

cientemente masivos como para que se pueda despreciar la masa del tercer cuerpo. Además,

se supone que estos dos cuerpos masivos se desplazan en órbitas circulares uniformes alrede-

dor de su centro de masa, sin ser afectados por la presencia del tercer cuerpo. Aunque estas

limitaciones podrı́an plantear dudas sobre la aplicabilidad y precisión de este problema, en

el universo existen numerosos sistemas que se pueden modelar utilizando esta teorı́a, lo que

le confiere gran importancia e interés a este proyecto. De hecho, este problema sirve como

base para el desarrollo de este proyecto, ya que se aplican simplificaciones similares, como

se discutirá más adelante.

Dado que no es posible encontrar una solución cerrada para este problema, es necesario re-

currir a métodos numéricos que aborden el problema desde una perspectiva diferente. En

dicho capı́tulo también se realiza una breve introducción a los métodos numéricos y se ex-

plica cómo aplicarlos para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales acopladas, ya que

precisamente ese tipo de sistema debe resolverse para encontrar la solución al problema. Es-

pecı́ficamente, se emplea el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver un sistema

de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas. El capı́tulo concluye con una explicación del

funcionamiento general de este método para resolver este tipo de sistemas.

En el capı́tulo 5, se inicia el estudio teórico con la deducción de las ecuaciones diferenciales

del problema de los cuatro cuerpos en general. Una vez obtenidas, se procede a realizar

las simplificaciones adecuadas. Estas simplificaciones incluyen considerar órbitas circulares

bidimensionales para los cuerpos celestes involucrados y despreciar la masa de la nave es-

pacial. Estas simplificaciones son acordes con sistemas reales, ya que la masa de la nave

espacial es insignificante en comparación con la masa de la Luna, Venus y la Tierra. Además,

las órbitas de estos cuerpos presentan excentricidades muy bajas. Al aplicar estas simplifi-

caciones al problema general, se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

especı́ficas para Venus, la Tierra, la Luna y la nave espacial, que serán resueltas utilizando un

código de programación mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden, ajustado a este
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sistema acoplado en especı́fico.

En el capı́tulo 6, se presentan los resultados de las simulaciones realizadas. Se inicia con una

sección importante que aborda las limitaciones y aspectos relevantes del proyecto y sus resul-

tados. Esta sección es fundamental, ya que aclara que los resultados obtenidos son producto

de un modelamiento con simplificaciones y no representan completamente la realidad.

Una vez establecido este punto, se procede a mostrar los resultados. En primer lugar, se

realizaron simulaciones de viajes a la Luna. Estas trayectorias se simularon con el objetivo de

verificar y validar los resultados del código, ya que uno de los libros de referencia proporciona

los resultados para este problema de tres cuerpos. Entre las trayectorias se incluyen viajes

de ida y vuelta a la Luna, ası́ como el uso de la asistencia gravitatoria de este satélite para

acelerar la nave hacia otros destinos.

Una vez validados los resultados del código, se procede a simular los viajes a Venus. En

el primer viaje, denominado V1, se realiza una maniobra que aprovecha el fenómeno de

asistencia gravitatoria en múltiples ocasiones. En términos generales, se logra una trayectoria

que implica llegar a la Luna para utilizar su influencia gravitatoria y acelerar la nave hacia

Venus, y posteriormente regresar a la Tierra.

El segundo viaje a Venus, denominado V2, consiste en realizar una ligera modificación en

una de las condiciones iniciales relacionadas con la posición de Venus. Este viaje se lleva

a cabo con el objetivo de mostrar la sensibilidad de este tipo de problemas ante pequeños

cambios en sus condiciones iniciales. Además, este viaje también demuestra la posibilidad

de utilizar la asistencia gravitatoria en Venus para modificar la trayectoria de la nave hacia

otras direcciones, como el Sol u otro planeta (en caso de incluirse otro cuerpo en el modelo).

Estas maniobras son ampliamente utilizadas en la exploración espacial.

En el último viaje a Venus, denominado V3, se sigue una trayectoria similar a la obtenida en

V1, pero sin hacer uso de la asistencia gravitatoria de la Luna. Para lograr una trayectoria

similar sin esta asistencia, se requiere aumentar considerablemente la velocidad inicial de

la nave, lo cual conllevarı́a, en la realidad, numerosos desafı́os tanto económicos como de

reducción de carga útil de la nave. Por estas razones, en este viaje se destaca la importancia

de la asistencia gravitatoria en este tipo de problemas.

Dado que los viajes a Venus son de larga duración, se dividen en fases. En los resultados de

cada viaje se presentan las caracterı́sticas generales y los valores numéricos de los parámetros
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más relevantes del viaje, los cuales también son obtenidos mediante el código de simulación.

Estos parámetros incluyen, por ejemplo, las distancias máximas y mı́nimas entre la nave

espacial y los cuerpos celestes.

Para finalizar, en el capı́tulo 7 se presentan las conclusiones del proyecto, basadas en los

resultados obtenidos, destacando su relevancia para futuros proyectos más complejos en este

campo.



Capı́tulo 2

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Con el desarrollo cientı́fico actual, la exploración espacial se ha convertido en un tema de

gran interés para la comunidad. Los misterios y las preguntas sin respuesta que rodean este

campo, junto con su importancia, han atraı́do a cada vez más cientı́ficos a investigar las di-

versas subramas de la astrofı́sica. Sin embargo, es fundamental comenzar por los principios

fı́sicos que rigen este estudio.

Uno de los aspectos más fascinantes es el estudio de los viajes espaciales, tanto tripulados

como no tripulados. Debido al arduo trabajo y al elevado costo que conlleva enviar una

nave al espacio, se requiere un análisis exhaustivo. Por esta razón, se aplican estudios fı́sico-

matemáticos detallados y se realizan simulaciones para corregir posibles errores antes del

lanzamiento, a fin de evitar catástrofes. En este proyecto, se llevará a cabo una de estas simu-

laciones para un viaje desde la Tierra hacia Venus, utilizando un problema de cuatro cuerpos

como base. Para abordar el problema en el tiempo establecido para el desarrollo del proyecto

(cuatro meses) y a nivel de pregrado, se considerarán ciertas simplificaciones. Por ejemplo,

se supondrá que la nave se encuentra en órbita de parqueo circular alrededor del planeta en

el momento de iniciar el viaje, sin tener en cuenta el trayecto desde la superficie del plan-

eta. Además, se considerará que las masas de los cuerpos están concentradas en un punto

y que las órbitas son circulares y se encuentran en un plano común. Es importante tener en

cuenta que este problema no tiene una solución analı́tica, por lo tanto, se recurrirá a técnicas

computacionales para obtener una solución numérica. Se utilizará el método Runge-Kutta

para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, que surge al aplicar la ley de

gravitación universal a la nave espacial, sometida al campo gravitacional de la Tierra, la Luna

y Venus.

Para la deducción de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema de los cuatro

cuerpos, se tomará como base del libro de Danby (1997) titulado Computer modeling: from

5
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sports to spaceflight... from order to chaos, especı́ficamente en la sección 11.2 llamada A

Trip to the Moon, donde se desarrolla un problema similar pero solamente con tres cuerpos.

Luego, se compararán las ecuaciones obtenidas para los cuatro cuerpos con las ecuaciones de

referencia del libro.

El trabajo de investigación consiste en simular un viaje desde la Tierra hacia Venus y

obtener gráficas que representen diferentes trayectorias, considerando una variedad de

condiciones iniciales. Estas condiciones incluyen el radio de la órbita de parqueo cir-

cular, la velocidad de salida, el ángulo de despegue, la posición inicial de la Luna y la

posición inicial de Venus. La nave espacial estará sometida al campo gravitacional de

Venus, la Tierra y la Luna a lo largo de su recorrido. Se asumirá que las órbitas de

los cuerpos celestes son circulares y se despreciará la masa de la nave en los cálculos

realizados.

Para lograr estos propositos, se utilizará el problema simplificado de cuatro cuerpos,

el cual proporciona una base sólida para el estudio de trayectorias espaciales en este

contexto. Mediante este enfoque, se aplicarán métodos numéricos y se resolverán las

ecuaciones diferenciales correspondientes, utilizando el método Runge-Kutta.

En definitiva, se pretende responder a la siguiente pregunta: ¿Cuáles son las diferentes

trayectorias de una nave espacial en su viaje desde la Tierra hacia Venus, considerando

diferentes condiciones iniciales, tales como el radio de la órbita de parqueo circular, la

velocidad de salida, el ángulo de despegue, la posición inicial de la Luna y la posición

inicial de Venus, utilizando el problema simplificado de cuatro cuerpos?



Capı́tulo 3

OBJETIVOS

3.1 Objetivo General

Aplicar el problema de los cuatro cuerpos simplificado para obtener trayectorias del viaje de

una nave espacial desde la Tierra hacia Venus, teniendo en cuenta el campo gravitacional de

ambos planetas y de la Luna, suponiendo que inicialmente la nave se encuentra en orbita de

parqueo circular.

3.2 Objetivos especı́ficos

• Deducir las ecuaciones diferenciales del movimiento de cuatro cuerpos.

• Realizar una comparación con las ecuaciones obtenidas para el problema de tres cuer-

pos.

• Diseñar un código en Python para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

obtenidas para dicho problema de cuatro cuerpos.

• Diseñar un código en Python para visualizar las trayectorias de la nave bajo diferentes

condiciones iniciales.

7
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MARCO TEÓRICO

4.1 Sistemas de referencia rotatorios

La segunda ley de Newton es una herramienta sumamente útil en el estudio de la fı́sica, ya que

permite predecir y comprender cómo se mueven los cuerpos en respuesta a las fuerzas que

actúan sobre ellos. Sin embargo, es importante tener en cuenta que esta ley solo es válida en

sistemas de referencia inerciales, es decir, aquellos en los que no hay aceleración o rotación.

En ocasiones, resulta conveniente analizar el movimiento de los cuerpos desde sistemas de

referencia no inerciales que están en rotación. En el libro ”An introduction to mechanics”,

Kleppner y Kolenkow (2014), se presenta un tratamiento para este tipo de situaciones.

Supongamos que la posición de un objeto se describe mediante el vector B⃗ con respecto

a un sistema de referencia inercial. Además, supongamos que el objeto está rotando con

una velocidad angular constante Ω⃗. Ahora, observamos el movimiento del objeto desde

un sistema de referencia rotatorio no inercial, cuyo origen también está rotando con una

velocidad angular constante Ω⃗ alrededor de un eje que pasa por el origen del sistema de

referencia inercia, ver figura 4.1. Bajo estas condiciones, el objeto aparenta estar estacionario

visto desde el sistema rotatorio, mientras que en el sistema inercial se cumple que:

dB⃗

dt
= Ω⃗× B⃗ (4.1)

Visto desde el sistema inercial, la derivada temporal de los vectores unitarios î′, ĵ′, k̂′ en

8
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Figura 4.1: Vector posición B⃗ en el sistema rotatorio. Fuente: An introduction to mechanics,

Kleppner y Kolenkow (2014).

coordenadas cartesianas del sistema rotatorio, teniendo en cuenta 4.1, viene dada por:

dî′

dt
= Ω⃗× î′

dĵ′

dt
= Ω⃗× ĵ′

dk̂′

dt
= Ω⃗× k̂′

(4.2)

Supongamos ahora que el objeto se mueve con respecto al sistema rotatorio. Teniendo en

cuenta 4.1 y 4.2 se puede demostrar que:(
dB⃗

dt

)
in

=

(
dB⃗

dt

)
rot

+ Ω⃗× B⃗ (4.3)

La ecuación 4.3 es válida para cualquier vector. Por tanto, se puede deducir el operador:(
d

dt

)
in

=

(
d

dt

)
rot

+ Ω⃗× (4.4)

La ecuación 4.4 expresa la relación entre las derivadas temporales calculadas en el sistema

inercial y en el sistema rotatorio.
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Aplicando el operador 4.4 a un vector posición general r⃗, se obtiene:

v⃗in = v⃗rot + Ω⃗× r⃗ (4.5)

esta ecuación relaciona la velocidad aparente v⃗in de un objeto con vector posición r⃗ en el

sistema inercial, con la velocidad aparente v⃗rot en el sistema rotatorio.

La ecuación 4.5 es un tanto intuitiva, sin embargo, al aplicar nuevamente el operador 4.4, se

obtiene:

v⃗in = a⃗rot + 2Ω⃗× v⃗rot + Ω⃗× (Ω⃗× r⃗)

donde despejando a⃗rot y multiplicando por la masa:

F⃗rot = F⃗in − 2mΩ⃗× v⃗rot −mΩ⃗× (Ω⃗× r⃗) (4.6)

donde:

F⃗centrifuga =−mΩ⃗× (Ω⃗× r⃗)

F⃗Coriolis =− 2mΩ⃗× v⃗rot

son llamadas fuerzas ficticias. Las fuerzas ficticias se originan debido a la aceleración del

sistema de referencia y no son resultado de una interacción fı́sica real entre dos cuerpos, sino

una consecuencia de la elección de un sistema de referencia en particular.

4.2 Problema de los dos cuerpos

El problema de los dos cuerpos se refiere al estudio de la dinámica de dos cuerpos que inter-

actúan gravitacionalmente entre sı́. Este problema es fundamental en el campo de la mecánica

celeste y tiene gran importancia en el estudio de fenómenos astronómicos y espaciales.

Cuando nos enfrentamos a este problema, nuestro objetivo principal es determinar la trayec-

toria que describen los cuerpos en un sistema de referencia especı́fico. El análisis se centra

en (Portilla, 2012):

1. Determinar las ecuaciones diferenciales que surgen al aplicar leyes fı́sicas a los cuer-

pos.
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2. Encontrar las propiedades del movimiento, por ejemplo, las cantidades que se conser-

van.

3. Hallar el vector posición y el vector velocidad de cada cuerpo para cualquier instante.

Cabe destacar que obtener el vector posición y el vector velocidad para cada cuerpo en todo

momento puede ser un desafı́o en la mayorı́a de los casos, por lo que es necesario recurrir a

técnicas numéricas para aproximar las soluciones.

En un sistema inercial, podemos considerar que la posición de un cuerpo de masa m1 está

dada por el vector r⃗1, mientras que la posición de un cuerpo de masa m2 está dada por el

vector r⃗2, como se muestra en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Configuración de los dos cuerpos en un sistema inercial. Fuente: Elementos de

Astronomı́a de posición, Portilla (2012).

La fuerza que ejerce el cuerpo m1 sobre el cuerpo m2 es f⃗21. Por tercera ley de Newton, el

cuerpo m2 ejerce una fuerza igual y opuesta sobre m1, es decir:

f⃗12 = −⃗f21 = f⃗

De este modo, las ecuaciones de movimiento de los cuerpos son:
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m1
d2r⃗1
dt2

= −⃗f (4.7)

m2
d2r⃗2
dt2

= f⃗ (4.8)

Sumando estas dos ecuaciones:

m1
d2r⃗1
dt2

+m2
d2r⃗2
dt2

= 0⃗

integrando una y dos veces se obtiene, respectivamente:

m1
d⃗r1
dt

+m2
d⃗r2
dt

= a⃗

m1⃗r1 +m2⃗r2 = a⃗t+ b⃗

donde a⃗ y b⃗ son vectores constantes. Además, de la definición de centro de masa para este

sistema:

r⃗cm =
m1⃗r1 +m2⃗r2
m1 +m2

(4.9)

las anteriores ecuaciones se reescriben como:

d⃗rcm
dt

=
a⃗

m1 +m2

(4.10)

r⃗cm =
a⃗t+ b⃗

m1 +m2

(4.11)

De la ecuación 4.11 se puede deducir que el centro de masa del sistema se mueve a velocidad

constante y en lı́nea recta con respecto al origen O.

Ahora, definiendo el vector de posición relativa entre los cuerpos como:

r⃗ = r⃗2 − r⃗1

se puede reescribir 4.9:

r⃗1 = r⃗cm − m2

m1 +m2

r⃗ (4.12)

r⃗2 = r⃗cm +
m1

m1 +m2

r⃗ (4.13)

sustituyendo las dos anteriores ecuaciones en 4.7 y 4.8, se obtiene en ambas expresiones que:

µ
d2r⃗

dt2
= f⃗ (4.14)
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donde el término µ se conoce como masa reducida:

µ =
m1m2

m1 +m2

Teniendo en cuenta la Ley de Gravitación Universal de Newton:

f⃗ = −G
m1m2

r2
r̂

y sustituyendo esta ecuación en 4.14 finalmente se obtiene:

d2r⃗

dt2
= −G

(m1 +m2)

r2
r̂ (4.15)

siendo la constante G la constante de Cavendish, cuyo valor es:

G = 6.674 ∗ 10−11Nm2

Kg2

El proceso anterior permitió convertir el problema de los dos cuerpos en un problema equiv-

alente de un solo cuerpo. Según Fitzpatrick (2012) en su texto An introduction to celestial

mechanics, la ecuación 4.15 es la única en mecánica celeste que tiene una solución analı́tica

completamente cerrada. Se concluye entonces que la dinámica de un sistema aislado con-

formado por dos cuerpos puntuales interactuantes, siempre puede ser reducido a un sistema

equivalente de un sólo cuerpo.

4.3 Problema de los tres cuerpos

El problema de los tres cuerpos consiste en predecir el movimiento de tres cuerpos bajo la

influencia de la gravedad. Bajo esta descripción, puede parecer un problema relativamente

sencillo cuando en realidad es un problema matemático extremadamente complejo que no

puede ser resuelto mediante métodos analı́ticos.

El problema de los tres cuerpos puede ser expresado en términos de ecuaciones diferenciales.

Newton fue el primero en intentar hallar una solución analı́tica general a dichas ecuaciones y

desde entonces, nadie ha podido hallar tal solución.

Cuando se añade un tercer cuerpo de masa m3 a un sistema que consiste en principio de

dos cuerpos de masa m1 y m2, el problema a resolver es: calcular el movimiento de tres
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masas puntuales, cuyo movimiento está gobernado por la ley de gravitación universal y que

por tanto, se atraen unas a otras, para cualquier valor de las masas y para cualesquiera

condiciones iniciales.

El proceso desarrollado por Portilla (2012) en Elementos de Astronomı́a de posición es el

siguiente: en un sistema de coordenadas inercial dado, se disponen los cuerpos de masa mi

cuyos vectores posición son R⃗i con i = 1, 2, 3 relativo a un punto O del sistema inercial, tal

como se indica en la figura 4.3. Ahora, se define tres vectores de posición relativa entre los

cuerpos:

• D⃗12 vector relativo de m2 con respecto a m1

• D⃗13 vector relativo de m3 con respecto a m1

• D⃗23 vector relativo de m3 con respecto a m2

Figura 4.3: Sistema de tres cuerpos. Fuente: Elementos de Astronomı́a de posición, Portilla

(2012).

La fuerza total ejercida sobre el cuerpo m1 debido a los otros dos cuerpos es, de acuerdo a la

ley de gravitación universal:

m1
⃗̈R1 = G

m1m2

D3
12

D⃗12 +G
m1m3

D3
13

D⃗13 (4.16)
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Análogamente :

m2
⃗̈R2 = −G

m1m2

D3
12

D⃗12 +G
m2m3

D3
23

D⃗23 (4.17)

m3
⃗̈R3 = −G

m1m3

D3
13

D⃗13 −G
m2m3

D3
23

D⃗23 (4.18)

son las ecuaciones de la fuerza total ejercita sobre las masas m2 y m3 respectivamente, debida

a los dos cuerpos restantes.

Lo siguiente es sumar las ecuaciones 4.16 , 4.17 y 4.18 para obtener:

m1
⃗̈R1 +m2

⃗̈R2 +m3
⃗̈R3 = 0⃗ (4.19)

donde integrando con respecto al tiempo

m1
⃗̇R1 +m2

⃗̇R2 +m3
⃗̇R3 = P⃗1 (4.20)

Esta ecuación representa la suma de los momentos lineales de los tres cuerpos y teniendo en

cuenta 4.19, se deduce que el momento lineal total es una constante de movimiento, que en

el espacio, se traduce en tres constantes escalares.

Integrando nuevamente 4.20:

m1R⃗1 +m2R⃗2 +m3R⃗3 = P⃗1t+ P⃗2

en donde teniendo en cuenta la definición de centro de masa, se deduce que :

R⃗cm =
P⃗1t+ P⃗2

m1 +m2 +m3

es decir, el centro de masa del sistema se desplaza con movimiento uniforme en lı́nea recta a

través del espacio. De esta manera se ha encontrado seis constantes del movimiento.

Si se reescribe las ecuaciones 4.16 , 4.17 y 4.18 de la forma:

m1
⃗̇v1 = G

(
m1m2

D3
12

D⃗12 +
m1m3

D3
13

D⃗13

)
(4.21)

m2
⃗̇v2 = G

(
−m1m2

D3
12

D⃗12 +
m2m3

D3
23

D⃗23

)
(4.22)
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m3
⃗̇v3 = G

(
−m1m3

D3
13

D⃗13 −
m2m3

D3
23

D⃗23

)
(4.23)

de la figura 4.3 y de propiedades vectoriales se deduce que :

R⃗2 = R⃗1 + D⃗12

R⃗3 = R⃗1 + D⃗13

R⃗2 = R⃗2 + D⃗23

R⃗i × R⃗i = 0⃗

R⃗i × R⃗j = −(R⃗j × R⃗i)

(4.24)

Ahora, si se multiplica 4.16 por R⃗1×, 4.17 por R⃗2× y 4.18 por R⃗3×, teniendo en cuenta

4.24:

m1R⃗1 × ⃗̇v1 +m2R⃗2 × ⃗̇v2 +m3R⃗3 × ⃗̇v3 = 0⃗ (4.25)

y dado que:

m1
⃗̇R1 × ⃗̇R1 +m2

⃗̇R2 × ⃗̇R2 +m3
⃗̇R3 × ⃗̇R3 = 0⃗

se puede escribir 4.25 como:

m1
d

dt
(R⃗1 × ⃗̇R1) +m2

d

dt
(R⃗2 × ⃗̇R2) +m3

d

dt
(R⃗3 × ⃗̇R3) = 0⃗

o lo que es igual:

d

dt

(
3∑

i=1

R⃗i ×mi
⃗̇Ri

)
= 0⃗ (4.26)

que si se integra es:

L⃗ =

(
3∑

i=1

R⃗i ×mi
⃗̇Ri

)

donde L⃗ representa el momento angular total del sistema y puesto que se cumple 4.26, se

deduce que el momento angular total del sistema de conserva. Se puede afirmar que a me-

dida que los tres cuerpos se desplazan en el espacio, sus vectores de velocidad y posición

se disponen tal que L⃗ permanece constante y por tanto, se ha encontrado tres constantes del
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movimiento adicionales.

Multiplicando 4.21 escalarmente por v⃗1, 4.22 por v⃗2, 4.23 por v⃗3 y expresando los vectores

D⃗ij como Dijûij , se puede demostrar que:

m1v⃗1 · ⃗̇v1 +m2v⃗2 · ⃗̇v2 +m3v⃗3 · ⃗̇v3 = −G

[
m1m2

D2
12

Ḋ12 +
m1m3

D2
13

Ḋ13 +
m2m3

D2
23

Ḋ23

]
(4.27)

y dado que:

v⃗i · ⃗̇vi =
1

2

d(v⃗i)
2

dt
dDij

dt
= − 1

D2
ij

Ḋij

se puede escribir 4.27 como:

d

dt

[
1

2

3∑
i=1

miv
2
i

]
= G

d

dt

[
m1m2

D12

+
m1m3

D13

+
m2m3

D23

]

donde el término de la izquierda corresponde a la energı́a cinética T y el término de la derecha

al negativo de la energı́a potencial V del sistema. Integrando ambos lados se obtiene:

T + V = E

donde E es una constante llamada energı́a total del sistema.

Como se mencionó anteriormente, si el problema de los tres cuerpos no tiene solución analı́tica,

el problema de cuatro o más cuerpos será aún más difı́cil de resolver. Esto se debe a que

para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, se necesitan tantas integrales indepen-

dientes como el orden del sistema. Si tenemos n cuerpos interactuando gravitacionalmente,

tendremos un sistema cuyo orden es 6n, lo que significa que se necesitan 6n constantes de

movimiento para resolver el problema.

Aunque es posible obtener diez integrales clásicas eulerianas, que incluyen seis integrales

para el centro de masas, tres integrales para el momento angular y una integral de energı́a,

sólo se pueden obtener dos constantes adicionales mediante transformaciones. En conclusión,

utilizando todos los métodos disponibles, se pueden obtener 6n−12 integrales independientes

para el problema de n cuerpos. En el caso de tres cuerpos, que implica un sistema de orden 18,
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quedan por determinar 6 integrales independientes, lo que significa que el problema no puede

ser resuelto analı́ticamente. A pesar de los esfuerzos de los matemáticos para encontrar más

constantes de movimiento, no se han encontrado más integrales independientes, por lo que los

investigadores se han enfocado en probar la no existencia de más constantes de movimiento

en lugar de intentar encontrar todas las constantes para un problema dado.

4.3.1 Problema restringido de los tres cuerpos

Se abordará el problema de los tres cuerpos mediante ciertas restricciones. Se supone que

la masa m3 tiene una masa tan pequeña que su efecto gravitacional sobre m1 y m2 es des-

preciable. Además, las dos masas m1 y m2 realizan órbitas circulares alrededor del centro

de masas del sistema. Este problema es conocido como problema circular restringido de los

tres cuerpos.

Según Fitzplatrick (2011), si se sitúa el origen de un sistema inercial de coordenadas carte-

sianas (ξ, η, ζ) en el centro de masa del sistema, las ecuaciones 4.12 y 4.13 se pueden escribir

como:

r⃗1 = − m2

m1 +m2

r⃗ (4.28)

r⃗2 =
m1

m1 +m2

r⃗ (4.29)

El plano orbital de las masas coincide con el plano ξ − η, R es la distancia constante entre

las masas m1 y m2, r1 la distancia de m1 al origen y r2 la distancia de m2 también al origen

(ambas distancias constantes) como se muestra en la figura 4.5. La velocidad angular orbital

es constante y será denotada como ω.
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Figura 4.4: Problema restringido de los tres cuerpos en un sistema inercial. Fuente: An

introduction to celestial mechanics, Fitzpatrick (2012).

Sea además:

M = m1 +m2

donde teniendo en cuenta 4.15 , 4.28 y 4.29 se puede demostrar que :

ω2 =
GM

R3

r1
r2

=
m2

m1

Es conveniente escoger la unidad de medida como R = 1 y la unidad de masa como GM = 1.

Se define además:

µ1 = Gm1 µ2 = Gm2
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de este modo:

ω = 1

µ2 = 1− µ1

r1 = µ2

r2 = µ1

r2 = 1− r1

De la figura 4.5 y de las ecuaciones anteriores se deduce que los vectores posición de las

masas orbitales m1 y m2 son, respectivamente:

r⃗1 = (ξ1, η1, 0) = µ2(−cos(ωt),−sin(ωt), 0)

r⃗2 = (ξ2, η2, 0) = µ1(cos(ωt), sin(ωt), 0)

Por su parte, el vector posición de la masa m3 será denotado como r⃗ = (ξ, η, ζ). Las ecua-

ciones de movimiento de m3 en sus componentes cartesianas son:

ξ̈ = −µ1
(ξ − ξ1)

ρ31
− µ2

(ξ − ξ2)

ρ32

η̈ = −µ1
(η − η1)

ρ31
− µ2

(η − η2)

ρ32

ζ̈ = −µ1
ζ

ρ31
− µ2

ζ

ρ32

donde

ρ21 = (ξ − ξ1)
2 + (η − η1)

2 + ζ2

ρ22 = (ξ − ξ2)
2 + (η − η2)

2 + ζ2



4.3 Problema de los tres cuerpos 21

Complementemos el anterior tratamiento con el proceso realizado por Kleppner y Kolenkow

(2014). Lo siguiente es considerar un sistema de referencia que rota con velocidad angular ω

alrededor de un eje normal al plano orbital de las masas m1 y m2, y que pasa por el centro

de masas. Como resultado, las masas m1 y m2 parecen estacionarias en este nuevo marco de

referencia. Se define un sistema de coordenadas cartesianas (x, y, z) en el marco de referencia

rotatorio tal que las masas m1 y m2 siempre estén en el eje x, y el eje z sea paralelo al eje ζ

definido anteriormente.

Figura 4.5: Problema restringido de los tres cuerpos en un sistema rotatorio. Fuente: An

introduction to celestial mechanics, Fitzpatrick (2012)

De este modo, las masas m1 y m2 tienen vectores de posición fijos r⃗1 = µ2(−1, 0, 0) y

r⃗2 = µ1(1, 0, 0). Por su parte el vector posición de m3 será denotado como r⃗ = (x, y, z). La

ecuación de movimiento de m3, teniendo en cuenta 4.6, es:

¨⃗r+ 2ω⃗ × ˙⃗r= −µ1
(⃗r− r⃗1)

ρ31
− µ2

(⃗r− r⃗2)

ρ32
− ω⃗ × ω⃗ × r⃗ (4.30)

siendo ω⃗ = ω(0, 0, 1) y:

ρ21 = (x+ µ2)
2 + y2 + z2

ρ22 = (x− µ1)
2 + y2 + z2
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Si se escribe 4.30 por componentes:

ẍ− 2ωẏ = −µ1
(x+ µ2)

ρ31
− µ2

(x− µ1)

ρ32
+ ω2x

ÿ + 2ωẋ = −µ1
y

ρ31
− µ2

y

ρ32
+ ω2y

z̈ = −µ1
z

ρ31
− µ2

z

ρ32
o alternativamente:

ẍ− 2ωẏ = −∂U

∂x
(4.31)

ÿ + 2ωẋ = −∂U

∂y
(4.32)

z̈ = −∂U

∂z
(4.33)

donde U es la suma de los potenciales gravitacional y centrı́fugo:

U = −µ1

ρ1
− µ2

ρ2
− ω2

2
(x2 + y2)

Multiplicando 4.31, 4.32 y 4.33 por ẋ, ẏ y ż respectivamente:

ẍẋ− 2ωẏẋ = −ẋ
∂U

∂x

ÿẏ + 2ωẏẋ = −ẏ
∂U

∂y

z̈ż = −ż
∂U

∂z

sumando las anteriores expresiones se obtiene:

d

dt

[
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + U

]
= 0

es decir:

C = −2U− v2

Esta es la integral de Jacobi, o constante de Jacobi, a veces llamada la integral de energı́a

relativa. Su valor depende de las masas de los cuerpos involucrados y de las condiciones

iniciales del sistema. Es importante destacar que aunque a veces se la llama integral de

energı́a, en realidad no es una integral de la energı́a porque en el problema restringido de tres

cuerpos, ni la energı́a ni el momento angular se conservan. La constante de Jacobi es, sin

embargo, la única integral del problema restringido de tres cuerpos que se conoce.
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4.4 Métodos numéricos

En esta sección se explicará la forma cómo resolver ecuaciones diferenciales de la forma:

dy

dx
= f(x, y)

El método a usar tiene la forma general:

Valor nuevo = Valor anterior + pendiente × tamaño de paso

que matemáticamente se expresa como:

yi+1 = yi + ϕh

Según esta ecuación, se busca aproximar la solución de la ecuación diferencial a través de

la iteración de un proceso que toma ”pasos” sucesivos en el dominio de la variable indepen-

diente. Cada paso consiste en estimar la solución en un punto dado a partir de la solución

obtenida en el paso anterior. De esta forma, se va construyendo una aproximación numérica

de la solución en un conjunto de puntos discretos, que se van uniendo para formar una trayec-

toria que se aproxima a la solución exacta. Se mencionará brevemente algunos métodos de

paso.

4.4.1 Método de Euler

En este método, se utiliza la primera derivada de la función para calcular la pendiente, es

decir:

yi+1 = yi + f(xi, yi)h (4.34)

donde f(xi, yi) es la ecuación diferencial evaluada en xi y yi.

Si la solución, es decir, la función que describe el comportamiento de y, tiene derivadas

continuas, se puede representar mediante una expansión en series de Taylor alrededor de un

valor inicial (xi, yi).

yi+1 = yi + f(xi, yi)h+
1

2!
f ′(xi, yi)h

2 + ...+
1

n!
fn−1(xi, yi)h

n +O(hn+1) (4.35)

Al comparar las ecuaciones 4.34 y 4.35, se puede ver que el método de Euler corresponde a

la serie de Taylor truncada en el término de la primera derivada (Chapra, 2010).
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4.4.2 Métodos de Runge-Kutta RK

Una manera de mejorar la calidad de los resultados, según 4.35, es incluir más términos de

la serie, pero esto implica calcular derivadas de orden superior. Sin embargo, existe una

serie de métodos denominados Runge-Kutta, que logran la precisión de un enfoque de series

de Taylor sin requerir el cálculo de derivadas superiores. Existen muchas variaciones, pero

todas pueden expresarse en la forma generalizada de la ecuación:

yi+1 = yi + ϕ(xi, yi, h)h

donde ϕ(xi, yi, h) se llama función de incremento, la cual puede interpretarse como una pen-

diente representativa sobre el intervalo.

Los métodos RK más populares son los de cuarto orden. La forma clásica del método RK4

es:

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h (4.36)

donde:
k1 = f(xi, yi)

k2 = f

(
xi +

h

2
, yi + h

k1
2

)
k3 = f

(
xi +

h

2
, yi + h

k2
2

)
k4 = f (xi + h, yi + hk3)

(4.37)

El método RK4 es conocido por su alta precisión, ya que el error global de truncamiento es

del orden O(h4). Además, es relativamente fácil de implementar y puede manejar una amplia

gama de ecuaciones diferenciales ordinarias.

4.4.3 Sistemas de ecuaciones diferenciales

El problema que se aborda en este proyecto requiere la solución de un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias simultáneas en lugar de una sola ecuación. Dichos sistemas se pueden
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representar de manera general como:

dy1
dx

= f1(x, y1, y2, ..., yn)

dy2
dx

= f2(x, y1, y2, ..., yn)

.

.

.

dyn
dx

= fn(x, y1, y2, ..., yn)

La solución de tal sistema requiere que se conozcan n condiciones iniciales en el valor inicial

de x. En el desarrollo del trabajo se adapta el método de RK4 para la solución del sistema de

ecuaciones del problema en cuestión.



Capı́tulo 5

PROBLEMA DE LOS CUATRO CUER-

POS

En este capı́tulo se deducen las ecuaciones de movimiento del problema de los cuatro cuerpos.

Consideremos el siguiente diagrama:

Figura 5.1: Sistema de cuatro cuerpos cuerpos. Fuente: elaboración propia.

En la figura 5.1 se muestran los vectores posición de las cuatro masas del problema con

respecto a un sistema de referencia inercial, ası́ como los vectores de posición relativos entre

las masas. Al aplicar la Ley de Gravitación Universal a los cuerpos en cuestión, se obtienen

26
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las siguientes ecuaciones de movimiento:

m1⃗r̈1 = Gm1m2
r⃗2 − r⃗1
|⃗r2 − r⃗1|3

+Gm1m3
r⃗3 − r⃗1
|⃗r3 − r⃗1|3

+Gm1m4
r⃗4 − r⃗1
|⃗r4 − r⃗1|3

m2⃗r̈2 = −Gm1m2
r⃗2 − r⃗1
|⃗r2 − r⃗1|3

+Gm2m3
r⃗3 − r⃗2
|⃗r3 − r⃗2|3

+Gm2m4
r⃗4 − r⃗2
|⃗r4 − r⃗2|3

m3⃗r̈3 = −Gm1m3
r⃗3 − r⃗1
|⃗r3 − r⃗1|3

−Gm2m3
r⃗3 − r⃗2
|⃗r3 − r⃗2|3

+Gm3m4
r⃗4 − r⃗3
|⃗r4 − r⃗3|3

m4⃗r̈4 = −Gm1m4
r⃗4 − r⃗1
|⃗r4 − r⃗1|3

−Gm2m4
r⃗4 − r⃗2
|⃗r4 − r⃗2|3

−Gm3m4
r⃗4 − r⃗3
|⃗r4 − r⃗3|3

Lo siguiente es trasladar el origen del sistema de referencia de tal forma que este coincida

con la masa m1. Definiendo ahora los vectores relativos como:

• R⃗2 = r⃗2 − r⃗1 vector relativo de m2 con respecto a m1.

• R⃗3 = r⃗3 − r⃗1 vector relativo de m3 con respecto a m1.

• R⃗4 = r⃗4 − r⃗1 vector relativo de m4 con respecto a m1.

Con esto en cuenta, se puede escribir las ecuaciones de movimiento como:

⃗̈r1 = Gm2
R⃗2

|R⃗2|3
+Gm3

R⃗3

|R⃗3|3
+Gm4

R⃗4

|R⃗4|3
(5.1)

⃗̈r2 = −Gm1
R⃗2

|R⃗2|3
+Gm3

R⃗3 − R⃗2

|R⃗3 − R⃗2|3
+Gm4

R⃗4 − R⃗2

|R⃗4 − R⃗2|3
(5.2)

⃗̈r3 = −Gm1
R⃗3

|R⃗3|3
−Gm2

R⃗3 − R⃗2

|R⃗3 − R⃗2|3
+Gm4

R⃗4 − R⃗3

|R⃗4 − R⃗3|3
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⃗̈r4 = −Gm1
R⃗4

|R⃗4|3
−Gm2

R⃗4 − R⃗2

|R⃗4 − R⃗2|3
−Gm3

R⃗4 − R⃗3

|R⃗4 − R⃗3|3

Restando 5.1 de 5.2 se obtiene:

⃗̈R2 = Gm3

[
R⃗3−R⃗2

|R⃗3−R⃗2|3
− R⃗3

|R⃗3|3

]
+Gm4

[
R⃗4−R⃗2

|R⃗4−R⃗2|3
− R⃗4

|R⃗4|3

]
−G(m1 +m2)

R⃗2

|R⃗2|3
(5.3)

Estas ecuaciones no son intuitivas. Esto es porque el origen de coordenadas se encuentra en

un sistema no inercial. Ahora, se aplicará 5.3 al sistema de interés: la Tierra, Venus, la Luna

y la nave espacial. La denominación es la siguiente:

Para las masas:

• T = m1 Masa de la Tierra.

• S = m2 Masa de la nave.

• M = m3 Masa de la Luna.

• V = m4 Masa de Venus.

Para los vectores posición:

• r⃗ = R⃗2 Vector posición de la nave espacial con respecto a la Tierra.

• r⃗m = R⃗3 Vector posición de la Luna con respecto a la Tierra.

• r⃗v = R⃗4 Vector posición Venus con respecto a la Tierra.
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Figura 5.2: Sistema de cuatro cuerpos con origen en la Tierra. Fuente: elaboración propia.

Con esta convención y despreciando la masa de la nave espacial por resultar excesivamente

pequeña en comparación con la masa de los cuerpos celestes, la ecuación 5.3 se reescribe

como:

⃗̈r = −GT
r⃗

|⃗r|3
+GM

[
r⃗m − r⃗

|⃗rm − r⃗|3
− r⃗m

|⃗rm|3

]
+GV

[
r⃗v − r⃗

|⃗rv − r⃗|3
− r⃗v

|⃗rv|3

] (5.4)

Esta es la ecuación general del movimiento de la nave sometida al campo gravitacional de los

tres cuerpos masivos. Ahora, se define un par de vectores de posición relativos entre la nave

y la Luna y entre la nave y Venus:

L⃗m = r⃗m − r⃗ (5.5)

L⃗v = r⃗v − r⃗ (5.6)

El siguiente paso es definir un nuevo sistema de unidades. Para esto, se va a utilizar la misma
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convención de Danby (1997) en su libro Computer modeling: from sports to spaceflight...

from order to chaos:

• Masa de la Tierra T = 1

• La unidad de tiempo se escoge de tal forma que la constante de Cavendish sea G = 1

• Distancia entre la Tierra y la Luna d = 1

De este modo, la masa de la Luna en este sistema es:

M =
7.349× 1022 kg

5.972× 1024 kg/um
= 0.0123 um (5.7)

Análogamente para Venus:

V =
4.867× 1024 kg

5.972× 1024 kg/um
= 0.8149 um (5.8)

De la tercera ley de Kepler se puede deducir que si una masa m1 gira alrededor de una masa

m2 en una órbita elı́ptica con semieje mayor a, el periodo de revolución viene dado por:

P = 2π

√
a3

G(m1 +m2)
(5.9)

El periodo de traslación de la Luna con respecto a estrellas fijas se denomina mes sideral y

es de 27.32 dı́as. Por tanto, en el nuevo sistema de unidades:

P = 2π

√
1

1 + 0.0123
= 6.245 ut (5.10)

Es decir, que una unidad de tiempo en el nuevo sistema equivale a:

27.320 dı́as

6.245 ut
= 4.375 dı́as/ut (5.11)

y por tanto la unidad de velocidad es equivalente a:

1 uv =
ul

ut
=

384400 km

4.375 dı́as
= 1.017

km

s
(5.12)
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Figura 5.3: Movimiento de Venus y la Tierra. Fuente: elaboración propia.

Ahora, como se está trabajando con órbitas bidimensionales, las componentes cartesianas del

movimiento de la Luna con respecto a la Tierra son:

xm = cos(nt+ ϕL) (5.13)

ym = sin(nt+ ϕL) (5.14)

n =
2π

Pm

=
√
1 +M (5.15)

donde la cantidad ϕL es una fase que permite ubicar a la Luna en la posición deseada al inicio

del viaje.

Por otro lado, se debe deducir las ecuaciones de movimiento de Venus con respecto a la

Tierra. Consideremos la Figura 5.3:

En la Figura 5.3 se puede observar que el vector de posición de Venus con respecto a la Tierra

es:

r⃗v = r⃗2 − r⃗1 (5.16)
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donde r⃗1 y r⃗2 son los vectores de posición de la Tierra y Venus respectivamente, con respecto

al Sol. Si se asume órbitas circulares, estos vectores vienen dados por:

r⃗1 = dT cos(nT t)̂i+ dT sin(nT t)̂j (5.17)

r⃗2 = dvcos(nvt)̂i+ dvsin(nvt)̂j (5.18)

donde dT y nT es el radio orbital medio y la frecuencia de traslación de la Tierra respectiva-

mente y dv y nv son los parámetros correspondientes para Venus.

De este modo, las componentes de r⃗v son:

xv = dvcos(nvt)− dT cos(nT t) (5.19)

yv = dvsin(nvt)− dT sin(nT t) (5.20)

Sin embargo, es necesario añadir un parámetro extra a las ecuaciones 5.19 y 5.20 que permita

ubicar a Venus en una posición especı́fica de su órbita con respecto a la Tierra al inicio del

movimiento. Dicho parámetro se define como ϕv, tiene unidades de tiempo y formará parte

de las condiciones iniciales del problema. Por tanto:

xv = dvcos(nv(t+ ϕv))− dT cos(nT (t+ ϕv)) (5.21)

yv = dvsin(nv(t+ ϕv))− dT sin(nT (t+ ϕv)) (5.22)

Lo siguiente es determinar el valor numéricos de las cantidades dT , nT , dv y nv en el nuevo

sistema de unidades.

Dado que en el nuevo sistema de unidades, la unidad de longitud ul es igual al radio medio

de la órbita de la Luna :

dT = 1 ua =
149597870.70 km

384400.00 km/ul
= 389.17 ul (5.23)

dv = 0.7233 ua =
108204139.90 km

384400.00 km/ul
= 281.49 ul (5.24)

Por su parte, en el nuevo sistema de unidades cada unidad de tiempo ut corresponde a 4.375



Capı́tulo 5: PROBLEMA DE LOS CUATRO CUERPOS 33

dı́as, por tanto el periodo de traslación de la Tierra es:

PT =
365.250 dı́as

4.375 dı́as/ut
= 83.486 ut (5.25)

y como el periodo de traslación de venus es 0.6152 veces el de la Tierra:

Pv = 51.360 ut (5.26)

de este modo, las frecuencias de traslación para la Tierra y Venus son, respectivamente:

nT =
2π

PT

= 0.0753 ut−1 (5.27)

nv =
2π

Pv

= 0.1223 ut−1 (5.28)

Con esto, se ha transformado los parámetros de las ecuaciones 5.21 y 5.22 al nuevo sistema

de unidades.

Por otro lado, para los vectores de posición de la nave relativos a la Tierra, la Luna y Venus

r⃗, L⃗m y L⃗v respectivamente, se tiene que:

r2 = x2 + y2 (5.29)

L2
m = (x− xm)

2 + (y − ym)
2 (5.30)

L2
v = (x− xv)

2 + (y − yv)
2 (5.31)

Reescribiendo la ecuación 5.4 en sus componentes cartesianas con las nuevas definiciones:

d2x

dt2
= − x

r3
+M

[
xm − x

L3
m

− xm

]
+ V

[
xv − x

L3
v

− xv

|⃗rv|3

]
(5.32)

d2y

dt2
= − y

r3
+M

[
ym − y

L3
m

− ym

]
+ V

[
yv − y

L3
v

− yv
|⃗rv|3

]
(5.33)

Lo siguiente es definir nuevas variables con el fin de reducir el orden de las ecuaciones difer-
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enciales 5.32 y 5.33:

y1 = x

y2 =
dx

dt

y3 = y

y4 =
dy

dt

Por tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que se obtiene es:

dy2
dt

= − y1
(y21 + y23)

3/2
+M

[
xm − y1

[(y1 − xm)2 + (y3 − ym)2]3/2
− xm

]
+V

[
xv − y1

[(y1 − xv)2 + (y3 − yv)2]3/2
− xv

|⃗rv|3

]

dy4
dt

= − y3
(y21 + y23)

3/2
+M

[
ym − y3

[(y1 − xm)2 + (y3 − ym)2]3/2
− ym

]
+V

[
yv − y3

[(y1 − xv)2 + (y3 − yv)2]3/2
− yv

|⃗rv|3

] (5.34)

dy1
dt

= y2

dy3
dt

= y4

Expresando las ecuaciones de forma explı́cita:
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dy2
dt

= − y1
(y21 + y23)

3/2
+M

[
cos(nt+ ϕL)− y1

{[y1 − cos(nt+ ϕL)]2 + [y3 − sin(nt+ ϕL)]2}3/2
− cos(nt+ ϕL)

]
+

V
[

dvcos(nv(t+ϕv))−dT cos(nT (t+ϕv))−y1
{[y1−dvcos(nv(t+ϕv))+dT cos(nT (t+ϕv))]2+[y3−dvsin(nv(t+ϕv))+dT sin(nT (t+ϕv))]2}3/2

−

dvcos(nv(t+ ϕv))− dT cos(nT (t+ ϕv))

{[dvcos(nv(t+ ϕv))− dT cos(nT (t+ ϕv))]2 + [dvsin(nv(t+ ϕv))− dT sin(nT (t+ ϕv))]2}3/2

]

dy4
dt

= − y3
(y21 + y23)

3/2
+M

[
sin(nt+ ϕL)− y3

{[y1 − cos(nt+ ϕL)]2 + [y3 − sin(nt+ ϕL)]2}3/2
− sin(nt+ ϕL)

]
+

V
[

dvsin(nv(t+ϕv))−dT sin(nT (t+ϕv))−y3
{[y1−dvcos(nv(t+ϕv))+dT cos(nT (t+ϕv))]2+[y3−dvsin(nv(t+ϕv))+dT sin(nT (t+ϕv))]2}3/2

−

dvsin(nv(t+ ϕv))− dT sin(nT (t+ ϕv))

{[dvcos(nv(t+ ϕv))− dT cos(nT (t+ ϕv))]2 + [dvsin(nv(t+ ϕv))− dT sin(nT (t+ ϕv))]2}3/2

]

dy1
dt

= y2

dy3
dt

= y4 (5.35)

Es evidente la complejidad del sistema de ecuaciones diferenciales acopladas que gobiernan

el movimiento y por tanto, se resalta la utilidad de los métodos numéricos para la solución

de este tipo de problemas. Con la deducción de estas ecuaciones se ha cumplido el primer

objetivo especı́fico del proyecto.
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Lo siguiente es realizar una comparación de las ecuaciones diferenciales en su forma com-

pacta 5.34, con las obtenidas por Danby (1997) en su libro, en la sección 11.2 titulada A trip

to the Moon, en la que se deduce las ecuaciones diferenciales para el problema de los tres

cuerpos de un viaje a la Luna.

Si en 5.34 no se considera a Venus, la cantidad V que corresponde a la masa del planeta se

anula. Por tanto se obtiene, para el primer par de ecuaciones:

dy2
dt

= − y1
(y21 + y23)

3/2
+M

[
xm − y1

[(y1 − xm)2 + (y3 − ym)2]3/2
− xm

]

dy4
dt

= − y3
(y21 + y23)

3/2
+M

[
ym − y3

[(y1 − xm)2 + (y3 − ym)2]3/2
− ym

]
(5.36)

que tienen la misma estructura que las ecuaciones mencionadas, tal como fue pronosticado.

Otra diferencia importante se encuentra en las ecuaciones 5.13 y 5.14. La fase ϕL no se

encuentra en las ecuaciones de Danby, y como se explicó previamente, su inclusión permite

seleccionar la posición inicial deseada para la Luna. Esto brinda un mayor control sobre la

trayectoria de la nave, ya que su movimiento no está limitado únicamente por el ángulo de

lanzamiento para el encuentro con la Luna. Si este ángulo fuera 0, se obtendrı́an las mismas

ecuaciones para xm y ym del libro mencionado, lo que implica que el sistema de ecuaciones

diferenciales serı́a el mismo. Por lo tanto, las ecuaciones del proyecto de Danby representan

un caso particular de las deducidas en este proyecto, como era de esperarse. En las ecuaciones

(5.35), se puede observar que los parámetros V y ϕL complican enormemente el sistema, pero

al mismo tiempo lo hacen mucho más interesante, ampliando el estudio de los tres cuerpos a

uno de cuatro cuerpos. Con esta comparación realizada, se ha cumplido el segundo objetivo

especı́fico.
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5.1 Ajuste del método de RK4 para el sistema de ecuaciones

diferenciales

La forma de resolver el sistema de ecuaciones es aplicar el método RK4 para cada una de

las ecuaciones en cada uno de los pasos. Lo primero es calcular las pendientes para todas las

variables en el valor inicial. Esas pendientes, que son el conjunto de los k1, son utilizadas

para hacer predicciones de la variable dependiente en el punto medio del intervalo. Estos

valores intermedios se utilizan a su vez para calcular un conjunto de pendientes en el punto

intermedio (los k2). Estas nuevas pendientes se llevan de vuelta al punto de partida para hacer

otro conjunto de predicciones en el punto intermedio que conducen a nuevas predicciones de

pendientes en el punto intermedio (los k3). Estas se utilizan luego para hacer predicciones al

final del intervalo que se utilizan para desarrollar pendientes al final del intervalo (los k4). Por

último, los k se combinan en un conjunto de funciones de incremento y se llevan de vuelta al

principio para hacer la predicción final. Aplicando las ecuaciones 4.37 al sistema de cuatro

ecuaciones diferenciales, se tiene que:
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k11 = f1(t[i], y1[i], y2[i], y3[i], y4[i])

k12 = f2(t[i], y1[i], y2[i], y3[i], y4[i])

k13 = f3(t[i], y1[i], y2[i], y3[i], y4[i])

k14 = f4(t[i], y1[i], y2[i], y3[i], y4[i])

k21 = f1

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k11h

2
, y2[i] +

k12h

2
, y3[i] +

k13h

2
, y4[i] +

k14h

2

)
k22 = f2

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k11h

2
, y2[i] +

k12h

2
, y3[i] +

k13h

2
, y4[i] +

k14h

2

)
k23 = f3

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k11h

2
, y2[i] +

k12h

2
, y3[i] +

k13h

2
, y4[i] +

k14h

2

)
k24 = f4

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k11h

2
, y2[i] +

k12h

2
, y3[i] +

k13h

2
, y4[i] +

k14h

2

)

k31 = f1

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k21h

2
, y2[i] +

k22h

2
, y3[i] +

k23h

2
, y4[i] +

k24h

2

)
k32 = f2

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k21h

2
, y2[i] +

k22h

2
, y3[i] +

k23h

2
, y4[i] +

k24h

2

)
k33 = f3

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k21h

2
, y2[i] +

k22h

2
, y3[i] +

k23h

2
, y4[i] +

k24h

2

)
k34 = f4

(
t[i] +

h

2
, y1[i] +

k21h

2
, y2[i] +

k22h

2
, y3[i] +

k23h

2
, y4[i] +

k24h

2

)

k41 = f1(t[i] + h, y1[i] + k31h, y2[i] + k32h, y3[i] + k33h, y4[i] + k34h)

k42 = f2(t[i] + h, y1[i] + k31h, y2[i] + k32h, y3[i] + k33h, y4[i] + k34h)

k43 = f3(t[i] + h, y1[i] + k31h, y2[i] + k32h, y3[i] + k33h, y4[i] + k34h)

k44 = f4(t[i] + h, y1[i] + k31h, y2[i] + k32h, y3[i] + k33h, y4[i] + k34h)

(5.37)

por lo que la ecuación 4.36 aplicada a cada una de las variables dependientes de este sistema

resulta en:
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y1[i+ 1] = y1[i] +
k11 + 2k21 + 2k31 + k41

6
h

y2[i+ 1] = y2[i] +
k12 + 2k22 + 2k32 + k42

6
h

y3[i+ 1] = y3[i] +
k13 + 2k23 + 2k33 + k43

6
h

y4[i+ 1] = y4[i] +
k14 + 2k24 + 2k34 + k44

6
h

(5.38)

Ahora, para poder aplicar las anteriores ecuaciones se debe tener ciertas condiciones iniciales,

estas se dividen en dos partes:

Condiciones iniciales de lanzamiento

• Altura: Este valor corresponde a la altura de la órbita de parqueo circular, medida

desde la superficie de la Tierra.

• Velocidad Inicial Vo : corresponde al valor de rapidez de la nave al inicio del movimiento.

• Ángulo de lanzamiento α: Ángulo entre el radio ro y el eje y negativo.

Con estas condiciones se puede ajustar la posición y velocidad inicial de la nave.

La altura de la órbita de parqueo se puede asociar al radio de la misma teniendo en cuenta el

siguiente diagrama, realizado por Basante (2013):

Figura 5.4: Condiciones de lanzamiento iniciales
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Entonces, el radio de la órbita de parqueo es, en el nuevo sistema de unidades:

ro =
6378 + Altura

384400
(5.39)

donde se tiene en cuenta que se debe sumar el radio de la Tierra y la altura se debe expresar

en kilómetros. Teniendo en cuenta estas condiciones y la Figura 5.4, los valores iniciales de

las variables dependientes son:
y1[0] = ro sin(α)

y2[0] = Vo cos(α)

y3[0] = −ro cos(α)

y4[0] = Vo sin(α)

(5.40)

Condiciones iniciales de los cuerpos celestes

• Posición inicial de la Luna ϕL: el ángulo ϕL permite ubicar al satélite en cualquier

punto de su órbita alrededor de la Tierra al inicio del movimiento. Por ejemplo:

1. Si ϕL = 0, la posición inicial de la Luna es (1,0)

2. Si ϕL = 90, la posición inicial de la Luna es (0,1)

3. Si ϕL = 180, la posición inicial de la Luna es (-1,0)

y de la misma manera para cualquier ángulo ϕL.

• Posición inicial de Venus ϕv: Esta fase se mide en dı́as. Se toma como referencia el

eje x negativo. Por ejemplo:

1. Si ϕv = 0, el movimiento de Venus inicia desde el eje x negativo.

2. Si ϕv = n, el movimiento de Venus está adelantado n dı́as con respecto al eje

x negativo, es decir que su posición inicial se encuentra en las coordenadas que

Venus tendrı́a n dı́as después de iniciar su movimiento en el eje de referencia.

3. Si ϕv = −n, el movimiento de Venus está atrasado n dı́as con respecto al eje

x negativo, es decir que Venus llegará a este eje n dı́as después de iniciado el

movimiento.
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RESULTADOS

El código de programación está diseñado de tal forma que permite obtener caracterı́sticas

importantes del viaje para cualquier instante de tiempo, tales como:

1. Distancia a la Luna

2. Distancia a la Tierra

3. Distancia a Venus

4. Velocidad de la Nave

Nota: En la descripción de los resultados, a menudo se utiliza indistintamente la palabra

”velocidad” y ”rapidez” para referirse a la magnitud del vector velocidad. Esto se hace

únicamente con el fin de mejorar la redacción del texto, ya que se menciona este concepto con

frecuencia. Sin embargo, es importante tener en cuenta el significado fı́sico preciso. Cuando

se produce un cambio en la dirección, se especifica claramente para evitar confusiones y

distinguir adecuadamente el fenómeno que ha ocurrido.

6.1 LIMITACIONES Y ASPECTOS A TENER EN CUENTA

Pese a que previamente se mencionó las simplificaciones del problema, es necesario aclarar

que:

• El programa está diseñado para simular un viaje bidimensional.

• Se asume que las órbitas de los cuerpos celestes, incluyendo la Luna, Venus y la Tierra,

son circulares al deducir las ecuaciones de movimiento relativo entre Venus y la Tierra.

Esta suposición se basa principalmente en las bajas excentricidades de estas órbitas, ya

que en la práctica son muy cercanas a la forma circular.

41
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• No se ha tenido en cuenta el volumen de los cuerpos celestes en este estudio. Dado

que se considera que los cuerpos son masas puntuales, el código ha sido diseñado para

mostrar una circunferencia en la posición de cada cuerpo. Estas representaciones vi-

suales tienen la finalidad de brindar una idea general de la ubicación de los cuerpos,

pero no están a escala en términos del tamaño real de los cuerpos. Son simplemente

una herramienta visual que facilita la observación del movimiento de los cuerpos in-

volucrados.

• El código ha sido diseñado para permitir la modificación de la posición de la Luna y

Venus según sea necesario. Sin embargo, es importante destacar que en un viaje real se

requerirı́a un estudio exhaustivo de las posiciones precisas de los cuerpos celestes, y es

poco probable que se logren replicar las condiciones iniciales exactas que se muestran

aquı́. Si se desea realizar una simulación con posiciones más precisas, se debe llevar

a cabo un estudio utilizando efemérides. Las efemérides son tablas o registros que

contienen información detallada sobre la posición y los eventos astronómicos de los

cuerpos celestes, como planetas, lunas, cometas y asteroides, en un momento especı́fico

en el tiempo. Estos registros incluyen datos como las coordenadas de posición, las

distancias, las velocidades, los ángulos, las fases y otros parámetros relevantes. Sin

embargo, este tipo de estudio es complejo y está más allá del alcance de este trabajo en

particular.

• Las imágenes de fondo que se muestran en las gráficas de las trayectorias tienen un

propósito puramente estético y no deben interpretarse como una representación visual

precisa de la realidad. Su uso se limita a mejorar la presentación visual de las gráficas

y no tienen ningún efecto sobre las trayectorias reales de los cuerpos.

6.2 Viajes a la Luna

Danby (1997), en la sección 11.2 A trip to the moon, proporciona algunas gráficas para viajes

a la Luna, dadas las condiciones iniciales especı́ficas. Se utilizó estas gráficas como referencia

para determinar si el código funciona correctamente.
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6.2.1 Viaje VL1

Condición Inicial Valor Condición Inicial Valor

Altura 100.0 km Ángulo de despegue -39°

Velocidad Inicial 11.0 km/s Fase lunar inicial 0°

Tabla 6.1: Condiciones Iniciales VL1

(a) dı́a=0.131 (b) dı́a=3.194

(c) dı́a=3.981 (d) dı́a=6.344

Figura 6.1: Escalas VL1
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VIAJE COMPLETO

Figura 6.2: Viaje completo.

Nota: Para el viaje a la Luna, la condición correspondiente a la fase de Venus ϕv es irrele-

vante, debido a la enorme distancia que se encuentra Venus de nuestro satélite (Incluso en el

punto más cercano de la órbita de Venus).
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Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 3409.403

2 Mayor distancia a la Tierra 387816.894

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

3 Menor velocidad alcanzada 0.68

4 Mayor velocidad alcanzada 11.00

Tabla 6.2: Caracterı́stica principales VL1. Dı́a 7.

El viaje VL1 consiste en llegar desde la Tierra a las cercanı́as de la Luna, de tal forma que

el campo gravitacional del satélite genere un cambio de dirección en la nave y esta regrese

al planeta. Este viaje se puede extender más dı́as y observar una trayectoria más completa

como se verá a continuación. La figura 6.2 es una de las referencias para determinar la

funcionalidad del código.

Como se mencionó, el código proporciona en cada instante de tiempo, parámetros de interés

para el viaje. En la Figura 6.2, se puede observar en la parte superior estos parámetros, de

izquierda a derecha:

1. Tiempo en dı́as.

2. Distancia a la Luna en millones de kilómetros.

3. Distancia a la Tierra en millones de kilómetros.

4. Rapidez de la nave.

5. Distancia a Venus en millones de kilómetros. (No es necesario mostrar este valor para

los viajes a la Luna)

6.2.2 Viaje VL2

Condiciones iniciales: Este viaje es una extensión de VL1, por lo que las condiciones ini-

ciales son las mismas. Las siguientes imágenes corresponden a la continuación de las figuras

6.1 y 6.2.
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(a) dı́a=6.634 (b) dı́a=16.740

(c) dı́a=30.040 (d) dı́a=31.006

Figura 6.3: Fases VL2
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VIAJE COMPLETO

Figura 6.4: Viaje completo.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 3409.403

2 Mayor distancia a la Tierra 590841.320

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

4 Menor velocidad alcanzada 0.18

5 Mayor velocidad alcanzada 11.00

Tabla 6.3: Caracterı́stica principales VL2. Dı́a 54.
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6.2.3 Viaje VL3

Condición Inicial Valor Condición Inicial Valor

Altura 100.0 km Ángulo de despegue -43°

Velocidad Inicial 11.0 km/s Fase lunar inicial 0°

Tabla 6.4: Condiciones Iniciales VL3

(a) dı́a=0.057 (b) dı́a=2.765

(c) dı́a=3.024 (d) dı́a=3.286

Figura 6.5: Escalas VL3
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VIAJE COMPLETO

Figura 6.6: Viaje completo.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 4849.282

2 Mayor distancia a la Tierra 567859.690 y aumentando

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

4 Menor velocidad alcanzada 0.79

5 Mayor velocidad alcanzada 11.00

Tabla 6.5: Caracterı́sticas principales VL3. Dı́a 5.
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6.3 Viajes a Venus

Teniendo en cuenta las ecuaciones 5.21 y 5.22, la gráfica de la órbita de Venus vista desde la

Tierra es:

Figura 6.7: Trayectoria de Venus con respecto a la Tierra

6.4 Viaje Venus I (V1)

Condición Inicial Valor Condición Inicial Valor Condición de Venus

Altura 218.0 km Ángulo de despegue 30°

Velocidad Inicial 10.9 km/s Fase lunar inicial 71.1°

Fase inicial en dı́as:

-96.7430996

Tabla 6.6: Condiciones Iniciales V1
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Debido a la larga duración del viaje, este se divide tres en fases.

6.4.1 Fase I

La primera fase del viaje consiste en salir del sistema Tierra-Luna, con una velocidad que

permita llegar a Venus.

(a) dı́a=0.044 (b) dı́a=2.149

(c) dı́a=3.293 (d) dı́a=4.298

Figura 6.8: Fase I V1
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Con respecto a la Figura 6.8:

• Se puede observar en (a) que la nave pierde mucha de su rapidez inicial a medida que

se aleja de la Tierra en dirección a la Luna

• En (b), la nave a perdido casi toda su rapidez, su valor en este punto es de 0.91 km/s.

• Gracias a la asistencia gravitatoria de la Luna, en (c) se aprecia como la nave fue

acelerada y gana una velocidad de aproximadamente 5.05 km/s.

• Finalmente, en (d) la nave pierde un poco de rapidez mientras escapa del campo gravi-

tatorio de la Luna, pero logra salir del sistema Tierra-Luna con una rapidez aproximada

de 4.83 km/s rumbo a Venus.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 134.525

2 Menor distancia a Venus 123014155.887

3 Mayor distancia a la Tierra 1047396.974 y aumentando

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

4 Menor velocidad alcanzada 0.75

5 Mayor velocidad alcanzada 10.9

Tabla 6.7: Caracterı́sticas principales Fase I. Dı́a 5.

Se ha mencionado el uso de la denominada asistencia gravitatoria. La asistencia gravitatoria,

es una técnica utilizada en la exploración espacial para aprovechar la influencia gravitatoria

de un cuerpo celeste, como un planeta o una luna, con el fin de alterar la trayectoria y veloci-

dad de una nave espacial. Este efecto puede ser aprovechado estratégicamente para realizar

maniobras de vuelo espacial más eficientes y económicas. Al utilizar la asistencia gravitato-

ria de un cuerpo planetario, una nave espacial puede aumentar su velocidad sin necesidad de

utilizar grandes cantidades de combustible adicional. Esto es especialmente útil en misiones

interplanetarias de larga duración, donde el ahorro de combustible es crucial.
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6.4.2 Fase II

Esta fase abarca el intervalo de tiempo en el que la nave se encuentra en las cercanı́as de

Venus. El viaje hasta este punto tarda aproximadamente 100 dı́as después de la primera fase.

(a) dı́a=103.573 (b) dı́a=105.709

(c) dı́a=105.744 (d) dı́a=107.534

Figura 6.9: Fase II V1

Con respecto a la Figura 6.9:
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• En (a), la nave comienza a verse afectada por la gravedad de Venus, por lo que su

velocidad empieza a cambiar (se acelera).

• En(b), la trayectoria se curva hacia el planeta y su rapidez aumenta enormemente.

• En (c), la nave logra una trayectoria casi paralela a la de llegada a Venus, lo que le per-

mitirá eventualmente regresar a la Tierra. La rapidez de la nave supera los 11.05 km/s

gracias a la asistencia gravitatoria de Venus.

• Finalmente, en (d) la nave pierde un poco de su velocidad mientras abandona el campo

gravitacional de Venus y se dirige hacia la Tierra a una rapidez de 10.03 km/s aproxi-

madamente.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 134.525

2 Menor distancia a Venus 488.084

3 Mayor distancia a la Tierra 43176132.331

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

4 Menor velocidad alcanzada 0.75

5 Mayor velocidad alcanzada 10.43

Tabla 6.8: Caracterı́sticas principales Fase II. Dı́a 108.

6.4.3 Fase III

En este punto, la nave se encuentra próxima a llegar a la Tierra. Se puede observar que:

• En (a), la velocidad de la nave comienza a cambiar a medida que se acerca al sistema

Tierra-Luna, su rapidez en este punto es de 10.07 km/s y continúa el aumento.

• En (b), la nave ya ha traspasado la órbita de la Luna y se dirige a la Tierra.

• Finalmente en (c), la nave está a punto de concluir su viaje. Debido a la proximidad

con la Tierra, sufre una gran aceleración.
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(a) dı́a=153.447 (b) dı́a=155.254

(c) dı́a=155.473

Figura 6.10: Fase II V1
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Las caracterı́sticas principales del viaje en este punto corresponden a la totalidad del mismo

y se encuentra en la Tabla 6.9.

VIAJE COMPLETO

La trayectoria de la nave en el viaje de ida se puede observar en la figura 6.11. El viaje

completo se muestra en la Figura 6.12.

Figura 6.11: Viaje completo de ida.
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Figura 6.12: Viaje completo.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 134.525

2 Menor distancia a Venus 488.084

3 Mayor distancia a la Tierra 43176132.331

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

4 Menor velocidad alcanzada 0.75

5 Mayor velocidad alcanzada 35.43

Tabla 6.9: Caracterı́sticas principales viaje completo. Dı́a 156.
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NOTA: Las caracterı́sticas principales del viaje completo son las mismas que las de la Fase

II. Esto es porque en esta fase se presentaron los valores máximos y mı́nimos de las carac-

terı́sticas correspondientes.

6.5 Viaje Venus II (V2)

Este viaje permite observar cómo puede cambiar la trayectoria de la nave si se hace un

pequeño cambio en las condiciones iniciales.

Condición Inicial Valor Condición Inicial Valor Condición de Venus

Altura 218.0 km Ángulo de despegue 30°

Velocidad Inicial 10.9 km/s Fase lunar inicial 71.1°

Fase inicial en dı́as:

-96.55

Tabla 6.10: Condiciones Iniciales V2

Las condiciones iniciales son exactamente las mismas que para el viaje V1, salvo la condición

de la fase inicial de Venus. Dicha fase se escoge de tal modo que Venus se encuentre adelan-

tado una pequeña fracción de dı́a con respecto a su trayectoria en V1.

6.5.1 Fase I

Esta fase es la misma que la Fase I de V1, es decir que su descripción se encuentra en la Figura

6.8 y la Tabla 6.7. Esto es de esperarse puesto que no se ha cambiado ninguna condición

inicial del despegue o la trayectoria de la Luna, solamente se hizo una pequeña variación en

la fase inicial de Venus.
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6.5.2 Fase II

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 134.525

2 Menor distancia a Venus 61914.894

3 Mayor distancia a la Tierra 44543099.956

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

4 Menor velocidad alcanzada 0.75

5 Mayor velocidad alcanzada 10.9

Tabla 6.11: Caracterı́sticas principales Fase II. Dı́a 108.

De la Figura 6.13 se puede observar que:

• En (a), la nave sigue una trayectoria cercana a Venus, a unos 0.819 millones de kilómetros

del planeta y con una rapidez de 4.87 km/s

• En (b), la nave sufre una aceleración debida al planeta. Su trayectoria comienza a

curvarse, su velocidad cambia y aumenta. En su punto más cercano a Venus, la nave se

encuentra a 61914.894 km del planeta.

• En (c), la nave se curva en dirección de Venus, su velocidad ronda los 6.88 km/s y

comienza a experimentar pequeñas disminuciones debidas al tirón gravitacional del

planeta.

• Finalmente en (d), la nave a cambiado su dirección y ha ganado una rapidez mucho

mayor con respecto a la que tenı́a antes de su interacción con Venus.
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(a) dı́a=103.560 (b) dı́a=105.709

(c) dı́a=106.131 (d) dı́a=108.114

Figura 6.13: Fase II V2

VIAJE COMPLETO

La trayectoria de la nave se puede observar en la Figura 6.14.
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Figura 6.14: Viaje completo.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 134.525

2 Menor distancia a la Venus 61914.894

3 Mayor distancia a la Tierra 65603768.441 y aumentando

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

4 Menor velocidad alcanzada 0.75

5 Mayor velocidad alcanzada 10.9

Tabla 6.12: Caracterı́sticas principales viaje completo. Dı́a 144.
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Además, en la Figura 6.14 se puede observar que gracias a la asistencia gravitacional de

Venus, la nave adquiere una rapidez de 6.82 km/s mayor que la velocidad que tenı́a antes

de interactuar con Venus, que fue de aproximadamente 4.87 km/s (Figura 6.13 (a)). La

dirección de la velocidad es arbitraria, pero si se desea enviar la nave hacia una localización

más especı́fica, se puede buscar las condiciones iniciales apropiadas. Este viaje sirvió para

demostrar la sensibilidad del problema al cambio de condiciones iniciales, además de el uso

de los cuerpos celestes para la asistencia gravitatoria.

6.6 Viaje Venus III (V3)

El objetivo de este viaje es lograr un trayecto ida y vuelta hacia Venus, sin utilizar la asistencia

gravitatoria de la Luna. Se puede observar que en la Figura 6.9 (a), la velocidad del trayecto

de ida es de 4.86 km/s y la nave toma aproximadamente 105 dı́as en llegar a Venus. La

idea es observar con qué velocidad de salida (desde la Tierra), debe despegar la nave para

reproducir resultados similares para el viaje de ida, sin usar la asistencia gravitatoria de

la Luna. Se encontró que la velocidad de salida debe ser de 12.0 km/s para las siguientes

condiciones iniciales:

Condición Inicial Valor Condición Inicial Valor Condición de Venus

Altura 218.0 km Ángulo de despegue -10°

Velocidad Inicial 12.0 km/s Fase lunar inicial 90.0°

Fase inicial en dı́as:

487.65723

Tabla 6.13: Condiciones Iniciales V3
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6.6.1 Fase I

(a) dı́a=0.499 (b) dı́a=1.113

(c) dı́a=10.245 (d) dı́a=23.963

Figura 6.15: Fase I V3
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Con respecto a la Figura 6.15:

• En (a), puesto que la distancia entre la Luna y la nave es grande, la trayectoria no

sufre una curvatura apreciable. La rapidez de la nave sigue disminuyendo debido a la

atracción de la Tierra.

• En (b), la velocidad de la nave comienza a estabilizarse a medida que se aleja de la

Tierra.

• En (c), el campo gravitacional de la Tierra y la Luna ya no afecta apreciablemente a la

nave, su velocidad se estabiliza en un valor cercano a los 4.87km/s.

• En (d), la nave aún se encuentra muy lejos de Venus, pero se puede apreciar que, tanto

la nave como Venus, se dirigen al punto de encuentro.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 344314.876

2 Menor distancia a Venus 98426297.716 y acercándose

3 Mayor distancia a la Tierra 9744379.087 y alejándose

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

3 Menor velocidad alcanzada 4.86

4 Mayor velocidad alcanzada 12.0

Tabla 6.14: Caracterı́sticas principales Fase I. Dı́a 23.
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6.6.2 Fase II

(a) dı́a=95.963 (b) dı́a=98.306

(c) dı́a=98.481 (d) dı́a=101.499

Figura 6.16: Fase II V3
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Con respecto a la Figura 6.16:

• En (a), la nave se encuentra cerca a Venus, su velocidad comienza a aumentar.

• En (b), su velocidad pasa los 5.0 km/s y su trayectoria comienza a curvarse debido a

la cercanı́a del planeta.

• En (c), la trayectoria se ha curvado en dirección de regreso a la Tierra, su velocidad

comienza a disminuir.

• En (d), se ha logrado la dirección deseada, pero en este caso la gravedad de Venus ha

desacelerado la nave y esta se dirige a la Tierra con una velocidad mucho menor a la

que tenı́a en el viaje de ida a Venus. Su rapidez oscila los 3.6 km/s.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 344314.876

2 Menor distancia a Venus 4242.266

3 Mayor distancia a la Tierra 41431442.411

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

3 Menor velocidad alcanzada 3.58

4 Mayor velocidad alcanzada 12.0

Tabla 6.15: Caracterı́sticas principales Fase II. Dı́a 102.
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6.6.3 Fase III

(a) dı́a=226.377 (b) dı́a=231.394

(c) dı́a=231.799

Figura 6.17: Fase III V3
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Con respecto a la Figura 6.17:

• La nave se encuentra 1.794 millones de kilómetros de la Tierra. Su velocidad en este

punto es de 3.64 km/s y comenzará a aumentar pronto.

• En (b), la nave ha cruzado la órbita de la Luna. Su velocidad ha aumentado hasta los

4.15 km/s gracias al campo gravitatorio de la Tierra.

• En (c), la nave llega a la Tierra. Su velocidad traspasa los 11.76 km/s debido a la

cercanı́a con el planeta.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 344314.876

2 Menor distancia a Venus 4242.266

3 Mayor distancia a la Tierra 41431442.411

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

3 Menor velocidad alcanzada 2.59

4 Mayor velocidad alcanzada 76.32

Tabla 6.16: Caracterı́sticas principales Fase III. Dı́a 232.

VIAJE COMPLETO

La trayectoria de la nave en el viaje de ida se puede observar en la Figura 6.18(a). El viaje

completo se muestra en la Figura 6.18(b). El viaje de ida ha tomado aproximadamente 100

dı́as, que es un valor similar al del Viaje 1. Sin embargo, el trayecto de regreso a la Tierra ha

tardado más de 130 dı́as. Esto es debido a que la gravedad de Venus frenó en el cambio de

dirección, como se mencionó anteriormente.
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(a) Viaje completo de ida. (b) Viaje completo.

Figura 6.18: Viaje completo.

Caracterı́stica Distancia (km)

1 Menor distancia a la Luna 344314.876

2 Menor distancia a Venus 4242.266

3 Mayor distancia a la Tierra 41431442.411

Caracterı́stica Velocidad (km/s)

3 Menor velocidad alcanzada 2.59

4 Mayor velocidad alcanzada 76.32

Tabla 6.17: Caracterı́sticas principales Fase III. Dı́a 232.

NOTA: Las caracterı́sticas principales del viaje completo son las mismas que las de la Fase

II. Esto es porque en esta fase se presentaron los valores máximos y mı́nimos de las carac-

terı́sticas correspondientes.



Capı́tulo 7

CONCLUSIONES

Este proyecto presenta algunas restricciones importantes que deben tenerse en cuenta al inter-

pretar sus resultados. A pesar de los esfuerzos realizados, se reconocen algunas limitaciones.

El programa está diseñado para simular viajes espaciales en un entorno bidimensional, lo

que implica una simplificación del problema real que ocurre en un espacio tridimensional.

Esta simplificación puede influir en la precisión de las trayectorias simuladas y en la falta de

consideración de ciertos efectos tridimensionales.

En general, este trabajo explora muchos de los fenómenos más interesantes presentes en este

tipo de problemas. Aunque existen limitaciones y simplificaciones que impiden una réplica

exacta de un viaje espacial real (lo cual es extremadamente complejo y fuera del alcance de

un proyecto de pregrado y realizado por una sola persona), este estudio representa un primer

paso hacia la ejecución de este tipo de proyectos y abre la puerta a la inclusión de más cuerpos

celestes en futuros trabajos, ası́ como a la realización de simulaciones más complejas.

En cuanto a los viajes a la Luna, se obtuvieron los resultados proporcionados por Danby

(1997). Estos resultados sirven como base para demostrar que el código funciona correcta-

mente y genera resultados coherentes. Dado que no existen referencias especı́ficas para las

trayectorias de cuatro cuerpos simuladas en este estudio, los resultados obtenidos a partir de

las trayectorias lunares validan la eficacia del código en general.

Los viajes simulados ofrecen la oportunidad de visualizar diversos fenómenos relacionados

con los campos gravitacionales, como la asistencia gravitatoria, que se utiliza con frecuencia

para alterar la dirección y la magnitud de la velocidad según sea conveniente. En el caso del

Viaje a Venus I, se aprovecha este fenómeno en varias ocasiones: en la Luna, para redirigir

la nave hacia Venus y aumentar su velocidad, y en Venus, para modificar la dirección de la

nave y permitir su retorno a la Tierra, además de aumentar su velocidad en el proceso.

El Viaje a Venus II se llevó a cabo para demostrar la sensibilidad del problema ante cambios

en las condiciones iniciales. Concretamente, un pequeño cambio de 0.19 dı́as (aproximada-

mente 4.56 horas) en la fase inicial de Venus, se reflejó en una trayectoria completamente

70
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diferente después de la interacción con Venus. Además, al elegir las condiciones iniciales

adecuadas, también se puede modificar la trayectoria subsiguiente a la interacción con Venus

para enviar la nave hacia una dirección especı́fica, como el Sol u otro planeta. De esta manera,

es posible aprovechar aún más el código para obtener diversas trayectorias útiles en proble-

mas más especı́ficos. Este tipo de viajes se utiliza ampliamente para modificar la trayectoria

de naves espaciales y sondas en la exploración espacial.

El Viaje a Venus III proporcionó evidencia para demostrar la utilidad e importancia de la

asistencia gravitatoria. En este viaje, a diferencia de V1, la Luna no se utilizó para acelerar

la nave, lo que requirió una velocidad inicial mucho mayor para lograr un viaje similar.

Especı́ficamente, la velocidad de la nave se incrementó en 1.1 km/s, lo cual, en términos

de combustible, resulta en un aumento en la carga de la nave y una reducción en la carga

útil, lo que genera un incremento significativo en el costo general del viaje. Además, este

viaje demostró que la asistencia gravitatoria de los cuerpos celestes no siempre se traduce en

un aumento de velocidad, ya que en el viaje de regreso la nave perdió velocidad después de

interactuar con Venus. Estas maniobras también son útiles en situaciones donde se requiere

reducir la velocidad, por ejemplo, para lograr aterrizajes más controlados y minimizar los

riesgos.

Además, este proyecto y sus resultados presentan caracterı́sticas únicas que, al menos en

el ámbito universitario, no se han abordado previamente. Por ejemplo, se implementaron

dos condiciones iniciales adicionales relacionadas con las posiciones de Venus y la Luna.

Además, el programa desarrollado permite obtener datos clave del viaje en cualquier mo-

mento dado, como la distancia de la nave respecto a Venus, la Tierra y la Luna, ası́ como su

velocidad en diferentes puntos de la trayectoria. Esto facilita un estudio más detallado de los

viajes espaciales y también ayuda a determinar las condiciones iniciales necesarias para un

viaje especı́fico. Se demostró que pequeños cambios en estas condiciones iniciales tienen un

impacto significativo en la trayectoria de la nave, lo que subraya la complejidad y sensibilidad

de este tipo de problemas.

Es importante destacar que debido a la naturaleza del problema, existe una amplia gama de

trayectorias posibles tanto para los viajes a la Luna como para los viajes a Venus. Dado el

gran número de combinaciones de las cinco condiciones iniciales, es posible explorar una

multitud de trayectorias útiles e interesantes al variar adecuadamente cualquiera de estas
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condiciones.

Para finalizar, aún cuando en este estudio se haya realizado en un enfoque simplificado de

dos dimensiones, este proporciona una base sólida para proyectos futuros más detallados y

realistas en el campo de la mecánica celeste y la exploración espacial. La comprensión de

los conceptos fundamentales y el uso de métodos numéricos establecen los cimientos para

abordar desafı́os más complejos en el futuro, contribuyendo al progreso de la investigación

en este emocionante campo en constante evolución. Este trabajo representa el primer paso

hacia proyectos más detallados y realistas, sentando las bases para futuras investigaciones

que afronten desafı́os aún más complejos en la exploración espacial.

7.1 Recomendaciones

Para futuros trabajos de esta naturaleza, se sugiere tener en cuenta el volumen de los cuerpos

involucrados. Esto permitirá el estudio de fenómenos tridimensionales que se asemejen más

a la realidad y facilitará la visualización de trayectorias más precisas. Evidentemente, la

complejidad aumenta significativamente al considerar estos volúmenes, ya que se debe tener

en cuenta caracterı́sticas como la distribución de masa de los planetas, su forma precisa y la

manera en que rotan en torno a su eje de rotación.
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