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Resumen

La modelacién matematica de enfermedades infecciosas ha ganado importancia entre la comu-
nidad cientifica y profesionales de la salud debido a la morbilidad y mortalidad que éstas causan
en diferentes poblaciones a nivel global. La neumonia es una de las enfermedades infecciosas que
afecta en gran medida a la primera infancia alrededor del mundo [47]. En particular, la ciudad de
San Juan de Pasto, en Colombia, presenta uno de los niveles per capita de morbimortalidad més

altos debido a la neumonia en primera infancia.

En este proyecto, se formula y analiza un modelo matemético para comprender la dinamica de
la neumonia en la primera infancia en San Juan de Pasto. El modelo considera la poblacién dividida

en cuatro clases, a saber: susceptibles (S), infectados (I), portadores (C) y recuperados (R).

Como una novedad en el estudio matematico de enfermedades infecciosas, el modelo propuesto
incluye parametros asociados a cambios climaticos, desnutricién y hacinamiento que son relevantes
en la dindmica de la neumonia. A partir del andlisis cualitativo y numérico, se muestra que la

dindamica del sistema esta determinada por el numero reproductivo basico Ry.



Abstract

Mathematical modeling of infectious diseases has gained importance in the scientific community
and health professionals because they cause a high rate to morbidity and mortality in different
populations worldwide. Pneumonia is an infectious disease that affects childhood around the world
[47]. In particular, the San Juan de Pasto’ city, in Colombia, has one of the highest levels of mor-

bidity and mortality due to pneumonia in childhood.

In this project, is formulated and analyzed a mathematical model to understand dynamics of
pneumonia in childhood in San Juan de Pasto. The model considers the population divided into

four classes: Susceptible (S), infected (I), carrier (C) and recovered (R).

As a novelty in the mathematical study of infectious diseases, the proposed model includes para-
meters related to climate change, malnutrition and overcrowding that are relevant to the pneumonia
’s dynamics. From the qualitative and numerical analysis, we show that the dynamics of the system

is determined by the basic reproductive number Ry.
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Introduccion

La comunidad cientifica desde siempre ha estado interesada en dar explicacion a fenémenos en
medicina, biologia, fisiologia, bioquimica, epidemiologia, entre otras dreas de conocimiento. Hoy en
dia la implementacién de modelos matemaéticos para el estudio de dichos fenémenos es cada vez méas
frecuente, dado que estos permiten representar mediante ecuaciones, las caracteristicas basicas del
sistema estudiado y usar el modelo para predecir las consecuencias de introducir cambios especifi-
cos. La importancia de los modelos matematicos radica en que estos pueden revelar relaciones que
no son tan obvias a primera vista, ademads, es posible obtener relaciones entre los elementos que
influyen significativamente en la dinamica del sistema modelado. De igual manera, la formulacion
de modelos permite encontrar soluciones cuantitativas y cualitativas para hacer deducciones légicas

en la construccion y prueba de teorias del problema estudiado.

Los modelos matematicos para enfermedades infecciosas se conocen como modelos epidemiolégi-
cos, los cuales son una representacién matematica de la dindmica de trasmisién de enfermedades
con los factores, variables y parametros que estan asociados a estas. La formulacién de dichos mo-
delos tiene como objetivos principales mejorar la comprension de las enfermedades para prevenir
futuros brotes epidémicos, determinar la prevalencia e incidencia de las enfermedades, aportar en
decisiones objetivas para controlarlas o erradicarlas mediante el estudio de diferentes escenarios en
situaciones hipotéticas, y realizar la evaluacién de riesgos para identificar las variables y parametros
que influyen significativamente en su trasmisién y propagacién. En los modelos epidemiolégicos se
parte del supuesto de que la poblacién se divide en diferentes categorias segun el estado en que se
encuentran: individuos susceptibles (S), infectados (I) o removidos (R). Los tres tipos de modelos
bésicos en epidemiologia son: SI, SIS y SIR, los cuales pueden modelarse en forma deterministica o

estocastica y en todos ellos se asume que la interaccién entre los individuos es aleatoria [7].

La aplicacion de las matematicas en el estudio de enfermedades infecciosas fue iniciada por
Daniel Bernoulli en 1760, quien presenté un analisis matemaético acerca de los riesgos y beneficios
de la vacunacién de la viruela. No fue sino hasta 1906 que las ideas conceptuales se empezaron a
considerar como la base de la epidemiologia matematica moderna. En ese momento, W. Hammer

postula que el curso de una epidemia depende de la tasa de contacto entre individuos susceptibles

15
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e infecciosos; hoy en dia, esta nociéon se conoce como el principio de acciéon de masas. De igual
manera, en 1927, W. Kermack y A. Mckendrick, comenzaron a ofrecer un marco tedrico firme para
la investigacién de los patrones observados en el curso de una epidemia; ellos plantearon el modelo
basico SIR para el estudio de enfermedades infecciosas. Los estudios mencionados anteriormente
sirvieron como base para la realizaciéon de diversos trabajos como los de Bartlett en 1956; Kendall
en 1956; Macdonald en 1957, Bailey en 1975; Anderson y May en 1991 en diferentes areas de cono-
cimiento, que hicieron que las matematicas aplicadas florecieran en la solucién de problemas. Cabe
mencionar trabajos un poco mas actuales realizados por: Rogers [56], Velasco-Hernandez y Ying-
Hen [66], Esteva y Vargas [18], Ibargiien-Mondragon y Esteva [25], Castillo-Chavez y Brauer [7],
Ongala, Mugisha y Odiambo [47], Ongala, Mugisha y Oleche [48], en enfermedades como dengue,

malaria, tuberculosis y neumonia.

Una de las enfermedades infecciosas mas relevantes en la primera infancia, es la neumonia, dado
que se presentan alrededor de 156 millones de nuevos episodios cada ano en todo el mundo, de
los cuales 151 millones se encuentran en los paises en desarrollo [57]; en Colombia, esta infeccién
es considerada como la segunda causa de muerte asociada al cambio climético; segin el DANE
(Departamento Administrativo Nacional de Estadistica) en el departamento de Narino ocurrieron
163 muertes en 2010 por neumonia y el municipio que presenta mayor tasa de mortalidad en este
departamento es San Juan de Pasto [12]. Ademés, las muertes por esta enfermedad pueden ocurrir
dentro de los tres dias de su aparicién y el retraso de un tratamiento adecuado hace que no se
pueda salvar la vida de la persona. De ahi, la importancia de realizar una investigacién que permita
deducir estrategias de control para la dindamica de transmisién de la neumonia.

En este sentido, diferentes modelos epidemiolégicos han sido aplicados para comprender la dindmica
de trasmisién de la neumonia por Streptococcus pneumoniae en ninos. En el ano 2000, los investiga-
dores Kevin Doura, Julio D. Melendez-Morales, Gigi G. Meyer y Luis E. Perez [15] desarrollaron un
modelo matematico para la dindmica de una epidemia en una poblacién infectada por Streptococ-
cus. Este modelo representa un sistema no lineal de tres ecuaciones, el cual describe la propagacion
de la enfermedad en una poblacién dividida en tres clases: susceptibles (S), infectados (I) y por-
tadores (C), se centra en el impacto que las poblaciones de infectados y portadores tienen en los
susceptibles, y la velocidad a la que los grupos se mueven dentro y fuera del estado infeccioso. Por

ultimo, se estudia la dindmica a largo plazo de la enfermedad en la poblacién.

En el anio 2012, los investigadores Ong’ala Jacob Otieno, Mugisha Joseph y Odhiambo John [47]
desarrollaron un modelo matemaético para la neumonia en los nifilos menores de 5 anos de edad. El
modelo se analiz6 utilizando la teoria ordinaria de ecuaciones diferenciales y sistemas dindmicos,
describiendo la propagacién de la enfermedad en una poblacién con cuatro clases: susceptibles (S),

infectados (I), portadores (C) y recuperados (R). En este modelo se determiné el ntimero de repro-
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ductivo basico Ry y se analizd la estabilidad de los puntos de equilibrio. En 2014 Ong’ala Jacob
Otieno, Mugisha Joseph y Oleche Paul [48] desarrollan un modelo similar al realizado en el articulo
[47], incluyendo en éste caso el efecto que tiene la vacuna contra Streptococcus pneumoniae en la

dindmica de trasmisién de la neumonia y un andlisis cuantitativo de dicho modelo.

En este trabajo de investigacién se abordaron algunas de las inquietudes de la comunidad cientifi-
ca relacionadas con la epidemiologia de la neumonia en la primera infancia en San Juan de Pasto.
En concreto, se intenta responder a la pregunta, ;Cémo aportar desde la modelaciéon matematica
a la epidemiologia de la neumonia en la primera infancia en San Juan de Pasto? Para este fin, se
plante6 un modelo que describe la dindmica de transmisién de la neumonia provocada por la bacte-
ria Streptococcus pneumoniae en la primera infancia en San Juan de Pasto, en donde se considera la
interaccion entre individuos susceptibles, infectados, portadores y recuperados. Ademas, se incluyen
factores de hacinamiento, cambios climaticos y desnutricién, los cuales afectan y contribuyen a la
propagacion de la enfermedad en dicha poblacion. Los factores de hacinamiento y cambios climaticos
son determinantes para que ocurra el cambio de susceptibles a infectados por lo que fueron incluidos
en la fuerza de infeccién; mientras que la desnutricion al debilitar el sistema inmune del individuo,
hace que éste sea mas propenso a adquirir la enfermedad por lo que fue incluido directamente en la

dinamica del modelo.

El contenido de este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en el primer capitulo se pre-
sentan las principales definiciones y teoremas de ecuaciones diferenciales y sistemas dindmicos como
el teorema de existencia y unicidad, el criterio de linealizacion, el teorema de Hartman-Grobman,
el criterio de Routh-Hurwitz y la matriz de la siguiente generaciéon que permite calcular el nimero
reproductivo bésico Ry. Ademads, se mencionan algunos de los modelos basicos de trasmision de
enfermedades infecciosas: SIR, SIRS y un modelo para la neumonia en ninos, el cual fue tomado

como referencia para la formulacién del modelo en este trabajo.

En el segundo capitulo, se presenta un estudio sobre el estado del arte de la epidemiologia de
la neumonia en San Juan de Pasto, con el fin de determinar las variables y parametros que son
m4és relevantes en la dindmica de trasmisién de esta enfermedad, los tipos de neumonia (donde se
determino que la bacteria Streptococcus pneumoniae es la causante de la mayoria de las neumonias

en la comunidad), y los factores que promueven su propagacién.

En el tercer capitulo, se formula un modelo sobre la dinamica de trasmision de la neumonia en la
primera infancia en San Juan de Pasto, que considera las siguientes variables: Susceptibles, infecta-
dos sintométicos, infectados asintomdticos (portadores) y recuperados. Ademads de los factores que

contribuyen a su propagacién en San Juan de Pasto. Para esto, se considerd el modelo formulado
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por Ongala, Mugisha y Odiambo en 2012 como una base. En este capitulo, también se plantea el

conjunto de interés biolégico y se demuestra que dicho conjunto es invariante.

El analisis cualitativo de este modelo revela la existencia de un punto de equilibrio libre de
infeccién, un punto de equilibrio endémico, y bajo ciertas condiciones existe otro punto de equili-
brio endémico. Ademas, se calcula el nimero reproductivo béasico de la enfermedad, el cual juega
un papel importante para determinar la estabilidad del punto de equilibrio libre de infecciéon. En
el cuarto capitulo se realizan simulaciones a partir de referencias bibliograficas y algunos datos
se consideran hipotéticos dado que no se encontraron referencias, ni datos suficientes para poder
estimarlos. Dichas simulaciones permiten validar los resultados obtenidos en el capitulo de andlisis
cualitativo. Finalmente, en el quinto capitulo se exponen las principales conclusiones del trabajo y

futuras lineas de investigacién que quedan abiertas en funcién de los resultados que se han obtenido.



Capitulo 1

Marco Teorico

El andlisis del sistema que modela la epidemiologia de la neumonia en la primera infancia de
San Juan de Pasto considerado en este trabajo se realiza de acuerdo con la teoria desarrollada por
[49, 41, 50, 9, 11, 47], de donde se han tomado las definiciones, teoremas y apartados que sirven

como soporte para cumplir los objetivos de este trabajo.

1.1. Conceptos basicos

En este trabajo se estudia el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales de la forma:

i= (@), (L1)

donde f : E — R™ y F es un subconjunto abierto de R". Este tipo de ecuaciones diferenciales
son llamadas autonomas debido a que la funcién f no depende explicitamente de la variable

independiente t.

Definicién 1.1. ([49], Cép. 2, Sec. 1).
La funcién f : R™ — R" es diferenciable en zy € R™ si existe una transformacién lineal D f(xg) que

pertenece al espacio lineal L(R™) y satisface:

o (@0 +h) = f(w) = Df (o))

=0.
|h|—0 |h|

La transformacion lineal D f(x) es llamada la derivada de f en x.

Teorema 1.1. ([49], Cap. 2, Sec. 1).
Afi

Si f:R"™ — R" es diferenciable en g, entonces las derivadas parciales 5.+, i,j = 1,...,n, eristen
J

19
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en xg, y para todo x € R"
Df(xo)x = Z %(xo)xj.
J

j=1

Por tanto, si f es una funcion diferenciable, la derivada D f estd dada por la matriz jacobiana n X n:
ofi
ps = [54]

Definicién 1.2. ([49], Cép. 2, Sec. 2).
Sea f € C(F) donde E es un subconjunto abierto de R™, entonces z(t) es una solucién de la ecuacién

diferencial (1.1) sobre un intervalo I, si z(t) es diferenciable en I y satisface dicha ecuacién, es decir

para todo t € I.

Teorema 1.2 (Existencia- Unicidad). ([/9], Cap. 2, Sec. 2).
Sea E un subconjunto abierto de R™, xo un punto en E y f € C*(E), entonces existe un a > 0 tal

que el problema de valor inicial

&= f(x)

0 (1.2)
2(0) = o,

tiene una tinica solucion x(t) en el intervalo [—a, al.

Definicién 1.3. ([49], Cép. 2, Sec. 5).
Sea E un subconjunto abierto de R" y f € C(E). Sea ®(t,z) una solucién del problema de valor
inicial (1.2) definido sobre el intervalo maximal de existencia I(zg), para g € E. Entonces para

t € I(xp), el conjunto de funciones ¢, definido por

¢i(x0) = ¢(t, x0),
es llamado el flujo de la ecuacién diferencial (1.1).

Definicién 1.4. ([49], Cép. 2, Sec. 5).
Sea E un subconjunto abierto de R", f € CY(E), y ¢; : E — E el flujo de la ecuacién diferencial
(1.1) definida para todo ¢t € R. Entonces el conjunto S C E se conoce como el conjunto invariante

con respecto al flujo ¢y, si ¢4(S) C S para todo t € R.



1. Marco Tedrico 21

1.2. Linealizacion

Para analizar el sistema no lineal (1.1) se puede linealizar el sistema alrededor de sus equilibrios
y estudiar el comportamiento asintético de las soluciones cerca de estos equilibrios. A continuacion

se dan a conocer definiciones y teoremas relevantes en este tema.
Definicién 1.5. ([49], Cép. 2, Sec. 6).

Sea g € R", g es llamado un punto de equilibrio (punto critico) de (1.1) si f(zo) = 0.

Un punto de equilibrio zg es hiperbdlico de (1.1) si ninguno de los valores propios de la matriz
Df(xo) tiene parte real cero. Si algin valor propio de Df(z() tiene parte real cero, el punto de

equilibrio es no hiperbdlico.

Definicién 1.6. ([49], Cép. 2, Sec. 6).

Sea x¢ un punto de equilibrio hiperbdlico del sistema (1.1).
= 1z es un sumidero si todos los valores propios de la matriz D f(x) tienen parte real negativa.
= 10 es una fuente si todos los valores propios de D f(x() tienen la parte real positiva.

s o es una silla si Df(xg) tiene al menos un valor propio con parte real positiva y al menos

uno con parte real negativa.

1.2.1. Criterio de linealizacién

Se considera el sistema no lineal y auténomo
&= f(z),

con f(xg) =0, f € C1(E) cerca al origen. Se pretende analizar el comportamiento de las soluciones

cercanas a xg, para ello se considera el cambio de variable
T =0+ Y,
y al reemplazar f en serie de Taylor alrededor de zg, se obtiene
&= f(zo+y) = f(zo) + Df(zo)y + N(zo,y),
donde D(f(xg)) es la derivada de f en xg y N(xo,y) es una funcién lineal tal que

Hm N($07 y)

—0.
lyl—0 [yl
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Bajo ciertas condiciones la estabilidad del punto de equilibrio zy del sistema no lineal
&= f(z),
se puede determinar a través del estudio de la estabilidad en el punto y = 0 del sistema lineal

Y= Df(zo)y,
el cual es llamado la linealizacion de f en xg.

Teorema 1.3 (Teorema de Hartman-Grobman). (/49/, Cdp. 2, Sec. 8).

Sea E un subconjunto abierto de R™ tal que 0 € E, sea f € CY(E) y ¢; el flujo del sistema no lineal
(1.1). Si f(0) = 0 y la matriz A = Df(0) no tiene valores propios con parte real cero, entonces
existe un homeomorfismo H : U — V donde U y V son conjuntos abiertos que contienen al origen,

tal que para cada xg € U, existe un intervalo abierto Iy C R donde 0 € Iy y
H o ¢y(wo) = e H (),

para todo xg € U y t € Iy. Es decir, H asigna trayectorias de (1.1) en trayectorias de & = Ax cerca

al origen y preserva la parametrizacion por el tiempo.

De acuerdo al teorema de Hartman-Grobman, si xg es un punto de equilibrio hiperbdlico del
sistema no lineal (1.1), entonces existe un entorno de xq en el que f es topoldgicamente equivalente
a la linealizacién de f en el punto de equilibrio zy de la ecuacién diferencial & = Df(xg)z. Ademds
garantiza que la estabilidad de un punto de equilibrio hiperbdlico es preservada cuando se linealiza

el sistema no lineal alrededor de dicho punto.

1.3. Estabilidad

La estabilidad de cualquier punto de equilibrio hiperbdlico zp de (1.1) estd determinado por los

signos de la parte real de los valores propios de la matriz Df (zo).

Definicién 1.7. ([49], Cép. 2, Sec. 9).

El punto de equilibro xy de (1.1) es estable si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo x en
N con ||z — xo|| < 0 se cumple que ||¢(z) — zo|| < € para todo ¢ > 0. Ademads, si existe § > 0 tal
que para todo x en N con ||z — xo|| < d se cumple que

lim 6y(z) = o,

entonces zg es asintéticamente estable. Un punto de equilibrio zg que no es estable es inestable.
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Figura 1.1: Estabilidad de los puntos de equilibrio.

Teorema 1.4. ([}9], Cap. 2, Sec. 9).
Un punto de equilibrio hiperbdlico xo de © = f(x) es estable si y sdlo si ninguno de los valores

propios de D f(xq) tiene parte real positiva.

1.3.1. Criterio de Routh-Hurwitz

La solucién del sistema lineal & = Az, con A = D f(x¢) en z es:

T = :EoeAt,

donde x( es un vector constante y los valores propios A son las raices del polinomio caracteristico
|[A—AIl=0,

donde I es la matriz identidad. La solucién & = 0 es estable si todas las raices A del polinomio
caracteristico tienen parte real negativa, como se mencioné en el teorema 1.4. Si el sistema es de

orden n, el polinomio caracteristico es de la forma:
PA) =A"+a A" 1+ ... +a,=0,

donde los coeficientes a;,i = 0,1,...,n son reales. Se asume a, # 0 dado que de otra forma A =0
es una solucién, y el polinomio es de orden n — 1. Por tanto con a,, # 0, la condicién necesaria

y suficiente conocida como el criterio de Routh-Hurwitz para que el polinomio P(A) tenga
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ReA < 0 es:
a1 asz as
a a,
Di=a >0, Dy = 11 3 >0, Ds=1|1 as a4l >0,
a
2 0 ay as
a; as
1 ay a4 . . .
Dy=|0 a1 a3 . . .|>0, k=1,2,...,n,
0 O ak

ademds a, > 0 [41].

1.4. La regla de signos de Descartes

En 1636 Descartes en su libro ” Geométrie” describié una regla para acotar el numero de raices
positivas de un polinomio con coeficientes reales. La regla es muy sencilla, la cual la hace de mucha

utilidad. Antes de enunciar la regla, se presenta a continuacién una definicién preliminar.

Definicién 1.8. ([11], padg 8) Dada una sucesién finita de numeros reales z1,...,z, llamaremos
numero de variaciones de signo de esta sucesién, y denotaremos con V' (z1,...,x,) a la cantidad de
cambios en el signo de la secuencia x1, ..., z,.

Teorema 1.5 (Regla de los signos de Descartes). (/11], pdg 8) Sea p(x) = ag+ar1x+ ...+ apz™ un
polinomio con coeficientes reales. El nimero de raices positivas de p(x), contada cada una de ellas
tantas veces como indica su multiplicidad, es menor o igual que V(ag,...,a,). En todos los casos,

es congruente a V(ag, . ..,a,) modulo 2.

1.5. Numero reproductivo basico

El numero reproductivo béasico o tasa de reproduccién basica de la infeccién Ry es el promedio
de infecciones secundarias que ocurren cuando un individuo infectado se introduce en una pobla-
cién totalmente susceptible. Si Ry > 1, cada individuo infeccioso infecta en promedio a mas de un
individuo por lo que se presenta un brote epidémico. Si Ry < 1, implica que cada individuo infecta
en promedio a menos de una persona, por lo tanto no habra brote epidémico y el virus desaparece

de la poblacién.
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Ry se obtiene por lo general a través del estudio y cédlculo de los valores propios de la matriz
Jacobiana en el punto libre de infeccién, sin embargo Diekmann y Heesterbeek en el ano 1990 si-
guieron un enfoque diferente: la matriz de la siguiente generacion. Ellos definen Ry como el radio

espectral de la matriz de la siguiente generacion.

En particular, se considera el caso donde la heterogeneidad es discreta, la cudl estd definida por

campos caracteristicos, es decir, por modelos epidemiolégicos que pueden ser escritos de la forma:

dX

— = f(X,Y,Z

dt f( ) Ly )7

dy

— =g(X.Y.Z 1.3
dt g( s £ )7 ( )
dz

— =h(X,Y, Z

dt ( s Ly )7

donde X e R", Y e R*, Z € R", r,s,n > 0, y h(X,0,0) = 0. Los componentes de X denotan las
clases de individuos susceptibles, recuperados y otra clase de individuos no infectados. Los compo-
nentes de Y representan las clases de individuos infectados quienes no transmiten la enfermedad
(Ejemplo: latentes). Los componentes de Z representan las clases de individuos infectados capaces

de transmitir la enfermedad (Ejemplo: infectados y portadores).

Sea Ep = (X*,0,0) € R™"5T" ¢l punto de equilibrio libre de infeccién, es decir,
f(X*,0,0) = g(X*,0,0) = h(X™*,0,0) =0.

Se asume que la ecuacién g(X*,0,0) = 0 implicitamente determina una funcién Y = §(X*, Z). Sea
A = Dzh(X*, §(X*,0),0), donde Dz denota la matriz jacobiana de Z en el punto h(X*, g(X*,0),0).
Ademés, A puede ser escrita en la forma A = M — D, con M > 0 (m;; > 0) y D > 0, una matriz

diagonal.

El espectro de la matriz A es denotado por m(A) = sup{RA : A € 0(A)}, donde RA significa la
parte real de Ay o0(A) = {A : A son los valores propios de A }, mientras p(A) = limnﬁooHA”H%

denota el radio espectral de A [9].

Teorema 1.6. ([9/, pag 3)

m(A) <0& p(MD™) < 1

m(A) >0 p(MD™1) > 1.
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El niimero reproductivo bésico esta definido como el radio espectral de la matriz M D~

Ro = p(MD™). (1.4)

1.6. Modelos epidemiolégicos

Los modelos epidemioldgicos permiten describir la propagacién de enfermedades que atacan a
una poblacién. En esta seccién se presenta una descripcién de los modelos SIR [41], SIRS [50] y un
modelo para la dindmica de la neumonia en ninos [47], que sirven como soporte para la formulacién

del modelo de la epidemiologia de la neumonia en la primera infancia en San Juan de Pasto.
En los modelos mencionados se divide la poblacién total en clases disjuntas que cambian con-
forme pasa el tiempo.

» La clase susceptible S(t) se refiere a los individuos que pueden adquirir la enfermedad pero

no estan infectados.

» La clase de infectados I(t) corresponde a los individuos que adquirieron la enfermedad, mues-

tran sintomas y son capaces de transmitirla a aquellos que estan en la clase susceptible.

» La clase de portadores C(t) es similar a la clase de infectados, con la diferencia de que los

individuos no muestran sintomas.
» La clase de removidos o recuperados R(t) consiste de todos los individuos que son removidos
de la fraccién susceptible-infecciosa-portadora ya sea por muerte, inmunidad o aislamiento.
Modelo epidemiolégico basico SIR

El modelo SIR (susceptible-infectado-recuperado) esta relacionado con aquellas enfermedades
que confieren inmunidad permanente, es decir los individuos recuperados no pueden volver a ser

susceptible o infectados.

El cambio de un estado a otro en los individuos esta representado esqueméticamente por:
S—I1—R

Los individuos infectados crecen a una tasa proporcional al producto de infectados por sus-
ceptibles (rST), donde 7 es la tasa de crecimiento per capita y a su vez dependen del nimero de

individuos removidos de la poblacién a una tasa « por el nimero de infectados (al).
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Bajo los supuestos anteriores, el sistema de ecuaciones que describen el comportamiento del

modelo SIR son:

dsS

Ry <Y §

7 rS

dl

Z —rST —al 1.5
7 rS «o (1.5)
dR

Debido a que dS/dt+dI/dt+ dR/dt = 0, entonces el tamano de la poblacién total N estd dado por
S(t)+ R(t)+ I(t) = N.

Modelo epidemiolégico SIRS

El modelo SIRS (susceptible-infectado-recuperado-susceptible) es similar al modelo SIR, pero
aplicable a casos en que la inmunidad no es permanente y el individuo vuelve a ser susceptible a

una velocidad . El sistema de ecuaciones estd dado por:

ds

E = —TSI + BR,
dl

E = TSI — aI,
dR

a =al — IBR,

Debido a que dS/dt+dI/dt+ dR/dt = 0, entonces el tamano de la poblacién total N estd dado por
S(t)+ R(t) +I(t) = N.

Modelo de referencia

Como un punto de partida para este trabajo se estudia el modelo definido por Ong’ala, Mugisha
y Odhiambo, en donde se modela y analiza la dindmica de la neumonia en ninos. En este modelo
se considera el comportamiento de la neumonia causada por la bacteria Streptococcus Pneumoniae
donde se presentan los estados: susceptible S(t), infectado I(t), portador C(t) y recuperado R(t),

en un tiempo t. El total de la poblacién esta definido por:

N=S+I+C+R

la dindmica de este modelo se lleva a cabo bajo los siguientes supuestos:
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= La tasa de crecimiento de la poblacién susceptible es v.

= La probabilidad con que las personas recién infectadas se unen a la clase portadora de gérmenes

es p v a la clase de infectados sintomaticamente es 1 — p.
= La tasa de los infectados sintométicamente que se recuperan estda dada por 7.
= La tasa con que la clase de portador de gérmenes pasa a ser infectado es .

= 3 es la tasa con que los portadores de gérmenes pueden recuperarse para obtener inmunidad

temporal.

= La proporcién en la que los individuos recuperados eliminan todas las bacterias del cuerpo es

q mientras que 1 — ¢ es la proporcion de aquellos que ain llevan la bacteria.
» Estudios demuestran que hay una posibilidad de reinfeccién a una tasa 9.
= 4 es la tasa de muerte natural y « es la tasa de muerte inducida por la enfermedad.

Bajo los supuestos anteriores, las ecuaciones que describen la dindmica de este modelo son:

ds
dt
dI
i (1=pAS+7C — (p+a+n)I

(1.6)

= v+ 6R— (A +p)S

dc
o = PAS+H (A —gnl = (p+7+B)C
dR

Se define A como la fuerza de infeccion y estéd dada por:

I+eC

A= o(—

): ¢ = kP,

donde k es la tasa de contacto y P la probabilidad de que un contagio sea efectivo para que se de

la infeccion.



Capitulo 2

Estado del arte de la neumonia en la

primera infancia en San Juan de Pasto

La neumonia es la principal causa de mortalidad en la primera infancia. Alrededor de 156 mi-
llones de nuevos episodios se presentan cada ano en todo el mundo, de los cuales 151 millones se
encuentran en los paises en desarrollo [57, 23, 43]. En Colombia, esta infeccién es considerada como
la segunda causa de muerte asociada al cambio climético. Segin el DANE (Departamento Admi-
nistrativo Nacional de Estadistica), en el departamento de Narifio se presentaron 163 muertes en
2010 por neumonia. El municipio de este departamento que presenté mayor tasa de mortalidad es

San Juan de Pasto, debido a su ubicacién geografica y a la densidad de poblacién [12].

La neumonia puede ser causada por distintos microorganismos, los cuales pueden ingresar al pa-
renquima pulmonar por varias vias: via descendente, via hematica, alteraciones anatémicas, funcio-
nales y/o inmunolégicas, y por aspiracién. Posteriormente, bajan por la nasofaringe hasta alcanzar
el pulmén donde se ubican en las unidades de intercambio gaseoso, bronquiolos y especialmente en
los alvéolos. Al llegar al alvéolo se multiplican, originando una respuesta inflamatoria lo cual puede
provocar hipoxia es decir la sangre no recibe suficiente oxigeno, lo que lleva a una insuficiencia

respiratoria que al no recibir un tratamiento oportuno puede ocasionar la muerte [68, 60].

En términos generales, se conoce como neumonia a la infeccién respiratoria aguda (IRA) [38] que
afecta a los pulmones. Los pulmones estan formados por pequenos sacos llamados alvéolos, que en
personas sanas se llenan de aire al respirar. Los alvéolos de las personas que padecen la enfermedad
estan llenos de pus y liquido, lo que hace dolorosa la respiracién y limita la absorciéon de oxigeno
[44, 40, 45, 22].

La epidemiologia es fundamental para la investigacién clinica, la prevenciéon de enfermedades, la

29
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promocion, la proteccion y la investigacién de la salud; ésta ofrece métodos rigurosos para estudiar
la distribucién, la causalidad y la prevenciéon de problemas de salud en las poblaciones. En este
sentido, la modelacién matemaética aporta en el desarrollo de investigaciones en epidemiologia que
contribuyen a la toma de decisiones y a la formulacién de estrategias para el control de la enfermedad

o la infeccién [8, 62, 52].

2.1. Epidemiologia de la neumonia en la primera infancia

Los estudios realizados por la Organizacién Mundial de la Salud (OMS) muestran que la neu-
monia es la causa principal de muerte de nifios en todo el mundo [6]. Se calcula que la neumonia
produce la muerte a 1,4 millones de nifios menores de 5 anos anualmente, lo que corresponde al

18 % de muertes en menores de 5 anos [44, 24, 10].

En Colombia hay reportes de aproximadamente 120.000 consultas anuales con diagnésticos de

neumonia y 50.000 egresos hospitalarios por la misma causa en ninos menores de 5 anos [68].

Muertes por neumonia en Colombia

Departamento Muertes
Antioquia 968
Bolivar 243
Tolima, 201
Cauca 119
Narino 163
Huila 121

Cuadro 2.1: Reporte de muertes en la regién Andina 2010, DANE

En el departamento de Narifio se presentaron 103 muertes causadas por neumonia en 2005, 196
en 2007 y en 2010 disminuyé a un total de 163 muertes (ver cuadro 2.1) [12, 17]. En el cuadro
(2.2) se muestra el niimero de muertes en algunos de los municipios del departamento de Narifio en
2010. Los datos indican que la tasa de mortalidad en Pasto es mayor que en Tumaco debido a que,
en este municipio se presentan cuatro zonas climdticas: paramo, muy frio, frio y medio [53], y los
factores climaticos como los cambios bruscos de temperatura o los niveles de humedad promueven

la propagacién de la neumonia [59].
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Muertes por neumonia en Narino

Municipio Muertes
Pasto 65

Alban
Barbacoas

Belen

Buesaco
Cuaspud
Cumbal
Guaitarilla
Ipiales

WO W NN WD

—
w

La Union
Los Andes
Ricaurte

Sandona

DO | Q| WO

Tangua
Tuquerres 10

Cuadro 2.2: Reporte de muerte en el Departamento de Narinio, DANE.

Las enfermedades infecciosas constituyen una amenaza en la sociedad. Es por esta razén que
ha ganado importancia entre la comunidad cientifica y profesionales de la salud, el uso de métodos
matematicos para estudiar la dindmica de trasmision y el control de enfermedades infecciosas.
Estos modelos matemaéticos se han desarrollado con el propédsito de idear programas efectivos que

interpreten patrones epidemiolégicos [39, 63].

2.2. Factores que promueven la propagaciéon de la neumonia

Algunos de los factores que promueven la propagacién de la neumonia se relacionan a continua-
ciém [1, 59, 21].

» Las malas condiciones de higiene, ya que éstas debilitan el sistema inmune.

= Kl hacinamiento, este factor es muy frecuente en épocas de frio, cuando las personas se man-

tienen encerradas en sus casas u oficinas.

= Kl cambio climatico, el cual esta relacionado con los cambios bruscos de temperatura o la

humedad que se presente en una region.
= La polucidén, ya que genera inflamacién de las vias aéreas.

= La desnutricién, dado que la falta de alimentos o la mala calidad de estos debilita el sistema

inmune, lo cual hace que el individuo sea més susceptible a adquirir la enfermedad.
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En el desarrollo de la investigacién se pudo estimar que los factores con mayor incidencia en el
municipio de San Juan de Pasto son: el hacinamiento, la desnutricién y los cambios bruscos de

temperatura.

El hacinamiento se presenta en gran medida en guarderias y esta relacionado con los niveles
de pobreza que hay en este municipio. Debido a que actualmente el modelo econémico obliga a los
padres a llevar a sus hijos a edades cada vez mas tempranas a estos sitios [12], ésto favorece la pro-
pagacion de este tipo de enfermedades infecciosas dado que entre mayor tiempo se esté en contacto
con las personas, aumenta la probabilidad de transmision de infecciones mediante gotas de secre-
ciones, estudios muestran que la presencia de 3 o més ninos menores de 5 afios en una vivienda, o la

asistencia a guarderias, estd asociada al incremento de 2.5 veces en la mortalidad por neumonia [61].

Otro factor con alta incidencia es la desnutricién. Se debe a que los ninos en la primera infancia
que presentan desnutriciéon tienden a ser mas propensos a adquirir infecciones respiratorias como
neumonia, dado que su sistema inmune se debilita lo cual provoca que la enfermedad evolucione
de manera rapida, aumentando la mortalidad en el paciente. De lo anterior, se puede decir que los
pacientes con NAC (Neumonia Adquirida en la comunidad) aumentan los niveles de mortalidad
segun el grado de desnutriciéon, estudios muestran que los pacientes que padecen neumonia y sufren
de desnutricién tienen mayor probabilidad de morir que aquellos que no sufren de esta [33]. En este
sentido, se dice que la desnutricién es un factor que contribuye a la propagacién de la neumonia, en
particular en San Juan de Pasto, ya que presenta altas tasas de desnutricion; segtin la Secretaria de
Desarrollo Social, en 2007 se atendieron 2.175 casos de desnutricién en nifios menores de 5 anos [26].
Ademas, segin la Encuesta Nacional de la Situacién Nutricional (ENSIN), la tasa de desnutricién
global de menores de 5 afios, para 2010, es del 8,4 % [42].

Por 1ltimo, se consideran el factor de cambios climaticos, es decir los cambios bruscos de tem-
peratura o los niveles de humedad. El municipio de San Juan de Pasto presenta cambios bruscos de
temperatura debido a su ubicacién geografica [53]. Por lo que es importante tener en cuenta que los
cambios bruscos de temperatura pueden incrementar hasta un 12 % los casos de neumonia debido
a que estos aumentan la incidencia a adquirir este tipo de infecciones respiratorias, dado que hacen
favorables las condiciones para la supervivencia de los patdgenos que causan esta enfermedad, en
particular de las bacterias, entre las cuales esta el Streptococcus pneumoniae, el cual es el causante

de la mayoria de las neumonias en épocas de frio e invierno [61].
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2.3. Clasificacion de la Neumonia

La neumonia se puede clasificar dependiendo el lugar y la forma de apariciéon en: neumonia

adquirida en la comunidad (NAC) o la neumonia adquirida en el hospital (neumonia nosocomial).

» La neumonia adquirida en la comunidad (NAC)
La NAC se origina en el ambito extrahospitalario, es decir, la que aparece en sujetos que convi-
ven en la comunidad y no han sido hospitalizados en los tltimos 7 dias o bien las que aparecen
48 horas después de su ingreso en un centro hospitalario [32, 5]. Esta clase de neumonia
suele producirse por bacterias donde el patégeno mas usual es el Stretococcus pneumoniae
[31, 19, 54].

= La neumonia adquirida en el hospital o neumonia nosocomial
Esta clase de neumonia se origina en el ambito intrahospitalario, que enfrentan los pacientes
conectados a asistencia ventilatoria mecanica (VM). Esta es la infeccién de mayor incidencia en
las unidades de cuidados intensivos y la principal causa de muerte por infeccién intrahospitala-
ria. Se estima que el riesgo de adquirir neumonia es 21 veces mayor en los pacientes expuestos

a VM | comparados con los pacientes que no se someten a este procedimiento [27, 3, 28].

2.4. Tipos de Neumonia

A continuacién se destacan los principales tipos de neumonia:

2.4.1. Neumonias virales

Los virus son la causa més frecuente de infecciones respiratorias en menores de cinco anos en
todo el mundo, tanto de bronquiolitis como de neumonia.
Los pacientes con neumonias virales representan un serio problema de salud piblica y se calcula que
en pafses en desarrollo pueden ocasionar alrededor de 5 millones de muertes anuales en menores de
cinco afios. Aunque ocurren en cualquier grupo de edad, los nifios, se afectan dos o tres veces més que
los adultos. Los virus que invaden el aparato respiratorio son ubicuos y lo hacen en forma endémica

y epidémica. Las epidemias siguen un patrén climatolégico y aumentan en periodos de lluvias o frio.

El 24 % de las enfermedades respiratorias virales en ninos ocurre por el virus adenovirus (Ad),
encontrandose mayor incidencia en ninos hospitalizados por IRA. El 12 % de las neumonias en ninos
se produce por el virus metapneumouvirus. Otros causantes principales de este tipo de neumonia en

ninos son: virus Sincitial Respiratorio (VSR), virus de influenza y virus de parainfluenza [51, 69].
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2.4.2. Neumonias atipicas

Los gérmenes denominados atipicos hoy en dia se consideran patdgenos frecuentes y causantes

de gran nimero de neumonias, que suelen ser leves o moderadas pero que pueden llegar a ser graves.

Este tipo de neumonia es ocasionada principalmente por bacterias como: Mycoplasma pneumo-

niae, Chlamydia trachomatis, Chlamydophila pneumoniae.

= Neumonia por Mycoplasma pneumoniae:
“Mycoplasma pneumoniae es el organismo de vida libre mas pequeno y uno de los causantes
de alrededor del 20 % de todas las neumonias en la poblacién general y del 15% al 25% de

las neumonias en los nifios, con incidencia similar a la de Streptococcus pneumoniae ”[51].

= Neumonia por Chlamydia trachomatis:
“Chlamydia trachomatis es una bacteria patdgena intracelular productora de infecciones pul-
monares, y causante entre el 30 % y el4d0 % de todas las neumonias en nifios menores de seis

meses y entre el 25% y el 50 % de todas las conjuntivitis del recién nacido” [51].

= Neumonia por Chlamydophila pneumoniae:
“Chlamydophila pneumoniae, también conocida como agente TWAR, se asocia entre el 15 %
y el 18 % a los casos de neumonia adquirida en la comunidad en ninos de tres a doce anos de
edad.” [51]

2.4.3. Neumonia por Streptococcus pneumoniae (neumococo)

Estudios epidemiolégicos en paises desarrollados, muestran que el neumococo es en general la
principal causa de enfermedad en pacientes que requieren hospitalizacion. El neumococo es actual-
mente la principal causa de neumonia adquirida en la comunidad, otitis media y sinusitis. El neu-
mococo ocasiona del 17 % al 40 % de las neumonias adquiridas en la comunidad en nifios [51, 4, 24].
Ademds, se sabe que hasta el 95% de los niflos menores de 3 anos son portadores [67] y aproxi-
madamente 2,6 millones de ninos mueren de neumonia cada ano en los paises en desarrollo, casi la

mitad de estas muertes son atribuibles a ésta bacteria [13].

El neumococo se puede transmitir de persona a persona por las géticas de saliva, el periodo de
incubacion varia por el tipo de infeccion y es dificil de establecer por qué muchas personas adquieren
la bacteria como portadores y no muestran sintomas, por esta razén es dificil establecer el periodo

infeccioso [14].
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2.5. Etiologia

En la primera infancia, gran parte de las neumonias se producen por microorganismos y en
ocasiones es complicado determinar la causa. Los diversos estudios muestran que la etiologia de
la neumonia en la primera infancia son dependientes principalmente de la edad [32]. Segun la
OMS los agentes infecciosos de la neumonia son: virus, bacterias y hongos. Entre los méds comunes
estan: Streptococcus B, Virus respiratorio, Varicela-Herpes, Streptococcus pneumoniae, Chlamydia
trachomatis, Haemophilus influenzae, Esch.coli, Enerobacterias, Mycoplasma pneumoniae, Listeria

monocytogenes, Klebsiella pneumoniae, St. Aureus, como se observa en el cuadro (2.3).

’ Etiologia de la neumonia por edad ‘

Neonato De 1 a 3 meses De 3 meses a 5 anos
Streptococcus B Virus respiratorio Virus respiratorio
Varicela-Herpes Streptococcus B St. pneumoniae
Citomegalovirus Chlamydia trachomatis |Haemophilus influenzae
Esch.coli Enterobacterias Myec. pneumoniae
Listeria monocytogenes |St. aureus Myec. tuberculosis
Klebsiella pneumoniae |Listeria monocytogenes [St. Aureus

Cuadro 2.3: Protocolo del tratamiento de las neumonias en la infancia, Sociedad Espaifiola de neu-
mologia pediatrica, Linan Coértes.

El Streptococcus pneumoniae es la principal causa de neumonia bacteriana [28], le sigue la Hae-
mophilus influenzae de tipo b (Hib) [65]; luego el wirus sincitial respiratorio, que es la causa mas
frecuente de neumonia virica; y por ultimo el Pneumocystis jiroveci es una causa importante de
neumonia en ninos menores de seis meses con VIH/SIDA, responsable de al menos uno de cada

cuatro fallecimientos de lactantes cero positivos al VIH [44, 64].

2.6. Sintomas

Los principales sintomas de la neumonia son [34, 35, 36, 37]:

= Tos, que puede venir acompanada con la secrecién de una mucosidad amarillenta, verdosa o

incluso moco con sangre.

» Un aumento en la temperatura corporal por encima de lo que se considera normal (entre 35°C
y 37.5 °C), es decir fiebre.

= Una sensacién de frio acompatniado con un episodio de temblores o mas comunmente llamado

escalofrio.

Dificultad o incomodidad al respirar o la sensacién de no estar recibiendo suficiente aire.
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= Confusion, es decir, la incapacidad para pensar de manera clara y rapida, esto sucede espe-

cialmente en personas de avanzada edad.
= Sudoracién excesiva.
= Dolor de cabeza.
= Poco apetito, baja energia y fatiga.

= Dolor toracico agudo o punzante que empeora al respirar profundamente o cuando se tose.

2.7. Tratamiento

Segin la OMS la neumonia se trata con antibidticos, cuya administraciéon depende del microor-
ganismo que se sospecha, la gravedad de la neumonia y las caracteristicas del enfermo; éstos suelen
recetarse en los centros de salud u hospitales [46]. En la mayoria de los casos no se busca el germen
causante, basta con suministrar antibidticos orales (amoxicilina/IBL, cefuroxime-axetil o macroli-
dostomar) recetados por el médico. En estos casos se recomienda no tomar bebidas alcohdlicas, no
fumar, respirar aire caliente y himedo, hacer un par de respiraciones profundas dos o tres veces cada
hora, lo cual puede ayudar a sacar la flema de los pulmones, beber bastantes liquidos, mantenerse
en reposo y con los cuidados en el hogar, todas estas recomendaciones suelen ser suficientes para
la desaparicién de la infeccién [34]. Sin embargo, las personas que presentan mayor gravedad en
los sintomas deben ser hospitalizados. Al paciente hospitalizado se le realizan técnicas diagndsticas

como cultivo de muestras respiratorias o de sangre, broncoscopio, serologia o puncién pulmonar [34].

En general, es dificil saber si la neumonia es causada por una bacteria o un virus, por esta razén
se debe realizar un tratamiento antibiético. Este tratamiento implica el empleo de determinados
antibidticos segtin el germen que se sospecha. En mayor medida este tratamiento cubre las dos
bacterias mas frecuentes en la primera infancia: Streptococcus pneumoniae y Haemophilus influenzae

tipo b [58, 68, 20]. Algunos de los tratamientos se muestran el cuadro (2.4).
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Antibidticos segiin la edad

Edad Antibiéticos| Dosis |Dosis diaria
Cefotaxime [100—200 3
Recién nacido Ceftriaxona 50 2
Ampicilina 150 4
Ampicilina 100 4
Ceftriaxone 50 1
De 1 a 6 meses Cefuroxima 100 3
Cefotaxime 100 3
Eritromicina | 40-50 3
Ampicilina 100 4
Mayores de 6 meses| Ceftriaxona 50 1
Cefotaxima 100 4
Eritromocina| 40-50 3

Cuadro 2.4: Datos obtenidos del Boletin en la Internet de Sarasqueta P. Atencién primaria de la
salud.



Capitulo 3

Formulacion del modelo

La neumonia es una enfermedad respiratoria causada por microorganismos como: bacterias,
hongos, parasitos y virus. Entre los cuatro microorganismos que causan neumonia los de mayor
incidencia son las bacterias, la bacteria causante de la mayoria de las neumonias es el Streptococcus
pneumoniae (neumococo). Gran parte de los casos de neumonia se producen como resultado de
la inhalacién de pequenas géticas de tos o estornudos que contienen las bacterias. Estas bacterias
pueden permanecer en la boca o en la flora de la nasofaringe de una persona sana sin causar ningin
dafio, estas personas se conocen como portadores. Sin embargo, la bacteria puede llegar a los pul-
mones causando asi una infeccion. Existen algunos factores de riesgo asociados a la propagacién
de la neumonia como: las malas condiciones de higiene, el hacinamiento, los factores climéticos,
la polucién y la desnutricién. Los factores de riesgo que se presentan con mayor incidencia en el

municipio de San Juan de Pasto son: El hacinamiento, los cambios climéaticos y la desnutricién.

En este capitulo se formula un modelo matematico que intenta describir algunos aspectos bési-
cos de la transmisién de la la neumonia en la primera infancia en San Juan de Pasto, en donde
se considera que el hacinamiento y los cambios climéticos influyen directamente en la fuerza de

infeccién.

El modelo planteado es una modificacion del modelo propuesto por Ong’ala J.O, Mugisha J.Y.T.
y Odhiambo J. en 2012 [47]. Las modificaciones realizadas corresponden a la inclusién de pardmetros
que influyen fuertemente en la propagacién de la neumonia en la primera infancia en la poblacién
de San Juan de Pasto, Colombia, causada por Streptococcus Pneumoniae. Estos factores son la
desnutricién, el hacinamiento y los cambios climéticos. La desnutricién influye directamente en el
sistema inmune, dado que la falta de alimentos o la mala calidad de estos hace que el individuo sea
mas susceptible a adquirir la neumonia al estar en contacto con un portador o un infectado sin-

tomaticamente. El hacinamiento y los cambios climéticos son determinantes para el paso del estado

38
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susceptible al de infectado; esto significa que, si un individuo susceptible estd en contacto con un
infectado en un espacio reducido y por un tiempo prolongado, entonces existira mayor probabilidad
de que ocurra un contagio; o si un individuo susceptible esta en contacto con un infectado en épocas
de invierno o con cambios de temperatura bruscos, también existe una alta probabilidad de que

ocurra el contagio.

Teniendo en cuenta lo anterior, en la formulacién del modelo se consideran cuatro clases de
poblaciones: susceptibles (S), infectados (I), portadores (C) y recuperados (R). En un tiempo ¢, el
total de la poblacién (N) esta dado por:

N=S+I+C+R (3.1)

En el modelo se consideran los siguientes supuestos y parametros:
i) La tasa de crecimiento de la poblacién susceptible se denota por v.

ii) Una nueva infeccién puede darse debido al contacto efectivo ya sea con un portador o un

individuo infectado sintomaticamente.

iii) La fuerza de la infeccién se conoce como la fuerza necesaria para que ocurra el cambio de
un estado a otro, es decir la fuerza necesaria para que un individuo susceptible pase a ser

infectado, y se denota por A.

iv) Las personas recién infectadas se unen a la clase portadora con una probabilidad p, a la clase

sintomaticamente infectada con una probabilidad de (1 — p).
v) El cambio de estado de portadores a infectados sintométicos se da a una tasa .
vi) Los individuos infectados se recuperan a una tasa 7.

vii) Una proporcién ¢ de individuos infectados eliminan todas las bacterias del cuerpo y obtienen
inmunidad temporal; mientras que (1—gq) corresponde a la proporcién de aquellos que seguiran

siendo portadores de la bacteria.

viii) Los portadores pueden recuperarse y obtener inmunidad temporal a una tasa ; sin embargo,

existe una posibilidad de reinfeccion a una tasa J.

ix) Se supone la misma tasa de muerte p para cada poblacién y la tasa de muerte inducida por

la enfermedad por a.

x) Los factores que promueven la propagacion de la neumonia en San Juan de Pasto estan dados

por los parametros de desnutricién €p, hacinamiento €5 y cambios climaticos e..
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xi) Los factores de hacinamiento y cambios climaticos se incluyen en la fuerza de infeccién, la

cual se define como:

1+C

A= w(> 2 = (ep +ec)kP,
N

donde k es la tasa de contacto y P la probabilidad de que un contacto sea efectivo para

provocar una infeccion.

Figura 3.1: Diagrama que describe el modelo

Bajo los supuestos anteriores, la dindmica puede ser modelada por el siguiente sistema no lineal

de ecuaciones diferenciales ordinarias:
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d

£:U+5R—()\+M)S—5DSI—EDSC
dI
E:(1—p)AS+EDSI+7TC—(u+a+77)I

@ (3.2)
—r =PNS+ (L=l +epSC — (u+m+ B)C

dR
= =qnl + BC — (u+0)R.

El conjunto de interés biolégico esta dado por:
0= {(5, I,C,R)€R: : N(t) < “} (3.3)
1

Se asume que los pardmetros en el modelo (3.2) son positivos. En la siguiente proposicién se prueba

que las soluciones estdn contenidas en el conjunto €2 para todo t > 0.

Proposicién 3.1. El conjunto Q definido en (3.3) es un conjunto positivamente invariante del

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.2).

Demostracion. Primero, se prueba que las variables y soluciones son positivas para todo ¢ > 0 en

(3.2). Se considera la primera ecuacién en (3.2).

§:U+5R_(A+M)5—5DSI—EDSC.

Se tiene que:

dS
—[(A+pu) +epl +epC|S

/dS>/ [(A+ p) +epl +epCldt

In(S) > —[(A+u) +epl +epClt + K, K = cte
S > e—[(>\+u)+aDI+aDC]teK7 Sy = K

(3.4)

S > Soe—[(k—&-u)—i—apl-i-eDC}t >0

Por tanto, S > 0.

Se considera la segunda ecuacién en (3.2).

dal

E:(1—p))\S—|—5DSI+7rC—(,u+a+77)I
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Se tiene que:

(3.5)
Inl>—(p+a+nt+ Ky, K; = cte

I> e*(u+a+n)teK1,IO — 1

I> Ioe—(u-‘ra-‘rn)t >0

Por tanto, I > 0.

Se considera la tercera ecuacién en (3.2).

dc

i =PNS+ (L=l +epSC— (u+ 7+ H)C

Se tiene que:

d—fz-(u+w+ﬁ)0
/édCE/—(,u—Hr—i-B)dt

InC > —(p+7+ p)t+ Ky, Ko = cte
C > e_(“+”+6)teK2, Co = X2

C > Coef(u+7r+5)t >0

Por tanto, C' > 0.
Finalmente, se considera la cuarta ecuacién en (3.2).

dR
o =gnl + BC — (u+ 0)R.
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Se tiene que:

Por tanto, R > 0.

dR
> —(n+0)R

dt
1
— > —
/ 7R > / (1 + 8)dt

(3.7)
InR>—(u+0)t+ K3, K3 = cte

R > e*(qué)tng’RO — K

R > Rye~ W0t >

A continuacién se prueba que las soluciones del modelo (3.2) estdn contenidas en ) para todo

t>0.

Tomando la derivada con respecto al tiempo ¢ de (3.1) y sustituyendo las ecuaciones del modelo

(3.2), se tiene:

dN dS dI dC  dR

T w T T T w

% =v—al —uN

% <v—uN

% +uN <wv

%e“t + uNe“t < vektt

AN < e (3.9

/d(Ne“t) < /ve“tdt

t t
Ne“t‘ < Zont

=5

Nett — Ny < Eeut _v
u 7
N < % + (No . %)e*ﬂt
N<Z,
1

Por lo anterior, se sabe que S >0, I >0, C >0y R > 0, por tanto 0 < N(¢t) < 5 lo cual implica

que N, todas las otras variables (S, I, C, R) y todas las soluciones estédn contenidas en el conjunto

Ver desarrollo de los calculos Anexo A pig 66
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positivamente invariante 2.



Capitulo 4

Analisis cualitativo

4.1. Soluciones de equilibrio

Igualando la parte derecha del modelo (3.2) a cero obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

algebraicas

V+0R—(A+u)S—epSI—epSC =
(1=pAS+epST+7C —(p+a+n)l =
pN)S+ (1 —=gnl +epSC — (p+7+p)C =
gnl +BC — (u+0)R =

o o o o

Resolviendo el sistema (4.1), encontramos I, C'y R en términos de S*

(1 +8)[—v+ uS] [pr + (1 = p)(h2 + £pS)]

I ep ) [(1 = q)ym = hihs + epSh +epShy — £3,52] = 8| p[—anm — Bhy + BzpS] + (1= p) [(1 = )8 + hzan — ep Sar] |
o (1 +08)[-v + nS][p(h1 — epS) + (1 = p)(1 — )]

(u+8)(1+ep ) [(1 = @nm — hha + epShe + epShy — €3,5%] = 6[p[—anm — Bha + BepS] + (1 = p)[(1 = @)nB + hogn — epSan) |
R [~v + uS] [p(nm + h1B —epSB) + (1 — p)(hagn — epSqn + (1 — q)nB)]

(h+8)(L+ep5) [(1 = @)nm — hiha + epShe + epSh1 — €3,5%] — {p[fqmr — Bhy + BepS] + (1= p)[(1 — @)nB + hagqn — EDSqn]]
(4.5)

Si reemplazamos Sp = 1 en (4.5) se tiene 2,

Ip=0
Co=0
Ry = 0.

Wer desarrollo de los célculos Anexo B pag 66
2Ver desarrollo de los célculos Anexo C pig 73
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Por lo anterior el punto Ey = (%, 0,0, 0) es una solucién de equilibrio del sistema (4.1). Ademas, Ey
existe y es tnico. El punto Fy es llamado el punto de equilibrio libre de infeccién del modelo (3.2),

puesto que no hay individuos infectados.

Dado que al resolver el sistema (4.1), las variables I, C'y R dependen de S entonces para probar

la existencia de otra solucién de equilibrio, hay que determinar las condiciones en las que S existe.
De la tercera ecuacion del sistema de ecuaciones del modelo (3.2) se llega a
p(N)S + (1 —q)nl +epSC — hoC =0, (4.6)
reemplazando I y C definidos en (4.5) en la ecuacién (4.6), se obtiene:
aS? +bS +¢=0, (4.7)
donde, después de algunos célculos® se tiene

a=— (;ff(l —plep + %pep + (ep)?)
b=Lpm+ 21— o) + (1= p)(1— ) + pha + ey (48)

¢ =(1—q)nm — hyhs.

Dado que los pardmetros %, P, €D, T, h1, ha, q, n son positivos, entonces a < 0, b > 0, mientras que ¢
no tiene signo determinado. Para determinar el niimero de raices positivas de la ecuaciéon cuadratica
(4.7) se utiliza la regla de signos de Descartes. Note que a es negativo y b es positivo, mientras ¢
puede ser positivo o negativo. Los cambios de signos de los coeficientes pueden ser determinados a

partir de la siguiente tabla

a b c
— + +
—_ _l’_ —

En el primer caso hay solamente un cambio de signo, la regla de Descartes implica la existencia
de una unica raiz positiva. En el segundo caso hay dos cambios de signo, la regla de Descartes

implica la existencia de solamente una raiz negativa y cero o dos raices positivas. Puesto que

a(=8)? +b(—S) +c

=
|

2
I

3Ver desarrollo de los célculos Anexo D pag 74
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ya<0,b>0yc<0 por tanto no existe ningtin cambio de signo, Asi por la regla de signos de
Descartes, p(S) no tiene ninguna raiz negativa, lo que implica que tiene dos raices positivas cuando
c<0.

Cuando ¢ = 0, la ecuacién cuadrética (4.7) queda de la forma:

aS?+0b5 =0
S(aS+0b) =0 (4.9)

De la ecuacién (4.9) se tiene S =06 S = —b/a > 0, dado que a < 0. Al reemplazar S = 0 en (4.5)

las clases I, C'y R toman valores negativos, por lo que dicho punto carece de interés biolégico.

Por otra parte obsérvese que ¢ definido en (4.8) se reescribe como
Cc = hth(Rl — 1),

donde
(1—qnr

Ry = “hihe (4.10)

Lo anterior se puede resumir en

1. si ¢ < 0 entonces existe dos raices positivas,

2. si ¢ =0 entonces S > 0,

3. si ¢ > 0 entonces existe una raiz positiva y una negativa,
o equivalentemente

1. si Ry < 1 entonces existe dos raices positivas,

2. si R =1 entonces S > 0,

3. si R1 > 1 entonces existe una raiz positiva y una negativa.

En consecuencia si Ry < 1 entonces existen dos puntos de equilibrio endémicos Ey = (ST, I, CT, RT)
y Eo = (S7,17,C~,R™) en . Los resultados anteriores se pueden resumir en la siguiente propo-

sicion.

Proposicion 4.1. Siempre existe un punto de equilibrio libre de infeccion Ey = (%,0,0,0) Y un
punto de equilibrio endémico By = (ST, IT,CT R"). Si Ry < 1, ademds de Ey y Ey existe un
sequndo punto endémico Eo = (S~,17,C~,R™) en Q.
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4.2. Calculo del niimero reproductivo basico R

Para establecer la estabilidad lineal del punto de equilibrio libre de infeccién, es necesario en-
contrar el numero reproductivo basico (Rp), para esto se usa el enfoque del la matriz de la siguiente

generacion sobre el sistema (3.2).

Note que X = (S, R) dado que S y R denotan las clases de susceptibles y recuperados, Z = (I, C)
dado que tanto la clase de infectados sintomaticamente como la de infectados asintomaticamente

(portadores) son capaces de transmitir la enfermedad.

Por la proposicién(4.1), Ey = (S*, R*,I*,C*) = (ﬁ,0,0,0). (En el modelo (3.2) no hay clases
latentes, es decir el caso donde Y = 0).

Se tiene
A=Dzh <“,o,o,o> :
I

donde,
az _ % =1 =pAS+epSI+7C - (p+a+n)l,
dt |9 = p(N)S+ (1= gl +£pSC — (p+ 7+ B)C.

Se calcula Dzh(S,I,C, R)

(4.11)

N ~ o
Dzh(S,I,C,R):<(1 pxS+epS—m (1 p)NS—Hr)

pES+(1—q)n pLS+epS — hy

donde h; = (u+a+n) y he = (u+7+ ). Dado que N = .. en el punto libre de infeccién, entonces

la matriz jacobiana Dz en el punto Fy = (ﬁ, 0,0, 0) es:

(4.12)

A:Dzh(g,o,o,o) ((1—p)¢+spﬁ—h1 (1—p)1/1+7r>

po+1—qn  pp+epy — ha,

escrita en la forma A = M — D, es:

s ((1 o ( —pw) ) (—EDZ tho o ) (413)

pY pY —(1—=q)n —epy;+ho
por tanto,
M= ((I—PW (1—PW> D— (—EDZ-l-hl -7 ) C(414)
pY pY —(1—q)n —epj+he
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Los valores propios de la matriz M D~' son*:

A =0 y A2=¢{

(1 =p)[—epy +he+ (1 —@nl + plr — epy; + ]
[—sDﬁ + hl][—epﬁ + ho] — (1 —g)nm

Dado que Ry = max{A1, A2}, se tiene:

o — { (1= p)l—epp +ha+ (1= q)u] + plm —ep + ] } (4.15)

[~ep} + hnl[—ep} + hal = (1 g

4.3. Estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccion

En esta seccién, se determina la estabilidad asintdtica local de las soluciones de equilibrio del
sistema (3.2). Para este fin, se inicia analizando la estabilidad local del punto de equilibrio libre de
infeccién Fy = (ﬁ, 0,0, 0) en la region (2.

La linealizacién esta caracterizada por la matriz Jacobiana:

—~(A+p)—epl —epC —epS—£S —epS—£5 b
(1—pA+eDI  (1-p)4S+epS—h (1-p)LS+n 0 (416)
pA+epC pLS+(1—q)n pLS+epS — hy 0 '
0 qn B —(p+9),

donde hy = (u+a+mn)y he = (p+7+ 5).
Evaluando el Jacobiano J en Ej se obtiene:

—H —(¢¥ +epy) —(Y+epy) J
0 pp+(1—qn  pY+epy—he 0

Observemos que dos de los valores propios de J(Ey) son:

A= —p Ay = —(uu+0)

4Ver desarrollo de los célculos Anexo E pég 75
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Por otro lado al calcular det(AI — J*(Ep)) se obtiene el polinomio caracteristico®:
2
A% + (—w —2ep— 4 I + h2>A + <¢f:‘17E — (1 =pha + <5DE) —ep—hy — phy — ep—hy + hihy
[ [ [ [ 1
—(L=p)(1 = q)bn — pyr — (1 - Q)WT) =0

Por el criterio de Routh-Hurwitz, la parte real de los valores propios es negativa si a; > 0y as > 0,
donde

a] = —1/1—25D%+h1+h2
v VY 2 v v
ag = 1/1€D; —(I—=p)ha + <5D;> — 5D;h2 — pYhy — ED;hl + hihg — (1 = p)(1 — q@)vn — pym — (1 — @)

Dado que a1 y ag son positivos cuando Ry < Ry* y Ry < 1 respectivamente, donde,

(1—-p) [—€Dﬁ +ha+ (1—q)n] +plm — epy + h]
[—€D% + hy ] [—8Dﬁ + ha] = (1= q)nm ‘

v
Ry* = [-2ep— + h1 + ho]

7
Entonces Ey es localmente asintoticamente estable.

El resultado anterior se resume en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2. Si Ry < Ry* y Ry < 1, entonces el equilibrio libre de infeccion Ey es localmente

asintdticamente estable en QF.

5Ver desarrollo de los célculos Anexo F pag 76
5Ver demostracién Anexo G pag 77



Capitulo 5
Simulaciones Numeéricas

Las aproximaciones analiticas presentadas anteriormente pueden ser complementadas en este
capitulo para describir de forma satisfactoria el modelo que se formula. A falta del analisis de
estabilidad de algunas de las soluciones de equilibrio del modelo (3.2), se recurre a simulaciones
numéricas para describir la dindmica del modelo y comprobar la validez de los resultados obtenidos

anteriormente.

Se simulan diferentes posibles escenarios con el fin de verificar los efectos que algunos parametros
relevantes tienen sobre la dindmica de transmisiéon de la neumonia en la primera infancia. Esto es
importante desde un punto de vista de la investigacién epidemioldgica, dado que permite disenar

estrategias para el control de transmisién de la enfermedad en esta poblacién.

Los siguientes escenarios son presentados para la validez de la consistencia entre los resultados

obtenidos tedricamente en el capitulo anterior y las simulaciones numéricas del modelo.

En este modelo la eliminacién o progresién de la infeccién depende de los valores que tome el
numero reproductivo bdsico Ry definido en (4.15). Por lo que, en el primer escenario, con Ry < 1
v Ry < Ry*, es cuando la infeccién tiende a ser eliminada. Un segundo escenario, donde Ry > 1
vy Ro > Ry*, se refiere al caso en el que la infeccién persiste y se produce un brote epidémico. En
este orden, para realizar las simulaciones numéricas, se tienen en cuenta los valores de parametros

dados en el siguiente cuadro:
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Parametro|Descripcién Valor ‘ Unidad ‘Referencia

v Tasa cste de crecimiento de S 1N poblacién/dia|[47, 48]

k Tasa de contacto 0,1 1/dia [47, 48]

P Prob contacto sea efectivo 0,89 a 0,99 [47, 48]

p Prob portadores—infectados 0,085 a 0,338 [47, 48, 29, 30]
™ Tasa de cambio de portadores a infectados|0,00274 a 0,01096 1/dia [47, 48]

n Tasa con que los infectados se recuperan |0,0238 a 0,0476 1/dia [47, 48]

q proporcién eliminaciéon de bacterias 0,bal [47, 48]

o Tasa de muerte por la enfermedad 0,15 a 0,33 1/dia [47, 48]

J Tasa de reinfection 0a0,3 1/dia [47, 48]

1 Tasa de muerte natural 0 a 0,002 1/dia [47, 48]

15} Tasa con que los portadores se recuperan [0 a 0,999 1/dia Por hipétesis
Ep Tasa de hacinamiento 0 a 0,999 Por hipétesis
¢ Tasa de cambios climéticos 0 a 0,999 Por hipdtesis
€D Tasa de desnutricién 0 a 0,999 Por hipdtesis

5.1. Escenario 1: extincion de la enfermedad

A partir de los datos del cuadro (5), para este escenario se toman los valores de los pardmetros
v=0,008 =03 k=01, N =40, P = 0,89, u = 0,0002, p = 0,085, « = 0,15, ¢ = 0,75,
ep = 0,025, e, = 0,05 y ep = 0,00282, estos tres ultimos valores son hipotéticos. En las figuras
(5.1), (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) se varian los valores de 7, n y 8 con el propésito de

observar la dindmica de crecimiento de las poblaciones.

La simulacién numérica que aparece en la figura (5.1), se realizé con las condiciones iniciales
S(0) =20, I(0) = 15, C(0) = 10 y R(0) = 5 en un tiempo ¢ = 30000. Las figuras (5.2) y (5.3) se
desarrollaron con los mismos valores de los pardmetros que en la figura (5.1), pero con diferentes

condiciones iniciales, en las cuales se pueden destacar las siguientes caracteristicas:

» En la figura (5.2) se presenta una perturbacién antes de estabilizarse.

» Las figuras (5.2) y (5.3) se estabilizan en menor tiempo que en la figura (5.1), lo cual se
atribuye a que en la figura (5.2) el nimero inicial de la poblacién que se recupera es mucho
menor que el de la figura (5.1) y en la (5.3) el nimero de infectados y portadores es mayor

que los de la figura (5.1).
= En las tres figuras se observa un periodo largo de tiempo para estabilizarse.

Las simulaciones numéricas que aparecen en las figuras (5.4) y (5.5) se ejecutaron con las condicio-
nes iniciales S(0) = 20, I(0) = 15, C'(0) = 10 y R(0) = 5, con diferentes valores de los pardmetros
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m, 1y B pero conservando la condiciones Ry < 1y Ry < Rp*, en las cuales se puede observar
que las poblaciones susceptibles tienden a 40 y las poblaciones infectadas, portadoras y recupera-

das tienden a 0 a medida que el tiempo aumenta al igual que sucede en las figuras (5.1), (5.2) y (5.3).

Es interesante considerar la dinamica de crecimiento de la poblacién cuando Ry < 1 pero Ry >
Ry*, para lo cual, se realizaron las simulaciones numéricas que aparecen en las figuras (5.6), (5.7)
y (5.8). La figura (5.6), se gener6 con las condiciones iniciales, S(0) = 20, I(0) = 15, C(0) =10 y
R(0) = 5 en un tiempo t = 30000. Las figuras (5.7) y (5.8) se desarrollaron con los mismos valores de
los pardmetros que en la figura (5.6) pero con diferentes condiciones iniciales. En estas simulaciones

se puede destacar las siguientes caracteristicas:

» En las figuras (5.6), (5.7) y (5.8), las graficas de las poblaciones susceptibles no se estabilizan
en 40.

» En las figuras (5.6), (5.7) y (5.8), las graficas de las poblaciones infectadas, portadoras y

recuperadas se acercan a cero, pero nunca se hacen cero a medida que pasa el tiempo.

= La amplitud de las perturbaciones de las graficas de las poblaciones susceptibles en las figuras
(5.7) y (5.8) es mayor que la amplitud de las perturbaciones de la grafica de la poblacién
susceptible en la figura (5.6), esto se atribuye a que la poblacién inicial de recuperados es

mayor en las figuras (5.7) y (5.8).

5.2. Escenario 2: brote epidémico

Para este escenario, se utilizaron los valores de los pardmetros del cuadro (5), v = 0,008, § = 0, 3,
k=0,1, N =40, P =0,89, p = 0,0002, p = 0,338, a = 0,15, ¢ = 0,75, los valores ¢, = 0,75,
.= 0,5y ep = 0,00282, son hipotéticos. En las figuras (5.9), (5.10), (5.11), (5.12), (5.13), (5.14),
(5.15), (5.16) se varfan los valores de m, n y 5 con el propésito de observar la dindmica de crecimiento

de las poblaciones.

La simulacién numérica que aparece en la figura (5.9), se desarrollé con las condiciones iniciales
S(0) = 20, 1(0) = 15, C(0) = 10 y R(0) = 5 en un tiempo ¢ = 30000. Las figuras (5.10) y (5.11)
se realizaron con los mismos valores de los parametros que en la figura (5.9), pero con diferentes
condiciones iniciales. Por otra parte, se ejecutaron simulaciones numeéricas con diferentes valores de
pardmetros pero conservando las condiciones Ry > 1y Ry > Ry* en las figuras (5.12) y (5.13) con
condiciones iniciales S(0) = 20, I(0) = 15, C(0) =10 y R(0) = 5.

En las figuras anteriores, sin importar la variacién de las condiciones iniciales o de los valores

de los pardmetros, mientras se conserve las condiciones Ry > 1 y Ry > Rp*, todas ellas tienen
p ) y )



5. Simulaciones Numéricas 54

caracteristicas similares en las que las graficas de las poblaciones presentan perturbaciones y luego
se estabilizan. Ademas, las graficas de las poblaciones susceptibles se estabilizan en un valor distinto
de 40 y las poblaciones infectadas, recuperadas y portadoras nunca llegan a ser cero a medida que

el tiempo aumenta.

Es interesante considerar la dinadmica de crecimiento de la poblacién cuando Ry > 1 pero
Ry < Rp*, lo que puede verse en las simulaciones numéricas que aparecen en las figuras (5.14),
(5.15) y (5.16). La figura (5.14), se gener6 con las condiciones iniciales, S(0) = 20, I(0) = 15,
C(0) = 10 y R(0) = 5 en un tiempo ¢ = 30000. Las figuras (5.15) y (5.16) se realizaron con los

mismos valores de los pardmetros que en la figura (5.14) pero con diferentes condiciones iniciales.

Nétese que en las figuras (5.6), (5.7) y (5.8), en un principio, las soluciones tienden a estabilizarse
en el punto de equilibrio libre de infeccién, es decir las gréaficas de las poblaciones susceptibles se
acercan a 40 y las graficas de las poblaciones infectadas, portadoras y recuperadas tienen a cero. Sin
embargo, a medida que el tiempo aumenta, se observa que las gréaficas de las poblaciones presentan

perturbaciones y se estabilizan en un punto distinto.
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Figura 5.1: Gréaficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con: m = 0,00274, n = 0,0238 y 8 = 0,1156. En este
caso, se tiene: Ry = 0, 34067625, Ry* = 3,41645965 v R; = 0,00405352.

Figura 5.2: Graficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con condiciones iniciales S(0) = 50, I(0) = 40,
C(0) =30y R(0) =1 en un tiempo ¢ = 1000.
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Figura 5.3: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con condiciones iniciales S(0) = 15, I(0) = 100,
C(0) =30y R(0) =10 en un tiempo ¢ = 1000.
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Figura 5.4: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con: m = 0,01096, n = 0,0476 y 5 = 0,1100. En este
caso se tiene: Ry = 0,32637724, Ry* = 4,56488072 y R = 0,0072892.
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Figura 5.5: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t): m = 0,01, n = 0,0376 y 8 = 0,12. En este caso se
tiene: Ry = 0,18719037, Ry* = 2,59121951 y Ry = 0,00651693.

Figura 5.6: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con: 7 = 0,01096, n = 0,00238 y 5 = 0,0656. En
este caso se tiene: Ry = 0,16006487, Ro* = 0,08062527 y Ry = 0,00029933.
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Figura 5.7: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con condiciones iniciales: S(0) = 40, I(0) = 10,
C(0) =5y R(0) = 20 en un tiempo ¢t = 30000.

Figura 5.8: Gréaficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con condiciones iniciales S(0) = 70, I(0) = 20,
C'(0) =80 y R(0) = 30 en un tiempo ¢t = 10000.
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Figura 5.9: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con: m = 0,00274, n = 0,0476 y 8 = 0,115. En este
caso se tiene: Ry = 12, 8381665, Ry* = 10, 4020883 y R; = 0,00709548.

Figura 5.10: Graficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con condiciones iniciales S(0) = 50, I(0) = 1,
C(0) =1y R(0) =4 en un tiempo ¢ = 30000.
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Figura 5.11: Graficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con condiciones iniciales S(0) = 5, I(0)
C'(0) =50 y R(0) = 30 en un tiempo ¢t = 20000.

50,

Figura 5.12: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con: e, = 0,8, e, = 0,6, p = 0,085, 7 = 0,00274, n =
0,0238 y 8 = 0,115. En este caso se tiene: Ry = 6,89214687, Ry* = 3,66954272 y Ry = 0,00403301.
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Figura 5.13: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con: e, = 0,8, ¢, = 0,6, 7 = 0,00274, n = 0,0238 y
B =0,1156. En este caso se tiene: Ry = 12,3763707, Ry* = 6,64907106 y Ry = 0,00405352.

Figura 5.14: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con: # = 0,00274, n = 0,0476, p = 0,115 y
ep = 0,25. En este caso se t1ene Ry = 3,08115995, Ry* = 10, 4020883 y R = 0,00709548.
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Figura 5.15: Graficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con | condiciones iniciales S(0) = 60, I(0) = 20,
C(0) =30 y R(0) =15 en un tiempo ¢t = 80000.

Figura 5.16: Gréficas de S(t), I(t), C(t) y R(t) con condiciones iniciales S(0) = 100, I(0) = 70,
C'(0) =30 y R(0) =200 en un tiempo ¢t = 80000.



Conclusiones y futuras lineas de
investigacion

Conclusiones

Este trabajo de investigacién se enfoca en el estudio de la epidemiologia de la neumonia en la
primera infancia en San Juan de Pasto. En su desarrollo, se analizé la dindmica de transmisién
de la neumonia provocada por la bacteria streptococcus pneumoniae en la primera infancia en
dicha poblacién a través de sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias. Después
de hacer una revision bibliografica en la cual se considero tanto el fenémeno biolégico como la
lectura de algunos modelos matematicos relacionados con la neumonia producida por streptococcus

pneumoniae, se observaron los siguientes hechos:

i) La neumonia es la principal causa de mortalidad en la primera infancia en todo el mundo. En
colombia es considerada la segunda causa de muerte, en particular, en San Juan de Pasto se

presentaron 65 muertes en 2010.

ii) La bacteria streptococcus pneumoniae es la principal causa de neumonias adquiridas en la

comunidad.

iii) Los factores que promueven en gran medida la propagacién de la neumonia en San Juan de

Pasto son: hacinamiento, desnutricién y cambios climaticos.

iv) La neumonia es una enfermedad donde no se adquiere inmunidad, ademds, una persona puede

portar la bacteria pero no mostrar sintomas.

Por estas razones se decidié iniciar el proyecto con la formulacién de un modelo que considera las
siguientes poblaciones: susceptibles, infectados, portadores y recuperados. Ademds, se incluyeron
los factores que promueven la propagacion de la enfermedad. Se realizd un analisis cualitativo de las
soluciones del modelo, el cudl se establecié en términos del numero reproductivo basico interpretado
como el numero de infecciosas secundarias producidas por un individuo infectado en una poblacion
susceptible. Ademas, se realizaron simulaciones numéricas que complementan el analisis cualitativo.

A partir de los resultados tedricos y numéricos se concluye que:
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1. Existe un punto libre de infeccién Ey = (5,0,0,0), el cual es localmente asintéticamente
estable cuando Ry < min{1, Ry*} e inestable cuando Ry > min{1, Ry*}.

2. Cuando R; < 1 existen dos puntos de equilibrio endémicos Ey = (ST, 1T, CT RT) y Ey =
(S7,17,C~,R™). Sin embargo cuando R; > 1 existe solamente un punto de equilibrio endémi-
co By = (ST, IT,C*T, RT).

3. A partir de las simulaciones numéricas se puede concluir que:

= El punto de equilibrio libre de infeccién es localmente asintéticamente estable sin impor-
tar si cambian las condiciones iniciales o el valor de los parametros mientras se conserve
la condicién Ry < min{l, Ry*}.

= Si Ry < 1 pero es mayor que Ry*, el punto de equilibrio libre de infeccién no es localmente

asintoticamente estable.

= Si Ry > 1 pero es menor que Ry*, inicialmente las soluciones se aproximan al punto de
equilibrio libre de infeccion, pero luego se alejan de él. Lo que significa que dicho punto

es inestable.

» El punto de equilibrio libre de infeccién es inestable cuando Ry > min{1, Ro*}.
4. Los resultados de las simulaciones numéricas concuerdan con el andlisis cualitativo.

5. Los resultados tedricos y numéricos enunciados en los apartados anteriores dan lugar a las

siguientes conclusiones bioldgicas.

= La dindmica de transmisién de la neumonia por streptococcus penumoniae depende prin-
cipalmente del nimero reproductivo basico, Rg. En este analisis, se verificé que cuando
Ry < 1, la infeccién podria ser eliminada. Sin embargo cuando Ry > 1, la infeccién no

puede ser eliminada y se presentan brotes endémicos.

= Cuando se incrementa el valor de los pardmetros de hacinamiento y cambios climéticos,

estos influyen fuertemente para que Ry sea mayor que 1.

= Otros parametros que influyen significativamente en la dindmica de transmisién son: la
tasa con que los infectados se recuperan, la tasa de cambio de portadores a infectados y

la tasa con que los portadores pueden recuperarse y obtener inmunidad temporal.

Futuras lineas de investigacion

El trabajo presentado deja abiertas algunas interesantes lineas de investigacién a futuro, dentro

de las cuales se destacan las siguientes:

= Utilizar teoria de control para buscar estrategias que permitan controlar la enfermedad.
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= Realizar estudios estadisticos en San Juan de Pasto que permitan determinar los valores
numéricos reales de los diferentes pardmetros asociados al modelo, con el fin de desarrollar

simulaciones numéricas que muestren escenarios mas cercanos a la realidad.

= Considerar en el modelo otros factores que promuevan la propagacién de la neumonia, como

la polucién y las malas condiciones de higiene.

» Por ultimo, en el articulo [48] se considera la influencia de la vacuna para la bacteria strepto-
coccus pneumoniae, en la dindmica de transmisién de la enfermedad, seria interesante incluir

ésta en el modelo propuesto para el municipio de San Juan de Pasto.



Anexos

Anexo A

Suma de las derivadas del sistema de ecuaciones.

aN
dt

4s I _dC R
dt dt = dt dt
v+OR—(A+u)S —epSI —epSC+ (1 — p)AS

+epST+7C — (u+a+n)I+ p\)S+ (1 —q)nl
+epSC — (p+ 7+ B)C +qnl + BC — (u+0)R
V+OR—AS — uS —epSI —epSC + \S — pAS
+epSI+7C — pul —al —nl 4+ pAS + (1 —g)nl
+epSC — pC —nC — C + qnl + BC — uR — OR
v—al —u(S+I1+C+R)

v—al —uN

Dadoque N=S+I+C+ R

Anexo B

Para determinar las soluciones del sistema (3.2) se debe resolver el siguiente sistema de ecuacio-

nes algebraicas:

pNS+ (1 —gnl +epSC — (p+7+p)C =

v+ O0R—(A+p)S —epSI —epSC =
(1—=p)AS+epSI+nC — (p+a+n)l =

o o o o

gnl +BC — (p+0)R =
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La primera ecuacién del sistema (1)
v+ O0R— A+ p)S —epSI —epSC =0

se puede escribir como

k4 N g% _
v+0R N(I+C’)5’ wS ¢6D5’N(I—|—C)—O
U+5R—)\S—MS—EDE)\:O dadoque)\:ww
Y N
Despejando A se tiene
A= UHOR B 5)

De la segunda ecuacion del sistema (3.2)
(1—=p)AS +epSI+nC — hiI =0,

se despeja A

. hlf—EDSI— 7C
(I-p)s

donde h; = p+ a+n.

Igualando (5) y (6)

v+oR—pS  hl—epSI—nC
S(l—i—sD%) (1—p)S

(1— p)(v+6R — pS) = (1 + spi\;)(hll — epSI— C).

reemplazando R

1—p)ognl 1—p)6pC N N
(1—p)v+( /Lj-)(sqn —|—( Mi)éﬂ —(l—p)MS:h1[—€DSI—7TC+€DEh1]—(SD)2ESI—€D
1—p)d N N 1—p)épC N
(m —hy+epS— gDEhl + (€D)2$S)I = _(,u:)—)éﬁ —7nC — gDEWC —(1=pv+(1—p)us,

N
—7C
(0
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se despeja I en términos de S'y C

—(1=p)dBC = (n+8)7C — (u+ 6)epfnC — (u+ 8)(1 = p)v + (1 = p)pS
(1= p)dqn = (n+8)h1 + (u+8)epS — (u+d)ep T + (n+0)(ep) S
(1= p)dBC + (n+8)7C + (u+ 6)epFmC + (u + 8)(1 = p)v — (u+8)(1 = p)uS
(n+0)h1 — (u+6)epS + (n+0)epih — (u+6)(ep)?FS — (1—p)dgn

De la tercera ecuacién del sistema (1)
pN)S+ (1 —gnl +epSC — (p+7+p)C =0,

si se despeja A y se llama hy = o+ 7 + 3, se tiene

)= hoC — (1 — q)nl —epSC
= P :
Igualando (5) y (7), se tiene

v+ O0R—pS  heC—(1—q)nl —epSC
S(l—l—ED%) pS ’

reemplazando R se tiene

opgnl | opBC

L+ uto — upS = hyC — (1 — q)nI —epSC + ep—hy —ep—(1 — q)nI — (ep)*—SC

U v v "

[6pgn + (p+0)(1 —g)n + (p+ 5)617];[(1 — gl = (u+6)hoC — (u+0)epS1C + (u + 5)69‘Zh2

= (1 +8)(ep) 5 SC = (u+8)pu + 11+ H)upS = 595C,

factorizando C'

6pan + (u+ 6)(1 — ) + <u+6>stZ<1 — Q)0 + (608 — (u+ 6)ha + (u+ 8)epS

—(n+ 5)613];[112 + (b + 5)(813)2]1\;5]0 = (u+8)upS — (1 +6)pv.
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Reemplazando I en la anterior ecuacién se tiene

[6pgn + (1 +6)(L — g)n + (n + 5)692\;(1 —n[(1 = p)oBC + (u+0)7C + (1 + 5)617]1\;%0

— (u+0)(A = p)[~v + pS] + [6pB — (1 + 0)ha + (1 + d)epS — (1 + 5)6172}[112
40+ 8)(ep)P S+ s = (o DS + (u+ D)z’ malu+9)(en)* S
~ (1= P8anlC = plp-+ 8){=v + uSI+ Bhs — (e DS + (+ D)epy b
~ (1 +8)(ep) S = (1= p)3anl,

factorizando C'

6pan + (u+8)(1 — q)n + (u + 6>5D]l<1 (L= p)3B+ (it B+ (it 5>eDZﬂ (8)
+[0pB — (1 + 8)ha + (u+ 8)epS — (u+ 5)5D]1Zh2 + (u+ 5)(60)2’2}[3][(/1 +0)h (9)
(4 8)epS + <u+5>stZh1 . 6><5D>2Zs (1 p)gn]]C (10)
= p(p+ 0)[=v + pS][(n + 6)h1 — (n+ S)epS + (u + 5)5D]1\2h1 —(p+ 5)(61))22[5 — (1= p)dqn]

(11)
(i 8)(1— p)[—v + uS][pgn + (i + 8)(L — )+ (u+ 6>6D1Z<1 _— (12)
Se denota:
N N
a = [0pgn+ (n+06)(1—q)n+ (n+ 5)5[,?(1 —@)n)[(1 = p)of + (p+ ) + (p+ 5)6DE7T]

+[608 = (u+ Oz + (0 + 8)2pS = (u-+ )ep o + (1 +8)(ep)y Sl + )by
—(u+0)epS+ (u+ 5)5Dgh1 —(n+ 5)(51))2];75 — (1= p)dgn|
N ,N
b = plp+0d)[—v+pSl[(p+0)h — (n+6)epS + (n+ 5)5D5h1 —(n+0)(p) ES — (1= p)oqn]

T+ 6)(1 — p)[—v -+ uS)[Bpan + (u+ 6)(1 — gy + <u+6>sDiZ<1 .

Entonces la ecuacién (8) se puede expresar como aC = b y por tanto C = 2.
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A continuacién se intenta simplificar a

a = pqnd(1— p)B+ dpgn(p + 6)m + Spgn(p + 5)€DE7T + (1 +0)(1 —q)né(1 —p)B

"
81— n(u+ 6 + (u+ 6)(1 —q>n<u+a>eDiZw+ (u+5)€DiZ(1 — gné(1l— p)B
. 5>€Dg<1 It )+ (u+ 6><5D>2<Z>2<1 — Qi+ 8) + pB(u + 6) s

—0pB(p+0)epS + dpB(p + 5)5D]1Zh1 —pBp+ 5)(€D)2]1ZSI —6pgnd(1 — p)B — (1 + 0) (1 + 6)hah

+(p+0) (1 + 0)haepS — (1 + 0) (1 + 5)h2h15DiZ + (n+0)(p+ 5)h2(5D)2]lS + (14 0)h2(1 — p)dgqn

i+ 8) 1+ haepS = (e 6)(u+ 8)(ep)*S” + 11+ 6)( +8)(ep) o —

(1 +0)(p + 5)(613)352]1\; —(n+98)epS(1 = p)ogn — (n+6)(n+ 5)5D]lhlh2
(4 6) (e + 5)(5D)2]1Zh25 — (u+6)(p+ 5)(6D)2(]l)2h1h2 + (p+0)(p+ 5)(€D)3(Z)2h25

-+ 8)2 hall = pan -+ (u-+ 8) =+ ) ep ) RIS = (u+8)(u -+ 8)(ep)* 7 5°

ot 5><5D>3<Z>2h1<u+6>s (et )t 6>sD>4<g>252 . 5>ED>QZS<1 — o)san.

se factoriza (u + 9) y cancela dpgnd(1 — p)B — dpgnd(1 — p)B
N N
a = (p+9) [&xmw +opgnep-pm+ (1= q)nd(l = p)B + (1 =gy + 0)m + (1 = @)n(u + 8)ep o

+5D];j(1 —né(1—p)B+ 8Dg(1 — q)n(p+0)m + (6D)2(]l)2(1 — ) (p +6) + 6pBh

N N N
—dpBepS + 5P55D$h1 — 5P/3(5D)2ES — (i +0)hahy + (p+ 6)h2epS — (p + 6)h2h15DE

+(p+ 5)h2(5D)2]TZS + ho(1 — p)dgn + (u + 6)h1epS — (1 + 5)(5D)252 + (p+ 5)(8[))22}]]11

~(+ D)ep)SH — epS(L = p)ban — (u+8)epy haha + -+ 6)(en)*  haS

~(+ 8)(ep) (G Phaha + (D)) (3)*haS + ey ha(1 = p)oan + (1 + H)ep) 5 S

~(u+ 6><5D>3Zs2 " <sD>3<iZ>2h1<u 16— (u+ 6><5D>4<g>252 - <eD>2iZs<1 ~ o)oan].
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N N N
a = (p+6)|(p+d)[1—-gnr+(1- q)n6DEw + 5DE(1 —q)nm + (5D)2(E)2(1 —qnm
—hahy + heepS — hghlsDiZ + hg(sD)QiZS + h1epS — (ep)?S* + (5D)2]1ZSh1 - (6D)352]1Z
—5Dgh1h2 + (sD)zghgs - (sD)2(]l)2h1hg " (50)3(];’)%25 " (5D)2]lh15 - (eD)?’]ls?
+(ED)3(]1Z)2}L15 — (€D)4(]1Z)25’2] — (5[p[—q177r — qnspgw — Bhi + BepS — BEDiZhl
+5(5D)2]7ZS] + (1 =p)[(1—gnB+ EDZ(l — q)nf + haqn — epSqn + +8D];jh2qn - (5D)2]lsq77]ﬂ

0 = <u+a>{<u+5>[<1—q>m<1+wg>+@§<1—q)m(HaDiZ)—h1h2<1+aDg>

N N N N N
+epSha(1+ €DE) +epShy(1 + 5DE) — (ep)?S*(1 + 5DE) - EDEhth(l + €DE)

+<sD>2ths<1 4 aﬁf) n <5D>2thls<1 n epif) - <eD>3552<1 n EDZ)]

Sl (1 + sDZ> _ Bhi(1+ sD% + BepS(1+ eDiZn

+(1- p)[(1— g)B(1 + sD]l) T hagn(1 + sDiZ> —epSan(1+ EDZ)]}}-

Factorizando (1 + £D%) se tiene:

a = (p+3d)(1+ 5DZ){(M +0)[(1 — g)nm + 5DZ(1 — q)nm — hihg + epSha +epSihi — (ep)?S?

—EDghlhz + (ED)zghgs + (ED)zghIS — (ED)?)]qZSQ] — 5{p[—q777r — Bh1 + B&DS]

+(1 = p)[(1 — q)nB + hagn — epSqn]}}.

0 = (u48)1+ 8Dg){(u +6)[(1 = g)mm(l+ aD]l) ~ haho(1 + 5Dg) b enSiha(l+ EDZ)

+epSitha (1 + EDZ) —epS1(1+ 6Di\£)] — 0{pl—gnm — Bh1 + BepSi] + (1 — p)[(1 — ¢)nB

+hogn — epSiqn]}}.
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Finalmente a se puede expresar de la forma:

a = (p+0)(1+ 5DiZ){(/" +0)(1+ €DZ)[(1 — @)nw — hihg + epSihy + epShy — €5 S?)

—0{p[—gnm — Bh1 + BepS] + (1 — p)[(1 — @)nB + hagn — epSqnl}}.

Ahora se intenta simplificar b
N o N
b = plp+0d)[—v+pSl[(p+0)h — (n+6)epS + (n+ 5)5Dah1 — (n+0)(ep) ES — (1= p)oqn]

(it 8)( = p)v + uS)lBpan + (u+ 6) (1 — gy + (s + 5>5D§<1 — g,

b o= (u+8)v+uS](ut E)phy — (u+6)pepS + (u+ a)eDinhl St 6><5D>2Z

—(1 = p)pdgn + (1 = p)pdqn + (1 — p)(p+6)(1 —g)n+ (1 — p)(p + 5)6192\;(1 —q)n

Sp

b = (uet 8)—ut uSllplu+ ) (1L +2p 7)) ~ £0S(L+2p ) + (1= P+ 8)((1L = (1 + ep 7))

N
b= (rHd)l-v+pSi(u+0)(1+ep plplhs —epS) + (1 = p)(1 = q)nl.
Dado que (p+9)(1 + 5D%) estd tanto en a comoen by C' = g, por tanto

_ (o +8)[=v + pS][p(h1 —epS) + (1 = p)(1 — ¢)7] .
(4 +8)(1 +ep IDI(L — @)nm — hiha + epSha +epShy — €3,52] = 8[p[—anm — Bh1 + BepS] + (1 — p)[(1 — @)1 + h2qn — epSqn]]]

Por otro lado, igualando (6) y (7)se tiene
hil —epSI —mC  hyC — (1 —q)nl —epSC
(1-p)S pS
phil — pep ST+ (1 —p)(1 —g)nl = prC + (1 — p)haC + (1 — p)epSC

se despaja [

(pm+ (1 = p)ha + (1 — p)epS)C
ph1 — pepS+ (1 —=p)(1—q)n

I:

Reemplazando C en la ecuacion anterior tenemos que en el numerador y el denominador de I estd el
factor [ph1 — pepS + (1 — p)(1 — q)n], por tanto simplificando se tiene:

(p+8)[—v+ pS]lpr + (1 — p)(he —epS)]

I =
(1 +8)(1+ep iDL — @)nm — hiha +epSha +epSh1 — 4,51%] — blp[—qnm — Bh1 + BepS] + (1 — p)[(1 — a)nf + haan — ep San]]]
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De la cuarta ecuacién del sistema (1),

R =

1
e (gnl + BC),

reemplazando I y C en la anterior ecuacién y simplificando se tiene

R [—v + uS]lp(nm + h1 B — epSP) + (1 — p)(hagn — epSign + (1 — g)nB)]
(1 +8)(1 +ep )1 — @)nm — hiha + epSha + epShy — €3,52] — 8[p[—qnm — fh1 + BepS] + (1 = p)[(1 — )1 + haqn — epSqn]]]

Anexo C

En este anexo se prueba que el punto Fy = (ﬁ, 0,0,0) es tinico, para lo cual se reemplaza Sy = ﬁ

en el numerador de I, C'y R.

Numerador de I

v

(50w + (. )llpm + (1= p) +epg>1
(1 + 8)[—v + o] [pm + (1 — p)(he w%)} -0

Numerador de C
(n+0)[—v+ u(%)][p(hl - aD%> + (1= p)(1 - q)1]
(1 + 6)[~v +v][p(h —&-D§> +(1=p)(1—q)m] =0

Numerador de R
= +u(%)][p(mr +hif - ngm + (1 = p)(hagn — ED%qn +(1—qmB)]
[—v + v][p(nm + haf — ngm + (1= p)(hagn — engn +(1—q)nB) =0

DeahiqueIOZO,ngOyROZO
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Anexo D

Se expresa S en términos de los pardmetros. La tercera ecuacién del sistema (1)
p(N)S + (1 —q)nl +epSC — hoC =0,

puede ser escrita en la forma

p%]S + p%C’S + (1= +epSC — hyC =0,

se reemplaza [ y C

p Sl + )0+ uS)om + (1= p)(ha + epS)] + 0 ST+ 9) v + S [o( — 2pS)

+(L=p) X = @]l + (L = @)nl(p + 0)[—v + uS][pm + (1 — p)(h2 +epI)]]
+epS[(u+ 0)[—v + uS][p(h1 —epS) + (1 — p)(1 — @)nl] — ho[(1 + 0)[—v + pS][p(h1 —epS)
+(1=p)A =g)n]] =0

v Y ¥ 2, Y opg_ Y g Vo
pogPmS + por (L= p)haS = pr(1 = p)epS™ + poephaS = ppozepS™ + poe (1= p)(1 = @)

+(1 = @)npm + (L= @)n(1 — p)ha — (1 — q)n(1 — p)epS + epph1 S — (ep)?pS?
+ep(1 = q)(1 = p)nS — phahy — (1 = q)(1 — p)nha = 0.

[—p%(l —p)ep — p%ﬂ@ — plen)’]Si* + [p%mr + p%(l = p)ha + P%Phl + p%(l —p)(L=q)n

+pepha + pephi)St + p(1 — ¢)nm — phiha = 0.

[_%(1 ~P)ED - %p@ —(ep)")8* + [%PW + %(1 — p)ha + %phl + %(1 —p)(1—q)n

+ephy + €Dh1]5’ + (1 — q)mr — hihy = 0.

Resolviendo por férmula cuadrética

 —bE Vb —4dac

5 2a
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donde,
@ = R0 pep— Lpen— (e0)?)
b= (%pﬂ + %(1 ~ p)ha + %phl + %(1 — )1 = @0+ epha + ephy)
¢ = (1—g)m - hiha.

Anexo E

En este anexo, se calcula el niimero reproductivo basico Ry, para lo cual primero, se cdlcula la

matriz inversa D1

[—Epﬁ—l—hl][—&?[)%-i—hz]—(1—q)7]71’ (1—q)n —5D%—|—h1.

Se denota )

[—eng + hl[—en} + hal = (1 -

K =

Se calcula el determinante de la matriz M D~!. Por tanto,

det(MDfl—AI):f(/)K ((1—0)[—€D3+h2+(1—q)n]—/\ (1—p)[7r—5DZ+h1]>

pl=epy; + ha + (1 —q)n) plm —epy; + ] — A
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det(]WD_1 —AI = { [[Q/JK] [(1 — p)[—ﬁD% +ho+(1— q)n]H —A}
{ [[?/)K] [ﬂ[ﬁ - EDg - hl]H —A}
—Wﬂ{ [(1 ~ Pt + hﬂ] [p[—w:j Fht (1 q>n1] }
- A wm{ [(1 —plept +ha+ (1 q)n]] n {p[w ~ep?+ hﬂ] }A
+[¢K]{(1 - P)[—€D% + h2 + (1 — q)n] [P[?T B 5D% + hl]}
- {(1 —p)m— ED% + hl]] [P[—EDE +hy +(1— Q)"ﬂ} }: 0

_ {A _ [sz] [(1 - p)[—apg +he+(1—q)m + [p[?f - ED% + hl]H }A

=0
Entonces,
A =0
v v
Ao = [ur] (1= p)lmen® + e+ (1) + [l — ep + ]
Dado que, K = [—aDE+h1}[—aplﬂ+h2]—(1—q)mr entonces, Ay puede ser escrito en la forma:
I w
py gL Pel a4 (L= i)+ plr —eni + b,
[=p2 + Tn][epZ + hal = (1 - g
Anexo F

Se encuentra el polinomio caracteristico de la matriz J(Ep)

—H —(¥ +epy) —(¢¥ +epk)
J(Eo) = 0 (Q-pyp+epy—h (L—pp+m 0
0 P+ (1—=q)n pY +ept — ho 0

qn B —(p+9),
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donde hy = (u+a+n)y ha = (n+ 7+ f).
Dos de los valores propios son:

A =—p
Ay = —(p+9),

Se calcula los otros valores propios a partir de la matriz:

(I—p+ep—h  (I—p+m )
pp+(d—qn  pY+epy—hy,

J*(Eo) = (

Se tiene:

A=[1=p)p+ept—h]  (1—pp+m )

det(AT = J*(Eo)) = ( p+ (1= q)n A —lpp+epy — hol

A2 + (—1ﬁ — 2€Dﬁ + hy + h2)A =+ (’(/JEDﬁ — (1 — p)hg + (6D5)2 — ED%hQ — ,OLZJhl — ED%hl + hihg
(1 =p)(L = q)¢n —ppr — (1 —q)nm) =0

Anexo G
Demostracion. Segun el criterio de Routh-Hurwitz, las condiciones necesarias y suficientes para que

Re) < 0 son:

1. Primera condicién:

—¢—2€D8+h1+h2>0
7
La cual se puede reescribir en la forma:
v
P < —2ep—+hy+ ho
n
Por otra parte,

(L=p)l=epy +he+ (1 =q)n+plr —epp + i
[—8[)% + hﬂ[—&pﬁ + hg] — (1 — q)mr

Ro = 9( )

entonces 1) se puede escribir de la forma:
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donde,
(1 =p)l=epy; +ha+ (1 —q)n] + plr —epy; + hi

o —
[—epy; + hll[—epf 4+ ho] = (1 —q)nm

reemplazando ¢ = % en la primera condicion tenemos que

R
0 < —QEDE—l-hl—‘rhg
o %

Ry < [—28[)% + hy + hg]q)

entonces,

Ry < RO*
donde, Ry* = [—26D% + hy + hQ]‘I)
2. Segunda condicién:
v (0N v v
wspﬁ—(l—p)whﬁ(ep;) —ED;hQ—mbhl—€D;h1+h1h2—(1—p)(1—q)¢77—m/f7r—(1—q)7777 >0

La segunda condicién se puede reescribir de la siguiente forma:

weD% — (1= p)hs — pbhy — (1 = p)(1 — q)iby — pipr) + ((eDgf = sD%hz - nghl + hihy — (1 — @) > €
w@g — (1= p)tbha — pibhy — (1 — p)(1 — Q)b — pior) + <[—5D5 + hln—ng +ho) — (1 — g)nm) > 0

Yepy — (1= p)voha — phhy — (1 = p)(1 — q)¢om — pyprr

+1>0
[—8[)% + hﬂ[—&“p% + hQ] — (1 — q)mr

Al pasar a dividir la desigualdad no cambia, dado que [~epy + hi][—ep + ho] — (1 — ¢)nm > 0

porque el denominador del Ry es positivo (Ver Nota .1). Factorizamos ¢ y multiplicamos por (—1).

—epp + (1= p)ha + ph1 + (1= p)(1 — q)n + pr

Y ez e hlen + hal = (L= g

)—1<0

Sumamos un cero (—pwepﬁ + ,mbepﬁ).

—epy; +pepy; — pepy + (1= plha 4+ phy + (1 — p)(1 — ¢)n + pm
[_EDﬁ + hl][—gD% +hol — (1 —q)nm

Y( )—1<0

Factorizamos y obtenemos.

(1=p)l=epy +ha+ (1 —a@)n] + plr —epy + ha]
[—epy + hll—epy + ho] = (1 —q)nm

Ro = 9( )< 1
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Por tanto
Ry < 1.

Nota .1.
(L=p)l—epy +he+ (1 —q)n+ plr —epp + hi]

Ro=¢( [_5Dﬁ+h1”_€D%+hQ]_(1_(])777T

)

Veamos que el numerador de Ry es positivo, por tanto:

(1 —p)[—sD% +ho + (1 - g)n] +p[w—sD§ + ] >0
(1- p)(—m%) + p(—m%) + (1= p)lha+ (1 — g)n] + plm + ] > 0
—ED% + p(—eng) + P(_ED%) + (1= p)lhe + (L = q)n] + plr + h1] >0

v
—en (L=p)lh2 + (1 = q)n] + p[m + h1] >0
El numerador de Rj es positivo siempre y cuando

e-:Dg < (1= p)lha + (1 — q)n] + plm + ha]

(1= p)ha + (1 = q)n] + p[r + hi]

ep <
M

Por tanto,
ep <€p

(1=p)[ha+(1=g)nl+plr-+h1]

M

donde, ep =

Dado que el numerador es positivo, entonces el denominador también es positivo, porque Ry no

puede tomar valores negativos.
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