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PREFACIO

El texto de Calculo Vectorial - Teoria y Problemas - editado por la Universidad
de Narifio, tiene como objetivo plantear y resolver una serie de problemas
matematicos, en los que se utilizan herramientas vectoriales como lenguaje y
escenario para su comprensién y posterior solucién e interpretacion de los
resultados.

El libro puede ser utilizado como complemento o fuente de consulta para
estudiantes universitarios de los cursos de Calculo de varias variables y vectorial
de los programas de Licenciatura en Matematicas, Licenciatura en Informéatica,
Fisica y las ingenierias de Sistemas, Civil y Electronica de la Universidad de
Narifio.

El contenido tematico del texto consta de siete capitulos relacionados entre si y
que deben abordarse de manera secuencial. En el primer capitulo se resuelven
problemas relacionados con el algebra vectorial; en el segundo lo atinente al
tratamiento riguroso de las rectas y planos; en el tercero tépicos y aspectos
conceptuales de las funciones vectoriales de varias variables; en el cuarto lo
relacionado con las curvas en el espacio desde una perspectiva vectorial; en el
quinto se estudian las propiedades de los operadores diferenciales
vectoriales;en el sexto lo relacionado con la solucibn de problemas que
involucran las integrales de linea, superficie y volumen y finalmente en el
séptimo se abordan los Teoremas integrales de Green, Stokes y Divergencia de
Gauss con problemas de aplicacion.

Finalmente, se hace énfasis en que la utilizacibn de este texto requiere el
conocimiento y manejo de las técnicas béasicas de derivacion e integracion para
funciones de una y varias variables, el trazo de curvas y elementos basicos de
Geometria Analitica.

HERNAN ALBERTO ESCOBAR J.



1. VECTORES EN R?

1.1. DEFINICION
Se llama vector a la representacion grafica de un segmento de recta contado a
partir de un punto de R? en una direccion y sentido determinados. La Figura 1.1
muestra un vector AB de R® orientado del punto inicial Aal punto final B.
Cualquier vector ¥ con punto inicial en el origen de coordenadas queda
determinado porlas coordenadas de su punto final .
z

B

A/p(a,b,c)

v

X

Figura 1.1 Representacion grafica del vector 7 = <a, b, c>

Por tanto se escribe ¥ = (a,b,c) o bien OP = {(a,b,c).

Los escalares a, b, c se denominan componentes de ©.

1.2 MAGNITUD DE UN VECTOR EN R3

La magnitud de un vector, también conocida como mddulo o norma, es la
longitud del segmento de recta que une al punto inicial y el punto final del mismo.
Si ¥ = (a,b,c) esun vector de R? entonces su longitud se define como,

1.3 ANGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN R3

AZ

P(a,b,c)

<l

<v

X

Figura 1.2 Angulos directores del vector ¥ = <a, b, c>
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Se llaman o, By 6 los angulos directores de un vector ¥ de R?3, a los
angulos que forma el vector dado, respectivamentecon los ejes z,y y z, al
tomar como punto inicial el origen de coordenadas. (Figura 1.2).

En consecuencia ,
b c

; ; cosd = — .
f 17| 17|

cosa, cos 3 Yy cosd se denominan cosenos directores del vector 7.

S

cosa = ” cos 3 =

1)
el

1.4 IGUALDAD ENTRE VECTORES

Se dice que dos vectores de R? son iguales o equipotentes cuando tiene la
misma direccion, el mismo sentido y la misma longitud.
Analiticamente si A = (a,,a,,a,) Y B = (b,,b,,b,) son vectores de R
entonces,

A=Bsa=0b,i=1,23,

Esto significa A y B son iguales, siempre que sus respectivas componentes
sean iguales.
1.5 VECTORES NULOS Y UNITARIOS

= El vector nulo o vector cero tiene magnitud o longitud cero y ademas tiene
cualquier direccion. Se denota por O. En estas circunstancias el vector nulo de
R3es O = (0,0,0).

= Un vector unitario es aquel que tiene longitud igual a 1. Por ejemplo el vector
V = (1/2/2,0,1/2/2) es unitario pues, ||V || = \/1/2 +0+1/2=1

aLos vectores i = (1,0,0), j =(0,1,0), & = (0,0,1)son unitarios. Se los
denomina vectores candnicos o vectores base de R? ( Figura 1.3).

z

(0,0,1)

=l

(0,1,0) y
(1,0,0)

X

—

Figura 1.3 Vectores unitarios i, j y &

=Dado el vector dado @ = (a,b, c), es posible encontrar un vector unitario en la
direccion del vector dado v. Este vector se denota Uj; y se obtiene asi :

_ 1 a b c
U77= = a,b,c :< S =1 ] = >
17| ) it Al
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1.6 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON VECTORES

Se pueden definir dos operaciones fundamentales con vectores de R?: la
suma de vectores y multiplicacién por un escalar. Sean A= <a1,a2,a3> y
B = (b,,b,,b,) dos vectores y X un escalar, entonces,

1772773
= Suma de vectores.
A+B= (a,,a,,a,) + (b,b,,b,) = {(a, +b,,a,+b,a,+b,).
Esto significa que para sumar dos vectores de R?, se deben sumar miembro a
miembro las componentes respectivas y asi obtener otro vector de R3.

= Multiplicacion por un escalar

A = Ma,,a,,a,) = (Aa,, Aa,, Aa, ).

177727773

Al multiplicar un vector por escalar, se obtiene otro vector de R?,cuyas
componentes son el resultado de la multiplicacion de cada componente por el
escalar \.

1.7 PRODUCTO ESCALAR ENTRE VECTORES

El producto escalar entre dos vectores de R?, es una cantidad escalar cuyo
valor numérico corresponde a la suma de los productos componente por
componente.

Con simbolos : Si A = (a,,a,,a,) Y B = (b,,b,,b,) son vectores de R

19 Y99 Y3 1772773
entonces el producto escalar o producto punto o producto interno entre ellos
se denota y define como

A-B= a,b, +a,b, + a,b, .

Si 6 es al angulo que forman A y B, alternativamente se define:
A-B=|A|||| B||cosb.

1.8 PERPENDICULARIDAD ENTRE VECTORES

Sean A = (a,,a,,a,) y B = (b,,b,,b,) dos vectores de R?.

—

Se dice que A y B son perpendiculares entre si, siempre que su producto
escalar sea cero. Con simbolos,

AlBe A-B=o.
1.9 PROYECCION ESCALAR DE UN VECTOR SOBRE OTRO VECTOR

Sean A y B vectores no nulos. La proyeccion escalar de A sobre B es un
escalar no negativo, denotado por P( En correspondencia con la Figura 1.4

se define como

A/B)

_1AB
CCRNTIN
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A
6 i

Ps) B Pg)

!

Figura 1.4 Proyeccion escalar de A SOBRE B

1.10 PROYECCION VECTORIAL DE UN VECTOR SOBRE OTRO VECTOR

Sean A y E, A # O dos vectores. La proyeccion vectorial de A sobre E, es

otro vector en la direccion de §, denotado por 13(;1/5) y definido como

(A/B)

1.11 PRODUCTO VECTORIAL ENTRE DOS VECTORES DE R3
Sean A = (a,,a,,a,) y B = (b,,b

172 %727 73

,»b,) dos vectores de R?. El producto vectorial

—

0 producto cruz entre los vectores A vy E, en ese orden, es el vectorde R?
perpendiculara Ay a B ,denotadoy definido por,

R A
AXB = a, a, a,|-
b, b, b

—
%)
w

El calculo del determinate por los cofactores de la primera fila, conduce a

- = a, a,|- a, a,|- a, a,|=
AxB=7 -0 2li+|0 2k
b, b, b, b, b, b,
A Axé
B
A
Figura 1.5 Representacion grafica del producto vectorial A x B
O bien,
- = a, a a, a. a, a
AXB: 2 3 1 3 1 2 .
b, b, |b b |b b,

Notese en las Figuras 1.5y 1.6 que el vector AxB es perpendicular a los
vectores A yB.
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ol

o)

S

A
Figura 1.6 Area del paralelogramo determinado por Ky B

Por otra parte, es importante destacar el siguiente resultado :
|4 x B || = [|A][| B]|sens,
donde @ es el angulo determinado por los vectores A y B.

Se puede ver en la Figura 1.6 que el area del paralelogramo determinado por los

vectores A y B es justamente la magnitud del producto vectorial de los vectores
que lo determinan; esto es,

Area Paralelogramo = HZ( x B | unidades de area.

Ademas, el area del triangulo determinado por los vectores A y B es la mitad
del area del paralelogramo; es decir,

Area triangulo = %HE x B || unidades de area.

1.12 PARALELISMO ENTRE VECTORES

Sean A =(a,a,a,)y B =(b,b,b) vectores de R®. Estos vectores son

paralelos siempre que el producto vectorial entre ellos sea el vector nulo. Con
simbolos :

AllB< AxB=20.
Conviene decir que las componentes de los vectores paralelos son
proporcionales.

1.13 PRODUCTO MIXTO ENTRE TRES VECTORES DE R3

Sean A, ByC vectores no nulos de R3, definidos por A4 = (a,,a,,a,),

17 7727 773
—

B =(b,b,,b), C={c,c,c, ).El producto mixto entre A, B y C es un

19 Y29 Ys 172773

escalar denotado por A-(BxC) o [Zféé] y definido como

- - o a, a, a,
A-(BxC)=|b, b, b,
Cl c2 3
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7
[

Figura 1.7 Paralelepipedo determinado por A, By C

Wl vy

Es de anotar que el valor absoluto del producto mixto entre tres vectores ff, B

y C permite calcular el volumen del paralelepipedo determinado por ellos
(Figura 1.7); es decir,
V =|[ABC]],o bien

V=] A-(BxC )| unidades de volumen.

PROBLEMA 1.1

Considerar el punto P(3,4,8) localizado en el primer octante.
Hallar la distancia de P :
a) Al origen de coordenadas.

b) Al eje =.
c) Al eje z.
d) Al plano zy.
e)Al punto P (3, — 7,6).
SOLUCION
z
N(0,0,8) R(0,4,8)
P(3,4,8)
0 Y
M(3,0,0)
Q(3,4,0)
X

Figura 1.8 Paralelepipedo rectangulo en el primer octante

a) La distancia de P al origen de coordenadas es la magnitud del vector 0_15, como se
observa en la figura 1.8.
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OP = (3,4,8).
|OP| = /32 + 42 + 8 = /89.
b) La distancia de P al eje z, se obtiene asi :
MP = MQ +QP,
MP=(0,4,0)+(0,0,8)=(0,4,8).
La distancia es || MP| = /02 + 42 + 8 = 1/80.
c) Para hallar la distancia de P al eje z, se procede similarmente :
NP = NR+ RP,
NP =(0,30)+(31,0)=(3,4,0).
La distancia es HN_I5H = /32442402 = /25 = 5.
d) La distancia de P al plano zy es la longitud del vector Q_ﬁ
QP =(0,0,8).
La distancia es ||QP|| = /02 + 02 + 8 = /64 = 8.
e) El vector PP, se define como (3—-3,-7—4,6-8)=(0, —11, —2).

Por tanto la distancia entre los puntos P y P, es la magnitud del vector P_é ;
esto es,

| PR = /07 + (= 112 + (- 22 = /125 = 5\/5.
PROBLEMA 1.2
Dados los vectores A = (—3,4,1) y B= (0,2, —5), calcular :
a) El vector A +2B.
b) Angulos directores A + 2B .
¢) Producto escalar entre A y B .
d) Proyeccion escalar de A sobre B.
e) Anguloentre Ay B.
SOLUCION

En correspondencia con los apartados 1.6 a 1.10, se pueden calcular las
operaciones indicadas asi :

a) A+2B =(-3,4,1) +2(0,2, - 5),
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2B =(—3,4,1) +(0,4, — 10),

_|_
A+2B =(-3,8 -9).

b)
|4 +2B| = [A(-3,8 -9)]
|A +2B| = /(=3)2+ 8+ (-9 =1/9+64+81 =/154.
Por tanto,
cosa:_—g' cosﬂzi' 6036:_—9
V154 V154 V154

De esta forma, a =~ 104° B~ 49°51"; &~ 136°39.

c) A-B ={(-34,1)(0,2, —5)=300)+4(2) + 1( - 5),

) P“_\Zl-é\_ |-14] 14
WE = IB|  [[(0,2, =5)|| O2+22+ (-5
14 14 14/29

(E/é)—m_ﬁg_ 29

e Pz 7
) LY T Ve
= 14 14 28 70
Pam =95 02 =5 = (353 ~ )"
f A-B = | ||| B|coso: cosf= 28
A B
08 0 — A-B — 14 _
IA|| B V(=3P +2+ 1/ +2+(-5)
—14
0= —; 0 ~ 120° 39
COS \/76\/79
g) Si C=A + 2B, entonces el vector unitario en la direccion de C es:
~ C A +2B 1
Up=—=——S""" = —3,8, —9),
CTE| |14 +2B] V154 )
ﬁ~—< -3 8 -9 >
CNV154" /1547 /1547
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PROBLEMA 1.3
Si Ay B son vectores no nulos de R? definidos por A ={(a,,a,,a,),

B = (b,,b,,b,) entonces se cumple que

1772
|4 % B | = A]°)1B|" - (4. By

Esta expresidon es conocida como la identidad de Lagrange.

DEMOSTRACION

A partir del segundo miembro de la identidad de Lagrange después de
reemplazar cada vector por sus componentes se tiene :

|47 B - (4 By

(a® +a? +a?)(b? + b2 +b%) — (a,b, +a,b, + a,b,)*.

Al efectuar las operaciones indicadas y simplificar se llega a :

IA|°|BII = (A-B)2 = (ab, —a,b,)® + (ab, — a,b)? + (a,b, —ab,)?
||E||QHB’H2 o (A’E)Q = ||<a2b3 o a3b2’ a3b1 - albs’ a1b2 o ale >||2
IAI’|BII* = (A4-B)* = ||4 x B ||".O

PROBLEMA 1.4

Si Ay B son vectores de R3, definidos por A = (a,,a,,a,), B = (b,,b,,b,) y
6 es el angulo formado por ellos, entonces

|4 x B = [|4]|| Bljsene.
SOLUCION

A partir de la identidad de Lagrange y de la definicion de producto escalar, se
tiene :

1A x B "= [l4F B] - (4B
1A x BI" = AP B]" ~ (| A[[| Blcos 6)>.
|4 x B |* = IAF(| BI" - | 4[| B]|*cos>6.
|3 % B | = A1) B~ cos?6).
|4 % B | = | ZI (7| seno.

Al extraer raiz cuadrada en los dos miembros, se llega a :

|4 x B || =|4llll Bllseno. O
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PROBLEMA 1.5

Si A y B son vectores de R? no paralelos, probar que la magnitud de AxB
es el area del paralelogramo determinado por A y B.

SOLUCION

—

X

Figura 1.9 Paralelogramo determinado por A y B

. : . h
En efecto, del triangulo ABC de la figura 1.9, se tiene que senf = m,es

decir h = H é”sen@.

Ahora bien, el area de un paralelogramo es el producto de su base por su
altura, entonces

Area = ||A || h = ||A||| Bl|sené.
Pero por el Problema 1.4, se tiene

14 x B || = [|A][| B]|sene.
Por tanto, .

Area = ||A x B ||.O
PROBLEMA 1.6

Un triangulo tiene como vértices los puntos P(—3,2,1), Q(4,2,3) y
R(2, —2,5).

a) Calcular los angulos internos del triangulo.
b) Hallar el area del triangulo.
SOLUCION

a) De la Figura 1.10 se puede establecer que el triangulo con los vértices dados
esta limitado por los vectores

PQ=(7,0,2); PR={(—-54,4); QR=(-2 —4,2).
Las longitudes de los lados del triangulo considerado son :

|PO| = a9+ 0+1 = /53

|PR|| = /25 + 16 + 16 = /57;
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IQR|| = VA+16+4 = /24

o

R

Figura 1.10 Triangulo determinado por tres puntos

Para encontrar el valor del angulo «, se procede asi:
PQ-PR = (7,0,2)-(—5,4,4) =35+0+8=43.
—_— —> — —
Puesto que PQ- PR = ||PQ||||PR||cosa, entonces,
— —>
PQ- PR 43

cosa = = - a = 38°31.

IPQIIPR]  v/53v/57

De la misma forma,
PQ-QR = (5, —4,4)- (-2, —4,2)= —10+16+8 = 14.
PQ-QR _ 14
|PQI|QR] V5724’
La suma de angulos interiores de todo triangulo es igual a 180°. Entonces,
a+ B+ 6 =180,
6 =180° — (e + B) = 180° — (38° 31" 4+ 67° 45'),
6 =173°44".

b) Para encontrar el area del triangulo, se utiliza la propiedad del producto
vectorial entre vectores, establecida en el apartado 1.11.

B = 6745

cosfB =

PQx PR =

IS NG |

J
0
4

(G2 SEEN IS

Al desarrollar el determinante por los cofactores de la primera fila, se obtiene :

7 0
o =4 /)

|7 o2
5 4

Y

— = 0 2
PQXPR—<_4 4
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PQx PR = (8, —18, —28).
En consecuencia el area del triangulo considerado es :

Area = || PG x PR = 5|[(8, 18, ~25)||

Area = %\/64 + 324 4 784,

, 1 . .
Area = 5\/1172 — /293 unidades de area.

PROBLEMA 1.7

Demostrar el Teorema de los segmentos medios: En todo triangulo el
segmento que une los puntos medios de dos lados es paralelo al tercer lado e
igual a la mitad de su longitud.

DEMOSTRACION

Considerar el tnangulo ABC de la Figura 1.11, en donde M y N son los puntos
medios de los lados C'A y BC respectivamente.

De la construccion geomeétrica se tiene,
BC = BN + NC.

Puesto que BN = N_é, entonces,

BC =2 NC; NC = JBC. (1)
Analogamente,

CA=CM + MA,
y como CM = 0_;4, entonces, CA=2 CT/[,

Ol = ; TA. 2)

B
Figura 1.11 Triangulo limitado por tres vectores
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Al considerar el triangulo M NC, se puede ver que,

MN + NC +CM =0,

de donde

MN= —[NC+CM]. (3)
Al reemplazar (1) y (2) en (3) se tiene :

MW = — [ BC + CA]. (4)

Pero, en el triangulo ABC', se cumple que

AB+BC +CA =0,
entonces, . .

AB= —[BC+CA]. (5)
Al sustituir (5) en (4) se tiene :

MN:%AE (6)

De la relacion (6) se concluye que MN y AB son paralelos y,ademas, MN es
la mitad de AB; es decir,

IMN || = 5 AB[| = 5[|AB [|.0

PROBLEMA 1.8
Comprobar que cualquiera de los vectores X = (3,4,2), Y = (1, -1, 3),
7 = (1, 3, — 1) puede expresarse como combinacion lineal de los otros dos.
SOLUCION
Se deben encontrar escalares o y g de forma que que se cumpla que
X=aY +pZ.
Por tanto,
(3,4,2) =a(l, —1,3)+ (1,3, - 1)
<3747 2> = <Oé, - Q, 30é> +<ﬁ7 367 _B>
<3747 2> = <a+67 —Oé+3ﬁ, 3(1—/8>
Al igualar las componentes respectivas se llega a:

a+06=3 —a+38=4; 3a—p3=2.
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a+pf=3
Al resolver el sistema lineal 3x2 —a+33=14 se obtiene,
da— =2

a = 5/4; p="T/4.
En consecuencia se puede escribir :
X=5/4Y +7/4Z.
Y consecuentemente,

Y=4/5X —7/5Z; Z=4/1X —5/7Y.
PROBLEMA 1.9

Encontrar las componentes del vector C de magnitud 3 perpendicular a cade
uno de los vectores A = (4, —2,1) y B= (1, 1, 2).
SOLUCION

Sea C = <a, b, c>el vector buscado, donde las componente a, by c sor
deswconocidas. Como C' es perpendicular a 2(, entonces C - A = 0. Por tanto,

a, b, c)- (4, —2,1) =0,
4a —2b+c = 0. (1)
Analogamente, C es perpendicular a E, entonces, C-B= 0; estoes :
a, b, c)-(1,1,2) =0,
a+b+2c=0. (2)

Ademas, C debe tener longitud igual a 3. Entonces,

vat+b2+c?=3; a?+ b +c?=9 (3)

- . . )
Al eliminar b entre las ecuaciones (1) y (2), se obtiene: a= — c

- . . : 7
Al eliminar a entre las mismas ecuaciones, se obtiene: b= — ¢

Al reemplazar estas ultimas ecuaciones en la relacion (3), se encuentra que

2 2 e
l—§c] —I—l—zc] +c?=09; c:ig 110.

6 6 25

3v/ 110 b— 214110

Por tanto, a = F 5 y b= F 110

En consecuencia, el vector buscado tiene dos posibilidades :
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G _3y/110 214/110 94/110 o bien
o 22 7 110 7 55 ’ ’
G 3110 21+4/110 _9\/110
o 22 7 110 55 '

PROBLEMA 1.10

Los vectores X y ¥ forman un &ngulo de 60°y ademas || X ||=4y || V| = 10.
Determinar el valor de || X + ||¥

SOLUCION
Al desarrollar || X + V|| se obtiene :
[Z+¥F = IRIF+ Y|P +2 X7
I +7|=X"+7 +2X.7.
Pero L o
- = IR 7 eos 60

X 4(10)1/20 = 20.
En consecuencia,
|X +V||* = 4% + 10* +2(20),

|X + Y| = 16 + 100 + 40 = 156.

IX +Y| = /156.

Por tanto,

PROBLEMA 1.11

Deducir el Teorema de los senos : En todo triangulo la razén entre los lados y el
seno trigonométrico de su angulo opuesto es constante.

DEMOSTRACION

5 ) )

Figura 1.12 Triangulo y sus tres angulos internos o, 8y 6

Sean a,f y ¢ los angulos internos 'y [|@ |, | 2|y ||¢]| los lados del triangulo
de la Figura 1.12. Entonces, se quiere demostrar que,

@l _ el _ Ie]

sena  sen 3 send’
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De la construccidon geométrica se se obtiene que,
¢c=0b-— a. (1)

Al multiplicar vectorialmente por ¢ :

Al efectuar el producto vectorial en los dos miembros se llega a :
1213 [lsena = ||| @ |sen 5.

Después de simplificar y transponer términos,

Lol _ Ila]] )
= . (2)

sen B sen«

Al multiplicar la relacion (1) por por b y después de operar se obtiene,
2l _ 12l

= : (3)

sen « send

Finalmente de lasrelaciones (2) y (3) se puede escribir,
lall _ 130 _ Izl o
sena  sen 3 send

PROBLEMA 1.12

Dado un cubo de arista unidad, calcular :

a) Angulo formado por su diagonal y una arista.

b) Angulo formado por su diagonal y la diagonal de una cara

v\ ANZ
P(1,1,1) P(1,1,1)
¢)
> 8 >
..... Y 3 Y
e e Q(1,1,0)
X X
Figura 1.13a Cubo de arista unidad Figura 1.13b Cubo de arista unidad

en el primer octante en el primer octante
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SOLUCION

a) En la Figura 1. 13a se puede ver que el angulo 6 es premsamente el angulo
director del vector OP. ,que esta formado con el eje z. Como OP = (1,1, 1),

entonces,
1

1 1
c080 = — = — )
|OP|  V12+12+12 /3
De esta manera,
1
§ = arccos | — | ~ 54°44’.
lﬁ]

b) En la Figura 1 Ep el angulo 6 entre las diagonales del cubo, esta formado
por los vectores OP =(1,1,1)y 00 = (1,1, 0).Por definicién de producto
escalar, se tiene :

OP-0Q  1+140 2

~[oPllogl ~ VavE T Ve

En consecuencia

§ = arccos[ ] ~ 35°16'.

2
%

PROBLEMA 1.13

Hallar el vector de R? que sea perpendicular a A= ( 1, > y tal que el
producto vectorial de dicho vector con el vector B = < >sea el vector
C=(6,3 -3).

SOLUCION

Sea X = <a, b,c > el vector buscado. De acuerdo a los datos del problema,
este vector debe ser perpendicular al vector A= ( 1,8, —2 >; entonces,

X-E=O; a,b,c>-<1,8,—2>:0;

a+ 8b—2c=0. (1)
Por otra parte, el producto vectorial entre X y Bes igual vector 5; esto es,

XxB= C; (a,be)x (1, =1,1)=(6,3, —3);

b+c, —a+c, —a—b> = <6,3, —3>.
Por igualdad entre vectores,
b+c=6, (2)
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—a+c=3, (3)
—a—b = —3. (4)

Entre las ecuaciones (1) a (4) se ha formado un sistema de ecuaciones
lineales, cuya soluciones: a=2, b=1, c=5.

De esta forma, el vector buscadoes: X = (2,1,5)-

PROBLEMA 1.14

Probar que el cuadrado de un lado de un triangulo es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados, menos el doble del producto de dichos lados,
multiplicado por el coseno trigonométrico del angulo que forman. (Ley de los
Cosenos)

Analiticamente, esto es H'c’||2 = ||ZL’H2 + ||3H2 —2||@|||[?]| cos C.

B

ol
Dl

- C
A b

Figura 1.14 Triangulo definido por los vectores a, b y <

DEMOSTRACION

En la Figura 1.14 , se aplica la regla del tridangulo para operar vectores asi
b+ ¢ =a; esdecir, 2= a—0b . (1)
Puestoque (¢)2=¢|°=2.2 y @.b=|a|]|[?| cosC, (2)

de la ecuacion (1) se tiene :

(2 =(a-0)"=(a-b)-(a-b),

(2 =(d)-2a-b+ (D),

[ = 11a@ll" — 2[[@]||[2l] cos € + |[BI|",
es decir,

I = lla@l” + 211" — 2[|@|||[?] cos ©. O
NOTA

De la misma Figura 1.14, se obtienen expresiones equivalentes para la ley de
los cosenos para los otros dos lados :
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[@l1" = [oll" + [l — 21[B]||[2]] cos 4.
1" = [[@ll* + [[el* — 2l[@]l[[¢]| cos B.
PROBLEMA 1.15

a) Demostrar que los puntos P(k,2,k), Q(2, —k,0) y R(a, 0, + k) son
veértices de un triangulo isésceles.

b) Hallar su area en términos de k.

c) Hallar el area para k£ = 2.

SOLUCION

a) Los vectores que forman el triangulo son : P_é =(2—k, —a—k, —k);
B —_—
RQ=(2—k, —k, —k—2)y PR=(0,—2,2).

La longitudes de los lados del triangulo son, respectivamente :

Q(2,-k,0)

9]
~_

o\ [o
) R(

Figura 1.15 Triangulo isdsceles definido por tres puntos

P(k,2,k k,0,K+2)

1 POl = V@ =R+ (= k=22 + (= k) = /3K +5,
|RQ| = V@ =k + (k24 (—k—2)?= /312 +8.

—_— —_—
Puesto que || PQ|| = || RQ||, es decir dos lados son iguales, se concluye que
el triangulo en la figura 1.15 es isdsceles.

b) El area del triangulo es :

—_ u—y —_

1 —_ — 1 v -7 k
A= || PRXxPR|=3|2-k —k —k-2|
0 —2 2

|2k —k-2
’ 0 2

Y

2—k —k
0 -2 ’

L/ -k —k—2
A‘§<‘—2 2

A:%<—4k—4, — 44 2k, —4+2k>,
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A:%\/(—4k—4)2+(—4—|—2k)2—|—(—4+2k)2,

A = +/6k? + 12 unidades de area.
c)Para k=2, A=./6(2)?+ 12 = 6 unidades de area.



2. RECTAS Y PLANOS EN R®

2.1 LA RECTA. DEFINICIONES Y CONCEPTOS

Una recta L es una sucesion infinita de puntos dispuestos en un misma
direccion y por tanto tiene una sola dimension.

Sea L una recta del espacio que contiene a un punto dado P, y paralela a un
vector dado D. Si P es un punto gen@go de ella, entonces la recta L es el
conjunto de puntos tales que el vector PP, es paralelo al vector D; esto es,

_> —

PPy =tD.
D se denomina vector direccional.
t es un escalar o parametro.
NZ P

Po

L/

ol

<V
g o

X

Figura 2.1 Recta y vector direccional ?

Entonces, para determinar una recta como en la figura 2.1 se necesita :
e Un vector direccional D # O.
e Un punto de larecta P,.

Con mas detalle, la ecuacion vectorial de la recta L, que pasa por el punto
P,(x,,y,, 7)Y es paralela al vector D # O, definido por D = (a,b, c), viene
dada por la expresion vectorial :

x—xo,y—yo,z—zo>:t<a,b,c>, (1)
o bien

:U,y,z>:<:1:0,yo,zo> —I—t<a,b,c>. (2)
De manera mas compacta :

X=P,+tD, teR. (3)
NOTAS
¢ Dos puntos también determinan una recta en el espacio.
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eSi D # O, noimplica que todas las componentes del vector sean cero.

2.2 ECUACIONES PARAMETRICAS DE UNA RECTA

De la relacion (1), al igualar las componentes respectivas se tiene :

x— x, = at; y— vy, = bt; z — z, = bt;
r=ux,+at

es decir, y=1y,+bt teR. (4)
z=z +ct

Las ecuaciones (4) se denominan las ecuaciones paramétricas de la recta L
que pasa por el punto P(z,vy,z2)Y tiene como vector direccional a

D = <a, b, c>.
2.3 ECUACIONES SIMETRICAS DE UNA RECTA

A partir de las ecuaciones (4), al despejar el parametro ¢, e igualar se obtiene
que,

r—x, Y=Y, z— 2,
— = ) 5
a b c (5)

La relacion (5) corresponde a las ecuaciones simétricas de la recta L, que
pasa por el punto P,(z,,y,,2,), en la direccién del vector D = (a,b,c ).
NOTA

Resulta conveniente utilizar las ecuaciones paramétricas en lugar de las

ecuaciones simeétricas, si alguna de las componentes del vector direccional D
es cero.

2.4 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN R?

Sean P(x,,y,,2) Y PJ(=x,,y,,%) dos puntos de R?. La distancia entre P y P,
es un escalar no negativo, denotado por d(P,P,) y correspondiente a la
magnitud del vector que une los dos puntos en cualquier sentido. Se define por

d(P17P2) = \/(xl —$2)2+ (y1 - y2)2+ (Zl - 22)2 )

o bien,

d(PUPz) = \/( Ly — 371)2 + (y2 - y1)2 + (zz - 21)2'
2.5 ANGULOS DIRECTORES DE UNA RECTA

Se llaman angulos directores de una recta L, respecto del sistema de
coordenadas xyza los angulos o, y 6 formados por la recta L Yy los
semiejes positivos coordenados z, y y z respectivamente. Un angulo director
toma valores entre 0° y 180° inclusive. Figura 2.2.
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/ 6/\33

[¢]

B
<V

X
Figura 2.2 Angulos directores de la recta L
En muchos casos, para la resolucidn de problemas, resulta conveniente utilizar
los cosenos de los angulos directores, en lugar de los angulos mismos, de

manera que a cosa, cos3 Yy coséd se los denomina cosenos directores de la
recta L.

2.6 COSENOS DIRECTORES DE UNA RECTA

Nz
AV, L
Q
5
PL—7)B >
77 v,
v,

>
y

x  Figura 2.3 Cosenos directores asociados a la recta L

Los cosenos directores asociados a la recta L que pasa por los puntos
P(x,y,2)Y Q(z,,v,,2,)Yy dirigidade P a @ los definen las relaciones:

x, —

Yy — Y, 2y T %
N _— 6:
7 cos

d ’ d ’

cosa = cos 3 =

donde d es la distancia entre Py (@);es decir, P_é =d.

El anterior ejemplo lo podemos observar en la figura 2.3

2.7 ANGULO ENTRE DOS RECTAS

El angulo agudo que forman dos rectas en el espacio, viene dado por el
angulo que forman sus respectivos vectores direccionales. Por tanto, si 0 es el
angulo
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determinado por las rectas L; y L, de R3 cuyos vectores direccionales
respectivamente, son D, = (a,,b,,c,)y D, ={(a,,b,c,) lo determina la
relacion,

a1a2 + b1b2 + ClCQ

cost = ,
Ja+B e Ja2+ 82+
o bien
cosf = %
1D,/

2.8 POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

2.8.1 Paralelismo. Las rectas L, y L, son paralelas si tiene la misma
direccidn, pero no tienen ningun punto comun.

Para determinar analiticamente esta condicidn, se procede asi: Sean
D, ={a,,b,c)y D,=(a,,b,c,) respectivamente, los vectores direccionales

1 17271771 29729 2

de lasrectas L, y Lo.

Estas rectas son paralelas, siempre que 51 y 52 sean paralelos; es decir,
D, =XD,o bien (a,,b,c) = (Xa,,Ab,,Ac,), \eRo sea, cuando las

1727171

componentes respectivas de sus vectores direccionales son proporcionales.

2.8.2 Perpendicularidad. Las rectas L; y L, son perpendiculares siempre que
sus respectivos vectores direccionales sean perpendiculares.

Analiticamente : Si los vectores direccionales de las rectas L; y L, son
D, ={a,,b,c,y y D,={a,,b,c,) respectivamente, entonces se dice que

1991y ™1 29 72772
dichas rectas son perpendicularesentre si, siempre que D, y D, sean
perpendiculares; estoes, D -D, = 0. Al efectuar el producto escalar se obtiene
una expresion equivalente : a,a, + b0, + c,c, = 0.

2.9 EL PLANO

Plano es un término que se refiere a algo llano,liso o sin relieves. En ese
sentido es una representacion geométrica que sélo cuenta con dos dimensiones
y contiene infinitos puntos y rectas.

Para definir analiticamente un plano, se parte del principio de la geometria
elemental que establece que una recta es perpendicular a un plano, si dicha
recta es perpendicular a cualquier recta que pertenezca al plano dado.

Si P,(z,,y,7) €s un punto dado del plano =,y N = (A, B,C )es un vector
normal a,m, entonces de acuerdo al precepto geométrico antes mencionado el
vector PP, es perpendicular al vector N. Si P(x y,z) es un punto cualquiera

—

del plano 7, se puede escribir que (Figura 2.4.), N PP, = 0.
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Figura 2.4 Representacion grafica del plano «t

A B.C >-<:c—x0, Y=, z—zo> =0,
Al —z)+ By —vy,) +C(2—z) =0, o bien,
Az+By+Cz+ D =0,
conocida como ecuacion general del plano.
NOTAS
Un plano también puede ser determinado por :
¢ Dos rectas paralelas.

¢ Dos rectas que se cortan (Rectas secantes).

e Tres puntos no colineales.

2.10 POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Sean los planos 7, y m,, cuyos vectores normales son N; y N, respectivamente.
Se presentan estas posiciones relativas entre ellos :

a) Paralelismo. Los planos dados son paralelos, si sus respectivos vectores
normales son paralelos. Con simbolos :

7'('1||7I'2 Si le kNQ, ]{7750

b) Perpendicularidad. Los planos son perpendiculares si sus respectivos
vectores normales son perpendiculares; esto es,

m, L m, si Ny Ny =0.
2.11 DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO

Sean el plano =, cuya ecuacion es general es Axr+ By+Cz+ D=0y un
punto P(z,,y,,%) exterior a =. La distancia d entre el plano 7y el punto P,
viene dada por,
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B |Az, + By, + Cz,+ D |

d
JA+ B2+ 0

2.12 ANGULO ENTRE DOS PLANO

El angulo entre dos planos es igual al angulo que forman los vectores normales
de dichos planos.

Sean los planos , y ,, cuyos vectores normales son N, = (a,,b,c)Yy
N, = <a2,b c> respectivamente. El angulo agudo 6 formado por ellos lo

2 27 2

determina la relacion
a1a2 + b1b2 + Cch

cosf = ;
Ja2+b e Ja2+ 5+
0 bien
cos b = _{\/’1.]\—7’2
1V 1V ]
PROBLEMA 2.1
Dados el punto P(7, —7,2) y el vector D= -5, -3, 4), encontrar las

ecuaciones vectorial, paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por el
punto P, en la direccion del vector D.

SOLUCION

1) La ecuacion vectorial de la recta pedida es :

X={(7,-72)+t(—-5 —3,4),con teR.

r=T7T—-05t
2) Las ecuaciones paramétricas se escriben como : y=—7-3t tek.
z=244t

r—7 y+7 z2-2
-5 =3 4

3) La ecuaciones simétricas son :

PROBLEMA 2.2

Considerar los puntos de R*definidos por P(2, —2,3) y Q(2, 4,4).Hallar las
ecuaciones vectorial, paramétricas y simétricas de la recta que pasa por dichos
puntos.

SOLUCION

Un vector direccional D para larecta L, se obtiene asi :



Rectas y Planos en R? 43

D=PQ=(2-24+24-3)=(0,6,1).

1) Como P(2, —2,3) esun puntode larecta L, la ecuacion vectorial de dicha
recta se escribe como :

X=(2,-2,3)+t(0,6,1), teR.

2) Las ecuaciones paramétricas de L son :

r =2
y= —2+6t teck.
z2=3+t
, s 2 z-3
3)Las ecuaciones simétricas de L son: z =2; %; Zl .

NOTA

—_ —_—
El vector Cﬁ@' definido como Dy = QP = <0, -6, —1 ) pued3§er utilizado como
vector direccional; incluso cualquier otro vector paralelo a QP.

El punto Q(2, 4,4) también puede ser tomado para definir analiticamente la
recta pedida; al fin y al cabo la recta también lo contiene.

De esta forma, se pueden obtener otras ecuaciones vectoriales, paramétricas y
simétricas diferentes para a recta L que pasa por los puntos (2, —2,3) vy
Q(2,4,4), pero equivalentes a las ya obtenidas, pues de todas maneras
identifican el mismo lugar geométrico, como por ejemplo la ecuacion vectorial :

X =(2,4,4)+t{(0, =6, —1) con t € R.

Y sus ecuaciones parameétricas son :

=2
y=4—-6t tekR.
z=4—1

Y por ende las ecuaciones simétricas:

y—4 z—4

—6 -1

Noétese que para cualquiera de los casos considerados, se obtiene que la

primera componente es la constante x = 2., lo cual significa que L es una
recta paralela al plano yz.

T — 2;

PROBLEMA 2.3

Determinar las ecuaciones para la recta L, que contiene al punto P (3,4, —5)
y es perpendicular a los vectores A= (3,2,5) y B=(1, —1,5).
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SOLUCION =

7

Figura 2.5 Plano y vector normal definido por Zy B

El producto vectorial entre A y B genera un vector perpendicualr a los dos;
como en la figura 2.5, esto es:

» 2 5| |3 5|3 2
LRI A

AxB =(20,10, - 5).

N

El vector Ax B = (20,10, —5) es perpendicular a Ay B,y por tanto, un
vector direccional para la recta pedida L es precisamente este vector o cualquier
vector paralelo a él. Al simplificar, el vector D= <10, 5, — 1> es un vector
direccional para la recta L.

Asi, las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que contiene al punto
P (3,4, —5) y esperpendiculara A= (3,2,5)y B= (1, —1,5)son
respectivamente :

r=3+1

- —4
y—d+2t ter, y L3 _y—4_z¥5
RN 4 2 1

PROBLEMA 2.4

Sean P(4, —2,6)y Q(-3,5 —7)dos puntos de R®. Calcular los angulos
directores de la recta L que pasa por los puntos dados y dirigidade P a Q.

SOLUCION
Un vector orientado de P a @, paralarecta L, es D = (—17,7, —13).

Este vector D puede ser utilizado como vector direccional de la recta que pasa
por los puntos Py Q.

La longitud de D se calcula como

—

D] = /(= 7)2+ (7)2 + (- 13)2 = /267,
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Ademas, un vector unitario en la direccion de D es precisamente

—

1
Up = —(-7,7, —13).
\/ 267
En correspondencia con el Paragrafo 2.6, los cosenos directores de la recta L
son precisamente los cosenos directores del vector UB,pues pues la recta L

es paralela aU5. Por consiguiente,

cos o = _—7; o = arccos | —— | ~ 115° 21,
\/ 267 L v/ 267 |
7 7]
cos f = ——; = arccos | —— | ~ 64°38,
& \/ 267 & | /267
cosb = - : 8 =arccos l —_ 131 ~ 142°42'.
267 267

NOTA

Una recta L puede "orientarse" en un sentido o en sentido contrario. Si la recta
pasa por los puntos P (z,,y,,2,) Y Q(z,,v,,2,), un vector direccional puede ser
el que se originaen Py terminaen (; estoes,

D = <x2 —Z,Y — Y, 2 —z1> = <a, b, c>.

Pero, también, un vector direccional es el que se origina en () y termina en P;
es decir,

—

E:<x1—$2,y1—y2,zl—zz>:<—a, — b, —c>.

De esta forma,la recta L se dirige segun D vy se define por las ecuaciones
simétricas :

Analogamente, recta L se dirige segun E' y sus ecuaciones simetricas son :

T, Y-y 2—%

—a —b —c
No obstante, de acuerdo a lo observado en el Problema 2.2, los dos juegos de

ecuaciones anteriores son equivalentes y describen al mismo lugar geométrico :
la recta L que pasa porlos puntos P y Q.

PROBLEMA 2.5

Demostrar que la suma de los cuadrados de los cosenos directores de una recta
es igual a la unidad.
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SOLUCION

De acuerdo al Paragrafo 2.5, los angulos «, 6 y 6 sonlos angulos directores de
la recta que pasa por los puntos P(z,,y,,2,) Y Q(=x,,y,,2,).

En consecuencia:

Ly — Xy Yy — Y,
5 COS = —
d ) ﬂ

Z —z
cosd = =2 L.

d ’ d ’

CoS X =

donde d es la distancia entre P y Q; es decir, PQ =d .

Al elevar al cuadrado las relaciones anteriores y sumarlas, se obtiene

12 oy 12 _ 212
cos*a + cos?B + cos*s = [% :1:1] —i—[iy‘z yl] -l—[zQ Zl],

d d d
_ 2 . 2 _ )
608204+60825+COS26 — (SCQ 'rl) + (yz d2y1) + (22 Zl) 7
d?
cos’a + cos®3 + cos?s = o 1.

Por tanto,
cos’a + cos’f + cos?*6 = 1.00

PROBLEMA 2.6

Sean las rectas L; y definidas como L, definidas como :

x 2-y z—-1 1—2z Y z
L P = = = L: = = —.
1y T3 o Y T3 T 475

Calcular el angulo agudo deteriminado por ellas.

SOLUCION

X

Figura 2.6 Angulo entre dos rectas L yL,

En correspondencia con el Paragrafo 2.7 el angulo agudo formado por dos
rectas es igual al formado por sus respectivos vectores direccionales.
Observando la figura 2.6 presentada anteriormente
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Los vectores direccionales de las rectas L, y L, son, respectivamente,

1

D,=(2,-32)y D,=(-3,-4,5).

Por tanto :
cosf = PlD_? :2(_3)+(_3)(_4)+(2)(5)
1D, [[[| D, | V2917
cost = =0, 548795472.

16
\V17+/50
En consecuencia,

~ arccos(0,548795472) ~ 56° 42'.
PROBLEMA 2.7

Considerar las rectas L; y L, determinadas por las parejas de puntos puntos
P33, —5,2),Q(11, —3,6) y R(5, —3,2), S(9, — 5, 6) respectivamente.
Determinar coordenadas del punto de interseccion de las rectas

SOLUCION

Un vector direccional para la recta L, es :
D,=(11-3,-3+56-2)=(824).

De la misma forma, un vector direccional para la recta L, es:
D,=(9-5 -5+3,6-2)=(4, —2,4).

Si las dos rectas no son paralelas es posible que tengan un punto de
inerseccion o que se crucen.

Las ecuaciones paramétricas para la recta L; son:

r= 3+ 8t
y= —5+2t tekR, (1)
z=2+4t

y las ecuaciones paramétricas para la recta L, son :

r=b-+4s
y= —3—-2s seR. (2)
z2=2+4s

De las ecuaciones (1) y (2) se obtiene el sistema de ecuaciones lineales :

8t —4s =2
2t +2s =2 (3)
4t —4s =0
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Al resolver el sistema lineal (3)de ecuaciones 3 x 2 para sy t se tiene :

De las dos primeras ecuaciones anteriores, se llega a :

Al reemplazar los valores (4) en la tercera ecuacion de (3), se encuentra :

1 1
4(5) —4(3) =0.
Se puede ver que el sistema de ecuaciones (3) tiene solucién unica para s y t.
Por tanto las rectas dadas se intersectan. El punto de interseccion se encuentra
al reemplazar los valores de s y t en las ecuaciones (1) 0 (2) :

1 1 1
x = 5+4(§) =7 y= —3—2(5) = —4;, z= 2+4(§):4.

Se concluye que el punto de interseccion entre las rectas dadas es (7, — 4, 4).

PROBLEMA 2.8

Sean P y () dospuntosdelarecta L;, Ry S dos puntos de larecta L, vy
d la distancia minima entre ellas. (Figura 2.7). Determinar la relacion matematica
que permita encontrar la distancia minima entre dos rectas.

SOLUCION

Tomese un punto R de la recta L, y calculese un vector perpendicular a las
dos rectas dadas, que pase por R, por medio del producto vectorial P_Q’ X RS.
Ademas, se define otro vector que une el punto R, con otro punto P de la
recta L,. De esta forma, la proyeccion escalar del vector PR sobre el vector
perpendicular PQ xRS determina la distancia d entre Liy L.

ANZ
N
S L
o R 2
d
—
— ]
> Q

L

<V

X
Figura 2.7 Distancia minima entre dos rectas L,y L,

Ahora bien, de acuerdo al paragrafo 1.9 la Proyeccion Escalar de un vector A
sobre otro vector B es un escalar no negativo, denotado por y definido por
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4B
Yam =51

—_

En este caso, A= PR; B = @x ﬁ Por tanto la distancia minima d se
calcula como

_ | PR-(PQxRS)|
|PQx RS ||

Y

o bien
|[PR PQ RS) ||
| PQx RS ||

PROBLEMA 2.9

Calcular la distancia minima existente entre la recta determinada por los puntos
M(4,-3,4) y N(-2,1,5), alpunto R(6, —2, 1).

SOLUCION R

d L

M

Figura 2.8 Distancia de un punto a una recta

De la Figura 2.8 se obtiene :
MN =(—6,4,1)y MR = (2,1, —3).

e
En correspondencia con el Paragrafo 1.8 la proyeccion escalar del vector M R
e _
sobre el vector M N se obtiene como

o |MR-MN| |-12+4-3] 11
PRI TR VE6 11641 (/53]
Dado que el triangulo M SR es rectangulo, la distancia d entre el punto R y la

recta L, que pasa por los puntos M y N, se obtiene por medio de la relacion
pitagorica para uno de los catetos :

d = \/Hﬁé I - a2

La magnitud del vector MR se calcula como H]\T}?H =V4+1+9=1+/14,
entonces al reemplazar en la expresiéon para d se llega a:
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2 2 121 621
_ _ |20 — S ()
d= VI =[] = - B B s

PROBLEMA 2.10

Hallar la ecuacién general del plano que contiene al punto P,(3, —2,7)y es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos Q( —4,2,6) y R(1,5, —3).

SOLUCION AR

' PO

Figura 2.9 Plano perpendicular a recta que pasa por dos puntos

Si el plano buscado en la figura 2.9 es perpendicular a la recta que pasa por los

puntos @) y R, entonces su vector normal N puede ser el vector que tiene
como punto inicial a Q y punto final a R; esto es,

N=QR=1(53 -9 =(A,BC).
Luego, la ecuacion general del plano es

A,B,C’>-<x—3,y—|—2,z—7>:0,

9,3, —9>-<a:—3,y—|—2,z—7>:(),

x4+ 3y—92+54=0.
PROBLEMA 2.11

Calcular la ecuacion general del plano que contiene a tres puntos no colineales
definidos como P(1, 4, —4), Q(2,5,3) y R(3, 0, —2).

SOLUCION

De acuerdo a la disposicidn de los puntos P, Q y R de la Figura 2.10, se tiene
—> —
que PQ =(1,1,7) y PR=(2, —4,2).

Al efectuar el prod_ugto vgqtorial entre ellos, se obtiene el vector P_Q’ X P_R> =N
que esnormala PQy PR vy, por ende, normal al plano pedido .
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S
rd
p=4

i Q

Figura 2.10 Plano definido por tres puntos

0 _' _’ 0 rd
El producto vectorial entre PQ) y PR se obtiene asi :

— — — 3
PQxPR=N = 1 = (30,12, — 6).

[N S |
o =~ 3

—4

Al simplificar, un vector normal al plano es N = (5,2, —1).

Al tomar uno de los puntos, P(1,4, —4), se puede calcular la ecuaion general
del plano asi: :

(5,2, —1)-(z—1,y—4,2+4)=0,
5(r—1)4+2(y—4)—1(z+4=0,
or +2y —z—17=0.

NOTAS

—_— . —_— e
1) Los productos vectoriales QP x PQQ o QR x RP también generan sendos
vectores normales al plano pedido. Se puede comprobarque seobtiene el
mismo vector normal, aunque con sentido contrario, pero de todas formas
normal al plano .

2) Se pudo considerar otro punto diferente al punto P para obtener la misma
ecuacion general del plano. En efecto al tomar Q(2, 5, 3), se obtiene :

(5,2, —1)-(x—2,y—5,2-3)=0,
5(r—2)4+2(y—5)—1(z—3) =0,
Sr+ 2y —z—17=0.

PROBLEMA 2.11

Considerar el plano 7 definido por su ecuacion general 3z — 4y + 12z — 12 = 0.
Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, —1,3) y que sea
paralelo al plano .
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SOLUCION

=zl
=l

Ao/
A/

Figura 2.11 Dos planos paralelos

El vector N = <3, —4,12>es normal al plano dado 7. Segun los datos del

problema se requiere un plano paralelo al plano ; por tanto, N= ( 3,—4,12 > es
normal al plano pedido 7. véase en la figura 2.11

Como este plano pasa por el punto P(1, — 1, 3), entonces su ecuacién general
se obtiene asi :

(3, —4,12)-(x—1, y+1,2—3) =0,
3(x—1)—4(y+1)+12(2—3) =0,
3r —4y + 122 — 43 = 0.

PROBLEMA 2.12

Hallar la ecuacion general del plano perpendicular al plano cuya ecuacion
generales = +2y+3z—10= 0y que pase punto P,(4, —2,6).

SOLUCION
- Po(4,-2,6) Po(4,-2,6)
T ' TG
T T
Figura 2.12a Dos planos perpendiculares Figura 2.12b Dos planos perpendiculares

El plano dado =7 tiene como vector normala N = (1, 2,3 > y el plano buscado
m, tiene como vector normala N, = <A, B, C> con componentes desconocidas
por el momento. Como deben ser perpendiculares entre si, entonces sus
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vectores normales son también perpendicualres entre si; esto es, N,- N = 0;
entonces,

(A, B,C ) (1,2,3) =0,
A+2B+3C =0.

Esta ecuacidn lineal en tres incognitas tiene infinitas soluciones. Al fijar dos de
ellas, por ejemplo A =1, B =1, se obtiene :

14+2(1)+3C =0,

C=-1.
Por tanto el vector N, = (1,2, —1) es un vector normal al plano buscado y
como contiene al punto P, (4, — 2, 6> entonces, su ecuacion general se obtiene
como

(1,1, =1 ) (x—4,y+2,2-6)=0.

r+y—2z+8=0.
NOTA

Las Figuras 2.12a y 2.12b muestran dos de las infinitas posibilidades que tiene el
problema. Notese que en los dos casos mostrados el plano buscado contiene al
punto P,(4, —2, 6).

PROBLEMA 2.13

Hallar la ecuacion general del plano perpendicular a cada uno de los planos
definidos como 3z +4y— 2+ 12=0 y 2z — 3y — 42+ 10 = 0 que pasa por el
punto P,(4,5,—2).Véase en la figura 2.13.

SOLUCION

Sea w: Ax+ BY +CZ + D =0 la ecuacion general del plano buscado, cuyo
vector normal N = (A,B, C>es perpendicular a cada uno de los vectores
normales de los planos dados N; = (3,4, —1)y Ny = (2, -3, —4).

Por tanto, N = N, x Ng; esto es,

N = (3,4, —1)x (2, =3, —4).

es decir,
B PR k
N=|3 4 —1|= -—19,10, —17).
2 -3 -4

Como el plano buscado debe contener al punto P, (5,4, —1), entonces su
ecuacion general es :
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!

2

-P,(4,5,-2)

[\

/

Figura 2.13 Plano perpendicular a otros dos planos

—19,10, —17)(z =5,y —4, 2+ 1) = 0.
Después de efectuar el producto escalar y simplificar, se obtiene

— 192+ 10y — 172 — 8 = 0.

PROBLEMA 2.14

Sean 7 x+3y—2—-4=0y 7 2zx—y+2+6=0,planos no paralelos.
Hallar las ecuaciones de la recta generada por la interseccion entre ellos.

SOLUCION

Figura 2.14 Recta determinada por la interseccion de dos planos

Para encontrar las ecuaciones de la recta interseccion entre los planos dados se
debe resolver el sistema lineal de ecuaciones 2 x 3, formado por las
ecuaciones de los planos dados para z, y, z. observe la figura 2.14

r+3y—2z—4=0 (1)
20 —y+24+6=0 (2)

El sistema se resuelve asi :

Al eliminar z entre las ecuaciones dadas se obtiene :
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14 4 32
= _ 3
y - (3)
La eliminacion de y entre las ecuaciones dadas, conduce a :
1442
=12 (4)

Al tomar z =1t como parametro, se obtiene que las ecuaciones paramétricas
de la recta de interseccion pedida L son

_14+2t 14 +3¢
- _ 7 ) y - 7 )
Las ecuaciones simétricas de la recta se escriben como

T z=1.

—Tx—14 Ty—14
= = 2.
2 3 ’
o bien,

r+2 y—-2 =z

-2 3 T
Las ecuaciones paramétricas de la recta interseccién L se escriben como :

r= —2-—2t
y=2+3t teR.
z =1t

PROBLEMA 2.15

Calcular el angulo agudo determinado por los planos 7, y 7, definidos por
m 3z +4y—52+11=0y m,:2—2y+32—5=0. Como en la grafica 2.15.

SOLUCION

P

Figura 2.15 Angulo determinado por dos planos

Por simple inspeccion se puede constatar que los planos dados no son
paralelos y en consecuencia determinan un angulo 6. De acuerdo con el
Paragrafo 2.10, el angulo formado por dos planos, es igual al angulo que forman
los respectivos vectores normales a los planos dados.

En este caso, los vectores normales a los planos dados son :
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N1:<3747 _5>y J_\?2:<17_273>;
entonces,
N-N,=(3,4, —=5) 1,-2,3)=3-8-15= —20.

1 2

Por otra parte,
| N, || = /9+16 + 25 = /50;
| N, =1+4+9 =114,

Por tanto,
NN, —20

INIFN] - v/50v/14°

En consecuencia, el angulo buscado es :

cos ) =

—20
v 50/ 14
Como el angulo debe ser agudo, entonces,

6 = 180° — 139°6/24" = 49°51'36".

0 = arccos [ ] = 139°6'24".

PROBLEMA 2.16

r=1-3t
Considerar larecta L, definida paramétricamente por < y= —1+2t teR.
z=2-—0>5t

y el plano 7 definido comor: 4z — y — z — 1 = 0. Encontrar las coordenadasdel
punto de inerseccion (si existen) entre L y «. De la figura 2.16

SOLUCION
\ (1/3,-5/9,8/9)
TC “".

Figura 2.16 Punto interseccién netre una recta y un plano

Al reemplazar las ecuaciones paramétricas de la recta en la ecuacion general
del plano se obtiene :
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41-3t)—(—=1+2t)— (2—-5t) —1=0.
Después de operar y simplificar se llega a t = 2/9.

La sustitucion de ¢t = 2/9 en las ecuaciones paramétricas de la recta, conduce
a:

r=1-3(2/9)=1/3;

y= — 1+2[2/9] — —5/9;

z=2-"5(2/9) =8/9.

Se concluye entonces que la recta Ly el plano « tienen un punto de
interseccion definido como  (1/3, —5/9, 8/9).

PROBLEMA 2.17

Demostrar que la distancia minima d entre un plano 7, cuya ecuacion general
es Ar+By+Cz+ D=0, y elpunto P(z,,vy,,z2,) exterior al plano viene dada
por la expresion :

_ |Az,+ By, +Cz + D|

d
\/A2+B2+02

DEMOSTRACION

La ecuacion general del plano dado es Az + By+ Cz+ D =0 y por tanto su
vector normal se define como N = (A,B,C). Ademas el punto P,(z,,y,,%,)
exterior no esta en el plano «. ( Figura 2.17).

Si P(z,y, z) un punto cualquiera del plano , entonces el vector PP, se
define como PP, = (z, —z,y,—y,2 — 2).

Se hace notar que N es normal al plano 7 en cualquier punto del mismo, de
acuerdo al principio fundamental de la Geometria mencionado en el Paragrafo
2.9.

lPO(XO’yO :ZO)

Figura 2.17 Distancia de un punto a un plano
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— —y
Ahora bien, la proyeccion escalar del vector PP, sobre el vector normal N
que pasa por el inicio del vector PP, es precisamente la distancia d buscada.

Por tanto, en correspondencia con el paragrafo 1.9, se puede calcular d como

Al efectuar el producto escalar por medio de las componentes de los vectores
involucrados se obtiene :

|<x0—x, yo—y,zn—z>. A,B,C’>|

d= ,
\/A2+BQ+C’2
d:|A($U—$)+B(y0—y)+0(2’0—2)‘
\/A2+BQ+CQ ’
A B Cz — (A By+C
g — 1A%+ By + Cza — (Ae + By + Cz)| 1)

JA2+B+C
Pero P(zx, y, z) es un punto del plano «, entonces debe satisfacer su ecuacion
general Ax + By + Cz+ D = 0. Al despejar D se obtiene :
D= —(Az+ By+C=z). (2)
El reemplazo de (2) en (1) conduce finalmente a:
_ |Az,+ By, +Cz + D]

d
VA + B2+ O

O

PROBLEMA 2.18

Calcular la distancia minima entre el plano 7 : 4x — 4y + 2z — 11 =0 y el puntc

P(—2,3,1).

SOLUCION

Inicialmente se verifica que el punto dado no pertenezca al plano.
4(—2)—4(3)+2(1)—11= —8—-124+2—-11= —29 #0.

Como las coordenadas de P no satisfacen la ecuacion del plano, entonces nc
hace parte de él. Si por el contrario las coordenadas del punto hubieran
satisfecho la ecuacion del plano, entonces el punto hace parte de él,y en
consecuencia las distancia es cero.

De acuerdo al Problema 2.17, la distancia pedida se calcula asi :
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g M(=2)-4@)+2() -1 |-29] 29 29

\/(4)2+(_4)2+22 /1611614 /36 6

PROBLEMA 2.19

Encontrar la ecuacion general del plano 7« que contiene a la recta L, definida
r—2 y+1 z-

3
— 3 y que contenga al punto

por las ecuaciones simétricas
P (3,4, —5).

SOLUCION

zl

\B//L
>P

Cd
0
P1

T

Figura 2.18 Plano definido por una recta y un punto

Considerar la Figura 2.18. Un vector direccional para la recta L es
D= (4, —2,3).Ahora bién, el punto P, (2, —1,3)hace parte de la recta Ly
por consiguiente del plano buscado w. De igual forma, el punto P,(3,4, —5)
debe hacer parte del plano 7. En consecuencia Pl_fD2 = <1 , D, — 8> €.

Por tanto, un vector normal N al plano = es precisamente el resultante del
. —_ —
producto vectorialentre D y PP, :

. T %
N=|4 -2 3= 1,35,22).
1 ) -8

Lla ecuacion general del plano pedido es :
L(x—3)+35(y—4) +22(2+5) =0;
x+ 35y + 22z — 33 = 0.

PROBLEMA 2.20

Encontrar ecuacién general del plano 7 determinado por las rectas paralelas
definidas como

r—1 +1 z—3 T +3 z+2
=Y = y LQ:—_y = .

L. —— = —
L9 3 4 2~ 3 4
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SOLUCION

De las ecuaciones simétricas de las rectas, el punto P;(1, — 1,3) esta en la
recta L; y P»(0, — 3, —2)estd enlarecta L,.Figura 2.19.

-

\
e

Figura 2.19 Plano definido por dos rectas

Por otra parte el vector Pb, = (1,2, 5 ) pertenece al plano buscado m,al igual
que el vector direccional D = (2, 3, 4).

Un vector normal N al plano pedido se obtiene mediante el producto vectorial
entre D y PP, ; esto es,

—

A
N = Dx PP, = 4

= (7, —6,1).

— N o~
N Wl

5

En consecuencia, la ecuacion general del plano = al tomar el punto
P(1, —1,3)es:

(7, —6,1)-(x—1,y+1,2—3) =0;
Tx —6y+2—16=0.
Si se hubiera tomado el punto P»(0, — 3, — 2) se obtiene :
(7, =6,1)(x—0,y+3,2+2) =0;
Tr —6y+2z—16=0.



3. FUNCIONES VECTORIALES
DE VARIAS VARIABLES

3.1 DEFINICIONES

Sea S un subconjunto de puntos de R".Una funcion f definida sobre S, que
toma valores en R™, es una relacibn que a cada elemento de S le hace
corresponder un solo vector de R™ ; esto es,

donde X = X (z,,z,,...,x,).

n

El valor de ? en X, denotado ?(X), es un vector de R™ y se escribe como
F0) = (£,(X), £,(X), o £,(X)).

Para el caso de una funcion vectorial f: S C R* — R3, se denota

—

F@.p,2) = (£(29.2), L2y.2), f(2.9,2)),
o bien
?( x7y’ Z) = fl(xaya Z)_i —I—f2(x,y,2)3 + f:;(xvya 2)75

3.2 FUNCIONES VECTORIALES DE UN PARAMETRO

Estas funciones son un caso particular de las funciones vectoriales de varias
variables, cuando n = 1; esto es,

?:S CR —R"
te§ = ().
En este caso, f(t) = <f1(t), Lt f, (t)>-

3.3 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN R"

Si P=(=x,z,,..,z, ) YA=(a,,aqa,,..,a, ) son puntos de R", entonces la

19 Was ey

distancia entre Py N es un valor real no negativo denotado y definido por
|P-—All=+(2,—a)+(2,—a,)*+ ..+ (z, —a,)
Si P(z,y,2) y A(a,b,c) son puntos de R?, entonces
1P —Al=(z—a)?+(y—b)*+(z—c)
De igual forma, para P(z,y)y A(a,b) puntos de R?
IP—Al=+(z-a)+(y-0b)
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3.4 VECINDAD DE UN PUNTO

Sea A(a,,a,,...,a,) punto de R” y r > 0. Una vecindad de radio r y centro en
A, se define y denota por

Vi(A) ={XeR"/|X-Al| <r}.
Si A(a,b,c) es un punto de R3, entonces,

V. (A) = {(x,y,z) eER/\(z—a)2+(y—>b)2+(z—c)? <T},

o bien
Vi(A) = {(z,y,2) eR¥/(z —a)* + (y —b)* + (2 —c)? <r?}.

[

ANZ

< Vv

X

Figura 3.1 Esfera de centro en (a, b,c) y radio r

En este caso, V,(A) esta constituida por todos los puntos de R?, dentro de la
esfera de radio r y centro en el punto A(a,b, c), sin incluir la frontera.
como la figura 3.1. Consecuentemente, si A(a,b) es un punto de R?

entonces,

Vi(A) ={(z,y) e R/ /(z —a)’+(y —b) 2 <r},
es decir,

V. (A) ={(z,y) e R*/ (z —a)? + (y — b)* < r?}.

Aqui, la vecindad de centro en A(a,b)y radio r, corresponde al interior del
circulo (z —a)? + (y — b)? = 72, sin incluir la frontera. Figura 3.2.

Figura 3.2 Circulo de centro en (a,b) y radio r
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3.5 LIMITE DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES

Sean f :S C R" — R™una funcién vectorial de varias variables, A un punto
de acumulacionde S,y L € R™.

El vector L es el limite de f(X) cuando X tiende a A; se denota y define como

l)z'(mA?(X) — Lo Ve>0,36>0,talque 0< || X — A <8,

implica que || f(X) — L|| < e.

3.6 LIMITE DE UNA FUNCION VECTORIAL DE UN PARAMETRO

Sean ]” : S ¢ R — R™una funcién vectorial de un parametro, ¢, punto de
acumulacionde Sy L € R™.

Elvector L es el limite de _j’(t) cuando t tiende a t;; se denota y define como

lim f(t)= L& VYe>0,36>0,talque 0 < |t — ty| <6,

t— to

implica que || F(¢) — L| < e.
3.7 PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Si l)z’(mA_f(X) = L ysi l)i(mA 9(X)=M vy a esuna constante, entonces,

b) l)z(@A[f—F 91(X) = lim f(X)+ lim dX)=L+ M.

2) Sean _f S CR—-R"™ y §g:5 Cc R — R™ funciones vectoriales de un
parametro, ¢ : S ¢ R — R funcién escalar de un parametroy ¢, € S.

Si lim f(t)= Ly si ltz'mt 9X)=M vy ltz'mtgb(t) = (C; entonces,
— 1y )

t— to

a) lim (¢f)(t) = lim ¢(t). lim f(t)=C L.

t— Ifo t— Ifo t— to

b) lim [+ 9](t) = lim J(t)+ lim g(t)= L + M .

t— 1y t— tp t—ty

3.8 CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES VECTORIALES

Sean ? S CR"—- R™ yg:S cR"— R"™ funciones vectoriales de varias
variables y A € S.

f es continua en A, siy solo si lim F(X) = F(A).
Con simbolos se escribe :

fescontinuaen A < Ve>0,36>0,talque 0 < || X — A| <6,
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implica que ||F(X) — F(A)] <e.
De estas definiciones se puede concluir :
F(X) = <f1(X), fz(X),...,fm(X)>es continua en X = A, si y solo si f,(X)es
continuaen X = A; i =1, m.
3.9 DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL DE UN PARAMETRO

Sea _j’ : D C R — R™ funciénvectorial de un parametro definida en un
intervalalo D = [a, b] de nimeros reales.

La derivada de }’ con respecto a t es una funcion vectorial, cuyo valor, en el
punto ¢ € [a, b], se denota y define por

o df o F ) - F )

f ) =4 =lm b ’

si el limite existe.
Ahora bien, si f(t) = <f1(t), 1,(@), ..., f,m(t)>, entonces por teoria de limites, se
concluye que }/(t) = <f1’(t), fit), ..., f,;(t)>. En otras palabras, la derivada de la

funcion vectorial f(t), estd formada por las derivadas de las funciones
componentes.

3.10 REGLAS DE DERIVACION

Si F(t), 3(t) y Rh(t) son funciones vectoriales de un parametro derivables y
¢(t) funcion escalar también derivable, entonces

d(f+3) df _d3

a) dt  dt dt

b)d(ztg) }'%Jr%q

O U jx

d)%=¢%+%?

o L7 x5 7 (GhaR) + - (307
o AL g ) 1 (G00) (9 )
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g) Regla de Cadena. Si _f(t) es diferenciable en ¢,y t = g(s)es diferenciable
en s, entonces,

aF() _ dF(e(s) _ dF(e) dgls) _ ..
ds ~ ds ~ dt ds 1 W)gls)

h) Si @ es un vector constante, entonces,

d((bé)_d(ba
dt  dt

3.11 DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Sea S un conjunto abierto en R" y ? : S C R" — R™ una funcién vectorial
de varias variables, definida para cada punto X € S como

FOO = (£,(X), L0, £,00).
Se dice que }’(X) es diferenciable en X, € S, si existe una transformacion
lineal unica L : R® — R™y una funcion vectorial @ : R® — R™, tales que

JX, + H) = f(X,)+ L(H) + || H|| (1),

donde @(H) — Ocuando H = (h,, h h,) — (0,0, ...,0) = 0.

by s
En forma equivalente, se escribe

f(X) es diferenciable en X, € S, si existe una transformacion lineal unica
L : R" — R™y una funcion vectorial @ : R" — R™, tales que

i 1705+ 1) — Fx) - L))

=0.
H—0 I

eLa transformacion lineal L se designa por Df(XO) }( X,),Yy se denomina
la derivada de f en X, y se dice que f(X,)+ E(H) es una buena
aproximacion lineal de f en una vecindad de X .

e Si } es diferenciable en X, € S, la diferencial de ;” en X, definida por
Df(X,)H o Df(X,) (X — X,) proporciona una buena aproximacion lineal al
incremento total f(X) — f(X,) de f cuando X esta cerca de X ; esto es,

Af= f(X) - F(X,) ~DF(X,)(X - X,).
3.12 MATRIZ JACOBIANA

Sea }" : S C R" — R™ una funcion vectorial de varias variables, definida para
cada punto X € S como
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-

P = (s 15009, ) = (LX), (X0, 0 £,(X)),
esdecir y, = f(z, 2,...,z,); 7=1,2,...,m.

Si existen las derivadas parciales de cada una de las funciones componentes de
f,a la matriz de orden mxn formada por las derivadas parciales se la
denomina Matriz Jacobiana de f y se la denota por J¢(X); esto es,

o 9f ofi ]
dr dxy """ 0x,
dfo dfs dfs

Jf(X) — | 0w Om™t Oz, | = IS—Q]
mXxXn

3.13 JACOBIANO DE UNA FUNCION

Sea }’ : S ¢ R" — R" una funcion vectorial de varias variables, diferenciable
en cada punto X, € S. La Matriz Jacobiana en este caso es cuadrada y su

determinante se llama determinante de Jacobi o simplemente Jacobiano de }
Se denota y define como

oh  9h Of
0x oxy """ 0z,
of of af
s 0] - Wt |
o G R 2 R U
afm % afm
oxy d 1o 0z,

3.14 DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES VECTORIALES
DE VARIAS VARIABLES

Sea ? : S C R" — R™ una funcién vectorial de varias variables, definida como
F(X) = <f1(X), £(X), ...,fm(X)>,donde X = X (2,2, @, ) € .
La derivada parcial de } con respecto a la variable x, se denota y define como

lim flz,,z),.c,x, +h, . x)— fle,z, ... 2,..,T,)
h—0 h

si el limite existe.

NOTA

Las reglas de derivacion parcial para funciones vectoriales de varias variables
son analogas a las del calculo diferencial para funciones escalares de varias
variables. Se debe observar con todo el rigor el cumplimiento de la regla de
cadena.
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3.15 DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR

Las derivadas de orden superior para funciones vectoriales de una variable y de
funciones vectoriales de varias variables se definen de manera analoga a las
funciones escalares de una variable y varias variables respectivamente.
Consecuentemente, las reglas de derivacion para unas y otras funciones,
operan de forma similar.

3.16 DIFERENCIAL DE UNA FUNCION VECTORIAL DE VARIAS VARIABLES

Sea }“ : S ¢ R" — R"” una funcién vectorial de varias variables, diferenciable
sobre S y designese H = (h,,h,,...,h )= (dz,,dz,,...,dz, ).La diferencial de

1727729 Y

primer orden de } se define por

o ONh oh ] [dx
oxy oK I ox, !
I T A S R
df: dxy dxo """ 0xy,
Ofm Ofm ofm
| 0z B_.TL‘Q dxy, _d‘rn _

PROBLEMA 3.1

—

i _ d 3 — y
Si f(x,y) = <,/:1:y, r+y, y> y d(z,y) = < - ,Sx\/§>, hallar en el punto
P(4,1):
a)f +37 b) -9 c) J x§
SOLUCION

En este problema, f y ¢ son funciones vectoriales de la forma R? — R?; es
decir, tienen tres componentes y cada funcién componente es de dos variables.

Para simplificar los calculos es conveniente evaluar cada funcion vectorial en
cada punto y luego proceder a operar los resultados, asi

F(4,1) = <\/@,4+1,%>=<2, 5,4>;

a) ( +§)‘(471)= Fa1) +3(4,1) = (2 5,4>+<i, i,12> _ <14—9 %,16>.
b) (73 )‘(471) = J(4,1)-5(4,1) = (2, 5,4>-<i, i,12>=3+§+48:%9.
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- - . 11
C)(fxg)‘(41):f(471)Xg(471):<27574>x<Za1712>7
| g Z_<‘5 4’ ‘54’5 4‘>
- T\ |1/4 12 [1/4 12 |1/4 12
1/4 1/4 12 / / /
- <59, _ 93, —3/4>.

PROBLEMA 3.2

Si }(x, y) = <1 /xy, (x—y) > Yy g(x,y) = <:cy, /T — y>, determinar y graficar el
dominio de definicion de : a) 3‘ +G; b) _f-zj.

SOLUCION

En este problema, f y g son funciones vectoriales de la forma R? — R?.Cada
una tiene dos componentes y cada funcién componente es de dos variables.

a) ?+§=<\/x_, (I—y)>+<xy,\/x—y>,

F+i={mw+ay -y z=g)=(m n).
Eneste caso, m = \/zy+zyy n= (z —y)\/z —y.

Por tanto, el dominio S de f + g es un subconjunto de R?, determinado por la
interseccion de los dominios de las funciones m y n; esto es,

D,, = {(:U,y) €R2/xy20} y D, = {(:C,y) GRZ/x—yZO}.

z

<
1
x

Figura 3.3 Dominio de funcién vectorial ? ‘R? —» R?

Entonces, Dy . = {(ac,y) ER?/zy>0 ANz —3y> O}.

La Figura 3.3 muestra el dominio de la funcién vectorial ;” + 3.

b) f-9 = <\/x—y, (:B—y)>- <xy \/x—y> = zy\/ry + (¢ —y)\ /T —y.
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El producto escalarentre f y ¢ es una funcion escalar en dos variables, cuyo
dominio se define como

Dy,= {(x,y) ER?/zy>0Az—y> 0}.
Se puede ver que el dominio de definicion es igual al de la funcion vectorial
[+
PROBLEMA 3.3

Sea ? : S € R — R™una funcién vectorial de un parametro, t, punto de
acumulacion de S,y L € R™. Demostrar que

lim f(X)=L & lm fi(X)=1 Vi=12.m.
DEMOSTRACION

1) (=) Por hipétesis, lim_ f(X)= L;entonces, Ve>0,36>0,tal que
0<||X— A <6, implicaque|f(X)—L| <e.

Ahora bien, para cada i = 1,2...m, se cumple que

£ =1 = (R0 1) < \/le(fm — 1) = Fx) - I <«

Por tanto, |f;(X) —1;| <e¢, cuando 0 < || X — A| < §; es decir,
lim fi(X)=1 Yi=1,2..m.
{0 = h = L 2

2) (<) Si l;'(mA fi(X) =1, Vi=1,2..m, se debe probar que l}'(mA _j”(X) = L.

Por hipétesis, lim f,(X) =1 ¥i=1,2..m. Entonces, Ve, = ,/% > 0,36 >0,

tal que Vi = 1,2..m, 0 < || X — A|| < &, implica que |fi(X) —li| <e, =/~.

m

2

. . € 2 €

Ahora bien, si | fi(X) — ;| < \/ .~ » entonces, |fi(X) =] < —.
- R m 2
Ademas, |[F(X)—L|I2=>(fi(X)=1)" <m (%) = ¢2; es decir
1=1
IF(X) - L] <e.

Por consiguiente, 0 < ||X — A| < &, implica que |f(X)—L|| < e.O
PROBLEMA 3.4
Sea } : § ¢ R — R3una funcion vectorial de un parametro definida como

Flt) = < 2 +1, 5te’, In(t + 2)>.
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Calcular !ing}"(t).

SOLUCION

En correspondencia con el teorema del Problema 3.3, el limite de la funcior
dada se calcula como

lim() = lim( /241, %tet,ln(t +1),

t—0
., . 1 .. .
_ N t
!Er(])f(t) < !m s+ 1, 5 m}te’ !mln(t+1)>,
lim#(t) = <\/02 ey %Oeo,ln(() + 1)> - <1, 0,0>.

PROBLEMA 3.5

Sea f : S ¢ R — R3?una funcién vectorial de un parametro, de tres
componentes, definida como

) = (1.0, L), 1,0).
Demostrar que f'(t) = (f(1), (1), 1(t)) = [/(®)7F + [T + [T

DEMOSTRACION

2oy df o FE+h) = F(#)
f )= ar —}'ll_fg L ,
f(t)=Ilim |
h—0 h
70 :mfl (t+h}3—f1(t>~i+mﬁ (t+h}3—f2(t)-jt+]!mf3 (t+h}3—f3(t)E
-/ . dfl—?

Fity="54 2854 S i 4 pm7 + 20F = (£0), 160, £0).
PROBLEMA 3.6

Si fy g son funciones vectoriales diferenciables, demostrar que :

at @ T ar
dof)  df | do-
—u “%utau
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d[Fx(@xh)] _ 7X(§X@)+;X(d_ﬁxg)+ﬁx(g )

9 dt

DEMOSTRACION

Sean () = (£,(t), £,(0). /(1)) y §(t) = (9,(1), 9,(1).9,(1)); entonces

a) LI, 10, £0) (0.0, 0.(0).0.0))].
WD) - L1000+ 16 0.0)+ L0 g.0)].
d(J;t' 9) :fl(t)d[géit)] +d[];it)]gl(t)+f2(t)d[g§it)] ‘|‘d[{2lit”92(t)
+r el AR0), o)
WD) T 0Ly g T 20y g 2lel]
[HLOL )+ L0 0+ LEO), ] =38 1 4 5.0
7 x3 [
b) d(J;:g):% P
gl gz gg
) T ; T F
LWxg) _ | £ A R IV AC) R FAO I FAC)
dt dlg.()] d[a.()]  d[g.()] dt dt dt
dt dt dt 9 9, 9s

c) Puesto que ¢ f = o(/,(), /,(1), £,(t)) = (6£,(1),6£,(2), 6,(1)), entonces

1D _ 4 {o5.w,00,0,.050) = (S[or.0)], &[on0]). Sorw]),
d(jj) = (62 110] + 25 0.0 2 [10)] + 2 0.0 L [10] + 21 0).

d(¢ f) <¢% [fl(t)]7¢% [fz(t)]7¢% [fg(t)D + <%fl(t), %fQ(t), %fg(t)>,
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I _ o L150]. Lnw]. L1r0]) + 2 { o nw. £,0).
woh) _yaf , dvg
t
d) d[}"g x ) _ 7 x4 (5 x7) +%x(§ X ),
PP = Tx(a ) + T (i) + o x (3 <)

PROBLEMA 3.6
Sean f(t) = <4t3, t2, —t> y 9(t) = <sent cost, 2t>.CaIcuIar:

d(f 9 d(fxg) d(f-J)
a) — b) ———; ) pra
SOLUCION
a) - g = <4t3, 2, —t>-<sent, cost, —2t>,

il =l

. §= 4t3sent + t’cost + 2t2.

Por consiguiente,

% = 4t°cost + 12t°sent — t*sent + 2tcost — 4t
d({it. 9) — (4753 + 2t) cost + 11t2sent — 4t.

b) El producto cruz entre j‘ y ¢ se obtiene asi :

Fxg = <4t3, t2, —t> X <sent, cost, — 2t>,
B P k
fxg =] 4 £ —t |
sent cost — 2t
Fxj = e e o I e I
I = lcost 2t sent 2t sent cost| '’
7x§ = (2753 —I—tcost)_z’—l— (— 8t —tsent)}—l— (4t3cost — t? sent)%.

De esta forma,

AT X3) (g2

- 3 g
7 —tsent—l—cost)z—i—(—SQt —tcost—sent)j
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+ ( — At3sent + 11t2 cost — 2t sen t)%
d f-f= <4t3, 2, t>- <4t3, 2, — t> = 1615 + t* + 2.

Por tanto,

7.7 6 4 2
d”;t f) _ 406t ;t ) _ 9665 4 4t + 2.

PROBLEMA 3.7

Si E(t):<a1(t) a(t),ag(t)> es una funcién vectorial de un parametro.

» 2
diferenciable, demostrar que
d| A - dA

A-

A —.
1Al =g o

DEMOSTRACION

Puesto que A(t) = <a1 (t),a,(t),a (t)>, entonces ||A| = \/a% + a% + a3.

y Woll )y Uy

Al derivar || A| con respecto a t, se obtiene :
i 2 [a % +a % +a %}
I N R B

dt 2\/a%—|—a%—|—a§

il _{wowo) (5@ %) A5

dt ,/a%%—a%—i—a% HA“

Por consiguiente,

Y

_cd A - dA
1Al === A- .0
PROBLEMA 3.8
N 3} dr~ dB
_ 2 _ = — - En T
Sid=(t*, —t,2t+1)y B=(2t—3,1, —t), hallar dt [AX dtLl'

SOLUCION

» dB
Inicialmente se calcula = asi :

dB d
= =231, =) = (2,0, —1).

. . dB
Enseguida, se calcula A x 0
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. 4B 7 J k
AxEZ |2 _
th t t 2t+17
2 0 -1
I 0B _ |t s |4 —t]s |4 8|y
dt cost 2t sent 2t sent cost
-~ dB
Ax ‘il—t_tz+(t2+4t+2)g+2tk

: . dB

La derivada con respecto a ¢, del producto cruz entre A y Cil—t :
d - dB -
G AxGr] =

_|_
S
+
N
<l
+
(N
a5

Finalmente, la evaluaciéon de

PROBLEMA 3.9

Demostrar que 7 =e!(C,cos2t+ C,cos2t), donde C, y C,vectores
constantes, es solucion de la ecuacion diferencial

2—»
d—+2‘”+5

T 0.

SOLUCION

Se requiere derivar con respecto a t la funcién dada y sustituir,luego,en la
ecuacion diferencial y verificar que se obtiene una identidad.

Ccll—: = e—t[(QUQ - 51)003 2t + ( — 261 — ﬁz)sen%].
d>7 ot _ o o
PIER [( —3C, —4C,)cos 2t + ( —302—|—4C’1)sen2t].

Al reemplazar estas derivadas en la ecuacion diferencia, se obtiene

"|(=8C, ~4C,)cos 2t + (= 3C, +4C,)sen2] +
ze—f[(2€2 — C\)cos2t+ ( — 20, — 62)sen2t] +5e~(Ccos 2t + C,cos2t ) =
—t [( —3C, —2C, 4+ 5C, —4C, + 4C,)cos 2t

+(=3C, -0, +5C, +4C, - 4C )sen2t| =

et [ﬁcos 2t + Osen Qt] —et.0=0.
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Esto quiere decir que la funcion 7 =e™'(C cos2t+ C,sen?2t) es solucion de la
: : : d*7 ar —
scuacion diferencial — +2— + 57 =0.

F7E + 7 +57=0

PROBLEMA 3.10

Si 7 = dacoswt + bsenwt, donde ay b son vectores constantes, no colineales y
w una constante, demostrar :

d7 427

— d— - 7 . _ 2_':_)
a)rxdt w(axb) b) o TwT 0.
DEMOSTRACION
a) dr _ iH((icoswiH—lﬁ)sew/wif)— — dwsen wt + bw cos wt
dt  dt - ’
?Xd—?:(6coswt+gsenwt)x(—&wsenwt—!—gwcoswt)
dt ’

Al aplicar ley distributiva, se obtiene
T XZ—? = [dcoswt X (- ad)wsenwt] + [dcoswt ngcoswt} +
[gwsenwt X(-ad)wsenwt] + [Bwsenwt ngcoswt],
?Xfl—: = 0 +wcos’wt (a@ x 3)+wsen2wt[gx(—6)} + 0.
Al aplicar la propiedad anticonmutativa del producto cruz, se llega a

—

r = w cos*wt (a X b))+ wsen’wt (@ XZ;),

—

X_
dt
TXE:w(axb)[coswt—l—senwt]=w(axb).
D) ﬁ—i( Eiwsenwt—kgwcoswt) = — Gw’ coswt — busen wt
dt? — dt B '
d*7 2 S 9 7.2 2( = 7
W—I—w 7= — aw’coswt—bw senwt + w (acoswt—l—bsenwt),
W—I—w 7= — aw” coswt—bw senwt + aw coswt + bw senwt = 0.

PROBLEMA 3.11

Si F= <2a;2y —xt e™ — ysenzx, x’cos y>, calcular las primeras y segundas
derivadas parciales.



76 Calculo Vectorial

SOLUCION

€ xXr

P (22 (a2 —a?), L (e ysen), L (acon) )
ax_<2ax($y x)’am(e ysenw), 8x<x cosy) ),
g—F = <4xy — 4%3,yemy —ycosux, 2$003y>'

T

Yy T
OF _ 150 2y — o), 2 (emr )
8y_<28y(xy x)’ﬁy(e ysenx),ay(x cosy) ’
2_1; = <2:1:2, re™ —senx, — a:QSeny>.

-

x xr
O2F 0 3y 0 Ty 9
o= <4%(:13’y—33 ), %(ye —ycosx), 2%(azcosy)>a
-
gmf = <4y — 122%, y*e™ + y senx, 2cos y>

2—’
d?F O oy O ay 0 :
TR T Y

-
g_}; — <07 e, — x2cosy>.

Y

o2F 9 dF\ D 2 oy 2

) = F5(5y) = o s, e

_ (99 2y O ey _ 9 0 >
920y _<28x(x ), 6m(aze sen x), Gx(x seny) ),

2—’
o°F = <4a;,a:ye$y+emy—cosx, —2xseny>.
0 xdy

2T T

f) 88y§:1: = %(8—5) = %<4xy — 423, ye™ — ycos z, 2xcos y>,
02F 0 5 O 0
= (4% (ay - 2®), (g™ — i >

9405 <ax(:€y x°), x(ye Yy cosx), 8x(:r:cosy) ,
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02F
0yor

= <4x, xye™ + e — cosx, —2xsen y>

PROBLEMA 3.12

Sean A(z,y,z) = <:U2yz, — 2xz3,a:22> y B(t) = <2z, Y, — :132>.

2

Calcular 520y (Ax B)enel punto P(1,0, —2).
SOLUCION
o ki 7 k
AXB = | 2%yz —2z2° x2? |,
2z Y — 22
2 3 —2x28 x| - w?yz x|~ r?yz  — 2z | -
AXB _‘ y 2| T e 2T Y ks

AxB = ( — 22323 — a:yz2) 7+ (m4yz + 2xz3)_j—|— (nyQZ + 4:1;,24)75.

Por otra parte,

0 2. = 2.3 2\ 3 3\ 2 NT
a—m(AxB):(—Gsc 27 —yz ) z—l—(4x yz + 2z )j+(2xy z+4z )k:
2% 5 o 0 , - =
Puesto que 520y (AxB) = 5y 0z (AxB), entonces,
o (AXE) _9 [( 62%2° yzQ) 7+ (4ac3yz + 2z3)3+ (2xy2z +4z4)E}
Oy Ox oy ’
82 - — 8 2 3 g
8y8x(AXB> a—y(—z 1+ 4x zj+4xyzk).
Finalmente,
9% < o 2% o .
(Ax B) = —(=2)7 1+ 41)°(=2)7+41)(0)( - 2) k,
0xdy (1,0.-2)
2% - 5 - -
AX B = —41—8j,
8x8y( )(1707_2) J
o bien
9?2 - 5
(Ax B) = —4,-8,0).
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PROBLEMA 3.13

Sean ¢=uay’zy F= <yz, — 22z, y22>. Calcular (¢ F)en el punto

P(3, —2,1).

0x0y?

SOLUCION
QSF = xy2z<yz, —xzz, yz2> = <xy322, —:U3y2z2, xy3z3>.

La primera derivada parcial de ¢ F' con respecto a y es:

%(¢F) = <%(*M/322)7 - gy (3333/222) gy (my3z3)>,

(%(gbﬁ) = <3:ch222, —2x3y 22, 3xy223>.
La segunda derivada parcial de ¢ F' con respecto a y es:

(qu) (;9 <3a:y 22, =223y, 3:1:y223>,
0 3 9y 0 9 3 >
< (zy*z”) —28y(wyz ),38y(wy2) ,

<6xyz — 227 2? 6xyz>

2

La derivada de %(gbﬁ’) con respecto a x se calcula asi

ok > 0
8m—8y2(¢F) = %<3xy2z2, — 23y 22, 3xy223>,

o? = 8<

v 2 ﬁ 3,2 ﬁ 2 3>

ox

895883/ (pF) = <6y22, — 62° 22, 6yz3>.
3
Finalmente, el valor de 8$8—83J2(¢F)en el punto P(3, —2,1) es:
P (4F) :<6(2)12 —6(3)12 6(—2)13>
Ox0y? (3-2.1) ’ ’ ’

83

W(¢F) 12, - 54, _12>.

/_\
w
[\
=
N
I
S

PROBLEMA 3.14

Hallar las primeras derivadas parciales y el Jacobiano para las funciones
vectoriales:
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a)}:<az2—|—y2,ezy>; b)}:< v Y >; C)<3x2—xy,2xy2—|—y3>.

r+y v+y
SOLUCION
5} 0 / 3 2 y> <
< - X — 2 acy>.
a) ax 8:13<$ +y 76 x?:ge
L) = )
9~ oy r+y,e =(2y,ze"” ).
Ahora bien, si u= 2>+ 1*y v = €™, el Jacobiano se define como
ou du
o(u,v) |0z Oy 2x 2y
0y |20 v |7 ye wen|
Jx  Oyu
9(u, v) 2 2 2 2
= 2z%e™ + 2y e™ = 2(x” — y*)e"?
(c.1) per=e ey

) L ) - )
dr  dz\z+y z+y/ \Nz+y)? (z+y)?/
) - )
dr  dy\z+y x+y/ \Nax+y)? (@+y?/

Siu= v = L, el Jacobiano se define como
r+y rT+y

ou du y -
Ou,v) _ |0z Oy | _|(z+y)? (z+y)
d(z,y) |Ov O | | Y —
dx  Oyu (z+y)? (z+y)
ouv) _  wy  wy
d(zy)  (z+y)? (z+y?

C) gzg<32—xy,2acy2—|—y3>:<6x—y,2y2>.
or Ox
a—f:ﬁ<?>502—:1:y,251:y2—I—y3>=<—x,4:cy+3y2>.
dy Oy

Con u=3z> -2y y v =2zy® + ¢, el Jacobiano se calcula como

ou Ou
(u,v) oz 8_y
O(x,y) |Ov  Ov
oxr  Oyu

6 —y -
21> ,dxy + 3y

Y

L)

ag’ Z)) = (62 — y)(4zy + 3y°) + 2zy” = 24a”y + 16zy” — 3y°.
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PROBLEMA 3.15

Hallar las primeras derivadas parciales y el Jacobiano para la funcion vectorial

F= < Ty ,arctgx+arctgy>.
1—xy

SOLUCION
0f _ 0 ja+y >
B 8x<1_xy,arctg:v—|—arctgy ,
of (o fety] & )
or <8x [1 — xy] " Oz [arctgx +arctgy ),

ﬁ_< 1+ y? 1 >
or  \(1—xy)? 1+a22/

De forma analoga,

af 8<J:-|-y

By oy \T— 2y ,arctga;—l—arctgy>,

of (0 [aty] O )
9y <8yl1—xy] B [arctga:—l—arctgy ,

ﬁ_< 1+22 1 >
dy  \(L—ay)  1+y?/

El Jacobiano se obtiene asi :

Ju  Ou 1+9° 14 22
ou,v) |0z dy | _ |(A—-=xy)? (1-—ay)?
Owy) Qv dv i | 1 L

Jxr  Oyu 1+ a2 1492

Ou,v) [ 1442 1 14 22 1 0
O(x,y) [(1—33?;)2] [HyQ] - [(1—:1:1/)2] [Hw?] -
PROBLEMA 3.16

Sea f(z,y,2) = <em ,COS 1, senz> funcién vectorial de varias variables. Calcular
DF en cualquier punto (z,y, z) y en el punto P(0,0,0).

SOLUCION

La Matriz Jacobiana en cualquier punto (z,y, z) se se denota por DF y se calcula
asi:
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or Oy 0z e’ 0 0
DF = 0fs 0fs Ofs [O —seny 0 ]
Jdr OJy 0z
ofs 0fi Ol 0 0 cosz
or 0Oy 0z |

La Matriz Jacobiana calculada en el punto P(0,0,0) es

e’ 0 0 1 0 0
DF =10 —sen0 0 =({0 0 O0].
0 0 cos(

PROBLEMA 3.17

—

Sean ﬁ:<x2, ~y,az), B=(y,z, —ayz) 5':<1, —y, 2°z ) funciones
(Hx

y
vectoriales de varias variables. Calcular d[ A - )]

(1,71,2)
SOLUCION

En primer lugar, se calcula el producto cruzentre By C:

D T A . ¢

BxC=|y x - xyYz |
1 -y 3z

sec=(|, | 2t o)
-y Xz -y  xz I -y

B x G = (aty a2, — adyz —wyz, —yt ).

Ahora se efectta el producto escalar entre A y (B x 5‘) :
g(é X 6’) = (2, —y, zz ) (z'y - ay’z, - 2’yz —ayz, —y - 1)
A(BxC)=ab -2

En seguida se calcula el diferencial de A- (B x C*) :

d[A-(Bx ()] = %( 6z—a;2z)dx+a%(a:6z—x2z)dy+ %(:BGZ—SEQZ)dZy

d[ /T(é X 5’)] = (6x5z—23:z)da:+0dy+ (336 —:132)dz.

Finalmente, se encuentra el valor de d| A (B x C‘)] en el punto P(1, —1,2)

d[ E(E X 5‘)] = (6x5z—2xz)dx~|—0dy+ (2f —:E2)d2.‘

(1,-1.2) (1,-12)
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d[ A-(B x C)] = [6(1)°(2) - 2(1)(2)]dz = 8dx + (1° - 1*)d= = 8dz.
(1,-12)

PROBLEMA 3.18

Sea A = <xy 2, xylz, 2Py z >, calcular :

a(ala a2, a3)

a) dA : b) DA : c) DA d)
(1,2,3) 8('%% Z) (1,2,3)

SOLUCION
a) Inicialmente, se calculan las derivadas parciales de A con respectoa =z, vy, :

% = %<xy22, nyz, x2yz> = <yz2, y2z, 2xyz >

(?9_A = g@:yz?, Tz, x2yz> = <:1;22, 2xyz, T° >
Y Y
04 0
= $<xy22, ry’z, x2y2> = <2xyz, zy®, 2%y >
~ 94 A A
Puesto que dA = o4 dr + 04 dy + a—dz, entonces,
ox oy 0z

—

dA = <y22, y22, 2xyz> dx + <xz2, 2xy 2, 22z >dy +

<23:yz, zy?, 2y >dz,
dA = <y22d:c + x2°dy + 2xyzdz, Y zdx + 2ryz dy + xyidz,
2 xyzde + 2% zdy + 22y dz>,
o bien
4 = (ydz + o22dy + 2wyzdz) T + (yP2de + 2wyz dy + oyPdz) ]
+ (2zyz dz + 2?zdy + 2y dz) k.

yz? Y’z 2xyz

b) DA=| v’z 2zyz xy?

2ryz 2tz 2y

11 2
c) DA =11 2 1
(1,2,3) 2 1 1
B(ar, g, a2) 11 2 1 1 2
d) 8(32 ’Z) —det|1 2 1|=[1 2 1|= -4
Y2 11,2,3) 2 1 1 2 1 1



4. CURVAS EN EL ESPACIO

4.1 CURVAS PARAMETRIZADAS
Un sistema de ecuaciones paramétricas de la forma =z = f(¢), y= f (1),

1 2
2= f,(t)); t € [a, b] permite representar una curval en R3. Ala variable se
la llama parametro.

Analogamente, la misma curva I', puede representarse vectorialmente
mediante las relaciones :

o bien,

P(x.y.z)

X

Figura 4.1 Curva definida por 7 (1) = { £,(t), £,(t), £,(t) ), t € R

En cualquiera de los casos, cada valor del parametro ¢, determina un punto

P(z,y,z)de la curva I'o también un vector de posicién 7(t) para dicho punto.
Figura 4.1.

Desde un punto de vista fisico una curva I' puede considerarse como la
trayectoria o conjunto de puntos sucesivos que recorre un punto material en

movimiento, en la medida que transcurre el tiempo t.
4.2 VECTOR TANGENTE Y RECTA TANGENTE A UNA CURVA

e Sea P(z,,y,, %) un punto de la curva I para ¢t =t , definida vectorialmente por

la relacion #(t) = (f,(t), f,(t), £,(t) ). t € [a, b]. donde f,(t), £(t) y £,(t) son
funciones escalares diferenciables de ¢, entonces el vector tangente a la
curva I' en el punto P(x, s, 20 ) Se denota por 7 (t,) y se define como:

Observe la grafica 4.2
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\ r

plano normal recta tangente

L.
-
-
-
-

-
.

/"‘ P(XO! yOl ZO)

Figura 4.2 Plano normal y recta tangente a una curva

/

Ht) = i), £t), ().
oEl vector 7'(t,), es un vector direccional de la recta tangente a la curva I' en
el punto P(z,,y,, %) parat = t,. Las ecuaciones simétricas de esta recta, son :
r—x, . y—y, . Z— %

fit,)  fi) )

donde f/(t,), f/(t,) y f.(t,) simultaneamente no pueden ser iguales a cero.

4.3 PLANO NORMAL A UNA CURVA

El plano normal a una curva en I en el punto P(z,y,,z) para t=t,es

07

perpendicular a la recta tangente que pasa por dicho punto. Por tanto, si la
curva I'se define como 7(¢t) = (f,(¢), f,(t), f,(t) ), t € [a, b], donde f,(¢), f,(t)
y f,(t) son funciones diferenciables de ¢, entonces, la ecuacion del plano
normal a la curva T', en el punto P,(z,y,,z,) determinado port =t es:

Ft )@ —z)+ f1(t) (v —y,) + f1(t,)(z— z) = 0.

4.4 VECTOR UNITARIO TANGENTE A UNA CURVA

El vector unitario tangente es un vector de magnitud 1 que es tangente a una
curva. Tiene la misma direccion del vector tangente.

Si I' es una curva definida vectorialmente como 7(t) = (f,(t), f,(t), f,(t)),
t € [a, b],donde [ (¢), f,(t) y f,(t) son funciones diferenciables de ¢,
entonces el vector unitario tangente a la curva en el punto P(z,,y,,z2,) para
t =t,, viene dada por la relacion
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4.5 VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR ACELERACION

La velocidad es una magnitud fisica que mide el desplazamiento o cambio de
posicion de un cuerpo en la unidad de tiempo respectiva. Por tanto la velocidad
tiene direccién y sentido.

Sea I' es una curva de R? que determina la trayectoria de un cuerpo y esta

—

definida vectorialmente por la funcién de posicion 7(t) = (f,(t), f,(t), f,(t) ),
t € [a, b], donde f(t), f,(t) y f,(t) son diferenciables al menos dos veces y el
parametro t es el tiempo, entonces :

e El vector velocidad del cuerpo en el instante ¢ se obtiene al derivar la funcion
posicion 7(t) con respecto a ¢. Se denota por

u(t) = 7'(t) = (f(1), £,(1), f1(t)).
eLa rapidez es un escalar y corresponde a la magnitud del vector velocidad.
De esta forma la rapidez del cuerpo en el instante tse define y denota por
v= 3] =7

¢ El vector aceleracion es una magnitud vectorial, que corresponde a la tasa de
cambio de la velocidad. Por consiguiente el vector aceleracion es la derivada de
la funcién velocidad o la segunda derivada de la funcién de posicién; es deciren
el tiempo ¢, el vector aceleraciéon del cuerpo se define y denota por :

a(t) = o'(t) = 7"(t) = (fI'(t), £ (), £ (2) ).

elLa aceleracion del cuerpo en el tiempo t, es una magnitud escalar y
corresponde a moédulo de la funcion aceleracion. Se define y denota por :

a=|@l=[z'®[=7"®l

4.6 CURVAS REGULARES
Considerar una curva I' de R?® definida por 7(t) = (f,(¢), f,(¢), f,(t) ), donde
(), f,(t) y [,(t) son diferenciables en t € [a, b]. La curva I asi definida es

curva regular suave, siempre que el vector unitario tangente unitario existe para
todo valor de t € [ a, b]. Como aparece en la figura 4.3

curva regular suave

curva simple cerrada

curva suave a trozos abierta

Figura 4.3 Curvas regulares



86 Calculo Vectorial

¢ Se puede considerar también una curva regular I' suave a trozos como una
sucesion finita de curvas I', I',,...,T",,cada una de ellas suave.

e Se dice que I' es curva regular simple abierta, si a cada valor de ¢
corresponde exactamente uno de sus puntos. Por tanto,una curva simple
abierta no se encuentra a si misma o se cruza en cualquier punto.

e Se dice que I' es curva regular simple cerrada, si sus puntos extremos
correspondientes at=a y t = b coinciden y acada uno de los otros puntos le
corresponde un solo valor de ¢.

4.7 VECTOR UNITARIO NORMAL PRINCIPAL. PLANO OSCULADOR

Sea I' una curva de regular suave de R? definida por 7(¢t) = (f,(¢), f,(t), f,(t) ),
€ [a, b], donde f,(t), f,(t) y f,(t) son funciones diferenciables de .

El vector unitario normal principal a la curva I'" en cualquier t € [a, b] se
denota y define como

O q
T @

donde T’(t) es la derivada con respecto a t del vector tangente unitario 7.

Puesto que T y N estan calculados en el mismo punto de la curva para
cuando t € [a, b}, entonces determinan un plano, llamado plano osculador.

Lo podemos observar en la grafica 4.4

N =

AZ

> =l

X

Figura 4.4 Vector unitario normal y plano osculador

Si la curva esta definida en el plano bidimensional zy, el plano osculador
coincide con el plano de la curva.

4.8 CURVAS COMO INTERSECCION DE SUPERFICIES
La interseccion de dos superficies en general es una curva.

Si I' es una curva de R3? generada por la interseccién de dos superficies, cuyas
ecuaciones son F(z,y,z)=0y G(z,y,2) =0y P(z,v,,%) €S un punto de
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I', entonces las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva I en el
punto P, se definen por :

r—x, N y—UY, . Z— Z
OF 9F | | 9r o9F | | 9F OF
dy 0z 0z Oz ox dy
G 9G oG 9G oG 9G
Ay 0z 0z ox Ox Ay

En las ecuaciones anteriores, los determinantes que aparecen en los
denominadores no pueden ser todos simultaneamente iguales a cero.

El plano normal a la curva I" en el punto P, tiene como ecuacion general a :

oF  OF oF  9F oF  OF

dy 0z Oz Oz or dy .
oG %(x_%)‘i‘ G @(y_yg)‘F e @(Z—ZU)—O.
dy 0z 0z ox ox dy

Se hace notar que en las ecuaciones para la recta tangente y plano normal, las
derivadas parciales se calculan en el punto P,(z,,y,, z,)-

PROBLEMA 4.1

Trazar la curva del espacio definida por
7(t) = <3003t, 3sent, 4t>, teR.
SOLUCION

La curva definida por la relaciéon vectorial 7(t) = §3 cos t, 3 sen t, 4t2, t € R, se
denomina hélice circular. De acuerdo al Paragrafo 4.1 para cada valor del

parametro t se obtiene un punto de la curva.

En seguida se se muestra la tabla 4.1 con algunos puntos de la hélice circular :

t x Y z

0 3 0 0

/4 | 3v2/2 | 3v2/2 | 7/4

/2 0 3 /2

3r/4 | —3v/2/2 | 3v/2/2 | 3n/4

3m/2 0 -3 3m/2
tabla 4.1

Noétese que el observador que esta situado a lo largo del eje z, mira como la
curva se enrolla al elevarse en la direccion contraria a la del movimiento de las
manecillas del reloj. Por esta circunstancia se la llama hélice circular dextrogira.

La utilizacion de un programa que permita graficar en tres dimensiones facilita el
trazo de curvas en el espacio. Observando la figura 4.5
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C
C

(3,0,0) Y

X

Figura 4.5 Curva definida por 7 ( ¢) = <3 cost, 3 sent, 4t>, teR

PROBLEMA 4.2
Hallar las ecuaciones del vector tangente y la recta tangente a la curva T,

definida como 7(t) = <t, t2,2t%/3 >, en el punto de la curva para el cual t = 1.

SOLUCION

a) El vector tangente a una curva, en cualquier punto de ella lo determina la
primera derivada del vector posicion 7(t) :

Pt = <1, 2t,(4/3)t>.

El vector tangente para t =1, es:
(1) =(1,2(1),4/3(1) ),
7(1) = <1, 2,4/3>.

b) El vector posicion de la curva T, parat =1, es:

(1) = <1, 12, 2/3(12)> - <1, 1, 2/3>.
En consecuencia, el punto P,(1, 1, 2/3) pertenece a la curva T
En la parte a) se encontro el vector tangente a la curva I" en el punto para el

cualt =1, como 7'(1) = <1, 2 ,4/3>. Este vector es un vector direccional de la
recta tangente ala curva I"en el punto P,(1, 1, 2/3) obtenido a partirde t = 1.

De esta forma, las ecuaciones simétricas de dicha recta son :
r—1 y—-1 2-2/3

1 1 4/3
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o bien,
r—1 y—-1 2-2/3
3 3 4 7
Las ecuaciones paramétricas de la recta pedida son
r=1+43t
y=1+3t teR.
z=2/3+4t

PROBLEMA 4.3

La curva T definida por la relacion vectorial 7(t) = (¢, t>,#3 ) se la conoce
como cubica enroscada. Para esta curva determinar el vector tangente y el
vector unitario tangente para t = 1.

SOLUCION

La tabla 4.2, muestra algunos puntos de la curva (Figura 4.6).

t |z |y | =
010107160
[T [1]1 Tabla 4.2
2 12 |4 |8
31319 |27

Ahora bien, el vector tangente en cualquier punto viene dado por

7(t) = <1, 2t,3t2>.

Para t=1, 7'(1) = <1, 2(1) ,3(1)2> - <1, 2,3 >

4

el

P, (1,1,1)

Y

X
Figura 4.6 Curva definida por 7 (t) = <t, 2, t3>, teR

Por otra parte, || 7#'(1) || = 12 + 22 + 32 = \/14.
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Por tanto, el vector tangente unitario a la curva dada parat =1, es:

S 7 V14
(1) = HT“'(<11)>H - Jlﬁ<1 2,3> - T14<1, 2,3>

PROBLEMA 4.4

Para la curva T' del Problema 4.3, encontrar las ecuaciones de la recta tangente
y plano normal en el punto para el que t = 1.

SOLUCION

recta
tangente

Figura 4.7 Recta tangente y plano normal a 7(t) = <t, 2, t3>, t € R.

La curva tiene como ecuacion vectorial 7(t) = <t, t2,t3> y el punto de la curva
I" correspondientea t=1es P (1, 1, 1).

Como 7#'(1) = <1, 2,3 >, entonces este vector es un vector direccional de la

recta tangente a la curva en P (1, 1, 1) y también un vector normal del plano
perpendicular a la misma curva en el punto P,. ( Figura 4.7).

Por tanto, las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a la curva en
P(1,1,1)son:

-1 -1 —1
Recta tangente: v _ Y _ 7z

1 2 3

Plano normal : I(x—1)+2(y—1)+3(z—1) =0 o bien,

r+2y+3z2—6=0.

PROBLEMA 4.5

Demostrar que las curvas I'' y I, definidas vectorialmente por
7, (t) = <2 —t, —1/t, 2t2> y 7,(t) = <1 +t, sent — 1, 2005t>, respectivamente :

a) Se cortan en angulo recto en el punto P (1, -1,2).
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b) Obtener las ecuaciones de la recta tangente y plano normalen P,(1, - 1,2).
SOLUCION
Inicialmente se debe probar que el punto P,(1, —1,2) pertenece a las dos

curvas.

Para la curva T, se debe encontrar el valor del parametro ¢ para que
efectivamente P, pertenezca a I',. Como (2-¢, —1/t, 2¢*) es un puntc

1

geneérico de I', entonces, al igualar con las coordenadas de P,, se obtiene :
2—t=1;, -1/t= —1; 212 = 2.

De cada una de las ecuaciones anteriores se obtiene ¢ = 1.

Un proceso analogo se efectua con la curva T, :
1+t=1; sent—1= —1; 2cost = 2.

De las ecuaciones anteriores se llega a ¢t = 0.

De manera que el punto P (1, - 1,2) pertenece a las dos curvas.

a) El vector tangente a la curva I, se calcula como,
d d

E[?l(t)] = E<2—t, ~1/t, 2t2> = <—1, 1/¢, 4t>.

%[71(1)] =(-1,1/1% 4() ) = (-1, 1,4),

Analogamente, el vector tangente a la curva I', es

d
[Fz(t)] = E<1+t’ sent—1, 2003t>: <1, cost, —236nt>.

4

dt

dri_

%[TQ(O)] = <1, cos 0, —2sen0> = <1, 1, O>.

Ahora se efectua el producto escalar entre estos dos vectores
<_1, 1,4>-<1, 1, 0>: 14140=0.

Como el producto escalar entre estos vectores tangentes a las respectivas
curvas es cero, entonces son perpendiculares entre si.
b) Las ecuaciones de la recta tangente ala curva T', en P, (1, —1,2) son,
r—1 y+1 z-2
-1 1 4
La ecuacion general del plano normala T’

en P (1, - 1,2) se escribe como

—l(z—1)+1(y+1)+4(2—2) =0,
—r+y+42—-6=0.
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De igual forma, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva I', en
P(1,-1,2)son:
r—1 y+1

= sz = 2.
1 1

Y la ecuacion general del plano normal es
l{lr—1)+1(y+1)+0(z—-2) =0,
r+y=0.

PROBLEMA 4.6

Hallar las ecuaciones de larecta tangente y el plano normal a la hélice circular
definida vectorialmente por 7(t) = <cost, sent, t> en el punto de ella para el

que t = /4.
SOLUCION
Para t = 7/4, el vector de posicion de la curva es:

T(m/4) = <cos(7r/4), sen(w/4),7r/4>,
Fr/4) = (V/2/2,V/2/2,m/4).

Por tanto, el punto de la curva I' correspondiente es P, (\/5/2, \/5/2,7r/4>.

Ahora bien,
o) d d d
H(t) = <E(608t)’ E(sent), dt (m/4) >;

7 (t) = < — sent, cost , O>,

F(r/4) = (= V272 V2/2,0).
Por consiguiente, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la hélice

circular en el punto 0([/2 V2/2, 7r/4)son
r—2/2 _y—1/2/2

= sz =m/4,

~/2/2 V2/2
z—/2/2 _ y—/2/2. .
—1 1 ’

o bien,

=7/4.
Las ecuaciones paramétricas de la recta tangente en P,se escriben como

z= —1+(V2/2)

y=1+(/2/2)t teR.
z=m/4
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La ecuacion del plano normal a la curva I' en el punto P, <\/§/2, \/5/2,7r/4>es:
—1(z —V2/2) + 1y — V2/2) = 0.

Al operar y simplificar,
—r+y=0.

PROBLEMA 4.7

Considerar la curva T' definida vectorialmente por 7(t) = <cost, sent, e >

Hallar el punto de la curva T en el cual la recta tangente sea paralela al plano 7
definido por \/§x +y—4=0.

SOLUCION
A vector
normal
r
\ recta tangente
I:)O

/i = /

Figura 4.8 Rectatangente a 7 (t) = <cos t, sent, et>, teR

En la Figura 4.8 se puede ver la situacion planteada. El plano 7 es paralelo a la
recta tangente a la curva T en el punto Py(costy, sent, e).

Esto significa que el vector normal del plano 7, denominado N = <\/§, 1,0 >es
perpendicular a la recta tangente, la que tiene como vector direccional a
7 (ty) = < — senty, costy, el >
Por consiguiente,

N - #(ty) = 0

<\/§,1,0 >-<—sent0,costo,et°> =0;

— v/ 3senty+ costy = 0;

senty L ot — L
cos ty - \/ga gto = \/g:
1 T
to = arcttg[—} = —.
V3l 6

Finalmente, el punto de la curva I que satisface los requerimientos del
problema es
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Py(cosm/6, senm/6, e™/0) = PO(\/g/Q, 1/2, e”/G).

PROBLEMA 4.8

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva T
definida como  #(t) = <t4/4, t3/3, t2/2> :
a) En cualquier punto de la curva; b) En el punto F, para el cual ¢t = 2.

SOLUCION

a) La derivada de la funcion posicion 7'(t) calcula el vector tangente a la curva
dada en cualquier punto; esto es,

Pt = Sy g eg2) = (P2 1),

El vector 7'(t) puede tomarse como un vector direccional de la recta tangente
a la curva en un punto cualquiera de la curva. Este punto cualquiera es

justamente P(t*/4,t3/3, t2/2).
En consecuencia, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva en
cualquier punto de ella es

r—tt/4  y—1*/3  2—t*)2
A

0, mejor, escrita como :
z—tt/4  y—13/3 2 —t?)2
2t 1
La ecuacion general del plano normal a la curva T' en cualquier punto se escribe
como

P (x—t1/4) + t(y—t3/3) + (2 — t?/2) = 0.
b) El puntode la curva I'para el cual t =2, es Py(2*/4, 2°/3, 22/2);es decir,
P0(4, 8/3, 2 ) Por tanto, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la
curvaen Py(4,8/3,2 )son

r—4 _y-8/3 z-2

o bien
22 2 ’
r—4 y—-8/3 z-2
4 2 1

Y la ecuacion general del plano normal a la curva en Po( 4,8/3,2 ) es
Az —4)+2(y-8/3)+1(z—2) =0,
dr+2y+2—70/3 = 0;
12z 4+ 6y + 32 — 70 = 0.
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PROBLEMA 4.9

Encontrar las ecuaciones de larecta tangente y el plano normal a la curva T’
definida vectorialmente por 7(t) = <t2 + 1,2+ In(t+ 1), et> en el punto de ella
para el que t = 0.

SOLUCION
Parat =0, el vector posicion 7(t) es
7(0) = <02 +1,2+ (0 +1),¢%) = <1, 2.1 >

Luego, el puntode lacurva I', parat =0, es P(1, 2,1).
La primera derivada de la funcioén posicion es :

F(t) = (2, ¢').

,t—|—17

Al calcular 7'(t)en t =0, sellega a :
<10y 1 0 _< >
F (0)—<2(O),—0+1,e y={0,1,1).

de esta forma, las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva I en el
punto P (1, 2,1) son :

Las ecuaciones paramétricas se escriben como:

r=1
y=2+t tek.
z=1+t

y la ecuacioén del plano normal a la curva T" en el punto P (1, 2,1))es:
O(z—0)+1(y—2)+1(z—1) =0,
y+z2z—-3=0.

PROBLEMA 4.10

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva T,
definida vectorialmente por la funcién de posicién 7(t) = <a cost, a sent, k;t/27r>

enelpunto P)(av2/2,av2/2,av/2/2).
SOLUCION

En primer lugar,se debe encontrar el valor del parametro ¢, para el cual el
punto Py(av/2/2,av/2/2,k/8) pertenece a la curva I'.Como P(acost,a sent,
k:t/27r) es punto genérico de la curva, entonces:
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acost, =a\/2/2; asent,=a\2/2; Kkt /2m=k/S.

De cualquiera de las anteriores ecuaciones trigonomeétricas, se obtiene
t, =m/4.

Para hallar un vector direccional de la recta tangente a la curva,se calcula la
derivada de la funcién posicién asi

?(t) = <—asent, acost, k/277>.
P (m/4) = <—asen7r/4, acosm/4, k/27r>,

7 (1/4) = < —a/32/2, a/2)2, k/27r>.

De esta forma, el vector tangente a la curva T en el punto para el cual ¢ = /4
es justamente 7'(w/4) y,a su, vez es un vector direccional de la recta tangente
ala curva en el punto para el cual ¢t = 7/4.

En consecuencia, las ecuaciones simétricas de la recta tangente para ¢t = n/4
son:

r—aV2/2 z—aV2/2 2-k/8
—av2/2  —av?2/2 k)21’

0 bien
r—aV2/2  y—aV2/2  z-k/8
—avor  —avor kO

La ecuacion general del plano normal a la curva para t = 7/4 es:
—aver(z —av2/2) +aver(y —av2/2) + k(z — k/8) =0,
~z+y+ (k/av2)z = k*/8a\/2T.

PROBLEMA 4.11

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva T,
definida vectorialmente por la funcién de posicién 7(t) = <at, %a t%, %a t2> en el
punto Py (6a,18a, 72a).

SOLUCION

Inicialmente se debe encontrar el valor del parametro ¢, para el cual el punto
Py( 6a,18a, 72a) pertenece a la curva T

Dado que P( at,tat? la t2) es punto genérico de la curva, entonces:
_ Gn- L 2 . 1 .3 _
at, = 6a; iato = 18a; gato = T72a.

De cualquiera de las anteriores ecuaciones, se obtiene t, = 6.
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Ahora bien, la derivada de la funcion posicién es :
?(t) = <a, at, at2>.

La derivada de la funcion posicién en t =6 se escribe como
7'(6) = <a, 6a, 36a>.

Por otra parte, 7'(6) es el vector tangente a la curva en el punto ( 6a, 18a, 72a)
y,a su vez, puede ser un vector direccional a la recta tangente a la curva dada
en ese punto. Por tanto,las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la
curvaen P,( 6a,18a, 72a) se escriben como

T — 6a rz — 18a z—T2a

a 6a 36a ’
o bien,
r—6a y—18a z—T2a

1 6 36
La ecuacién del plano normal a la curva en PO( 6a, 18a, 72 a)es
1(x —6a) + 6(y — 18a) 4+ 36(z — 72a) =0

x — 6y + 362 — 2706a = 0.

PROBLEMA 4.12

La curva I' es generada por interseccion de las superficies 3z%y + y?z +2 =0
y — 2%y + 2xz — 3 = 0. Hallar las ecuaciones de la recta tangente y plano normal
a lacurva interseccion en el punto P,(1, —1,1).

SOLUCION
Sean F(z,y,2) = 32?2y +4?2+2=0 y G(x,y,2) = — 2’y +2r2—3=0. Se
examina inicialmente si el punto P, (1, — 1, 1) pertenece a las dos superficies :
F,-1,1)=31)(-1)+(-1*1)+2= -3+1+2=0.
G, -1,1)= - (1) (-1 +2(1)(1)-3=1+2-3=0.

Como las ecuaciones de las dos superficies sonsatisfechas por las
coordenadas del punto P,(1, —1,1) entonces, este punto pertenece a las dos
superficies.

Por otra parte,

OF OF 9 oF 9
e 6xy; o 3x° + 2yz; P Y
OF OF oOF
%(1, —-1,1) = —6; 8_y(1’ -1,1)=1; @(1’ L,L1)=1

Ademas,
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G 0

9G _opy 2. L g2 9Ty

0z TY + 7 oy 0z o
oG 0G OF
—(1, - 1,1)=4; —(1,-1,1)= —1; —(1, —1,1) =2.
ax(7 7) ? ay(? 7) Y 82(7 7)

oF oF

o¢ e |T| o1 2T

Ay 0z

oF  OF

‘% %Ml _6‘:16;

gr o2 2 4

JoF oF

£ 41

o oo |T| 4 —1|T%

Ox dy

De acuerdo al Paragrafo 4.8 , las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la
curva I" enelpunto P(1, —1,1)son:

r—1 y+1 2z-1

3 16 2
r=1+3t
Y las ecuaciones paramétricas se escribencomo ¢ y= — 1416t t e R.
z=1+4+2t

La ecuacion del plano normal ala curva I' en el punto P(1, —1,1) es
3(x—1)+16(y+1)+2(2—1) =0,
3x + 16y + 22 + 11 = 0.

PROBLEMA 4.13

Sea I' la curva que describe un punto material en el espacio, definida por la
funcion de posicion 7(t) = <t2 +2t, —3e7 2,2 sen5t> :

a) Hallar los vectores velocidad y aceleracion en ¢ = 0.
b) Calcular la rapidez y la aceleracion en ¢t = 0.

SOLUCION

a) El vector velocidad v en cualquier punto ¢t de la trayectoria descrita por la
curva I se calcula por medio de la derivada de la funcién de posicién en ¢ :

A _d /s _ a2 >
= [r(t)] == <t + 2t, — 3e ", 2 senbt ),
5= <3t2 +2, 66210 cosbt >

El vector velocidad calculado en ¢t = 0 se calcula como
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3(0) = <3(0) + 2,629 10 cos 5(0) >

3(0) = <2, 6,10 >
El vector aceleracion a se obtiene al calcular la derivada del vector
velocidad; es decir,
L_dv_d /.. —2t >
=— = 2 1
a=— dt<3t + 2, 6e” ", 10 cosdt ),
= <6t, ~12¢72. _ 50 senbt >

El vector aceleracion calculado en ¢ = 0, se escribe como

3 (0) <6(O) L —12e720 ) _ 50 sen5(0) >

@(0) = <0, 12, 0 >

b) La rapidez v del punto material en ¢ = 0 se calcula mediante la norma del
vector velocidad calculado ent = 0 asi :

v=[50)]| = (2, 6,10)| = V2 + & +102 = V140 = 2 /35,

La aceleracion a es la norma del vector aceleracion en ¢ = 0; es decir,

a= @) =|{0, 12, 0) | = Jor+ (122 + 02 = V144 = 12

PROBLEMA 4.14

Las ecuaciones paramétricas de una curva I' que describe la trayectoria de una
particula material son x =2t?, y=1t>—4t, z =3t — 5, donde ¢ es el tiempo.
Hallar los vectores velocidad y aceleracién en ¢t = 1. ¢ Cual es la rapidez y la
aceleracionent = 1?

SOLUCION
La curva T' tiene como ecuacion vectorial a 7(t) = <2t2, t2 —4t,3t -5 >

El vector velocidad, en cualquier ¢t se define como

B(t) = %{Hw}= %<2#,#—&%3t—5>

(t) = <4t, 2t—4,3>.
Parat =1,
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Y el vector aceleracion es

() = o [5()] = %<4t,2t—4,3>.

Parat =1,
(1) = <4, —2,0>.

La rapidez en t = 1es el mdédulo del vector velocidad en ¢ = 1; esto es,
v=[F] = VP27

:m:ﬁg.

La aceleracion es la norma del vector aceleracion en t = 1.Aqui,el vector
aceleracion es un vector constante y la aceleracion es su modulo; esto es,

— |a)| = VEF (= 22+ 0 = /20.

PROBLEMA 4.15

Una particula material se mueve a lo largo de una curva I' definida por la
ecuacion vectorial  7(t) = <cosacos wt, sen o cos wt, senwt>, donde a, w son
constantes, y t es el tiempo. Encontrar la velocidad y la aceleracion de la
particula y sus respectivas magnitudes en cualquier t.

SOLUCION

La velocidad es la derivada de la funcion vectorial que determina la posiciéon de
la particula en ¢; es decir,

o(t) = 7'(t) = < %(cosacoswt), %(senacosw), %(senwt) >,

d
v(t) = < cos a@(coswt),sen a—(coswt),

d
pr — (senwt) >,

dt(
v(t) = < —wcosasenwt, —wsena senwt, wcos wt>

La rapidez o magnitud de la velocidad es :

v=[3(t)]| = /(- wcosasenwt)? + ( — wsena senwt)? + (w cos wt)?

v = \/ cos2oz sen®wt + sen?asen?wt + coszwt] :

v =|wl|y/ sen’wt(cos’a + sen’a) + cos?wt = |w |,
v=|wl.

La aceleracién es la derivada de la velocidad; entonces,
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a(t)= v'(t) = < W cos o dt(senwt), wsenadt(senwt),wdt (coswt) ),

2

at) = < —w?cosacoswt, —w? sena coswt, — w? senwt>.

La magnitud de la aceleracion es la norma de d(t) :

a=|a(t)|| = (- w?cosacoswt)? + (— w? senacoswt)? + (— w? senwt)?

a = w\/cos?a cos?wt + sena cos?wt + sen2wt,

a = W \/cos?wt(cosia + sena) + senwt = w?,

o= W/ cos2wt+ senwt = /1,

a = w2.

PROBLEMA 4.16

Una particula material describe una trayectoria a lo largo de una curva T’
definida por la funcion de posicion 7(t) = <cos wt, senwt,0 >, donde w es una
constante. Demostrar que :

a) El vector velocidad v es perpendicular al vector posicion.

—

b) ElI vector aceleracion a esta dirigido hacia el origen y su modulo es
proporcional al mismo.

C) 7 X ¥ es un vector constante.

SOLUCION
dr d

— = —<coswt, coswt,0> = <—wsenwt, wcoswt,0>.
dt  dt

a) U=

=1

-0 = <coswt, senwt,0>-<—wsenwt, wcoswt,0>,

70U = —wcoswtsenwt + wsenwtcoswt = 0.

Puesto que el producto escalar entre 7 y ¢ es cero, se concluye que 7 y v
son perpendiculares.

L dv d
b) a= d—;(: = %<—wsenwt, wcoswt,0> = < — wlcoswt, — w? coswt,0>,
a= —w2<coswt, senwt,0> = — w7

Esto significa que el vector aceleracion a tiene la misma direccion del vector

posicion 7, pero tiene sentido contrario, hacia el origen.
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j k
c) XU =| cos wt senwt 0 |,
—wsenwt wcoswt 0
4 sen wt cos wt 0 cos wt sen wt
T X v = ] )
w cos wt O —wsenwt 0 —wsenwt wcoswt
XU = <0, 0, wcos’wt + wsenzwt> = <0, 0, w(coswt + seant)>,
XD :<0,0,w>.

Fisicamente, se trata de un movimiento circular en el plano, con velocidad
angular constante w.

PROBLEMA 4.17

Si 7)) = <t2 +1,4t—3, 21> — 6t > es la funcion de posicion de la trayectoria

de un punto material a lo largo de la curva I', donde t es el tiempo, hallar las
componentes del vector velocidad y vector aceleracion en ¢ = 1, en la direccion

del vector A = <1, -3, 2>.

SOLUCION

a) El vector velocidad v se obtiene como
L, dr _d

Tt dt

En ¢t =1, el vector velocidad es :

T(1) = <2(1), 4, 4(1)—6> - <2, 4, —2>.

La componente del vector velocidad en ¢ = 1, en la direccidn del vector A ,es la
proyeccidn escalar del vector velocidad sobre A; esto es,

A (24 -2)(L-32)

<t2—|—1 4t — 3, 2t* — 6t> <2t, 4, 4t—6>.

A= I) (1, -3,2) |
‘2—12 4] ‘—14‘ ”
R T e TR TR

b) El vector aceleracion @ en t = 1se encuentra por medio de la derivada del
vector velocidad calculado en ¢t = 1.

it d
;g =Y 9 44—>=<2,4,4>.
“ T n dt<t t-6
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6(1):<2, 4, 4>.

La componente del vector aceleracion en ¢ = 1, en la direccidon del vector A . es
la proyeccion escalar del vector aceleracion sobre A; es decir,

aq_[{ 4 4))(u-32)

A TAL T s 2))
. ‘2—12+8‘ :]—2‘: ) :JE-

PROBLEMA 4.18

.- : - 2
Sea T una curva definida vectorialmente por 7(t) = <t, t2, §t3> donde t esel
tiempo. Calcular :
a) Vector unitario tangente y vector unitario normal principal en cualquier ¢.

b) Ecuacion general del plano osculador a la curva T' en el punto para el cual
t=1.
SOLUCION

a) En correspondencia con los paragrafos 4.4 y 4.6, los vectores tangente
unitario y normal unitario principal se obtienen asi :

dr d 223> < 2>
— = 28 = (1, 2t, 262 ).
dt dt<t’t’3t > 28, 2

a7 2 9
= V1442 +4¢* =/ (1 +282)" =1+ 2%
HdtH + 442 + 4t (14 2t2) + 2t

Por tanto, el vector tangente unitario a la curva I' en cualquier tiempo ¢, se
escribe como

ar <1, 2%, 2t2> .

T:HC?T;H: 1+ 22 :1—|—2t2<1’2t’ 2t2>'
dt

Ahora bien,

alr d/ 1 )
e 1.9t 9 >)
dt dt<1+2t2<’ t, 2t ’

dT 1

= (1422 <0, 2, 4t>—4t<1, ot, 2t? >]
dt (14 2t2)? [( +2)

dT 1

% =TT [<0 2(1+26%), 48(1+2t%) ) — (at, 20(at), 263(at) >}
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a1 ) B
E—m<—4t,2 12, 4t>—

2

2
m<—2t, 1— 2 ,2t>.

ar 2
|l = 412 1 — 2¢2 442
dt (1+2t2)2\/t+( £) + 4t

dT 2 2 /
e :—\/1+4t2+4t4:m (1—|—2t2)2,

dt (14 2t2)2

dry  (1+212) 2
dt I (1+2t2)2 14212

El vector normal unitario principal a la curva I' en cualquier tiempo t, se escribe
como

dT #<_ 6,2 >
B ERGE R
N: pury pr— s

dT 2

A e
N = <—2t,1—2t,2t>.

14 2¢t2

b) El plano osculador a la curva I' se obtiene a partir de los vectores tangente
unitario y normal unitario principal en un punto de ella.

Para t=1,el punto de la curva correspondiente es: P, (1, 12, 2(13)) =
Py(1,1,2/3).
El vector tangente unitario a la curva en ¢t = 1, se escribe como

_ H%(l)?@ 2(1), 2(1)* ) = é<1 2,2),

El vector normal unitario principal ala curvaent =1es:

(1)

_ 1 1

N@) = m<-2<1), 1-2(1)?, 2(1)2> - §< _9, -1, 2>.

Como el plano osculador contiene a la curva, para determinar su ecuacion se

necesita hallar un vector normal a 7T y N. Este vector es el producto cruz entre
los dos:

o i J Bl 7Tk
TxN=|1/3 2/3 2B8|=41 2 2|
~2/3 —1/3 2/3 —2 —1 2
Lo 1] 2 2 1o2]] 1 2
TXN9<‘_1 2"_‘_2 2[| -2 _1>’
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L1 3 1
Tx N _§<6,—6, 3>_§<2,_2,1>_§<2,_2,1>.

De esta forma, un vector normal al plano osculador es <2, -2,1 >

La ecuacion general del plano osculador en el punto Po(l, 1,2/3) se escribe
como

2 —1)—2(y—1)+1(z —2/3) =0,
o bien,

20 —2y+2—2/3=0.

PROBLEMA 4.19

Para la curva I' definida vectorialmente por 7(t) = <e’f, e, \/§t>, hallar
vector tangente unitario, normal unitario principal y plano osculador en t = 0.

SOLUCION

El vector tangente a la curva se calcula como

d?— <e et\/_t> < —e‘t,\/§>.

dt  dt

H H—\/th—l—e‘Qt—l—Q—\/(et—l—e‘t) = +e.

El vector tangente unitario a la curva dada en cualquier punto t, se escribe
como

dr

P (e )

H H e

Ahora bien, la derivada del vector tangente unitario a la curva se calcula asi :

LV )

dt dt\el+e

T _ ;)[(et _}_e—t)<€t’e—t’ 0 > _ (et_e_t)<et, —e, ﬁﬂ

dt (el +e7)?

df_ 1 t -t
E—m<2,2, —\/5(6 —€ )>

- T

e V2t 2
‘ H_ et-l—e‘t (e"+e7) (el + e71)2 T el tel
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Por tanto, el vector normal unitario a la curva dada, en cualquier punto ¢, se

define como
2 1
ar -~ (2.2, —/2(el-¢"

dt B (€t—|-€t)2< ) 4y f(e e )>

N :
1) V2

el +et

=
I

1 t -t
m<2727 —\/5(6—6 )>

En ¢t=0,los vectores tangente wunitario y normal unitario principal,
respectivamente, se escriben como

0= (V) = o1

ed + e 0

N7 1 -0
N(O):\/E(€0-|—6_0)<2,2’ _\/5(60_6 )>7

N(0) = 2\/<2 9 0> \}§<1,1,0>.

Enseguida se calcula el vector normala 17" y N mediante el producto vectorial
de los dos

o ki ki k ) ik
TXN=|1/2 -1/2 2/2 =71 -1 V2
1/Vz 1/v2 0 10
> oo 1 2 1 V2 -1
TXN_m<|1 0 ’_|1 0 |1 1>’
TXN:Q\[< \f\/§2> <_1,1,2N§>.

Asi, un vector normal al plano osculador es < -1, 1,2 >

Por otra parte, para ¢t = 0, el punto correspondiente de la curva dada es:
Py(e ¢, v/2(0)) = Py( 1,1, 0).

Finalmente, la ecuacion general del plano osculador es :
— 1z -1 +1y—1)+/2(z—0) =0,
—rx+y+ \/iz =0.



Curvas en el espacio 107

PROBLEMA 4.20

Considerar la curva I' del espacio definida vectorialmente por el vector de
posicion 7(t) = <2t +3, 3t —1, t2>.

a) Hallar vector tangente unitario, normal unitario principal y plano osculador en
t=0.

b) Mostrar que el plano osculador contiene todos los puntos de la curva.
SOLUCION

El vector tangente a la curva se calcula como

d7 d )
=209 1, >:<2, 2 >
‘o dt<t+3 3t— 1,1 3, 2t

H H—¢4+ 01 42 = /42 1 13.

El vector tangente unitario a la curva dada, en cualquier punto ¢, se escribe :
d T

~ |
7— H H 4—m<2, 3, 2t>.

La derivada del vector tangente unitario a la curva se calcula asi

g_g<71 <2 3 2t>)
dt  dt\ /42 + 13\ 7 ’

a7 1 At
o VA2 113 <0,0,2> . 7<2, 3, 2t>},
dt  4t24+13 [ * V4t2 413

dT 1 { 2 2
= ({0, 0,24+ 13)) — (st, 121, 867,
dt (442 4 13)*° < ( )

dT —2

= (4 6,13,
dt (442 4 13)*°

El médulo del vector tangente unitario es :

ary =2 37 V162 + 3612 + 169 = _—23/2 V' 52t% + 169
dt (442 4 13) (4¢* +13)

dT) _ _ —2v13 V4t2 + 13,

dt (42 4 13)?

dT'| _ —24/13

at |l ~ 4213
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Por tanto, el vector normal unitario a la curva dada, en cualquier punto t, se
define como

. -2
a7 ——= {1 61,13
N (4t2+13)3/2< >
S N
dt 412 + 13
. 1
N = <4t, 6t, 13 >
J13(482 + 13)

En ¢t=0,los vectores tangente wunitario y normal unitario principal,
respectivamente, se escriben como

7(0) = 2, 3, 0>.

4(0)12 + (2 3:20)) = %Ts<
. 1

1
N0 = Zeror T (4(0), 6(0),13 ) = 13\/T3<0’ 0,13 ),

N(0) = \/1@<O’ 0,1>.

En seguida se calcula el vector normal a T y N mediante el producto vectorial
de los dos

L., 57 1? Gk
3
VISVIS g 0 0 1
.o 1/13 0 2 0| [2 3 1
TXN_13<0 1’_‘0 1|0 0‘>_13<3’2’0>

Un vector normal al plano osculador es <3, -2,0 >
Por otra parte, para ¢t = 0, el punto correpondiente de la curva dada es;
Py = (2(0) +3,300) — 1, (0)2) = Py(3,-1,0).
Finalmente, la ecuacidon general del plano osculador es,
3(z—3)—2(y+1)+0(z—0) =0,
3z +2y—11=0.

b) Para probar que el plano osculador contiene todos los puntos de la curva T,
se requiere que su ecuacion satisfaga la del plano :

3w +2y—11=3(2t+3)—23t—1)—11=6t— 6t + 11 — 11 = 0.

Efectivamente, todos los puntos de la curva hacen parte del plano osculador.



5. OPERADORES DIFERENCIALES

5.1 GRADIENTE DE UNA FUNCION ESCALAR

Sea ¢:S CR"— Runa funcion diferenciable en S. El gradiente de la funcion
escalar ¢ es uncampo vectorial definido en S cuyas componentes, en un
punto X € S, son las derivadas parciales de ¢. Se denota y define como

_/0¢ 0¢ 00 \ :
grad ¢ = <a$1 B By >, o bien,

d¢p 0 0
Vo= <8x(i§ ’32"”’ (%j >’

donde el operador diferencial V se define como V = < o 90 0 >

Oz, "0z, dz,
5.2 PROPIEDADES E IDENTIDADES DEL GRADIENTE

a) Sean ¢ y v funciones escalares diferenciables y C una constante;
entonces,

a) V(C¢) =CV¢

b) V(¢ +¢) = V¢ + Vi

) V(p9) = ¢V + V¢

d) Gradiente de una funcion compuesta. Si ¢ = ¢(u,v,w) es diferenciable
por u,v,w y u=u(x,y,2),v=0v(z,y,2) Yy w=w(z,vy,z) son diferenciables
por x y, z cada una, entonces,

v¢_a¢v o ¢ g—ﬁv

e) Si ¢ = ¢(z,y,2) es diferenciable por z, y, z y 4 es un vector unitario en el
dominio de ¢, entonces la derivada de ¢ en la direccion de u puede escribirse
como

99

a bd
5.3 INTERPRETACON GEOMETRICA DEL GRADIENTE

= Vo -1

Si ¢ = ¢(z,y,2) es diferenciable por z,y, 2 y 4 es un vector unitario en el
dominio de ¢, entonces, en correspondencia con el paragrafo 5.1.e, larazon de
cambio de ¢ en la direccion de 1 se escribe como

99
i =Ve-u
Ahora bien, por definicién de producto escalar entre vectores, se tiene
9] -
90 —Vo- 7 = V||| [lcosd = |Vajcost,

donde @ es el angulo que forman V¢ y 1.
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Esta razén de cambio es maxima cuando cosf = 1; es decir, para 6 = 0.

Esto ocurre cuando V¢ y 4 son paralelos. Por consiguiente, la funcién
escalar ¢ varia mas rapidamente en la direccidén del gradiente de ¢.

Ademas, para 0 = 0, se tiene

0 _ _

57 = [Vellcos 0 =|Vg].
Por consiguiente,

29

2| v,

max

e Un punto para el cual V¢ = 0 se llama estacionario.

5.4 CONJUNTOS DE NIVEL

Sea F:S c R?®— Runa funcién diferenciable en S. Una superficie de nivel
en R? se define por
F (z,y,z) = k; k una constante.

Analogamente, si f:SCR?*—R es una funcion escalar bivariable,
diferenciable, entonces una curva de nivel se define por

f(z,y) = k; k una constante.

5.5 PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE

5.3.1 Una superficie S es la representacion grafica en R3 de una funcion de la
forma F(z,y,z) = 0.

OF OF OF

5.3.2 Si 9 oy Y 5 existen y son continuas y P,(z,,y,, 2,) €S un punto de la

superficie S, el gradiente de F' es normal a la superficieen P,(z,,y,, z,).

recta normal

plano
tangente

.—"/F’o( )

Figura 5.1 Plano tangente y recta normal a una superficie t € R.

533 Si P(z,,y, %) es un punto de la superficie S, entonces la ecuacién
general del plano tangente a S en P, es :
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oF oF oF
axa;—:L')—F —(y — y0)+8—x(z—z0)—0.

Y las ecuaciones simétricas de la recta normala S en P, son :

L—L, Y~ Y =%
)
or Jy 0z

En las anteriores ecuaciones, tanto del plano como de la recta, las derivadas
parciales se calculan en el punto P,(x,,y,, 2,)-

5.6 DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea ?:SCRS — R*una funcién vectorial de varias variables definida por
= <f1 (x,y,2), f,(z,y,2), f,(x,v, z)>, cuyas componentes son funciones

diferenciables en S. La divergencia del campo vectorial ? es un campo
escalar denotado por div f o V- f. Se define como :

dwf Vf—%+?; g—f;

Al utilizar el operador V, se tiene

V-_f= <8am 6ay 682 > <f“ f”f>

e Si f y g son funciones vectoriales de varias variables diferenciables por
x,y,zYy ¢ funcion escalar también diferencial por z,y, 2, de la definicién se
obtiene que

a)V-(f+3d)=V-f+V-3
b)V- (6 F)=Vo-F+oV-f

e Un campo vectorial } para el cual V-? = 0, en algun punto (z,y, z) se llama
Solenoidal.

Si V-_f < 0 sellama Sumidero.
Si V-_f’ > 0 se llama Fuente.
5.7 ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea _f:S c R® — R3*una funcidon vectorial de varias variables definida por
_j”= <f1 (x,y,2), f,(z,y,2), f,(z,v, z)>, cuyas componentes son funciones

diferenciables en S. El rotacional (rotor) del campo vectorial _f €S un campo
vectorial denotado por rot f 0 V x f .Se define como

rot_f =VX 77 = <%, %, £> X <f17 f27f3>7
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o bien,
Tk
> 0 0 0
X f=|2 = =
v/ dx Jdy 0z
Lo o h

El desarrollo del determinante por los cofactores de la primera fila, conduce a :

- A o 9119 9
VX f=(|0y 0z|,—|dz 08z|,|0z 0y >’
VA L L L

> _ /(9  9f ofy  of of, of
VX f—<(a—;—a—5), (%), (a—;—a—;)>.

e Si f y g son funciones vectoriales de varias variables diferenciables por
x,y,zY ¢ funcion escalar también diferencial por x,y,z, de la definicidon se
deducen las siguientes propiedades :

a) Vx(f+7)=VxJ+Vxg
b) Vx (V) =
c)V-(Vxf)=

e Un campo vectorial f para el cual Vxf = 0, en algun punto (z,y, z) se
llama Irrotacional.

5.8 LAPLACIANO
5.6.1 LAPLACIANO DE UNA FUNCION ESCALAR

Sea ¢(z,y,z) funcidon escalar diferenciable al menos dos veces respecto de
x,y, z. Se llama laplaciano de la funcion ¢ a la divergencia de su gradiente; esto
es,

<8¢> 99 8¢>>

div (grad ¢) = V- (V¢) =V 9r 9y 9z

82 9%  O%ps
(vd)) a 2 + ayQ + 822

El operador laplaciano V?se define como V? = — + — + —.
X

De esta forma el Laplaciano de la funcién escalar ¢ se define como

d? 02  0?
Vip= "o+ 5+ 5.
ox? oy 0z
e Si ¢(z,y, z) es una funcion escalar diferenciable al menos dos veces respecto
de z,y, z y satisface la ecuacion V?¢ = 0, se llama armodnica.
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¢ De la definicidn se puede establecer que si ¢ y 1 son funciones escalares al
menos dos veces diferenciables, entonces,

a) V(¢ + 1) = V2o + V3
b) V(¢ ) = ¢ VY + ¢ Vi + 2V -V
5.6.1 LAPLACIANO DE UNA FUNCION VECTORIAL

Sea ?:SCR3—>R3 una funcion vectorial de varias variables definida por
_f‘= <f1(:c,y, 2), f,(x,y,2), f,(x,y, z)>, cuyas componentes son funciones al
menos dos veces diferenciables en S.

El laplaciano de la funcion vectorial f es otra funcion vectorial cuyas
componentes son los respectivos laplacianos de las funciones componentes;
esto es,

V2] = (V3. VAL VL)
5.9 IDENTIDADES VECTORIALES PRINCIPALES

Sean A y B dos funciones vectoriales diferenciables; ¢ y 1 funciones
escalares diferenciables en todos los puntos (z,y, z) de una regién del espacio y
C' un escalar, entonces,

GRADIENTE

a) V(C¢) =CV¢

b) V(¢ +¢) = Vo + Vi

) V(o) = ¢V + ¢V

d)V(A-B)=(A-V)B+ (B-V)A+Ax(VxB)+Bx(VxA)
DIVERGENCIA

a)V-(CA)=C (V-4)

ROTACIONAL
a) Vx (CA) = C(VxA)
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b)Vx(ﬁ+§) =VXA+VxA

) Vx (¢pA) = Vox A + ¢(VxA)
c)Vx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)+ (B-V)A - (A-V)B
b) VxV¢ = 0

LAPLACIANO
a) V¢ = V-(V¢)

b) V2(¢ ) = ¢ V9 + ¢ V3¢ +2V¢ -V
) VA = V(V-A) ~Vx(VxA)

e) Vi(V¢ ) =V (V?9)
f) V2(V-A4) = V-(V24)
g)VQ(VxE) = Vx(V24)

PROBLEMA 5.1

Sea ¢(z,y,z) =r=+/ x> +y?+ 2 una funcion escalar.
Hallar a) Vo ; b) V(¢?); c) V(Ing); d) V(1/9).

SOLUCION
El vector de posicidon para un punto P(z,y, z) se definecomo 7 = <:13 Y, 2).

Ahora bien, el gradiente de ¢ se escribe como

00 06 00

a) Vo= <%’ oy’ 0z

Vo — x Yy z >
Va2 +yr+22 a2+ 2+ 22 a2+ 22

1
Vo= e ()

Vo =

S sd

b) ¢* = (12 + 12 +22)" = (a® + 4> +22)"7,
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d)

Ing) = (1ng) = ¥ (Iny/47 47+ 2),

V(ing) = 1V [in (@ 17+ 23]

1 2 2 2
V() = 3 o s e )

2?2+ + 222 vyt 22 2?22

V(lng) = x2+y12+z2< Y z>,
V(ing) = 7= T_z
1 1 _
v(a):v( $2+y2+22):V[<xQ+y2+22) 1/],
1 (2.2, 2\ 3/
V(5> = (m +y2+z) <2x, 2y,22>,
1 -1
V($> B ($2+y2+zz)3/2<x’ v Z>’

PROBLEMA 5.2

Sea ¢(z,y,z) = 2xz* — x?y una funcion escalarde tres variables.

Calcular V¢ vy HV(b‘

SOLUCION

221H

El gradiente de la funcién escalar ¢ se calcula como

Vo= <gi 2(5 gf> <224 — 2zy, — a2, 8a:z3>,
Vol . ={(2-1'=22)(-2), - 27 8@)(- 1),

(2,-2,-1)
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ng‘ = (10, -4, - 16>.

(2,-2,-1)

La norma del gradiente de ¢ calculada en Py(2, -2, — 1) se calcula asi :

| = v+ (2 + (=17 = V312 = 2/03,

H ‘(2,2 -1)

PROBLEMA 5.3

Demostrar que el operador gradiente es lineal. Esto es; si ¢(z,y,2) y ¥(z,y, 2)
son funciones escalares diferenciables, a y b escalares, entonces,

V(ag +by) = aVe + b V.
DEMOSTRACION

Por definicidon de gradiente de una funcién escalar y por las propiedades de las
derivadas parciales, se tiene que

Y (aé + b¥) :<a(a21b¢)’a(ag;b¢)’ 8(a<gjb¢) >
o= {2 2 2 0, 20 o
V(g + by) <aa¢ baw a8y¢+ba(1¢’ CjaajJ’b;f) >
R F AR

o¢ 9¢ 0¢ oY oy O
v<a¢+b¢):a<8x’8y’8z>+b<3x’8y’8z)>’

V(a¢ + b)) = aVe + b Vep. O
PROBLEMA 5.4

Sea  ¢(z,y,2) =2z2* —2*y una funcion escalarde tres variables vy
A= <2, -1, - 1> un vector de RR3.

a) Calcular la derivada direccional de ¢ en la direccion de A en cualquier
punto P(z,y,z).

b) Calcular la derivada direccional de ¢ en la direccion de A en el punto
Py(1, -2, - 2).

c) Hallar el valor de la derivada direccional maxima.

d) Direccion en la cual Iderivada direccional es maxima.
SOLUCION

a) Para la funcidén ¢, el gradiente en cualquier punto se calcula como
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_ /0% 09 0p\ _ 9 2. 2
V¢—<ax, 3y az>_<2xyz—|—4z,xz,xy+8xz>.

El vector unitario en la direccion segun A se define como

i_ a-b-l) o (2, -1, -1).

U=—=

171 -1 -n)] V6

Por tanto la derivada direccional de ¢ en la direccion de A en cualquier punto
P(z,y, ), se calcula como

% =Vo¢ - -u= <2:cyz + 422, 122, x2y-|—8xz>- L<2, -1, - 1>,
0u

6
o _ 1 2 2 2
57 = \/6(4xyz-|—82 Tz — 'y — 8wz).

b) El gradiente de ¢ calculado en el punto Py(1, -2, —2) es
Vo(l, -2, - 2) = (20)( - 2)( - 2) +4(— 2% 13(-2), 1}(-2) +8(1)( - 2)),

Vo(l, —2, —2) = <24, -2, —18).

De esta forma la derivada direccional de ¢ en la direccion de A en el punto

Py(1, -2, —2), se calcula como
¢ 1
(1, -2, -2)= —92,-2)-—(2, -1, -1
5o (L =2, =2) = V(L ~2, -2 \/6< =1, - 1),
) 1 6
—(1,-2,-2)= —=(2+2+2) = — = /6.
77 ( )= 7! )= 5=V

c) El valor de la derivada direccional maxima es,
0¢
S| =V, —2, - 2) = /242 (— 22+ (— 18],
0¢ /oot [0k

d) La direccion en la cual la derivada direccional es maxima se escribe como

Vo <24, —2, —18>

Vol 2226

Y L <12, ~1, —9>.

Vel ~ /226

<l
I

!
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PROBLEMA 5.5

Hallar la derivada direccional de ¢(z,y,2) = zy + 222 — 3> + 2% en el punto
Py(1, -2,1) alo largo de la curva I' definida por 7(t)= <t, t-3, t2> en la
direccion creciente de z.

SOLUCION

Inicialmente se debe encontrar el valor del parametro ¢ para el cual el punto
Py(1, -2, 1) efectivamente pertenece a la curva T'. Un punto cualquiera de la
curva es P(t, t-3,t?). Al igualar los puntos P y P, se obtienen tres
ecuaciones:

t=1; t—3= —2; t? = 1.

De cualquiera de las tres ecuaciones se obtiene que t = 1. Por tanto el punto
Py(1, -2, 1) pertenece a la curva T.

Enseguida, se encuentra el vector unitario sobre el cual se calcula la derivada
direccional. Para ello, se calcula el vector tangente a la curva en Py(1, -2, 1),

asi :
LT (L12e) (11,20
CFON (e Ve
L1
Para t=1, u= %<1, 1, 2>.

El gradiente de la funcion ¢ se calcula como
Vo = <y +2z,x — 2y, 2z + 2z>,
Vo(l, —2,1)= <0, 5, 4>.

De esta forma, se calcula la derivada direccional

% =V¢ T = <0, 5, 4>-%<1, 1, 2>,

1 13 134/6
— (0+5+8):—:T\[.

Ve G

QD »
ISNERSE

PROBLEMA 5.6

Considerar la funcion escalar ¢(z, y, z) = 223y — 3y*z + 2%

a) Hallar la razén de cambio de ¢ en el punto Py(1,2, — 1) en la direccién hacia
Pi(3, - 1,5).

b) ¢ Cual es la magnitud de la mayor rapidez de cambio?

c) ¢, En qué direccién, a partir de P,, es maxima la rapidez de cambio?
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SOLUCION

a) El vector que se origina en P, con punto final P, es:
PP = <3_1, ~1-2, 5+1> =(2,-3, 6).

El vector unitario en la direccion de P,P; es:

o (2, -3, 6) 1
B P A
El gradiente de la funcidn escalar ¢ se escribe como

Vo = <6x2y, 223 — 6yz, — 3y2>.

Vo(1,2, -1) = <12, 14, _12>.

Por tanto, la rapidez de cambio o derivada direccional de ¢ en el punto
Py(1,2, — 1) en la direccién de By P, , se escribe

9 _y4.1= (12, 14, —12>-%<2, -3, 6),

i

o9 _ %0

oa T

b) La magnitud de la razon de cambio maxima es
5@5 — — 2 2 _ 2
2l = Vo2 -1) | = V1224142 4 (- 12)
a&_gf = /484 = 22.
U max

c) La direccion de la rapidez de cambio maxima se escribe como,

b= =

12, 14, — 12
HEZH a < 22 > - %<6’ 7 _6>'

PROBLEMA 5.7

a) Hallar la derivada direccional de la funcion escalar ¢(z,y, 2) = zy? + 2° — zyz
en el punto Py(1,1,2) en la direccién que forma angulos de 60°, 45° y 60°,
respectivamente, con los ejes coordenados.

b) Hallar la magnitud de la derivada direccional maxima.
c) Hallar la direccion de la maxima derivada direccional.

SOLUCION

a) El vector unitario requerido para calcular la derivada direccional es
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4 0 o o 1 2
u = <00360 , cos45°, cos 60 >: <§, %,

El gradiente de la funcion ¢ se escribe como,
Vo = <y2 —yz, 2zy — xz, 32° — xy>

Vo(1,1,2) = <_1, 0, 11>.

—

La derivada direccional de la funcién ¢ en la direccién de # se escribe como

g_gzw.a =(-10, 11>-%<1,\/§, 1),

op 1
= 2(—=1+11)=5.
g7 ol T 1FH) =5
b) La magnitud de la derivada direccional maxima, se calcula asi

g_gmax: | vo(-1,0, 1) | = V122,
88_? = /484 = 22,
U max

c) La direccion de la maxima derivada direccional es

A —<_1’0’11> L (=1,0,11).

Vel ~ iz Vi

U=

PROBLEMA 5.8

La temperatura en cualquier punto (z,y, z) del espacio tridimensional, la

determina la funcion T'(z,y,z) = , donde la distancia se mide en

2 +y?+22+3
pulgadas.

a) Encontrar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto P(3, — 2,2), en
la direccion del vector A = (-2, 3, —6).

b) Encontrar la direccion y la magnitud de la maxima rapidez de cambio de 7' en
P(3, —2,2).

SOLUCION

La longitud del vector A es
[A| =/ (=22 437+ (62 =/4+9+36=149=T1.

El vector unitario %, en la direccion del vector A, es

s A1 _ (23 8
“_HA’H_7<_2’3’_6>_< 7T 7>'
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Ahora bien, el gradiente de T es

— 120
VT(x7ya Z) - (x2+y2+22+3)2<377 Y, Z>

El gradiente de T', calculado en el punto P(3, — 2,2), es el vector
— 120 3
T3, —2,2)= —— -2,2)= — — -2,2).
VT(3, —2,2) (20)2<3, 2)= - (3 -2.2)
Por lo tanto,

a) La rapidez de cambio de T en el punto P(3, — 2,2), en la direccion del
vector 1, es

oT .3 29 3 6
8—@,—VT(3,—2,2)-U— 1O<3,_2,2> <—7,7, —7>,
aT 72 36

9L _ 12 %0

T (6 6-12)=15="5

b) La mayor rapidez de cambio de T', en el punto P(3, — 2,2), la determina
|VT(3, —2,2)|; esto es

IvT(3, - =SB (—2pr2= 21T

En el punto P(3, — 2,2) la direccién de mayor rapidez de cambio de T se
escribe como

S VTG -2 _ - 5(3,-2,2)
VT3, —2,2) || sV

el

3 2 2
_<_ﬁ’ VT _ﬁ>'
PROBLEMA 5.9

2 2 2
Sea la funcién en tres variables F(x,y,z) = —+ g;—2+ — . Demostrar que la
derivada de la funcién F' en cualquier punto P(:c y,z),en la direccibn que va

desde este punto al origen de coordenadas es :

OF __2F
ow

, donde r = /a2 + y2+ 22.

SOLUCION
El vector originado en P(z,y, z) y con punto final en O (0,0,0) se define por

PO= (-2, -y -2 = —(z,y, 2).
La longitud del vector P_é es
||P_(3 | = VEz)2+ (—9)2+ (- 2)2=v22 + 2 + 22

Por tanto en la figura 5.2, el vector unitario en esa direccion es:
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P (ews)
ol - Veere s
Z
P(x,y,z)
u
0 Y
X

Figura 5.2 Vector con punto inicial (x, Y, z) y punto final (0,0,0)

Por otra parte, el gradiente de F' en cualquier punto P(z,y,z) es

2¢ 2y 2z
VP = (G a )

2 2 2

En consecuencia, la derivada de F(z,y,z) = :::_2 + Z_Q + Z—Q en cualquier punto
a C

P(xz,y,z), en la direccién que va desde este punto al origen de coordenadas es
OF L /2 2 22 .y, 2)
%—VF<%ZJ>Z)'U—<¥76—Q;C—Q>' /—x2+y2+z2’
oF _ -1 (2_962 2y 2_z2>
on Viz+y?+ 22\ a? b2 c2 )’
or 2 (332 y2+22)__2F
ou - /m2—|—y2+22 a2 b2 2 - .

PROBLEMA 5.10

Encontrar las ecuaciones generales del plano tangente y la recta normal a las
superficies dadas en el punto indicado :

a) z = a? + ¥ P(1,2,5)
$2 y2 2,2

b) =+ — = =0, P (4,34
)16+9 16 0 0(’3’)

c)rl+y*+y? =14; P (1, —2,3).

SOLUCION

a) Sea F(z,y,z) = 2> +y* — z = 0. Inicialmente se debe constatar que el punto
P (1, 2,5) pertenece a la superficie dada, un parabolide circular en este caso.

En efecto, F'(1,2,5) = 12+ 22 — 5 = 0. Esto significa que el punto P, pertenece al
parabolide circular como se observa en la figura 5.3.
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Figura 5.3 Plano tangente y recta normal az = x* +y? en (1,2,3)

De acuerdo con el Paragrafo 5.3, el gradiente de la funcion F(z,y, z) se calcula

asl :
OF OF OF
VF - <%7 8—y7£> - <2I’, 2y7 - 1>7

VFu,Qﬁ):<ﬂm,ﬂm,—1>:<z4,—1)

Por tanto, la ecuacion general del plano tangente al parabolide circular, cuya
ecuaciones z = 2% +y% enelpunto P(1,2,5)es:

2 -1)+4(y-2)—1(z-5) =0,
2r+4y —2—5=0.
Y las ecuaciones simétricas de la recta normal son :

r—-1 y-2 z-5
2 4 =1

22

2 2
b) La relacion :1’7—6 + % -5 = 0 corresponde a un cono eliptico. Figura 5.4.

2 2 2
Si F(x,y,2) = ~ +ZL _Z entonces se verifica si el punto P (4,3,4) es un

169 8
punto del cono elitico :

42 32 42
F(4,3,4) = 679 &

Al calcular el gradiente de F' se obtiene :

oF oF 8_F> = (2 2y %)

ox’ Oy’ 0z 897 4/’

R0 = (8 4= (12 ).

= 0.Por tanto P, (4, 3,4) es un punto del cono.

VF:<
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2 2 2
De esta forma la ecuacion del plano tangente al cono eliptico f_ﬁ + % — % =0en
el punto P, (4, 3,4) es:
1 2
5(x—4)+ g(y—3)—1(z—4) =0,

'<VI_

2 2 2
Figura 5.4 Plano tangente y recta normal aen —- + % - % =o0en (4,3,4).

Al efectuar y simplificar :

§:c—l—§y—z:O; 3r+4y — 62 = 0.
Y las ecuaciones simétricas de la recta normal se escriben como

r—4 y—-3 z-4
3 4 -6

c) En este caso se pide calcular las ecuaciones de plano tangente y recta
normal a la superficie esférica 2 +y* +y*> = 14 en el punto P, (1, —2,3).
Observe la figura 5.5

Al verificar si el punto P, (1, —2,3) pertenece a la esfera se tiene :
P2+ (-22+3)?2=1+4+9=14.

Se concluye que el punto P,(1, —2,3) pertenece a la esfera.

Si F(z,y,2) =

2?2 +y? + 22 — 14 = 0, entonces,

OF OF OF
VF = <%, @, E > = <2CE, Qy, 22:>7
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Figura 5.5 Plano tangente y recta normal a x> + y> + 2> = 14 en (1, — 2, 3)

VF(1, —2.,3) = <2(1), 2(—2), 2(3)> = < — 2, 4, 6>.
La ecuacion del plano tangente ala superficie esferica 2+ y? + 22 = 14 en el
punto P,(1, —2,3)) se escribe como
2 —-1)—4(y+2)+6(2—3)=0,
x—2y+32—-14=0.
Las ecuaciones simétricas de la recta normal son:

r—1 y+2 2-3
1 -2 3

PROBLEMA 5.11

Demostrar que las superficies F(z,y,z) = 2>+ 1>+ 22 -8z — 8y — 62 +24 =0
y G(z,y,2) = 2°+ 3y* + 222 — 9 = 0 son tangentes en el punto P,(2, 1,1).
SOLUCION

Inicialmente se debe constatar que el punto P(2,1,1) es comun a las dos
superficies :

F(2,1,1) =22+ 12+ 12 - 8(2) — 8(1) — 6(1) + 24 = 0.

G(2,1,1) = 22+ 3(1)* +2(1)? =9 =0.
Se comprueba que el punto P, (2, 1,1) pertenece a las dos superficies.

Para demostrar que las superficies dadas son tangentes en el punto P, sus
respectivos planos tangentes deben ser iguales. Entonces,

OF OF OF

VF = (5 9 05

>:<2:1:—8, 28,22~ 6),
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VF(2,1,1) = (2(2) - 8,2(1) - 8,2(1) - 6 ),
VF(2,1,1):<—4, — 6, —4>: N,.

El vector .7\71 = < —4, —6, — 4>es un vector normal del plano tangente a la

superficie F' en el punto P,(2,1,1).Este plano tangente tiene como ecuacién
general a :

—4(x—2)—6(y—1)—4(z—1) =0,
2+ 3y +22—-9=0.

Analogamente,

0G 0G 0G
VG = <%, a—y, E > = <2$,6y, 4Z>,

VG(2,1,1) = (2(2), 6(1),4(1) ) = (4, 6,4 ) = N,.

El vector N, = <6, 8, —10>es un vector normal del plano tangente a la
superficie G en el punto P,(2,1,1). La ecuacion general de este plano es:

4r—2)+6(y—1)+4(z—") =0
2¢ +3y+22—-9=0.

Como los planos tangentes a las respectivas superficies en el punto comun P,
son iguales, entonces se concluye que las superficies son tangentes.

PROBLEMA 5.12

Demostrar que la ecuacion general del plano tangente a la superficie central
definida como ax? + by? + c2*> = k, en el punto P,(z,,v,, 2,) viene dada por

ar,x +by,y +cz,z = k.

Y las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie en P, (z,,y,, 2,) Se
escriben como

SOLUCION

Segun los datos del problema el punto P (z,,y,,2,) pertenece a la superficie
central az? + by? + cz? = k, entonces,

azd + bys + cz8 = k.

Ahora bien, sea F(z,y,z2) = azx,z + by,y + cz,z — k = 0. El gradiente de F para
cualquier punto P(x,y, z), se calcula asi :

OF OF OF

VE= (G 9z

> = <2aa:, 2by, 202>.
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Este gradiente calculadoen P (z,,y,, 2 ) conduce a :
VE(z,,y,,2) = <2ax0, 2by,, 2020>.
De esta forma la ecuacion general del plano tangente a la superficie en P, es:
2ax,(x — x,) + 2by,(y — y,) + 2¢cz,(z — 2,) = 0;
Al operar y simplificar se obtiene :
az,r + by,y + cz,z — (azd + byd + cz2) = 0.
Como ax3 + by2 + cz2 = k, entonces al reemplazar se llega a :
ax,x + by,y + cz,z — k =0, o bien
ax,r + by,y + cz,z = k.1

Consecuentemente, las ecuaciones simétricas de la recta normal a la supeficie
en P,, se escriben como

PROBLEMA 5.13

Calcular las ecuacién general y las ecuaciones simétricas a la superficie definida
como z% + 43 + 23 + zyz — 6 = 0en el punto P,(1,2, — 1).

SOLUCION

Sea F(x,y,2) = 2° + y* + 2° + 2yz — 6 = 0. Se verifica inicialmente que el puntp
P (1,2, — 1) pertenece a la superficie dada.

F(z,y,2) = 1P+ 22 + (=1 + (1)(2)(-1)* =6 = 0.
Se puede ver que P,(1,2, — 1) hace parte de la superficie.

El gradiente de F en cualquier punto P(z,y, z) se calcula asi :
oF OF OF
ox’ Oy’ 0z
El calculo de VF en el punto P,(1,2, —

VF(1,2, - 1) = (3(1)* + (2)( = 1), 3(2) + (1)( = 1), 3( = 1)* + (1)(2)),

VF = < > = <3x2 +yz, 3y* + xz, 322 + :cy>

1) conduce a :

VF(1,2, —1)= <1, 11, 5>.

Por tanto la ecuacion general del plano tangente a la superficie dada en P, se
escribe como

l(lx—1)+11(y—2)+5(z+1) =0,

z+ 11y + 52— 18 = 0.

La ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie dada en P, son :
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PROBLEMA 5.14
Si A= <xyz2, ry’z, 22y >, hallar V-A en Py(3, -1, - 2).

SOLUCION

T-(90 9 9N /o2 2, 22
VA_<833’ 8y’8z> <xyz,:cy 2,x yz>,

7 L L JORL .
VA—&L,(QUW )+ay(5€y Z)+8z(x yz ),

VA= yz2 + 2zyz + 2°y.

La divergencia del campo vectorial A evaluada en Py(3, -1, —2) se escribe
como

V‘Z{(37 _17 _2) = (_1)(_2)2+2<3)<_1)(_2> +<3)2(_1)7
V-AB3, -1, -2)= -4+12-9= 1.

PROBLEMA 5.15

Si A y B son campos vectoriales diferenciables y ¢ es un campo escalar
diferenciable en todos los puntos de R*, demostrar que

a) V(A+B)=V-A+VB
b) V- (¢ A) = V- A+ ¢(V-A)
SOLUCION

Sean A= <a1, aQ,a3>, B= <b1, bg,b3> donde las a; y b; son funciones
escalares diferenciables por z,yz. Ademas, ¢ = ¢(z,y,z) es funciéon escalar
también diferenciable por x,y, z. Entonces, por definicion de gradiente y en

correspondencia con las propiedades de las derivadas parciales, se escribe
- = g 0 0
a) V(A‘I‘B) = <8—x, 8—y,&>-<(a1+b1),(a2+b2),(a3+b3)>,

. 8(a1+bl) 8(a2+b2) 8(a3+b3>
) O * Jy * 0z

- =y 0da, 0b, 0Oa, 0b, OJda, 0b,
V(A-I_B)_ ox + 8:v+ Oy + 8y+ 0z + 0z’
- = da, da da. ob, 0b ob.
(A+B) = 1 2 3 1 p 3
V( * ) [8m+8y+8z]+[8x+8y+0z’
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V(A’—I—B)) :<§, aﬁ,%>-<al, a2,a3>+<§ 83 §> <b1, bQ,b3>

b) V-( 121’): -[¢<al,a2,a3>}:V-<¢al,¢a2,¢a3>,

\Y%
V(6 A)=2(s al)+§y(¢ W)+ o (6a,).
¢

0¢ da,
5% +¢ 0z’

a+a—¢]+l +¢2%],

0
—aQ +¢% +

) x+ 0z

y
V-(¢A’) =Vo- <a1,a2,a >+gbV <a1, a,,a, >
V-(pA)=Ve¢ - A+¢(V-A)O

PROBLEMA 5.16

Probar que V- [;;] 0, donde 7= <x, y,z> es el vector de posicion y

r=+/x%+ y? +y? es su magnitud.

DEMOSTRACION

En correspondencia con la propiedad demostrada en el Problema 2b), hacer
A=T7 y ¢ = %3 y obtener que

7 1 1
2] - v[3] 7+ kv @
Pero,
M1 1 3/
V| = :Vl V(2 +y*+v°) :
_7"3 ( x2+y2—|—y2>3 |:( :|
1 3 /
5| = §(x2+y2+y2) 2<2x 2y,2z>
1 5
5| = =32+ >+ /2<J;, Y, >,
"1 o
V_T—g_ = —3r P27 . (b)
Por otra parte,
o 0] 0 0
V-T:V-<x,y,z>:a—x+a—i+a—z—1+1+1—3. (c)

Al reemplazar (b) y(c) en (a),se obtiene :
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PROBLEMA 5.17
Si A= <3a:yz2, 2z, — 2’yz >, ¢ =32>—yz y Py(1,-1,1), calcular en P,

a) V-A; b) A- Vo; c) V- Vo.
SOLUCION

Ad-9 2y 4 9 93y 9 2
a) VA—ax(Bxyz)+8y(2xy)+ax( xyz),

V-A = 3y22 + 6zy® — 2%.

VA ) 3(-1)(1)2+6(1)(-1)2=(1)%(-1),
VA‘ — _346+1=4
(1,-1,1)
b) Vo = <6:U, 2, _y>
W‘@—u) =(6.-1,1).
Al 1y = (BO=DAR20(- 18 - @X=1)) ),
A(l_m) = (-3,-2,1).
Entonces,
it v¢‘(1’_u) =(-3,-2,1)-(6,-1,1),
Avel = -18+2+1=-15
(1,-1,1)
©) V-V¢=V-(6z, -z, —y ),
V- V¢ = 8(6x>+a(_z) i) =6+0+0=6.

ox oy 0z
PROBLEMA 5.18

Mostrar que A= <2x2 +8zy2z, 323 — 3wy, — 4y?2? — 2232 > es un campo
vectorial no solenoidal, pero el campo B= xyzQZf si es solenoidal.
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SOLUCION

Un campo vectorial A es solenoidal si V-A = 0.
En este caso,

0 0
—(3&03 — 3:Ey> + 8_:15( — 4y?2? — 2:1:32),

- 0
V-A=_—(22"+ 8:1:y2,z) + 3y

oz
V-A=dg + 8y*z + 3z° — 3z — 8y’z — 227,
VA=z+a%#0.
Por consiguiente, el campo vectorial A es no solenoidal. Pero,
B = acyz%zl’ = :L'y22<2$2 +8zy%2, 323 — 3wy, — 4y?2? - 2232 >,
B = zyz?A = <2x3yz2 + 822323, 3xty?2? - 3x2y??, — dxyPt — 22tyd >
Entonces,

= 0 0 0
V-B= 7 (2x3yz2 + 8x2y3z3) + oy (3$4y2z2 - 3x2y2z2) + —(— 4zt - 2:c4yz3),

ox (
V-B = 62%y2% + 162323 + 62ty2? — 62°y2?, — 162y32% — 62ty2? = 0.
Este resultado muestra que el campo B es solenoidal.

PROBLEMA 5.19

SiA= < —3x22, 2xy >, B= <3:c, 4z, —xy> y ¢ = xyz,calcular :
a) foVqS; b)( X V) o; c) (Vxﬁ )XE.
SOLUCION
_ (99 09 09\ _
a) v¢_<ax7 ay?az>_<yz’ x27xy>
B ki b k
AXVo=|yz2 3222 2zyz|s
Yz xz xy
AxVe= < — 3z 2uxyz . yz? 2xyz 7‘y22 — 3x2? >’
xz Ty yz xy Yz xz

Ax Vo = < — 3x?y2? - 20%y2?, — xyP? + 2z’ xy2d + 3wy >
Después de simplificar se obtiene :

A x Vo = <— 5xlyz?, wy?2?, dwyd >
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i J k
b) Axv=|yz? -3 2ayz :
9 9 9
oz oy 0z
- —3wz° 2rYy2 yz> 2myz| |yt - 3w
AXYV = 2 2 y = 0 0 3 2 2 ’
dy 0z dr 0z o dy

- B 95 0 0 5 0 0 5 0 5 0
AXV—< 3u2’ % Qxyza LYz’ P Qxyza , Y2 ay+3£cz a$>.

Enseguida, se calcula (A' xV)o:

(A'XV)cﬁ = ¢<—3:c226?2 — 2xyz ﬁ, y2* 29 —nyzg, Y22 29 +3x22— 0 >

y 0z ox 0y ox
1 _ 209 _¢ 23¢ 9 ,0(zyz) 23($y2)>
(A X V)qﬁ = < — 3wz’ P 2xyz 9 5, —2xyz 90 V? 2 + 3xz %)

(121’ X V)¢ = < — 3xly2? - 202y, —wyP? + 2xyPR?, wyd + 33:yz3>,

(A X V)(/) = < — bxly?, xy?2?, 4oy >

c) El rotor del campo vectorial A, se calcula como

i b k
e 0 0 3}
VXA = 5% 9 5 |
yz? -3z 2axyz
e e e oo @
VX A= Oy 9z |, —|dz 9z |,| Ox dy >>
—3z22 2xyz yz® 2xyz| |y22 - 3x2?

VX A= <2xz—|—6xz, —2yz 4+ 2yz, —32° — 22 >,
VXA = <83:z, 0, —4z2° >
El producto cruz entre el rotor de A y el vector B es:
R
(VXA)XB: Srz 0 —422 = <1623,8x2yz—12x22, 32222 >
3r 4z —zyz
PROBLEMA 5.20

Demostrar que A = <6xy + 23,322 — 2,322% - y> es un campo irrotacional.
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DEMOSTRACION

Un campo vectorial es irrotacional si V x A = 0.

En este caso,

ki j k

2 0 0 0

xA=| 2 9 9
v oz oy 0z ’

2 2

6zy + 22 322 — 2 3z -y

Y o0 )
VxA= < dy 0z , — o 0z , Ox dy >,
32—z 3z’ -y 6y + 2> 3wz? —y| |6zy+2° 3222

Vxﬁ:< —1+1, 6z — 6x, 6x—6x>,
VXA = (0,0,0)=0.
Por tanto, A esun campo irrotacional.

PROBLEMA 5.21

Considerar el campo vectorial A = (azy — 2, (a —2)z% (1 - a)zz* ). Hallar los
valores de la constante « para que A seaun campo irrotacional.
SOLUCION

Se aplica el principio utilizado en el problema 5.20 :

ki b k

e 0 0 0

xA=| 2 9 9
v ox y 0z ’

) o o || 2 o
VXxA= Jy 0z y — O Dz ) Ox Ay )
(a—2)2* (1—a)xz? ary— 2 (L—a)zz®| |azy— 2> (a—2)a?

VXA= <0, —[(1-a)z? —|—3z2},2(a—2)x—ax>.
Para encontrar los valores de a, se iguala este ultimo resultado a 0; esto es,
<0, —[(1-a)2® +32%], [2(a-2)z — az] > = <0, 0, O>.
Por igualdad entre vectores,
[(1-a)z*+32%] =0; (1—a+3)22=0; a=4.
2(a - 2)z — az] = 0; (2a—4—a)r=0; a=4.
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Se concluye, entonces,que para a =4 el campo vectorial se convierte en
irrotacional.

PROBLEMA 5.22

Sea ¢ un campo escalar definido por ¢ = 3z%z—y?2% + 423y + 22 — 3y - 5.
Calcular el laplaciano de ¢.

SOLUCION

El laplaciano de una funcién escalar ¢ es,también, un campo escalar denotado
por V2¢ y definido como

¢ 0’ 9%
2, _
Ve _8x2+8y2+8z2'

En este caso,

¢ o

— 2 . _
Pl 6xz + 1227y + 2; 9.2 = 6z + 24xy.
¢ _ 58 _a PO
0y 2uz” + 4z — 3; Gyt 22°.
00 o 9 o999 o o
5, =3z — 3y°2; 5.2 = 6y° z.

En consecuencia,
V2¢ = 6z + 24y — 223 — 6°2.



6. INTEGRACION VECTORIAL

6.1 INTEGRAL DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea  f(t)={(/(1), £,(t), £,()) un campo vectorial, donde f.(1), f,(t) y f,(1)

son funciones continuas de una sola variable ¢ en un intervalo dado observando
la figura 6.1

La integral indefinida del campo }(t) se denota por f}(t) dt y se define
como .
Jiwae= [0, £,0.5,0) ) dt.

f}(t)dt: <ff1(t)dt, ffZ(t)dt,ffg(t)dt> +C,
donde C es un vector constante de R®.

dF
dt

Jiwae= [ 5 [Fw]a=F)+C

Si t € [a, b], entonces,

Si existe un campo vectorial F = F'(¢) tal que = f(t), entonces,

a

/ab}(t) dt = [ﬁ(t) + é}b = F(b) — F(a).

6.2 INTEGRAL DE LINEA DE UNA FUNCION ESCALAR Sea T una curva

regular definida vectorialmente por

F(t) = (2(t), y(0), 2(t) s <t <
y ¢(x,y, z) una funcién escalar definida sobre la curva T.

AN Z F(b)

v

F(a)
X

Figura 6.1 Curva definida por 7 (t) = <:13(t), y(t), Z(t)>7 teR

La integral de linea o integral curvilinea de la funcion ¢ sobre la curva T, se
denota frd)ds y se define como
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[ ds= [ o(F)| ¥ (0)ar. 61)

Dado que los extremos corresponden a t=a Yy t=b, entonces la integral
curvilinea 6.1 se puede escribir de la siguiente forma :

b
/¢ds:/ﬂﬂawﬁmxanhﬂwwf+¢y@f+{/mfdt(@m
F a

6.3 INTEGRAL DE LINEA DE UNA FUNCION VECTORIAL
Sean I' una curva regular definida vectorialmente por
(1) = (2(t), y(t),2(t) ); a<t<b

y )= (f,(t), f,(t), f (t))un campo vectorial continuo sobre los puntos de la

curva I'. La integral de linea o curvilinea del campo }5 alolargo de I' se
denota/ }-dr y se define como
r

- b-»
/ Fodit = / F(7(1))- 7'(t) dt. (6.3)
F a

Despueés de desarrollar el producto escalar de la ecuacién (6.3),se llega a :

b
g [y, e
frfdr_Lfldt+fzdt+f3dt, (6.4)

donde f = f (:c(t), y(t),z(t)), i=1,2,3.

Al aplicar la regla de cadena a la relacion (6.4), se obtiene

b
[ Fai=] fav+ fay+ fa (6.5)
I‘ a
NOTA

Cuando las curvas son planas, se pueden utilizar a = 0 y como parametros.
Esto significa que las integrales se definen en términos de = 0 .

6.4 OTRAS INTEGRALES DE LINEA
Sean I' una curva regular definida vectorialmente para t € [a, b} como
7(t) = <x(t), y(t), 2(1) >; Ft) = <f2 (), £,(2), f,(t) > un campo vectorial continuo

sobre los puntos de la curva T'y ¢(z,y,2) un campo escalar definido también
sobre la curva I'. Son también integrales de linea las siguientes :
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1)fF}ds:<fFflds, fFdes, fFdes>.
) frd)dT":<fF¢d:1:, fr¢dy,fr¢dz>.

3) Si la curva I' describe una trayectoria cerrada, se escribe :

3§F¢ds; fﬁrgbd?; $ Fdr; frjfds.

r

6.5 LONGITUD DE ARCO

A Z

\ y
-

Figura 6.2 Longitud de arco entre 7 (a) y 7 (b)

X

SeaT una curva deR® definida vectorialmente por () = (f (t), f (t),.f (t) )

€ [a, b]. Si 7(t) es diferenciable, entoncesla longitud del arco de T
comprendida entre los puntos para los cuales ¢t =ay t =10, es un escalar no
negativo y se calcula mediante la integral de linea

b
SARCIE

6.6 GRADIENTE, DIVERGENCIA'Y ROTACIONAL

En los paragrafos 5.1.1, 5.1.2 y 5.1.3 del Capitulo 5 de este texto, se
defini6 en detalle lo relacionado con el gradiente de una funcién escalar y la
divergencia y rotacional de un campo vectorial, los cuales se relacionan en
las siguientes lineas.

6.6.1 Operador diferencial vectorial nabla (V)
El operador diferencial V se define y denota como
g 0 0
V=555 )
6.6.2 Gradiente

Sea ¢ = ¢(z,y,z) una funcidon escalar que tiene derivadas parciales continuas
en alguna regién de R3. El gradiente de ¢ es un campo vectorial denotado por
V& y definido de la siguiente manera :
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9 ¢ a¢>

Ve = <8.7c ay 0z

6.6.3 Divergencia

Sea f= <fl (z,y,2), f,(2,9, z),f3(x,y,z)> uncampo vectorial  cuyas
componentes son funciones de varias variables las cuales poseen derivadas
parciales continuas en alguna region de R3. La divergencia de } €s un campo
escalar denotado por V- }’ y se define asi :

V-f = <2’ ﬁ,ﬂ> f, f2,f3>,

Ox’ Jy 0z
3 94, 9 Of
Vil = 50t 3, T o

6.6.4 Rotacional (Rotor)

Sea f= <f1 (z,y,2), f,(x,y,2), f (2,9, z)> uncampo vectorial  cuyas
componentes poseen derivadas parciales continuas en alguna regiéon de R3. El
rotacional de f es un campo vectorial denotado V x f y se define como

I k

. 0 0 0

Vx f=] = = —
/ ox oy 0z |

L5

_ /o of 9f of of 9f
“\ Oy 9z 9z Oz’ Oz Oy /

6.7 CAMPO CONSERVATIVO

—

Si f un campo vectorial, cuyas componentes son funciones continuas en
alguna region de R?vy f V¢ para alguna funcion escalar ¢ con derivadas
parciales continuas en alguna region de R3, entonces se dice que f es un
campo conservativo.

Cuando V x ? 0 entonces el campo vectorial es conservativo. Con simbolos,
f =V¢p & VX f = 0.

Si ?: V¢, se dice que ¢ es una funcion potencial para f” y,ademas, } es
un campo de gradientes.
6.8 APLICACIONES DE LA INTEGRAL CURVILINEA

6.8.1 Masa de una curva

Si la funcién escalar ¢ es una funcion de distribucion de masa a lo largo de una
curva I', entonces la masa de la curva es :
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m:/(bds.

r

6.8.2 Centro de masa de una curva. Centroide.

El centro de masa de una curva I, con funcidon de distribucion de masa
¢ = ¢(x,y,2),se define como el punto (Z,7,7z)de R® que satisfase las
relaciones siguientes :

f/rgdeZ/qubds; y/rgbds:/Fygbds; z/rgbds:/qusds.

Si la funciéon de distribucion de masa es constante, por ejemplo, ¢ = k,
entonces el centro de masa se llama centroide de la curva.

En este caso, la masa de la curva se calcula como

-

kds= k/ ds = kL; L eslalongitud de T'.
r r

De esta forma las coordenadas del centroide son :

/xds /yds
r .

A
L’ L

/zds

I
L

z =

T =

6.8.3 Momento de inercia de una curva

El momento de inercia de una curva I' con respecto a una curva o un plano,
se calcula mediante la integral curvilinea

I= /ngb ds,
I

donde d(zx,y, z) es la distancia desde un punto (z,y, z) de la curva a la recta o
plano especificado y ¢(z,y,2) es la funcién escalar de distribucion de masa.

6.8.3 Trabajo

Si f= f(z,vy,z) representa la fuerza aplicada a una particula que se desplaza
a lo largo de una curva I, entonces el trabajo realizado por dicha fuerza se
calcula por medio de la integral curvilinea

W:/}’-d?.
r

6.9 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCION VECTORIAL

—

Considerar una una superficie S y un vector normal unitario 7 a la superficie
S. El elemento diferencial vectorial de area de superficie en la figura 6.3 se
define como.
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v

X

Figura 6.3 Superficie S y su vector normal 7

Si f(z,y,2) = (f (x,y,2), f,(x,y,2), f,(x,y,2) ) es una funcidn vectorial con
componentes continuas sobre la superficie S, entonces la integral de superficie

de la funcion jf sobre S se denota // ]‘ dA y se define asi :
S

//}-dﬁ://(}-ﬁ)dA. (6.6)

La integral (6.6) es un valor escalar y se lo llama Flujode ? a través de la
superficie S.

6.10 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCION ESCALAR

Sea S la superficie definida por el campo escalar continuo z = f(z,y). La
integral de superficie de ¢ = ¢(z,y, z) sobre S es un escalar definido como

//¢dA://¢(x,y,f(x,y))\/1+[%}2+[g—ﬂ2dxdy, (6.7)

donde R es la proyeccion de S sobre el plano zy.

6.11 OTRAS INTEGRALES DE SUPERFICIE

Pueden definirse otras integrales de superficie sobre S, donde ¢ = ¢(z,y,2) es

funcion escalar diferenciable y f = f(x,y,z) es un campo vectorial cuyas
componentes son funciones diferenciables, como por ejemplo,

//qsd;f; //;cxdz; //}dA.

Notese que los resultados obtenidos después de calcular las integrales
anteriores son vectores numéricos de R3.
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6.12 INTEGRALES DE VOLUMEN

Si se considera una superficies cerrada S que contiene un volumen V,
entonces son integrales de volumen :

/V//}dv y /V//Mv donde,

?(x,y,z):<fl (z,y,2), [,(x,y,2), f,(x,y,2)) es una funcién vectorial cuyas

funciones componentes son diferenciables y ¢ = ¢(z,y,2) es funcién escalar
también diferenciable.

PROBLEMA 6.1

Sea f(t)= <4t +1, 82, —t >, funcién vectorial de un parametro.

Calcular ) / Ft)dt;  b) / e
0

SOLUCION
a) /}(t) dt = /<4t+ 1, 3t2, —4t>dt,
/}(t) dt = </(4t+ 1)dt,/3t2dt,/(—4t)dt>,
/}(t) dt = <2t2+t, £, —2t2>+5’.
1 -11
b) f(t)dt = Kzt? +t, 3, —2t2> +C}O,

PROBLEMA 6.2

Considerar las funciones vectoriales de un parametro }(t) = <t, —2,t— 1> y
g(t) = <2t2,0, 6t>. Calcular :

2 2
a)| (f-g)dt; b) [ (fxg)dt
/0 /0
SOLUCION

a) Inicialmente se efectta el producto escalar entre f(t) y §(t) :
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Fog=(t - t-1)-(20, 6t).
Feg =214 0+ 6t2— 6t = 2t3 + 6t2 — 6t.
(}-g)dt: /(2t3+6t2 — 6t)dt = %t4+2t3 — 32+ C.

En seguida se calculan las integrales definidas y luego se aplica el Teorema
Fundamental del Calculo asi :

2 . 1 2
/ (f-g)dt = [§t4+2t3—3t2+0]0=8+16—12:12.
0

b) Se efectua el producto vectorial entre ?(t) y ¢(t)asi:

. 7 P E
2t 2 0 6t
Fxg= -t t—1| |t t=1| |t =t
9= 0 6t | 22 6t |'|l2waz 0 |/

fxg= (61%, 263 — 8¢2, 21*).

Se integran las funciones componentes y se aplica luego el Teorema
fundamental del Calculo :

/(7‘” X g)dt = /<6t3, 23 — 8t2, 2t4>dt,
Fxg)de= (3¢, Lt B3 2py,
(f x g)dt =

2 2 3 )
2 - N . 34 14 83 25 2
e et 20
2 N, 40 64

PROBLEMA 6.3

El vector aceleracion de una particula en funcién del tiempo ¢ > 0 viene dado
por la relacion vectorial @ = (¢!, —6(t — 1), 3sent). Si el vector velocidad (t)
y el vector posicion 7(t) son nulos en el instante inicial ¢t = 0, hallar o(t) vy
7(t).

SOLUCION

En el paragrafo 4.5 del Capitulo 4 de este texto, se define la funcién velocidad

— . s ey — — d T t
9(t) como la derivada de la funcion de posicion 7(t);esto es, ¥(t) = ;E ) . De
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la misma forma, se define la funcion aceleracion como la segunda derivada de
la funcién de posicion o la primera derivada de la funcion velocidad; es decir,

Loy dT(t)  dP(t)
at) = dt— di2
Con base en estos criterios, se puede escribir

(t):/c'i(t)dt:/<et, —6(t +1), 3sent) dt,

B(t)=(-e'+C, =3t —6t+Cy, — 3cost+ Cy) (A)

L

Pero 9(0) = 0= <O, 0, O>; entonces, al reemplazar en esta ultima relacion, se
tiene :
<—e*0+01, — 3(0)2 = 6(0) 4+ Cy, — 3cos0+ 03> = <0, 0, o>,

<—1+01,0+C2, - 3+(13>=<0, 0,0>.

De aqui se obtiene C, =1; Cy, =0; C3 = 3.

Al reemplazar estos valores en (A), se obtiene la expresion de la funcién
velocidad en términos de ¢

B(t) = <—e_t+1, — 3t —6t, — 3cost—|—3>.
De idéntica forma,
?(t):/ﬁ(t)dt:/<—et—|—1, —3t* —6t, — 3005t~|—3>dt,

()= (e +t+ Ky, —t5 =3t + Ky, — Bsent +3t+ K3).  (B)

Dado que 7#(0)= 0= <O, 0, 0>, entonces, al sustituir en esta Ultima relacion, se
llega a:

(e 40+ K1, —0°=3(0)*+ Ky, — 3sen0+3(0) + K3) = (0,0,0).
Al igualar las componentes de los vectores se obtiene :
1+K, =0, Ki=-1; Ky, =0; K3 =0.

Finalmente, al reemplazar estos valores en (B), se obtiene la funcion de
posicion en términos de ¢ :

?(t):<6_t+t—1, — 1332, — BSent+3t>.

PROBLEMA 6.4

Calcular la integral de linea de ¢(z,y) = x>+ 4, alrededor del triangulo cuyos
vértices son los puntos 0(0,0,0), A(1,0,0) y B(0,1,0) en la secuencia O-A-B-O de
la figura 6.4.
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SOLUCION

z
0(0,0,0)
B(0,1,0) vy
A(1,0,0)
X
Figura 6.4 Triangulo definido por (0,0,0); (1,0,0); (0,1, 0)
A B 0
Método 1. fr¢ds: [ ods+ [, pds+ [, ¢ds. (1)

Las integrales de linea que aparecen en la ecuacion (1) se calculan previa
parametrizacién de cada trayecto, de la siguienta forma :

Lado OA : La ecuacion vectorial de la recta que une O con A es
<x,y, z> = <0,0, O> + t<1, 0,0>, o bien

r=ty=0,2=0;, 0<t < 1.

dy1? dz1% o
+ [E] + [E} dt:  ds = dt.

dx?
Por otra parte, ds = \/[%]
Por tanto,
2 2 3 ! _ 1
f qsds_fo (2 + 02)dt = t =3
Lado AB : Las ecuaciones paramétricas de la recta que une A con B son

r=1—-0; y=t; z=0; 0<t< 1.

ds = /(= 1)+ 1>+ dt; ds=+/2dt.
V(=1

De esta forma,

f <z>ds—f (1 — )2+ t*]\/2dt,
fj¢ds:\/§fl[1—2t+2t2]dt,

[ros=ali-e 3] =2
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Lado BO : Para la recta que une B con O se tiene :
xr=0y=—t+1; 2=0; 0<t< 1.
ds =+/(—=1)*dt; ds= dt.

En consecuencia,

f;gbds:fol[02+(1—t)2]dt,
f;¢ds=f01[1—2t+t2]dt,

@)

fB b ds = [t—t2+%t3];:%.

Al reemplazar estos valores en la relacion (1), finalmente se obtiene

fqbds—l _\/ 1_2+2\/ 21+\/

3 3

Método 2. Es posible parametrizar de otra forma,dado que el triangulo AOB
esta en el plano zy. Figura 6.5.

ry

0(0,0) A(1.0) y

Figura 6.5 Triangulo definido por (0, 0); (1,0);(0,1)
Tramo OA: y =0, 0<z<1.

2
ds=/1+ [Z—y] dr =+/1+02dx; ds = dux.
x

Entonces,
fOAd)dS = j: (22 4 02) dz = %[mzs]l _1

Tramo AB: y=1-—z, 0<z<1.
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ds =4/1+ [dy] = 1+ (—1)2dz; ds=+/2dz.
Luego,

qubds:fl[:cQ—l— 1-)?%]V2 da,

0

B 1
qubds:ﬁfO [1—2x—l—x2]dx:M.

3

Tramo BA: =0, 0<y<1.

ds 1+[ ]dy_dx ds = dy.
dy
Por tanto,
0] 1
B¢ds:f0[02+y}dy,
0O
_ 1t 1
p ¢ ds= 3[y]o_3'
Finalmente,
1o 2v2 1 2+2f 2
bds=g+ = =31+ V2).

PROBLEMA 6.5

donde I' es la recta que une los

ds
Calcular la integral de linea fr i1 d

puntos O(0,0) y A(1,2). en la figura 6.6

SOLUCION
AY

A(1,2)

S
7

0(0,0) .

Figura 6.6 Segmento de recta que une (0,0) y (1,2)

La ecuacion de la recta que pasaporO y A es y = 2z. Entonces,
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ds = 1+[Z—i]2da::\/1+22da:; ds:\/gdx.

De esta forma

dx
i f Vo f ) ff Veke
1
f \/m f I2+4 [ln‘x2+\/$2—|—4/5”0,
| 45y, {1+i} —In [i]
Ve V5 V5
f ds i {3 + \/5]
VS 2
PROBLEMA 6.6
Si la curva T corresponde a la porcion de la elipse x—z + Z—z = 1localizada en el

primer cuadrante del plano xy, calcular la integral cuwlllea fp xy ds.
SOLUCION
La paralizacion de la elipse en el primer cuadrante en la figura 6.7 es.

r=acosl; y=bsenf; 0<60< g

Entonces,

ds = \/[d_x]Z + [ } d0 = \/a2cos?0 + b2sen0 do,

do do
ds = \/(a? — b?) sen20 + b2 df.
N y
B(o,b) |
A@o)
2 y2

Figura 6.7 Arco de ellpse -+ i 1 en el primer cuadrante

Ademas,

xy = ab cos fsend.
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Por tanto,

/2
j; ryds = abf cos Osend/ (a2 — b2) sen6 + b2 db),
0

ab /2

3/2
_ 2 b2 29 + b2 ] :
sy [ =)o "]

- 3<a2ai b2) [(a2)3/2 - (52)3/2] )

ab(a® —b%)  ab(a®+ ab + b?)

3(a—v2)  3(a+b)

PROBLEMA 6.7

Si ¢(x,y) = xy, calcular la integral de linea fr¢d?, desde 0(0,0,0)a P(1,1,0)
alo largo de

1) La recta que une los puntos 0(0,0,0) y P(1,1,0).
2) La curva definida por y = 2%, 2 = 0.
SOLUCION

1)La ecuacion de la recta que pasa por 0(0,0,0) y P(1,1,0) esta en el plano
xy. Por tanto, su ecuacion es y = x. Figura 6.8.1.

En consecuencia,

fr ¢dr = f zy (dz, dy) = f r?dz, v’ dx)
0

from= (el el - ()

v

0(0,0,0) ]

1

P(1,1,0)
X

Figura 6.8.1 Segmentos de recta que unen (0,0,0) y (1,1,0).

2) Como en el caso 1), la pardbola estéa localizada en el plano zy de la figura 6.8.2.

Entonces,
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P(1,1)

A\ 4

0(0,0)

Figura 6.8.2 Porcion de curva entre (0,0) y (1,1)

dit = (dz,dy) = (dx, 2z dz).

De esta forma
1

fr(bd?:f z.2?(dx, 2zdx),

0
fr ¢ dr = fol (x3,2x4>dx,
Jooat= (3,50 = (3:5)

PROBLEMA 6.8
La curva I" esta definida por la relacién 7(t) = <2t2, t, 4t? — t> y ;‘ es el campo

vectorial definido como } = <3:1:, 2xz —y, z ). Calcular frf d7 desde 0(0,0,0)
a P(2,1,3).

SOLUCION
dit = (dz,dy,dz) = (4t,1,8t — 1)dt.

i

= (3(2t%), 2(2t?)(4¢* — t) — ¢, 4¢* — 1),

F= (612, 16t* — 4t — t, 4> — ).

Frdit = [662(4t) + 16t* — 46% — & + (462 — 1)(8t — 1)] dt,
Frdit = [16t* + 52¢% — 12¢> + t] dt.

Ahora bien, la parametrizacion de la curva es

x = 2t° =0 r=2
y=t Parat=0; < y=0 parat=1,< y=1
z =42 —t. z=0 z=3.

En consecuencia, la variacion de t esta en el intervalo [O, 1}.

Por tanto,
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1

fr?-d? = fo [16t* + 52¢% — 12t 4 t] dt,

16 ; L s 1,00 127
= |0+ 13t -4 4+ o =
[5 - 3,7 10

PROBLEMA 6.9

Calcular la la integral curvilinea del campo vectorial de R2definido como

= 2 2
=(x—3y,y—2x)a lo largo de la elipse I A 1, recorrida en sentido

antihorario.

SOLUCION

Se llama circulacién de un campo vectorial f sobre una curva cerrada I’
orientada en sentido positivo a la integral

fp j-dr,

donde ? tiene componentes continuas sobre T'.
De esta forma, el problema planteado se refiere a calcular la circulacién

del campo ? sobre la elipse de la figura 6.9. Por tanto :
?-d? = <x -3y, y — 2:1:>- <da:, dy>,
Jodit = (x—3y)dz + (y — 22) dy.

N\ y

(0,3)

v

\ o
2 2

Figura 6.9 Elipse IZ + % = 1 recorrida en sentido antihorario

Como la parametrizacion de la elipse es
x=2cost;y=3sent; 0<t< 2m,

entonces,
Jedr = [(2cost —9sent)( — 2sent) + (3sent — 4cost)(3 cost] dt,
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}- dr = [5 costsent — 30 cos’*t + 18} dt.
En consecuencia,

2m

fﬁ } d?:f [5costsent—300032t +18} dt,
I 0

27
fff- dr = lgsen2t—15t—12—5sen2t+18t ,
r 0

¢ - dit = — 307 + 367 = 6.
I

PROBLEMA 6.10

Si f es una funcién vectorial continua sobre una region R C R®* y f = V¢ para
alguna funcién escalar ¢ continuamente diferenciable sobre R, entoncesla

integral curvilinea de } entre los puntos P, y P, de R es independiente de la
trayectoria o curva que une estos dos puntos; esto es,

- Py,
J=Vo= [ Tdr=o(r)-o(R).
Py
DEMOSTRACION
Puesto que V¢ -dr =d¢ y, por hipotesis, } = V¢, entonces,

/sz}-d? = /szw -dr = /szdqs = () — (P,).0

PROBLEMA 6.11

Si f es una funcion vectorial continua sobre una region R C R? y la integral

curvilinea de f entre los puntos P, y P, de R es independiente de la trayectoria
0 curva que une estos dos puntos , entonces existe una funcién escalar ¢

continuamente diferenciable sobre R tal que j‘ = Vo, ; es decir,
b, (CL’,y,Z) - -
(',“E]7y27z3)

Py

DEMOSTRACION

Si la integral de linea de } es independiente de la trayectoria que une dos
puntos, entonces,

g2 = [ Fodr= / S

n (x17y2’ Zd)

donde P, es un punto fijoy P,es un punto variable sobre R. El punto P, se
mueve sobre una curva que pasa por P,y sobre la cual el vector tangente

unitario 7' es continuo. A lo largo de esta curva, se tiene
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P, b, Jd7 P,
o= fdr = f-d—ds: f-Tds,
S

Py Py Py
donde s es parametro de longitud de arco.
Al derivar la relacidén anterior con respecto a s, se obtiene :

0 O (P21 4 A
La relacion (A) expresa que la funcion ¢ tiene derivada direccional en cualquier
punto. Por otro lado, se sabe que

o6 .
95 — Vol (B)

Puesto que (A) = (B), entonces, por transitividad,
Vo T=f-T; (Vsb—?)- T=0;
De la ultima relacion, se obtiene : V¢ — }": 0; }": Vo.O
PROBLEMA 6.12
Observando la figura 6.10
Sea el campo vectorial f de R definido como f = (#*+y,z—y*).
1) Demostrar que } es una campo vectorial conservativo.
2) Encontrar un potencial escalar ¢ para }

3) Calcular la integral curvilinea desde O(0,0) hasta Q(2,1).
4) Calcular la integral curvilinea que sigue el camino O(0,0) — P(2,0) — Q(2, 1).

SOLUCION

1) De acuerdo con el Paragrafo 6.5, un campo vectorial f es conservativo si su
rotacional es cero; esto esV x f=0.

En efecto,
i J k
vxi_| & 2 2|
ox dy 0z
?+y -9 0
_ /00 O@-y) 9(a*+y) 90 O(x-y’) I(a*+y)
N\ Oy 0z 0z oz’ oz Oy ’
=(0,0,0) =0

2)Como f es conservativo, entonces V¢ = f para algun campo escalar ¢.
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Entonces,
09 99\ _ ;o 2
<0m’ 8y>_<x Ty Ty >
Por igualdad entre vectores, se obtiene
9 _ o
o " +y.

Al integrar con respecto a = y permanecer y constante, se llega a :

Olw,y) = 32+ 2y + 9(y) 1)

La derivada parcial de (1) con respectoa y es:

200 , o0

9 =z +g'(y). Pero 9 =x—y“.
Al igualar las derivadas

zrg'y)=z—y5 o= -y

La integracidon de esta ultima relacién conduce a :

gy) = —3y" +C (2)

Al sustituir (2) en (1)

1 |
o(x,y) = §x3 +ay— 5y +C.

.y L 1 1
De esta forma,la funcion bivariable ¢($,y):§x3+xy—§y3+0 es un

potencial escalar para f.

3)

v

0(0,0)

Figura 6.10 Segmento de recta dirigido de (0,0) a (2,1)

Puesto que V¢ = }’, entonces,

(2,1) (2,1)

(21
foo) jai= [ vear=[ do,

, (0,0) (0,0)
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- (2.1) 1 @1 13
dr = =z’ +zy— -y’ +C ==
00) f ¢ (0,0) 3 vy 3y 00 3
4) Ay
Q(2,1)
I
I
0(0,0) P(2,0) M

Figura 6.11 Segmentos de recta que unen (0,0);(2,0) y (2,1)

En correspondencia con la Figura 6.11, se tiene :

frf-drzfrlf-dr—l— F2f-d?“. (3)
La parametrizacion del tramo OP es
{x: 0<t<2.
y =

Ademas, }wﬁzz@ﬁ—%yﬂx—y2»<dx,dy>:t%ﬁ.
Luego,
8

H}d?:ﬁ?%ﬁ:%ﬁﬁ:§. )

La parametrizacion del tramo PQ es :

{$:2 0<t<1.
y=1

Entonces,

De esta forma
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NOTA

Debido a que el campo vectorial } es conservativo, las integrales que unen los
puntos O(0,0) y @Q(2,1) son los mismos, sin importar que se tomen caminos
diferentes.

PROBLEMA 6.13

Considerar el campo vectorial F = <2:sz + 25, 22, 32 >

a) Mostrar que F es conservativo.

b) Hallar un potencial escalar para F.

c) Calcular el trabajo realizado para desplazar un cuerpo desde Pi(1, —2,1) a
Py(3,1,4)

SOLUCION

a) Un campo vectorial es conservativo, si su rotor es el vector nulo. En este
caso, VX F =0.

En efecto,
i b k
= 0 0 0
X F = — —
v ox oy 0z |
2y + 2 r? 3wz’
v « F’ B 0 (szz) B 8(3;2) a(Zajy + 23) _ 0 (35(322) 8(332) B 8( 21’y + 23)
N oy 0z’ 0z or ' Ox oy ’

Vx F= (0,322~ 32 20— 20 ) = (0,0,0) = 0.
b) Como F es conservativo, entonces existe una funcion escalar ¢ tal que
Vo = F.

_ [/ 0¢ 09 09 = 3 .2 2
V¢—<0w 3y 8z> F—<2:cy+z,a:,3xz >

Por igualdad de vectores, se puede escribir

%j_Qxy, ¢ = /2xy~|—z)d:n—x y—HUZ + f(y, 2).
99 o _ 27 2

5 = o ¢_/a: dy = 2%y + g(z, 2).

gf_?,xz b = /3:(:2 dz = z2° + h(z,y).

Esto es posible si f(y,2) =0, g(z,2) = zz> y h(z,y) = x*y. En consecuencia, la
funcion escalar buscada es :
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¢ =2’y +x2° + C, C constante arbitraria.
c) Para encontrar el trabajo W, se puede optar por dos caminos:

P

Calcular la integral curvilinea F-dr o evaluar ¢ entre P,y P;.
Py

Por simplicidad, resulta mejor optar por la segunda alternativa :

(3,1.4)

Py
Wng‘P = [:c y+x22+C Lo = 202.

PROBLEMA 6.14

Encontrar las longitudes de arco de las curvas definidas por  7(¢) en los
intervalos de variacion de ¢ :

a) #(t) = <2t3/2,t — 3, 3t>; te[6,10].
b) 7(t) = <senh2t, cosh2t,2t>; te [ —1/2,1}.
c) ?(t):<2t, lnt,2t>; te[1,10].

d) ?(t):<tsent,tcost, \/§t>; te [0,4].

SOLUCION

sy Doy 4y o 4
a) ¥'(t) = { (267), 2 (t =3), = (31) ),
7' (t) = <3t1/2, 1,3>,

|7 ()] = V(322 + 1+ (3)?,

7' (@®)|| =V 9t+1+9 = /9 +10.

Por tanto, la longitud de arco de la curva dada es :
10
L= / | 7)) = [ V9t+10dt,

L= (9t + 10)3 ] ~ 36, 15.

[27 6

b) 7'(t) = < %(senth), %(coshQ t), %(%) >,

F(t) = <2 cosh2t, 2senh2t, 2 >,

| 7(t)|| = V/4cosh?2t + dsenh?2t + 4,

| 7'(2)|| = 2v/ cosh?2t + cosh?2t — 1+ 1 = 2v/2 cosh?2t,
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Luego, la longitud de arco de la curva dada es :

/ H 7( | = 2\/_/ cosh2t dt,
1/2
24/2
2

1
senth} ~ 6,79.

I = [
~1/2

o) #(1) = { -(2t), (i), T()),

F(t) = (2,1/t,2t),

VA2 + 14 4t
t )

|70 = TP -

17| = V( 1+2t2) 1+2t2

t Y

17| = 1/t—|—2t.

Por tanto, la longitud de arco de la curva dada es :

L= /w\r’ ||_/ 1/t +21] .

10

L= [zmHZL — In10+100 — 1 = In 10 + 99 ~ 101, 43.

d) 7#'(t) = <jt(tsent) jt tcost), \/_t >

7 (t) = <tcost+ sent, —tsent + cost, \/§>,

| 7(8)]) =/ (teost + sent)? + (— tsent + cost)? + (+/3)2
170 = v/ #lcos?t + sen®t) +1+8 = /12 +9.

En consecuencia, longitud de arco de la curva dada es :

4 4
:/ H?’(t)H:/ V24 9dt,
0 0
L= [% t2+9+gln(t+ \/t2+9)]j214,94.

PROBLEMA 6.15

Calcular //¢(a:,y,z) dA, donde ¢(z,y, z) = 2> +2yz 'y S es la porciéon de plano

2x + y + z =4, en el primer cuadrante. observe las figuras 6.12.1y 6.12.2
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SOLUCION

Al despejar z de la ecuacion general del plano se obtiene :
z2=4—-2x—y
Entonces,

(0,0)

X

Figura 6.12 Porcion de plano z = 4 — 2x — y en primer octante

dA:\/lﬂéJ +[5—;J dz dy,
dA:\/1+(—2)2—|—(—1)2dxdy = /6dzdy.

d(x,y,2) = 2% +2y(4 — 2w — y) = 2% + (8 — 4x)y — 21°.

[foesaun= [ [t a2 ailuvas

42z

//¢(x,y, 2)dA = \/6/0 _%x?’ + (4 —22)y? — gyi"] da,

Por tanto,

0

l/éb(sc,y, z)dA = \/8/02 :(4 —2z)3 — §(4 _ 2:5)3] dz.
[ Joevaa / 42 = - Y8 - o]

[ fonaan-2
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PROBLEMA 6.16

Sea f un campo vectorial de R3definido como f = (z,y, —2z)y Sla
superficie correspondiente al hemisferio superior de la esfera z? + y? + 2? = a°.

Calcular //}’-dﬁ.

S

SOLUCION

Inicialmente se debe obtener el vector unitario 7z . Para ello se calcula el
gradiente de la ecuacién de la esfera en la figura 6.13, y luego normalizarlo
asi :

Z

X2 +y2 +22=aZ

(0,a,0) Y

Figura 6.13 Hemisferio superior z? + y? + 2% = a?

vSs . 25B7 2y722> . 2 z, Y, Z> - T, yaz>
VS| Vaa? +4y2 +422  2/a2+y2+22 a

Luego se efectua el producto escalar entre fy 7, de la siguiente forma :

—

a1 9.\, I 2 5.2
fn —a<x, v, 2z> <x, y,z>— a(x +y 2z%).

n=

Pero,
22 +y? + 22 =a® — 2? — y?,luego,
22 4+ y?) — 2a2
o .

?'nzé[($2+y2—2(a2— x2—y2)] _ 3

Al despejar z de la ecuacién de la esfera se obtiene z = + \/a%2 — 22 — y2. En
este caso se considera unicamente el signo positivo por tratarse del hemisferio
superior. De esta forma z = /a2 — 22 — y? y entonces,

0z - _ 0z -y

or a2 — 22 _y2 dy aZ— 22 _y2

En consecuencia,

dA = \/1 + 92"+ [%Z}dedy,
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a”— x°—y a” — -y

2 »
dA:\/1+ 2 2T 73 drdy,

dA — adxdy

a? — 332—:’./2

//fdA // Joit) dA = // x+_yx2:jj]dxdy.

En esta ultima integral R es la proyeccion de S sobre el plano xzy que
corresponde a la region de R? limitada por el circulo z? + y? = a?.

Por tanto,

El cambio a coordenadas polares = = rcosf, y = rsenf,

donde 0 <r<a; 0< 0<2m permite escribir
27 a 9 2
- 3re —2a
-dA:/ l T2 | de,
/S/f 0 0oV a’ — r? ]
- .7 3r3d7“ “ rdr
dA = / —2a® [ ——— |df
/S/f 0 va?— r? 0 \/&2—7“2]
2m
//f-dA:/ (a® = r2)¥% —3a%(a® - )2 +2(d” - r2)3/2}jd9=0.
S 0 )

PROBLEMA 6.17

Sean ¢ un campo escalar definido como ¢ (z,y,z) = %myz y S la superficie
del cilindro z? + y? = 16 situado en el primer octante entre z =0y z = 10.

Calcular //gbd/f.
S

SOLUCION
En este caso, la proyeccion de la superficie se hace sobre el plano zz de la
grafica 6.14. Puesto que dA =7 dA. Por tanto,

vs 2z, 2y,0> 2z, y,0> 1

VST~ Vi a2yt

, y,0).

n=

Por otro lado,

dA:\/l—l— 5] + (5] dwdy.
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— 2 2
dA = 1+[_ﬂ2dxdy:7vm+y:é
Y Y Y

4

(0,0,10)

(04,0) vy

/ (4,0,0)

X

Figura 6.14 Cilindro circular z2 4+ y> = 16 en el primer octante

En consecuencia,

. L3 1 4
/S/<I>dA —/S/<I)(ndA)—1—6/R/:cyz*Z<x, y,0>*§dzdx,

0 4
//de/_f = 3/ / 2z, :cyz,0> dzdzx,

0 4
//(I)d,éf = 13_6/ / 22z, a:y\/16—m2,0>dzdac.
s 0 Jo

Ahora bien,

10

0 4 10
1 4 64 64 1 3200
/ / xQZdzda::—/ [:1:3} zdzz—/ zdz = —* —%(100) = —— .
0 0 3 0 0 3 0 3 2 3

0 4 0 4
/ / ryV 16 —z?dzdr = — %/ / (=2)zyV16 — x2dz dx.
0 Jo 0 Jo

10
64 1 3200
d = — —(1 = —
2dz = 2( 00) 3

0 4
/ /xy\/16—x2dzdx: —l*g*(—64)/
0o Jo 2 3 0

Al reemplazar (2)y (3) en (1),sellega a:

(2)

(3)
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//q)dA == @ %,@:(200, 200, 0).

PROBLEMA 6.18

Calcular I = /// ®(x,y,2)dV,si ®(z,y,2) = 2> +y*+2°y Resel
: R
el tetraedro limitado por el plano = + y + z = 1 en el primer cuadrante.

SOLUCION

X

Figura 6.15.1 Sdlido limitado por Figura 6.15.2 Area triangular
x 4+ y + z = len el primer octante limitada por (0, 0); (1,0); (0,1).

La integral de volumen pedida se puede calcular por medio de una integral triple
iterada, en la cual varia inicialmente z, luego y, y finalmente z, de las graficas
6.15.1 y 6.15.2 asi.

I:///q)(x,y,z)dVZ ///(562+y2+22)dV,
R R

1 1-x l1-2—y
I:/ / / (z° +y* + 2?) dzdy du,
o 7o 0
1 1-z 1 1—z—y
I = / / [x2+y2)z—|——z3] dy dzx,
0 7o SE

1= // 1—2)—2’y+(1—-2)y* —y +;(1—x—y)3}dyda:,

1—x

_ . I TR ST S O B e BENRY
I—/O T L B ISR VI TIR y>]o d,
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TG P I G G B S B VSV N gt
I/ W —af - a1 a4 (- a) — (- 2) + (- a)] d

1 1
1(1 1 1 . 1 5 1 1 1 1
fzal?”?"ax”%f’] ——[(1—3:)0] T2750 30 20

PROBLEMA 6.19

Calcular I = /// ®(z,y,2)dV, si ®(z,y,2) = 2> +y?’y Resla

R

region del espacio acotada por el cono 2?>+y2=22 y la esfera
2?4yt +22=1:2>0.

SOLUCION

La utilizacidon de coordenadas esféricas delafigura6.16 simplifica el proceso
de calculo. En efecto sean las ecuaciones de transformacion definidas como :

x =psenpcosl, y=psenpsenb, z=pcosdao.
Entonces,

22 + 9% = (p seng cos ) + (p send sen ),

22 + 9% = p?sen? (cos?0 + sen’d) = p*sen’o.

2?4 y? = psen’¢.
El Jacobiano de la transformacion es :

oz, y,2)
p.0,0) N

La variacionde p, 8 y ¢ es como sigue :

0<p<3, 0<¢< 0<6<2m

s v

Por tanto,
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Y

X

Figura 6.16 Solido limitado por 22 =22 + 42 y 22 + 2 + 22 =1

/ / / By, 2) 4V = / ) / ) / (ptseno) dpds do.
/// (.9, 2)dV = // || sens do,

J[ s =[] sen3¢d¢][ [ )
///‘I)(ﬂf,y,z)dvz /4

[ ]
/// (@37 dv__[_£+ﬁ+3] T (8-5v2).

OTIH

ot] =

0 0
12



/. TEOREMAS INTEGRALES

7.1 TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO

Este teorema, establece la relacion entre una integral curvilinea alrededor de
una curva cerrada y una integral doble sobre la regidén plana limitada por la
curva cerrada. Es conveniente decir que la curva es simple; es decir que no se
corta a si misma.

El enunciado del Teorema de Green en el plano es el siguiente : Sea R C R?
una regién simple, cuya frontera es la curva I' cerrada y simplemente convexa

del plano zy, orientada en sentido antihorario y } = <fl (z,y), f,(z,y) > campo
vectorial de R?, con derivadas parciales continuas, entonces,

// %_ % dw dy _ﬁ(fld%’+f2dy)- (7.1)

7.2 FORMULACION VECTORIAL DEL TEOREMA DE GREEN

7.2.1 Teorema del rotor en el plano. Sea R una region acotada del plano zy y
I" una curva cerrada y simple que es la fronterade Ry f = <f1 (x,y), fQ(a:,y)>

un campo vectorial, con derivadas parciales continuas, entonces,

/R/(VX ?)-dedy:]{r?-d?. (7.2)

7.2.2 Teorema de la divergencia en el plano. Sea R una region acotada del
plano zy y I' una curva cerrada y simple que es la frontera de R vy

j‘ = <f1 (z,v), £, (:c,y)> un campo vectorial con derivadas parciales continuas vy,

—

ademas, 7 un vector unitario normal a la curva I'; entonces,

/R/(V-})da:dy:j{r(?-ﬁ)ds. (7.3)

7.3CONJUNTOS SIMPLE Y MULTIPLEMENTE CONEXOS

Regidon simplemente conexa Region multiplemente conexa

Figura 7.1 Regiones simples y multiplemente conexas
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Una region R del plano es simplemente conexa, si para toda curva I' cerrada
contenida en la region, el interior de I' esta contenido en R. Una region que no
es simplemente conexa se llama multiplemente conexa. Figura 7.1

7.4 ORIENTACION DE UNA CURVA
Orientacion positiva

r

Figura 7.2 Curva I con orientacion positiva

Sea I una curva simple cerrada como en la figura 7.2. Se dice que I esta
orientada positivamente, si al recorrer s la regién que encierra, siempre se ubica
a la izquierda.

Por otra parte, considérese una superficie S de dos caras cuya frontera
sea la curva I'. Se puede definir la curva I' como la imagen de la curva que
encierra la regiébn R y con la misma orientacion en la grafica 7.3.

\NZ n

Figura 7.3 Superficie Sy su vector normal 77

De la misma forma, se puede pensar en un observador que camina a lo largo de
la frontera de la superficie, con vector normal 7 sefialando el exterior. Se
movera en direccion positiva si la superficie esta a su izquierda. De manera que
su orientacién esta inducida por 7.

7.5 TEOREMA DE STOKES (ROTOR)

El Teorema del Rotor o Teorema de Stokes relaciona la integral doble del rotor
de un campo vectorial sobre una superficie, con la integral curvilinea de dicho
campo sobre la frontera de la superficie.

El Teorema de Stokes se formula en los siguientes términos :
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Figura 7.4 Superficie S vector normal 7 y elemento de volumen

Sea S es la superficie abierta cuya frontera la curva T simple cerrada,
orientada en sentido antihorario, y ¥ = <f1 (z,,2), £ (2,9,2), f,(z,y, z)> funcion
vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas sobre una
region que contienea Sy I'de lagrafica 7.4, entonces,

//(Vx f)-dA = %F}-d?. (7.4)
//(vX F)itdA = frjﬂ-d?. (7.5)

o Si 7 = (cosa, cos 3, cos &) es el vector unitario normal a S, entonces la
férmula de Stokes puede escribirse de la forma

O bien

—

z‘ J
0

// M 8y az dA = jffdr (7.6)

El calculo del determinante de la relacion 7.6 por medio de los cofactores de la
primera fila, conduce a :

[J G

Desde un punto de vista estrictamente fisico se puede afirmar : El Teorema de
Stokes establece que el flujo del rotacional de un campo vectorial a través de
una superficie es igual a la circulacion del campo sobre la curva frontera de la
superficie.

—;

o (G- (3o f
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7.6 SUPERFICIES CONVEXAS Y SEMICONVEXAS

7.6.1 Una superficie cerrada simple S es convexa si cualquier recta que pase
por un punto interior a ella, la intersecta a lo mas en dos puntos.

7.6.2 Una superficie cerrada simple S es semiconvexa, silos ejes z,y, z se
pueden elegir de tal forma que cualquier recta paralela a uno de sus ejes y que
intersectaa S :

a) Lo hace en un punto o bien en dos puntos, o

b) Tienen en comun una parte de longitud finita en S.

7.7 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA (GAUSS - OSTROGRADSKI)

Este teorema establece la relacion entre la integral de superficie de un campo
vectorial sobre una superficie cerrada y la integral de volumen de la divergencia
del campo sobre la region dentro de la superficie como podemos ver en la figura
7.5.

X

Figura 7.5 Superficie cerrada Sy su vector normal 72

La formulacion del teorema es como sigue : Sea S una superficie cerrada que
encierra una region V de R3y f = <f1 (@9, 2), f(z,9,2), f (2,9, 2) > un campo

vectorial cuyas componentes y derivadas parciales son continuas sobre un
conjunto abierto que contiene a V' ya S,y = vector unitario normal exterior a
S’; entonces,

// /(v-?)dvz//?-dﬁ://(}-ﬁ)dA. (7.5)
Vv S S

después de operar se obtiene una expresion equivalente :

// /l y %f] :/S/fldydz—kfgdzdaﬂrfgda:dy. (7.6)
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El significado fisico del teorema es el siguiente : el flujo de un campo vectorial a
través de una superficie cerrada es igual a la integral triple de la divergencia de
ese campo vectorial sobre el volumen acotado por esa superficie.

PROBLEMA 7.1

Demostrar el teorema de Green en el plano: Sea R C R? una regién simple,
cuya frontera es la curva I' cerrada y simplemente convexa del plano zy,

orientada en sentido antihorarioy f = <f1 (2,9), fz(:c,y)> campo vectorial de
R%, con derivadas parciales continuas, entonces,

// %—%d dy _%(fdx—kfdy)

DEMOSTRACION

Figura 7.6 Region plana R limjtada por la curva I' cerrada

Sea I' una curva simple cerrada, tal que toda recta paralela a cada uno de los
ejesla corta a lo sumo en dos puntos (Figura 7.6). Esta curva estd formada por
las curvasI'y ACB y T'y; BDA, orientadas positivamente, y correspondientes a
las funciones ¢ (z)y ¢,(z), definidas en el intervalo [a,b].

De esta forma la region R es un subconjunto del plano definido por
R ={(z,y) eR*/a <z <b, ¢,(x) <y <o)}

Por tanto, se puede escribir

[z/%dmy: /ab :/¢1<:>)88J; y] e /ab{fl(x’y) ZZ? ]d‘%’
/R a—fld dy —/ab :fl(ifafﬁa(ﬂf))—f1(33,¢](:c))]da:,
//%dxdyz —/bfl(fv,qﬁl(:v))dx—|—/abf1(gg,¢2(x))d$
9
/R/ fi g / fi(z,6,(x dx—/ fi(w, 6,(x))da = _%F hewds (1)
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Por analogia, si © =g¢,(y) y = = g,(y)son las funciones correspondientes a las
curvas DAC'y CBD, respectivamente, entonces,

/R/%dxdy:/cdl/ (())%f ]dy—/cd[fz(m,y) Zji;]dy,
%dfﬁd?/: ’ f2(9,(y), y) = f2(9,(y), v) | dy,

/R/%dxdy: _/Cdfz(gl(y),y)dw/Cdf2(92(y),y)dy,
/R/%dxdgﬁ/dcfz(gl(y),y)dw/Cdfz(m(y),y)dy: %F fzydy  (2)

Al sumar miembro a miembro (1) y (2), se llega a

// %_8—? d dyzfr(fldx+f2dy),|:|

PROBLEMA 7.2

Considerar el campo vectorial de R? def|n|do por }5_ r—y, x+y %_y R es la
region plan limitada por las curvas y = 2’y z = y>. Comprobar el Teorema de

Green en el plano. observe la figura 7.7.

SOLUCION AY

v

Figura 7.7 Region plana R limitada por z = y?; y = z*

a) La integral curvilinea sobre la curva y = > se calcula como :

1

L =/ (z — 2% dx + (z + 2?)22 du,
0
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1

L :/ (22 + 2 + ) dz,

0

1, 1 }1_4
3

1
[:[_4 g ta| =
L= g% T 3@ 5%

Y la integral de linea sobre la curva x = 3? se calcula asi :

1

I = / (v* — y)2ydy + (v* +y) dy,
0

1
I = / (2y° — v* +y) dy,
0

1 1 1 71
]’ |: 4__3 ]
oY T3¥ gy

COI[\D

Por tanto,
-d

=l

i

7{ :7§<x—y,x+y>-d?,
=)

<x—y,x—|—y> dr+/ <ac—y,x—|—y> ar,

5o~
i
ﬁl

Ly
= 4 2 2
frdi=-—===.
f} 3 3 3
b) Al aplicar el Teorema de Green en el plano, se obtiene
_ L op ) T P
f1_x_y7 fg_x—i_y? 8y__1’ 81’_1

Entonces,

(0f, Of] .

/R/ _8—x—8—y_d:cdy—/72/(l+1)da:dy,
0f,  Of AN

\/R\/ _a—x—a—y_dxdy—2/0 /:E2 dyd.ﬁ,
CARIA !

/R/ _8—];—8—‘];_da:dy=2/0 (V/z — 2?)dx,

[9f,  9f] _ [2 32 1 o1t _ [3_1 _2
/R/_ax ay_d:z:dy—23x 390}0—23 3}_3'

En consecuencia, se ha comprobado que

// %_% dx dy _j[(fldsterdy)-
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PROBLEMA 7.3

1) Demostrar que el area de una region R cuya frontera es la curva simple
cerrada I' puede calcularse por la expresion.

Azly{xdy—yda:.
2J;

2 2

2) Encontrar el area limitada por la ellpse —+ 3 e = 1por medio del Teorema de

Green en el plano.

SOLUCION
1)Altomar f, =

1

y; f, = x, por el Teorema de Green en el plano, se obtiene

o on
or

dy
1 of Oh
YOy (P

r

2 r 2 R

En consecuencia, el area se calcula mediante la integral de linea

= —1; entonces,

A:}fxdy—ydx.
2J%

2 2
T sy .
2) la ecuacion de la ellpse T e = = 1 en forma paramétrica se escribe como

x =acost; y=">bsent; 0 <t <27

y
(0,b)
ol
\\/ @h X
Figura 7.8 Region plana cerrada limitada por la elipse w— + y—2 =1

b2

En correspondencia con la parte 1) de este problema

2m
A= %j{ rdy —ydx = %/ [(acos t)(bcost) — (bsent)(asent)|dt,
T 0
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1 2m
A= 5/ ab (cos’t + seth)] dt = dt,
0 0
ab

A= —«21m = mab.
2

PROBLEMA 7.4

Calcular 7{ (32% — 8y*)dx + (4z — 6y)dy, donde T es la region limitada por las
r
curvas x =0, y =0, z +y = 1, orientada positivamente,

a) Directamente;;
b)Porel Teorema de Green en el plano.

SOLUCION

a) El contorno que limita a la region cerrada R de la figura 7.9 esta conformado
por las curvas I'y , I'y y I's. Se deben calcular integrales de linea en cada uno
de esos tramos asi:

e Tramo OA:y =0, 0 <z < 1.Entonces,
1

1
I :/ 3:1:2d:1c::z:3‘ = 1.
0 0

e Tramo AB : y =1 — z. Por tanto,

0(0,0) [ A(1,0)  x
Figura 7.9 Region plana triangular limitada por (0,0); (1,0); (0, 1)

o~
I
_——

0[33;2 —8(1 —z%)]dx + /1U[4(1 —z) — 6z(1 — 2)]( — dz),

0 0
/[—5x2+16x—8}dx+/ (62 — 10z + 4] da,
1 1

I?

0 0
/ [ — 112* + 262 — 12]dz = [—13—1:[:3+1Bx2—12x] :
1

‘[2
1
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IQ:O—(—%+13—12):—

eTramo BO : z = 0.Entonces,

0
I :/ 4ydy:2y2‘(1):2(0—1) —
1
Finalmente,
I=1+1+1=1 s 2= >
=1L +1L+1I = +§— =3
b) Para aplicar el Teorema de Green, se requiere el calculo de una integral
doble. En este caso,

f, = 32% — 8y% %—J;l: — 16y; f, = 4y — 6zy; %: — 6y.
%—%—{;: — 6y — ( — 16y) = 10y.
En consecuencia,
/R/(%— 6f1>d dy _10/ /1 “ydady,
[ (= )azaw=s] [y
/R/(%—%)dd_5/ (1—2)? de,
NI 1—x>3\$= 0=

PROBLEMA 7.5

Calcular f(?)x? +2y)dr — (r + 3cosy ) dy, donde I es paralelogramo cuyo

r
vértices estan localizados en 0(0,0), A(2,0), C(3,1)y D(1,1) y orientado

positivamente.
SOLUCION

Al aplicar el Teorema de Green en el plano, se tiene

0
fo=sat v oz f= —@+scosy);

Oh _ _q. 9L Ky _9_ _
9 1; o oy 1 -2 = — 3.Entonces,
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// %_8_]2 dz dy = // dedy——?)//diﬂdy

Pero, / /d:c dy expresa el area de la regién. En este,caso es el area del
R

//da:dy:2*1:2.
R

// %—6—21 Jdzdy = —3+2= 6.

paralelogramo; esto es,

Luego,

En consecuencia, por el Teorema de Green en el plano, se tiene que

j{(SxQ—I—Zy)da:—(a:—l—?)cosy)dy: — 6.
r

PROBLEMA 7.6

Calcular é(i’)x + 4y) dx + (2x — 3y) dy, donde T es el circulo de radio 2, con
centro engl origen y con orientacion antihoraria.

SOLUCION
Al proceder analogamente, como en el Problema 7.5,

se obtienen para la figura 7.10

_ . Oh P A
f, =3z + 4y; 8y_4’ [, =2x — 3y; 830_2'

%—%_2 4 = — 2.Entonces,

// %_%d dy = //—dedy——Q//da;dy

y
(0,2)

Figura 7.10 Circulo de radio 2 y centro en (0, 0) orientado positivamente
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Pero, / /dx dy expresa el area del circulo 2 + y* = 22; esto es,
R

/R/dac dy = (2)°m = 4.

0f, _ Oh —  9wdr— —
/R/(am 8y)da:dy— 2%4m = — 8.

Luego,

Por tanto, por el Teorema de Green en el plano,

%(3:1;2—|—2y)d:v— (x +3cosy)dy = — 8.
T

PROBLEMA 7.7

Sea R una region acotada del plano zyy I' una curva cerrada y simple que es
la fronterade Ry f = <f1 (z,y), f, (=, y)> un campo vectorial definido sobre R,

cuyas componentes poseen derivadas parciales continuas. Demostrar que

/R/(VX }’).dedy:ﬁ}_d?_

DEMOSTRACION

El enunciado del problema corresponde a la formulacion vectorial del Teorema
de Green en el plano, conocido como Teorema del rotor en el plano.

Sea f= <f1, f, > campo vectorial definido sobre R, cuyas componentes
poseen derivadas parciales continuas y 7= <a:, y>vector de posicion.
Entonces,

frdi={f, f,)(dz, dy) = f.dz + f,dy.

El rotor del campo f se calcula como

Tk

= 0 0 0

X = | — I N
vxf dxr Jdy 0z
fi 0

Al desarrollar el determinante por los cofactores de la primera fila, se obtiene :

. f|le o) o 9|2 2
VX f=(|0y 9z|,—-|dz 9z|,|0x 8y>,
f2 O fl 0 f1 fz

-, of, of af. aof
vxF-(-FE (E-0))
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-

Al utilizar los vectores candnicos 2, j, k, se escribe :
e af, = 9f, = af,  Ofi\7
VXf——a—yZ‘FW]‘{‘ %—a—y>k

Enseguida, se calcula (V x f)-k

—

(V) R=[-G2ie i (5 - )R]

dx Oy

(VX})E_afZ afl

La integracion doble sobre los dos miembros conduce a

//fokd:cdy—// ydd
// ___y )it _ﬁ(fld“ﬂdy):ﬁ?-d?.
[ [@xiyiasa=§ far

PROBLEMA 7.8

Pero,

Entonces,

Comprobar el Teorema de Stokes, si f = (2z—y, —yz?, —y?2z) y Sesla
semiesfera superior z? +y%+ 22 =1y T su contorno limite.

SOLUCION

1) La integral de linea se calcula asi

Figura 7.11 Hemisferio superior 2? + > + 22 =1
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En esta integral, ' es el circulo z?>+y? =1 orientado positivamente y su
parametrizacidon es = = cost; y = sent; 0 <t < 27. Entonces,

é Fodi = /O%[(Qcost —sent) (— sen t)} dt,

é}ﬁ:%
2T

- 1 1
7{ f-d?[—sen% —|——t——sen2t] = .
T 2 2 0

(—2costsent + sen’t) dt,

2) Para calcular la integral de superficie, se debe calcular el rotor del campo
vectorial y el vector normal unitario a la superficie, asi:

ki b E
y 0 0 0
/ ox oy 0z <7 ’ >

2r —y —yz> —y’z
VS V(2 +y?+22-1)

VSl V@ +y2+22 - D)
2z, 2y,22) 2(r,y,2) Y, z) = 2,y 2)

V(2z)2 + (2y) 2 + (22)? - 20/z? +y? + 22 - 1

St
I

3L
I

Por otra parte,
(Vx f) @AdA =(0,0, 1)z, y, 2)dA = 2 dA.

Pero,
0212 0212
dA_~¢1+[aj-+k%}dx@h
dA= 14+ = Y drd
o +1—x2—y2+1—x2—y2 ey,
dA — dx dy _ dx dy‘
1— .%'2 _ y2 z
Por tanto,
=\ o dx dy
(VX f) ndA = zx . = dxdy.
Finalmente,

L/(VX})-ﬁdA://dazdy:A,

R

donde Aes el area del circulo z? + 4% =1, que esiguala w(1)> ==«
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Luego,

//(Vx})-ﬁdA:ﬂ'.

De esta forma se ha comprobado el Teorema de Stokes.
PROBLEMA 7.9

Comprobar el Teorema de Stokes,si f = (32,5, -2y) y T es la elipse
generada por la interseccion del plano z =y + 3 con el cilindro 2% + y %=1,

orientada segun el vector normal 7 de la figura 7.12.
SOLUCION

Figura 7.12 Interseccion del plano z = y + 3y cilindro  2? +¢*> =1

a) Para calcular la integral doble, se requiere inicialmente determinar el rotor del
campo vectorial f y luego, el vector unitario normal. Entonces,

[ k

7 0 0 0
Vx f=] = = = |=(-2,3,5).
/ ox dy 0z < >

3z or  —2y

La superficie S es la parte del plano limitada por la elipse y definida como
¢ =z —y— 3= 0. El vector normal unitario es :

1,1
go Vo _ 0 -1 _ 1 0, —1,1).

Vol V2 V2

Ahora bien,

(VX F)rtdA=(~2,3 5)— 0, —1,1)dA,

V2
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= 1

(Vx ) iidA N

/R/(VX})-MA:ﬁ//dA.

Pero la integral doble //dA es precisamente el area de la elipse, cuyos
R

2

dA = /2 dA.
NG V2

(0—-3+5)dA =

Por tanto,

semiejes son 1y \/5 (Ver Problema 7.3). De esta forma,

/R/(VX 7)- iidA = V2(V2r) = 2.

b) Para calcular la integral curvilinea, es necesario parametrizar la elipse asi :
T = cost; Yy = sent; z=sent+ 3.
Luego, la ecuacion vectorial de lacurva T' es:
7(t) = <cos t, sent, sent + 3>; ademas,
dr = < — sent, cost,cost + 3>dt.
El producto punto entre } y dr se calcula como
;‘"- dr = < 3z,5x, — 2y > < — sent, cost,cost + 3>dt,
}- dr = ( — 3sen’t — 9sent + bsen’t — 2sent cos t) dt.

En consecuencia, la integral curvilinea se escribe y calcula como

5 2w
j{ f-dr = / (— 3sen’t — 9sent + bsen’t — 2sent cos t) dt,
r 0

é}-d?

}-d?: — 31+ 51 = 27.

3 1 5 1 Mk
[— i(t_ isent) +9608t+§(t-|— §sent) — sen t]o ,

56—

De esta forma se ha comprobado el Teorema de Stokes.

PROBLEMA 7.10

Utilizar el Teorema de Stokes para evaluarla integral cerrada y{ }-d?, donde
r

}: <2z,83:—3y, 3a:+y> y I' es la linea triangular del primer octante cuyos
vértices son los puntos A(1,0,0), B(0,1,0) y C(0,0,2),orientada positivamente.
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SOLUCION

X
Figura 7.13 Area triangular limitada por (0,0, 0); (0,1,0); (0,0, 2)

Se debe encontrar el vector unitario normal . Para eIIo se determman los

vectores AB = (-1,1,0)y AC = (-1,0,2 > EI vector AB x AC es normal al
plano determinado por los puntos A, B,y C de la figura 7.13:

I B A A
ABXAC=|-1 1 0|= 2,2,1).
-1 0 2

El vector normal unitario 7 se obtiene como

El producto escalar entre el rotor de } y 7 se escribe y calcula como
o o 8
(Vx f)-i=(1-1,8) (2 2,1) = 3(2 248) = 3.

Al aplicar el Teorema de Stokes, la integral curvilinea se escribe como

é?-d?:/R/(Vx})-ﬁdAzg/R/dA.

Pero / /dA es el area del triangulo ABC'. Entonces,
R
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| o

1 — — 1
/R/dA_§||ABxAC||_§||<2,2,1>H—2-

Finalmente,

F - 3* 2 '

Si 7= 7(t) es el vector de posicion, demostrar que 7{ 7-dr = 0.
r

DEMOSTRACION

Puesto que V x 7 =0, entonces, por el Teorema de Stokes, se escribe

j{;.d?: //(Vx?)-ﬁdA,

r R
%;.d;«'://ﬁ.ﬁdA://ﬁ-d/_f:OD.
r R R

PROBLEMA 7.12

Si S es una superficie cerrada cualquiera, demostrar que

/R/(VX 7)-dA

DEMOSTRACION

Figura 7.14 Superficie cerrada S

Sean S1y S2 dos regiones para las cuales la curva cerrada I divide a la
superficie cerrada S (Figura 7.14).
Al aplicar el Teorema del rotor a las superficies S|y S, se tiene :

/ /(V X ?)-dﬁ = j{}-d?, I" orientada positivamente.
S, r

/ /(V X 7)-dA = f}-d?, I orientada negaivamente.
S, r

Al considerar la superficie cerrada S, se llega a
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/S/(VX})-M:/S/(VX?)-MJF/S/(VX;).M’
/S/WX})'M:]ifdr—é?-d?:ou

PROBLEMA 7.12

Comprobar el Teorema de la Divergencia de Gauss, para el campo vectorial de

R3 definido por f= ( 4z, — 2y, 2*) sobre la regién de R* limitada por el cilindro
circular 22 +14>=4 y los planos paralelos z =0, = 3. Figura 7.15

SOLUCION

Figura 7.15 Cuerpo cilindrico limitado por z =0; 2 =3; 2>+ =1

a) Integral de volumen.

Inicialmente se calcula V- f asi :

- Odx)  9(-2y*)  0(2?
Vif= oz " Jy - Jy

V-f=4—4y+2z.

La integral de volumen se plantea en los siguientes términos :

// /(V-})dV:// /(4—4y+2z)dv7
4 14

/] /(V-?)dv:/_22/\/;/03(4—4y—|—2z)dzdydaz,
V - Ry

[ Jwir= /_:/g[m—zly)wﬂzdydx,
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/] /W'?)W:/j/gm—my)dydx,
1%

///Vfdv /21y 6y)} da,

—Vi4-a2

2 2
// /(V-;")dV :4*21/ V4 —ax?dr = 84Bx\/ 4—x2+2arcsen% ,
-2
v

///Vfdv—84 —)—847T

b) Integral de superficie.

La superficie cilindrica cerrada consta de las dos tapas (bases) S; y S, y por su
envoltura S;. Por consiguiente, la integral de superficie debe calcularse como

[[Gmas=[ [ G [ [Gnas [ [Goo o
eLa integral doble sobre S; (z = 0). Aqui, 7= — k. f= 4z, — 2y,0);

}-ﬁ = 0. Entonces,

/Sl/(}-ﬁ)dA:/SI/OdA:O.

eLa integral doble sobre S, (z = 3). En este caso, 7 = F. ? = 4z, — 2°, 9>;

f-ﬁ = 9. Entonces,

/S/(}'ﬁ)dA:/S/gdA:9/S/dA:9*Area:9*(2)2:367T_

eLa integral doble sobre S; (2 + y* = 4). En este caso, se debe calcular 7 asi :

a2ty ~ 2t & v 0
Entonces,

Por tanto,

/Szg/(}-ﬁ)dA:/53/(2x2—y3)dA

La transfoirmacion a coordenadas polares = = 2 cos 6, y = 2senf, 0 < 0 < 27,
dA = 2dzdf, permite escribir :
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kﬁl

2
i) dA—/ / 2( 2056’ (2sen9)3]2dzd0,

/)
/]

LS
/S/ foi)dA = 48m.

Finalmente, al reemplazar en (a) se obtiene,

2w
ﬁ dA = 16/ 00329—sen } ‘dzd@

khl

. 1 1 IR
n 48[59—{— 15em 20 + cos 0 — gcos 0]0 ,

Kﬁl

//(}-ﬁ)dA:O+367r—l—487r:847r.
S

De esta forma, se ha comprobado el Teorema de la divergencia de Gauss.

PROBLEMA 7.13

Si 7 = (z, y, z) es el vector de posicion, demostrar que

//?-dﬁ:gv,
S

donde V es el volumen de la region limitada por la superficie cerrada S.

SOLUCION

Para calcular la integral /

/ 7-dA resulta conveniente utilizar el Teorema de
R

la divergencia de Gauss, asi :

/S/?-M:///(V? dv

PeroV-F:V-<a:, Y, z>:%+g—z+%—1+1+1:3. Por tanto,

JJJiwam=af [ fav=a

En consecuencia,
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PROBLEMA 7.14

Encontrar el valor de la integral // 7 dA ,donde 7 es el vector de posicion y
S

S es la esfera unitaria z? +y? + 2% = 1.

SOLUCION
El volumen de la esferade radio 1 es V = %wR?’.

Como el radio de la esfera es 1, entonces,

4 s 4
V—37r(1) =3

De acuerdo a los resultados obtenidos en el Problema 7.13, se tiene

/S/?-M:W:?,Ew] —4n.

PROBLEMA 7.15

Calcular / /? dA donde f = (z*, 4%, 2*)a través de la superficie cerrada
S

332—|—y2—|—z2 =a’.
SOLUCION

El Teorema de la divergencia de Gauss establece que
// /(v-})dv = //}-dA’: //(}-ﬁ) dA.
\% S S

La integral doble //} dA determina el flujo del campo vectorial dado a través
S

de una superficie cerrada. En este caso es conveniente aplicar el Teorema de la
divergencia; esto es, calcular la integral triple en lugar de la integral doble, asi :
y o(z?) 9y 9z

P /2 2 2\
Vf—V<a:,y,z>— 9 + o + 57

V-}:2(m+y—|-z).

///(v-}“)dv:2///(:c+y+z)dv.
V V

Por tanto,
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El cambio a coordenadas esféricas
x=psenpcost, y=psenpsent, z=pcosao,
conduce a

d(z,y, 2)
d(p,0,9)
Entonces,

(z+y+2)dV = p? [sen% cosf + sen’¢ sen 6 + cos psen ¢ ] dpde¢ db.

= p’seng; 0<p<a; 0<H<2m 0<¢ <

A

De esta forma,

2r p% pra
2///(:E+y—l—z)dV = 2/ / / o’ [sen2¢0059+86n2¢ senf + cos psen ¢ |dp dpdb
0 0 JO

v
= [Q/Ongdp] [/O%d@] l/ogcos ¢86n¢d¢],

En consecuencia,



APENDICE A

COORDENADAS CILINDRICAS

Un punto P de R? se localiza por medio de coordenadas rectangulares (z,, 2)
lo mismo que por coordenadas cilindricas (r, 6, z), donde :

r . distancia del origen al punto proyeccion de P sobre el plano zy,
6 . angulo que forma r con la parte positiva del eje z,

z : distancia del punto al plano xy.

ANz

- i6y,2)
- Plio,s,#)

v

Las ecuaciones de transformacion son :

x=rcos, y=rsenl, z=z.

r=+z>+y? 0 = arctg(y/x); 2=z

Para la funcion f(z,y) la integral doble en coordenadas cilindricas, se escribe

como :
//f(ac,y)dA: //f(rcos@,rsen@)rdrd@, r >0,
R R

donde R es la region en coordenadas cilindricas correspondiente a R, y

0(x . . s
r= M se llama jacobiano de la transformacion.

da(r,0)
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COORDENADAS ESFERICAS

Un punto P de R? se localiza por medio de coordenadas rectangulares (z, y, 2)
lo mismo que por coordenadas esféricas (p, 6, ¢), donde :

N4
E}{Jl.llll.lz:l
FPlses
5
z
¢
X /0 7
__________ e

p : distancia del origen al punto P, p > 0,
6 : angulo que forma r con la parte positiva del eje =,
¢ : angulo que forma p con la parte positiva del eje z.
Las ecuaciones de transformacion son :
x=psenpcosl, y=psenpsend, z=pcoso.
p =12+ y?+ 2% 0 = arcty(y/x); &= arccos (z2/ /2> + ¢ + 2*)

Para la funcion f(x,y, z), la integral triple, en coordenadas esféricas se expresa
como :

///f(p seng cos 0, p seng sen B, p cos ) p*sene dp de db,
R

donde R es laregion en coordenadas esféricas, correspondiente a Ry

o(x,y,z . . L,
p’seng = M es el jacobiano de la transformacion.

Ap,0,0)



BIBLIOGRAFIA

BERMAN, G (1977). Problemas y ejercicios de analisis matematico.
Moscu : Editorial Mir.

BRONSHTEIN, | /SEMENDIAEV, K. (1977).Manual de mateméticas para
ingenieros y estudiantes. Moscu : Editorial Mir.

CURTIS, P (1976). Calculo de varias variables con Algebra Lineal. México :
Limusa.

DEMIDOVICH Y OTROS (1970). Problemas y ejercicios de analisis matematico.
Moscu : Editorial Mir.

EDWARDS, C / PENNEY, D (1997). Célculo con geometria analitica. México :
Prentice Hall.

HWEI, H (1973). Analisis vectorial. EUA : Fondo educativo interamericano.

LARSON, L/EDWARDS, B (2010). Calculo de varias variables.China :
McGraw-Hill.

LEHMANN, C (1996). Geometria Analitica. México : McGraw-Hill.
MARSDEN, J/ TROMBA, A (2018). Calculo Vectorial. Madrid : Pearson.
PISKUNOV, N (1969).Calculo diferencial e integral. Moscu : Editorial Mir.

PURCELL, E / VARBERG, D/ RIGDON, S (2007). Calculo Diferencial e integral.
México : Pearson.

SPIEGEL, M (1989). Analisis vectorial. México : McGraw-Hill.
STEWART, J(2016). Calculo de varias variables. México : Cengage.
THOMAS, G (2016). Calculo de varias variables. México : Pearson.

ZILL,D/WRIGHT, W (2011). Célculo.Trascendentes tempranas. China :
McGraw-Hill.



AUTOR

HERNAN ALBERTO ESCOBAR JIMENEZ es docente de tiempo completo adscrito al depar-
tamento de Matematicas y Estadistica de la Universidad de Narifo.

Ha publicado a través de la Editorial de la Universidad de Narifio varios libros de texto y
de divulgacién entre los cuales se pueden mencionar, Matematicas Financieras Basicas,
Aplicaciones de Calculo Diferencial, Aplicaciones de Calculo Integral, Calculo de Varias
Variables y Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Lecciones de Aritmética, Lecciones de
Calculo Diferencial y Lecciones de Calculo Integral, fueron escritos en compafia de otros
docentes colegas adscritos al Departamento de matematicas y estadistica.

La escritura y publicacion de estos libros obedece al interés del autor de dar a conocer a
los lectores sus experiencias y vivencias docentes, a lo largo de varios afios, en la ensefian-
za de las matematicas a nivel universitario en la Institucion.



Editorial

Universidad de Narifio

Calculo vectorial - Teoria y problemas

Fecha de publicacién: Abril 2024
San Juan de pasto - Narifo - Colombia



Se trata de un libro a nivel universitario que puede ser utilizado como texto guia
o libro de consulta por parte de estudiantes de los programas de fisica, ingenieria
civil, electrénica, sistemas y licenciatura en matematicas de la Universidad de
Narifio o de otra institucidon universitaria que ofrezca programas similares a los
anotados anteriormente.

La tematica desarrollada en el texto es la que comUnmente se encuentra en libros
de cdlculo vectorial a nivel universitario. Presenta los temas formalmente, para
luego dar paso a la formulacién y solucién de problemas de diferente dificultad y
alcance. En algunos casos se llevan a cabo demostraciones rigurosas de teoremas
o proposiciones matematicas, utilizando para ello las herramientas vectoriales.

Para la correcta utilizacion del texto se requiere que el lector esté familiarizado con
las nociones fundamentales de calculo diferencial e integral en varias variables y
geometria analitica.

Universidad de Narifio

Universidad de Narifio ACREDITADA EN ALTA CALIDAD
FUNDADA EN 1904 RESOLUCION MEN 000022 - ENERO 11 DE 2023

Universidad de Narifio

) /7 s .
Editorial
Universidad de Nariiio
9% 786287 " 679450 re—————————




	PORTADA Y CONTRAPORTADA DIGITAL
	PARTE INICIAL_LIBRO
	DIGITAL_CALCULO VECTORIAL
	DIGITAL_CALCULO VECTORIAL
	CALCULO VECTORIAL


	PARTE FINAL_LIBRO
	PORTADA Y CONTRAPORTADA DIGITAL

