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PREFACIO

El texto de  Cálculo Vectorial - Teoría y Problemas - editado por la Universidad
de Nariño tiene como objetivo plantear y resolver una serie de problemasß
matemáticos en los que se utilizan herramientas vectoriales como lenguaje yß
escenario para su comprensión y posterior solución e interpretación de los
resultados.

El libro  puede ser utilizado como complemento o fuente de consulta para
estudiantes universitarios de los cursos de Cálculo de varias variables y vectorial
de los programas  de Licenciatura en Matemáticas Licenciatura en Informáticaß ß
Física  y las ingenierías de Sistemas Civil y Electrónica de la Universidad deß
Nariño.

El contenido temático del texto consta de siete capítulos relacionados entre sí  y
que deben abordarse de manera secuencial. En el primer capítulo se resuelven
problemas relacionados con el álgebra vectorial  en el segundo lo atinente alà
tratamiento riguroso de las rectas y planos en el tercero tópicos y aspectosà
conceptuales de las funciones vectoriales de varias variables  en el cuarto loà
relacionado con las curvas en el espacio desde una perspectiva vectorial  en elà
quinto se estudian las propiedades de los operadores diferenciales
vectoriales en el sexto lo relacionado con la solución de problemas queà
involucran las integrales de línea superficie y volumen y finalmente en elß
séptimo se abordan los Teoremas integrales de Green  Stokes y  Divergencia deß
Gauss con problemas de aplicación.

Finalmente  se hace énfasis en que la utilización de este texto requiere elß
conocimiento y manejo de las técnicas básicas de derivación  e integración para
funciones de una y varias variables el trazo de curvas y elementos básicos deß
Geometría Analítica.

HERNÁN ALBERTO ESCOBAR J.



 1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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La magnitud de un vector, también conocida como módulo o norma, es la 
longitud del segmento de recta que une al punto inicial y el punto final del mismo. 
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   18           Cálculo Vectorial

2  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

Se llaman y    los  de un vector  ! " $ß ángulos directores @ ßt de a los ‘$

ángulos que forma el vector dadoß respectivamente con los ejes y alBß C D ß
tomar como punto inicial el origen de coordenadas  Figura Þ Ð "Þ#ÑÞ

En consecuencia ß

  -9= à -9= -9= Þ! " $œ œ à œ
+ , -¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼@ @ @t t t

-9= -9= -9=! " $ß  y   se denominan  del vector  cosenos directores @t.

1.4  IGUALDAD ENTRE VECTORES
Se dice que dos vectores de ‘$ son  o iguales equipotentes cuando tiene la
misma dirección el mismo sentido y la misma longitud.ß

Analíticamente  son vectores de  si   Et tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß , ß
" # $ " # $

y ‘$

entoncesß
 Et tœ ÍF + œ , ß 3 œ "ß #ß $Þ

3 3

Esto significa  y  son iguales siempre que sus respectivas componentes Et tF ß
sean iguales.

1.5 VECTORES NULOS Y UNITARIOS
ç El  o  tiene magnitud o longitud cero y ademàs tienevector nulo vector cero
cualquier direcciòn. Se denota por . En estas circunstancias el vector nulo deSt

‘$ es S !ß !ß !t œ   ¡.
ç " Un  es aquel que tiene longitud igual a . Por ejemplo el vectorvector unitario
Z ß Z œ "Î# � ! � "Î# œ "t tœ   ¡ ¼ ¼ ÉÈ È#Î#ß !ß #Î# es unitario pues

ç 3 œ "ß !ß ! ß 4 œ !ß "ß ! ß 5 œ !ß !ß "Los vectores son unitarios. Se lost t t  ¡   ¡   ¡
denomina vectores canónicos o  vectores base de  Figura ‘$ Ð "Þ$ÑÞ

ç +ß ,ß - ßDado el es posible encontrar un vector unitario  vector dado en la@t œ   ¡
direcciòn del vector dado .  Este vector se denota  y se obtiene así@ tt ÀY @t

.Y +ß ,ß - œ ß ß
@ @ @ @

+ , -t œ
t t t t

@t
"¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¡ ¤ ¥

z

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

k

y

x

ji

Figura 1.3  Vectores unitarios 
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2  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

Se llaman y    los  de un vector  ! " $ß ángulos directores @ ßt de a los ‘$

ángulos que forma el vector dadoß respectivamente con los ejes y alBß C D ß
tomar como punto inicial el origen de coordenadas  Figura Þ Ð "Þ#ÑÞ

En consecuencia ß

  -9= à -9= -9= Þ! " $œ œ à œ
+ , -¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼@ @ @t t t

-9= -9= -9=! " $ß  y   se denominan  del vector  cosenos directores @t.

1.4  IGUALDAD ENTRE VECTORES
Se dice que dos vectores de ‘$ son  o iguales equipotentes cuando tiene la
misma dirección el mismo sentido y la misma longitud.ß

Analíticamente  son vectores de  si   Et tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß , ß
" # $ " # $

y ‘$

entoncesß
 Et tœ ÍF + œ , ß 3 œ "ß #ß $Þ

3 3

Esto significa  y  son iguales siempre que sus respectivas componentes Et tF ß
sean iguales.

1.5 VECTORES NULOS Y UNITARIOS
ç El  o  tiene magnitud o longitud cero y ademàs tienevector nulo vector cero
cualquier direcciòn. Se denota por . En estas circunstancias el vector nulo deSt

‘$ es S !ß !ß !t œ   ¡.
ç " Un  es aquel que tiene longitud igual a . Por ejemplo el vectorvector unitario
Z ß Z œ "Î# � ! � "Î# œ "t tœ   ¡ ¼ ¼ ÉÈ È#Î#ß !ß #Î# es unitario pues

ç 3 œ "ß !ß ! ß 4 œ !ß "ß ! ß 5 œ !ß !ß "Los vectores son unitarios. Se lost t t  ¡   ¡   ¡
denomina vectores canónicos o  vectores base de  Figura ‘$ Ð "Þ$ÑÞ

ç +ß ,ß - ßDado el es posible encontrar un vector unitario  vector dado en la@t œ   ¡
direcciòn del vector dado .  Este vector se denota  y se obtiene así@ tt ÀY @t

.Y +ß ,ß - œ ß ß
@ @ @ @

+ , -t œ
t t t t

@t
"¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¡ ¤ ¥
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1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$

 3Vectores en    ‘$

1.6  OPERACIONES FUNDAMENTALES CON VECTORES
Se pueden definir dos operaciones fundamentales con vectores de   la‘$ À

suma de vectores y multiplicación por un escalar. Sean y  Et œ   ¡+ ß + ß +
" # $

F , ß , ß , ß ßt œ   ¡
" # $

 dos vectores  y    un escalar entonces-

  .ç Suma de vectores
 Et t� œF + ß + ß + � , ß , ß , œ + � , ß + � , ß + � , Þ  ¡   ¡   ¡

" # $ " # $ " " # # $ $
 

Esto significa que para sumar dos vectores de ‘$ß se deben sumar miembro a
miembro las componentes respectivas y asì obtener otro vector de .‘$

ç Multiplicaciòn por un escalar

.- - - - -Et œ   ¡   ¡+ ß + ß + œ + ß + ß +
" # $ " # $

Al multiplicar un vector por escalar  se obtiene otro vector de ß ‘$ß cuyas
componentes son el resultado de la multiplicaciòn de cada componente por el
escalar -.

1.7  PRODUCTO ESCALAR ENTRE  VECTORES
El producto escalar entre dos vectores de   es una cantidad escalar cuyo‘$ß
valor numérico corresponde a la suma de los productos componente por
componente.

Con símbolos : Si   E ßt tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,
" # $ " # $

y  son vectores de ‘$

entonces el o  o entre ellosproducto escalar  producto punto producto interno
se denota y define como

 .E œ + , � + , � + ,t t·F
" " # # $ $

Si    es al ángulo que forman   ) Et t  y alternativamente se define:Fß

E œ E F -9= Þt tt t·F ¼ ¼¼ ¼ )

1.8  PERPENDICULARIDAD ENTRE VECTORES

Sean  .Et tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,
" # $ " # $

y   dos vectores de ‘$

Se dice que Et t y F  son perpendiculares  entre si siempre que su productoß
escalar sea cero. Con símbolosß

E Í E œ !Þt tt t¼ F F·

1.9  PROYECCIÓN ESCALAR DE UN VECTOR SOBRE OTRO VECTOR

Sean La proyección escalar de   sobre  es unE E Ft t t  y vectores no nulos. Ft  
escalar no negativo  En correspondencia con ß Þdenotado por  la Figura T "Þ%( )EÎFt t

se define como

.T( )EÎFt t œ
¸
¼ ¼E F

F

t t

t

· ¸
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1.10  PROYECCIÓN VECTORIAL DE UN VECTOR SOBRE OTRO VECTOR

Sean  La proyección vectorial de  sobre  E E Á S Et t t tt t y   dos vectores.  F Fßß  es
otro vector en la dirección de Ft tß Tdenotado por y definido como( )EÎFt t  

Tt ( )EÎFt t œ
¸
¼ ¼
E F F

F

t t t

t

· ¸
#

.

1.11  PRODUCTO VECTORIAL ENTRE DOS VECTORES DE ‘$

Sean . El producto vectorialEt tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,
" # $ " # $

 y  dos vectores de ‘$

o producto cruz entre los vectores E ßt t y F en ese orden  es el vector de ß ‘$

perpendicular a   Et t y  a denotado y definido  porF ß ß

 Et t
t t t

xF œ Þ
3 4 5
+ + +
, , ,

â ââ ââ ââ ââ ââ â" # $

" # $

El càlculo del determinate  por los cofactores de la primera fila  conduce aß

x Et t tt t ÞF œ 3 � 4 � 5
+ + + +
, ,

+ +
, , , ,º º º º º º# $ " #

# #

" $

" $ " #

O  bienß

Et tx  F œ ß � ß Þ
+ + + +
, ,

+ +
, , , ,¦ §º º º º º º# $ " #

# #

" $

" $ " #

Nótese en las Figuras y que el vector  x"Þ& "Þ' FEt t  es perpendicular a los
vectores  Et tyF.
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Figura 1.4 Proyección escalar de A SOBRE B
¨ ¨

Figura 1.5 Representación gráfica del producto vectorial A x B
¨ ¨
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otro vector en la dirección de Ft tß Tdenotado por y definido como( )EÎFt t  

Tt ( )EÎFt t œ
¸
¼ ¼
E F F

F

t t t

t

· ¸
#

.

1.11  PRODUCTO VECTORIAL ENTRE DOS VECTORES DE ‘$

Sean . El producto vectorialEt tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,
" # $ " # $

 y  dos vectores de ‘$

o producto cruz entre los vectores E ßt t y F en ese orden  es el vector de ß ‘$

perpendicular a   Et t y  a denotado y definido  porF ß ß

 Et t
t t t

xF œ Þ
3 4 5
+ + +
, , ,

â ââ ââ ââ ââ ââ â" # $

" # $

El càlculo del determinate  por los cofactores de la primera fila  conduce aß

x Et t tt t ÞF œ 3 � 4 � 5
+ + + +
, ,

+ +
, , , ,º º º º º º# $ " #

# #

" $

" $ " #

O  bienß

Et tx  F œ ß � ß Þ
+ + + +
, ,

+ +
, , , ,¦ §º º º º º º# $ " #

# #

" $

" $ " #
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1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$

 5Vectores en    ‘$

Por otra parte  es importante destacar el siguiente resultadoß À

¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼E F œ E F =/8 ßt tt t x  )

donde ) es el ángulo determinado por los vectores y Et tF .

Se puede ver en la Figura que área del paralelogramo determinado por los"Þ'

vectores  es justamente la magnitud del producto vectorial de los vectoresEt ty F
que determinan lo determinan  esto esà ß

Área Paralelogramo œ ¼ ¼E Ft t x  unidades de área.

Además el área del triángulo determinado por los vectores  y ß FEt t es la mitad
del área del paralelogramo  es decirà ß

Área triángulo œ
"

#
¼ ¼E Ft t x  unidades de área.

1.12 PARALELISMO ENTRE VECTORES

Sean . Estos vectores sonEt tœ œ  ¡   ¡+ ß + ß + F , ß , ß ,
" # $ " # $

y  vectores de ‘$

paralelos siempre que el producto vectorial entre ellos sea  el vector nulo. Con
símbolos À

 xEt t tt t œII F E FÍ SÞ

Conviene decir que las componentes de los vectores paralelos son
proporcionales.

 1.13  PRODUCTO MIXTO  ENTRE TRES VECTORES DE  ‘$

Sean  vectores no nulos de   definidos por  E F G Et t ttß ß + ß + ß + ßy ‘$ œ   ¡
" # $

F , ß , ß , ß G œ - ß - ß - Eßt tt t tœ   ¡   ¡
" # $ " # $

 . El producto mixto entre   es un  F G   y
escalar denotado por   ( x )   o     y  definido comoE F G E Gt t t tt· ÷ ‘Ft

 ( x )E F G œt tt·

â ââ ââ ââ ââ ââ â
+ + +
, , ,
- - -

Þ
" # $

" # $

" # $

A

θ
A x B

A x B

  

̿ ̿

B

Figura 1.6  Área del paralelogramo determinado por A y B¨ ¨

que el área del

que lo determinan; esto es,
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6  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

Es de anotar que el valor absoluto del producto mixto entre tres vectores Et tß F

y permite calcular el volumen del paralelepípedo determinado por ellosGt   
(Figura  es decir"Þ(Ñà ß

   o bienZ œ E G ß¸÷ ‘¸t tFt

 ( x ) unidades de volumen.Z œ E F G¸ ¸t tt·

Þ

PROBLEMA  1.1
Considerar el punto localizado en el primer octante.TÐ$ß %ß )Ñ

Hallar la distancia de  T À

a) Al origen de coordenadas.
b) Al eje  BÞ
c) Al eje  DÞ
d) Al plano  BCÞ
e) Al punto T Ð$ß � (ß 'ÑÞ"

SOLUCIÓN

a) La distancia de  T al origen de coordenadas es la magnitud del vector  ST  , como se
observa en la figura 1.8.

A

C

B
 

 

 

Figura 1.7  Paralelepípedo determinado por A, B y C ¨ ¨ ¨

Figura 1.8  Paralelepípedo rectángulo en el primer octante

Z
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Y0

X
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observa en la figura 1.8.
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1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$

 7Vectores en    ‘$

.ST œ   ¡$ß %ß )

¼ ¼ È ÈST œ $ � % � ) œ )*Þ# # #

b) La distancia de  al eje  se obtiene asíT ß ÀB

QT œ QU�UT ß

QT œ   ¡   ¡   ¡!ß %ß ! � !ß !ß ) œ !ß %ß ) Þ

La distancia es   ¼ ¼ È ÈQT œ ! � % � ) œ )!Þ# # #

c) Para hallar la distancia de  al eje  se procede similarmente T Dß À

RT œ RV �VT ß

RT œ   ¡   ¡   ¡!ß $ß ! � $ß "ß ! œ $ß %ß ! Þ

La distancia es   ¼ ¼ È ÈRT œ $ � % � ! œ #& œ &Þ# # #

d) La distancia de  al plano  es la longitud del vector  T BC UT Þ

UT œ   ¡!ß !ß ) Þ

La distancia es   ¼ ¼ È ÈUT œ ! � ! � ) œ '% œ )Þ# # #

e) El vector  se define como  TT $ � $ß � ( � %ß ' � ) œ !ß � ""ß � # Þ"   ¡   ¡
Por tanto la distancia entre los puntos  y es la magnitud del vector    T T TT à" "

esto esß

 ¼ ¼ È È ÈTT œ ! � Ð � ""Ñ � Ð � #Ñ œ "#& œ & &Þ"
# # #

PROBLEMA  1.2

Dados los vectores calcularE œ � $ß %ß " F !ß #ß � & ß Àt t  ¡   ¡y  œ

a) El vector   E � Ft t# Þ

b) Ángulos directores   E � Ft t# Þ

c) Producto escalar entre E Ft t y Þ

d) Proyección escalar de   E Ft t sobre Þ

e) Ángulo entre  E Ft t y Þ

SOLUCIÓN

En correspondencia con los apartados  a se pueden calcular las"Þ' "Þ"!ß
operaciones indicadas así À

a) E � F � $ß %ß " !ß #ß � & ßt t# œ � #  ¡   ¡

¨

¨

¨ ¨ ¨

¨

¨

¨ ¨ ¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨

¨
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E � F œ � $ß %ß " !ß %ß � "! ßt t# �  ¡   ¡
E � F œ � $ß )ß � * Þt t#   ¡

b) ¼ ¼ ¼ ¼  ¡E � F œ E � $ß )ß � *t t#

 ¼ ¼ È È ÈE � F œ Ð � $Ñ � ) � Ð � *Ñ œ * � '% � )" œ "&%Þt t# # # #

Por tantoß

-9= à -9= -9= Þ! " $œ œ à œ
� $ ) � *È È È"&% "&% "&%

  

De esta formaß ! " $¸ "!% à ¸ %* &" à ¸ "$' $* Þ9 9 9  w w

c) E F � $ß %ß " !ß #ß � & œ $Ð!Ñ � %Ð#Ñ � "Ð � &Ñßt t œ· ·  ¡   ¡
E F œ ! � ) � ' œ � "%Þt t·

d) T ß( )EÎFt t œ
¸ ¸
¼ ¼ ¼   ¡ ¼ ÈE F � "%

F
œ œ

!ß #ß � &

"%

! � # � Ð � &Ñ

t t

t

· ¸ ¸
# # #

 T( )EÎFt t œ Þ
"% "% "% #*

% � #&
œ œ

#* #*È È
È

e) T œt
( )EÎFt t

¸   ¡
¼ ¼ ÷
E F F "% !ß #ß � &

F
œ

t t t

t

· ¸
# È ‘#*

#
ß

 Tt ( )EÎFt t œ !ß #ß � & œ Þ
"% "% #) (!

#* #* #* #*
ß ß �¡ ¢ £

f) E F E F -9= à -9= œ àt tt tœ· ¼ ¼¼ ¼ ) )
E F

E F

t t

t t

·¼ ¼¼ ¼
-9= œ œ à)

E F � "%

E F Ð � $Ñ � % � " ! � # � Ð � &Ñ

t t

t t

·¼ ¼¼ ¼ È È# # # # # #

-9= œ à "#! $* Þ) )
� "%

#' #*È È ¸ 9 w

g) Si   G E � F Gt t tœ t# ß entonces el vector unitario en la direcciòn de   es À

 Y � $ß )ß � * ßt œGt
 G E � F

G E � F

t t

t

t

t t¼ ¼ ¼ ¼œ œ
"

"&%

#

# È ¡
 Yt œ

Gt ¢ £� $ ) � *

"&% "&% "&%
ß ßÈ È È Þ
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1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$

 9Vectores en    ‘$

PROBLEMA  1.3

Si y son vectores no nulos de  definidos por E F Et tt ‘$ß + ß + ß + ßœ   ¡
" # $

F , ß , ß ,t œ   ¡
" # $

entonces se cumple que

 x   ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E F E F E Ft t tt t t# # # #œ � Ð Ñ Þ·

Esta expresión es conocida como la identidad de Lagrange.

DEMOSTRACIÓN

A partir del segundo miembro de la identidad de Lagrange después de
reemplazar cada vector por sus componentes se tiene À

¼ ¼ ¼ ¼E F E Ft tt t# # # # # # # # # #� Ð Ñ œ Ð + � + � + ÑÐ , � , � , Ñ � Ð + , � + , � + , Ñ Þ·
" # $ " # $ " " # # # $

 

Al efectuar las operaciones indicadas  y simplificar se llega a  À

¼ ¼ ¼ ¼E F E Ft tt t# # # # # #� Ð Ñ œ Ð+ , � + , Ñ � Ð + , � + , Ñ � Ð + , � + , Ñ·
# $ $ # " $ " # # "$ "

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼  ¡E F E Ft tt t# # ##� Ð Ñ œ + , � + , ß + , � + , ß + , � + ,·
# $ $ # $ " " $ " # # "

 x   ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E F E F E Ft t tt t t# # ##� Ð Ñ œ Þ· 

PROBLEMA  1.4

Si y son vectores de  definidos por   yE F Et tt t‘$ß + ß + ß + ß F , ß , ß ,œ œ  ¡   ¡
" # $ " # $

)  es el ángulo formado por ellos entoncesß

 x  ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼E F œ E F =/8 Þt tt t )

SOLUCIÓN

A partir de la identidad de Lagrange y de la definición de producto escalar seß
tiene À

 x  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E F œ E F � ÐE FÑ ßt t tt t t# # # # ·

  x  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼¼E F œ E F � Ð E F -9= Ñ ßt t tt t t# # # #)

 x  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E F œ E F � E F -9= ßt t tt t t# # # # # #)

 x  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E F œ E F Ð" � -9= Ñßt tt t# # # #)

 x  ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼E F œ ] =/8 Þt t t t# # # #\ )

Al extraer  raiz cuadrada en los dos miembros  se llega aß À

 x   ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼E F œ E F =/8 Þt tt t ) 
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PROBLEMA  1.5

Si son vectores de    paralelos probar que la magnitud de xE F ß E Ft tt ty ‘$ no
es el área del paralelogramo determinado por E Ft ty .

SOLUCIÓN

En  efecto del triángulo de la figura 1.9  se tiene que  esß EFG ß =/8 œ ß
2

F
) ¼ ¼t

decir    2 œ F =/8 Þ¼ ¼t )

Ahora bien el área de un paralelogramo es el producto de su base por suß
altura entoncesß

Área œ E 2 œ E F =/8 Þ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼t t t )

Pero por  el Problema 1.4 se tieneß

 x  .¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼E F œ E F =/8t tt t )

Por tantoß Þ
Área  x  œ E F Þ¼ ¼t t 

PROBLEMA  1.6

Un triángulo tiene como vértices los puntos  yTÐ � $ß #ß "Ñß UÐ%ß #ß $Ñ
VÐ#ß � #ß &Ñ.
a) Calcular los ángulos internos del triángulo.
b) Hallar el área del triángulo.

SOLUCIÓN

a) De la Figura se puede establecer que el triángulo con los vértices dados"Þ"!
está limitado por los vectores

 TU œ (ß ! ß # TV œ � &ß % ß % à UV œ � #ß � % ß # Þ  ¡   ¡   ¡à

Las longitudes de los lados del triángulo considerado son À

¼ ¼ È ÈTU œ %* � ! � % œ &$à

¼ ¼ È ÈTV œ #& � "' � "' œ &(à

C

Y

XBA

h

Figura 1.9  Paralelogramo determinado por A y B¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨

¨



                                                                                                                             Vectores en               27

 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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¼ ¼ È ÈUV œ % � "' � % œ #%Þ

Para encontrar el valor del ángulo  se procede así:!ß

    TU TV (ß ! ß # � &ß % ß % œ $& � ! � ) œ %$Þ· ·œ   ¡   ¡
Puesto que    TU TV œ TU TV -9=· ¼ ¼¼ ¼ !ß ßentonces

-9= Þ! !œ
 TU TV

TU TV &$ &(

·¼ ¼¼ ¼ È Èœ
%$

à œ $) $"9 w

De la misma formaß

   TU UV &ß � % ß % � #ß � % ß # œ � "! � "' � ) œ "%Þ· ·œ   ¡   ¡
-9= Þ" "œ

 TU UV

TU UV &( #%

·¼ ¼¼ ¼ È Èœ
"%

à œ '( %&9 w

La suma de ángulos interiores de todo triángulo es igual a Entonces,")! Þ9

! " $� � œ ")! ß9

$ ! "œ � Ñ œ $) $" � '( %& Ñß")! � Ð ")! � Ð9 9 9 w 9 w

$ œ ($ %% Þ9 w

b) Para encontrar el área del triángulo se utiliza la propiedad del productoß
vectorial entre vectores establecida en el apartado .ß "Þ""

  TU TVx œ Þ
3 4 5
( ! #
& � % %

â ââ ââ ââ ââ ââ â
t t t

Al desarrollar el determinante por los cofactores de la primera fila  se obtieneß À

x  TU TV ß œ ß � ß
! # ( # ( !
� % % & % & � %¦ §º º º º º º

>

>

>
>

>

>

Q

R

P

 Figura 1.10  Triángulo determinado por tres puntos
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¼ ¼ È ÈUV œ % � "' � % œ #%Þ

Para encontrar el valor del ángulo  se procede así:!ß

    TU TV (ß ! ß # � &ß % ß % œ $& � ! � ) œ %$Þ· ·œ   ¡   ¡
Puesto que    TU TV œ TU TV -9=· ¼ ¼¼ ¼ !ß ßentonces

-9= Þ! !œ
 TU TV

TU TV &$ &(

·¼ ¼¼ ¼ È Èœ
%$

à œ $) $"9 w

De la misma formaß

   TU UV &ß � % ß % � #ß � % ß # œ � "! � "' � ) œ "%Þ· ·œ   ¡   ¡
-9= Þ" "œ

 TU UV

TU UV &( #%

·¼ ¼¼ ¼ È Èœ
"%

à œ '( %&9 w

La suma de ángulos interiores de todo triángulo es igual a Entonces,")! Þ9

! " $� � œ ")! ß9

$ ! "œ � Ñ œ $) $" � '( %& Ñß")! � Ð ")! � Ð9 9 9 w 9 w

$ œ ($ %% Þ9 w

b) Para encontrar el área del triángulo se utiliza la propiedad del productoß
vectorial entre vectores establecida en el apartado .ß "Þ""

  TU TVx œ Þ
3 4 5
( ! #
& � % %

â ââ ââ ââ ââ ââ â
t t t

Al desarrollar el determinante por los cofactores de la primera fila  se obtieneß À

x  TU TV ß œ ß � ß
! # ( # ( !
� % % & % & � %¦ §º º º º º º

¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨
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 TU TV )ß � ")ß � #) Þx œ   ¡
En consecuencia el área del triángulo considerado es À

Área  œ TU TV œ )ß � ")ß � #) ß
" "

# #
¼ ¼ ¼ ¼  ¡x 

Área œ '% � $#% � ()%ß
"

#
È

Área  unidades de área.œ ""(# œ #*$
"

#
È È

PROBLEMA 1.7

Demostrar el Teorema de los segmentos medios En todo triàngulo elÀ
segmento que une los puntos medios de dos lados es paralelo al tercer lado e
igual a la mitad de su longitud.

DEMOSTRACIÓN

Considerar el triángulo de la Figura en donde y son los puntosEFG "Þ""ß Q R

medios de los lados  y  respectivamente.GE FG  

De la construcciòn geomètrica se tieneß

FG FR RGÞœ �

Puesto que  entoncesFR RGßœ ß  

   FG RGà RG FGÞœ # œ Ð"Ñ
"

#
Análogamenteß

GE GQ QEßœ �

y como   entonces  GQ GEß GE GQßœ ß œ #

   GQ GEÞœ Ð#Ñ
"

#
C

M

A

B

N

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨

¨ ¨

Figura 1.11  Triángulo limitado por tres vectores
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1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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Al considerar  el triángulo se puede ver queQRGß ß

QR RG GQ� � œ Stß

de donde
 QR RG GQ Þœ � � Ð$Ñ÷ ‘

 Al reemplazar y  en  se tieneÐ"Ñ Ð#Ñ Ð$Ñ À

QR FG GE ßœ � �÷" "

# #
‘
 QR FG GE Þœ � � Ð%Ñ

"

#
÷ ‘

Pero en el triángulo se cumple queß EFGß

EF FG GE� � œ Stß

entoncesß
EF FG GE Þ Ð&Ñœ � �÷ ‘  

Al sustituir  ) en  se tieneÐ& Ð%Ñ À

 .  QR EFœ Ð'Ñ
"

#

De la relación se concluye que y  son paralelos y además  esÐ'Ñ ß ßQR EF QR

la mitad de  EFà ßes decir

   .¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼QR EF EFœ œ
"

#
 "

#


PROBLEMA  1.8

Comprobar que cualquiera de los vectores \t tœ $ß %ß # ß ] œ "ß "ß $ ß  ¡   ¡�

^ œ "ß $ß "t   ¡�  puede expresarse como combinaciòn lineal de los otros dos.

SOLUCIÒN

Se deben encontrar escalares    y    de forma que que se cumpla que! "

\t t tÞœ �! "] ^

Por tantoß   ¡   ¡   ¡$ß %ß # œ "ß "ß $ � "ß $ß "! "� �  ¡   ¡   ¡$ß %ß # œ ß ß $ � ß $ ß! ! ! " " "� �

  ¡   ¡$ß %ß # œ ß ß $! " ! " ! "� � $ ��

Al igualar las componentes respectivas se llega a:

! " ! " ! "� œ $à � $ œ %à � œ #Þ� $

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨¨¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨¨

¨ ¨

¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
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Al resolver el sistema lineal x se obtiene$ # ß
� œ $

� $ œ %
� œ #

Ú
ÛÜ
! "
! "
! "

�

$

 ! "œ &Î%à œ (Î%Þ

En consecuencia se puede escribir À

\ &Î% (Î%t t tÞœ �] ^

Y consecuentemente,

] œ � ^ œ � ]t t t%Î& (Î& %Î( &Î(\ ^ \t t tà .

PROBLEMA  1.9

Encontrar  de magnitud 3 perpendicular a cadalas componentes del vector Gt

uno de los vectores y .Et tœ %ß � #ß " F œ "ß "ß #  ¡   ¡
SOLUCIÓN 

Sea  el vector buscado  donde las componente  y sonG œ +ß ,ß - ß +ß , -t   ¡
deswconocidas. Como  Gt t tßes perpendicular a entonces  E E œ !Þ ßG t· Por tanto

¡   ¡+ß ,ß - %ß � #ß " œ !ß·

 %+ � #, � - œ !Þ Ð"Ñ

Análogamente esto esß F œ !à À Gt tßes perpendicular a entonces  F ß Gt t·
¡   ¡+ß ,ß - "ß "ß # œ !ß·

+ � , � #- œ !Þ Ð#Ñ

Ademàsß  Gt  debe tener longitud igual a   Entonces$ Þ ß

È+ � , � - œ $à + � , � - œ * Ð$Ñ# # # # # #  

Al eliminar  entre las ecuaciones ( y  se obtiene   , "Ñ Ð#Ñß À + œ � -Þ
&

'

Al eliminar  entre las mismas ecuaciones  se obtiene   + ß À , œ � -Þ
(

'
Al reemplazar estas últimas ecuaciones en la relación se encuentra queÐ$Ñß

” • ” •� - � � - � „
& ( * ""!

' ' &&
Þ

# #

- œ *à - œ#
È

Por tantoß + œ … , œ …
$ ""! #" ""!

## ""!
Þ

È È
y  

En consecuencia  el vector buscado tiene dos posibilidadesß À
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1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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 o bienG œ � ß � ß ß ßt ¤ ¥$ ""! #" ""! * ""!

## ""! &&

È È È

G œ ß ß � Þt ¤ ¥$ ""! #" ""! * ""!

## ""! &&

È È È

PROBLEMA 1.10
Los vectores \t y ]t forman un ángulo de       '!9 y además  ¼\t ¼ œ % y ¼ ]t ¼ œ "0Þ 
Determinar el valor de ¼\t � ¼Þt]
SOLUCIÓN

Al desarrollar se obtiene¼ ¼\ � Àt t]
#

 ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼\ � œ \ � ] � # \t t t t t t]
# # # ·]

 ¼ ¼\ � œ \ # \t t t t Þ]
# t t� ] �

# # ·]
Pero

cos \ \ ]t t t tœ·] ¼ ¼¼ ¼ '! à9

\t t œ·] %Ð"!Ñ"Î#! œ #!Þ
En consecuenciaß ¼ ¼\ � œ % � "! � #Ð#!Ñßt t]

# # #

¼ ¼\ � œ "' � "!! � %! œ "&'Þt t]
#

Por tanto,
.¼ ¼ È\ � œ "&'t t]

PROBLEMA 1.11

Deducir el Teorema de los senos À En todo triángulo la razón entre los lados y el 
seno trigonométrico de su ángulo opuesto es constante.

DEMOSTRACIÓN

Sean    y  los àngulos internos y  y  los lados del triángulo! " $ß ß¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ , -t tt 
de la Figura  Entonces se quiere demostrar que"Þ"#Þ ß ß

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ , -t tt

=/8 =/8 =/8
œ œ Þ

! " $

 

b c
  

 

͐

͐

͐

͐

͐

͐
͐

͐

Figura 1.12  Triángulo y sus tres ángulos internos 
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De la construcciòn geométrica se se obtiene queß

( )- , +t ttœ � Þ "

Al multiplicar vectorialmente por -t À

x x ( )- - - , +t t t ttœ � ß

x  x  ! œ +ßt t tt �- , -

x  x  - , -t tt œ +Þ

Al efectuar el producto vectorial en los dos miembros se llega a À

¼ ¼¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼- , - +t t tt œ  =/8 =/8 Þ! "

Después de simplificar y transponer términosß

¼ ¼ ¼ ¼ , +t t

=/8 =/8
œ Þ Ð#Ñ

" !
 

Al multiplicar la relaciòn por por  Ð"Ñ ,t  y después de operar se obtieneß

¼ ¼ ¼ ¼+ -t t

=/8 =/8
œ Þ Ð$Ñ

! $
 

Finalmente de las relaciones y  se puede escribirÐ#Ñ Ð$Ñ ß

 ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ , -t tt

=/8 =/8 =/8
œ œ Þ

! " $


PROBLEMA  1.12
Dado un cubo de arista unidad  calcularß À

a) Ángulo formado por su diagonal y una arista.
b) Ángulo formado por su diagonal y la diagonal de una cara
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P(1,1,1)
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>> <

<
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Y

X

P(1,1,1)

Q(1,1,0)

Figura 1.13a  Cubo de arista unidad 
en el primer octante

Figura 1.13b  Cubo de arista unidad 
en el primer octante
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1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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SOLUCIÓN

a) En la Figura a se puede ver que el ángulo "Þ"$ $ es precisamente el ángulo
director del vector   ST ß Þ ST œ "ß "ß " ßque está formado con el eje  Como D   ¡
entoncesß

.-9= œ$
" " "

ST
œ œ

" � " � " $¼ ¼ È È# # #

De esta maneraß

$ œ arccos” "

$È • ¶ &% %% Þ9 w

b) l ángulo  entre las diagonales del cubo está formadoEn la Figura 3b e"Þ" ß ) ß

por los vectores  ST œ "ß "ß " SU œ "ß "ß ! Þ  ¡   ¡ y  Por definición de producto
escalar  se tieneß À

-9= ) œ Þ
ST SU

ST SU

·¼ ¼¼ ¼ œ œ
" � " � ! #

$ # 'È È È
En consecuencia

$ œ arccos” 2È •
'

¶ $& "' Þ9 w

PROBLEMA  1.13
Hallar el vector de que sea perpendicular a   y  tal que el‘$ Et œ   ¡"ß )ß � #

producto vectorial de dicho vector con el vector  sea el vectorF "ß � "ß "t œ   ¡
G 'ß $ß � $ Þt œ   ¡
SOLUCIÓN

Sea   el  vector buscado. De acuerdo a los datos del problema\t œ   ¡+ß ,ß - ß

este vector debe ser perpendicular al vector  entoncesEt œ   ¡"ß )ß � # à ß

\ Et t œ· ·!à ¡   ¡+ß ,ß - "ß )ß � # œ !à

+ � ), � #- œ !Þ Ð"Ñ

Por otra parte el producto vectorial entre  ß G\ Ft t t y es igual vector  esto esà ß

 \t t œ àtx xF G +ß ,ß - "ß � "ß " œ 'ß $ß � $ à  ¡   ¡   ¡â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5
+ , -

� " "

œ

t t t

"

'ß $ß � $ à¡
¡   ¡, � -ß � + � -ß � + � , 'ß $ß � $ Þœ

Por igualdad entre vectoresß
, � - œ 'ß Ð#Ñ

¨ ¨

¨

¨ ¨

¨¨

¨¨



   34           Cálculo Vectorial
18  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

  � + � - œ $ß Ð$Ñ

 � + � , � $ Þ Ð%Ñœ

Entre las ecuaciones a  se ha formado un sistema de ecuacionesÐ"Ñ Ð%Ñ
lineales  cuya soluciòn es  ß À + œ #ß , œ "ß - œ &Þ

De esta forma  el vector buscado es     ß À #ß "ß &\t œ   ¡·
PROBLEMA  1.14
Probar que el cuadrado de un lado de un triángulo es igual a la suma de los
cuadrados de los otros dos lados  menos el doble del producto de dichos ladosß ß
multiplicado por el coseno trigonométrico del ángulo que forman. (Ley de los
Cosenos)

Analíticamente  esto es ß - œ + � , � # + , -9=GÞ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼t t tt t# # #

DEMOSTRACIÓN

En la Figura  se aplica la regla del triángulo para operar vectores así"Þ"% ß

  es decir     , � - œ + à ß - œ + � ,t tt t t t    Þ Ð"Ñ

Puesto que        Ð - Ñ œ - œ - - + , + , -9=Gß Ð#Ñt t t t t tt t# #¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼Þ Þy   œ

de la ecuación  se tieneÐ"Ñ À

    Ð - Ñ œ Ð + � , + � , + � ,t t t tt t t# Ñ œ Ð Ñ Ð Ñß# ·

    Ð - Ñ œ Ð +Ñ � # + , Ð , Ñ ßt t t t t# # #· �

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼ ¼ ¼- œ + � # + , -9=G � , ßt t t t t# # #

es decirß
. ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼- œ + � , � # + , -9=Gt t tt t# # #


NOTA

De la misma Figura  se obtienen expresiones equivalentes para la ley de"Þ"%ß
los cosenos para los otros dos lados À

A

C

B

c

C
b

a

Figura 1.14  Triángulo definido por los vectores a, b y c
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
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¨ ¨ ¨



                                                                                                                             Vectores en               35

 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼+ œ , � - � # , - -9=EÞt t tt t# # #

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼, œ + � - � # + - -9=FÞt t t t t
# # #

PROBLEMA  1.15

a) Demostrar que los puntos y sonTÐ5ß #ß 5Ñß UÐ#ß � 5ß ! Ñ VÐ ß !ß � 5Ñ! !
vértices de un triángulo isósceles.
b) Hallar su área en términos  de  .5
c) Hallar el área para 5 œ #Þ

SOLUCIÓN
a) Los vectores que forman el triángulo son   À œ 5 � 5 5TU # � ß � ß � à  ¡!

VU # � 5ß � 5ß � 5 TV !ß ß # Þœ � # œ � #  ¡   ¡y   
La longitudes de los lados del triángulo son  respectivamenteß À

¼ ¼ È TU œ Ð# � � � Ð � 55Ñ � Ð 5 � #Ñ Ñ œ $5 � )ß# # # #È
¼ ¼ ÈVU œ Ð# � 5 Ð � 5 � 5Ñ � Ñ � Ð � #Ñ œ $5 � )Þ# # ## È

Puesto que  ¼ T U¼ œ ¼ VU¼ß es decir dos lados son igualesß s, se concluye que
el triángulo en la figura 1.15 es isósceles.

b) El área del triángulo es À

E œ TU TV œ # � 5 � 5
" "

# #
¼ ¼  x 

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

� 5
! � # #

ß

t t t

� #

 E œ ß � ß ß
� 5
� # # ! # !

"

#¦ §º º º º º º� 5 # � 5 � 5 # � 5 � 5
�

� # � #
#

E œ � %5 � % � %
"

#
¢ � %ß � #5ß � #5 ß£

>

>

>

>

>

>

Q(2,-k,0)

P(k,2,k) R(k,0,K+2)

θ θ

 Figura 1.15  Triángulo isósceles definido por tres puntos 
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¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼+ œ , � - � # , - -9=EÞt t tt t# # #

¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼¼ ¼, œ + � - � # + - -9=FÞt t t t t
# # #
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Puesto que  ¼ T U¼ œ ¼ VU¼ß es decir dos lados son igualesß s, se concluye que
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E œ TU TV œ # � 5 � 5
" "

# #
¼ ¼  x 
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3 4 5

� 5
! � # #

ß

t t t

� #

 E œ ß � ß ß
� 5
� # # ! # !

"

#¦ §º º º º º º� 5 # � 5 � 5 # � 5 � 5
�

� # � #
#
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"
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¨
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E œ Ð � � %Ñ � Ð � #5Ñ � Ð � #5Ñ ß
"

#
É %5 � % � %# # #

 unidades de área.E œ '5 � "#È #

c) Para   ( )   unidades de área.5 œ #ß E œ ' # � "# œ 'È #



 2. RECTAS  Y  PLANOS  EN  ‘$

2.1 LA  RECTA. DEFINICIONES Y CONCEPTOS

Una recta es una sucesiòn infinita de puntos dispuestos en un mismaP
dirección y por tanto tiene una sola dimensión.

Sea una recta del espacio que contiene a un punto dado  y paralela  a unP T
!

vector dado Ht. Si es un punto genérico de  ella  entonces la recta  es elT ß P

conjunto de puntos tales que el vector es paralelo al vector  esto esTT à ß! Ht

.TT œ >! Ht

se denomina vector direccional.Ht

es un escalar o parámetro.>

 Entoncesß para determinar una recta como en la figura 2.1 se necesita À

ñ Un vector direccional  Ht Á StÞ

ñ Un punto de la recta T 
! Þ

Con más detalleß la ecuaciòn vectorial de la recta Pß que pasa por el punto
T B ß C ß D H S H +ß ,ß - ß

!
( ) y es paralela al vector   viene

! ! !
t ttÁ ß œdefinido por    ¡

dada por la expresiòn vectorial À ¡   ¡B � B ß C � C ß D � D œ > + ß ,ß - ß Ð"Ñ
! ! !

o bien
 ¡   ¡   ¡Bß Cß D œ B ß C ß D � > + ß ,ß - Þ Ð#Ñ

! ! !

De manera más compacta À

 \ œ T H Þ Ð$Ñt t t
!
� > ß > − ‘

NOTAS
ñ Dos puntos también determinan una recta en el espacio.

Y

Z

X

Figura 2.1  Recta y vector direccional
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ñ Si no implica que todas las componentes del vector sean cero.H St tßÁ

2.2  ECUACIONES PARAMÉTRICAS DE UNA RECTA

De la relación al igualar las componentes respectivas se tieneÐ"Ñß À

B � B œ +>à C � C œ ,>à D � D œ ,>à
! ! !

es decir  ß Þ Ð%Ñ
B œ B � +>
C œ C � , >
D œ D � - >

Ú
ÛÜ

!

!

!

> − ‘

Las ecuaciones se denominan las  de la recta  Ð%Ñ Pecuaciones paramétricas
que pasa por el punto y tiene como vector direccional aT Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !

H + ß ,ß -t œ   ¡.
2.3 ECUACIONES SIMÉTRICAS DE UNA RECTA

A partir de las ecuaciones al despejar el parámetro e igualar se obtieneÐ%Ñß >ß
queß

 B � B C � C D � D

+ , -
œ œ Þ Ð&Ñ! ! !

La relaciòn corresponde a las  de la recta  queÐ&Ñ Pßecuaciones simétricas
pasa por el punto en la dirección del vector   .T Ð œ

!
B ß C ß D Ñß H +ß ,ß -

! ! !
t   ¡

NOTA
Resulta conveniente utilizar las ecuaciones paramétricas en lugar de las
ecuaciones simétricas si alguna de las componentes del vector direccional ß Ht

es cero.

2.4  DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN ‘$

Sean dos puntos de   y T Ð T Ð T T
" # " #
B ß C ß D Ñ B ß C ß D Ñ

" " " # # #
   y    ‘$. La distancia entre 

es un escalar no negativo denotado por  )  y correspondiente a laß T ß T.Ð
" #

magnitud del vector que une los dos puntos en cualquier sentido. Se define por

 .Ð B � B Ñ � � C Ñ � � D Ñ ßT ß T Ñ œ Ð Ð C ÐD
" #

È
" # " # " #

# # #

o bienß
..Ð B � B Ñ � � C Ñ � � D ÑT ß T Ñ œ Ð Ð C ÐD

" #
È

# " # " # "
# # #

2.5  ÁNGULOS  DIRECTORES DE UNA RECTA

Se llaman ángulos directores de una recta respecto del sistema dePß
coordenadas a los ángulos   y   formados por  la recta   y losBCD ß P! " $
semiejes positivos coordenados  y  respectivamente.Bß C D Un ángulo director
toma valores entre  y  inclusive. Figura ! ")! #Þ#Þ9 9
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1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
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¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #
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En nuchos casos para la resolución de problemas resulta conveniente utilizarß ß
los cosenos de los ángulos directores en lugar de los ángulos mismos  deß ß
manera que a   -9=! " $ß -9= -9= y se los denomina   de lacosenos directores
recta  PÞ

2.6 COSENOS  DIRECTORES DE UNA RECTA

Los cosenos directores asociados a la recta   que pasa por los puntosP

TÐ UÐB ß C ß D B ß C ß D Ñ T U
" " " # # #

) y  dirigida de  a  los definen las relaciones:  y  

-9=! " $œ à -9= œ à -9= œ ß
.

C DB � B � C � D
# " # " # "

. .

donde  . es la distancia entre  T y  Uà es decirß  T U œ .. 

2.7  ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS

El ángulo agudo que forman dos rectas en el espacioß viene dado por el 
ángulo que forman sus respectivos vectores direccionales. Por tantoß si ) es el 
ángulo

El anterior ejemplo lo podemos observar en la figura 2.3
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" " "

  y 
B ß C ß D Ñß ß T U

# # #
 y  dirigida de  a  los dan las relaciones: 

Z

͜ β
δ

‹

‹

͜ ‹‹

L

L
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X

o

Fig. 2.2.

Fig. 2.3.
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y

y

Figura 2.3  Cosenos directores asociados a la recta L

Figura 2.2  Ángulos directores de la recta L

muchos
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determinado por las rectas  y  de  P P" # ‘$ß cuyos vectores direccionales
respectivamente son  lo determina laß H + ß , ß - H œ + ß , ß -t tœ

"
  ¡   ¡

" " " # # #
y

#

relaciónß

-9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bien

.-9= œ)
 H H

H H

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

2.8  POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

2.8.1 Paralelismo. Las  rectas  y  son paralelas si tiene la mismaP P" #

dirección pero no tienen ningùn punto común.ß

Para determinar analíticamente esta condición se procede así Seanß À

H œ + ß , ß - H œ + ß , ß - ßt t
"

  ¡   ¡
" " " # # #

y  respectivamente los vectores direccionales
#

de las rectas P P" # y .

Estas rectas son paralelasß H H à ßsiempre que y  sean paralelos es decirt t
" #

H œ H + ß , ß - + ß , ß - ß ßt t
" #

- - - - -o bien o sea  cuando las  ¡   ¡
" " " # # #

œ − ‘

componentes respectivas de sus vectores direccionales son proporcionales.

2.8.2 Perpendicularidad. Las rectas    y   son perpendiculares siempre queP P" #

sus respectivos vectores direccionales sean perpendiculares.

Analíticamente Si los vectores direccionales de las rectas  y    sonÀ P P" #

H œ + ß , ß - H œ + ß , ß - ßt t
"

  ¡   ¡
" " " # # #

 y    respectivamente entonces se dice que
#

dichas rectas son y   seanperpendiculares entre sí siempre que ß H Ht t
" #

perpendiculares esto es  Al efectuar el producto escalar se obtieneà ß H H œ !Þt t
"
·

#

una expresión equivalente .À + � , , � - - œ !+
" # " # " #

2.9  EL PLANO
Plano es un término que se refiere a algo llano liso o sin relieves. En eseß
sentido es una representaciòn geomètrica que sólo cuenta con dos dimensiones
y contiene infinitos puntos y rectas.
Para definir analíticamente un plano se parte del principio de la geometríaß
elemental que establece que una recta es perpendicular a un plano si dichaß
recta es perpendicular a cualquier recta que pertenezca al plano dado.

Si T Ð ß R F
!
B ß C ß D Ñ Eß ß G

! ! !
 es un punto dado del plano es un vector1 y t œ   ¡

normal a  1ß entonces de acuerdo al precepto geométrico antes mencionado el
vector es perpendicular al vector TT R TÐ!

tÞ Si  es un punto cualquieraB Cß DÑß

del plano 1ß ·se puede escribir que Figura Ð #Þ%ÞÑß R TT œ !Þt
!

¨

¨
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¡   ¡Eß ß G B � B ß C � C ß D � D œ !ßF ·
! ! !

( o bienEÐB � B Ñ � F C � C Ñ � G ÐD � D Ñ œ !ß ß
! ! !

EB � F C � G D �H œ !ß

conocida como   del plano.ecuación general

NOTAS
Un plano también puede ser determinado por À

ñ Dos rectas paralelas.

ñ Dos rectas que se cortan (Rectas secantes).

ñ Tres puntos no colineales.

2.8  POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Sean los planos  y cuyos vectores normales son respectivamente1 1
" #

ß R Rt t
" #y .

Se presentan estas posiciones relativas entre ellos À

a) . Los planos dados son paralelos si sus respectivos vectoresParalelismo ß
normales son paralelos. Con símbolos À

    .1 1
" #
¸¸  si  R Rt t

" #œ  5 ß 5 Á !

b) . Los planos son perpendiculares si sus respectivosPerpendicularidad
vectores normales son perpendiculares; esto es,

   si .1 1
" #
¼ œ !R Rt t

" #· 

2.9  DISTANCIA DE UN UN PUNTO A UN PLANO

Sean el plano cuya ecuación es general es   y  un1ß EB � FC � GD �H œ !
punto  . La distancia   entre el plano   y el punto T Ð T

! !
B ß C ß D Ñ

! ! !
 exterior a  1 1.

viene dada porß

Figura 2.4  Representación gráfica del plano p

p

z

y

x

N

P
P�

¨

2.10 POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

2.11  DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO
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.. œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

2.10  ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS

El ángulo entre dos planos es igual al ángulo que forman los vectores normales
de dichos planos.

Sean los  planos y y1 1
" #

ß R + ß , ß -cuyos vectores normales son t œ
"

  ¡
" " "

R œ + ß , ß -t
#

  ¡
# # #

  respectivamente. El ángulo agudo  formado por ellos lo)

determina la relación

-9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bien

-9= œ Þ)
 R R

R R

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

PROBLEMA  2.1

Dados el punto encontrar lasT Ð(ß � (ß # Ñ œ
!

y el vector  H � &ß � $ß % ßt ¡
ecuaciones vectorial paramétricas y  simétricas de la recta  que pasa por elß P

punto  .T
!
 en la dirección del vector Ht

SOLUCIÓN

"Ñ À La ecuación vectorial de la recta pedida es

con\ œ � > � &ß � $ß % ß Þt   ¡   ¡(ß � "ß # > − ‘

#Ñ À
B œ ( � & >
C œ � " � $ >
D œ # � % >

Las ecuaciones paramétricas se escriben como .
Ú
ÛÜ > − ‘

$Ñ À œ œ
B � ( C � " D � #

� & � $ %
La ecuaciones simétricas son .

PROBLEMA  2.2

Considerar los puntos de definidos por  y   Hallar las‘$ T Ð #ß � #ß $ Ñ UÐ #ß % ß % ÑÞ
ecuaciones vectorial paramétricas y simétricas de la recta que pasa por dichosß
puntos.

SOLUCIÓN

Un vector direccional     para la recta  se obtiene asíH Pß Àt

2.12  ÁNGULO ENTRE DOS PLANO

26  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

.. œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

2.10  ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS

El ángulo entre dos planos es igual al ángulo que forman los vectores normales
de dichos planos.

Sean los  planos y y1 1
" #

ß R + ß , ß -cuyos vectores normales son t œ
"

  ¡
" " "

R œ + ß , ß -t
#

  ¡
# # #

  respectivamente. El ángulo agudo  formado por ellos lo)

determina la relación

-9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bien

-9= œ Þ)
 R R

R R

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

PROBLEMA  2.1

Dados el punto encontrar lasT Ð(ß � (ß # Ñ œ
!

y el vector  H � &ß � $ß % ßt ¡
ecuaciones vectorial paramétricas y  simétricas de la recta  que pasa por elß P

punto  .T
!
 en la dirección del vector Ht

SOLUCIÓN

"Ñ À La ecuación vectorial de la recta pedida es

con\ œ � > � &ß � $ß % ß Þt   ¡   ¡(ß � "ß # > − ‘

#Ñ À
B œ ( � & >
C œ � " � $ >
D œ # � % >

Las ecuaciones paramétricas se escriben como .
Ú
ÛÜ > − ‘

$Ñ À œ œ
B � ( C � " D � #

� & � $ %
La ecuaciones simétricas son .

PROBLEMA  2.2

Considerar los puntos de definidos por  y   Hallar las‘$ T Ð #ß � #ß $ Ñ UÐ #ß % ß % ÑÞ
ecuaciones vectorial paramétricas y simétricas de la recta que pasa por dichosß
puntos.

SOLUCIÓN

Un vector direccional     para la recta  se obtiene asíH Pß Àt

,

26  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

.. œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

2.10  ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS

El ángulo entre dos planos es igual al ángulo que forman los vectores normales
de dichos planos.

Sean los  planos y y1 1
" #

ß R + ß , ß -cuyos vectores normales son t œ
"

  ¡
" " "

R œ + ß , ß -t
#

  ¡
# # #

  respectivamente. El ángulo agudo  formado por ellos lo)

determina la relación

-9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bien

-9= œ Þ)
 R R

R R

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

PROBLEMA  2.1

Dados el punto encontrar lasT Ð(ß � (ß # Ñ œ
!

y el vector  H � &ß � $ß % ßt ¡
ecuaciones vectorial paramétricas y  simétricas de la recta  que pasa por elß P

punto  .T
!
 en la dirección del vector Ht

SOLUCIÓN

"Ñ À La ecuación vectorial de la recta pedida es

con\ œ � > � &ß � $ß % ß Þt   ¡   ¡(ß � "ß # > − ‘

#Ñ À
B œ ( � & >
C œ � " � $ >
D œ # � % >

Las ecuaciones paramétricas se escriben como .
Ú
ÛÜ > − ‘

$Ñ À œ œ
B � ( C � " D � #

� & � $ %
La ecuaciones simétricas son .

PROBLEMA  2.2

Considerar los puntos de definidos por  y   Hallar las‘$ T Ð #ß � #ß $ Ñ UÐ #ß % ß % ÑÞ
ecuaciones vectorial paramétricas y simétricas de la recta que pasa por dichosß
puntos.

SOLUCIÓN

Un vector direccional     para la recta  se obtiene asíH Pß Àt

26  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

.. œ
E �F � G

¸
É

EB � FC � GD �H
! ! !

¸
# # #

2.10  ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS

El ángulo entre dos planos es igual al ángulo que forman los vectores normales
de dichos planos.

Sean los  planos y y1 1
" #

ß R + ß , ß -cuyos vectores normales son t œ
"

  ¡
" " "

R œ + ß , ß -t
#

  ¡
# # #

  respectivamente. El ángulo agudo  formado por ellos lo)

determina la relación

-9= œ ß
+

+ � , � - + � , � -
) " # " # " #

+ � , , � - -

É É# # # # # #
" " " # # #

o bien

-9= œ Þ)
 R R

R R

t t

t t
"
·

#

" #
¼ ¼¼ ¼

PROBLEMA  2.1

Dados el punto encontrar lasT Ð(ß � (ß # Ñ œ
!

y el vector  H � &ß � $ß % ßt ¡
ecuaciones vectorial paramétricas y  simétricas de la recta  que pasa por elß P

punto  .T
!
 en la dirección del vector Ht

SOLUCIÓN

"Ñ À La ecuación vectorial de la recta pedida es

con\ œ � > � &ß � $ß % ß Þt   ¡   ¡(ß � "ß # > − ‘

#Ñ À
B œ ( � & >
C œ � " � $ >
D œ # � % >

Las ecuaciones paramétricas se escriben como .
Ú
ÛÜ > − ‘

$Ñ À œ œ
B � ( C � " D � #

� & � $ %
La ecuaciones simétricas son .

PROBLEMA  2.2

Considerar los puntos de definidos por  y   Hallar las‘$ T Ð #ß � #ß $ Ñ UÐ #ß % ß % ÑÞ
ecuaciones vectorial paramétricas y simétricas de la recta que pasa por dichosß
puntos.

SOLUCIÓN

Un vector direccional     para la recta  se obtiene asíH Pß Àt



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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 .H œ œ # � #ß % � #ß % � $ œ ! ß 'ß "t TU   ¡   ¡
"Ñ T Ð #ß � #ß $ Ñ Pß Como    es un punto de la recta  la ecuación vectorial de dicha
recta se escribe como À

 \ œ #ß � #ß $ � > ! ß 'ß " ß Þt   ¡   ¡ > − ‘

#Ñ P ÀLas ecuaciones paramétricas de   son

.
Ú
ÛÜ

B œ #
C œ � # � '>
D œ $ � >

> − ‘

$Ñ P À B œ #à à Þ
C � # D � $

' "
Las  ecuaciones simétricas de   son    

NOTA

I UT œ UT œl vector  definido como H !ß � 'ß � ""
t ¡ puede ser utilizado como

vector direccional  incluso cualquier otro vector paralelo  a  .à UT

El punto   también puede ser tomado para definir analíticamente laUÐ Ñ#ß % ß %
recta pedida  al fin y al cabo la recta también lo contiene.à

De esta forma se pueden obtener otras ecuaciones vectoriales  paramétricas yß ß
simétricas diferentes para  a  recta    que pasa por  los puntosP Ð #ß � #ß $ Ñ    y
UÐ #ß % ß % Ñß ßpero equivalentes a las  ya obtenidas  pues de todas maneras
identifican el mismo lugar geométrico como por ejemplo la ecuación vectorialß À

con  \ œ #ß % ß % � > !ß � 'ß � " Þt   ¡   ¡ > − ‘

Y sus ecuaciones paramétricas son À

.
Ú
ÛÜ

B œ #
C œ % � ' >
D œ % � >

> − ‘

 Y por ende las ecuaciones simétricas:

- B � #à œ
C � % D � %

� ' � "

Nótese que para cualquiera de los casos considerados se obtiene que laß
primera componente es la constante  lo cual significa que  es unaB œ #Þß P
recta  paralela al plano  CDÞ

PROBLEMA 2.3

Determinar las ecuaciones para la recta  que contiene al punto  Pß T Ð$ß %ß � & Ñ

y es perpendicular a los vectores   y  E Ft tœ $ß #ß & œ "ß � "ß &  ¡   ¡.

¨

¨ ¨

¨
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#Ñ P ÀLas ecuaciones paramétricas de   son
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Ú
ÛÜ

B œ #
C œ � # � '>
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> − ‘

$Ñ P À B œ #à à Þ
C � # D � $

' "
Las  ecuaciones simétricas de   son    

NOTA

I UT œ UT œl vector  definido como H !ß � 'ß � ""
t ¡ puede ser utilizado como

vector direccional  incluso cualquier otro vector paralelo  a  .à UT

El punto   también puede ser tomado para definir analíticamente laUÐ Ñ#ß % ß %
recta pedida  al fin y al cabo la recta también lo contiene.à

De esta forma se pueden obtener otras ecuaciones vectoriales  paramétricas yß ß
simétricas diferentes para  a  recta    que pasa por  los puntosP Ð #ß � #ß $ Ñ    y
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Ú
ÛÜ

B œ #
C œ % � ' >
D œ % � >
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- B � #à œ
C � % D � %

� ' � "

Nótese que para cualquiera de los casos considerados se obtiene que laß
primera componente es la constante  lo cual significa que  es unaB œ #Þß P
recta  paralela al plano  CDÞ

PROBLEMA 2.3

Determinar las ecuaciones para la recta  que contiene al punto  Pß T Ð$ß %ß � & Ñ

y es perpendicular a los vectores   y  E Ft tœ $ß #ß & œ "ß � "ß &  ¡   ¡.
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SOLUCIÓN

Et t y   genera un vector perpendicualr a los dosF àEl producto vectorial entre 

 x  Et tF œ
# & $ & $ #¦ §º º º º º º� " & " & " � "

ß � ß ß 

 xEt tF #!ß "!ß � & Þœ   ¡
El vector x   es perpendicular a   y y por tanto  unE Et tt tF œ #!ß "!ß � & F ß ß  ¡
vector direccional para la recta pedida es precisamente este vector o cualquierP

vector paralelo a él. Al simplificar el vector  es un vectorß H "!ß &ß � "t œ   ¡
direccional para la recta  .P

Así  las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta que contiene al puntoß

T Ð$ß %ß � & Ñ E Fy es perpendicular a t tœ $ß #ß & œ "ß � "ß &  ¡   ¡y son
respectivamente À

y  
Ú
ÛÜ

B œ $ � >
C œ % � # > ß
D œ � & � >

B � $ C � % D � &

% # � "
œ œ> − ‘

PROBLEMA 2.4

Sean y  dos puntos de alcular los ángulosTÐ%ß � #ß ' Ñ UÐ � $ß &ß � ( Ñ ‘$ÞC
directores de la recta  que pasa por los puntos dados y dirigida de   a  P T UÞ

SOLUCIÓN

Un vector orientado de a para la recta  es  T Uß Pß H � (ß (ß � "$ Þt œ   ¡
Este vector Ht puede ser utilizado como vector direccional de la recta que pasa
por los puntos y  T U Þ

La longitud de  se calcula comoHt

¼ ¼H œt È ÈÐ � (Ñ � Ð(Ñ � Ð � "$Ñ œ #'(Þ# # #

como en la figura 2.5, esto es: 

N

B

A

Figura 2.5  Plano y vector normal definido por A y B¨ ¨



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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Además un vector unitario en la direcciòn de   es precisamenteß  Ht

Y
#'(

Ht
t œ

"È   ¡� (ß (ß � "$ Þ

En correspondencia con el Parágrafo los cosenos directores de la recta  #Þ'ß P

son precisamente  los cosenos directores del vector YHt
t ß pues pues la  recta P

es paralela a .  Por consiguienteYHt
t ß

-9= œ à œ +<--9= ¸ ""& #" ß! !
� ( � (

#'( #'(È È” • 9 w

-9= œ à œ +<--9= ¸ '% $) ß" "
( (

#'( #'(È È” • 9 w

 -9= œ œ à œ +<--9= ¸ "%# %#$ $
� "$ � "$

#'( #'(È È” • 9 w.

NOTA

Una recta   puede "orientarse" en un sentido o en sentido contrario. Si la rectaP
pasa por los puntos  un vector direccional puede serT Ð B ß C ß D Ñ U ÐB ß C ß D Ñ ß

" " " # # #
y 

el que se origina en  y  termina en  esto esT U à ß

 H œt   ¡   ¡B � B ß C � C ß D � D œ + ß ,ß - Þ
# " # " # "

Pero  también un vector direccional es el que se origina en y termina en  ß ß U T à
es decirß

 I œt   ¡   ¡B � B ß C � C ß D � D œ � + ß � ,ß � - Þ
" # " # " #

De esta forma la recta  se dirige  según ß P Ht y se define por las ecuaciones
simétricas À

B � B C � C D � D

+ , -
œ œ Þ" " "

Análogamente  recta  se dirige según ß P It À y sus ecuaciones simetricas son
B � B C � C D � D

� + � , � -
œ œ Þ# # #

No obstante  de acuerdo a lo observado en el Problema los dos juegos deß #Þ#ß
ecuaciones anteriores son equivalentes y describen al mismo lugar geométrico À
la recta  que pasa por los puntos   y  .P T U

PROBLEMA 2.5

Demostrar que la suma de los cuadrados de los cosenos directores de una recta
es igual a la unidad.

Ud
¨
¨

Ud
¨
¨

Ud
¨
¨
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SOLUCIÓN

De acuerdo al Parágrafo  los ángulos   y  son los ángulos directores de#Þ&ß ß! " $
la recta que pasa por los puntos   TÐ UÐB ß C ß D Ñ B ß C ß D Ñ

" " " # # #
  y  .

En consecuencia:

-9=! " $œ à -9= œ à -9= œ à
. . .

C DB � B � C � D
# " # " # "

donde  es la distancia entre  y  es decir    .. T Uà ß TU œ .

Al elevar al cuadrado las relaciones anteriores y sumarlas se obtiene ß

-9=#! " $� -9= � -9= œ � � ß
. . .

C D# #
# # #

   ’ “ ’ “ ’ “B � B � C � D
# " # " # "

-9=#! " $� -9= � -9= œ ß
Ð C

.
# #

#

B � B Ñ � Ð � C Ñ � Ð D � D Ñ
# " # " # "

# # #

  .-9=#! " $� -9= � -9= œ œ "
.

.
# #

#

#

Por tantoß
-9=#! " $� -9= � -9= œ "Þ# # 

PROBLEMA 2.6

Sean  y  definidas como las rectas definidas como P P" # À

y P À œ œ P À œ œ Þ
B # � C D � " " � B C D

# $ # $ � % &
" #

Calcular el ángulo agudo deteriminado por ellas.

SOLUCIÓN

En correspondencia con el Parágrafo  #Þ( el ángulo agudo formado por dos 
rectas es igual al formado por sus respectivos vectores direccionales. 
Observando la figura 2.6 presentada anteriormente

L1

L2

Y

Z

X

θ

Figura 2.6  Ángulo entre dos rectas L1 y L2



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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Los vectores direccionales de las rectas  P P ß ß" # y  son  respectivamente

 H œ #ß � $ß # H œ � $ß � %ß & Þt t
"

  ¡   ¡y
#

Por tanto À

 
-9= œ œ

#Ð � $Ñ � Ð � $ÑÐ � %Ñ � Ð#ÑÐ&Ñ

#* "(
)

H H

H H

t t

t t
"
Þ

#

" #
¼ ¼¼ ¼ È È

-9= œ œ !ß &%)(*&%(#Þ
"'

"( &!
) È È

En consecuenciaß
) ¸ +<- -9=Ð !ß &%)(*&%(#Ñ ¸ &' %#9 w.

PROBLEMA 2.7

Considerar las rectas y  determinadas por las parejas de puntos puntosP P" #

T Ð$ß � &ß # Ñß UÐ""ß � $ß ' Ñ VÐ&ß � $ß # Ñß WÐ *ß � &ß 'Ñy respectivamente.
Determinar coordenadas del punto de intersección de las rectas

SOLUCIÓN

Un vector direccional para la recta  esP À"

H "" � $ß � $ � &ß ' � # œ )ß #ß % Þt œ
"

  ¡   ¡
De la misma forma un vector direccional para la recta ß P À# es

H * � &ß � & � $ß ' � # œ %ß � #ß % Þt œ
#

  ¡   ¡
Si las dos rectas no son paralelas es posible que tengan un punto de
inersección o que se crucen.

Las ecuaciones paramétricas para la recta  P À" son
Ú
ÛÜ

B œ $ � )>
C œ � & � # >
D œ # � % >

ß Ð"Ñ> − ‘

y las ecuaciones paramétricas para la recta P À# son

 
Ú
ÛÜ

B œ & � %=
C œ � $ � #=
D œ # � % =

Þ Ð#Ñ= − ‘

De las ecuaciones ( y  se obtiene el sistema de ecuaciones lineales"Ñ Ð#Ñ À

 3
Ú
ÛÜ

)> � %= œ #
#> � #= œ # Ð Ñ
% > � %= œ !
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Al resolver el sistema lineal de ecuaciones  x  para  y  se tieneÐ$Ñ $ # = > À

De las dos primeras ecuaciones anteriores se llega aß À

 y    = œ > œ Þ Ð%Ñ
" "

# #

Al reemplazar los valores  en la tercera ecuación de se encuentraÐ%Ñ Ð$Ñß À

% Ð Ñ � %Ð Ñ œ !
" "

# #
Þ

Se puede ver que el sistema de ecuaciones tiene solución única para  y  Ð$Ñ = >Þ
Por tanto las rectas dadas  se intersectan El punto de intersección se encuentraÞ
al reemplazar los valores de y  en las ecuaciones o = > Ð"Ñ Ð#Ñ À

 B œ & � %Ð Ñ œ (à C œ � $ � #Ð Ñ œ � %à D œ # � %Ð Ñ œ %Þ
" " "

# # #

Se concluye que el punto de intersección entre las rectas dadas es ( (ß � %ß % ÑÞ

PROBLEMA 2.8

Sean  y  dos puntos de la recta  T U P ß V W P" # y dos puntos de la recta    y
. #Þ( Þla distancia mínima entre ellas. (Figura )  Determinar la relación matemática
que permita encontrar la distancia mínima entre dos rectas.

SOLUCIÓN

Tómese un punto  de la recta   y calcúlese un vector perpendicular  a lasV P#

dos rectas dadas que pase por por medio del producto vectorial x .ß Vß TU VW
Además se define otro vector que une el punto  con otro punto de laß Vß T
recta De esta forma la proyección escalar del vector sobre el vectorP Þ ß TV"

perpendicular  x determina la distancia  entre  y  .TU VWß P P. " #

Ahora bien de acuerdo al parágrafo ß "Þ* E la Proyecciòn Escalar de un vector t
sobre otro vector es un escalar no negativo  F ßt  denotado por y definido por  

Z

R

d

S

P
Q

L1

L2

X

Y

Figura 2.7  Distancia mínima entre dos rectas  L1 y L2
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Al resolver el sistema lineal de ecuaciones  x  para  y  se tieneÐ$Ñ $ # = > À
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" "

# #
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" "

# #
Þ

Se puede ver que el sistema de ecuaciones tiene solución única para  y  Ð$Ñ = >Þ
Por tanto las rectas dadas  se intersectan El punto de intersección se encuentraÞ
al reemplazar los valores de y  en las ecuaciones o = > Ð"Ñ Ð#Ñ À
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" " "

# # #

Se concluye que el punto de intersección entre las rectas dadas es ( (ß � %ß % ÑÞ
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SOLUCIÓN

Tómese un punto  de la recta   y calcúlese un vector perpendicular  a lasV P#

dos rectas dadas que pase por por medio del producto vectorial x .ß Vß TU VW
Además se define otro vector que une el punto  con otro punto de laß Vß T
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sobre otro vector es un escalar no negativo  F ßt  denotado por y definido por  

¨ ¨

¨

¨¨



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
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.T( )EÎFt t œ
¸
¼ ¼E F

F

t t

t

· ¸

En este casoß  x .  Por tanto la distancia mínima  seE TVà F TU VWt œ œt .
calcula como

 
x 

x 
. œ ß

TV ÐTU VWÑ

TU VW

¸ ¸·¼ ¼
o bien

 
x 

. œ Þ
TV TU VWÑ

TU VW

¸÷ ‘¸
¼ ¼

PROBLEMA 2.9

Calcular la distancia mínima existente entre la recta determinada por los puntos
Q Ð%ß � $ß %Ñ RÐ � #ß "ß & Ñß VÐ'ß � #ß " ÑÞ y  al punto 

SOLUCIÓN

De la Figura  se obtiene#Þ) À

QR œ œ  ¡   ¡� 'ß %ß " QV #ß "ß � $ y  .

En correspondencia con el Parágrafo  la proyección escalar del vector "Þ) QV
sobre el vector  se obtiene como QR

. œ T œ Þ" QVÎ Ñˆ QR

¸ ¸QV
œ œ

� "# � % � $

$' � "' � "

""

&$

·QR

QR¼ ¼ ¸ ¸È È
Dado que el triángulo es rectángulo la distancia entre el punto  y laQWV ß . V
recta  que pasa por los puntos   y  se obtiene por medio de la relaciónPß Q Rß
pitagórica para uno de los catetos À

. œ . ÞÉ¼ ¼QV
#
� #

"

La magnitud del vector  QV QV se calcula como ¼ ¼ È Èœ % � " � * œ "% ß

entonces al reemplazar en la expresión para  se llega a:.

R

M

S

N

d

d1

L

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨

¨¨¨

¨ ¨

¨ ¨

¨

¨¨

¨¨
¨

¨

¨ ¨

Figura 2.8  Distancia de un punto a una recta

¨
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. œ "% �Ê’ ’È “ “# #
#!
"%È œ ¸ $ß %#Ê Ê"% � œ

"#" '#"

&$ &$

PROBLEMA  2.10

Hallar la ecuación general del plano que contiene al punto  T Ð
!
$ß � #ß ( Ñ y es

perpendicular a la recta que pasa por los puntos   yUÐ � %ß #ß ' Ñ VÐ"ß &ß � $ ÑÞ

SOLUCIÓN

Si el plano buscado en la figura 2.9 es perpendicular a la recta que pasa por los 
puntos  U y Vß entonces su vector normal  Rt  puede ser el vector que tiene 
como punto inicial a U y punto final a Và esto esß

 Rt œ UV œ  &ß $ß � *¡ œ   E ß Fß G ¡Þ
Luegoß la ecuación general del plano es 

¡   ¡EßFßG B � ß C � #ß D � ( œ !ß  3·
¡   ¡&ß $ß � * B � $ß C � #ß D � ( œ !ß· 

  .B � $C � *D � &% œ !

PROBLEMA  2.11

Calcular la ecuaciòn general del plano que contiene a tres puntos no colineales
definidos como y  TÐ"ß %ß � % Ñß UÐ#ß &ß $Ñ VÐ$ß !ß � #ÑÞ

SOLUCIÓN

De acuerdo a la disposición de los puntos y de la Figura  se tieneT ß U V #Þ"!ß

que  y  .TU œ TV œ  ¡   ¡"ß " ß ( #ß � %ß #

Al efectuar el producto vectorial entre ellos se obtiene el vector  xß œ RTU TV t

que es normal a y    y por ende  normal al plano  pedido TU TV ß ß 1.

N

R

Q

Po

π

Figura 2.9  Plano perpendicular a recta que pasa por dos puntos

¨

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #

1.3  ÁNGULOS DIRECTORES DE UN VECTOR EN ‘$
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El producto vectorial entre  y  TU TV Àse obtiene así

xTU TV œ R œ $!ß "#ß � ' Þ
3 4 5
" " (
# � % #

t œ

t t tâ ââ ââ ââ ââ ââ â   ¡

Al simplificar un vector normal al plano es   .ß R &ß #ß � "t œ   ¡
Al tomar uno de los puntosß T Ð"ß %ß � %Ñß se puede calcular la ecuaiòn general
del plano así: À

    ¡   ¡&ß #ß � " B � "ß C � %ß D � % œ ! ß·

&ÐB � " Ñ � #Ð C � %Ñ � "Ð D � % œ !ß

.&B � #C � D � "( œ !

NOTAS

1) Los productos vectoriales  o  también generan  sendosUT U UV VTx xT
vectores normales al plano pedido. Se puede comprobar que se obtiene el
mismo vector normal aunque con sentido contrario pero de todas formasß ß
normal al plano  .1

2) Se pudo considerar otro punto diferente al punto para obtener la mismaT
ecuaciòn general del plano. En efecto al tomar UÐ#ß &ß $Ñß Àse obtiene

    ¡   ¡&ß #ß � " B � #ß C � &ß D � $ œ ! ß·

&ÐB � # Ñ � #Ð C � &Ñ � "Ð D � $ Ñ œ !ß

.&B � #C � D � "( œ !

PROBLEMA  2.11

Considerar el plano  definido por su ecuación general  .1 $B � %C � "#D � "# œ !
Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto   y  que seaTÐ"ß � "ß $ Ñ
paralelo al plano .1

N

R

P

Qπ

 

¨ ¨

¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨

Figura 2.10  Plano definido por tres puntos
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SOLUCIÓN

El vector es normal al plano dado . Según los datos delR $ß � % ß "#t œ   ¡ 1

problema se requiere un plano paralelo al plano 1à por tantoß Rt œ   $ß � % ß "# ¡ es 
normal al plano pedido 1 . véase en la figura 2.11

"

Como este plano pasa por el punto  entonces su ecuación generalTÐ"ß � "ß $ Ñß
se obtiene así À

  ¡   ¡$ß � % ß "# B � "ß C � "ß D � $ œ !ß· 

$ÐB � "Ñ � %ÐC � "Ñ � "#ÐD � $Ñ œ !ß

 $B � %C � "#D � %$ œ !Þ

PROBLEMA  2.12

Hallar la ecuación general del plano perpendicular al plano cuya ecuación
general es y que pase punto B � #C � $D � "! œ ! T Ð% ß � # ß 'ÑÞ

!

SOLUCIÓN

El plano dado    tiene como vector normal a 1 Rt œ   ¡"ß #ß $ y el plano buscado
1

#
tiene como vector normal a Rt œ"   ¡EßFß G  con componentes desconocidas

por el momento. Como deben ser perpendiculares entre si entonces susß

p

p1

N
®

N
®

P(1,-1,3)

Figura 2.11  Dos planos paralelos

      Figura 2.12a Dos planos perpendiculares             Figura 2.12b Dos planos perpendiculares

p

p1

p

p2

P�(4,-2,6)
P�(4,-2,6)

p

p1

p

p2

P�(4,-2,6)
P�(4,-2,6)
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SOLUCIÓN

El vector es normal al plano dado . Según los datos delR $ß � % ß "#t œ   ¡ 1

problema se requiere un plano paralelo al plano 1à por tantoß Rt œ   $ß � % ß "# ¡ es 
normal al plano pedido 1 . véase en la figura 2.11

"

Como este plano pasa por el punto  entonces su ecuación generalTÐ"ß � "ß $ Ñß
se obtiene así À

  ¡   ¡$ß � % ß "# B � "ß C � "ß D � $ œ !ß· 

$ÐB � "Ñ � %ÐC � "Ñ � "#ÐD � $Ñ œ !ß

 $B � %C � "#D � %$ œ !Þ

PROBLEMA  2.12

Hallar la ecuación general del plano perpendicular al plano cuya ecuación
general es y que pase punto B � #C � $D � "! œ ! T Ð% ß � # ß 'ÑÞ

!

SOLUCIÓN

El plano dado    tiene como vector normal a 1 Rt œ   ¡"ß #ß $ y el plano buscado
1

#
tiene como vector normal a Rt œ"   ¡EßFß G  con componentes desconocidas

por el momento. Como deben ser perpendiculares entre si entonces susß



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #
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vectores normales son también perpendicualres entre sí esto esà ß !àR Rt t œ
"
· 

entoncesß   ¡   ¡Eß FßG "ß #ß $ œ !ß· 
 .E� #F � $G œ !

Esta ecuación lineal en tres incógnitas tiene infinitas soluciones. Al fijar dos de
ellas por ejemplo se obtieneß E œ "ß F œ "ß À

" � #Ð"Ñ � $G œ !ß

G œ � "Þ

Por tanto el vector  es un vector normal al plano buscado yRt" œ "ß #ß � "  ¡
como contiene al punto  entonces  su ecuaciòn general se obtieneT Ð% ß � # ß '

!
 ¡ ß

como   ¡   ¡"ß "ß � " B � %ß C � #ß D � ' œ !Þ·

.B � C � D � ) œ !

NOTA

Las Figuras a y b muestran dos de las infinitas posibilidades que tiene el#Þ"# #Þ"#
problema. Nótese que en los dos casos mostrados el plano buscado contiene al
punto .T Ð% ß � # ß '

!
 ¡

PROBLEMA 2.13

Hallar la ecuación general del plano perpendicular a cada uno de los planos 
definidos como $B � % C � D � "# œ !  y  #B � $C � %D � "! œ ! que pasa por el 
punto  T Ð%ß &ß � # Ñ Þ Véase en la figura 2.13.!

SOLUCIÓN

Sea  la ecuación general del plano buscado cuyo1 À EB � F] � G^ �H œ ! ß

vector normal  R EßFß Gt œ   ¡ es perpendicular a cada uno de los vectores
normales de los planos dados   y  R $ß %ß � " R #ß � $ß � % Þt t

" #œ œ  ¡   ¡
Por tanto  x   ß R R Rt t tœ " #à ßesto es

R $ß %ß � " #ß � $ß � % Þt œ x    ¡   ¡
es decirß

R � "*ß "!ß � "(t
t t t

œ œ
3 4 5

$ % � "
# � $ � %

â ââ ââ ââ ââ ââ â ¡. 
Como el plano buscado debe contener al punto T Ð&ß %ß � " Ñß

!
entonces su

ecuación general es À
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¡   ¡� "*ß "!ß � "( B � &ß C � %ß D � " œ !· .

Después de efectuar el producto escalar y simplificar  se obtieneß

.� "*B � "! C � "(D � ) œ !

PROBLEMA  2.14

Sean : y   : planos no paralelos.1 1
" #

B � $C � D � % œ ! # B � C � D � ' œ !ß
Hallar las ecuaciones de la recta generada por la intersección entre ellos.

SOLUCIÓN 

Para encontrar las ecuaciones de la recta intersecciòn entre los planos dados se 
debe resolver el sistema lineal de ecuaciones # x $ß formado por las 
ecuaciones de los planos dados para Bß Cß DÞ  observe la figura 2.14

 œ B � $C � D � % œ ! Ð"Ñ
# B � C � D � ' œ ! Ð#Ñ

El sistema se resuelve así  À

Al eliminar   entre las ecuaciones dadas se obtieneB À

p2

p1

p

P (4,5,-2)O

p

p

L

2

1

Figura 2.13  Plano perpendicular a otros dos planos

Figura 2.14  Recta determinada por la intersección de dos planos



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #
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.  C œ Ð$Ñ
"% � $D

(

La eliminación de    entre las ecuaciones dadas  conduce aC ß À

  B œ Þ Ð%Ñ
"% � #D

� (

Al tomar   como parámetro se obtiene que las ecuaciones paramétricasD œ > ß
de la recta de intersección pedida   sonP

   B œ ß C œ ß D œ >Þ
"% � #> "% � $>

� ( (

Las ecuaciones simétricas de la recta se escriben como

� (B � "% (C � "%

# $
œ œ D à

o bien ß

.B � # C � # D

� # $ (
œ œ

Las ecuaciones paramétricas de la recta intersección   se escriben comoP À

Ú
ÛÜ

B œ � # � #>
C œ # � $> > −
D œ (>

‘Þ

PROBLEMA  2.15

Calcular el ángulo agudo determinado por los planos y  definidos por1 1
" #

1 1
" #
À $B � %C � &D � "" œ ! À B � #C � $D � & œ !Þy  

SOLUCIÓN

Por simple inspecciòn se puede constatar que los planos dados no son
paralelos y en consecuencia determinan un ángulo . De acuerdo con el)
Parágrafo  el ángulo formado por dos planos es igual al ángulo que forman#Þ"!ß ß
los respectivos vectores normales a los planos dadosÞ
En este caso los vectores normales a los planos dados sonß À

Como en la gráfica 2.15.

<

<

<

<

q

p1
q p2

Figura 2.15  Ángulo determinado por dos planos
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y   R œ $ß %ß � & R œ "ß � #ß $ àt t
" #

  ¡   ¡
entoncesß

  R R œ $ß %ß � & "ß � #ß $ œ $ � ) � "& œ � #!Þt t
"
· ·

#
  ¡ ¡

Por otra parteß

¼ ¼ È È R œ * � "' � #& œ &!àt
"

¼ ¼ È È R œ " � % � * œ "%Þt
#

Por tantoß

-9= œ œ Þ)
 

 
R R

R &! "%

t t

t
" #

#

· ¼ ¼¼ ¼ È ÈR

� #!

"

En consecuencia  el ángulo buscado esß À

) œ +<--9= œ "$* ' #% Þ’ “� #!È È&! "%

9 w ww

Como el ángulo debe ser agudo entoncesß ß

) œ ")! � "$* ' #% œ %* &" $' Þ9 9 w ww 9 w ww

PROBLEMA  2.16

Considerar  la recta  definida paramétricamente por Pß
B œ " � $>
C œ � " � #> Þ
D œ # � &>

Ú
ÛÜ > − ‘

y el plano  1  definido como 1 À %B � C � D � " œ !Þ Encontrar las coordenadas del 
punto de inersección (si existen) entre P  y  1Þ De la figura 2.16

SOLUCIÓN

Al reemplazar las ecuaciones paramétricas de la recta en la ecuación general
del plano se obtiene À

p

L

(1/3,-5/9,8/9)

Figura 2.16  Punto intersección netre una recta y un plano



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #
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%Ð" � $>Ñ � Ð � " � #>Ñ � Ð# � &>Ñ � " œ !Þ

Después de operar y simplificar se llega a > œ #Î*Þ

La sustituciòn de  en las ecuaciones paramétricas de la recta conduce> œ #Î* ß
a À

B œ " � $Ð#Î*Ñ œ "Î$à

C œ � " � # #Î* œ � &Î*à’ “
D œ # � &Ð#Î*Ñ œ )Î*Þ

Se concluye entonces que  la recta  y el plano P 1 tienen un punto de
intersección definido como     ("Î$ ß � &Î*ß )Î* ÑÞ

PROBLEMA  2.17

Demostrar que la distancia mínima entre un plano cuya ecuación general. 1ß
es  y el punto  EB � FC � GD �H œ !ß T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !
 exterior al plano viene dada

por la expresión À

. œ
¸

É
EB � FC � D �H

! ! !
G ¸

E �F �# # G#

DEMOSTRACIÓN
La ecuación general del plano dado es  y  por tanto suEB � FC � GD �H œ !

vector normal se define como  R E ßFßG Þ B ß C ß D Ñt œ T Ð  ¡  Además  el punto 
! ! ! !

exterior no està en el plano  Figura  ).1. Ð #Þ"(

Si un punto cualquiera del plano  entonces el vector  seTÐBß Cß D Ñ ß TT1  
!

define como   TT œ
!

  ¡B � Bß C � C ß D � D Þ
! ! !

Se hace notar que  en cualquier punto del mismo  de es normal al planoRt   1 ß
acuerdo al principio fundamental de la Geometría mencionado en el Parágrafo
#Þ*.

p
P(x,y,z)

P (x  ,y  ,z  )o o o o

N
A

d

Figura 2.17  Distancia de un punto a un plano
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Ahora bien la proyección escalar del vector   sobre el vector  normal  ß TT
!

Rt

que pasa por el inicio del vector  es precisamente la distancia   buscada. TT
!

.

Por tanto en correspondencia con el parágrafo  se puede calcular  comoß "Þ*ß .

. œ G œ ÞÐTT Î Ñ
!

Rt

¸ ¸TT
!
· 

 
R

R

t

t¼ ¼
Al efectuar el producto escalar por medio de las componentes de los vectores
involucrados se obtiene À

. œ ß
¸ ¸  ¡ ¡

É
B � Bß C � C ß D � D E ßFß

E � F �

! ! !
Þ G

G# # #

. œ ß
¸ ¸EÐB � BÑ � FÐC � CÑ � ÐD � DÑ

E � F �

! ! !
G

GÉ # # #

  . œ Þ Ð"Ñ
¸ ¸EB � FC � GD � ÐEB � FC � DÑ

E � F �

! ! !
G

GÉ # # #

Pero  es un punto del plano entonces debe satisfacer su ecuaciónTÐBß Cß DÑ ß1
general  Al despejar  se obtieneEB � FC � GD �H œ !Þ H À

   H œ � ÐEB � FC � GD ÑÞ Ð#Ñ

El  reemplazo de en   conduce finalmente a:Ð#Ñ Ð"Ñ

. œ
¸

É
EB � FC � D �H

! ! !
G ¸

E �F �# # #G
 .

PROBLEMA  2.18

Calcular la distancia mínima entre el plano  y el punto1 À %B � %C � #D � "" œ !
T Ð � #ß $ß "ÑÞ

SOLUCIÓN

Inicialmente se verifica que el punto dado no pertenezca al plano.

%Ð � #Ñ � %Ð$Ñ � #Ð"Ñ � "" œ � ) � "# � # � "" œ � #* Á !Þ

Como las coordenadas de no satisfacen la ecuación del plano entonces noT ß
hace parte de él. Si por el contrario las coordenadas del punto  hubieran
satisfecho la ecuaciòn del plano entonces el punto hace parte de él y enß ß
consecuencia las distancia es cero.

De acuerdo al Problema  la distancia pedida se calcula así#Þ"(ß À

¨
¨

¨
¨



 

1. VECTORES EN ‘$

1.1. DEFINICIÓN

Se llama vector a la representación gráfica de un segmento de recta contado a 
partir de un punto de ‘$ en una dirección y sentido determinados.  La Figura "Þ" 
muestra un vector  EFt de ‘$ orientado del punto inicial E al  punto final  F.
Cualquier vector  t@ con punto inicial en el origen de coordenadas queda 
determinado por las coordenadas de su punto final .

Por tanto se escribe @ +ß ,ß - ST +ß ,ß - Þt t œœ   ¡   ¡ o bien   

Los escalares se denominan  de +ß ,ß - @componentes t.

1.2 MAGNITUD  DE  UN VECTOR  EN  ‘$

La longitud de un vector tambièn conocido como módulo norma o magnitud, esß ß
el escalar no negativo determinadfo por la longitud del segmento de recta
determinado por los puntos inicial y final del mismo. Si @ +ß ,ß -t œ   ¡  es un vector
de  entonces su longitud se define como   ‘$ß ß

¼ ¼ É@ œ + � , � - Þt # # #
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 . œ Þ
¸

É È%Ð � #Ñ � %Ð$Ñ � #Ð"Ñ � ""¸ ¸ ¸ ÈÐ%Ñ � Ð � %Ñ � #
œ œ

� #*

"' � "' � %# # #

#* #*

$'
œ

'

PROBLEMA  2.19

Encontrar la ecuación general del plano    que contiene a la recta definida1 Pß

por las ecuaciones simétricas y que contenga al puntoB � # C � " D � $

% � # $
œ œ

T
!
Ð$ß %ß � &ÑÞ

SOLUCIÓN

Considerar la Figura Un vector direccional para la recta es#Þ")Þ P

H Ð#ß � "ß $Ñ Pt œ   ¡% ß � #ß $ Þ ß TAhora bién el punto 
"

hace parte de la recta   y
por consiguiente del plano buscado . De igual forma, el punto 1 T

#
Ð$ß %ß � &Ñ

debe hacer parte del plano . En consecuencia  1 1T T "ß &ß � ) −
" #

œ Þ  ¡
Por tanto un vector normal  es precisamente el resultante delß Rt al plano 1
producto vectorial entre H Àt    y T T

" #

R "ß $&ß ## Þt
t t t

œ œ
3 4 5

% � # $
" & � )

â ââ ââ ââ ââ ââ â ¡
Lla ecuación general del plano pedido es À

"ÐB � $Ñ � $&ÐC � %Ñ � ##ÐD � &Ñ œ !à

B � $&C � ##D � $$ œ !Þ

PROBLEMA  2.20 
Encontrar ecuación general del plano 1 determinado por las rectas paralelas
definidas como

  y   P À P À Þ" #
B � " C � " D � $ B C � $ D � #

# $ % # $ %
œ œ œ œ

<

A
N

A
D

L

p
P1

P0

<

A
N

A
D

L

p
P1

P0

Figura 2.18  Plano definido por una recta y un punto 

¨

¨
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SOLUCIÓN

De las ecuaciones simétricas de las rectas el punto está en laß T Ð"ß � "ß $Ñ"

recta  Figura P T P Þ #Þ"*Þ" # #y  está en la recta  Ð!ß � $ß � #Ñ

Por otra parte el vector  al igualT T ß# " œ "ß #ß &  ¡ pertenece al plano buscado 1
que el vector direccional  Ht œ   ¡#ß $ß % Þ

Un vector normal  Rt al plano pedido se obtiene mediante el producto vectorial
entre  y   esto esH T T à ßt

# "

 Rt tœ

t t t

H T T œ œ
3 4 5

# $ %
" # &

x # "

â ââ ââ ââ ââ ââ â   ¡(ß � 'ß " Þ

En consecuencia  la ecuación general del plano ß 1 al tomar el punto
T Ð"ß � "ß $Ñ À"  es

  ¡   ¡(ß � 'ß " B � œ !à· "ß C � "ß D � $

 (B � 'C � D � "' œ !Þ

Si se hubiera tomado el punto  ) se obtieneT#Ð!ß � $ß � # À

  ¡   ¡(ß � 'ß " B � œ !à· !ß C � $ß D � #

 (B � 'C � D � "' œ !Þ

fig. 2.19

N

QQ

p P

Figura 2.19  Plano definido por dos rectas
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t t t
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3 4 5

# $ %
" # &
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3. FUNCIONES VECTORIALES
DE VARIAS VARIABLES

3.1 DEFINICIONES

Sea un subconjunto de puntos de Una funciòn  W 0‘8Þ t Wdefinida sobre queß
toma valores en le hace‘7ß es una relación que a cada elemento de W
corresponder un solo vector de  esto es‘7 à ß

0 Ät À W § ‘ ‘8 7

\ È C 0t œ tÐ\Ñ

donde  \ œ \ ÐB ß B ß ÞÞÞß B ÑÞ
" # 8

El valor de   y se escribe como0 0t en denotado  ( es un vector de \ ß \Ñßt ‘7

 (0 0 Ð\Ñß 0 Ð\Ñß ÞÞÞß 0 Ð\Ñ Þt \Ñ œ ¢ £" # 7

Para el caso de una función vectorial  se denota0 Ä ßt À W § ‘ ‘$ $

0ÐBß Cß DÑ œ 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑ ßt ¢ £" # $

o bien
 0 Bß Cß DÑ œ 0 ÐBß Cß DÑ 0 ÐBß Cß DÑ 0 ÐBß Cß DÑ 5t t t tÞ(

" # $
3 � 4 �

3.2 FUNCIONES VECTORIALES DE UN PARÁMETRO
Estas funciones son un caso particular de las funciones vectoriales de varias
variables cuando  esto esß 8 œ "à ß

0 Ät À W § ‘ ‘7

> È C 0t œ tÐ>ÑÞ

En este casoß Ð>Ñ œ0 0 Ð>Ñß 0 Ð>ß ÞÞÞß 0 Ð>Ñ Þt ¢ £" # 7

3.3 DISTANCIA DE DOS PUNTOS EN  ‘8

Si entonces laT ßœ B ß B ß ÞÞÞß B E œ + ß + ß ÞÞÞß +(  )  y (  )  son puntos de 
" # 8 " # 8

‘8

distancia entre  y  es un valor real no negativo denotado y definido porT R

 mT � E m œ Ð Ð ÐÈ B � + Ñ � B � + Ñ � ÞÞÞ � B � + Ñ
" " # # 8 8

# # #.

Si y son puntos de  TÐBß Cß DÑ EÐ+ß ,ß -Ñ ‘$ß entonces

 mT � E m œ Ð Ð C Ð DÈ B � +Ñ � � ,Ñ � � -Ñ Þ# # #

De igual forma para  y  puntos de  ß T ÐBß CÑ EÐ+ß ,Ñ ‘#ß

 mT � E m œ Ð Ð CÈ B � +Ñ � � ,Ñ# #.

3.3  DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS EN 
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" # 8 " # 8
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" " # # 8 8
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3.4  VECINDAD DE UN PUNTO

Sea  punto de  E Ð+ ß + ß ÞÞÞß + Ñ
" # 8

‘8  y   Una vecindad de radio y centro en< ā !Þ <
Eß se define y denota por

 Z ÐEÑ œ \ − Î m\ � E m  < Þ<
8˜ ™‘

Si  es un punto de entoncesEÐ+ß ,ß -Ñ ß ß‘$

(Z ÐEÑ œ Bß Cß DÑ − Î Ð Ð C Ð D  < ß<
$˜ ™È‘ B � +Ñ � � ,Ñ � � -Ñ# # #

o bien
(Z ÐEÑ œ Bß Cß DÑ − Î Ð Ð C Ð D  < Þ<

$ #˜ ™‘ B � +Ñ � � ,Ñ � � -Ñ# # #

En este caso  está constituida por todos los puntos de  dentro de laß Z ÐEÑ ß<
$‘

esfera de radio  < y  centro en  el punto    EÐ+ß ,ß -Ñß sin incluir la frontera. 
como la figura 3.1. Consecuentementeß si   EÐ+ß ,Ñ es un punto de ‘#ß

entonces,

 < ß™Z < ÐEÑ œ ˜(Bß CÑ − ‘#Î ÈÐ B � +Ñ# � Ð C � ,Ñ #

es decirß

(Z B � +Ñ � � ,Ñ<
# #ÐEÑ œ Bß CÑ − Î Ð Ð C  < Þ˜ ™‘ # #

Aquí la vecindad de centro en y radio corresponde al interior delß EÐ+ß ,Ñ ß<
círculo  sin incluir la frontera. Figura Ð Ð C < ß $Þ#ÞB � +Ñ � � ,Ñ œ# # #

z

y

x

Figura 3.1  Esfera de centro en  (a, b,c) y radio r

Figura 3.2   Círculo de centro en (a,b) y radio r
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3.5  LÍMITE DE UNA FUNCIÓN DE VARIAS VARIABLES

Sean  una función vectorial de varias variables un punto0 Ä ß Et À W § ‘ ‘8 7 

de acumulación de y  Wß Pt − Þ‘7 

El vector  P 0t tes el límite  de  cuando  tiende a se denota y define comoÐ\Ñ \ Eà

637 œ Í a ā !ß b ā !ß !  m\ � Em  ß
\ÄE

 0 Pt tÐ\Ñ  % $ $tal que  

 implica que m0Ð\Ñ � Pm  Þ%

3.6 LÍMITE DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL DE UN PARÁMETRO

Sean  una función vectorial de un parámetro punto de0 Ä ß >t À W § ‘ ‘7
!

 

acumulación de  y  W Pt − Þ‘7 

El vector  P 0 >t tes el límite  de  cuando  tiende a  se denota y define comoÐ>Ñ > à!

637 œ Í a ā !ß b ā !ß !  > �  ß
>Ä >

!
!

 0 P >t tÐ>Ñ  % $ $tal que  ¸ ¸
 implica que m � m  Þ0 Pt tÐ>Ñ %

3.7 PROPIEDADES DE LOS LÍMITES

Si     y  si   y  es una constante entonces637 œ 637 œ ß ß
\ÄE \ÄE

  0 P Qt t ttÐ\Ñ 1Ð\Ñ !

aÑ 637 Ð œ 637 œ Þ
\ÄE \ÄE

! ! !0 0 Pt t tÑÐ\Ñ Ð\Ñ 

b   Ñ 637 Ð\Ñ œ 637 Ð\Ñ � 637 Ð\Ñ œ � Þ
\ÄE \ÄE \ÄE
÷ ‘    0 0 P Qt tt t t t� 1 1   

2) Sean  y  funciones vectoriales de un0 Ä Ät tÀ W § À W §‘ ‘ ‘ ‘7 7  1
parámetroß 9 À W § ‘ ‘Ä >  función escalar de un parámetro y  ! − WÞ

Si     y  si   y  entonces637 œ 637 œ 637 œ à ß
>Ä >Ä >Ä   > > >! ! !

  0 P Q Gt t ttÐ>Ñ 1Ð\Ñ Ð>Ñ 9

aÑ 637 Ð œ 637 Þ 637 G Þ
>Ä >Ä >Ä   > > >! ! !

9 90 0 Pt t tÑÐ>Ñ Ð>Ñ Ð>Ñ œ

b   Ñ 637 Ð>Ñ œ 637 Ð>Ñ � 637 Ð>Ñ œ � Þ
>Ä >Ä >Ä   > > >! ! !

÷ ‘    0 0 P Qt tt t t t� 1 1   

3.8 CONTINUIDAD DE LAS  FUNCIONES VECTORIALES
Sean  y  funciones vectoriales de varias0 Ä Ät À W § À W §‘ ‘ ‘ ‘8 7 8 7  1t
variables y E − WÞ

0t Eß Ð\Ñ ÐEÑÞ es continua en si y solo si     637 œ
\ÄE

0 0t t

Con símbolos se escribe À

0 Et es continua en E Í a ā !ß b ā !ß !  m\ � m  ß% $ $tal que  
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 implica que m � m  Þ0 0t tÐ\Ñ ÐEÑ %

De estas definiciones  se puede concluir À

0 0 Ð Ñß 0 Ð Ñß ÞÞÞß 0 Ð Ñ \ œ Eß 0 Ð ÑtÐ\Ñ œ \ \ \ \¢ £" # 37 es continua en si y solo si es
continua en \ œ Eà 3 œ "ß7Þ

3.9 DERIVADA DE UNA  FUNCIÓN VECTORIAL DE UN PARÁMETRO
Sea función vectorial de un parámetro definida en un0 Ät À H § ‘ ‘7 

intervalalo  de números reales.H œ + ß ,÷ ‘
La derivada de  0t ß ßcon respecto a  es una función vectorial  cuyo valor  en el>
punto  > − ÷ ‘+ ß , ß se denota y define por

0
0 0 0t Ð>Ñ œ œ ß

. Ð> � 2Ñ � Ð>Ñt t

.> 2

w
lim
2Ä!

t

si el límite existe.

Ahora bien  si  ß 0 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß ÞÞÞß 0 Ð>Ñ ß ßtÐ>Ñ œ ¢ £" # 7
entonces por teoría de límites  se

concluye que   En otras palabras la derivada de la0 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß ÞÞÞß 0 Ð>Ñ Þ ßt Ð>Ñ œ
w ¢ £w w w

" # 7

función vectorial 0tÐ>Ñß está formada por las derivadas de las funciones
componentes.

3.10 REGLAS DE DERIVACIÓN
Si 0t t tÐ>Ñß 1Ð>Ñ 2Ð>Ñ  y  son funciones vectoriales de un parámetro derivables  y
9Ð>Ñ ß función escalar también derivable entonces

a) .Ð � 1 Ñ . . 1t t

.> .> .>
œ �

0 0t t

b) . Ð Ñ .1 .t tt t

.> .> .>
œ � 1t t

0 1 0
0

 · · ·

c)  x x. Ð Ñ .1 .t tt t

.> .> .>
œ � 1t t

0 1 0
0

 x

d) .Ð Ñ . .t t

.> .> .>
œ � t9 9
9

0 0
0

e)  x x     x 
 x . 2Ñt t t

.> .> .> .>
œ � 2 � 1 2t tt t

.2 . 1 .t t t t
t÷ ‘ ‹ ‹ Š ‹0 1

0 1 0
0 (

 
·

· · ·Š Š
f)  x  x     x 

 x . 2Ñt t t

.> .> .> .>
œ � 2 � 1 2t tt t

.2 . 1 .t t t t
t÷ ‘ ‹ ‹ Š ‹0 1

0 1 0
0 x (

 x x  xŠ Š
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g) Regla de Cadena.  Si  es diferenciable en  y  es diferenciable0tÐ>Ñ >ß > œ 1Ð=Ñ
en  entonces=ß ß

. Ð>Ñ . Ð1Ð=ÑÑ . Ð>Ñ .1Ð=Ñ

.= .= .> .=
œ œ œ 0 Ð1Ð=ÑÑÞ1 Ð=ÑÞ

0 0 0t t t
w w

h) Si  a es un vector constante entoncest  ß ß

a a  .Ð Ñ .

.> .>
œ Þ

9 9t
t

3.11 DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Sea  un conjunto abierto  en   W ‘ ‘ ‘8 8 7  y   una función vectorial0 Ät À W §  

de varias variables definida para cada punto  comoß \ − W

 (0 0 Ð\Ñß 0 Ð\Ñß ÞÞÞß 0 Ð\Ñ Þt \Ñ œ ¢ £" # 7

Se dice que  (  es diferenciable en  0 \ − Wßt \Ñ
!

si existe una transformación
lineal única  y una función vectorial   tales queP À Ä À Ä ßt t‘ ‘ ! ‘ ‘8 7 8 7  

   (  (0 \ �L œ 0 \ Ñ � PÐLÑ � Lt tÑ ÐLÑßt t
! !

m m !

donde   0 cuando  !tÐLÑ Ä L œ Ð2 ß 2 ß ÞÞÞß 2 Ñ Ä Ð!ß !ß ÞÞÞß !Ñ œ !Þt
" # 8

En forma equivalente se escribeß

(  es diferenciable en  0 \ − Wßt \Ñ
!

si existe una transformación lineal única
P À Ä À Ä ßt t‘ ‘ ! ‘ ‘8 7 8 7  y una función vectorial   tales que

  
lim
LÄ!

m m

m m

0 \ �L � 0 \ Ñ � PÐLÑ

L
œ !Þ

t tÑ t(  (
! !

ñ La transformación lineal  P 0 \ Ñ 0 \ Ñ ßt Ht t se designa  por  (  (
! !

o  y se denomina
w

la derivada de   y se dice que 0 \ 0 \ Ñ � PÐLÑt t t  en  (  es una buena
! !

aproximación lineal de   en una vecindad de  .0 \t
!

ñ Si   0 \ − Wß 0 \t t  es diferenciable en    en   
! !

la diferencial de   definida por
H Ht t0 \ ÑL 0 \ Ñ \ �\ Ñ( (

! ! !
o   ( proporciona una buena aproximación lineal al

incremento total   de   (  (   cuando  está cerca  de esto es0 0 0t t t\Ñ � \ Ñ \ \ à ß
! !

 

 (  ( (˜ œ \Ñ � \ Ñ ¶ Ht t t t0 0 0 0 \ ÑÐ\ �\ Ñ Þ
! ! !

3.12 MATRIZ JACOBIANA

Sea 0 Ä ßt À W § ‘ ‘8 7  una función vectorial de varias variables definida para
cada punto  como\ − W



   66           Cálculo Vectorial   66           Cálculo Vectorial   66           Cálculo Vectorial50  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

 (0 C ß C ß ÞÞÞß C œ 0 Ð\Ñß 0 Ð\Ñß ÞÞÞß 0 Ð\Ñ ßt \Ñ œ ¢ £ ¢ £" # 7 " # 7

es decir   C œ 0 ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñà 4 œ "ß #ß ÞÞÞß7Þ
4 4 " # 8

Si existen las derivadas parciales de cada una de las funciones componentes de
0tß 7 8a la matriz de orden  x  formada por las derivadas parciales se la
denomina  de  Matriz Jacobiana  0t N Ð\Ñà ß y se la denota por esto es0

N Ð\Ñ œ0

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÕ Ø
” •

`0 `0 `0
` B ` B ` B
`0 `0 `0
` B ` B ` B

`0 `0 `07
` B ` B ` B

`0
` B

7 8

" " "

" " 8

# # #

" # 8

7 7

" # 8

4

3

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞ
œ

x

3.13 JACOBIANO DE UNA FUNCIÓN 

Sea 0 Ä ßt À W § ‘ ‘8 8  una función vectorial de varias variables diferenciable
en cada punto   La Matriz Jacobiana en este caso es cuadrada y su\ − WÞ!

determinante se llama determinante de Jacobi o simplemente de  Jacobiano 0t .
Se denota y define como  

./> N Ð\Ñ œ’ “
â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â

0
`Ð0 ß 0 ß ÞÞÞß 0 Ñ

` ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
œ

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞ

" # 8

`0 `0 `0
` B ` B ` B
`0 `0 `0
` B ` B ` B

" # 8

" " "

" " 8

# # #

" # 8

ÞÞ
`0 `0 `07
` B ` B ` B

7 7

" # 8

Ð\Ñ 

3.14 DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES VECTORIALES
 DE VARIAS   VARIABLES

Sea 0 Ä ßt À W § ‘ ‘8 7  una función vectorial de varias variables definida como

 (0 0 Ð\Ñß 0 Ð\Ñß ÞÞÞß 0 Ð\Ñ ß \ œ \ ÐB ß B ß ÞÞÞß B ß ÞÞÞß B Ñ − Þt \Ñ œ W¢ £" # 7 " # 3 8
donde  

La derivada parcial de  se denota y define como   con respecto a la variable  0 Bt
3

si  el límite existe.lim
2Ä!

 (  (0 B ß B ß ÞÞÞß B � 2ß ÞÞÞß B 0 B ß B ß ÞÞÞß B ß ÞÞÞß B

2

t tÑ � Ñ
" # 3 8 " # 3 8

NOTA
Las reglas de derivación parcial para funciones vectoriales de varias variables
son análogas a las del cálculo diferencial para funciones escalares de varias
variables. Se debe observar con todo el rigor el cumplimiento de la regla de
cadena.

50  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

 (0 C ß C ß ÞÞÞß C œ 0 Ð\Ñß 0 Ð\Ñß ÞÞÞß 0 Ð\Ñ ßt \Ñ œ ¢ £ ¢ £" # 7 " # 7

es decir   C œ 0 ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñà 4 œ "ß #ß ÞÞÞß7Þ
4 4 " # 8

Si existen las derivadas parciales de cada una de las funciones componentes de
0tß 7 8a la matriz de orden  x  formada por las derivadas parciales se la
denomina  de  Matriz Jacobiana  0t N Ð\Ñà ß y se la denota por esto es0

N Ð\Ñ œ0

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÕ Ø
” •

`0 `0 `0
` B ` B ` B
`0 `0 `0
` B ` B ` B

`0 `0 `07
` B ` B ` B

`0
` B

7 8

" " "

" " 8

# # #

" # 8

7 7

" # 8

4

3

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞ
œ

x

3.13 JACOBIANO DE UNA FUNCIÓN 

Sea 0 Ä ßt À W § ‘ ‘8 8  una función vectorial de varias variables diferenciable
en cada punto   La Matriz Jacobiana en este caso es cuadrada y su\ − WÞ!

determinante se llama determinante de Jacobi o simplemente de  Jacobiano 0t .
Se denota y define como  

./> N Ð\Ñ œ’ “
â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â

0
`Ð0 ß 0 ß ÞÞÞß 0 Ñ

` ÐB ß B ß ÞÞÞß B Ñ
œ

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞ

" # 8

`0 `0 `0
` B ` B ` B
`0 `0 `0
` B ` B ` B

" # 8

" " "

" " 8

# # #

" # 8

ÞÞ
`0 `0 `07
` B ` B ` B

7 7

" # 8

Ð\Ñ 

3.14 DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES VECTORIALES
 DE VARIAS   VARIABLES

Sea 0 Ä ßt À W § ‘ ‘8 7  una función vectorial de varias variables definida como

 (0 0 Ð\Ñß 0 Ð\Ñß ÞÞÞß 0 Ð\Ñ ß \ œ \ ÐB ß B ß ÞÞÞß B ß ÞÞÞß B Ñ − Þt \Ñ œ W¢ £" # 7 " # 3 8
donde  

La derivada parcial de  se denota y define como   con respecto a la variable  0 Bt
3

si  el límite existe.lim
2Ä!

 (  (0 B ß B ß ÞÞÞß B � 2ß ÞÞÞß B 0 B ß B ß ÞÞÞß B ß ÞÞÞß B

2

t tÑ � Ñ
" # 3 8 " # 3 8

NOTA
Las reglas de derivación parcial para funciones vectoriales de varias variables
son análogas a las del cálculo diferencial para funciones escalares de varias
variables. Se debe observar con todo el rigor el cumplimiento de la regla de
cadena.
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3.15 DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR
Las derivadas de orden superior para funciones vectoriales de una variable y de
funciones vectoriales de varias variables se definen de manera análoga a las
funciones escalares de una variable y varias variables respectivamente.
Consecuentemente las reglas de derivación para unas y otras funcionesß ß
operan de forma similar.

3.16 DIFERENCIAL DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL DE VARIAS VARIABLES 

Sea 0 Ä ßt À W § ‘ ‘8 8  una función vectorial de varias variables diferenciable
sobre  y desígnese La diferencial deW L œ Ð2 ß 2 ß ÞÞÞß 2 Ñ œ Ð.B ß .B ß ÞÞÞß .B ÑÞ

" # 8 " # 8

primer orden de  0t   se define por

. œt0

.B

.B
ÞÞÞÞ

Ô ×Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÕ ØÕ Ø

`0 `0 `0
` B ` B ` B
`0 `0 `0
` B ` B ` B

`0 `0 `07
` B ` B ` B

" " "

" " 8

# # #

" # 8

7 7

" # 8

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞ

ÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞ

"

#

.B
8

PROBLEMA 3.1 

Si y hallar en el punto  0 BCß B � C ß ß ß ßt Bß CÑ œ Bß CÑ œt( (¢ £ ¢ £È B " C

C BC B
1 $B CÈ

TÐ%ß "Ñ À

a) 0 0t t� 1 1t tb) c) x 0 1t t·

SOLUCIÓN

En este problema  esß 0 Ä àt 1ty    son funciones vectoriales de la forma  ‘ ‘# $

decir  tienen  tres componentes y cada función componente es de dos variables.ß

Para simplificar los cálculos es conveniente evaluar cada función vectorial en
cada punto y luego proceder a operar los resultados  asíß

0 %Ð"Ñß % � " ß œ #ß & ß àt %ß "Ñ œ( ¢ £ ¢ £È %

"
%

1t %ß "Ñ œ( ¢ £ ¢ £" " " "

%Ð"Ñ % % %
ß ßß œ ß "# Þ$Ð%Ñ "È

Por consiguienteß

a)  ˆ ¢ £ ¢ £ ¢ £0 0 #ß & ß � ß "# œ ß "' Þt t� 1 œ %ß " Ñ � %ß "Ñ œt t‰¹
Ð%ß"Ñ

 ( (1 %
" " "* #"

% % % %
ß ß

b  Ñ 0 #ß & ß ß "# œˆ ¢ £ ¢ £0 1t t· · ·‰¹
Ð%ß"Ñ

œ %ß " Ñ %ß "Ñ œt t( (1 % %) œ
" " # & "**

% % % % %
ß � � Þ
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c) ˆ ¢ £ ¢ £  x 0 1t t  x (  x (‰¹
Ð%ß"Ñ

œ %ß " Ñ %ß "Ñ œt t0 #ß & ß ß "# ß1 %
" "

% %
ß

œ

â ââ ââ ââ ââ ââ â ¦ §º º º º º º3 4 5
# & %
"Î% "Î% "#

œ ß � ß
& % & % & %

"Î% "# "Î% "# "Î% "#

t t t

œ ¢ £&*ß � #$ ß Þ� $Î%

PROBLEMA 3.2 

Si y determinar y graficar el  0 BCß ÐB � CÑ ß B � C ßt Bß CÑ œ Bß CÑ œt( (¢ £ ¢ £È È1 BC

dominio de definición de    a) À 0t � 1t à t t  .b)  0 1·

SOLUCIÓN

En este problema  Cadaß 0 Ä Þt 1ty    son funciones vectoriales de la forma  ‘ ‘# #

una tiene dos componentes   y cada función componente es de dos variables.

a) 0 BCß ÐB � CÑ � ß B � C ßt � 1 œt ¢ £ ¢ £È ÈBC

0 œ BC � BCß ÐB � CÑ B � C œ 7ß 8 Þt � 1t ¢ £ ¢ £È È
En este caso y  ß 7 œ BC � BC 8 œ ÐB � CÑ B � CÞÈ È
Por tanto el dominio  de   determinado por  laß W 0 ßt � 1t  es un subconjunto de ‘#

intersección de los dominios de las funciones y  esto es7 8à ß

y  H œ ÐBß CÑ − Î BC   ! H œ ÐBß CÑ − Î B � C   ! Þ7 8
# #š › š ›‘ ‘

Entoncesß H �1t œ šÐBß CÑ − ‘#Î BC   ! • B � C   !›Þ
La Figura 3.3 muestra el dominio de la función vectorial   0t �  1t.

b) t0 · t1 œ ¢ÈBCß ÐB � CÑ £· ¢ BCß ÈB � C£ œ BCÈBC � ÐB � CÑÈB � CÞ

0t

z

x

y = x
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c) ˆ ¢ £ ¢ £  x 0 1t t  x (  x (‰¹
Ð%ß"Ñ

œ %ß " Ñ %ß "Ñ œt t0 #ß & ß ß "# ß1 %
" "

% %
ß

œ

â ââ ââ ââ ââ ââ â ¦ §º º º º º º3 4 5
# & %
"Î% "Î% "#

œ ß � ß
& % & % & %

"Î% "# "Î% "# "Î% "#

t t t

œ ¢ £&*ß � #$ ß Þ� $Î%

PROBLEMA 3.2 

Si y determinar y graficar el  0 BCß ÐB � CÑ ß B � C ßt Bß CÑ œ Bß CÑ œt( (¢ £ ¢ £È È1 BC

dominio de definición de    a) À 0t � 1t à t t  .b)  0 1·

SOLUCIÓN

En este problema  Cadaß 0 Ä Þt 1ty    son funciones vectoriales de la forma  ‘ ‘# #

una tiene dos componentes   y cada función componente es de dos variables.

a) 0 BCß ÐB � CÑ � ß B � C ßt � 1 œt ¢ £ ¢ £È ÈBC

0 œ BC � BCß ÐB � CÑ B � C œ 7ß 8 Þt � 1t ¢ £ ¢ £È È
En este caso y  ß 7 œ BC � BC 8 œ ÐB � CÑ B � CÞÈ È
Por tanto el dominio  de   determinado por  laß W 0 ßt � 1t  es un subconjunto de ‘#

intersección de los dominios de las funciones y  esto es7 8à ß

y  H œ ÐBß CÑ − Î BC   ! H œ ÐBß CÑ − Î B � C   ! Þ7 8
# #š › š ›‘ ‘

Entoncesß H �1t
œ šÐBß CÑ − ‘#Î BC   ! • B � C   !›Þ

La Figura 3.3 muestra el dominio de la función vectorial   0t �  1t.

b) t0 · t1 œ ¢ÈBCß ÐB � CÑ £· ¢ BCß ÈB � C£ œ BCÈBC � ÐB � CÑÈB � CÞ

0t
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El producto escalar entre   es una función escalar en dos variables cuyo y0 1t t   ß

dominio se define como

H œ ÐBß CÑ − Î BC   ! • B � C   ! Þ 0
#

t 1t· š ›‘

Se puede ver que el dominio de definición es igual al de la función vectorial
0t � 1t.

PROBLEMA 3.3
Sea  una función vectorial de un parámetro punto de0 Ä ß >t À W § ‘ ‘7

!
 

acumulación de y  . Demostrar queWß Pt − ‘7

       637 œ Í 637 œ a3 œ "ß #ÞÞÞ7Þ
\ÄE \ÄE

  0 P 6t tÐ\Ñ 0 Ð\Ñ3 3ß

DEMOSTRACIÓN

1) ( ) Por hipótesis  Ê ß 0 P entonces  tal que637 œ à ß a ā !ß b ā !ß
\ÄE

t tÐ\Ñ % $

!  m\ � m  ß m � m  ÞE 0 P$ %  implica que t tÐ\Ñ

Ahora bien para cada  se cumple queß 3 œ "ß #ÞÞÞ7ß

¸ ¸ Éˆ ˆË!0 6 0 6 Ÿ 0 6 œ 0 P3 3 3 3 3 3
# #

Ð\Ñ Ð\Ñ Ð\Ñ Ð\Ñ� œ � � m � m  Þ‰ ‰
3œ"

7
t t %

Por tanto   cuando  es decirß �  ß !  m\ � m  à ß¸ ¸0 6 E3 3Ð\Ñ % $

  .637 œ a3 œ "ß #ÞÞÞ7
\ÄE

 0 Ð\Ñ3 63ß

2) ( ) Si   se debe probar  que   .É 637 œ a3 œ "ß #ÞÞÞ7ß 637 œ
\ÄE \ÄE

  0 Ð\Ñ Ð\Ñ3 6 0 P3ß
t t 

Por hipótesis   Entonces  ß 637 œ a3 œ "ß #ÞÞÞ7Þ ß a œ ā !ß b ā !ß
\ÄE

 0 Ð\Ñ3 63ß % $
"
É %

7

tal que implica que  a3 œ "ß #ÞÞÞ7ß !  m\ � m  ß �  œ ÞE 0 6$ %¸ ¸ É3 3Ð\Ñ
"

%

7

Ahora bien si entoncesß �  ß ß �  Þ
7

¸ ¸ ¸ ¸É0 6 0 63 3 3 3Ð\Ñ Ð\Ñ
% %

7

#
#

Además  es decirß m � m œ �  7 œ à
7

0 P 0 6t tÐ\Ñ Ð\Ñ#

3œ"

7
#!ˆ ˆ ‰3 3

#‰ %#
%

.m � m 0 Pt tÐ\Ñ %

Por consiguiente implica que  .ß !  m\ � m  ß m � m E 0 P$ %t tÐ\Ñ 

PROBLEMA 3.4
Sea  una función vectorial de un parámetro definida como0 Ät À W § ‘ ‘$ 

0 > � "ß >/ ß ÞtÐ>Ñ œ ¢ £È # "
#

> 68Ð> � #Ñ
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Calcular  lim
>Ä!

0tÐ>ÑÞ

SOLUCIÓN
En correspondencia con el teorema del Problema el límite de la función$Þ$ ß
dada se calcula como

   lim lim
>Ä! >Ä!

# >0 > � "ß >/ ß ßtÐ>Ñ œ ¢ £È "

#
68Ð> � "Ñ

     lim lim lim lim
>Ä! >Ä! >Ä! >Ä!

# >0 > � "ß >/ ß ßtÐ>Ñ œ ¤ È £"

#
68Ð> � "Ñ

 lim
>Ä!

# !0 ! � "ß !/ ß œ "ß ß ÞtÐ>Ñ œ ¢ £ ¢ £È "

#
68Ð! � "Ñ ! !

PROBLEMA 3 5Þ
Sea  una función vectorial de un parámetro de tres0 Ä ßt À W § ‘ ‘$ 

componentes definida comoß

0 0 ß 0 ß 0 ÞtÐ>Ñ œ Ð>Ñ Ð>Ñ Ð>Ñ¢ £" # $

Demostrar que   .0 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ 5t Ð>Ñ œ � 4 �
w ¢ £w w w w w w

" # $ " # $
3t t t

DEMOSTRACIÓN

0t Ð>Ñ œ œ ß
w . Ð> � 2Ñ � Ð>Ñt t

.> 2

0 0 0lim
2Ä!

t

0t Ð>Ñ œ ß
w

lim
2Ä!

’ “ ’ “0 0 0 5 0 0 � 0 5
" # $ " # $
Ð> � 2Ñ � Ð> � 2Ñ4 � Ð> � 2Ñ � Ð>Ñ � Ð>Ñ 4 Ð>Ñ

2

3 3t t t tt t

0t Ð>Ñ œ � 4 � 5
w

lim lim lim
2Ä! 2Ä! 2Ä!

0 0 0 0 0 0
" " # # $ $Ð> � 2Ñ � Ð>Ñ Ð> � 2Ñ � Ð>Ñ

2 2 2

Ð> � 2Ñ � Ð>Ñ
3t t t

0 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ Þt Ð>Ñ œ � 4 � 5 � 4 � 5
w . .

.> .> .>

.0 0 0
" # $3 3t t t tt tœ w w w w w w

" # $ " # $
¢ £

PROBLEMA 3 6Þ

Si  son funciones vectoriales diferenciables demostrar que0 1t t ß À y 

a) . Ð Ñ .1 .t tt t

.> .> .>
œ � 1t t

0 1 0
0

 · · ·

b)  x. Ð Ñ .1 .t tt t

.> .> .>

0 1 0
œ � 1t t0  x x

c) .Ð Ñ . .t t

.> .> .>

9 90 0
œ � t9 0
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d)  x  x     x .
. 2Ñt t t

.> .> .> .>

.2 . 1 .t t t÷ ‘0 1 0 x (  x 
 œ � 2 � 1 2t tt tt t0 1 0 x x  xŠ Š‹ ‹ Š ‹

DEMOSTRACIÓN

Sean    0tÐ>Ñ œ 1Ð>Ñ œt¢ £ ¢ £0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 1 Ð>Ñß 1 Ð>Ñß 1 Ð>Ñ à
" # $ " # $

y entonces

a) . Ð Ñ .t t

.> .>
œ

0 1 · ’¢ £ ¢ £“0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 1 Ð>Ñß 1 Ð>Ñß 1 Ð>Ñ ß
" # $ " # $

·

. Ð Ñ .t t

.> .>
œ

0 1 · ’0 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ � 0 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ � 0 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ ß
" " # # $ $ “

. Ð Ñt t

.> .> .> .> .>
œ � 1 � 1

. . . .0 1 1 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ · 
0 Ð>Ñ Ð>Ñ � 0 Ð>Ñ Ð>Ñ

" " # #

÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘
" " # #

� 0 Ð>Ñ Ð>Ñß
$ $

. .

.> .>
� 1

÷ ‘ ÷ ‘1 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ
$ $

. Ð Ñt t

.> .> .> .>
œ � � �

. . .0 1 1 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ · ” •÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘
0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ

" # $

" # $

” •÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘. . .

.> .> .> .> .>
1 1 1 œ � 1t .1 .t t

t
0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ 0

0 Þ
0" # $

" # $
Ð>Ñ � Ð>Ñ � Ð>Ñ

Ð>Ñ
· · 

b)  x. Ð Ñ .t t

.> .>
œ

0 1
0 0 0

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

1 1 1

ß

t t t

" # $

" # $

. Ð Ñt t

.>
œ

. . .

.> .> .>

. . .

.> .> .>

0 1 0 0 0

1 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ 1 Ð>Ñ

0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ x

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
3 4 5 3 4 5

�

1 1 1

t t t tt t

" # $

" " "

" " "

" #

÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘ ÷ ‘
$

. Ð Ñ .1 .t tt t

.> .> .>
œ

0 1 0 x
0t � 1Þt x x 

c) Puesto que   9 9 9 9 90t œ ¢ £ ¢ £0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ ß
" # $ " # $

entonces

.Ð Ñ . . . .t

.> .> .> .> .>

9 0
œ ¢ £ ¢ “ “ “£9 9 9 9 9 90 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ œ 0 Ð>Ñ ß 0 Ð>Ñ Ñß 0 Ð>Ñ ß

" # $ " # $’ ’ ’
.Ð Ñ . . . . . .t

.> .> .> .> .> .> .>
œ ß ß

9 0 ¢ “ “ “ £9 9 9
9 9 9’ ’ ’0 Ð>Ñ � 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ � 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ � 0 Ð>Ñ ß

" " # # $ $

.Ð Ñ . . . . . .t

.> .> .> .> .> .> .>
œ

9 0 ¢ “ “ “£ ¢ £9 9 9
9 9 9’ ’ ’0 Ð>Ñ ß 0 Ð>Ñ ß 0 Ð>Ñ � 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ ß

" # $ " # $
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.Ð Ñ . . . .t

.> .> .> .> .>
œ

9 0
9

9¢ “ “ “£ ¢ £’ ’ ’0 Ð>Ñ ß 0 Ð>Ñ ß 0 Ð>Ñ � 0 Ð>Ñ0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ ß
" # $ " # $

.Ð Ñ . .t t

.> .> .>
œ

9 90 0
9 � Þt0 

d) 
. 2Ñt t t

.> .> .>

. .
2 Ñß

t÷ ‘0 1 0 x (  x 
œ � 2t t tt t0 1 x Š  x x  x ‹ ( 1

. 2Ñt t t

.> .> .> .>

.2 . 1 .t t t÷ ‘0 1 0 x (  x 
 œ � 2 � 1 2t tt tt t0 1 0 x x  xŠ Š x  x     x .‹ ‹ Š ‹ 

PROBLEMA 3 6Þ

Sean     0tÐ>Ñ œ 1Ð>Ñ œt¢ £ ¢ £%> ß > ß � > =/8 >ß -9= >ß #> Þ À$ # y Calcular

a) c). Ð Ñ . Ð . Ð Ñt t t tt t

.> .> .>
à à Þ

0 1 0 1 0 0  x  b) · ·   )

SOLUCIÓN

a)  0t t œ · 1 ¢ £ ¢ £%> ß > ß � > =/8 >ß -9= >ß � #> ß$ # ·

 0t t œ · 1 %> =/8 > � > -9= > � #> Þ$ # #

Por consiguienteß

. Ð Ñt t

.>

0 1 · 
œ %> -9= > � "#> =/8 > � > =/8 > � #>-9= > � %>$ # #

. Ð Ñt t

.>

0 1 · 
œ Ð%> � #>Ñ -9= > � ""> =/8 > � %>Þ$ #

b) El producto cruz entre    se obtiene así0 1t t À y 

 0 1t t œ x ¢ £ ¢ £%> ß > ß � > =/8 >ß -9= >ß � #> ß$ #  x 

0 1t t œ x  

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

� >
=/8 > -9= > � #>

ß

t t t

%>$ >#

0 1t t � x  œ 3 � 4 5
> � > %> � > %> >

-9= > #> =/8 > #> =/8 > -9= >º º º º º º# $ $ #
t t tß

0 1t t � � x   œ #> 3 � )> 4 %> -9= >ˆ ˆ ˆ$ % $� >-9= > � > =/8 > � > =/8 > 5‰ ‰ ‰t t tÞ#

De esta formaß

 x. Ð t t

.>
œ

0 1 ) ˆ ˆ'> 3 � $#> 4# $� > =/8 > � -9= > � > -9= > � =/8 >‰ ‰t t�
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� ˆ� %> =/8> � ""> -9= > � #> =/8 >$ # ‰5tÞ
d) 0 0t t œ · ¢ £ ¢ £%> ß > ß � > %> ß > ß � > œ "'> � > � > Þ$ # $ # ' % #·

Por tantoß

. Ð Ñ . Ðt t

.> .>
œ

0 0 "'> � > � > Ñ · ' % #

œ *'> � %> � #>Þ& $

PROBLEMA 3 7Þ

Si EÐ>Ñ œt ¢ £+ Ð>Ñß + Ð>Ñß + Ð>Ñ ß
" # $

es una función vectorial de un parámetro
diferenciable demostrar queß

m m
m m

E œ Et t. Et

.> .>

.Et· .

DEMOSTRACIÓN

Puesto que EÐ>Ñ œ Et t¢ £+ Ð>Ñß + Ð>Ñß + Ð>Ñ ß + � + � + Þ
" # $

entonces  m m œÉ # # #
" # $

Al derivar m mEt con respecto a se obtiene>ß À

.Et

.>
œ ß

# � �
.+ .+

.> .> .>

.+

#

’ “+ + +

+ � + � +

" # $

" # $

É # # #
" # $

 

.

.>
œ œ Þ

.+ .+

.> .> .>

.+
Et

.Et

.>

Et

m m

m m

Et ¢ £ ¢ £
É

+ ß + ß + ß ß

+ � + � +

" # $
· ·" # $

# # #
" # $

Por consiguienteß

m m
m m

E œ E Þt t. Et

.> .>

.Et· 

PROBLEMA 3 8Þ

Si E œ œ Et tt . .F

.> .>

t  ¡   ¡> ß � >ß #> � " F #> � $ß "ß � > ß# y  hallar  ’ “ x .
>œ"

SOLUCIÓN

Inicialmente se calcula  .F
t

.>
  así À

.F .t

.> .>
œ   ¡   ¡#> � $ß "ß � > œ #ß !ß � " Þ

En seguida  se calcula  ß E Àt .Ft

.>
 x
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 xE œt .Ft

.>
 

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

� #> � "
# ! � "

ß

t t t

># >

E œt .Ft

.>
 x º º º º º º> � >

-9= > #>
3 � 4 5

%> � > %> >
=/8 > #> =/8 > -9= >

t t t
$ $ #

�

E œt .Ft

.>
 x > � Ð> � %> � #Ñ � #> Þt t t3 4 5#

La derivada con respecto a   del producto cruz entre >ß E Àt .Ft

.>
  y 

 x. .F

.> .>
E œt

t’ “ 3 4 5t t� Ð#> � %Ñ � # Þt

Finalmente la evaluación de ß
. .F

.> .>
E > œ "t

t’ “ x   en : 

 x . .F

.> .>
E œt

t’ “
>œ"

3 4 5 3 4 5t t t t� Ò#Ð"Ñ � % � # œ � ' � # Þt t‘
PROBLEMA 3 9Þ

Demostrar que donde y vectores< œ / G -9= #> � G -9= #> ß G Gt �>ˆ ‰
" # " #

constantes es solución de la ecuación diferencialß

. < . <t t

.> .>

#

#
� # � & < œ !Þt t

SOLUCIÓN

Se requiere derivar con respecto a la función dada y sustituir luego en la> ß ß
ecuación diferencial y verificar que se obtiene una identidad.

. <t

.>
œ / #G � G -9= #> � � #G � G =/8 #> Þ�>’ “ˆ ‰ ˆ ‰

# " " #

. <t

.>
œ

#

#
/ � $G � %G -9= #> � � $G � %G =/8 #> Þ�>’ “ˆ ‰ ˆ ‰

" # # "

Al reemplazar estas derivadas en la ecuación diferencia  se obtieneß

/ � $G � %G -9= #> � � $G � %G =/8 #> ��>’ “ˆ ‰ ˆ ‰
" # # "

#/ #G � G -9= #> � � #G � G =/8 #> � &/ G -9= #> � G -9= #> œ�> �>’ “ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
# " " # " #

/ � $G � #G � &G � %G � %G -9= #>�>’ˆ ‰
" " " # #

� � $G � #G � &G � %G � %G =/8 #> œˆ ‰ “# # # " "

/ !-9= #> � !=/8 #> œ / Þ! œ !Þ�> �>’ “
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Esto quiere decir que la función   es solución de la< œ / G -9= #> � G =/8 #>t �>ˆ ‰
" #

ecuación diferencial . < . <t t

.> .>

#

#
� # � & < œ !Þt t

PROBLEMA 3 10Þ

Si donde  y son vectores constantes no colineales y< œ + -9=A> � ,=/8A> ß + , ßt t tt t

A una constante demostrarß À

a)  x x  )< œ A Ð + , à ,Ñ � A œ !Þt t t t. < . <t t

.> .>
<t

#

#
#

DEMOSTRACIÓN

a) . < .t

.> .>
œ + -9=A> � ,=/8A> œ +A =/8A> � ,A -9=A> Þ

t
t tt tˆ ‰ �

 x  x < + -9=A> � ,=/8A> +A =/8A> � ,A -9=A> ßt t tt t. <t

.>
œ ˆ ‰ ˆ ‰�

Al aplicar ley distributiva se obtieneß

x x x< + -9=A> Ð + ÑA =/8A> � + -9=A> ,A -9=A> �t t t t t. <t

.>
œ ÷ ÷� ‘ ‘

x x÷ ÷, A =/8A> Ð + ÑA =/8A> � ,A =/8A> , A -9=A> ßt t tt� ‘ ‘
x x  ) x  < ! � A -9= A> Ð + , � A =/8 A> , Ð + Ñ � !Þt t tt tt t. <t

.>
œ # # ÷ � ‘

Al aplicar la propiedad anticonmutativa del producto cruz  se llega aß

x x  ) x < A -9= A> Ð + , � A =/8 A> + , Ñßt t tt t. <t

.>
œ Ð# #

x x  ) x  )< A Ð + , -9= A> � =/8 A> œ A Ð + , Þt t tt t. <t

.>
œ ÷ # # ‘

b) . < .t

.> .>
œ

#

#
ˆ� � �+A =/8A> � ,A -9=A> œ +A -9=A> ,A =/8A>Þt tt t‰ # #

. <t

.>
<t

#

#
� A œ +A -9=A> ,A =/8A> � A + -9=A> � ,=/8A> ßt tt t# # # #� � ˆ ‰

. <t

.>
<t

#

#
� A œ +A -9=A> ,A =/8A> � +A -9=A> � , A =/8A> œ !Þt tt t t# # # # #� �

PROBLEMA 3 11Þ

Si Jt œ ¢ £#B C � B ß / � C =/8 Bß B -9= C ß# % BC # calcular las primeras y segundas
derivadas parciales.
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SOLUCIÓN

a)  ` `

` B ` B
œ

Jt ¢ £#B C � B ß / � C =/8 Bß B -9= C ß# % BC #

` ` ` `

` B ` B ` B ` B
œ

Jt ¢ £‰ ‰ ‰# B C � B ß / � C =/8 B ß B -9= C ßˆ ˆ ˆ# % BC #

`

` B
œ C #

Jt ¢ £%BC � %B ß / � C -9= Bß B-9= C Þ$ BC

b) ` `

` C ` B
œ

Jt ¢ £#B C � B ß / � C =/8 Bß B -9= C ß# % BC #

` ` ` `

` C ` C ` C ` C
œ

Jt ¢ £‰ ‰ ‰# B C � B ß / � C =/8 B ß B -9= C ßˆ ˆ ˆ# % BC #

`

` C
œ B

Jt ¢ £#B ß / � =/8 Bß � B =/8 C Þ# BC #

c) ` `

` B ` B
œ C #

#

#

Jt ¢ £%BC � %B ß / � C -9= Bß B-9= C ß$ BC

` ` ` `

` B ` B ` B ` B
œ Ð ÐC # Ð

#

#

Jt ¢ £% BC � B Ñß / � C -9= BÑß B-9= CÑ ß$ BC

`

` B
œ C #

#

#
#Jt ¢ £%C � "#B ß / � C =/8 Bß -9= C Þ# BC

d) ` `

` C ` C
œ B

#

#

Jt ¢ £#B ß / � =/8 Bß � B =/8 C ß# BC #

` ` ` `

` C ` C ` C ` C
œ Ð ÐB Ð

#

#

Jt ¢ £# B Ñß / � =/8 BÑß � B =/8 CÑ ß# BC #

`

` C
œ

#

#
#Jt ¢ £!ß B / ß � B -9= C ÞBC #

e) ` ` ` `

` B`C ` B ` C ` B
œ œ B

#Jt Š ‹Jt ¢ £#B ß / � =/8 Bß � B =/8 C ß# BC #

` ` ` `

` B`C ` B ` B ` B
œ Ð ÐB Ð

#Jt ¢ £# B Ñß / � =/8 BÑß � B =/8 CÑ ß# BC #

`

` B`C
œ #B

#Jt ¢ £%Bß BC/ � / � -9= Bß � =/8 C ÞBC BC

f) ` ` ` `

` C `B `C ` B ` B
œ œ C #

#Jt Š ‹Jt ¢ £%BC � %B ß / � C -9= Bß B-9= C ß$ BC

` ` ` `

` C `B ` B ` B ` B
œ Ð ÐC # Ð

#Jt ¢ £% BC � B Ñß / � C -9= BÑß B-9= CÑ ß$ BC
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`

` C `B
œ #B

#Jt ¢ £%Bß BC/ � / � -9= Bß =/8 C ÞBC BC �

PROBLEMA 3 12Þ

Sean     EÐBß Cß DÑ œ FÐ>Ñ œt t¢ £ ¢ £B CDß � #BD ß BD #Dß Cß � B Þ# $ # #y 

Calcular `

`B`C

# ˆE F Ñt tx en el punto  TÐ"ß !ß � #ÑÞ

SOLUCIÓN

 E œt t xF

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

#D C � B

ß

t t t

B CD � #BD BD# $ #

#

E �t t xF  œ 3 � 4 5
C � B #D � B #D Cº º º º º º� #BD BD B CD BD B CD � #BD$ # # # # $

# #
t t tß

E � �t t xF  œ 3 B CD 4 B C Dˆ ˆ ˆ� #B D � BCD � #BD � %BD 5$ $ # $ %‰ ‰ ‰t t tÞ% # #

Por otra parteß

`

`B
ˆ ‰ ‰ ‰E F Ñ œt tx ˆ ˆ ˆ� 'B D � CD � #D � %D 5# $ # $ %3 %B CD 4 #BC Dt t tÞ� �$ #

Puesto que entonces` `

`B`C `C `B

# #ˆ ˆE F Ñ œ E F Ñßt tt tx x ß

` `

`C `B `C

# ˆ ‰ ‰ ‰E F Ñ œt tx ’ˆ ˆ ˆ� 'B D � CD � #D � %D 5# $ # $ %3 %B CD 4 #BC Dt t t� � ß$ # “
` `

`C `B `C

# ˆE F Ñ œt tx Š� D 5# 3 %B D 4 BCDt t t Þ� � %$ ‹
Finalmenteß

`

`B`C

# ˆE F Ñt tx º
Ð"ß !ß�#Ñ

œ � � %Ð"ÑÐ!Ñ ß� Ð � #Ñ 5# 3 %Ð"Ñ Ð � #Ñ4 Ð � #Ñt t t$

`

`B`C

# ˆE F Ñt tx º
Ð"ß !ß�#Ñ

œ � )� % 3 4t tß

o bien

`

`B`C

# ˆE F Ñ œt tx º
Ð"ß !ß�#Ñ

¡� %ß � )ß ! Þ



   78           Cálculo Vectorial   78           Cálculo Vectorial   78           Cálculo Vectorial
62  Aplicaciones de Cálculo Vectorial 

PROBLEMA 3 13Þ

Sean en el punto9 9œ BC D CDß � B Dß CD Þ# # #y CalcularJ œ Jt t¢ £ `

`B`C

$

#
ˆ ‰

TÐ$ß � #ß " ÑÞ

SOLUCIÓN

9J œt BC D CDß B Dß CD œ BC D ß B C D ß BC D Þ# # # $ # $ # # $ $¢ £ ¢ £� �

La primera derivada parcial de  con respecto a  es:9Jt   C

` ` ` `

`C `C `C `C
ˆ ˆ ˆ ˆ9J œt ‰ ¢ £BC D Ñß B C D Ñß BC D Ñ ß$ # $ # # $ $�

`

`C
ˆ9J œt ‰ ¢ £$BC D ß #B CD ß $BC D Þ# # $ # # $�

La segunda derivada parcial de con respecto a  es:9Jt   C

` `

`C `C

#

#
ˆ9J œt ‰ ¢ £$BC D ß #B CD ß $BC D ß# # $ # # $�

` ` ` `

`C `C `C `C
Ð Ð Ð

#

#
ˆ9J œt ‰ ¢ £$ BC D Ñß # B CD Ñß $ BC D Ñ ß# # $ # # $�

`

`C

#

#
ˆ9J œt ‰ ¢ £'BCD ß #B D ß 'BCD Þ# $ # $�

La derivada de `

`C

#

#
ˆ9Jt ‰ con respecto a  se calcula asíB

` `

`B`C `B

$

#
ˆ9J œt ‰ ¢ £$BC D ß #B CD ß $BC D ß# # $ # # $�

` ` ` ` `

`B`C `B `B `B `B
Ð Ð Ð

$

#
ˆ9J œt ‰ ¢ £$ BC D Ñß # B CD Ñß $ BC D Ñ ß# # $ # # $�

`

`B`C

$

#
ˆ9J œt ‰ ¢ £'CD ß 'B D ß 'CD Þ# # # $�

Finalmente el valor de ß
`

`B`C

$

#
ˆ9Jt ‰en el punto  esTÐ$ß � #ß " Ñ À

`

`B`C

$

#
ˆ9J œt ‰º

Ð$ß�#ß" Ñ

¢ £'Ð #Ñ" ß 'Ð$ Ñ" ß 'Ð #Ñ" ß�
# # # $� �

`

`B`C

$

#
ˆ9J œt ‰º

Ð$ß�#ß" Ñ

¢ £� � �"#ß &%ß "# Þ

PROBLEMA 3 14Þ

Hallar las primeras derivadas parciales y el Jacobiano para las funciones
vectoriales:
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a) 0 œ 0 œt t¢ £ ¢ £ ¢ £B � C / $B � BC #BC � C
B C

B � C B � C
# # BC # # $ß à ß à ß Þb)  c ) 

SOLUCIÓN

a) `0 `

`B `B

t
œ ¢ £ ¢ £B � C / #B /# # BC BCß œ ß C Þ

`0 `

`B `C

t
œ ¢ £ ¢ £B � C / #C /# # BC BCß œ ß B Þ

Ahora bien si ß ? œ B � C @ œ / ß# # BCy   el Jacobiano  se define como

`Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ œ ß

B

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ â º º
`? `?

`B `C
`@ `@

`B `C?

#B #C
C/ /BC BC

`Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ #B #C B C Ñ# # # #/ � / œ #Ð / ÞBC BC BC�

b) `0 ` B C C � B

`B `B B � C B � C ÐB � CÑ ÐB � CÑ
ß œ ß

t
œ ¢ £ ¢ £

# #
ß

`0 ` B C � B C

`B `C B � C B � C ÐB � CÑ ÐB � CÑ
ß œ ß

t
œ ¢ £ ¢ £

# #
Þ

Si y  el Jacobiano se define como? œ @ œ ß
B C

B � C B � C

`Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ œ ß

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
`? `?

`B `C
`@ `@

`B `C?

C � B

ÐB � CÑ ÐB � CÑ
� C B

ÐB � CÑ ÐB � CÑ

# #

# #

`Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ

BC BC

ÐB � CÑ ÐB � CÑ
� œ !Þ

# #

c) `0 `

`B `B

t
œ ¢ £ ¢ £$B � BC #BC � C 'B � C #C# # $ #ß œ ß Þ

`0 `

`C `C

t
œ ¢ £ ¢ £$B � BC #BC � C � B %BC � $C# # $ #ß œ ß Þ

Con  ? œ $B � BC @ œ #BC � C ß# # $y el Jacobiano se calcula como

`Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ œ ß

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ â º º
`? `?

`B `C
`@ `@

`B `C?

� B'B � C

#C %BC � $C# #ß

`Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ Ð'B � CÑÐ%BC � $C Ñ � #BC œ #%B C � "'BC � $C Þ# # # # $
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PROBLEMA 3 15Þ

Hallar las primeras derivadas parciales y el Jacobiano para la función vectorial

0 œt ¢ £B � C

" � BC
ß Þ+<->1 B � +<->1 C

SOLUCIÓN

`0 ` B � C

`B `B " � BC

t
œ ¢ £ß ß+<->1 B � +<->1 C

`0 ` B � C `

`B `B " � BC `B
œ

t
 ¢ £” • ’ß ß+<->1 B � +<->1 C“

( )
`0 " � C "

`B " � BC " � B
œ

t
 ¢ £#

# #
ß Þ

De forma análogaß

`0 ` B � C

`C `C " � BC

t
œ ¢ £ß ß+<->1 B � +<->1 C

`0 ` B � C `

`C `C " � BC `B
œ

t
 ¢ £” • ’ß ß+<->1 B � +<->1 C“

( )
`0 " � B "

`C " � BC " � C
œ

t
 ¢ £#

# #
ß Þ

El Jacobiano se obtiene así À

 `Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ œ

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
`? `?

`B `C
`@ `@

`B `C?

" � C " � B

" � BC " � BC
" "

" � B " � C

# #

# #

# #

( ) ( ) ß

`Ð?ß @Ñ

` ÐBß CÑ
œ ” •” • ” •” •" � C " " � B "

" � BC " � C " � BC " � B
� œ !Þ

# #

# # # #( ) ( )

PROBLEMA 3 16Þ

Sea  0ÐBß Cß DÑ œt   ¡/B ß -9= Cß =/8 D  función vectorial de varias variables. Calcular
HJt  en cualquier punto y en el punto ÐBß Cß DÑ T Ð!ß !ß !ÑÞ

SOLUCIÓN

La Matriz Jacobiana en cualquier punto  se se denota por ÐBß Cß DÑ HJt  y se calcula
así À
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HJ œ œ Þt

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

Ô ×
Õ Ø

`0 `0 `0

`B `C `D
`0 `0 `0

`B `C `D
`0 `0 `0

`B `C `D

�

" " "

# # #

$ $ $

/ ! !
! =/8 C
!

B

!
! -9= D

La Matriz Jacobiana calculada en el punto  esTÐ!ß !ß !Ñ

HJ œ œ Þt ¹ Ô ×Ö Ù
Õ Ø

Ô ×
Õ ØÐ!ß!ß!Ñ

 
/ ! !
! =/8 !
!

" ! !
!
!

!

� !
! -9= !

! !
! "

PROBLEMA 3 17Þ

Sean E F œ G œt ttœ   ¡   ¡   ¡B#ß ß ß ß� C ß BD C Bß � BCD " � C ß B Dy funciones$

vectoriales de varias variables. Calcular  .÷ E F Gt tt·ˆ  x ‰‘º
Ð"ß�"ß#Ñ

SOLUCIÓN

En primer lugar se calcula el producto cruz entre  y ß F G Àt t

 x F G œ ßt t

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

" C B D

t t t

C B BCD�

� $

 x F G œt t ¦ §º º º º º ºB C

C B D C B D
ß � ß ß

C B
" C

� �

� � �

BCD BCD
$ $

F G œ B C BC Dßt t x   % #� � B CD � BCDß C B Þ$ #� � ¡
Ahora se efectúa el producto escalar entre   x E F G Àt tt y ˆ ‰

 x E F G œ B C BC Dßt tt· ·ˆ ‰    ¡ ¡B#ß B CD � BCDß C B� � �C ß BD % #� � $ #

E F G œt tt·ˆ  x ‰ B D � B D' # Þ

En seguida se calcula  el diferencial de E F G Àt tt·ˆ  x ‰
.÷ E F G œt tt·ˆ  x ‰‘  

` ` `

`B `C `D
B D � B D .B B D � B D .C � B D � B D .Dßˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰' # ' # ' #�

.÷ E F G œ 'B D #BD .B � ! .C � Þt tt·ˆ  x ‰‘ ˆ ‰ ˆ& � B � B .D' #‰
Finalmente se encuentra el valor de  x  en el punto ß E F G TÐ"ß � "ß #Ñt tt.÷ ·ˆ ‰‘
.÷ E F G œ 'B D #BD .B � ! .C � Þ ßt tt·ˆ  x ‰‘ ˆ ‰ ˆº ¹

Ð"ß�"ß#Ñ

&

Ð"ß�"ß#Ñ
� B � B .D' #‰
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.÷ E F G œ 'Ð"Ñ Ð#Ñ #Ð"ÑÐ#Ñ .B œ ).B � Ð" " Ñ.D œ ).BÞt tt·ˆ  x ‰‘ ÷ ‘º
Ð"ß�"ß#Ñ

& ' #� �

PROBLEMA 3 18Þ

Sea Et œ   ¡BC D BC D B C D# # #ß ß Àß calcular

a)  . H HE à E à E Þt t tb)  c) d)  º º
Ð"ß #ß $Ñ Ð"ß #ß $Ñ

`Ð+ ß + ß + Ñ

` ÐBß Cß DÑ
" # $

SOLUCIÓN

a) Inicialmente se calculan las derivadas parciales de   con respecto a   ß E Bß Cß Dt

` `

`B `B
œ

Et   ¡   ¡BC D BC Dß B C D œ C D C Dß # BCD# # # # #ß ß Þ

` `

`C `C
œ

Et   ¡   ¡BC D BC Dß B C D œ BD BCDß B D# # # # #ß ß # Þ

` `

` D `D
œ

Et   ¡   ¡BC D BC Dß B C D œ BC D BC ß B C# # # # #ß # ß Þ

Puesto que   . œ .B � .C � .D
` ` `

`B `C `D
Et

E E Et t t
  ß ßentonces

. œ .B � .C �Et   ¡   ¡CD C Dß # BCD BD BCDß B D# # # #ß ß # 

  ¡# ßBCD BC ß B C ß# # .D

. œ �Et  CD .B BD .C � BCD .Dß C D.B � BCD .C � BC .Dß# # # ## #

# BCD � B D.C � B C .D.B # # ¡ß
o bien

 . œ �Et ˆ ˆCD .B BD .C � BCD .D � C D.B � BCD .C � BC .DÑ# # # ## #‰ 3 4t t

� #BCD � B D.C � B C .DÑˆ .B # # 5tÞ

b) HE œ Þt
#BCD

#BCD

#BCD

Ô ×
Õ Ø

CD C D

C D BC

B D B C

# #

# #

# #

c) HE œ Þt
#

#
#

º Ô ×
Õ ØÐ"ß #ß $Ñ

" "
" "

" "

d) `Ð+ ß + ß + Ñ

` ÐBß Cß DÑ
" # $ º Ô ×

Õ Ø
â ââ ââ ââ ââ ââ âÐ"ß #ß $Ñ

œ ./> œ œ � %Þ
# #

# #
# #

" " " "
" " " "

" " " "
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4. CURVAS EN EL ESPACIO
4.1 CURVAS PARAMETRIZADAS
Un sistema de ecuaciones paramétricas de la forma B œ 0 Ð>Ñß C œ 0 Ð>Ñ ß

" #

D œ 0 Ð>Ñà > − ÷ +ß ,‘ permite representar una curva > en ‘$. A la variable  > sela llama parámetro.

Análogamente la misma curva ß >ß puede representarse vectorialmente
mediante las relaciones À

< 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ àtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

> − +ß , ß÷ ‘
o bienß

< 0 Ð>Ñ 3 � 0 Ð>Ñ 4 � 0 Ð>Ñ 5 àtÐ>Ñ œ t t t
" # $

> − ÷

! ! ! !

En cualquiera de los casosß  cada valor del parámetro >ß  determina un punto 
T ÐBß Cß DÑ de la curva  > o también un vector de posición  <tÐ>Ñ para dicho punto. 
Figura %Þ"Þ

Desde un punto de vista físico  una  curva  > puede considerarse como la 
trayectoria o conjunto de puntos sucesivos que recorre un punto material en 
movimientoß en la medida que transcurre el tiempo  >Þ

4.2 VECTOR TANGENTE Y RECTA TANGENTE A UNA CURVA

ñ Sea T ÐB ß C ß D Ñ un punto de la curva  para > œ > ß definida vectorialmente por>

la relación   y  son< 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡
" # $ " # $

ß > − +ß , ß÷ ‘ donde 
funciones escalares diferenciables de >ß  entonces el   a lavector tangente
curva  > en el punto T ÐB ß C ß D Ñ se denota por   y se define como:>

! ! ! !
<t Ð Ñw

Observe la gráfica 4.2 
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4. CURVAS EN EL ESPACIO
4.1 CURVAS PARAMETRIZADAS
Un sistema de ecuaciones paramétricas de la forma B œ 0 Ð>Ñß C œ 0 Ð>Ñ ß

" #

D œ 0 Ð>Ñà > − ÷ +ß ,‘ permite representar una curva > en ‘$. A la variable  > sela llama parámetro.

Análogamente la misma curva ß >ß puede representarse vectorialmente
mediante las relaciones À

< 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ àtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

> − +ß , ß÷ ‘
o bienß

< 0 Ð>Ñ 3 � 0 Ð>Ñ 4 � 0 Ð>Ñ 5 àtÐ>Ñ œ t t t
" # $

> − ÷

! ! ! !

En cualquiera de los casosß  cada valor del parámetro >ß  determina un punto 
T ÐBß Cß DÑ de la curva  > o también un vector de posición  <tÐ>Ñ para dicho punto. 
Figura %Þ"Þ

Desde un punto de vista físico  una  curva  > puede considerarse como la 
trayectoria o conjunto de puntos sucesivos que recorre un punto material en 
movimientoß en la medida que transcurre el tiempo  >Þ

4.2 VECTOR TANGENTE Y RECTA TANGENTE A UNA CURVA

ñ Sea T ÐB ß C ß D Ñ un punto de la curva  para > œ > ß definida vectorialmente por>

la relación   y  son< 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡
" # $ " # $

ß > − +ß , ß÷ ‘ donde 
funciones escalares diferenciables de >ß  entonces el   a lavector tangente
curva  > en el punto T ÐB ß C ß D Ñ se denota por   y se define como:>

! ! ! !
<t Ð Ñw

Observe la gráfica 4.2 



   84           Cálculo Vectorial   84           Cálculo Vectorial   84           Cálculo Vectorial   84           Cálculo Vectorial68  Aplicaciones de Cálculo Integral 

  < 0 Ð Ñß 0 Ð Ñß 0 Ð Ñt Ð Ñw > > > >
! ! ! !

œ ¡w w w
" # $

Þ

ñ < ßEl vector  es un vector direccional de la  a la curva  ent Ð Ñw >
!

recta tangente >
el punto TÐB ß C ß D Ñ >

! ! ! !
 para . > œ Las ecuaciones simétricas de esta rectaß Àson
 B � B C � C D � D

> > >
œ œ ß! ! !

! ! !
0 Ð Ñ 0 Ð Ñ 0 Ð Ñw w w

" # $

donde  0 Ð Ñß 0 Ð Ñ 0 Ð Ñw w w
" # $
> > >
! ! !

y    simultáneamente no pueden ser iguales a cero.

4.3  PLANO NORMAL A UNA CURVA

El plano normal a una curva en  el punto  es> en para TÐB ß C ß D Ñ > ß
! ! ! !

> œ
perpendicular a la recta tangente que pasa por dicho punto. Por tanto  si laß
curva  > se define como  donde < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $ " #
ß ß> − +ß ,÷ ‘

y  son funciones  diferenciables de 0 Ð>Ñ >ß
$

entonces la ß ecuación del plano
normal a la curva   determinado por es >ß  en el punto T Ð

!
B ß C ß D Ñ > œ > ß À

! ! ! !

 )0 Ð Ñ 0 Ð ÑÐ 0 Ð ÑÐw w w
" # $
> B � B � > C � C Ñ � > D � D Ñ œ !Þ
! ! ! ! ! !

(

4.4  VECTOR UNITARIO TANGENTE A UNA CURVA

El  es un vector de magnitud  que es tangente a una vector unitario tangente "
curva. Tiene la misma dirección del vector tangenteÞ

Si  es una curva  definida vectorialmente como   > < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

ß

> − +ß ,÷ ‘ß donde y  son funciones  diferenciables de 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ >ß
" # $

entonces el vector unitario tangente a la curva en el punto paraTÐB ß C ß D Ñ
! ! !

> œ > ß
!

viene dada por la relación

   
 

Xt Ð Ñ œ à Ð Ñ Á Þ
t Ð Ñ

t Ð Ñ
t t> >

>

>! !

!

!

<

<
< !

w

w
w¼ ¼

plano normal recta tangente

P(x , y , z )o o o

G

Figura 4.2   Plano normal y recta tangente a una curva
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4.5  VECTOR VELOCIDAD Y VECTOR ACELERACIÓN
La velocidad es una magnitud física que mide el desplazamiento o cambio de
posición de un cuerpo en la unidad de tiempo respectiva. Por tanto la velocidad
tiene dirección y sentido.

Sea > es una curva de ‘$ que determina la trayectoria de un cuerpo y está
definida vectorialmente por la función de posición  < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß

> − +ß ,÷ ‘ß donde 0 Ð>Ñ ß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ
" # $

y son diferenciables al menos dos veces y el
parámetro es el tiempo entonces> ß À

ñ El  del cuerpo en el instante  se obtiene al derivar la funciónvector velocidad >

posición  Se denota por <tÐ>Ñ > con respecto a  Þ

   @ < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt tÐ>Ñ œ Ð>Ñw
œ   ¡w w w

" # $
Þ

ñ La  la magnitud del vector velocidad.rapidez es un escalar y corresponde a

De esta forma la rapidez del cuerpo en el instante  > se define y denota por

@ œ @ Þ¼ ¼ ¼ ¼t œ  <t Ð>Ñw

ñEl vector aceleración es una magnitud vectorial que corresponde a la tasa deß
cambio de la velocidad. Por consiguiente el vector aceleración es  la derivada de
la función velocidad o la segunda derivada de la función de posición es decir enà
el tiempo el vector aceleración del cuerpo se define y denota por>ß À

   + @ < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt t tÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ Ð>Ñ œw ww   ¡ww ww ww
" # $

Þ

ñ La aceleración  del cuerpo en el tiempo  es una magnitud escalar y>ß
corresponde a módulo de la función aceleración. Se define y denota por À

+ œ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼ ¼+ œ œ Þt  @ <t tÐ>Ñ Ð>Ñw ww

4.6  CURVAS REGULARES 
Considerar una curva > de ‘$ definida por  < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡

" # $
ß donde

0 Ð>Ñ ß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ
" # $

y son diferenciables en  así definida es> − +ß ,÷ ‘. La curva  >
curva regular suaveß siempre que el vector unitario tangente unitario existe para 
todo valor de  > − ÷ +ß ,‘. Como aparece en la figura 4.3

Figura 4.3  Curvas regulares

curva regular suave

curva simple cerrada

curva suave a trozos abierta

G1

G G

G2

G3
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ñSe puede considerar también una curva regular   suave a trozos como una>
sucesión finita de curvas  cada una de ellas suave.> > >

" #
ß ß ÞÞÞß ßn

ñ ß >  es si a cada valor de Se dice que > curva regular simple abierta
corresponde exactamente uno de sus puntos. Por tanto una curva simpleß
abierta no se encuentra a sí misma o se cruza en cualquier punto.
ñ ß  es si sus puntos extremosSe dice que > curva regular simple cerrada
correspondientes a  y  coinciden y a cada uno de los otros puntos le> œ + > œ ,
corresponde un solo valor de  >Þ

4.7  VECTOR UNITARIO NORMAL PRINCIPAL. PLANO OSCULADOR

Sea   de regular suave de definida por   > una curva ‘$ < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

ß

> − +ß ,÷ ‘ß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ >donde y  son funciones  diferenciables de .
" # $

El   a la curva  en cualquier  vector unitario normal principal > > − +ß ,÷ ‘ se
denota y define como

Rt œ à Ð>Ñ Á ß
t Ð>Ñ

t Ð>Ñ
t t 

 
  X

X
X !

w

w

w

¼ ¼
donde   es la derivada con respecto a   del vector tangente unitario  .X Xt tÐ>Ñ

w
>

Puesto que   y están calculados en el mismo punto de la curva  paraXt Rt

cuando  > − +ß , ß ß÷ ‘ entonces determinan un plano  llamado .plano osculador

Si la curva está definida en el plano bidimensional el plano osculadorBCß
coincide con el plano de la curva.

4.8 CURVAS COMO INTERSECCIÓN DE SUPERFICIES
La intersección de dos superficies en general es una curva.
Si  >  es una curva de ‘$ generada por la intersección de dos superficies  cuyasß
ecuaciones son  y    y JÐBß Cß DÑ œ ! KÐBß Cß DÑ œ ! T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !
 es un punto de

Lo podemos observar en la gráfica 4.4

Y

Z

X

T

N

T N

¨

¨

¨ ¨

Figura 4.4  Vector unitario normal y plano osculador
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ñSe puede considerar también una curva regular   suave a trozos como una>
sucesión finita de curvas  cada una de ellas suave.> > >

" #
ß ß ÞÞÞß ßn

ñ ß >  es si a cada valor de Se dice que > curva regular simple abierta
corresponde exactamente uno de sus puntos. Por tanto una curva simpleß
abierta no se encuentra a sí misma o se cruza en cualquier punto.
ñ ß  es si sus puntos extremosSe dice que > curva regular simple cerrada
correspondientes a  y  coinciden y a cada uno de los otros puntos le> œ + > œ ,
corresponde un solo valor de  >Þ

4.7  VECTOR UNITARIO NORMAL PRINCIPAL. PLANO OSCULADOR

Sea   de regular suave de definida por   > una curva ‘$ < 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ œ   ¡
" # $

ß

> − +ß ,÷ ‘ß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñ >donde y  son funciones  diferenciables de .
" # $

El   a la curva  en cualquier  vector unitario normal principal > > − +ß ,÷ ‘ se
denota y define como

Rt œ à Ð>Ñ Á ß
t Ð>Ñ

t Ð>Ñ
t t 

 
  X

X
X !

w

w

w

¼ ¼
donde   es la derivada con respecto a   del vector tangente unitario  .X Xt tÐ>Ñ

w
>

Puesto que   y están calculados en el mismo punto de la curva  paraXt Rt

cuando  > − +ß , ß ß÷ ‘ entonces determinan un plano  llamado .plano osculador

Si la curva está definida en el plano bidimensional el plano osculadorBCß
coincide con el plano de la curva.

4.8 CURVAS COMO INTERSECCIÓN DE SUPERFICIES
La intersección de dos superficies en general es una curva.
Si  >  es una curva de ‘$ generada por la intersección de dos superficies  cuyasß
ecuaciones son  y    y JÐBß Cß DÑ œ ! KÐBß Cß DÑ œ ! T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !
 es un punto de

Lo podemos observar en la gráfica 4.4
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> >ß  entonces las ecuaciones simétricas de la  a la curva  en elrecta tangente
punto T À

!
 se definen por

 .B � B C � C D � D
œ œ! ! !

» » » » » »
`J `J `J `J
`C `D `B `C
`K `K `K `K `K `K
`C `D `D `B `B `C

`J `J
`D `B

En las ecuaciones anteriores los determinantes que aparecen en losß
denominadores no pueden ser todos simultáneamente iguales a cero.

El  plano normal a la curva  en el punto > T À
!
 tiene como ecuaciòn general a

» » » » » »
`J `J `J `J
`C `D `B `C
`K `K `K `K `K `K
`C `D `D `B `B `C

`J `J
`D `B(B � B Ñ � C � C Ñ � D � D Ñ œ !Þ

! ! !
Ð Ð

Se hace notar que en las ecuaciones para la recta tangente y plano normal lasß
derivadas parciales se calculan en el punto .T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !

PROBLEMA 4.1
Trazar la curva del espacio definida por

 <tÐ>Ñ œ ¢$ -9= >ß $ =/8 >ß %> £ß > − ‘.

SOLUCIÓN

La curva definida por la relación vectorial  <tÐ>Ñ œ ¢$ -9= >ß $ =/8 >ß %> £ß > − ‘ß se 
denomina hélice circular. De acuerdo al Parágrafo 4.1 para cada valor del 
parámetro  > se obtiene un punto de la curva.

En seguida se se muestra la tabla 4.1 con algunos puntos de la hélice circular À

  
 

> B C D

! $ ! !

! $

ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ ÞÞÞ

1 1

1 1

1 1

1 1

Î% $ #Î# $ #Î# Î%

Î# Î#

$ Î% � $ #Î# $ #Î# $ Î%

$ Î# ! � $ $ Î#

È È
È È

Nótese que el observador que está situado a lo largo del eje D ß mira como la 
curva se enrolla al elevarse en la dirección contraria a la del movimiento de las 
manecillas del reloj. Por esta circunstancia se la llama hélice circular dextrógira.

La utilización de un programa que permita graficar en tres dimensiones facilita el 
trazo de curvas en el espacio. Observando la figura 4.5

tabla 4.1



   88           Cálculo Vectorial   88           Cálculo Vectorial   88           Cálculo Vectorial   88           Cálculo Vectorial
72  Aplicaciones de Cálculo Integral 

PROBLEMA 4.2

Hallar las ecuaciones del vector tangente y la recta tangente a la curva  >ß
definida como  < >ß > ß #> Î$tÐ>Ñ œ ¢ £# # ß > œ "Þen el punto de la curva para el cual  

SOLUCIÓN
a) El vector tangente a una curva en cualquier punto de ella lo determina laß
primera derivada del vector posición  <tÐ>Ñ À

  < "ß #> ß Ð%Î$Ñ >t Ð>Ñw
œ ¢ £Þ

El vector tangente para  es> œ "ß À

  < "ß #Ð"Ñ ß %Î$ Ð"Ñt Ð"Ñw
œ ¢ £ ß

  < "ß # ß %Î$t Ð"Ñw
œ ¢ £Þ

b) El vector posición de la curva para es >ß  > œ "ß À

 < "ß " ß #Î$Ð" Ñ "ß " ß #Î$tÐ"Ñ œ ¢ £ ¢ £# # œ Þ

En consecuencia el punto  pertenece a la curva  ß ÑT Ð
!
"ß " ß #Î$ >.

En la parte a) se encontró el vector tangente a la curva  en el punto para el>

cual como    > œ "ß < "ß # ß %Î$t Ð"Ñw
œ ¢ £ÞEste vector es un vector direccional de la

recta tangente a la curva    obtenido a partir de > en el punto T Ð
!
"ß " ß #Î$ Ñ > œ "Þ

De esta forma  las ecuaciones simétricas de dicha recta sonß À

B � " C � " D � #Î$
œ œ

" %Î$"
ß
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La curva  > definida por la relación vectorial   <tÐ>Ñ œ ¢>ß >#ß >$ £ se la conoce 
como cúbica enroscada. Para esta curva determinar el vector tangente y el 
vector unitario tangente  para  > œ "Þ

SOLUCIÓN
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Por tanto el vector tangente unitario a la curva dada para esß > œ "ß À
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PROBLEMA 4.4
Para la curva  del Problema encontrar las ecuaciones de la recta tangente > %Þ$ß
y plano normal en el punto para el que  > œ "Þ

SOLUCIÓN

La curva tiene como ecuación vectorial < >ß > ß >tÐ>Ñ œ ¢ £# $ y el punto de la curva
> correspondiente a  es .> œ " ÑT Ð

!
"ß "ß "

Como entonces este vector es un vector direccional de la < "ß # ß $t Ð"Ñw
œ ¢ £ß

recta tangente a la curva en  y también un vector normal del planoT Ð
!
" Ñß " ß "

perpendicular a la misma curva en el punto T Þ Ð %Þ(ÑÞ
!

Figura 

Por tanto las ecuaciones de la recta tangente  y del plano normal ß a la curva en
T Ð À

!
" Ñß " ß "  son

Recta tangente: .B � " C � " D � "
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œ œ

Plano normal  o bienÀ "ÐB � "Ñ � #ÐC � "Ñ � $ÐD � "Ñ œ ! ß
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PROBLEMA 4.5
Demostrar que las curvas > >

"
y definidas vectorialmente por2
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a) Se cortan en ángulo recto en el punto  T Ð"ß "ß # ÑÞ
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Por tanto el vector tangente unitario a la curva dada para esß > œ "ß À
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PROBLEMA 4.4
Para la curva  del Problema encontrar las ecuaciones de la recta tangente > %Þ$ß
y plano normal en el punto para el que  > œ "Þ

SOLUCIÓN

La curva tiene como ecuación vectorial < >ß > ß >tÐ>Ñ œ ¢ £# $ y el punto de la curva
> correspondiente a  es .> œ " ÑT Ð

!
"ß "ß "

Como entonces este vector es un vector direccional de la < "ß # ß $t Ð"Ñw
œ ¢ £ß

recta tangente a la curva en  y también un vector normal del planoT Ð
!
" Ñß " ß "

perpendicular a la misma curva en el punto T Þ Ð %Þ(ÑÞ
!

Figura 

Por tanto las ecuaciones de la recta tangente  y del plano normal ß a la curva en
T Ð À

!
" Ñß " ß "  son

Recta tangente: .B � " C � " D � "

" # $
œ œ

Plano normal  o bienÀ "ÐB � "Ñ � #ÐC � "Ñ � $ÐD � "Ñ œ ! ß

 B � #C � $D � ' œ !Þ

PROBLEMA 4.5
Demostrar que las curvas > >

"
y definidas vectorialmente por2

< ß "Î>ß <
" #
Ð>Ñ Ð>Ñœ œ¢ £ ¢ £# � > " � >� #> ß =/8 > � "ß # -9= ># y  respectivamenteß À

a) Se cortan en ángulo recto en el punto  T Ð"ß "ß # ÑÞ
!

�
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b) Obtener las ecuaciones de la recta tangente y plano normal en  .T Ð"ß "ß # Ñ
!

�

SOLUCIÓN

Inicialmente se debe probar que el punto T Ð"ß "ß # Ñ
!

�  pertenece a las dos
curvas.
Para  la curva  >

"
ß >se debe encontrar el valor del parámetro  para que

efectivamente  .  Como  T # >
!

pertenezca a    es un punto>
"

ˆ ‰� ß "Î>ß #>� #

genérico de se obtiene>
"
ß ßentonces  al igualar con las coordenadas de T ß À

!

 # � > œ "à � "Î> œ � "à #> œ #Þ  #

De cada una de las ecuaciones anteriores se obtiene   > œ "Þ

Un proceso análogo se efectúa con la curva  >2 À

 " � > œ "à  =/8 > " œ � "à # -9= > œ #Þ�

De las ecuaciones anteriores se llega a > œ !Þ

De manera que el punto T Ð"ß "ß # Ñ
!

�   pertenece a las dos curvas.
a) El vector tangente a la curva  >

"
 se calcula comoß

 . .

.> .>
’ £ ¢ £< ß "Î>ß #> ß "Î> ß %>

"
Ð>Ñ œ“ ¢# > œ " Þ� �� # #

 .

.>
" œ " Þ’ ¢ £ ¢ £< ß "Î" ß %Ð"Ñ ß "ß %

"
Ð"Ñ œ“ � �#

Análogamente el vector tangente a la curva  ß >
#
 es

 .

.>
’ ¢ £ ¢ £< ß =/8 > "ß # -9= > ß -9= >ß # =/8 >

#
Ð>Ñ œ“ .

.>
" � > œ " Þ� �

 .

.>
’ ¢ £ ¢ £< ß -9= !ß # =/8! ß "ß !

#
Ð!Ñ œ“ " œ " Þ�

Ahora se efectúa el producto escalar entre estos dos vectores

¢ £ ¢ £� �" " œ " � " � ! œ !Þß "ß % ß "ß !·

Como el producto escalar entre estos vectores tangentes a las respectivas
curvas es cero entonces son perpendiculares entre sí.ß

b) Las ecuaciones  de la recta tangente a la curva    >
"

en sonT Ð"ß "ß # Ñ
!

� ß

B � " C � " D � #
œ œ

� " " %

La ecuación general del plano normal a   en >
"

T Ð"ß "ß # Ñ
!

�  se escribe como
� "ÐB � "Ñ � "ÐC � "Ñ � %Ð D � #Ñ œ !ß

� B � C � %D � ' œ !Þ
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De igual forma las ecuaciones simétricas de la recta tangente  enß a la curva   >
#

T Ð"ß "ß # Ñ À
!

� son
B � " C � "

œ à D œ #Þ
" "

Y la ecuación general del plano normal es

0 ,"ÐB � "Ñ � "ÐC � "Ñ � Ð D � #Ñ œ !

B � C œ !Þ

PROBLEMA 4.6
Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la hélice circular
definida  vectorialmente por < ß =/8 > ß >tÐ>Ñ œ ¢ £-9=>  en el punto de ella para el
que > œ Î%Þ1

SOLUCIÓN
Para  > œ Î%ß1  el vector de posición de la curva es:

) ( ) < Î% Î% ß =/8 Î% ß Î%tÐ Ñ1 1 1 1œ ¢ £-9= ß(

 < Î%tÐ Ñ1 œ ¢ £È È#Î# #Î#ß ß Î%1 Þ

Por tanto  el punto de la curva  ß T> correspondiente es 
!ŠÈ È#Î# #Î#ß ß Î%1 ‹.

Ahora bienß

 < Ð >Ñß Ð=/8 > Ñß Ð Î% Ñt Ð>Ñ œw ¢ . . .

.> .> .>
-9= à1 £

 < =/8>ß -9=>t Ð>Ñ œw ¢ £� ßß !

 < Î% ß ß !t Ð Ñ œ �w 1 ¢ È È#Î# #Î# £Þ
Por consiguiente las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la héliceß

circular en el punto son T
!ŠÈ È#Î# #Î#ß ß Î%1 ‹ À

B � C �

�

È È
È È#Î# #Î#

#Î# #Î#
œ à D œ ß1Î%

o bienß
B � C �

� "
œ

È È#Î# #Î#

"
Î%à D œ Þ1

Las ecuaciones paramétricas de la recta tangente en se escriben comoT
!Ú

ÛÜ
B œ � " � Ð >

C œ " � Ð > > −
D œ

ÈÈ #Î#Ñ

#Î#Ñ ‘.
1Î%
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La ecuación del plano normal a la curva  es:> en el punto  T
!ŠÈ È#Î# #Î#ß ß Î%1 ‹

� "ÐB � Ñ � "È È#Î# #Î#ÐC � Ñ œ !.

Al operar y simplificarß

� B � C œ !Þ

PROBLEMA 4.7

Considerar la curva   >  definida vectorialmente por  < >ß =/8 >ß /tÐ>Ñ œ ¢ £-9= Þ>

Hallar el punto de la curva   > 1 en el cual la recta tangente sea paralela al plano 
definido por È$B � C � % œ !Þ

SOLUCIÓN

En la Figura se puede ver la situación planteada. El plano %Þ) 1 es paralelo a la
recta tangente a la curva  en el punto  > T ß =/8 ß / Þ!ˆ ‰-9=> >! !

>!

Esto significa que el vector normal del plano denominado 1ß R $ ß "ß !t œ ¢ £È es
perpendicular a la recta tangente la que tiene como vector direccional aß

< � =/8 ß -9= ß /t Ð> Ñ œ > >w
! ! !

>¢ £! Þ

Por consiguienteß
 R <t t Ð> Ñ œ !à· w

!

¢ £ ¢ £È$ ß "ß ! =/8 ß -9= ß /· � > >! !
>! œ !à

�È$=/8 -9=> � > œ !à! !

=/8

-9= $ $

> " "

>
œ à

!

! È Èà >1 > œ!

 > œ +<-> >1! ’ "
œ Þ

'È$
“ 1

Finalmente el punto de la curva ß > que satisface los requerimientos del
problema es

vector
normal

recta tangente

Po

G

p
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 T -9= Î' ß =/8 Î' T $Î# ß "Î#! !
Î' Î'ˆ ˆÈ1 1 ß / ß /1 1‰ ‰œ Þ

PROBLEMA 4.8

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva  >
definida como    < > Î%ß > Î$ß > Î#tÐ>Ñ œ ¢ £% $ # À

a) En cualquier punto de la curva b) En el punto  à T > œ #Þ! para el cual  

SOLUCIÓN
a) La derivada de la función posición   <t Ð>Ñw  calcula el vector tangente a la curva
dada en cualquier punto  esto esà ß

 < > Î%ß > Î$ß > Î# > ß > ß >t Ð>Ñ œw .

.>
¢ £ ¢ £% $ # $ #œ Þ

El vector   <t Ð>Ñw   puede tomarse como un vector direccional de la recta tangente
a la curva en un punto cualquiera de la curva. Este punto cualquiera es
justamente  T ˆ ‰> Î%ß > Î$ß > Î#% $ # Þ

En consecuencia las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva enß
cualquier punto de ella es

B � C � D �
œ œ

> Î% > Î$ > Î#

> > >

% $ #

$ #
ß

o  mejor escrita comoß ß À

B � C � D �
œ œ Þ

"

> Î% > Î$ > Î#

> >

% $ #

#

La ecuación general del plano normal a la curva  > en cualquier punto se escribe
como

> > Î% > > Î$ > Î## % $ #ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰B � � C � � D � œ !Þ

b) El punto de la curva  para el cual  es decir> > œ #ß # à ß es T!ˆ ‰% $ #Î%ß # Î$ß # Î#

T!ˆ ‰% Þ ßß )Î$ß # Por tanto las ecuaciones simétricas de la recta tangente  a      la

curva en sonT!ˆ ‰%ß )Î$ß #

o bienB � C � D �

# # "
œ œ

% )Î$ #
#

ß

B � C � D �

% # "
œ œ

% )Î$ #
Þ

Y la ecuación general del plano normal a la curva en   esT!ˆ ‰%ß )Î$ß #

%ÐB � %Ñ � # C � "ÐD � #Ñ œ !ßˆ ‰� )Î$

%B � #C � D � (!Î$ œ !à

"#B � 'C � $D � (! œ !Þ
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PROBLEMA 4.9 
Encontrar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva >
definida vectorialmente por  en el punto de ella < > � "ß # � 68Ð> � "Ñß /tÐ>Ñ œ ¢ £# >

para el que 0.> œ

SOLUCIÓN
Para  el vector posición   es> œ !ß <tÐ>Ñ

  < ! � "ß # � 68Ð! � "Ñß / "ß # ß "tÐ!Ñ œ ¢ ¢ £¡# ! œ Þ

Luego el punto de la curva  ß >ß > œ !ß "ß # ß " para es  ).T
!
(

La primera derivada de la función posición es À

 < ß /t Ð>Ñ œw ¢ £#> Þ
"

> � "
ß >

Al calcular  <t Ð>Ñ > œ !ß Àw  en se llega a

 < ß / ß "t Ð!Ñ œw ¢ ¢ £¡#Ð!Ñ œ ! Þ
"

! � "
ß ß "!

de esta forma las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la curva  ß > en el
punto ) sonT

!
("ß # ß " À

B œ "à œ
C � D � "

"

#

"
.

Las ecuaciones paramétricas se escriben como:Ú
ÛÜ

B œ "
C œ # � > > −
D œ

‘.
" � >

y la ecuación del plano normal (a la curva  > en el punto )) esT
!
"ß # ß " À

!ÐB � !Ñ � "ÐC � #Ñ � "ÐD � "Ñ œ !ß

C � D � $ œ !Þ

PROBLEMA 4.10 

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva >ß
definida  vectorialmente por la función de posición  < >ß + =/8>ß 5>Î#tÐ>Ñ œ ¢ £+ -9= 1

en el punto   T + Î#ß + Î#ß + Î# Þ!ˆ ‰È È È# # #

SOLUCIÓN
En primer lugar se debe encontrar el valor del parámetro para el cual  elß >ß

punto   pertenece a la curva  T + Î#ß + Î#ß 5Î)!ˆ ‰ ˆÈ È# # >. Como  T >ß + =/8>ß+ -9=

5>Î#1‰ es punto genérico de la curva entonces:ß
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+ -9= > œ + =/8 > œ 5> Î# œ
! ! !

+ Î#à + Î#à 5Î)ÞÈ È# # 1

De cualquiera  de las anteriores ecuaciones trigonométricas se obtieneß
> œ Î%Þ
!

1

Para hallar un vector direccional de la recta tangente a la curva se calcula laß
derivada de la función posición así

 < ß +-9= >ß 5Î#t Ð>Ñ œw ¢ £� + =/8 > Þ1

 < Î% Î%ß + -9= Î%ß 5Î#t Ð Ñ œw 1 1 1 1¢ £� + =/8 ß

 < Î% ß + ß 5Î#t Ð Ñ œw 1 1¢ £� + ÞÈ È# #Î# Î#

De esta forma el vector tangente a la curva  ß > 1 en el punto para el cual  > œ Î%
es justamente   < Î%t Ð Ñ ß ßw 1  y a su vez es un vector direccional de la recta tangente
a la curva en el punto para el cual > œ 1Î%Þ

En consecuencia las ecuaciones simétricas de la recta tangente para  ß Î%> œ 1
son:

B � B � D �
œ œ ß

5Î#

+ Î# + Î# 5Î)

Î# Î#

È È
È È# #

# #� �+ + 1

o bien

.B � C � D �
œ œ

5

+ Î# + Î# 5Î)È È
È È# #

# #� �+ +1 1

La ecuación general del plano normal a la curva para    es:> œ 1Î%

� + +È È È È# # # #1 1ˆ ˆ ˆB � C � D �+ Î# � + Î# � 5 5Î) œ !ß‰ ‰ ‰
� B � C � 5Î Þˆ + D œ 5 Î)+È È# #‰ # 1

PROBLEMA 4.11

Hallar las ecuaciones de la recta tangente y el plano normal a la curva >ß
definida  vectorialmente por la función de posición  en el < >ß + > ß + >tÐ>Ñ œ ¢ £+

" "

# $
# #

punto   T '+ß ")+ß (# + Þ!ˆ ‰
SOLUCIÓN
Inicialmente se debe encontrar el valor del parámetro para el cual  el punto>ß
T '+ß ")+ß (# +!ˆ ‰ pertenece a la curva  >.

Dado que  T >ß + > ß + >ˆ ‰ es punto genérico de la curva entonces:+ " "
# $

# # ß

+> œ ' +> œ ") +> œ (#
! ! !

+à +à +Þ
" "

# $
# $

De cualquiera  de las anteriores ecuaciones se obtiene  ß > œ 'Þ
!
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Ahora bien la derivada de la función posición esß À

 < ß +>ß +>t Ð>Ñ œw ¢ £+ Þ#

La derivada de la función posición en  > 'œ  se escribe como

  < ' ß '+ß $'+t Ð Ñ œw ¢ £+ Þ

Por otra parteß '+ß ")+ß (# + en el punto < 't Ð Ñw  es el vector tangente a la curva  ˆ ‰
y a su vez  puede ser un vector direccional a la recta tangente a la curva  dadaß ß
en ese punto. Por tanto las ecuaciones simétricas de la recta tangente a laß
curva en   se escriben comoT '+ß ")+ß (# +!ˆ ‰

B � ' B � ") D �
œ œ

$'+

+ + (#+

+ '+
ß

o bienß
B � ' C � ") D �

œ œ Þ
$'

+ + (#+

" '

La ecuación del plano normal a la curva  esen  T '+ß ")+ß (# +!ˆ ‰
"ÐB � ' 'ÐC � ") D �+Ñ � +Ñ � $'Ð (#+Ñ œ !

B � 'C � $'D � #(!'+ œ !Þ

PROBLEMA 4.12

La curva > es generada por  intersección de las superficies $B C � C D � # œ !# #

y . Hallar las ecuaciones de la recta tangente y plano normal� B C � #BD � $ œ !#

a la curva intersección en el punto  T "ß � "ß "Ñ
!
( .

SOLUCIÓN
Sean y SeJÐBß Cß DÑ œ B C � C D � # œ ! KÐBß Cß DÑ œ � B C � #BD � $ œ !Þ$ # # #

examina inicialmente si el punto T "ß � "ß "Ñ À
!
( pertenece a las dos superficies

JÐ � Ð � "Ñ Ð"Ñ � # œ � $ � " � # œ !Þ"ß � "ß "Ñ œ $Ð" ÑÐ � "Ñ# #

KÐ Ñ œ � Ð" ÑÐ � "Ñ � #Ð"ÑÐ"Ñ � $ œ " � # � $ œ !Þ"ß � "ß " #

Como las ecuaciones de las dos superficies son satisfechas por las
coordenadas del punto (  entonces este punto pertenece a las dosT "ß � "ß "Ñ ß

!

superficies.

Por otra parteß
`J `J `J

`B `C `D
œ 'BCà œ $B � #CDà œ C# #

`J `J `J

`B `C `D
Ð"ß � "ß "Ñ œ � 'à "ß � "ß "Ñ œ "à "ß � "ß "Ñ œ "ÞÐ Ð

Ademásß
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`K `J `J

`D `C `D
œ #BC � #Dà œ � B à œ #Bà#

`K `K

`B `C

`J
Ð Ð Ð

`D
"ß � "ß "Ñ œ %à "ß � "ß "Ñ œ � "à "ß � "ß "Ñ œ #Þ

» » º º`J `J
`C `D
`K `K
`C `D

œ œ $à
�
" "
" #

» » º º`J `J
`D `B
`K `K
`D `B

œ œ "'à
" � '
# %

» » º º`J `J
`B `C
`K `K
`B `C

œ œ #
�

� ' "
% "

Þ

De acuerdo al Parágrafo las ecuaciones simétricas de la recta tangente a la%Þ) ß
curva  (  son>  en el punto  T "ß � "ß "Ñ À

!

B � " C � " D � "

$ "' #
œ œ Þ

Y las ecuaciones paramétricas se escriben como 
Ú
ÛÜ

B œ " � $>
C œ � " � "'> > −
D œ

‘.
" � #>

La ecuación del plano normal a la curva  (  es>  en el punto  T "ß � "ß "Ñ
!

$ÐB � "Ñ � "'ÐC � "Ñ � #ÐD � "Ñ œ !ß

$B � "'C � #D � "" œ !Þ

PROBLEMA 4.13
Sea > la curva que describe un punto material en el espacio definida por laß

función de posición   < ß # =/8&>tÐ>Ñ œ ¢ £> � #>ß � $/ À# �#>

a) Hallar  los vectores velocidad y aceleración en > œ !Þ

b) Calcular la rapidez y la aceleración en > œ !Þ

SOLUCIÓN

a) El vector velocidad en cualquier punto  de la trayectoria descrita por la@t >
curva   se calcula por medio de la derivada de la función de posición en > > À

@t tœ Ð>Ñ œ
. .

.> .>
’< ß # =/8&>“ ¢ £> � #>ß � $/ ß$ �#>

@t œ ¢ £$> � #ß '/ Þ# �#>ß "! -9=&>

El vector velocidad calculado en se calcula como> œ !
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@tÐ!Ñ œ ¢ £$Ð!Ñ � #ß '/ ß�#Ð!Ñß "! -9= &Ð!Ñ

@tÐ!Ñ œ ¢ £#ß ' Þß "!

El vector aceleración se obtiene al calcular la derivada del vector+t 
velocidad es decirà ß

+ $> � #ß '/ ßt œ
t. .

.> .>
œ

@ ¢ £# �#>ß "! -9=&>

+ '> ß "#/ Þt œ ¢ £� �#>ß &! =/8&>�

El vector aceleración calculado en  se escribe como> œ !ß

+ 'Ð!Ñ ß "#/ ßtÐ!Ñ œ ¢ £� �#Ð!Ñß &! =/8&Ð!Ñ�

+ !ß "# ÞtÐ!Ñ œ ¢ £� ß !

b) La rapidez del punto material en  se calcula mediante la norma del@ > œ !
vector velocidad calculado en  así> œ ! À

@ œ ¼ ¼ ½ ½ È È È@tÐ!Ñ œ œ # � ' � "! œ "%! œ # $&Þ¢ £#ß 'ß "! # # #

La aceleración  es la norma del vector aceleración  en  es decir+ > œ !à ß

+ œ ¼ ¼ ½ ½ É È+tÐ!Ñ œ œ ! � Ð � "#Ñ � ! œ "%% œ "#Þ¢ £!ß "#� ß ! # # #

PROBLEMA 4.14 

Las ecuaciones paramétricas de una curva  > que describe la trayectoria de una
partícula material son  donde  es el tiempo.B œ #> ß C œ > � %>ß D œ $> � &ß ># #

Hallar los vectores velocidad y aceleración en ¿Cuál es la rapidez y la> œ "Þ
aceleración en ?> œ "

SOLUCIÓN

La curva  > tiene como ecuación vectorial a   < #> ß > � %>ß $> � &tÐ>Ñ œ ¢ £# # .

El vector velocidad  en cualquier  se define comoß >

@ < #> ß > � %>ß $> � &t tÐ>Ñ œ Ð>Ñ  . .

.> .>
’ “ œ ¢ £# # ,

@ ß #> � % ß $tÐ>Ñ œ ¢ £%> Þ

Para > œ "ß

 @ "Ñß #Ð"Ñ � % ß $ %ß � # ß $tÐ"Ñ œ ¢ £ ¢ £%Ð œ Þ
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Y el vector aceleración es

.+ %>t tÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ
. .

.> .>
’@ “ ¢ £ß #> � % ß $

Para > œ "ß

.+ %tÐ"Ñ œ ¢ £ß � # ß !

La rapidez en  es el módulo del vector velocidad en  esto es> œ " > œ "à ß

@ œ œ % � Ð � #Ñ � $ ß¼ ¼ È@tÐ"Ñ # # #

@ œ "' � % � * œ #*ÞÈ È
La aceleración es la norma del vector aceleración en . Aquí el vector> œ " ß
aceleración es un vector constante y la aceleración es su módulo esto es,à

+ œ + œ % � Ð � #Ñ � ! œ #!Þ¼ ¼ È ÈtÐ"Ñ # # #

PROBLEMA 4.15

Una partícula material se mueve a lo largo de una curva  >  definida por la
ecuación vectorial  < >ß >ß >tÐ>Ñ œ ¢ £-9= -9= =/8 -9= =/8 ß ß! = ! = = ! =donde son
constantes y es el tiempo. Encontrar la velocidad y la aceleración de laß >
partícula y sus respectivas magnitudes en cualquier >Þ

SOLUCIÓN

La velocidad es la derivada de la función vectorial que determina la posición de
la partícula en es decir>à ß

@ < >Ñß Ñß >Ñt tÐ>Ñ œ Ð>Ñ w
œ ¢ £. . .

.> .> .>
Ð -9= -9= Ð=/8 -9= Ð=/8 ß! = ! = =

@ >Ñß Ñß >ÑtÐ>Ñ œ ¢ £-9= Ð -9= =/8 Ð -9= > Ð=/8 ß
. . .

.> .> .>
! = ! = =

@ >ß >ß >tÐ>Ñ œ ¢ £� -9= =/8 � =/8 =/8 -9== ! = = ! = = =

La rapidez o magnitud de la velocidad es À

@ œ œ Ð � -9= =/8 � =/8 =/8 -9=¼ ¼ È@ >Ñ � Ð >Ñ � Ð >ÑtÐ>Ñ = ! = = ! = = =# # #

@ œ Ð Ñ -9= =/8 =/8 =/8 -9=É ÷= ! = ! = =# # # # # #> � > � > ß‘
@ œ >Ð > œ ß¸ ¸ ¸ ¸È= = ! ! = ==/8 -9= � =/8 Ñ � -9=# # # #

@ œ Þ¸ ¸=
La aceleración es la derivada de la velocidad entoncesà ß
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 + � -9= =/8 � =/8 Ð=/8 > Ð-9= ßt tÐ>Ñ œ Ð>Ñ œ@ >Ñß Ñß >Ñw ¢ £= ! = = ! = = =
. . .

.> .> .>
Ð

+ � -9= -9= � =/8 -9= =/8 ÞtÐ>Ñ œ ¢ £= ! = = ! = = =# # #>ß >ß � >

La magnitud de la aceleración es la norma de  +tÐ>Ñ À

+ œ + œ Ð � -9= -9= >Ñ � Ð � =/8 -9= =/8¼ ¼ ÈtÐ>Ñ = ! = = ! = = =# # # #>Ñ � Ð � >Ñ# #

+ œ -9= -9= > � =/8 -9= =/8= ! = ! = =# # # # # #È > � >ß

+ œ = = ! ! = =# ## # # #È-9= >Ð-9= � =/8 Ñ � =/8 > œ ß

+ œ -9= > � =/8 > "ß= = = =# ## #È œ È
+ œ Þ=#

PROBLEMA 4.16
Una partícula material describe una trayectoria a lo largo de una curva >
definida por la función de posición   < >ß >ßtÐ>Ñ œ ¢ £-9= =/8 != = ß A donde  es una
constante. Demostrar que À

a) El vector velocidad  es perpendicular al vector posición. @t 

b) El vector aceleración  está dirigido hacia el origen  y su módulo es+t
proporcional al mismo.

c)  < @t t x   es un vector constante.

SOLUCIÓN

a)   
@ >ß >ß >ß >ß

<
t œ

t. .

.> .>
œ ¢ £ ¢ £-9= -9= ! œ A =/8 A -9= ! Þ= = = =�

0 0  < @ >ß >ß >ß >ßt t œ  · ·¢ £ ¢ £-9= =/8 A =/8 A -9= ß= = = =�

  < @ > > � A > > œ !Þt t œ � A  · -9= =/8 =/8 -9== = = =

Puesto que el producto escalar entre      < @ < @t t t tß   es cero se concluye que  y y
son perpendiculares.

b) +t œ
t. .

.> .>
œ

@
>ß >ß >ß � A >ß¢ £ ¢ £�A =/8 A -9= œ � A -9= -9= ß= = = =0 0# #

0+t tœ Þ� A -9= =/8 œ � A# #¢ £= =>ß >ß < 

Esto significa que el vector aceleración tiene la misma dirección del vector+t 
posición  <t ß ßpero tiene sentido contrario hacia el origen.
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c)  x   < @ > >
> >

t t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

!

ß

t t t

-9= =/8 !
A =/8 A -9=

= =
= =�

 x  < @
> > > >
> > > >

t t œ ¦º º º º º º§=/8 ! -9= ! -9= =/8
A -9= A =/8 A =/8 A -9=

= = = =
= = = =! !

ß � ß ß
� �

 x  < @ > � > > � >Ñt t œ ¢ £ ¢ £! ß ! ß A -9= A =/8 œ ! ß ! ß A Ð-9= =/8 ß# # # #= = = =

 x  < @t t œ ¢ £! ß ! ß A Þ

Físicamente se trata de un movimiento circular en el plano con velocidadß ß
angular constante  AÞ

PROBLEMA 4.17

Si  < > � "ß > � $ßtÐ>Ñ œ ¢ £# % #> � '># es la función de posición de la trayectoria
de un punto material a lo largo de la  curva >ß > ßdonde  es el tiempo hallar las
componentes del vector velocidad y vector aceleración en  en la dirección> œ "ß

del vector   E "ß $ßt œ ¢ £� # Þ

SOLUCIÓN
a) El vector velocidad   @t  se obtiene como

   
@ > � "ß > � $ß ß ß

<
t œ

t. .

.> .>
œ ¢ £ ¢ £# % #> � '> œ % %> � ' Þ# #>

En  el vector velocidad es> œ "ß À

 @ ß ß ß ßt Ð"Ñ œ ¢ £ ¢ £#Ð"Ñ #% %Ð"Ñ � ' œ % � # Þ

La componente del vector velocidad en  en la dirección del vector > œ "ß Et ß es la
proyección escalar del vector velocidad sobre esto esEtà ß

T ß
% � # #

#
( )@ ÎEt t œ

¸
¼ ¼

¹ ¹
¼ ¼

@ E

E
œ

t t

t

· ·¸ ¢ £ ¢ £
¢ £

#

"

ß ß "ß $ß

ß $ß

�

�

T
# � "# � % � "%

� $ #
( )@ ÎE

#
t t œ

Ñ �

¹ ¹ ¹ ¹
É È È È

"
œ œ œ "%Þ

"% "%

"%

# � Ð #

b) El vector aceleración   en  se encuentra por medio de la derivada del+ > œ "t 
vector velocidad calculado en > œ "Þ

  
+ ß ß ß ß

@
t œ

t . .

.> .>
œ ¢ £ ¢ £#> #% %> � ' œ % % Þ
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 + ß ßt Ð"Ñ œ ¢ £# % % Þ

La componente del vector aceleración en  en la dirección del vector > œ "ß Et ß es
la proyección escalar del vector aceleración sobre es decirEtà ß

T
% % #

#
( )+ ÎEt t œ

¸
¼ ¼

¹ ¹
¼ ¼

+ E

E
œ ß

t t

t

· ·¸ ¢¢ ££ ¢ £
¢ £

#

"

ß ß "ß $ß

ß $ß

�

�

T
# � "# � ) � #

� $ #
( )+ ÎE

#
t t œ

Ñ �

¹ ¹ ¹ ¹
¼ ¼É È È

È
"

œ œ œ Þ
"% "%

# "%

(# � Ð #

PROBLEMA 4.18

Sea  > una curva definida vectorialmente por  < > ß ßtÐ>Ñ œ ¢ £> > ># $#

$
 donde  es el

tiempo. Calcular À
a) Vector unitario tangente y vector unitario normal principal en cualquier >Þ
b) Ecuación general del plano osculador a la curva  > en el punto para el cual
> œ "Þ

SOLUCIÓN
a) En correspondencia con los parágrafos  y los vectores tangente%Þ% %Þ'ß
unitario y normal unitario principal se obtienen así À

. .

.> .>
œ

 <
> ß ß ß ß

t ¢ £ ¢ £> > œ #> #> Þ# $ ##

$
"

½ ½ È Éˆ ‰.

.>

 <t
œ " � %> � %> œ " � #> œ " � #> Þ# % # # #

Por tanto el vector tangente unitario a la curva  ß > en cualquier tiempo  se>ß
escribe como

 X ß ßt œ œ

. t

.>
. t

.>

 

 

<

<½ ½
¢ £" #> #>ß ß #

" � #> " � #># #
œ

" ¢ £" #> #> Þ#

Ahora bienß
. . "

.> .>
œ

Xt Š ¢ £‹
" � #>#

"ß ß#> #> ß#

.

.>

Xt
œ Ð # %> � %> #> #> ß

"

Ð" � #> Ñ
" � #> Ñ

# #
#’ ¢ £ ¢ £“! "ß ß ß ß #

,.

.>

Xt
œ

"

Ð
! #Ð %>Ð � %> #>Ð%>Ñ #> Ð%>Ñ

" � #> Ñ
" � #> Ñ " � #> Ñ

# #
# #’ “¢ £ ¢ £ß ß ß ß #
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.

.>

Xt
œ # � % %> œ " � # > Þ

" #

Ð Ð" � #> Ñ " � #> Ñ
> >

# # # #
# #¢ £ ¢ £� �%> #>ß ß ß ß #

½ ½.

.>

Xt
œ

#

Ð
%> � Ð Ñ � %> ß

" � #> Ñ
>

# #
#É # #" � #

½ ½.

.>

Xt
œ

# #

Ð Ð
" � %> � %> œ Ð" � #> Ñ ß

" � #> Ñ " � #> Ñ# # # #
È É# % # #

½ ½.

.>

Xt
œ

Ð" � #> Ñ #

Ð " � #>
œ Þ

#

#" � #> Ñ# #

El vector normal unitario principal a la curva > en cualquier tiempo  se escribe>ß
como

 R
ß ß #

t œ œ

.t

.>

.Xt

.>

X

½ ½
#

Ð
�

#

" � #> Ñ

" � #>

# #

#

¢ £#> " � # >> #

ß

 R ß ß #t œ
"

" � #>#
¢ £� #> " � # > Þ> #

b) El plano osculador a la curva   >  se obtiene a partir de los vectores tangente
unitario y normal unitario principal en un punto de ella.

Para el punto de la curva correspondiente es> œ "ß À T "ß " ß "!
# $Š #

$
Ð Ñ œ‹

T "ß "ß #Î$ÑÞ!ˆ
El vector tangente unitario a la curva en se escribe como> œ "ß

X Ð"Ñ œt "

" � #Ð"Ñ #
¢ £ ¢ £" "ß ß ß ß#Ð"Ñ #Ð"Ñ œ # # Þ

"

$
#

El vector normal unitario principal a la curva en  es> œ " À

R ß " ß ß ßt Ð"Ñ œ
"

" � #Ð"Ñ #
¢ £ ¢ £� #Ð"Ñ � #� �#Ð"Ñ #Ð"Ñ œ " # Þ

"

$
# #

Como el plano osculador contiene a la curva  para determinar su ecuación seß

necesita hallar un vector normal a  y Xt tR . Este vector es el producto cruz entre
los dos:

 xX œt t R

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
3 4 5 3 4 5

#Î$ #

œ ß

t t t tt t

"Î$ #Î$ #Î$ " # #
#Î$ � "Î$ # � "� �

"

*

 xX œt t R "

* # #
ß � ß ß¦º º º º º º§# # " # " #

" # # "� � � �
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 xX œt t R ß ß $ ß ß " ß ß "
"

*
¢ £ ¢ £ ¢ £' # #� � �' œ # œ # Þ

$ "

* $

De esta forma  un vector normal al plano osculador es  ß ¢ £#ß ß "� # .

La ecuación general del plano osculador en el punto T "ß "ß #Î$Ñ!ˆ  se escribe
como

#ÐB � "Ñ � #ÐC � "Ñ � "ÐD � #Î$Ñ œ !ß

o bienß
#B � #C � D � #Î$ œ !Þ

PROBLEMA 4.19

Para la curva  hallar> definida vectorialmente  por < / ß ßtÐ>Ñ œ ¢ £> / # ß�> È >

vector tangente unitario, normal unitario principal y plano osculador  en  > œ !Þ

SOLUCIÓN

El  vector tangente a la curva se calcula como

. .t

.> .>
œ

 < ¢ £ ¢ £/ ß ß / ß ß> >/ # œ / # Þ� �> >È È> �

½ ½ È Éˆ ‰.

.>

 <
/ � � # / � / �

t
œ œ œ Þ#> > >/ / /�# � �> > >#

El vector tangente unitario a la curva dada en cualquier punto  se escribe>ß
como

 X / ß ß
/ �

t œ œ

. t

.>
. t

.>

 

 

<

<
�½ ½

"
>

>

/
/ # Þ

�

�

>
>¢ £È

Ahora bien la derivada del vector tangente unitario a la curva se calcula asíß À

. . "

.> .>
œ

Xt Š ¢ £‹
/ �

/ ß ß>
>

/
/ # ß

�

�

>
>� È

.

.>

Xt
œ Ð / / � Ð / / # ß

"

Ð // �
/ � / ß ß ! / / ß ß

>
> > > >

�

� � � �

>
> > > >

Ñ
Ñ Ñ

#
’ ¢ £ ¢ £“� � È

.

.>

Xt
œ # /

/

"

Ð
Ð Þ

/ �
# ß # ß � />

>
�

�

>
>

Ñ
Ñ

#
¢ £È �

½ ½.

.>

Xt
œ

"

Ð
% � % � #Ð ß

/ �
/ �>
>

/
/

�
�

>
>

Ñ
Ñ

#
#É

½ ½.

.>

Xt
œ

È È È# # / #

/ / /
/

Ð Ð
Ð œ œ Þ

Ð

/ � / � / �
/ �

/ �
> > >

>
>

� � �
�

�

> > >
>

>

Ñ Ñ
Ñ

Ñ
# #

#É
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Por tanto el vector normal unitario a la curva dada en cualquier punto  seß ß >ß
define como

 R / �
# ß # ß � /

/ �

t œ œ

.t

.>

.Xt

.>

X �

½ ½
"

Ð
Ð>

>

>

/
# /

#

/

�

�

�

>
>

>

Ñ
Ñ

#
¢ £È

È ß

 R # ß # ß � /
/ �

t œ
"È È

# /
# / Þ

Ð
Ð

>

>

�

�

>

>

Ñ
Ñ¢ £�

En los vectores tangente unitario y normal unitario principal> œ !ß ß
respectivamente  se escriben comoß

X Ð!Ñ œt " "

/ �
/ ß ß "ß ß

#!
!

/
/ # œ " # ß

�!

�¢ £ ¢ £� �! È È
 R # ß # ß � /

/ �
tÐ!Ñ œ

"È È
# /

# / ß
Ð

Ð
!

!

�!

�!

Ñ
Ñ¢ £�

 R # ß # ß ! "ß " ß !tÐ!Ñ œ
" "

#È È# #
œ Þ¢ £ ¢ £

En seguida se calcula el vector normal a    X Rt t  y  mediante el producto vectorial
de los dos

X œt t x  R

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
3 4 5

!

œ ß
3 4 5

!

t t t t t t

"Î# "Î# Î#

"Î "Î

" "
"

�
"

#
�È

È È È È#

# #
#

#

"

 xX œt t R "

#È#
¦º º º º º º§�

�
�" "

" "

" "
" "

È È# #

! !
ß ß ß

 xX œt t R ß ß # ß ß Î
" "

# #È#
#¢ £ ¢ £� # # �È È Èœ " Þ" #

Así un vector normal al plano osculador es  ß ¢ £� "ß ß" È# .

Por otra parte para   el punto correspondiente de la curva dada es:ß > œ !ß

T / ß / ß #Ð!ÑÑ œ T "ß "ß ! ÑÞ! !
! !ˆ ˆÈ

Finalmente la ecuación general del plano osculador esß À

� "ÐB � "Ñ � "ÐC � "Ñ � #ÐD � !Ñ œ !ßÈ
� B � C � D œ !ÞÈ#
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PROBLEMA 4.20

Considerar la curva   del espacio definida vectorialmente  por el vector de>

posición  < #> � $ß ßtÐ>Ñ œ ¢ £$> � " Þ>#

a) Hallar  vector tangente unitario  normal unitario principal y plano osculador  enß
> œ !Þ

b) Mostrar que el plano osculador contiene todos los puntos de la curva.

SOLUCIÓN

El  vector tangente a la curva se calcula como

. .t

.> .>
œ

 < ¢ £ ¢ £#> � $ß ß #ß $ß #>$> � " œ Þ>#

½ ½ È È.

.>

 <
� � %> %> � "$

t
œ œ Þ% * # #

El vector tangente unitario a la curva dada  en cualquier punto  se escribeß >ß À

 X #ß $ß #>
%> � "$

t œ œ

. t

.>
. t

.>

 

 

<

<½ ½
"È #

¢ £Þ
La derivada del vector tangente unitario a la curva se calcula así

. . "

.> .>
œ

Xt Š ¢ £‹È%> � "$
#ß $ß #>

#
ß

.

.>

Xt
œ ! � ß

" %>

%> � "$
%> � "$ !ß ß # #ß $ß #>

%> � "$#
#

#
’ ¢ £ ¢ £“È È

.

.>

Xt
œ

"
� Þˆ ¢ £ˆ

%> � "$
! ß ! ß # %> � "$ )>ß "#>ß )>

# $Î#
# #‰ ‰’ ¢ £

.

.>

Xt
œ Þ

� #

ˆ%> � "$
%>ß '>ß "$

# $Î#‰ ¢ £
El módulo del vector tangente unitario es À

½ ½.

.>

Xt
œ

� # � #
"'> � $'> � "'* œ &#> � "'*ˆ ˆÈ È

%> � "$ %> � "$# #$Î# $Î#‰ ‰# # #

½ ½.

.>

Xt
œ

� # "$
%> � "$ß

È
ˆ È
%> � "$# $Î#‰ #

.½ ½.

.>

Xt
œ

� # "$È
%> � "$#
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Por tanto el vector normal unitario a la curva dada en cualquier punto  seß ß >ß
define como

Rt œ œ

.t

.>

.Xt

.>

X

½ ½

� #

� # "$

ˆ ¢ £
È%> � "$

%>ß '>ß "$

%> � "$

# $Î#

#

‰
ß

 R %>ß '>ß "$t œ
"

"$ÐÈ %> � "$Ñ#
¢ £Þ

En los vectores tangente unitario y normal unitario principal> œ !ß ß
respectivamente se escriben comoß

X Ð!Ñ œt  " "È%Ð!Ñ � "$
#ß $ß #Ð!Ñ #ß $ß !

#
¢ £ ¢ £œ ÞÈ"$

R %Ð!Ñß 'Ð!Ñß "$ !ß !ß "$tÐ!Ñ œ
" "

"$ "$È ÷%Ð!Ñ � "$ "$# ‘¢ £ ¢ £œ ßÈ
R !ß !ß "tÐ!Ñ œ

"È"$
¢ £Þ

En seguida se calcula el vector normal a    X Rt t  y  mediante el producto vectorial
de los dos

X œt t x  R " "È È"$ "$

â â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â ââ â â â
3 4 5 3 4 5

" "

œ ß

t t t tt t

# $ # $
! ! ! !

! !
"

"$

 xX œ œt t R $ß #ß !
" "

"$ "$¦º º º º º º§$ # # $
! ! ! !

Þ
!
" "

ß ß
!

� ¢ £�

Un vector normal al plano osculador es  ¢ £$ß #ß !� .

Por otra parte para   el punto correpondiente de la curva dada esß > œ !ß à

T œ #Ð!Ñ � $ß ß Ð!Ñ T $ß " ß ! ÑÞ! !Š ‹$Ð!Ñ � " œ# ˆ �

Finalmente la ecuación general del plano osculador esß ß

$ÐB � $Ñ � #ÐC � "Ñ � !ÐD � !Ñ œ !ß

$B � #C � "" œ !Þ

b) Para probar que el plano osculador contiene todos los puntos de la curva  >ß
se requiere que su ecuación satisfaga  la del plano À

$B � #C � "" œ $Ð#> � $Ñ � #Ð$> � "Ñ � "" œ '> � '> � "" � "" œ !Þ

Efectivamente todos los puntos de la curva hacen parte del plano osculador.ß



5. OPERADORES DIFERENCIALES
5.1.1 GRADIENTE DE UNA FUNCIÓN ESCALAR
Sea  9 À W § ‘8 Ä ‘ una función diferenciable en WÞ  El gradiente de la función 
escalar  9  es un campo vectorial definido en  W cuyas componentesß  en un 
punto  \ − Wß son las derivadas parciales de  9. Se denota y define como

 o bien1<+. œ à ß9 ¢ £` ` `

`B `B `B
ß ß ÞÞÞß

9 9 9

" #

 
8

f9 œ ß¢ £` ` `

`B `B `B
ß ß ÞÞÞß

9 9 9

" # 8

.£` ` `

`B `B `B
ß ß ÞÞÞß

" # 8

donde el operador diferencial  f se define como   f œ ¢
5.1.2 PROPIEDADES E IDENTIDADES DEL GRADIENTE
a) Sean    y     funciones escalares diferenciables  y   una constante9 < G à
entoncesß
a) f G fˆ 9 9‰ œ G

b) f f fˆ9 < 9 <� œ �‰
c) f f fˆ9 < 9 < < 9‰ œ �

d) .  Si    es diferenciableGradiente de una función compuesta 9 9œ Ð? ß @ß AÑ
por  y y son diferenciables? ß @ ß A ? œ ?ÐBß C ß DÑß @ œ @ÐBß C ß DÑ A œ A ÐBß C ß DÑ
por   cada una  entoncesB C ß D ß ß

f f f f9 œ ? � @ � A Þ
` ` `

` ? ` @ ` A

9 9 9

   
e) Si  es diferenciable por   y   9 9œ ÐB ß Cß DÑ Bß Cß D ?t es un vector unitario en el
dominio de  puede escribirse9 9ß ?entonces la derivada de  en la dirección de  t
como

`

` ?
œ ?

9

t
t Þf9 · 

5.1.3 INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL GRADIENTE
Si 9 œ 9ÐB ß Cß DÑ es diferenciable por  Bß Cß D  y   ?t es un vector unitario en el 
dominio de  9ß entoncesß en correspondencia con el parágrafo &Þ"Þ/ß  la razón de 
cambio de  9 en la dirección de   ?t se  escribe como

`

` ?

9

t 
œ ?f9 · t Þ

Ahora bien por definición de producto escalar entre vectores se tieneß ß

`

` ?

9

t 
œ ? ?f f f9 9 9 · t tœ œ ß¼ ¼¼ ¼ ¼ ¼-9 -9= =) )

donde .  ) es el ángulo que forman f9  y ?t

 5.1  GRADIENTE DE UNA FUNCIÓN ESCALAR 

5.2 PROPIEDADES E IDENTIDADES DEL GRADIENTE

5.3 INTERPRETACÓN GEOMÉTRICA DEL GRADIENTE
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Esta razón de cambio es   cuando  máxima -9= œ "à ß œ !Þ) )es decir para  
Esto ocurre cuando  f9  y ?t  son paralelos.  Por consiguiente la funciónß
escalar  9 9  varía más rápidamente en la dirección del gradiente de .
Además para  ß ) œ !ß se tiene

`

` ?

9

t 
œ ¼ ¼ ¼ ¼f f9 9-9 Þ= ! œ

Por consiguienteß
`

` ?
œ

9

t º7+B

¼ ¼f9 Þ

ñ tUn punto para el cual   se llama .f9 œ ! estacionario

5.2 CONJUNTOS DE NIVEL 
Sea  una función diferenciable en  Una J À W § Ä WÞ‘ ‘$ superficie de nivel
en se define por‘$

 ( )  una  constante.J Bß Cß D œ 5à 5

Análogamente si   es una función escalar bivariable,ß 0 À W § Ä‘ ‘#

diferenciable entonces  una ß curva de nivel se define por

 ( )  una constante.0 Bß C œ 5à 5

5.3  PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE
5.3.1 Una superficie   es la representación gráfica en W ‘$ de una función de la
forma JÐBß Cß DÑ œ !Þ

5.3.2  Si  y   existen y son continuas y ` ` `

`B `C `D
ß

J J J
T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !
 es un punto de la

superficie .Wß B ß C ß D Ñel gradiente de   es normal a la superficie en J  T Ð
! ! ! !

5.3.3 Si T Ð
!
B ß C ß D Ñ Wß

! ! !
 es un punto de la superficie entonces la ecuación

general del  a  en plano tangente W T À
!
es

recta normal

plano
tangente

S

Po(Xo,Yo,Zo)

5.4 CONJUNTOS DE NIVEL

5.5 PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE
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Esta razón de cambio es   cuando  máxima -9= œ "à ß œ !Þ) )es decir para  
Esto ocurre cuando  f9  y ?t  son paralelos.  Por consiguiente la funciónß
escalar  9 9  varía más rápidamente en la dirección del gradiente de .
Además para  ß ) œ !ß se tiene

`

` ?

9

t 
œ ¼ ¼ ¼ ¼f f9 9-9 Þ= ! œ

Por consiguienteß
`

` ?
œ

9

t º7+B

¼ ¼f9 Þ

ñ tUn punto para el cual   se llama .f9 œ ! estacionario

5.2 CONJUNTOS DE NIVEL 
Sea  una función diferenciable en  Una J À W § Ä WÞ‘ ‘$ superficie de nivel
en se define por‘$

 ( )  una  constante.J Bß Cß D œ 5à 5

Análogamente si   es una función escalar bivariable,ß 0 À W § Ä‘ ‘#

diferenciable entonces  una ß curva de nivel se define por

 ( )  una constante.0 Bß C œ 5à 5

5.3  PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL A UNA SUPERFICIE
5.3.1 Una superficie   es la representación gráfica en W ‘$ de una función de la
forma JÐBß Cß DÑ œ !Þ

5.3.2  Si  y   existen y son continuas y ` ` `

`B `C `D
ß

J J J
T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !
 es un punto de la

superficie .Wß B ß C ß D Ñel gradiente de   es normal a la superficie en J  T Ð
! ! ! !

5.3.3 Si T Ð
!
B ß C ß D Ñ Wß

! ! !
 es un punto de la superficie entonces la ecuación

general del  a  en plano tangente W T À
!
es
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` ` `J

`B `C `B

J J(B � B � C � C Ñ � � D Ñ œ !Þ
! ! !
) Ð ÐD

Y las ecuaciones simétricas de la  a  en recta normal W T À
!
son

 B � B C � C D � D
œ œ! ! !

`J `J `J

`B `C `D

Þ

En las anteriores ecuaciones tanto del plano como de la recta las derivadasß ß
parciales se calculan en el punto .T Ð

!
B ß C ß D Ñ

! ! !

5.4  DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea 0 Ät À W § ‘ ‘$ $ una función vectorial de varias variables definida por
0t œ ¢ £0 ÐBß Cß DÑ ß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑ ß

" # $
cuyas componentes son funciones

diferenciables   en  La divergencia del campo vectorial  es un campoWÞ 0t   
escalar denotado por  o . Se define como.3@ À0 0t t    f·

.3@ œ
0 0 0

0 0t t œf· ` `

` B ` C ` D
� � Þ

`
" # $

Al utilizar el operador fß se tiene

f· ·0t œ ¢ £` ` `

` B ` C `D
ß ß ¢ £0 ß 0 ß 0

" # $

ñ 1t Si  y son funciones vectoriales de varias variables diferenciables por0t     
Bß Cß D y  9  función escalar también diferencial por  de la definición seBß Cß Dß
obtiene que

a) f f f· · ·ˆ 0 0t t� 1 œ �t t‰ 1

b) f f f· · ·ˆ9 9 9 0 0t t‰ œ � t0

ñ ß ÐBß Cß DÑUn campo vectorial  para el cual  0 en algún punto se llama0 0t t œ  f·
Solenoidal.

Si  0 se llama  .f·0t  Sumidero

Si  0 se llama  .f·0t ā Fuente

5.5  ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea 0 Ät À W § ‘ ‘$ $ una función vectorial de varias variables definida por
0t œ ¢ £0 ÐBß Cß DÑ ß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑ ß

" # $
cuyas componentes son funciones

diferenciables   en  El rotacional (rotor) del campo vectorial  es un campoWÞ 0t   
vectorial denotado por  o .Se define como<9> 0 0t tf x

<9> œ œ 0 ß 0 ß 0 ß0 0t tf x x¢ £` ` `

` B ` C `D
ß ß  ¢ £" # $

5.6 DIVERGENCIA DE UN CAMPO VECTORIAL

5.7 ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL 
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o bienß

f x 0t

t t t

œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

0 0 0

Þ
` ` `

` B ` C ` D

" # $

 

El desarrollo del determinante por los cofactores de la primera fila  conduce aß À

f x 0t œ ¦
â â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â â§

` ` ` `

` C ` D ` B ` C

` `

` B ` D
0 0 0 0

� ß
0 0

# $ " #" $

ß ß

f x 0 � ß � ß �t œ ¤Š Š Š` `

` C ` C ` B ` D ` B ` C

` ` ` `0 00 0 0 0$ $# " # "‹ ‹� ‹¥Þ

ñ 1t Si  y son funciones vectoriales de varias variables diferenciables por0t     
Bß Cß D y  9  función escalar también diferencial por  de la definición seBß Cß Dß
deducen las siguientes propiedades À

a) f f fx  x xˆ 0 0t � 1 œ �t t‰ t 1

b) f fx ˆ 0t ‰ œ t!

c) f f·ˆ  x 0t ‰ œ t!

ñ ß ÐBß Cß DÑtUn campo vectorial  para el cual  en algún punto se0 0t t œ  fx !
llama .Irrotacional

5.6  LAPLACIANO
5.6.1  LAPLACIANO DE UNA FUNCIÓN ESCALAR
Sea  9( función escalar diferenciable al menos dos veces respecto deBß Cß DÑ
Bß Cß DÞ à Se llama laplaciano de la función  a la divergencia de su gradiente esto9
esß

.3@ Ð1<+. Ñ œ ß9 9f f f· ·ˆ ‰ œ ¢ £` ` `

` B ` C ` D
ß ß

9 9 9

  

f f·ˆ 9 ‰ œ
` ` ` =

`B `C `D
� �

# # #

# # #

9 9 9 .

El operador laplaciano   f f œ# #se define como  ` ` `

`B `C `D
� � Þ

# # #

# # #

De esta forma  el Laplaciano de la función escalar  se define como9

 f#9 œ
` ` `

`B `C `D
� �

# # #

# # #
.

ñ Si 9( es una función escalar diferenciable al menos dos veces respectoBß Cß DÑ
de   y satisface la ecuación   se llama Bß Cß D œ !ßf#9 armónica.

5.8 LAPLACIANO
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ñ De la definición se puede establecer que si  9 <  y    son funciones escalares al
menos dos veces diferenciables entoncesß ß

a)   f f f# # #ˆ9 < 9 <� œ �‰
b) f f f f f# # #ˆ9 < 9 < < 9 9 9‰ œ � � # ·

5.6.1  LAPLACIANO DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL
Sea 0 Ät À W § ‘ ‘$ $ una función vectorial de varias variables definida por
0t œ ¢ £0 ÐBß Cß DÑ ß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑ ß

" # $
cuyas componentes son funciones al

menos dos veces diferenciables   en  WÞ

El laplaciano de la función vectorial es otra función vectorial cuyas0t   
componentes son los respectivos laplacianos  de las funciones  componentes à
esto esß

f f f f# # # #0t œ ¢ £0 ß 0 ß 0
" # $

5.7  IDENTIDADES VECTORIALES PRINCIPALES

Sean  E Ft t   y dos funciones vectoriales diferenciablesà 9 <  y    funciones
escalares diferenciables en todos los puntos de una región del espacio yÐBß Cß DÑ
G ß ßun escalar  entonces

GRADIENTE
a) f G fˆ 9 9‰ œ G

b) f f fˆ9 < 9 <� œ �‰
c) f f fˆ9 < 9 < < 9‰ œ �

d) f f f f fˆ ˆ ˆE F E F E Ft t t tt t t t t     · · · x ( x ( ‰ ‰ ‰œ � � �FtF E Ex ) x )

DIVERGENCIA

a) f f· ·ˆ ˆGE Et t‰ ‰œ G

b) f f f· · ·ˆ E E Ft t�F œ �t t‰
c) f f f· · ·ˆ ˆ9 9 9 E E Et t‰ ‰œ � t

d) x f f f· · ·ˆ ˆ ˆ x xE E Ft tF œ F �Et t tt‰ ‰ ‰
e) f f·ˆ x E œ !t ‰

ROTACIONAL

a) f fx xˆ ˆGE Et t‰ ‰œ G

5.9  IDENTIDADES VECTORIALES PRINCIPALES
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b) f f fx  x xˆ E E Et t� F œ �t ‰ t

c) f f fx x xˆ ˆ9 9 9E E Et tœ �‰ ‰t
c)  x f f f E f E f Fx  ˆ ˆ ˆ ˆ ˆE E F Et F œ F � Ft ‰ ‰ ‰ ‰ ‰t t t tt t t t· · · ·� �

b) f fx 9 œ t!

c) f f E f f E f E  x  x ˆ ˆt t t‰ ‰œ · � #

LAPLACIANO
a) f f f#9 9œ ·̂ ‰
b) f f f f f# # #ˆ9 < 9 < < 9 9 9‰ œ � � # ·

c)  f E f f E f f E# t t tœ ˆ ˆ· ‰ ‰�   x x

d)  f f f# # #ˆ9 < 9 <� œ �‰
e)  f f f f# #ˆ ˆ9 9‰ ‰œ

f)  f f E f f E# #ˆ ˆ· · t t‰ ‰œ

g) f f E f f E# #ˆ ˆ x xt t‰ ‰œ

PROBLEMA  5.1
Sea     una función escalar.9ÐBß Cß DÑ œ < œ B C DÈ # # #� �

Hallar  a)  b)     c)   d) f f f 68 f "Î9 9 9 9à à à Þˆ ˆ ˆ$‰ ‰ ‰
SOLUCIÓN

El vector de posición para un punto se define como  TÐBß Cß DÑ <t œ  Bß Cß D Þ¡
Ahora bien el gradiente de ß 9 se escribe como

a) f9
9 9 9

œ ¢` ` `

`B `C `D
ß ß ß£

f9 œ ¤ B C D
ß ß ßÈ È ÈB � C � D B � C � D B � C � D# # # # # # # # #

¥
f9 œ

"È B � C � D# # #
¢Bß C ß D ß£

f9 œ Þ
<

<

t
 

b) 9$ # # ## # #œ ÐB C D Ñ œ ÐB C D Ñ ßÈ � � � �
$ $Î#
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fˆ9$‰ ¤œ ˆ ‰B � C � D Ð#BÑ Ð#CÑ Ð#BÑ
$ $ $

# # #
# # # "Î#

ß ß ß¥
fˆ9$‰ œ $ˆ ‰B � C � D# # # "Î#¢Bß C ß D ß£
fˆ9$‰ œ $ < < tÞ

c) f 68 f 68 f 68ˆ ˆ ˆ9 9‰ ‰œ œ È ‰B � C � D ß# # #

f 68 f 68 f 68ˆ ’ ’9‰ “ “œ ÐB C D Ñ œ ÐB C D Ñ ß# # # # # #� � � �
"Î# "

#

f 68 f 68ˆ ’9‰ “œ ÐB C D Ñ ß
"

#
# # #� �

f 68ˆ 9‰ ¤œ
B C D B C D B C D

" #B #C #D

#
ß ß ß

# # # # # # # # #� � � � � �
¥

f 68ˆ 9‰ œ
B C D

"
Bß C ß D ß

# # #� �
¢ £

f 68ˆ 9‰ œ <
< <

<"
# #
  
t œ

t
Þ

d) f f fŠ Š ’ˆ" "

9
‹ ‹ “È ‰œ œ B C D ß

B C D# # #

# # # "Î#

� �
� �

�

fŠ ˆ" �

#
Bß C ß # D ß

9
‹ ‰
œ # #

B C D# # # �$Î#
� � ¢ £

f
"Š ˆ" �

Bß C ß D ß
9
‹ ‰œ

B C D# # # $Î#
� �

¢ £

f
"

< <
Š " �

Þ
9
‹ œ <

<
$ $

  
t œ

t
�

PROBLEMA  5.2 

Sea    una función escalar de tres variables.9ÐBß Cß DÑ œ # BD � B C% #

Calcular    y f f9 9½ ¹ ½
Ð#ß #ß "Ñ� �

Þ

SOLUCIÓN

El gradiente de la función escalar    se calcula como9

f9
9 9 9

œ #D � #BC � B¢` ` `

`B `C `D
ß ß œ ß ß )BD ß£ ¢ % # $£

f9¹
Ð#ß #ß "Ñ

% #

� �
œ #Ð "Ñ � #Ð#ÑÐ #Ñ Ð#Ñ¢ � � �ß ß )Ð#ÑÐ "Ñ ß� $£
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f9¹
Ð#ß #ß "Ñ� �

œ "! %¢ ß ß "' Þ� � £
La norma del gradiente de 9  calculada en    se calcula asíT Ð#ß #ß "Ñ À! � �

½ ¹ ½ È È Èf9
Ð#ß #ß "Ñ� �

œ œ $(# œ # *$Þ"! � Ð � %Ñ � Ð � "Ñ# # #

PROBLEMA  5.3 
Demostrar que el operador gradiente es lineal. Esto es si   y  à ÐBß Cß DÑ ÐBß Cß DÑ9 <
son funciones escalares diferenciables  y escalares entoncesß + , ß ß

f + f fˆ 9 9� , � ,< <‰ œ + Þ

DEMOSTRACIÓN
Por definición de gradiente de una función escalar y por las propiedades de las
derivadas parciales  se tiene queß

f +ˆ 9 � ,<‰ œ ¢ £` � , ` � , ` � ,

` ` `

ˆ ˆ ˆ+ + +9 9 9< < <‰ ‰ ‰
B C D   

ß ß ß

f +ˆ 9 � ,<‰ œ ¢ £` ` , ` ` , ` ` ,

` ` ` C ` C ` `
� � �

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ+ + +9 9 9‰ ‰ ‰ ‰ ‰ ‰
B B D D      

< < <
ß ß ß

f +ˆ 9 � ,<‰ œ ¢ £+` , ` +` , ` +`

` ` ` C ` C ` `
� � �

, `9 9 9

B B D D      
< < <
ß ß ß

‰

f +ˆ 9 � ,<‰ œ ß¢ £ ¢ £+` +` +` , ` , `

` ` C ` ` ` C `
ß

, `9 9 9

B D B D      
ß ß � ß

< < <‰

f +ˆ 9 � ,<‰ œ + ß¢ £ ¢ £` ` ` ` `

` ` C ` ` ` C `
ß

`9 9 9

B D B D      
ß ß � , ß

< < <‰
f + f fˆ 9 9� , � ,< <‰ œ + .

PROBLEMA  5.4 

Sea   una función escalar de tres variables y9ÐBß Cß DÑ œ # BD � B C% #

Et œ ¢# "ß ß "� � £ un vector de ‘$.

a) Calcular  la derivada direccional de   en la direcciòn de  9 Et  en cualquier
punto  TÐBß Cß DÑÞ

b) en el puntoCalcular  la derivada direccional de  en la direcciòn de  9 Et  
T Ð"ß #ß #ÑÞ! � �

c) Hallar el valor de la  máxima.derivada direccional
d) Dirección en la cual l  es máxima.derivada direccional

SOLUCIÓN

a) Para la  función  el gradiente en cualquier punto se calcula como9ß
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f9
9 9 9

œ #BCD � %D B D¢` ` `

`B `C `D
ß ß œ ß ß B C � )BD£ ¢ # # # £.

El vector unitario  en la dirección según  Et se define como

 ? # "
# "

# "
t œ

 
 
E

E
Þ

t

t¼ ¼ ½ ½œ œ
"

'

¢
¢ ¢ß ß "

ß ß "
ß ß "

�

�
�

�

�
�

£
£ £È

Por tanto la derivada direccional de   en la direcciòn de  9 Et en cualquier punto
TÐBß Cß DÑß se calcula como

`

` ?

9

t

"

' 
œ ? #BCD � %D B D # "f9 · ·t œ ¢ # #ß ß B C � )BD# £ È ¢ ß ß "� � ß£

`

` ?

9

t

"

' 
œ %BCD � )D � B DÈ ˆ # # � B C � )BD Þ# ‰

b) El gradiente de  9  calculado en el punto T Ð"ß #ß #Ñ! � �  es

 f9Ð"ß � #ß � #Ñ œ ¢#Ð"ÑÐ � #ÑÐ � #Ñ � %Ð � #Ñ " Ð � #Ñ " Ð � #Ñ Ð � #Ñ# #ß ß � )Ð"Ñ ß# £
f9Ð"ß � #ß � #Ñ œ ¢#% � # � ")ß ß Þ£

De esta forma la derivada direccional de   9   en la direcciòn de  Et  en el punto
T Ð"ß #ß #Ñß! � � se calcula como

`

` ?

9
9

t
Ð"ß � #ß � #Ñ œ Ð"ß � #ß � #Ñ

"

' 
f · È ¢# "ß ß "� � £ß

`

` ?

9

t
Ð"ß � #ß � #Ñ œ # � # � # œ œ 'Þ

" '

' ' È Èˆ ‰ È
c) El valor de la derivada direccional máxima esß

`

` ?
œ ß

9

t ¹7+B
¼ ¼ Éf9Ð"ß � #ß � #Ñ � #Ñ � Ðœ #% � Ð � ")Ñ# ##

`

` ?
œ *!% œ #

9

t
##'Þ

 ¹ È
7+B

È
d) La dirección en la cual la derivada direccional es máxima se escribe como

@ œt
f

f

ß ß9

9¼ ¼ Èœ ß
##'

¢#% � # � ")

#

£

@ œt
f

f
ß ß

9

9¼ ¼ Èœ
"

##'
¢"# � " � *£Þ 
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PROBLEMA  5.5

Hallar la derivada direccional de  9ÐBß Cß DÑ œ BC � #BD � C � D# # en el punto
T Ð"ß #ß " Ñ <Ð>Ñ! � a lo largo de la curva    definida por   > t œ ¢ £>ß > $ß >� #  en la
dirección creciente de DÞ

SOLUCIÓN

Inicialmente se debe encontrar el valor del parámetro  para el cual el punto>
T Ð"ß #ß " Ñ! �  efectivamente pertenece a la curva  .  Un punto cualquiera de la>
curva  es   se obtienen tresTÐ T ß>ß > $ß > ÑÞ T� #  Al igualar los puntos  y !

ecuaciones:
> œ "à > � $ œ � #à > œ "Þ#

De cualquiera de las tres ecuaciones se obtiene que  Por tanto el punto> œ "Þ
T Ð"ß #ß " Ñ! �  pertenece a la curva  .>

En seguida se encuentra el vector unitario sobre el cual se calcula la derivadaß
direccional. Para ello  se calcula el vector tangente a la curva en  ß T Ð"ß #ß " Ñß! �

así À

?t œ
 
 
<

<

t Ð>Ñ

t Ð>Ñ

"ß "ß #> "ß "ß #>

"ß "ß #> # � %>

w

w #¼ ¼ È¼ ¼œ œ
¢ £ ¢ £
¢ £ .

Para  > œ "ß ? t œ "

'
ÞÈ ¢ £"ß "ß #

El gradiente de  la función  9  se calcula como

f9 œ ¢ £C � #Dß B � #Cß #B � #D ß

f9 Ð"ß � #ß " Ñ œ ¢ £!ß &ß % Þ

De esta forma  se calcula la derivada  direccionalß

 `

` ?

9

t

"

'
ß

 
œ ?f9 · ·t œ !ß &ß % "ß "ß #¢ £ ¢ £È

`

` ?
œ

9

t

" "$ "$ '

' '
Ð Ñ œ œ Þ

' È È
È

! � & � )

PROBLEMA  5.6 
Considerar la función escalar 9ÐBß Cß DÑ œ #B C $C D � D$ # #� .
a) en el punto en la dirección haciaHallar la razón de cambio de  9 T Ð"ß #ß " Ñ! �

T Ð$ß "ß &ÑÞ" �

b) ¿ Cuál es la magnitud de la mayor rapidez de cambio?
c) ¿ En qué dirección  a partir de es máxima la rapidez de cambio?ß T ß!
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SOLUCIÓN

a) El vector que se origina en  con punto final    esT T À! "

T T œ! " ¢ £$ "ß " #ß & � " #ß $ß '� � � �œ Þ¢ £
El vector unitario en la dirección de  T T À! "  es

?t œ #ß $ß ' 
¢ £
¢ £ ¢ £#ß � $ß '

#ß � $ß '
œ

"

(½ ½ � ß

El gradiente de la función escalar  9  se escribe como

f9 œ ¢ £'B Cß #B 'CDß $C# $ #� � Þ

f9Ð"ß #ß " Ñ� œ ¢ £"#ß "%ß "#� Þ

Por tantoß  la rapidez de cambio o derivada direccional de 9 en el punto
T Ð"ß #ß " Ñ T T ß! ! "� en la dirección de   se escribe

 `

` ?

9

t

"

( 
œ ?f9 · ·t œ "#ß "%ß "# #ß $ß '¢ £ ¢ £� � ß

` *!

` ? (
Þ

9

t 
œ �

b) La magnitud de la  razón de cambio máxima es
`

` ?
œ

9
9

t ¹7+B
½ ½f Ð"ß #ß " Ñ "# � "% � "#Ñ� œ � ÐÉ # ##

`

` ?
œ

9

t ¹7+B

È%)% œ ##Þ

c) La dirección de la rapidez de cambio máxima se escribe comoß

@t œ 'ß (ß '
f

f

9

9¼ ¼
¢ £ ¢ £œ œ
"#ß "%ß � "#

## ""

"
� Þ

PROBLEMA  5.7 
a) Hallar la derivada direccional de la función escalar 9ÐBß Cß DÑ œ BC � D � BCD# $

en el punto  en la dirección que forma ángulos de  y  T Ð"ß "ß # Ñ '! ß %& '! ß!
9 9 9

respectivamente  con los ejes coordenados.ß

b)  magnitud de la derivada direccional máxima.Hallar la 
c) la dirección de la  máxima  derivada direccional.Hallar 

SOLUCIÓN

a) El vector unitario requerido para calcular la derivada direccional es
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? '! ß -9= %& '!t œ -9= ß -9= œ "ß ß " Þ
"

#
¢ £ È È9 9 9 œ ß #

" # "

# # #
¢ £ß ¢ £

El gradiente de la función 9  se escribe comoß

 f9 œ ¢ £C � CD# ß #BC � BDß $D � BC# Þ

f9Ð"ß "ß # Ñ œ ¢ £� Þ"ß !ß ""

La derivada direccional de la función   se escribe como9 en la dirección de  ?t

 `

` ?

9

t

"

#
#

 
œ ?f9 · ·t œ � "ß !ß "" "ß ß "¢ £ ¢ £È ß

`

` ?
œ

9

t

"

# 
Ð � " � ""Ñ œ &Þ

b) L  magnitud de la derivada direccional máxima se calcula asía ß

`

` ?
œ

9
9

t ¹7+B
½ ½f Ð Ñ "##� "ß !ß "" œ È ß

`

` ?
œ

9

t ¹7+B

È%)% œ ##Þ

c) La dirección de la  máxima  derivada direccional es

@t œ
f

f

9

9¼ ¼ œ œ � "ß !ß "" Þ
� "ß !ß "" "¢ £ ¢ £È È"## "##

PROBLEMA  5.8

La temperatura en cualquier punto  del espacio tridimensional laÐBß Cß DÑ ß

determina la función  donde la distancia se mide enXÐBß Cß DÑ œ ß
'!

B � C � D � $# # #

pulgadas.

a) Encontrar la rapidez de cambio de la temperatura en el punto enTÐ$ß � #ß #Ñß

la dirección del vector  Et œ   ¡� #ß $ß � ' Þ

b) Encontrar la dirección y la magnitud de la máxima rapidez de cambio de  enX
TÐ$ß � #ß #Ñ.

SOLUCIÓN

La longitud del vector Et  es

¼ ¼ È È ÈEt œ Ð � #Ñ � $ � Ð � 'Ñ œ % � * � $' œ %* œ (Þ# # #

El vector unitario  ? Etß ßt en la dirección del vector  es

?
E

E
t

t

t
œ œ

"

(¼ ¼ £¢ £� �#ß $ß ' œ Þ¢� ß
# $ '

( ( (
ß �
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Ahora bien el gradiente de  esß X

fXÐBß Cß DÑ œ
� "#!

ÐB � C � D � $Ñ# # # #
  ¡Bß Cß D Þ

El gradiente de calculado en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß  es el vector

fXÐ Ñ œ$ß � #ß # $ß #ß # $ß #ß #
� "#!

Ð#!Ñ "!
œ � Þ

$
#
¢ £ ¢ £� �

Por lo tantoß

a) La rapidez de cambio de  en el punto X TÐ$ß � #ß #Ñß  en la dirección del
vector  ?tß es

`X

` ?t
œ $ß � #ß # ? œ $ß #ß #fXÐ Ñ · · t � ß

$

"!
ß �¢ £� ¢� ß

# $ '

( ( (
£

`X $ (# $'

` ? "! "! &
œ

t
œ Ð' � ' � "#Ñ œ Þ�

b) La mayor rapidez de cambio la determinade  en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß¼ ¼fXÐ Ñ$ß � #ß # à esto es

¼ ¼ É ÈfXÐ Ñ$ß � #ß # œ $ � Ð � #Ñ � # œ "(Þ
$ $

"! "!
# # #

En el punto la dirección de mayor rapidez de cambio de  TÐ$ß � #ß #Ñ seX
escribe como

@
$ß #ß #

t œ œ
fXÐ Ñ

fXÐ Ñ

$ß � #ß #

$ß � #ß #¼ ¼ È
�

"(

$
"!

$
"!

¢ £�
ß

@ œt ¤�
$ # #

ßÈ È È"( "( "(
ß � ¥Þ

PROBLEMA  5.9

Sea la función en tres variables . Demostrar que laJÐBß C ß DÑ œ
B C D

+ , -
� �

# # #

# # #

derivada de la función  en cualquier punto ) en la dirección que vaJ TÐB ß C ß D ß
desde este punto al origen de coordenadas es À

`J #J

` ? <
œ �

t
ß < œ B C � D Þdonde  È # # #�

SOLUCIÓN
El vector originado en T ÐBß Cß DÑ y con punto final en  S Ð!ß !ß !Ñ se define por

T S œ   � Bß � Cß � D¡ œ �  Bß Cß D¡Þ
La longitud del vector  T S es

¼T S ¼ œ ÈÐ � BÑ# � Ð � CÑ# � Ð � DÑ# œ ÈB# � C# � D#Þ

Por tanto en la figura 5.2ß el vector unitario en esa dirección es

¨

¨

:
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Ahora bien el gradiente de  esß X

fXÐBß Cß DÑ œ
� "#!

ÐB � C � D � $Ñ# # # #
  ¡Bß Cß D Þ

El gradiente de calculado en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß  es el vector

fXÐ Ñ œ$ß � #ß # $ß #ß # $ß #ß #
� "#!

Ð#!Ñ "!
œ � Þ

$
#
¢ £ ¢ £� �

Por lo tantoß

a) La rapidez de cambio de  en el punto X TÐ$ß � #ß #Ñß  en la dirección del
vector  ?tß es

`X

` ?t
œ $ß � #ß # ? œ $ß #ß #fXÐ Ñ · · t � ß

$

"!
ß �¢ £� ¢� ß

# $ '

( ( (
£

`X $ (# $'

` ? "! "! &
œ

t
œ Ð' � ' � "#Ñ œ Þ�

b) La mayor rapidez de cambio la determinade  en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß¼ ¼fXÐ Ñ$ß � #ß # à esto es

¼ ¼ É ÈfXÐ Ñ$ß � #ß # œ $ � Ð � #Ñ � # œ "(Þ
$ $

"! "!
# # #

En el punto la dirección de mayor rapidez de cambio de  TÐ$ß � #ß #Ñ seX
escribe como

@
$ß #ß #

t œ œ
fXÐ Ñ

fXÐ Ñ

$ß � #ß #

$ß � #ß #¼ ¼ È
�

"(

$
"!

$
"!

¢ £�
ß

@ œt ¤�
$ # #

ßÈ È È"( "( "(
ß � ¥Þ

PROBLEMA  5.9

Sea la función en tres variables . Demostrar que laJÐBß C ß DÑ œ
B C D

+ , -
� �

# # #

# # #

derivada de la función  en cualquier punto ) en la dirección que vaJ TÐB ß C ß D ß
desde este punto al origen de coordenadas es À

`J #J

` ? <
œ �

t
ß < œ B C � D Þdonde  È # # #�

SOLUCIÓN
El vector originado en T ÐBß Cß DÑ y con punto final en  S Ð!ß !ß !Ñ se define por

T S œ   � Bß � Cß � D¡ œ �  Bß Cß D¡Þ
La longitud del vector  T S es

¼T S ¼ œ ÈÐ � BÑ# � Ð � CÑ# � Ð � DÑ# œ ÈB# � C# � D#Þ

Por tanto en la figura 5.2ß el vector unitario en esa dirección es

 1Operadores  Diferenciales 05

Ahora bien el gradiente de  esß X

fXÐBß Cß DÑ œ
� "#!

ÐB � C � D � $Ñ# # # #
  ¡Bß Cß D Þ

El gradiente de calculado en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß  es el vector

fXÐ Ñ œ$ß � #ß # $ß #ß # $ß #ß #
� "#!

Ð#!Ñ "!
œ � Þ

$
#
¢ £ ¢ £� �

Por lo tantoß

a) La rapidez de cambio de  en el punto X TÐ$ß � #ß #Ñß  en la dirección del
vector  ?tß es

`X

` ?t
œ $ß � #ß # ? œ $ß #ß #fXÐ Ñ · · t � ß

$

"!
ß �¢ £� ¢� ß

# $ '

( ( (
£

`X $ (# $'

` ? "! "! &
œ

t
œ Ð' � ' � "#Ñ œ Þ�

b) La mayor rapidez de cambio la determinade  en el punto X ß T Ð$ß � #ß #Ñß¼ ¼fXÐ Ñ$ß � #ß # à esto es

¼ ¼ É ÈfXÐ Ñ$ß � #ß # œ $ � Ð � #Ñ � # œ "(Þ
$ $

"! "!
# # #

En el punto la dirección de mayor rapidez de cambio de  TÐ$ß � #ß #Ñ seX
escribe como

@
$ß #ß #

t œ œ
fXÐ Ñ

fXÐ Ñ

$ß � #ß #

$ß � #ß #¼ ¼ È
�

"(

$
"!

$
"!

¢ £�
ß

@ œt ¤�
$ # #

ßÈ È È"( "( "(
ß � ¥Þ

PROBLEMA  5.9

Sea la función en tres variables . Demostrar que laJÐBß C ß DÑ œ
B C D

+ , -
� �

# # #

# # #

derivada de la función  en cualquier punto ) en la dirección que vaJ TÐB ß C ß D ß
desde este punto al origen de coordenadas es À

`J #J

` ? <
œ �

t
ß < œ B C � D Þdonde  È # # #�

SOLUCIÓN
El vector originado en T ÐBß Cß DÑ y con punto final en  S Ð!ß !ß !Ñ se define por

T S œ   � Bß � Cß � D¡ œ �  Bß Cß D¡Þ
La longitud del vector  T S es

¼T S ¼ œ ÈÐ � BÑ# � Ð � CÑ# � Ð � DÑ# œ ÈB# � C# � D#Þ

Por tanto en la figura 5.2ß el vector unitario en esa dirección es

¨

(
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PROBLEMA  5.10
Encontrar las ecuaciones generales del plano tangente y la recta normal a las
superficies dadas en el punto indicado À

a) D œ B � C à T Ð# #
!
"ß # ß &Ñ

b) B � � à T Ð
# # #

"' * "'

C D
œ ! % Ñ

!
ß $ ß %

c) B C � C œ "%à T Ð# # #�  
!
"ß � # ß $ÑÞ

SOLUCIÓN
a) Sea Inicialmente se debe constatar que el puntoJÐBß Cß DÑ œ B � C � D œ !Þ# #

T Ð
!
"ß # ß &Ñ ß pertenece a la superficie dada un parabolide circular en este caso.

En efectoß J Ð"ß # ß &Ñ œ "# � ## � & œ !Þ Esto significa  que el punto T
!
 pertenece al 

parabolide circular como se observa en la figura 5.3.
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Figura 5.2  Vector con punto inicial (x, y, z) y punto final (0,0,0)
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De acuerdo con el Parágrafo el gradiente de la función  se calcula&Þ$ß J ÐBß Cß DÑ
así À

fJ œ #B #C � "¢`J `J `J

`B `C `D
ß ß £ œ à¢ £ß ß

fJ #Ð"Ñ #Ð#Ñ � " # % � "Ð"ß # ß & ß ß ß ßÑ œ œ Þ  ¡ ¢ £
Por tanto la ecuación general del plano tangente al parabolide circular cuyaß ß
ecuación es   esD œ B � C ß T Ð# # en el punto  

!
"ß # ß &Ñ À

#ÐB "Ñ � %ÐC #Ñ � "ÐD &Ñ œ !ß� � �

#B � %C � D � & œ !Þ

Y las ecuaciones simétricas de la recta normal  son À

.B " C # D &

# % � "
œ œ

� � �

b) La relación  B � �
# # #

"' * )

C D
œ ! corresponde a un cono elíptico. Figura &Þ%Þ
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B

� �
# # #

"' * )

C D
ß

!
% Ñß $ ß %  es un

punto del cono elítico À

 es un punto del cono.JÐ%ß $ß %Ñ œ T Ð
%

� �
# # #

"' * )

$ %
œ !ÞPor tanto 

!
% Ñß $ ß %

 Al calcular el gradiente de se obtieneJ À
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Figura 5.3  Plano tangente y recta normal a z = x2 + y2 en (1,2,3)
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De esta forma la ecuación del plano tangente al cono elíptico B � �
# # #

"' * )

C D
œ !en

el punto T Ð
!
% Ñ Àß $ ß %  es

" #

# $
ÐB � %Ñ ÐC � $Ñ � "ÐD � %Ñ œ !ß�

Al efectuar y simplificar À

" #

# $
B � C � D œ !à $B � %C � 'D œ !Þ 

Y las ecuaciones simétricas de la recta normal se escriben como

B � % C � $ �

$ % �
œ œ

D %

'
Þ

c) En este caso se pide calcular las ecuaciones de plano tangente y recta
normal a la superficie esférica   en el punto B C � C œ "% T Ð# # #�

!
"ß � # ß $ÑÞ

Al verificar si el punto  pertenece a la esfera se tieneT Ð
!
"ß � # ß $Ñ À

" � Ð$Ñ œ " � % � * œ "%Þ# # #� Ð � #Ñ

Se concluye que el punto T Ð
!
"ß � # ß $Ñ pertenece a la esfera.

Si  entoncesJÐBß Cß DÑ œ B C � D � "% œ !ß ß# # #�

fJ œ #B C¢`J `J `J

`B `C `D
ß ß £ œ ¢ £ß # ß #D ß

Observe la figura 5.5
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f #Ð"Ñ #ß %ßJ Ð Ñ œ œ Þ"ß � # ß $ ß #Ð � #Ñß #Ð$¢ £ ¢ £Ñ � '

La ecuación del plano tangente a la superficie esferica   en elB C � D œ "%# # #�

punto  T Ð
!
"ß � # ß $ÑÑ se escribe como

#ÐB � "Ñ � %ÐC � #Ñ � 'ÐD � $Ñ œ !ß

B � #C � $D � "% œ !Þ

Las ecuaciones simétricas de la recta normal son:
B � " C � # D � $

" � # $
œ œ Þ

PROBLEMA 5.11
Demostrar que las superficies JÐBß Cß DÑ œ B � C � D � )B � )C � 'D � #% œ !# # #

y  son tangentes en el punto  KÐBß Cß DÑ œ B � $C � #D � * œ ! T Ð# # #
!
#ß " ß "ÑÞ

SOLUCIÓN
Inicialmente se debe constatar que el punto  T Ð

!
#ß " ß ") es común a las dos

superficies À

J Ð#ß "ß "Ñ œ ## # #� " � " � )Ð#Ñ � )Ð"Ñ � 'Ð"Ñ � #% œ !Þ

 KÐ#ß "ß "Ñ œ # � $Ð"Ñ � #Ð"Ñ � * œ !Þ# # #

Se comprueba que el punto T Ð
!
#ß " ß "Ñ pertenece a las dos superficies.

Para demostrar que las superficies dadas son tangentes en el punto T ß
!

sus
respectivos planos tangentes deben ser iguales. Entoncesß

fJ œ B � ) C � ) D � '¢ £`J `J `J

`B `C `D
ß ß œ #¢ £ß # ß # ß
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fJÐ#ß "ß "Ñ œ Ð#Ñ � ) Ð"Ñ � ) Ð"Ñ � '¢ £# ßß # ß #

fJÐ#ß "ß "Ñ œ ¢ £� %ß � 'ß � % Rœ  t Þ"

El vector  es un vector normal del plano tangente a la R ß � 'ß � %t
" œ � %  £

superficie . Este plano tangente tiene como ecuaciónJ T Ð en el punto  
!
#ß "ß "Ñ

general a À

� %ÐB � #Ñ � 'ÐC � "Ñ � %ÐD � "Ñ œ !ß

#B � $C � #D � * œ !Þ

Análogamenteß

fK œ B C¢ £`K `K `K

`B `C `D
ß ß œ # ß¢ £ß ' ß %D

fKÐ Ñ œ Ð#Ñ Ð"Ñ#ß "ß " ¢ £ ¢ £# œ % œß ' ß %Ð"Ñ ß 'ß % Rt Þ#

El vector  es un vector normal del plano tangente a la R ß )ß "!t
# œ '¢ £�

superficie  . La ecuación general de este plano es:K T Ð en el punto 
!
#ß "ß "Ñ

 %ÐB � #Ñ � 'ÐC � "Ñ � %ÐD � xÑ œ !à

#B � $C � #D � * œ !Þ

Como los planos tangentes a las respectivas superficies en el punto común T
!

son iguales entonces se concluye que las superficies son tangentes.ß

PROBLEMA 5.12
Demostrar que la ecuación general del plano tangente a la superficie central
definida como  en el punto  +B � ,C � -D œ 5ß# # # T ÐB ß C ß D Ñ

! ! ! !
viene dada por

+ B � , C � - D œ 5B C D
! ! !

.
Y las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie en  T ÐB ß C ß D Ñ

! ! ! !
 se

escriben como
.B � B C � C D � D

B C D
œ œ! ! !

! ! !
+ , -

SOLUCIÓN
Según los datos del problema el punto T ÐB ß C ß D Ñ

! ! ! !
 pertenece a la superficie

central  entonces+B � ,C � -D œ 5ß ß# # #

+B � ,C � -D œ 5Þ! ! !
# # #

Ahora bien sea   El gradiente de paraß J ÐBß Cß DÑ œ + B � , C � - D � 5 œ !Þ JB C D
! ! !

cualquier punto se calcula asíTÐBß Cß DÑß À

fJ œ B C¢ £   ¡`J `J `J

`B `C `D
ß ß œ #+ Þß #, ß #-D
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Este gradiente calculado en  T ÐB ß C ß D Ñ À
! ! ! !

 conduce a

fJ œ B CÐ B ß C ß D
! ! !

Ñ #+ Þ  ¡
! !
ß #, ß #-D

!

De esta forma la ecuación general del plano tangente a la superficie en  T À
!
 es

#+B ÐB � C ÐC � ÐD � D
! !

B Ñ � C Ñ � Ñ œ !à
! ! !

#, #-D
!

Al operar y simplificar se obtiene À

+ B � , C � - D � Ð+B � ,C � -D Ñ œ !ÞB C D
! ! ! ! ! !

# # #

Como  entonces al reemplazar se llega a+B � ,C � -D œ 5ß À! ! !
# # #

 o bien+ B � , C � - D � 5 œ !ßB C D
! ! !

+ B � , C � - D œ 5ÞB C D
! ! !



Consecuentemente las ecuaciones simétricas de la recta normal a la supeficieß
en T ß

!
se escriben como

B � B C � C D � D

B C D
œ œ! ! !

! ! !
+ , -

.

PROBLEMA 5.13
Calcular las ecuación general y las ecuaciones simétricas a la superficie definida
como en el punto  B � C � D � BCD � ' œ !$ $ $ T Ð"ß #ß � "ÑÞ

!

SOLUCIÓN 

Sea Se verifica inicialmente que el puntpJÐBß Cß DÑ œ B � C � D � BCD � ' œ !Þ$ $ $

T Ð"ß #ß � "Ñ
!

 pertenece a la superficie dada.

JÐBß Cß DÑ œ " � # � Ð � "Ñ � Ð"ÑÐ#ÑÐ � "Ñ � ' œ !Þ$ $ $ $

Se puede ver que T Ð"ß #ß � "Ñ
!

 hace parte de la superficie.

El gradiente de en cualquier punto se calcula asÍJ TÐBß Cß DÑ À

fJ œ ¢ £`J `J `J

`B `C `D
ß ß œ $B � CDß $C � BDß $D � BC¢ £# # # Þ

El cálculo de fJ  en el punto T Ð"ß #ß � "Ñ À
!

 conduce a

fJ œ( )"ß #ß � " ¢ £$Ð"Ñ � Ð#ÑÐ � "Ñß $Ð#Ñ � Ð"ÑÐ � "Ñß $Ð � "Ñ � Ð"ÑÐ#Ñ ß# # #

fJ œ( )"ß #ß � " ¢ £"ß ""ß & Þ

Por tanto la ecuación general del plano tangente a la superficie dada en T
!
 se

escribe como

"ÐB � "Ñ � ""ÐC � #Ñ � &ÐD � "Ñ œ !ß

B � ""C � &D � ") œ !Þ

La ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie dada en T À
!
 son
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.B � " C � # D � "
œ œ

" "" &

PROBLEMA 5.14

Si   E Et tœ ¢ £BCD BC D B CD ß# # #ß ß hallar  f·   en  T Ð$ß "ß #ÑÞ! � �

SOLUCIÓN

f· ·Et œ ¢ £` ` `

`B `C `D
ß ß ¢ £BCD BC D B CD# # #ß ß ß

f·Et œ
` ` `

`B `C `D
Ð Ð Ð ßBCD Ñ � BC DÑ � B CD# # # Ñ

f·Et œ CD � BCD � B CÞ# ##

La divergencia del campo vectorial  Et evaluada en   se escribeT Ð$ß "ß #Ñ! � �

como
 f·EtÐ$ß "ß #Ñ œ� � Ð "ÑÐ #Ñ � � Ð$Ñ Ð "Ñß� � �# ##Ð$ÑÐ "ÑÐ #Ñ� �

 f·EtÐ$ß "ß #Ñ œ % � "# * œ "Þ� � � � �

PROBLEMA  5.15

Si  Et t    y  son campos vectoriales diferenciables  y    es un campo escalarF 9
diferenciable en todos los puntos  de demostrar que‘$ß

a) f f f· · ·ˆ E E Ft t�F œ �t t‰
b) f f f· · ·ˆ ˆ9 9 9 E E Et t‰ ‰œ � t

SOLUCIÓN

Sean donde las y son funciones E Ft œ œt¢ £ ¢ £+ + + ß , + ,
" "# $ # $
ß ß ß , ß ,    3 3

escalares  diferenciables por AdemásBß C DÞ ß 9 9œ ÐBß Cß DÑ es función escalar
también diferenciable Entonces ppor or definición de gradiente y enBß Cß DÞ ß
correspondencia con las propiedades de las derivadas parciales  se escribeß

a) f· ·ˆ Et�F œt ‰ ¢ £` ` `

`B `C `D
ß ß ¢ £ˆ ˆ ˆ+ , + , + , ß

" " # # $ $� � �‰ ‰ ‰ß ß

f·̂  E ßt�F œt ‰ ` ` `

`B `C `D

ˆ ˆ ˆ+ , + , + ,
" " # # $ $� � �‰ ‰ ‰

� �

 f·̂ Et�F œt ‰ ` ` ` `

`B `B `C `C `D `D
� � ß

` `+ , + , + ,
" " # # $ $� � �

f·̂  Et�F œt ‰ ” ”` ` ` , ` ,

`B `C `D `B `C `D

` ` ,
� ß

+ + +
" # " #$ $� � � �• •
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f· · ·ˆ Et�F œt ‰ ¢ £ ¢ £` ` ` ` ` `

`B `C `D `B `C `D
ß ß ß ß¢ £ ¢ £+ + + ,

" "# $ # $
ß ß ß , ß ,� ß

f f f· · ·ˆ E E Ft t�F œ �t t‰ 

b) f f f· · · ˆ ’9 9 9 9 9 Et ‰ œ ¢ £“ ¢ £+ + + œ + + +
" "# $ # $
ß ß ß ß ß

f·ˆ9 9 9 9 Et ‰ œ
` ` `

`B `C `D
Š Š Š+ + +

" # $
‹ ‹ ‹� � ß

f·ˆ9 9 9 9
9 9 Et ‰ œ

` ` ` `

`B `B `C `C `D `D
� � � � � ß

` `9
+ + +

+ +
" # $

# $+
"

f·ˆ9 9 9 9
9 9 Et ‰ ” ”œ

` ` `

`B `C `D `B `C `D
� � � � � � ß

` ` `9
+ + +

+ + +
" # $

" # $• •
f f f· · ·ˆ9 9 9 Et ‰ œ ¢ £ ¢ £+ + + + + +

" "# $ # $
ß ß ß ß� ß

f f f· · ·ˆ ˆ9 9 9 E E Et t‰ ‰œ � t 

PROBLEMA  5.16

Probar que f·’ “<

<
œ !ß <

t
$

donde t œ ¢ £B C Dß ß es el vector de posición  y
< œ ÈB � C � C# # # es su magnitud.

DEMOSTRACIÒN

En correspondencia con la propiedad demostrada en el  Problema b) hacer# ß

Et œ <t   y   9 œ
"

<$
y obtener que

f f f· · ·’ “ ’ “< "

< <

t
$ $

œ
"

<$
< � <Þt t  (a)

Peroß

f f f’ “ ’ “” •"

<

"
$

œ œ ßŠ ‹ÈB � C � C# # #
$

ˆB � C � C# # # �$Î#‰
f’ “" $

< #$
œ � ˆB � C � C# # # �&Î#‰ ¢ £# B C Dß # ß # ß

f’ “"

<$
œ � $ˆB � C � C# # # �&Î#‰ ¢ £B C Dß ß ß

f’ “"

<$
œ � $<�&Î# < Þt  (b)

Por otra parteß

f f· ·< œt ¢ £B C Dß ß œ
` `C `D

`B `C `D
� �

B
œ " � " � " œ $Þ (c)

Al reemplazar  b c  en  (a) se obtieneÐ Ñ C Ð Ñ ß À



   130           Cálculo Vectorial   130           Cálculo Vectorial   130           Cálculo Vectorial   130           Cálculo Vectorial   130           Cálculo Vectorial114  Aplicaciones de Cálculo Integral 

f· ·’ “<

<

t
$

œ � $ Ð$Ñß
"

<
<�& < < �t t

$

f·’ “<

<

t
$

œ � $ $ $< < œ � < � <�& �$ �$ �$< � $ œ !Þ# 

PROBLEMA  5.17

Si  Et œ ¢ £$ BCD #BC CD ß# $ß ß � B#  9 œ $B � CD T Ð"ß "ß "Ñß T#
! !  y  calcular en  �  

a  c)Ñ à Þf f f f· · · E Età  b)  t 9 9

SOLUCIÓN

a) f·Et œ
` ` `

`B `C `B
$ˆ ˆ ˆBCD � #BC � CD ß# $‰ ‰ ‰� B#

f·Et œ $CD � 'BC � CÞ# # B#

f·Et œ¹
Ð"ß "ß"Ñ�

$Ð "Ñ� Ð"Ñ � 'Ð"ÑÐ "Ñ Ð"Ñ ß# #� � #Ð "Ñ�

f·Et œ $ � ' � " œ %Þ¹
Ð"ß "ß"Ñ�

�

b) f9 œ ¢ £'B Dß ß � C� Þ

f9¹
Ð"ß "ß"Ñ�

œ ¢ £' "ß ß "� Þ

Et œ¹
Ð"ß "ß"Ñ�

¢ £$Ð"ÑÐ � "ÑÐ"Ñ #Ð"ÑÐ "Ñ# $ß ß � Ð"Ñ Ð � "ÑÐ"Ñ� ß#

Et œ¹
Ð"ß "ß"Ñ�

¢ £� � Þ$ß #ß "

Entoncesß

Et· ·f9¹
Ð"ß "ß"Ñ�

œ ß ß "¢ £ ¢ £� � � ß$ß #ß " ' "

Et· f9¹
Ð"ß "ß"Ñ�

œ ") � # � " œ � "&Þ�

c) f f f· ·9 œ ¢ £'B Dß ß � C� ß

f f· 9 œ
`Ð'BÑ `Ð � DÑ `Ð � CÑ

`B `C `D
� � Þœ ' � ! � ! œ '

PROBLEMA  5.18

Mostrar que Et œ ¢ £#B )BC D $B $BC# # $� �ß ß � %C D #B D# # $�  es un campo
vectorial no solenoidalß F  pero el campo  t œ tBCD#E solenoidalsí es .
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SOLUCIÓN

Un campo vectorial  E Et  es solenoidal  si f· t œ !Þ

En este casoß

f·Et œ
` ` `

`B `C `B
ˆ ˆ ˆ#B � )BC D $B � $BC# # $‰ ‰ ‰� � ß� %C D � #B D# # $

f·Et œ %B � )C D � $B � $B � )C D � #B ß# $ # $

f·Et œ B � B Á !Þ$

Por consiguiente  el campo vectorial  es no solenoidal.ß Et Peroß

Ft œ œtBCD BCD# #E ¢ £#B )BC D $B $BC# # $� � ßß ß � %C D #B D# # $�

Ft œ œtBCD#E ¢ £#B CD )B C D $B C D $B C D$ # # $ $ % # # # # # $� � Þß ß � %BC D #B CD$ % %�

Entoncesß

f·Ft œ ` ` `

`B `C `B
ˆ ˆ ˆ#B CD � )B C D � $B C D � $B C D � ß$ # # $ $ % # # # # # $‰ ‰ ‰� %BC D � #B CD$ % %

f·Ft œ 'B CD "'BC D 'B CD 'B CD œ !Þ# # $ $ % # # # #� �� ß � "'BC D 'B CD$ $ %�

Este resultado muestra que el campo  Ft es solenoidal.

PROBLEMA  5.19

Si Et œ œt¢ £ ¢ £CD $BD $B %D# #ß ß #BCD ß ß BC� ß F � y 9 œ BCDß Àcalcular

a) b) c)E E Et t t tÞ     x xf f f9 9à àˆ ˆ‰ ‰ x x F

SOLUCIÓN

a) f9
9 9 9

œ ¢ £` ` `

`B `C `D
ß ß œ CD¢ £ ß BDß BC Þ

Et
t t t

  x f9 œ

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

CD BD BC

ßCD $BD# #� #BCD

xEt f9 œ ¦º º º º º º§� �$BD CD $BDCD# ## ##BCD #BCD
BD BC CD BDCD BC

ß ß� ß

Et  x f9 œ ¢ £� � Þ$B CD #B CD D � # D# # # # # #ß BC BC ß BCD � $BCD� # # $ $

Después de simplificar se obtiene À

Et x f9 œ ¢ £� Þ&B CD D# # #ß BC ß %BCD# $
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b) Et

t t t

  x f œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

ßCD $BD# #� #BCD
` ` `

`B `C `D

Et x f œ ¦
â â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â â
� �$BD CD $BDCD# # ###BCD #BCD

` ` ` `

`C `D `B `C

` `

`B `D

ß ß ß� §
Et x f œ ¢ £� $BD CD CD $BD# # # #` ` ` ` ` `

`D `C `D `B `C `B
ß �� ß �#BCD #BCD Þ

En seguida  se calcula ß ˆEt  x f‰9 À

ˆEt  x f‰9 9œ ¢ £� $BD CD CD $BD# # # #` ` ` ` ` `

`D `C `D `B `C `B
ß �� ß �#BCD #BCD ß

ˆEt  x f‰9 9 9 9 9
œ

ÐBCDÑ ÐBCDÑ¢ £� $BD CD CD $BD# # # #` ` ` `

`D `C `D `B `C `B
ß �

` `
� ß �#BCD #BCD ß

ˆEt  x f‰9 œ ¢ £� �$B CD #B CD D � # D# # # # # #ß BC BC ß BCD � $BCD� # # $ $ ß

ˆEt x f‰9 œ ¢ £� Þ&B CD D# # #ß BC ß %BCD# $

c) El rotor del campo vectorial  Etß se calcula como

f œx Et
t t t

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5
` ` `

`B `C `D

CD $BD# #� #BCD

,

f œx Et ¦
â â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â â§

` `

`C `D

` `

`B `D

` `

`B `C

� � $BD$BD CD CD# # ##BCD #BCD
ß ß� ß

#

x f œEt ¢ £#BD � 'BDß � #CD � #CDß � $D � D# # ß

x f œEt ¢ £)BDß !ß � %D# Þ 

El producto cruz entre el rotor de  Et t  y  el vector  esF À

ˆf F x x Et t
t t t

œ‰ œ

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

)BD ! �

�

%D#

$B %D

"'D D

BCD

ß )B C "#BD ß $#BD¢ £$ # # #� Þ

PROBLEMA  5.20

Demostrar que . Et œ ¢ £'BC � D $B � D C$ #ß ß $BD# �  es un campo irrotacional
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DEMOSTRACIÓN

Un campo vectorial es irrotacional si  f x Et œ Þ!t

En este casoß

f x Et œ

t t t
â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â

3 4 5

ß
` ` `

`B `C `D

'BC � D $B � D C$ # $BD# �

f œx Et ¦
â â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â â

` `

`C `D

` `

`B `D

` `

`B `C

$B D C 'BC D C 'BC D $B D# $ $ #� � � � � �$BD $BD# #
ß ß ß� §

x f œEt ¢ £� " � "ß 'B � 'Bß 'B � 'B ß

x f œEt œ Þ¢ £!ß !ß ! !t

Por tantoß Et  es un campo irrotacional  Þ 

PROBLEMA  5.21

Considerar el campo vectorial Et œ ¢ £+BC � D B ß Ð" � +Ñ$ #ß Ð+ � #Ñ BD# Þ Hallar los
valores de  la constante  para que   sea un campo+ Et  irrotacional.
SOLUCIÓN 

Se aplica el principio utilizado en el problema &Þ#! À

f x Et œ

t t t
â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â

3 4 5

ß
` ` `

`B `C `D

+BC D B Ð" +Ñ� �$ #Ð+ #Ñ BD� #

f œx Et ¦
â â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â â

` `

`C `D

` `

`B `D

` `

`B `C

Ð+ � #Ñ BD BD Ð+ � #ÑB Ð" � +Ñ +BC � D Ð" � +Ñ +BC � D B# $ $ ## #
ß ß ß� §

x f œEt ¢ £!ß � Ð" +Ñ � $D ß #÷ ‘� ÞD Ð+ #ÑB � +B# # �

Para encontrar los valores de  se iguala este último resultado a +ß ! ßt; esto es

¢ £ ¢ £!ß � Ð" +Ñ � $D ß # œ !ß !ß !÷ ‘ ÷ ‘� ÞD Ð+ #ÑB � +B# # �

Por igualdad entre vectoresß

  ÷ ‘Ð" +Ñ � $D œ !à Ð" � + � $ÑD œ !à + œ %Þ� D# # #

  ÷ ‘# œ !à Ð#+ � % � +ÑB œ !à + œ %ÞÐ+ #ÑB � +B�
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Se concluye entonces que para el campo vectorial se convierte enß ß + œ %
irrotacional. 

PROBLEMA  5.22
Sea 9 9 un campo escalar definido por œ $B D C D � %B C � #B $C &Þ# # $ $� � �

Calcular el  laplaciano de .9

SOLUCIÓN 

El laplaciano de una función escalar   es también un campo escalar denotado9 ß ß
por   y definido comof#9

  f#9
9 9 9

œ
` ` `

` B ` C ` D
� � Þ

# # #

# # #

En este casoß
` `

` B ` B

9 9
œ 'BD � "#B C � #à œ 'D � #%BCÞ#

#

#

` `

` C ` C
œ � #D Þ

9 9
œ � #CD � %B � $à$ $

#

#
$

` `

` D ` D

9 9
œ $B � $C D à œ � 'C DÞ# # # #

#

#

En consecuenciaß

  f#9 œ 'D � #%BC � #D � 'C DÞ$ #



6. INTEGRACIÓN  VECTORIAL
6.1  INTEGRAL DE UN CAMPO VECTORIAL

Sea     y 0 œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ 0 Ð>Ñt Ð>Ñ ¢ £
" # $ " # $

 un campo vectorial donde ß

son funciones continuas de una sola variable > en un intervalo dado observando 
la figura 6.1

La integral indefinida  del campo  0t Ð>Ñ  se denota  por ' 0t Ð>Ñ .>  y  se define 
como ' '0 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt Ð>Ñ .> œ ¢ £

" # $
.> ß' ' ' '0 0 Ð>Ñ .>ß 0 Ð>Ñ .>ß 0 Ð>Ñ .>t tÐ>Ñ .> œ ß¢ £

" # $
� G

donde  Gt Þ  es un vector constante  de ‘$

Si existe un campo vectorial  J Jt tœ Ð>Ñ œ Ð>Ñß ßttal que entonces. t

.>

J
0

 ' '0t tÐ>Ñ .> œ Ð>Ñ .> œ Ð>Ñ � Þt t.

.>
’ “J J G

Si  entonces> − Ò +ß , Óß ß

(
+

,
0t tÐ>Ñ .> œ Ð>Ñ � œ Ð,Ñ � Ð+ÑÞt t t

+

,’ “J G J J

6.2 INTEGRAL DE LÍNEA DE UNA FUNCIÓN ESCALAR Sea  > una curva 

regular definida vectorialmente por

<tÐ>Ñ œ ¢BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ £à + Ÿ > Ÿ ,

y  9ÐBß Cß DÑ una función escalar definida sobre la curva  >. 

La  o  seintegral de línea integral curvilínea de la función  9 sobre la curva  >ß
denota   y   se define como'

>
9   .=

G
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  ' '
> >
9 9.= œ Ð < <t tÐ>ÑÑ Ð>Ñ .> Þ Ð'Þ"Ñm mw  

Dado que los extremos corresponden a   y entonces la integral> œ + > œ ,ß
curvilínea se puede escribir de la siguiente forma'Þ" À

( ( ‰ ‘ ‘ ‘
>

9 9 .= œ B � C � D
+

, ˆ ÷ ÷ ÷ÉBÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ Ð>Ñ Ð>Ñ Ð>Ñw w w ## #
.>Þ Ð'Þ#Ñ

6.3  INTEGRAL DE LÍNEA DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL
Sean   una curva regular definida vectorialmente por>

< BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ àtÐ>Ñ œ   ¡ + Ÿ > Ÿ ,

y  un campo vectorial continuo sobre los puntos de la 0 œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñt Ð>Ñ   ¡
# # $

curva  . La  se> >integral de línea o curvilínea del campo  0t  a lo largo de 
denota y se define como(

>

0 .<t ·

 ( (
>

0 .< 0 < <t tt t tÐ>Ñ Ð>Ñ .>Þ Ð'Þ$Ñ· ·œ
+

, ˆ ‰ w  

Despueés de  desarrollar el producto escalar de la ecuación se llega aÐ'Þ$Ñß À' '
>
0 .< 0 � 0 0t t Ð'Þ%Ñ· œ

+

,

   
" # $

.B .C .D

.> .> .>
� ß

donde   0 œ 0 BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ ß 3 œ "ß #ß $Þ
3 3

ˆ ‰
Al aplicar la regla de cadena a la relación   se obtieneÐ'Þ%Ñß' '

>
0 .< 0 � 0 0t t Ð'Þ&Ñ· œ

+

,

   
" # $
.B .C � .D

NOTA 

Cuando las curvas son planas se pueden utilizar a  o  como parámetros.ß B C
Esto significa que  las integrales se definen en términos de o  .B C

6.4 OTRAS INTEGRALES DE LÍNEA
Sean    una curva regular definida  vectorialmente para  como> > − +ß ,÷ ‘
< BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ à 0 œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>ÑtÐ>Ñ Ð>Ñtœ ¢ £ ¢ £ 

# # $
un campo vectorial continuo

sobre los puntos de la curva un campo escalar definido también  y > 9ÐBß Cß DÑ
sobre la curva  >. Son también integrales de línea las siguientes À
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"Ñ 0 0 ß 0 0' ' ' '
> > > >

t .= œ ¢
" # $
.= .=ß .= .£

#Ñ < ß' ' ' '
> > > >
9 9 9 9.t œ ¢ .B .Cß .D£.

$Ñ ß ÀSi la curva  describe una trayectoria cerrada se escribe>) ) ) )
> > > >
9 9.= . àt tt tà <à 0 .< 0 .=Þ·

6.5  LONGITUD DE ARCO

 Sea > una curva de ‘$ definida vectorialmente por  <tÐ>Ñ œ ¢0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ £
" # $

> − + ß , Þ÷ ‘ Si  <tÐ>Ñ ß  es diferenciable entonces la longitud del arco de >
comprendida entre los puntos para los cuales  y es un escalar no> œ + > œ ,ß
negativo y se calcula mediante la integral de línea

P œ Ð>Ñ
+

,
t( ¼ ¼ < w .>.

6.6 GRADIENTEß DIVERGENCIA Y ROTACIONAL
En los parágrafos 5.1.1, 5.1.2 y 5 . 1 . 3  del Capítulo & de este textoß se 
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6.6.2 Gradiente
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6.6.3  Divergencia

Sea  0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt œ ¢ £
" # $

 un campo vectorial  cuyas
componentes son funciones de varias variables las cuales poseen derivadas
parciales continuas en alguna región de . La divergencia de  es un campo‘$ 0t

escalar denotado por    y  se define asíf· 0t À

 f· ·0 0 ß 0 ß 0t œ  ¢ ` ` `

`B `C `D
ß ß £ ¡

" # $
ß

 f· 0t œ
` `

`B `C `D

`
Þ

0 0
� �

0
" # $

6.6.4  Rotacional  (Rotor)

Sea  0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt œ ¢ £
" # $

 un campo vectorial  cuyas
componentes poseen derivadas parciales continuas en alguna región de . El‘$

rotacional de   es un campo vectorial denotado y se define como0 0t tf  x

f  x 0t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5t t t

` ` `

`B `C `D
0 0 0

" # $

ß

xf  0t œ ¤ ` `

`C `D `D `B `B `C
� ß � ß �

` ` ``0 00 0 00
$ $# # "" ¥Þ

6.7  CAMPO CONSERVATIVO

Si 0t ß  un campo vectorial cuyas componentes son funciones continuas en
alguna región de   y   para alguna función escalar    con derivadas‘$ 0t œ f9 9

parciales continuas en alguna región de entonces se dice que    es un‘$ß t0
campo conservativo.

Cuando  entonces el campo vectorial es conservativo. Con símbolosf  x 0t œ ! ßt

0 0t tœ Í œ !Þf f9   x

Si se dice que    es una  para   y además     es0 0 0t t tœ ß ß ßf9 9 función potencial
un .campo de gradientes

6.8  APLICACIONES  DE  LA  INTEGRAL  CURVILÍNEA
6.8.1 Masa de una curva
Si la función escalar  9 es una función de distribución de masa a lo largo de una
curva  >ß Àentonces la masa de la curva es
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7 œ (
>

9 .=Þ

6.8.2 Centro de masa de una curva. CentroideÞ
El  de una curva  centro de masa >ß con función de distribución de masa
9 9 ‘œ ÐBß Cß DÑß Ð Bß Cß D Ñse define como el punto de $ que satisfase las
relaciones siguientes À

   B .= œ .=à C .= œ .=à D .= œ .=Þ( ( ( ( ( (
> > > > > >
9 9 9 9 9 9   B C D

Si la función de distribución de masa es constante por ejemploß ß œ 5ß9
entonces el centro de masa se llama  de la curva.centroide
En este caso la masa de la curva se calcula comoß

  es la longitud de  7 œ ( (
> >

>5 .= œ 5 .= œ 5Pà P .

De esta forma las coordenadas del centroide  son À

 B C Dœ à œ à œ Þ
P P P

( ( (
> > >
B C D   .= .= .=

6.8.3 Momento de inercia de una curva
El  de una curva  momento de inercia >  con respecto a una curva o un planoß
se calcula mediante la integral curvilínea

M œ . (
>

#9 .=ß

donde  . Bß Cß DÑ ÐBß Cß DÑ( es la distancia desde un punto de la curva a la recta o
plano especificado  y  (   es la función escalar de distribución de masa.9 Bß Cß DÑ

6.8.3 Trabajo
Si    ( representa la fuerza aplicada a una partícula que se desplaza0 0t tœ Bß Cß DÑ
a lo largo de una curva  >ß entonces el trabajo realizado por dicha fuerza se
calcula por medio de la integral curvilínea

[ œ 0 .<(
>

t tÞ·

6.9 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCIÓN VECTORIAL

Considerar una una superficie W y un vector normal unitario 8t a la superficie 
W Þ El elemento diferencial vectorial de área de superficie en la figura 6.3 se 
define como.
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.Et œ 8t .EÞ

Si (0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt Bß Cß DÑ œ   ¡
" # $

es  una función vectorial  con
componentes continuas sobre la superficie entonces la integral de superficieW ß

de la función  sobre se denota 0 0t t tE À   y se define asíW ( (
W

·.

( ( ( ( ˆ
W

0 0t t tE 8 EÞ Ð'Þ'Ñt· ·. œ .
W

‰  

La integral  Ð'Þ'Ñ t es un valor escalar y se lo  llama  de  a través de laFlujo 0
superficie  W .

6.10  INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCIÓN ESCALAR

Sea la superficie definida por el campo escalar continuo . LaW D œ 0ÐBß CÑ
integral de superficie de  9 9œ ÐBß Cß DÑ sobre  es un escalar definido comoW

 ( ( ( ( ˆ Ê
W

9 9. œ " �E Bß Cß �
e

0ÐBß CÑ ‰ ’ “ ’ “`0 `0

`B `C

# #

.B .Cß 'Þ(Ñ(

donde  e  es la proyección de  sobre el plano W BCÞ

6.11  OTRAS INTEGRALES  DE  SUPERFICIE
Pueden definirse otras integrales de superficie sobre  donde  W ß 9 9œ ÐBß Cß DÑ es
función escalar diferenciable y 0 0t tœ ÐBß Cß DÑ es un campo vectorial cuyas
componentes son funciones diferenciables como por ejemploß ß

( ( ( ( ( (
W W W

9 x .. .Eà Eàt t t t0 0 .E

Nótese que los resultados obtenidos después de calcular las integrales
anteriores son vectores numéricos de ‘$Þ
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Si (0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt Bß Cß DÑ œ   ¡
" # $

es  una función vectorial  con
componentes continuas sobre la superficie entonces la integral de superficieW ß

de la función  sobre se denota 0 0t t tE À   y se define asíW ( (
W

·.

( ( ( ( ˆ
W

0 0t t tE 8 EÞ Ð'Þ'Ñt· ·. œ .
W

‰  

La integral  Ð'Þ'Ñ t es un valor escalar y se lo  llama  de  a través de laFlujo 0
superficie  W .

6.10  INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UNA FUNCIÓN ESCALAR

Sea la superficie definida por el campo escalar continuo . LaW D œ 0ÐBß CÑ
integral de superficie de  9 9œ ÐBß Cß DÑ sobre  es un escalar definido comoW

 ( ( ( ( ˆ Ê
W

9 9. œ " �E Bß Cß �
e

0ÐBß CÑ ‰ ’ “ ’ “`0 `0

`B `C

# #

.B .Cß 'Þ(Ñ(

donde  e  es la proyección de  sobre el plano W BCÞ

6.11  OTRAS INTEGRALES  DE  SUPERFICIE
Pueden definirse otras integrales de superficie sobre  donde  W ß 9 9œ ÐBß Cß DÑ es
función escalar diferenciable y 0 0t tœ ÐBß Cß DÑ es un campo vectorial cuyas
componentes son funciones diferenciables como por ejemploß ß

( ( ( ( ( (
W W W

9 x .. .Eà Eàt t t t0 0 .E

Nótese que los resultados obtenidos después de calcular las integrales
anteriores son vectores numéricos de ‘$Þ
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6.12  INTEGRALES  DE  VOLUMEN
Si se considera una superficies cerrada que contiene un volumen  W Z ß
entonces son integrales de volumen À

  ( ( ( ( ( (0t .Z.Z y 9  dondeß

Z Z

0 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt Bß Cß DÑ œ(   ¡
" # $

es una función vectorial cuyas
funciones componentes son diferenciables y  9 9œ ÐBß Cß DÑ  es función escalar
también  diferenciable.

PROBLEMA  6.1
Sea    función vectorial de un parámetro.0 œ %> � "ß > ß >t Ð>Ñ ¢ £# � ß

Calcular   +Ñ( 0 0t tÐ>Ñ .> à Ð>Ñ .>Þ b) (
!

"

SOLUCIÓN

a) ( (0 %> � "ß $> ß %>t Ð>Ñ .> œ .> ß¢ £# �

( ( ( (ˆ ˆ0 %> � " .>ß > .>ß � %> .>t Ð>Ñ .> œ ß¢ £‰ ‰$ #

( 0 > � >ß > ß #>t tÐ>Ñ .> œ Þ¢ £# # $ #� � G

b) (
!

!

"
ß

"

0 > � >ß > ß #>t tÐ>Ñ .> œ ’ “¢ £# # $ #� � G

(
!

"
0 ß Ð"Ñ ß � #Ð"Ñ ß !ß !t t tÐ>Ñ .> œ � Þ à’ “ ’ “¢ £ ¢ £#Ð"Ñ � " � G ! � G# $ #

(
!

"
0 ß "ß � #t Ð>Ñ .> œ ¢ £$ Þ

PROBLEMA  6.2

Considerar las funciones vectoriales de un parámetro  0 œ >ß > ß > � "t Ð>Ñ ¢ £� # y
1 œ > ß !ß '>tÐ>Ñ ¢ £# À# . Calcular

a)( (
! !

# #ˆ ˆ0 0t tt t.> à .>Þ·1 1‰ ‰         b)  x 

SOLUCIÓN

a) Inicialmente se efectúa el producto escalar entre   0 1t Ð>Ñ Ð>Ñ Àt  y  
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0 >ß > ß > � " > ß !ß '>t t œ· ·1 ¢ £ ¢ £� # ## ß

0 > � '> œ > � '>Þt t œ #> � ! � ' #> � '·1 $ $# #

( (ˆ ˆ0 > � '> � $> �t t .> œ #> � ' .> œ > � #> Þ
"

#
·1 ‰ ‰$ % $# # G

En seguida se calculan las integrales definidas y luego se aplica  el Teorema
Fundamental del Cálculo así À

(
!

#

!

#
œˆ 0 � $> �t t .> œ > � #> ) � "' � "# œ "#Þ

"

#
·1 ‰ ’ “% $ # G

b) Se efectúa el producto vectorial entre    y   así  0 1t Ð>Ñ Ð>Ñ Àt

0t t x 1 œ

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

> � > > � "

#>

ß

t t t
#

# ! '>

0t t x 1 œ ¦º º º º º º§� > > � " > � " � >

#> #>

#

# #

#

! !
>

'> '>
ß � ß ß

>

0 > ß #> � )> ß #>t t x 1 œ ¢ £' $ $ # % Þ

Se integran las funciones componentes y se aplica luego el Teorema
fundamental del Cálculo À

( (ˆ0 > ß #> � )> ß #>t t .> œ .>ß x 1 ‰ ¢ £' $ $ # %

( ˆ0 > ß > � > ß >t t .> œ Þ x 1 ‰ ¢ £$

#
% % $ &" ) #

# $ &

(
!

#

!

#
ßˆ 0 > ß > � > ß >t t .> œ x 1 ‰ ’ “¢ £$

#
% % $ &" ) #

# $ &

(
!

#ˆ 0 ß ßt t .> œ x 1 ‰ ¢ £#% Þ�
%! '%

$ &

PROBLEMA  6.3
El vector aceleración de una partícula en función del tiempo  viene dado>   !

por la relación vectorial  + œ Ð>Ñt t¢ £/ @�>ß � 'Ð> � "Ñß $ =/8 > . Si el vector velocidad  
y el vector posición  < @t tÐ>Ñ > œ !ß Ð>son nulos en el instante inicial  hallar  )  y
<tÐ>Ñ.

SOLUCIÓN
En el parágrafo del Capítulo de este texto se define la función velocidad%Þ& % ß

@ < @t t tÐ> Ð>Ñà ß Ð> œ)  como la derivada de la función de posición  esto es  )  . De. Ð>Ñt

.>

 <
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la misma forma se define la función aceleración como la segunda derivada deß
la función de posición o la  primera  derivada de la función velocidad es decir  à ß

+Ð>Ñ œt
. @Ð>Ñ . Ð>Ñt t

.> .>
œ Þ

 #

#

<

Con base en estos criterios se puede escribirß

 )@ /t tÐ> œ +Ð>Ñ .> œ .>ß( ( ¢ £�>ß � 'Ð> � "Ñß $ =/8 >

 )@ / � G G G ÐEÑtÐ> œ ¢ £� �>
" # $ß � $> � '> � ß � $ -9= > �#  

Pero  entonces al reemplazar en esta última relación se )  @ ! ! à ß ßtÐ! œ ! œt ¢ £ß !ß

tiene À

¢ £ ¢ £� ß/ � G G G œ ! ! !�!
" # $ß � $Ð!Ñ � 'Ð!Ñ � ß � $ -9= ! � ß ß#

¢ £ ¢ £� Þ" � G G G œ ! ! !" # $ß ! � ß � $ � ß ß

De aquí se obtiene   G œ "à G œ !à G œ $Þ" # $

Al reemplazar estos valores en se obtiene la expresión de la funciónÐEÑß
velocidad en términos de >

. )@ / � "tÐ> œ ¢ £� �> ß � $> � '> ß � $ -9= > � $#

De idéntica formaß

 )<Ð> œ Ð>Ñ .> œt t( (@ ¢ £� / � " .>ß�> ß � $> � '> ß � $ -9= > � $#

 )<Ð> œt ¢ £/ � > � O ÐFÑ�>
"ß � > � $> � O ß � $ =/8 > � $> � O$ #

# $ Þ

Dado que  entonces al sustituir en esta última relación se )  <Ð! œ ! œt t ¢ £! ! ß ß ßß !ß

llega a À

¢ £ ¢ £/ � ! �O œ ! ! !�!
"ß � ! � $Ð!Ñ � O ß � $ =/8 ! � $Ð!Ñ � O ß ß$ #

# $ Þ

Al igualar las componentes de los vectores se obtiene À

 " � O œ !à O œ � "à" " O œ !à O œ !Þ# $

Finalmente al reemplazar estos valores en se obtiene la función deß ÐFÑß
posición en términos de  > À

 <tÐ>) œ ¢ /�> � > � "ß � >$ � $># ß � $ =/8 > � $> £Þ
PROBLEMA 6.4
Calcular la integral de línea de  9ÐBß CÑ œ B# � C#ß alrededor del triángulo cuyos 
vértices son los puntos SÐ!ß !Ñß EÐ"ß !ß !Ñ y  FÐ!ß !ß "Ñ en la secuencia S-E-F-S. de 
la figura 6.4.

0(0,0,0),  A(1,0,0)  y B(0,1,0)
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SOLUCIÓN

Método .      " ' ' ' '
>
9 9 9 9.= œ .= � .= � .= Ð"Ñ

E F S

S E F
.  

Las integrales de línea que aparecen en la ecuaciòn  se calculan previaÐ"Ñ
parametrización de cada trayecto de la siguienta formaß À

Lado La ecuación vectorial de la recta que une  con esSE À S E

o bien  ¡   ¡   ¡Bß Cß D œ !ß !ß ! � > "ß !ß ! ß

B œ >à C œ !à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

Por otra parteß .= œ .= œ .>ÞÊ’ ’ ’.B .C .D

.> .> .>
� � .>à“ “ “# # #

Por tantoß ' 'E

!

"

S
9 .= œ Ð> � ! Ñ.> œ# # " "

$ $
> œ Þ$

!

"¹
Lado Las ecuaciones paramétricas  de la recta que une con  sonEF À E F

  B œ " � !à C œ >à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

.= œ Ð � "Ñ � " � .>à .= œ # .>ÞÉ È#

De esta formaß

' 'F

!

"

E
9 .= œ Ð" � >Ñ � > .>ß÷ ‘# # È#

' 'F "

!
E
9 .= œ " � #> � #> .>ßÈ# ÷ ‘#

' F

E
9 .= œ È ’ “# > � > � > œ# $

!

"# # #

$ $
Þ

È

0(0,0,0)

B(0,1,0)

A(1,0,0)

x

z

yVV

VV

V
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SOLUCIÓN

Método .      " ' ' ' '
>
9 9 9 9.= œ .= � .= � .= Ð"Ñ

E F S

S E F
.  

Las integrales de línea que aparecen en la ecuaciòn  se calculan previaÐ"Ñ
parametrización de cada trayecto de la siguienta formaß À

Lado La ecuación vectorial de la recta que une  con esSE À S E

o bien  ¡   ¡   ¡Bß Cß D œ !ß !ß ! � > "ß !ß ! ß

B œ >à C œ !à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

Por otra parteß .= œ .= œ .>ÞÊ’ ’ ’.B .C .D

.> .> .>
� � .>à“ “ “# # #

Por tantoß ' 'E

!

"

S
9 .= œ Ð> � ! Ñ.> œ# # " "

$ $
> œ Þ$

!

"¹
Lado Las ecuaciones paramétricas  de la recta que une con  sonEF À E F

  B œ " � !à C œ >à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

.= œ Ð � "Ñ � " � .>à .= œ # .>ÞÉ È#

De esta formaß

' 'F

!

"

E
9 .= œ Ð" � >Ñ � > .>ß÷ ‘# # È#

' 'F "

!
E
9 .= œ " � #> � #> .>ßÈ# ÷ ‘#

' F

E
9 .= œ È ’ “# > � > � > œ# $

!

"# # #

$ $
Þ

È



                                                                                                                   Integración vectorial	     145Integración  Vectorial  129

Lado FS À Para  la recta que une con  se tieneF S À

 B œ !à C œ � > � "à D œ !à ! Ÿ > Ÿ "Þ

.= œ Ð � "Ñ .>à .= œ .>ÞÉ #

En consecuenciaß

' 'S "

!
F
9 0.= œ � Ð" � >Ñ .>ß÷ ‘# #

 ' 'S "

!
F
9 .= œ " � #> � > .>ß÷ ‘#

 ' S

F
9 .= œ ’ “> � > � > œ# $

!

"" "

$ $
Þ

Al reemplazar estos valores en la relación finalmente se obtieneÐ"Ñß

'
>
9 .= œ

"

$
�

# # " # � # # #

$ $ $ $
� œ œ Ð" � #ÑÞ

È È È
Método #Þ Es posible parametrizar de otra formaß dado que el triángulo ESF 
está en el plano BCÞ Figura 6.5.

Tramo SE À C œ !ß ! Ÿ B Ÿ "Þ

.= œ " �Ê ’.C
.B

.B œ " � ! .Bà .= œ .BÞ“ È#
#  

Entoncesß ' 'E "

!
S
9.= œ ÐB � ! Ñ .B œ# # " "

$ $
B Þ’ $“

!

"

œ

Tramo EF À C œ " � Bß ! Ÿ B Ÿ "Þ

y

xO(0,0) A(1,0)

B(0,1)
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PROBLEMA  6.6

Si la curva   corresponde a la porción de la elipse localizada en el>  B C
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SOLUCIÓN
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PROBLEMA  6.8

La curva  está definida por la relación  y >  )  es el campo<Ð> œt t¢ £#> %> � ># #ß > ß 0 

vectorial definido como  0 0 .<t tœ $Bß #BD � C t  ß D ¡. Calcular '
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a  .TÐ#ß "ß $Ñ

SOLUCIÓN
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PROBLEMA  6.9
Calcular la la integral curvilínea del campo vectorial de definido como‘#

0t œ B � $Cß C  � #B ß¡ a lo largo de la elipse recorrida en sentidoB C

% *
� œ "

# #

antihorario.

SOLUCIÓN
Se llama   de un campo vectorial  circulación 0t  sobre una curva cerrada  >
orientada en sentido positivo a la integral)

>

0 .<t tß·

donde  0t  tiene componentes continuas sobre  >.
De esta formaß el problema planteado se refiere a calcular la circulación 
del campo  0t sobre la elipse de la figura 6.9. Por tanto À

0 .<t t œ B � $Cß C .Bß .C· ·   � #B ß¡ ¡
0 .<t t B � $CÑ .B � C � #BÑ .CÞ· œ Ð Ð

Como la parametrización de la elipse es

B œ # -9= >à C œ $ =/8 >à ! Ÿ > Ÿ # ß1

entoncesß
0 .<t t œ Ð# -9= > � *=/8 >ÑÐ � # =/8 >Ñ � Ð$=/8 > -9= >ÑÐ$ -9= >· ÷ � % .>ß‘

y

x

(0,3)

(2,0)

Figura 6.9  Elipse                      recorrida en sentido antihorario 
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PROBLEMA  6.10

Si 0 0t t§ œ es una función vectorial continua sobre una región  y  parae ‘$ f9
alguna función escalar  entonces la9  continuamente diferenciable sobre  eß

integral curvilínea de    entre los puntos  y  de   es independiente de la0t T T" # e
trayectoria o curva que une estos dos puntos  esto es  à ß

0 0 .< œt tœ f9 9 9Ê Ð Ð( T#

T"

· T � T Þ# "‰ ‰
DEMOSTRACIÓN

Puesto que  f f9 9 9 y  por hipótesis entonces·.< œ . 0ß ß ß ß t œ

( ( (T T T# # #

T T T" " "

0 .< œ .< œ .t t· ·f9 9 9 9œ Ð ÐT � T Þ# "‰ ‰ 
PROBLEMA  6.11

Si  0t § es una función vectorial continua sobre una región   y la integrale ‘$

curvilínea de  entre los puntos  y de   es independiente de la trayectoria0t T T" # e
o curva que une estos dos puntos entonces existe una función escalar  ß 9

continuamente diferenciable sobre  es decire  tal que  0t œ f9ß à ß

( (T#

T"

0 .< œ 0 .< œ 0t t tt t œ Þ· ·
ÐBß Cß DÑ

ÐB ß C ß D Ñ
" # $

9 9ÐBß Cß DÑ Ê ß a ÐBß Cß DÑ −f e

DEMOSTRACIÓN

Si la integral de línea de  0t   es independiente de la trayectoria que une dos
puntos entoncesß ß

9ÐBß Cß DÑ œ ( T#

T"

0 .< œ 0 .<ßt t· ·( ÐBß Cß DÑ

ÐB ß C ß D Ñ
" # $

donde    es un punto fijo y  es un punto variable sobre  . El punto    seT T T" # #e
mueve sobre una curva que  pasa por y sobre la cual el vector tangenteT"

unitario  es continuo.  A lo largo de esta curva se tieneXt ß
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9 œ .= œ X
.=

( ( (T T T# # #

T T T" " "

0 .< 0 0
.<t t tt œ .=ß
t t· · ·

donde  es parámetro de longitud de arco.=

Al derivar la relación anterior con respecto a se obtiene=ß À

 ( )` `

`= `B

9
œ .= œ Þ Et tt t’ “( T#

T"

0 0· ·X X

La relación ( ) expresa que la función  E 9  tiene derivada direccional en cualquier
punto.  Por otro lado se sabe queß

`

`=
œ

9
9f ·Xt ÐFÑ

Puesto que (E) œ (F)ß entoncesß por transitividadß

f9 · Xt œ 0t · Xt à Šf9 � 0t‹· Xt œ !à

De la última relaciónß se obtiene À f9 � 0t œ !à 0t œ f9Þ 

PROBLEMA 6.12
Observando la figura 6.10

Sea el campo vectorial 0t de ‘# definido como  0t œ  B# � Cß B � C# ¡Þ
"Ñ Demostrar que  0t es una campo vectorial conservativo.
#Ñ Encontrar  un potencial escalar 9 para  0t .
$Ñ Calcular la integral curvilínea desde SÐ!ß !Ñ hasta UÐ#ß "ÑÞ

%Ñ Calcular la integral curvilínea que sigue el camino  SÐ!ß !Ñ � T Ð#ß !Ñ � UÐ#ß "ÑÞ

SOLUCIÓN

"Ñ De acuerdo con el Parágrafo 'Þ&ß un campo vectorial  0t es conservativo si su 
rotacional es ceroà esto esß f x 0t œ StÞ
En efectoß

f  x 0t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

� C

t t t

` ` `

`B `C `D
B � C B# # !

ß

œ ¤ ¥` ` `Ð ` ` `Ð

`C `D `D `B `B `C
� ß � ß �

! Ð ! ÐB B � CÑ B B � CÑ� C Ñ � C Ñ# ## #

ß

œ !ß !ß ! œ  ¡ SÞt

#Ñ ßt tComo    es conservativo entonces  para algún campo escalar 0 0f œ9 9.
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Entoncesß

¢` `

`B `C

9 9
ß B � Cß B£ ¡œ � C  # # .

Por igualdad entre vectores se obtieneß

`

`B
œ

9
B � CÞ#

Al integrar con respecto a  y permanecer  constante se llega aB C ß À

9ÐBß CÑ œ B � BC � 1ÐCÑÞ Ð"Ñ
"

$
$  

La derivada parcial de con respecto a  esÐ"Ñ ÀC

` `

`C `C
œ B � 1 ÐCÑÞ œ

9 9w Pero B � C Þ#

Al igualar las derivadas

 B � 1 ÐCÑ œ 1 ÐCÑ œw wB � C à � C Þ# #

La integración de esta última relación conduce a À

1ÐCÑ œ �
"

$
C � G Ð#Ñ$  

Al sustituir  en  Ð#Ñ Ð"Ñ

9ÐBß CÑ œ B � BC C � G
" "

$ $
$ $� . 

De esta forma la función bivariable  es unß ÐBß CÑ œ B � BC C � G9
" "

$ $
$ $�

potencial escalar para  0t .

$)

Puesto que f œ9 0tß ßentonces

' ' '
(0,0) (0,0) (0,0)

( 2 ( 2 ( 2ß1) ,1) ,1 )

0 .< œ .< .t t t œ· ·f ß9 9

y

x

Q(2,1)

O(0,0)

y = 2x

Figura 6.10  Segmento de recta dirigido de (0,0) a (2,1)
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'
(0,0)

( 2ß1)

0 .<t t œ· 9¹ ’ “
Ð!ß!Ñ Ð!ß!Ñ

( (# #,1) ,1)
œ B � BC C � G œ

" " "$

$ $ $
Þ$ $�

%Ñ

En correspondencia con la Figura  se tiene'Þ""ß À' ' '
> > >
0 .< 0 .< 0 .<t t tt t tœ � Þ Ð$Ñ· · ·

" #

 

La parametrización del tramo   esST

œ B œ >
C œ !

! Ÿ > Ÿ #Þ

Ademásß 0 .<t t œ B � Cß B .Bß .C· ·¢ ¢# � C œ > .>Þ# #£ £
Luegoß ' '

>"

0 .<t t œ·
!

#

> .> œ %# " )

$ $
> œ Þ Ñ’ “$

!

#

 (

La parametrización del tramo esTU À

œ B œ #
C œ >

! Ÿ > Ÿ "Þ

Entoncesß
0 .<t t œ Ð# � > Ñ .>Þ· #

De esta forma ' '
>#

0 .<t t œ Ð# � > Ñ .>ß·
!

#
#

œ #> �’ “"

$
>$

!

#

œ Þ Ð Ñ
&

$
 &

Finalmente al reemplazar ( )  y ( ) en se obtieneß % & Ð$Ñß'
>

0 .<t t œ· ) & "$

$ $ $
� œ Þ
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NOTA

Debido a que el campo vectorial 0t ß es conservativo las integrales que unen los
puntos y  son los mismos sin importar que se tomen caminosSÐ!ß !Ñ UÐ#ß "Ñ ß
diferentes.

PROBLEMA  6.13
Considerar el campo vectorial  Jt #BC � D B ß $BDœ ¢ $ # #ß £Þ
a) Mostrar que  Jt   es conservativo.
b) Hallar un potencial escalar para . Jt

c) Calcular el trabajo realizado para desplazar un cuerpo desde  aT Ð"ß � #ß "Ñ"

T Ð$ß "ß %Ñ#

SOLUCIÓN
a) Un campo vectorial es conservativo si su rotor es el vector nulo. En esteß

casoß f  x J œ SÞt t

En efectoß

f  x J œt

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â

3 4 5

B

t t t

` ` `

`B `C `D
#BC � D $BD$ ##

ß

f  x Jt œ ¤ ¥` Ð `

`C `D `D `B `B `C
� ß � ß �

` `Ð ` `Ð$BD $BD#BC � D Ñ #BC � D Ñ# #$ $Ñ Ð ÑÐB ÐB# #Ñ Ñ
ß

f  x J ! ß $D � $D ß #B � #B SÞt tœ œ !ß !ß ! œ¢ # # £   ¡
b) Como    es conservativo entonces existe una función escalar  J ßt 9  tal que

f9 œ  J Þt

f9 œ ¤ ¥` ` `

`B `C `D
ß ß

9 9 9
à  J œ #BC � D ß B ß $BDt ¢ $ # # £Þ

Por igualdad de vectores se puede escribirß

`

`C
œ

9
9#BCà #BC � D Ñ .B œ B C � BD � 0Ð Cß DÑÞ œ ( Ð $ # $

`

`C
œ

9
9B à B .C œ B C � 1ÐBß DÑÞ# # #œ (

 `

`D
œ

9
9$BD à $BD .D œ BD � 2ÐBß CÑÞ# # $œ (

Esto es posible si 0Ð Cß DÑ œ !ß 1ÐBß DÑ œ BD 2ÐBß CÑ œ B CÞ ß$ #y  En consecuencia la
función escalar buscada es À
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 constante arbitraria.9 œ B C � BD � Gß G# $

c) Para encontrar el trabajo  se puede optar por dos caminos:[ß

Calcular  la integral curvilínea    o   evaluar  (
T

T

"

#

Jt t·.< T T9  entre   y  # 1.

Por simplicidad resulta mejor optar por la segunda alternativaß À

[ œ B C � BD � G œ #!#Þ9¹ ’
T

T

1

#

œ # $

Ð"ß�#ß"Ñ

Ð$ß"ß%Ñ“  

PROBLEMA  6.14 

Encontrar las longitudes de arco de las curvas definidas por <tÐ>Ñ en los
intervalos de variación de  > À

a .Ñ − ' ß "! < > ß > � $ß $>tÐ>Ñ œ ¢ £# à >$Î# ÷ ‘
b) .< =/82# >ß -9=2# >ß #>tÐ>Ñ œ ¢ £à > − � "Î# ß "÷ ‘
c) < #>ß 68>ß #>tÐ>Ñ œ ¢ £à > − " ß "! Þ÷ ‘
d) < >=/8 >ß > -9= >ß )>tÐ>Ñ œ ¢ £È à > − ! ß %÷ ‘.
SOLUCIÓN

a)  < > Ñß > � $Ñß $>Ñt Ð>Ñ œw ¢ £. . .

.> .> .>
Ð# Ð Ð ß$Î#

 < ß ß $t Ð>Ñ œw ¢ £$ > ""Î# ß

¼ ¼ È < $Ñt Ð>Ñw œ Ð $ > Ñ � Ð" � Ð ß"Î# # #

¼ ¼ È È <t Ð>Ñw œ *> � " � * œ *> � "!Þ

Por tanto la longitud de arco de la curva dada esß À

P œ œ *> � "! .>ß( (¼ ¼ È
' '

"! "!

 <t Ð>Ñw

P œ Ð*> � "!Ñ ¶ $'ß "&Þ
#

#(
’ “É $

'

"!

b) < =/82# > Ñß -9=2# >Ñß #>Ñt Ð>Ñ œw ¢ £. . .

.> .> .>
Ð Ð Ð ß

 < ß ß #t Ð>Ñ œw ¢ £# -9=2#> #=/82#> ß

¼ ¼ È <t Ð>Ñw œ % -9=2 #> � %=/82 #> � %ß# #

¼ ¼ È È <t Ð>Ñw œ # -9=2 #> � -9=2 #> � " � " œ # # -9=2 #>ß# # #

¼ ¼ È <t Ð>Ñw œ # # -9=2#>Þ
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Luego  la longitud de arco de la curva dada esß À

P œ œ # # -9=2#> .>ß( (¼ ¼ È
�"Î# �"Î#

" "

 <t Ð>Ñw

P œ =/82#> ¶ 'ß (*Þ
# #

#
’ “È

�"Î#

"

c) < #> Ñß 68 >Ñß > Ñt Ð>Ñ œw ¢ £. . .

.> .> .>
Ð Ð Ð ß#

 < ß ß #t Ð>Ñ œw ¢ £# "Î> > ß

¼ ¼ È È
 <t Ð>Ñw œ % � Ð"Î>Ñ � %> œ ß

%> � " � %>

>
# #

# %

¼ ¼ È
 <t Ð>Ñw œ œ ß

Ð" � #> Ñ

> >

" � #># # #

¼ ¼ <t Ð>Ñw œ "Î> � #>Þ

Por tanto  la longitud de arco de la curva dada esß À

P œ œ "Î> � #> .>Þ( (¼ ¼ ’ “
" "

"! "!

 <t Ð>Ñw

P œ 68 > � > œ 68 "! � "!! � " œ 68 "! � ** ¶ "!"ß %$Þ’ “#
"

"!

d) < >=/8 >Ñß > -9= >Ñß )>Ñt Ð>Ñ œw ¢ £. . .

.> .> .>
Ð Ð Ð ßÈ

 < ß ß )t Ð>Ñ œw ¢ >-9= > � =/8 > � >=/8 > � -9= > È £ß
¼ ¼ É < )Ñt Ð>Ñw œ Ð >-9= > � =/8 >Ñ � Ð � >=/8 > � -9= >Ñ � Ð ß# # #È
¼ ¼ È È <t Ð>Ñw œ > Ð-9= > � =/8 >Ñ � " � ) œ > � *Þ# # # #

En consecuencia longitud de arco de la curva dada esß À

P œ œ > � * .>ß( (¼ ¼ È
! !

% %
# <t Ð>Ñw

P œ > � * � 68Ð> � > � *Ñ ¶ "%ß *%Þ
> *

# #
’ “È È# #

!

%

PROBLEMA  6.15

Calcular   ( (
W

9 9ÐBß Cß DÑ .Eß ÐBß Cß DÑ œ B � #CDdonde es la porción de plano# y W

#B � C � D œ %ß en el primer cuadrante. observe las figuras 6.12.1 y 6.12.2
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SOLUCIÓN

Al despejar de la ecuación general del plano se obtieneD À

 D œ % � #B � CÞ

Entoncesß
`D `D

`B `C
œ � #à œ � "à

.E
`D `D

`B `C
œ Ê" � ’ “ ’ “# #

� .B .Cß

.E œ œ ' .B.CÞÉ" � Ð � #Ñ Ð � "Ñ .B .C# #� È
9ÐBß Cß DÑ œ B � #CÐ œ B � Ð) � %BÑC � #C Þ# # #% � #B � CÑ

Por tantoß

( (
W

9ÐBß Cß DÑ .E œ È'( ( ÷
! !

#
# #

%�#B

B � #Ð% � #BÑC � #C .C .Bß‘

( (
W

9ÐBß Cß DÑ .E œ �
#

$
È'( ”

!

#
#

!

"

#
B �$

%�#B

Ð% � #BÑC C .Bß$•

( (
W

9ÐBß Cß DÑ .E œ �
#

$
È'( ”

!

#
$ $Ð% � #BÑ Ð% � #BÑ .Bß•

( (
W

9ÐBß Cß DÑ .E ß
#%

( ”
!

#
$ %

!

Ð% � #BÑ .B œ � Ð% � #BÑ
È' •#

( (
W

9ÐBß Cß DÑ .E œ Þ
$#

$

È'

(2,0,0)
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z

x

y

z = 4 -2x-y
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PROBLEMA  6.16

Sea   un campo vectorial de definido como la0 0t t œ Bß Cß � #D‘$   ¡ y W

superficie correspondiente al hemisferio superior de la esfera  B � C � D œ + Þ# # # #

Calcular ( (
W

0t tE·. .

SOLUCIÓN

Inicialmente se debe obtener el vector unitario 8t . Para ello se calcula el 
gradiente de la ecuación de la esfera en la figura 6.13ß y luego normalizarlo 
así À

8 œt
#Bß #Cß #D Bß Cß D Bß Cß D

B � %C � %D B � C � D

fW

fWm m
œ œ œ Þ

% #

#

+

¡ ¡ ¡
È È# # # # # #

Luego se efectúa el producto escalar entre  y de la siguiente forma0t ß À 8t

0t 8 Bß Cß � #D Bß Cß D œ B � C � #D ÑÞt· ·œ
" "

+ +
Ð  ¡   ¡ # # #

Peroß
  luegoB � C � D œ + � B � C ß ß# # # # # #

 0t 8 œ B � C � #Ð+ � B � C Ñ œ
B � C Ñ � #+· "

+ +
Ð Þ

$Ð’ # # # # #
# # #“

Al despejar  de la ecuación de la esfera se obtiene   . EnD D œ „ + � B � CÈ # # #

este caso se considera únicamente el signo positivo por tratarse del hemisferio
superior. De esta forma     y entoncesD œ + � B � C ßÈ # # #

`D � B `D � C

`B `C
œ à œ ÞÈ È+ � B � C + � B � C# # # # # #  

 

En consecuenciaß

.E œ .B .CßÊ" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

�

x   

(0,0,a)

x   + y   + z  = a2 22 2 2

(0,a,0)R

(a,0,0)
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PROBLEMA  6.16

Sea   un campo vectorial de definido como la0 0t t œ Bß Cß � #D‘$   ¡ y W

superficie correspondiente al hemisferio superior de la esfera  B � C � D œ + Þ# # # #

Calcular ( (
W

0t tE·. .

SOLUCIÓN

Inicialmente se debe obtener el vector unitario 8t . Para ello se calcula el 
gradiente de la ecuación de la esfera en la figura 6.13ß y luego normalizarlo 
así À

8 œt
#Bß #Cß #D Bß Cß D Bß Cß D

B � %C � %D B � C � D

fW

fWm m
œ œ œ Þ

% #

#

+

¡ ¡ ¡
È È# # # # # #

Luego se efectúa el producto escalar entre  y de la siguiente forma0t ß À 8t

0t 8 Bß Cß � #D Bß Cß D œ B � C � #D ÑÞt· ·œ
" "

+ +
Ð  ¡   ¡ # # #

Peroß
  luegoB � C � D œ + � B � C ß ß# # # # # #

 0t 8 œ B � C � #Ð+ � B � C Ñ œ
B � C Ñ � #+· "

+ +
Ð Þ

$Ð’ # # # # #
# # #“

Al despejar  de la ecuación de la esfera se obtiene   . EnD D œ „ + � B � CÈ # # #

este caso se considera únicamente el signo positivo por tratarse del hemisferio
superior. De esta forma     y entoncesD œ + � B � C ßÈ # # #

`D � B `D � C

`B `C
œ à œ ÞÈ È+ � B � C + � B � C# # # # # #  

 

En consecuenciaß

.E œ .B .CßÊ" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

�
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.E œ .B .CßÊ" �
B C# #

+ � B � C + � B � C# # # # # #  
�

.E œ
+ .B.C

ÞÈ+ � B � C# # # 

Por tantoß

( ( ( ( ( (ˆ
W

0 0t t tE 8 E œ .B.CÞt
B � C Ñ � #+

· ·. œ .
W

‰ “
e

+

+

’$Ð
+ � B � C

# # #

È # # # 

En esta última integral e  es la proyección de  sobre el plano   queW BC
corresponde a la  región de limitada por el círculo  ‘# B � C œ + Þ# # #

El cambio a coordenadas polares B œ <-9= ß C œ <=/8 ß) )  `ÐBß CÑ
`Ð<ß Ñ)

œ <ß

donde  permite escribir! Ÿ < Ÿ +à ! Ÿ Ÿ # ß ) 1

( (
W

0 < ßt tE œ·. ( (”
!

#1

!

+
$< � #+

+ � <

# #

# #È  
<. —.)

( (
W

0 œ ßt tE #+·. ( ( (”
!

#
#

1

! !

+ +
$< .<

+ � < + � <

$

# # # #È È  
� .

<.< — )

( (
W

0 œ !Þt tE·. (
!

#1’Ð Ð Ð .+ < Ñ $+ + < Ñ � # + < Ñ
+

# # $Î# # # # "Î# # # $Î#

!
� � � �   “ ) œ

PROBLEMA 6.17

Sean  9 9 un campo escalar definido como  (Bß Cß DÑ œ $

"'
BCD y  W  la superficie

del cilindro  situado en el primer octante entre  y .B � C œ "' D œ ! D œ "!# #

Calcular ( (
W

9 .Et .

SOLUCIÓN
En este casoß la proyección de la superficie se hace sobre el plano BD de la 
grafica 6.14Þ Puesto que   .Et œ 8t .E. Por tantoß

8 œ Bß Cß Þt
#Bß #Cß Bß Cß

B � %C B � C

fW

fWm m
œ œ œ !

! # !

% #

"

%

¡ ¡ ¡È È# # # #

Por otro ladoß

.E œ Ê" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

� .B .Cß
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.E œ .B.C œ œË" � ’ “ È� B %

C C C

# B � C# #

En consecuenciaß

( ( ( ( ( (
W W

F F. . BCD ‡E œ 8 EÑ œ Bß Cß ‡ .D .Bßt t
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"! % ¡#

  ( ( ( (
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F .E œ B Dß BC ß .D .BÞ Ð"Ñt $
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Ahora bienß
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! ! !
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$ $ # $
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! ! !
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BC .D .B œ �È"' � B ‡ ‡Ð � '%Ñ
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# D.D œ Ð"!!Ñ œ Ð$Ñ

'% " $#!!
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Al reemplazar y en se llega aÐ#Ñ Ð$Ñ Ð"Ñß À
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PROBLEMA  6.18

Calcular  M œ ÐBß Cß DÑ Bß Cß DÑ œ( ( ( F F.Z ß B � C � Dsi  es el ( # # # y e

.                         e
el tetraedro  limitado por el plano B � C � D œ " en el primer cuadrante.

SOLUCIÓN

La integral de volumen pedida se puede calcular por medio de una integral triple 
iteradaß en la cual varía inicialmente Dß luego Cß y finalmente Bß de las graficas 
6.15.1 y 6.15.2 así.

 M œ ( ( ( ( ( (FÐBß Cß DÑ . Ð .Z œ B � C � D Ñ Z ß# # #

  e e

M œ ( ( (" "�B

! ! !

"�B�C
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# # $ $“
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# $ % "#
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PROBLEMA  6.18

Calcular  M œ ÐBß Cß DÑ Bß Cß DÑ œ( ( ( F F.Z ß B � C � Dsi  es el ( # # # y e

.                         e
el tetraedro  limitado por el plano B � C � D œ " en el primer cuadrante.

SOLUCIÓN

La integral de volumen pedida se puede calcular por medio de una integral triple 
iteradaß en la cual varía inicialmente Dß luego Cß y finalmente Bß de las graficas 
6.15.1 y 6.15.2 así.
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PROBLEMA  6.19

Calcular  M œ ÐBß Cß DÑ Bß Cß DÑ œ( ( ( F F.Z ß B � C si  es la( # # y e

 e
región del espacio acotada por el cono B# � C # œ D # y la esfera 
B# � C # � D # œ " à D   !Þ

SOLUCIÓN

La utilización de coordenadas esféricas de la figura 6.16  simplifica el proceso 
de cálculo. En efecto sean las ecuaciones de transformación definidas como À

B œ =/8 -9= ß C œ =/8 =/8 ß D œ -9= Þ3 9 ) 3 9 ) 3 9   

Entoncesß

   B � C œ Ð# # 3 9 ) 3 9 )=/8 -9= Ñ � Ð =/8 =/8 Ñß#

B � C# # œ =/8 Ð-9= � =/8 Ñ œ =/8 Þ3 9 ) ) 3 9# # # # # #

B � C# # œ =/8 Þ3 9# #

El Jacobiano de la transformación es À

`ÐBß Cß DÑ

`
œ

Ð ß ß Ñ
=/8 Þ

3 ) 9
3 9#

La variación de    y    es como sigue3 ) 9ß À

! Ÿ Ÿ ß ! Ÿ Ÿ ß ! Ÿ Ÿ # Þ3 93   1
) 1

%
Por tantoß

( ( ( ( ( (FÐBß Cß DÑ Ð.Z œ B � C Ñ.Z ß# #

 e e  



   164           Cálculo Vectorial   164           Cálculo Vectorial   164           Cálculo Vectorial   164           Cálculo Vectorial   164           Cálculo Vectorial   164           Cálculo Vectorial148  Aplicaciones de Cálculo Integral 

( ( ( ( ( (F 3 9 3 9ÐBß Cß DÑ œ Ð =/8 Ñ . . .. ßZ

# Î%1 1

! ! !

"

% $ )

( ( ( ( ( ’ “F 3 9 9ÐBß Cß DÑ =/8 . ß.Z œ

# Î%1 1

! !

% $

!

"

( ( ( ( (” • ” •F 9 9ÐBß Cß DÑ =/8 . . ß. œZ
"

&

1 1Î% #

! !

$ )

( ( ( ” • ” •F 9 9ÐBß Cß DÑ ‡ � -9= � -9= ß.Z œ
"

&
)

! !

$
# Î%1 1

"

$

( ( ( FÐBß Cß DÑ œ.Z
#1 1

& $!
Ð) � &’ “È È È� � � œ # ÑÞ

# # #

# "# $

x   + y  + z  = 12 2 2

(1,0,0)

x   

Y (0,1,0)

Z   x  + y  2 = 2 2z2

Z

Figura 6.16  Sólido limitado por

Figura 3.2 Círculo de centro en y  radio  ............................... ...46Ð+ß ,Ñ < ÞÞÞÞÞÞÞ.........
Figura 3.3 Dominio de función vectorial  ...520t À ÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ‘ ‘# #Ä . .....
Figura 4.1 Curva definida por  ........ ...67< ÞÞÞÞt  ( ....>Ñ œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ ß > −¢ £" # $

‘

Figura 4.2 Plano normal y recta tangente a una curva.......................................68
Figura 4.3 Curvas regulares................................................................................69
Figura 4.4 Vector unitario normal y plano osculador..........................................70
Figura 4.5 Curva definida por ( .... ........ ...71< ÞÞÞÞt  >Ñ œ $ -9=>ß $ =/8>ß %> ß > −¢ £ ‘

Figura 4.6 Curva definida por ( .... ...... .. ...72< ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞt  >Ñ œ >ß > ß > ß > −¢ £# $ ‘

Figura 4.7 Recta tangente y plano normal a ( ..... ...74< ÞÞÞÞ ÞÞÞÞt >Ñ œ >ß > ß > ß > −¢ £# $ ‘

Figura 4.8 recta tangente a  ( .... .... .. .. ...77< ÞÞÞÞ ÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞt  >Ñ œ -9= >ß =/8>ß / ß > −¢ £> ‘

Figura 5.1 Plano tangente y recta normal a una superficie ..> − ‘Þ Þ Þ......... ...... ...94
Figura 5.2 Vector con punto inicial y punto final ..ÐBß Cß DÑ Ð!ß !ß !ÑÞ...... ... ...... ...95ÞÞ Þ Þ
Figura 5.3 Plano tangente y recta normal a  en ( , , ) ...D œ B � C " # $# # Þ Þ Þ......... .... .107
Figura 5.4 Plano tangente y recta normal a  en ( , , ) ...B C C

"' * )
� � œ !

# # #

% $ % Þ Þ..... .108
Figura 5.5 Plano tangente y recta normal a en B � C � D œ "% "ß � #ß $# # # ( )Þ....109
Figura 6.1 Curva definida por ( ..... ...... .. ...119< ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞt  >Ñ œ BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ ß > −¢ £ ‘

Figura 6.2 Longitud de arco entre  (  ( ....  ...... .. ...121< < ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞt t  + ,Ñ ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ y 
Figura 6.3 Superficie y su vector normal  ....W  ...... .. ...1248 ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞtÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 6.4 Triángulo definido por ....Ð!ß !ß !Ñà Ð"ß !ß !Ñà Ð!ß "ß !ÑÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ...... .. ...128
Figura 6.5 Triángulo definido por ....Ð!ß !Ñà Ð"ß !Ñà Ð!ß "ÑÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ Þ...... ........... .. ...129
Figura 6.6 Segmento de recta que une    y ....Ð!ß !Ñ Ð"ß #ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ.. ...130
Figura 6.7 Arco de elipse  en el primer cuadrante ....B C

� œ "
,

# #

# #a
Þ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ...... . ...131

Figura 6.8.1 Segmentos de recta que unen    y Ð!ß !ß !Ñ Ð"ß "ß !ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..132
Figura 6.8.2 Porción de curva   entre    y ........C œ B Ð!ß !Ñ Ð"ß "ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞ# ..133
Figura 6.9 Elipse  recorrida en sentido antihorario ..B C

% *
� œ "

# #

Þ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ...... . ...134
Figura 6.11  Segmentos de recta que unen   y Ð!ß !Ñà Ð#ß !Ñ Ð#ß "ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..138
Figura 6.12  Porciòn de plano en primer octante......D œ % � #B � C ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..142
Figura 6.13  Hemisferio superior B � C � D œ +# # # #ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..143
Figura 6.14  Cilindro circular en el primer octanteB � C œ# # 16 ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..145
Figura 6.15.1  Sólido limitado por en el primer octanteB � C � D œ " ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..146
Figura 6.15.2  Área triangular limitada por Ð!ß !Ñà Ð"ß !Ñà Ð!ß "ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..146
Figura 6.16 Sólido limitado por 148D œ B � C B � C � D œ "# # # # # # y  ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.1 Regiones simples y multiplemente conexas ...................................149
Figura 7.2 Curva   con orientación positiva 150> ...............................ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.3 Superficie   y su vector normal  ....W  ...... .. ...1508 ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞtÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.4 Superficie  vector normal  y elemento de volumen ....W ß  .. ...1518 ÞÞÞÞÞt   Þ
Figura 7.5 Superficie cerrada  y su vector normal  ....W  ..... ...1528 ÞÞÞÞtÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.6 Región plana  limitada por la curva  cerrada .e > ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..... ...153
Figura 7.7 Región plana  limitada por .e B œ C à C œ B# #ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..... ...154



7. TEOREMAS INTEGRALES
7.1  TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO
Este teorema  establece la relación entre una integral curvilínea alrededor deß
una curva cerrada y una integral doble sobre la región plana  limitada por la
curva cerrada. Es conveniente decir que la curva es simple es decir que no seà
corta a sí misma.

El enunciado del Teorema de Green en el plano es el siguiente Sea  À e ‘© #

una región simple cuya frontera es la curva cerrada y simplemente convexaß > 
del plano   orientada en sentido antihorario y  BCß 0 œ 0 ÐBß CÑß 0 ÐBß CÑ t ¢ £

" #
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7.1  FORMULACIÓN  VECTORIAL  DEL TEOREMA  DE GREEN

7.1.1 Teorema del rotor en el plano. Sea  e una región acotada del plano yBC

> una curva cerrada   y simple que es la frontera de  y e 0 œ 0 ÐBß CÑß 0 ÐBß CÑt ¢ £
" #

un campo vectorialß ß con derivadas parciales  continuas entoncesß
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7.1.2 Teorema de la divergencia en el plano. Sea  e  una región acotada del
plano  y  y simple que es la frontera de  yBC   una curva cerrada> e
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 un campo vectorial con derivadas parciales continuas yß
además  entoncesß ß8t  un vector unitario normal a la curva >à
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7.2 CONJUNTOS SIMPLE Y MÚLTIPLEMENTE CONEXOS

Región simplemente conexa Región multiplemente conexa

R
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Figura 7.1  Regiones simples y multiplemente conexas

7.2

7.2.1

7.2.2

7.3



   166           Cálculo Vectorial   166           Cálculo Vectorial   166           Cálculo Vectorial   166           Cálculo Vectorial   166           Cálculo Vectorial   166           Cálculo Vectorial   166           Cálculo Vectorial150  Aplicaciones de Cálculo V ectorial 

Una región  e del plano es  si para toda curva  simplemente conexaß > cerrada
contenida en la región el interior de   está contenido en  ß > e. Una región que no
es simplemente conexa se llama . Figura 7.1múltiplemente conexa
7.3  ORIENTACIÓN DE UNA CURVA

Sea  > una curva simple cerrada como en la figura 7.2.  Se dice que  > está 
orientada positivamenteß si al recorrer s la región que encierraß siempre se ubica 
a la izquierda.

Por otra parteß considérese una superficie W de dos caras cuya frontera 
sea la curva  >. Se puede definir la curva  > como la imagen de la curva que 
encierra la región  e y con la misma orientación en  la grafica 7.3.

De la misma forma se puede pensar en un observador que camina a lo largo deß
la frontera de la superficie con vector normal ß 8t  señalando el exterior. Se
moverá en dirección positiva  si la superficie está a su izquierda. De manera que
su orientación está inducida por  .8t

7.4  TEOREMA DE STOKES ( ROTOR)
El Teorema del Rotor o Teorema de Stokes relaciona la integral doble del rotor
de un  campo vectorial  sobre una superficie con la integral curvilínea de dichoß
campo sobre la frontera de la superficieÞ
El Teorema de Stokes se formula en los siguientes términos À

R
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Figura 7.3  Superficie S y su vector normal 
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Sea es la superficie abierta cuya frontera la curva   simple cerradaW > ß

orientada en sentido antihorario y   funciónß t0 œ 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑ¢ £
" # #

vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales continuas sobre una 
región que contiene a  W y  > de la grafica 7.4ß entoncesß
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ñ 8 œ -9= ß -9= ß -9= Wßt Si es el vector unitario normal a  entonces la  ¡! " $

fórmula de Stokes puede escribirse de la forma
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Desde un punto de vista estrictamente físico se puede afirmar El Teorema deÀ
Stokes establece que el flujo del rotacional de un campo vectorial a través de
una superficie es igual a la circulación del campo sobre la curva frontera de la
superficie.
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Figura 7.4  Superficie S vector normal     y elemento de volumen
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7.4 SUPERFICIES CONVEXAS Y SEMICONVEXAS
7.4.1 convexaUna superficie cerrada simple  es  si cualquier recta que paseW
por un punto interior a ella la intersecta a lo más en dos puntos.ß

7.4.2  semiconvexaUna superficie cerrada simple  es si los ejes   seW ß Bß Cß D
pueden elegir de tal forma que cualquier recta paralela a uno de sus ejes y que
intersecta a  W À

a) Lo hace en un punto o bien en dos puntos  oß

b) Tienen en común una parte de longitud finita en WÞ

7.5 TEOREMA DE LA DIVERGENCIA (GAUSS - OSTROGRADSKI)
Este teorema establece la relación entre la integral de superficie de un campo 
vectorial sobre una superficie cerrada y la integral de volumen de la divergencia 
del campo sobre la región dentro de la superficie como podemos ver en la figura 
7.5.

La formulación del teorema es como sigue Sea  una superficie cerrada queÀ W

encierra una región   de  y un campoZ ‘$ 0 œ 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑß 0 ÐBß Cß DÑt ¢ £
" # #

vectorial cuyas componentes y derivadas parciales son continuas sobre un
conjunto abierto que contiene a y a y  vector unitario normal exterior  aZ Wß 8t
W à ßentonces
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El significado físico del teorema es el siguiente  el flujo de un campo vectorial aÀ
través de una superficie cerrada es igual a la integral triple de la divergencia de
ese campo vectorial sobre el volumen acotado por esa superficie.

PROBLEMA  7.1
Demostrar el teorema de Green en el plano Sea  À e ‘© ß#  una región simple
cuya frontera es la curva cerrada y simplemente convexa > del plano  BCß
orientada en sentido antihorario y   0 œ 0 ÐBß CÑß 0 ÐBß CÑt ¢ £
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ejes la corta a lo sumo en dos puntos Figura Esta curva está formada porÐ (Þ'ÑÞ
las curvas y  orientadas positivamente, y correspondientes a> >" #EGF FHEß
las funciones  y  definidas en el intervalo 9 9

" #
ÐBÑ ÐBÑß Ò + ß , ÓÞ

De esta forma  la región e es un subconjunto del plano definido por

 e ‘œ ÐBß CÑ − Î + Ÿ B Ÿ ,ß Ÿ C Ÿ˜ # 9 9
" #
ÐBÑ ÐBÑ×Þ

Por tanto se puede escribirß

( (
e

`0 `0

`C `C
.B .C œ 0 ÐBß CÑ

+ +

, ,
" "

"( ( (” ” ¹
9

9 9

9
"

# #

"ÐBÑ

ÐBÑ ÐBÑ

ÐB
.C .B œ .Bß• •

Ñ

( (
e

`0

`C
.B .C œ 0 ÐBß Ñ � 0 ÐBß Ñ

+

,
"

" "( ” 9 9# "
ÐBÑ ÐBÑ •.Bß

( (
e

`0

`C
.B .C œ � 0 ÐBß Ñ 0 ÐBß Ñ

+ +

, ,
"

" "( (9 9" #ÐBÑ ÐBÑ.B � .Bß

( (
e

`0

`C
.B .C œ 0 ÐBß Ñ.B 0 ÐBß Ñ.B œ 0 ÐBß CÑ.B

+

, +

,

"
" " "� � �( ( *9 9

>
" #
ÐBÑ ÐBÑ  Ð"Ñ

>

>

y

x

c

d

A

D

C

B

ba

⦵⦵2
(X)

(X)⦵1

Figura 3.2 Círculo de centro en y  radio  ............................... ...46Ð+ß ,Ñ < ÞÞÞÞÞÞÞ.........
Figura 3.3 Dominio de función vectorial  ...520t À ÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ‘ ‘# #Ä . .....
Figura 4.1 Curva definida por  ........ ...67< ÞÞÞÞt  ( ....>Ñ œ 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñß 0 Ð>Ñ ß > −¢ £" # $

‘

Figura 4.2 Plano normal y recta tangente a una curva.......................................68
Figura 4.3 Curvas regulares................................................................................69
Figura 4.4 Vector unitario normal y plano osculador..........................................70
Figura 4.5 Curva definida por ( .... ........ ...71< ÞÞÞÞt  >Ñ œ $ -9=>ß $ =/8>ß %> ß > −¢ £ ‘

Figura 4.6 Curva definida por ( .... ...... .. ...72< ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞt  >Ñ œ >ß > ß > ß > −¢ £# $ ‘

Figura 4.7 Recta tangente y plano normal a ( ..... ...74< ÞÞÞÞ ÞÞÞÞt >Ñ œ >ß > ß > ß > −¢ £# $ ‘

Figura 4.8 recta tangente a  ( .... .... .. .. ...77< ÞÞÞÞ ÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞt  >Ñ œ -9= >ß =/8>ß / ß > −¢ £> ‘

Figura 5.1 Plano tangente y recta normal a una superficie ..> − ‘Þ Þ Þ......... ...... ...94
Figura 5.2 Vector con punto inicial y punto final ..ÐBß Cß DÑ Ð!ß !ß !ÑÞ...... ... ...... ...95ÞÞ Þ Þ
Figura 5.3 Plano tangente y recta normal a  en ( , , ) ...D œ B � C " # $# # Þ Þ Þ......... .... .107
Figura 5.4 Plano tangente y recta normal a  en ( , , ) ...B C C

"' * )
� � œ !

# # #

% $ % Þ Þ..... .108
Figura 5.5 Plano tangente y recta normal a en B � C � D œ "% "ß � #ß $# # # ( )Þ....109
Figura 6.1 Curva definida por ( ..... ...... .. ...119< ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞt  >Ñ œ BÐ>Ñß CÐ>Ñß DÐ>Ñ ß > −¢ £ ‘

Figura 6.2 Longitud de arco entre  (  ( ....  ...... .. ...121< < ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞt t  + ,Ñ ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ y 
Figura 6.3 Superficie y su vector normal  ....W  ...... .. ...1248 ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞtÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 6.4 Triángulo definido por ....Ð!ß !ß !Ñà Ð"ß !ß !Ñà Ð!ß "ß !ÑÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ...... .. ...128
Figura 6.5 Triángulo definido por ....Ð!ß !Ñà Ð"ß !Ñà Ð!ß "ÑÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ Þ...... ........... .. ...129
Figura 6.6 Segmento de recta que une    y ....Ð!ß !Ñ Ð"ß #ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ.. ...130
Figura 6.7 Arco de elipse  en el primer cuadrante ....B C

� œ "
,

# #

# #a
Þ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ...... . ...131

Figura 6.8.1 Segmentos de recta que unen    y Ð!ß !ß !Ñ Ð"ß "ß !ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..132
Figura 6.8.2 Porción de curva   entre    y ........C œ B Ð!ß !Ñ Ð"ß "ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞ# ..133
Figura 6.9 Elipse  recorrida en sentido antihorario ..B C

% *
� œ "

# #

Þ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ...... . ...134
Figura 6.11  Segmentos de recta que unen   y Ð!ß !Ñà Ð#ß !Ñ Ð#ß "ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..138
Figura 6.12  Porciòn de plano en primer octante......D œ % � #B � C ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..142
Figura 6.13  Hemisferio superior B � C � D œ +# # # #ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..143
Figura 6.14  Cilindro circular en el primer octanteB � C œ# # 16 ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..145
Figura 6.15.1  Sólido limitado por en el primer octanteB � C � D œ " ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..146
Figura 6.15.2  Área triangular limitada por Ð!ß !Ñà Ð"ß !Ñà Ð!ß "ÑÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..146
Figura 6.16 Sólido limitado por 148D œ B � C B � C � D œ "# # # # # # y  ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.1 Regiones simples y multiplemente conexas ...................................149
Figura 7.2 Curva   con orientación positiva 150> ...............................ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.3 Superficie   y su vector normal  ....W  ...... .. ...1508 ÞÞÞÞ ÞÞÞÞÞÞÞÞÞtÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.4 Superficie  vector normal  y elemento de volumen ....W ß  .. ...1518 ÞÞÞÞÞt   Þ
Figura 7.5 Superficie cerrada  y su vector normal  ....W  ..... ...1528 ÞÞÞÞtÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ
Figura 7.6 Región plana  limitada por la curva  cerrada .e > ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..... ...153
Figura 7.7 Región plana  limitada por .e B œ C à C œ B# #ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ..... ...154

Figura 7.6  Región plana R limitada por la curva     cerrada 



   170           Cálculo Vectorial   170           Cálculo Vectorial   170           Cálculo Vectorial   170           Cálculo Vectorial   170           Cálculo Vectorial   170           Cálculo Vectorial   170           Cálculo Vectorial154  Aplicaciones de Cálculo V ectorial 

Por analogía si  y  son las funciones correspondientes a lasß B œ 1 ÐCÑ B œ 1 ÐCÑ
" #

curvas  y  respectivamente entoncesHEG GFHß ß ß

( (
e

`0 `0

`B `B
.B .C œ 0 ÐBß CÑ

- 1 -

. 1 .

1 Ñ
# #

#( ( (” ” ¹
"
ÐC Ñ

ÐCÑ
#

.B .C œ .Cß• •1 ÐCÑ

ÐC

#

"

( (
e

`0

`B
.B .C œ 0 Ð ß Ñ � 0 Ð1 Ñß CÑ

-

.
#

# #( ” 1 ÐCÑ C ÐC
# " •.Cß

( (
e

`0

`B
.B .C œ � 0 Ð ß Ñ.C � 0 Ð1 Ñß CÑ.Cß

- -

. .
#

# #( (1 ÐCÑ C ÐC
" #

( (
e

`0

`B
.B .C œ 0 Ð ß Ñ.C � 0 Ð1

. -

- .
#

# #( (1 ÐCÑ C ÐC
" #

Ñß CÑ.C œ 0 ÐBß CÑ.C Ð#Ñ*
>

#  

Al sumar miembro a miembro ( ) y ( ) se llega a" # ß

( ( Š
e

`0 `0

`B `C
.B .C œ

# "
� ‹ *

>

Ð0 .B � 0 .CÑÞ
" #



PROBLEMA 7.2

Considerar el campo vectorial de ‘# definido por 0t œ  B � Cß B � C¡ y e es la 
región plan limitada por las curvas  C œ B# y  B œ C#Þ Comprobar el Teorema de 
Green en el plano. observe la figura 7.7.
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PROBLEMA 7.2

Considerar el campo vectorial de ‘# definido por 0t œ  B � Cß B � C¡ y e es la 
región plan limitada por las curvas  C œ B# y  B œ C#Þ Comprobar el Teorema de 
Green en el plano. observe la figura 7.7.

SOLUCIÓN

a) La integral curvilínea sobre la curva   se calcula comoC œ B À#
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b) Al aplicar el Teorema de Green en el plano se obtieneß
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PROBLEMA 7.3

"ÑDemostrar que el área de una región  e cuya frontera es la curva simple
cerrada  > puede calcularse por la expresión.
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Green en el plano.
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PROBLEMA  7.4

Calcular *
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   es la región limitada por lasÐ$B � )C Ñ.B � Ð%B � 'CÑ.Cß# # donde >

curvas  orientada positivamenteB œ !ß C œ !ß B � C œ "ß ß

a) Directamente;à

b) Por el  Teorema de Green en el plano.
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PROBLEMA  7.5

Calcular *
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vértices están localizados en y  y orientadoSÐ!ß !Ñß EÐ#ß !Ñß GÐ$ß "Ñ HÐ"ß "Ñ
positivamente.

SOLUCIÓN

Al aplicar el Teorema de Green en el plano  se tieneß

0 œ $B � #Cà 0 œ � ÐB � $ -9= C Ñà
" #

# `0

`C
œ #à

"  

`0 `0 `0

`B `B `C
œ � "à œ

# # " � � " � # œ � $Þ ßEntonces
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( ( ( ( ( (‹
e e e

Š`0 `0

`B `C
œ

# "
� .B .C � $ .B .C œ � $ .B .CÞ

Pero expresa el área de la región. En este caso es el área delß .B .C ß( (
e

paralelogramo  esto esà ß

( (
e

.B .C œ #‡" œ #Þ

Luegoß

( ( ‹
e

Š`0 `0

`B `C
# "
� .B .C œ � $‡# œ � 'Þ

En consecuencia  por el Teorema de Green en el plano se tiene queß ß

*
>

Ð$B � #CÑ .B � ÐB � $-9= C Ñ .C œ � 'Þ#

PROBLEMA  7.6

Calcular *
>

Ð$B � %CÑ .B � Ð#B � $CÑ .Cß #ßdonde   es el círculo de radio  con>
centro en el origen y con orientación antihoraria.

SOLUCIÓN
Al proceder análogamenteß como en el Problema (Þ&ß 

se obtienen para la figura 7.10

0 œ $B � %Cà 0 œ #B � $Cà
" #

`0 `0

`C `B
œ %à œ #Þ

" # 

`0 `0

`B `C
œ

# "
� # � % œ � #Þ ßEntonces

( ( ( ( ( (‹
e e e

Š`0 `0

`B `C
œ

# "
� .B .C � # .B .C œ � # .B .CÞ

y

x

(0,2)

(2,0)

R
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Figura 7.10  Círculo de radio
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Pero expresa el área del círculo  esto esß .B .C B � C œ # à ß( (
e

# # #

( (
e

.B .C œ Ð#Ñ œ % Þ#1 1

Luegoß

( ( ‹
e

Š`0 `0

`B `C
# "
� .B .C œ � #‡% œ � ) Þ1 1

Por tanto por el Teorema de Green en el planoß ß

*
>

Ð$B � #CÑ .B � ÐB � $-9= C Ñ .C œ � Þ# )1

PROBLEMA 7.7

Sea  e  una región acotada del plano y  y simple que esBC   una curva cerrada>

la frontera de  y e e 0 œ 0 ÐBß CÑß 0 ÐBß CÑt ¢ £
" #

 un campo vectorial definido sobre ß

cuyas componentes poseen derivadas parciales continuas. Demostrar que

( ( ˆ
e

f  x 0 0 .<t tt .B .C œ Þt‰· ·5 *
>

DEMOSTRACIÓN

El enunciado del problema corresponde a la formulación vectorial del Teorema
de Green en el plano  conocido como ß Teorema del rotor en el plano.

Sea  0 œ 0 ß 0t ¢ £
" #

campo vectorial definido sobre eß  cuyas componentes
poseen derivadas parciales continuas  y <t œ Bß C¢ £ vector de posición.
Entoncesß

0 .< 0 ß 0 Bß .C 0 .B � 0 .CÞt t œ· ·¢ £ ¢ £
" # " #

. œ

El rotor del campo 0t  se calcula como

f x 0t

t t t

œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

0 0 !

Þ
` ` `

` B ` C ` D

" #

 

Al desarrollar el determinante por los cofactores de la primera fila  se obtieneß À

f x 0t œ ¦
â â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â ââ â â â â â§

` ` ` `

` C ` D ` B ` C

` `

` B ` D
0 ! 0 0

� ß
0 !

# " #"

ß ß

f x 0 � ß ß �t œ ¤ ` ` ` `

` C ` D ` B ` C

0 0 0 0
# " # "Š ‹¥Þ
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Al utilizar los vectores canónicos    3 4 5t tß ß ß Àt  se escribe

f x 0 � 3 4 � � 5t œ � Þt t t` ` ` `

` C ` D ` B ` C

0 0 0 0
# " # "  Š ‹

En seguida se calcula  ß t tˆf  x 0‰·5
ˆf  x 0t t t tœ �t t‰ ’ Š “· ·5 5� 3 4 � � 5

` ` ` `

` C ` D ` B ` C

0 0 0 0
# " # "  ‹

ˆf  x 0t t œ‰·5 ` `

` B ` C
�

0 0
# " Þ

La integración doble sobre los dos miembros conduce a

( ( ( (ˆ
e e

f  x 0t t .B .C œ‰ Š·5 ` `

` B ` C
� .B .CÞ

0 0
# " ‹

Peroß

( (
e

Š` `

` B ` C
� .B .C œ

0 0
# " ‹ * *

> >

Ð0 .B � 0 .CÑ œ 0 .< Þ
" #

t t·

Entoncesß

( ( ˆ
e

f  x 0 0 .<t tt .B .C œ Þt‰· ·5 *
>



PROBLEMA  7.8

Comprobar el Teorema de Stokes  si  ß 0t œ #B � Cß � CD ß � C D W  ¡# # y  es la
semiesfera superior  B � C � D œ "# # #  y   > su contorno límite.

SOLUCIÓN

"Ñ La integral de línea se calcula así

* *
> >

 0 .<t t œ· Ð#B � CÑ .B � CD .C � C D .D# # .

fig 7.11

z =  √1-x² - y²z =  √1-x² - y²z =  √1-x² - y²

z =  √1-x² - y²
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Figura 7.11  Hemisferio superior
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En esta integral  ß > es el círculo  B � C œ "# #  orientado positivamente y su
parametrización es  B œ -9= >à C œ =/8 > à ! Ÿ > Ÿ # Þ ß1  Entonces

 * ( ’
>

0 .<t t œ -9= > =/8 > =/8 >Ñ·
!

#1

Ð# � Ñ Ð � .>ß“
* (
>

 0 .<t t œ -9= > =/8 > =/8 > Ñ·
!

#1

Ð � # � .>ß#

*
>

 0 .< Þt t =/8 > � > � =/8 #> œ
" "

# #
· ’ “� #

!

#1

1

#Ñ ßPara calcular la integral de superficie se debe calcular el rotor del campo
vectorial y el vector normal unitario a la superficie así:ß

f  x 0t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5t t t

` ` `

`B `C `D

#B � C � CD � C D

œ !ß !ß " Þ

# #

  ¡

8 œt
fW f

fW fm m m B � C � D � " m
œ ß

B � C � D � "(
(

# # #

# # #

)
)

(
8 Bß Cß D Þt

Bß Cß D
œ œ œ œ

#Bß #Cß #D # Bß Cß D

#BÑ � Ð#CÑ � Ð#DÑ # B � C � D

¡   ¡È È# # # # # # "

¡ ¡
Por otra parteß

ˆ   ¡f  x 0t 8 œ Bß Cß D .E œ D .EÞt‰   ¡· ·.E !ß !ß "

Peroß

.E œ .B .CßÊ" � ’ “ ’ “`D `D

`B `C

# #

�

.E œ .B .CßÊ" �
B C

" � B � C " � B � C

# #

# # # #
�

.E œ
.B.C .B .C

œ Þ
DÈ" � B � C# #

Por tantoß
ˆf  x 0t 8 œ D‡t‰· .E

.B .C

D
œ .B.CÞ 

Finalmenteß

( ( ( (ˆ
e e

f  x 0t 8 œt‰· .E .B.C œ Eß

donde es el área del círculo  que es igual a  E B � C œ "ß# # 1 1( )" œ Þ#
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Luegoß

( ( ˆ
e

f  x 0 Þt 8 œt‰· .E 1

De esta forma se ha comprobado el Teorema de Stokes.

PROBLEMA 7.9

Comprobar el Teorema de Stokesß si  0t œ   $Dß &Bß � #C ¡ y > es la elipse 
generada por la intersección del plano  D œ C �  $ con el cilindro  B# �  C # œ ", 
orientada según el vector normal 8t de la figura 7.12.

SOLUCIÓN

a) Para calcular la integral doble se requiere inicialmente determinar  el rotor delß

campo vectorial   y luego  el vector unitario normal0 ßt ß . Entonces

f  x 0t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

$D

t t t

` ` `

`B `C `D
&B � #C

œ   ¡� #ß $ß & Þ

La superficie  es la  parte del plano  limitada por la elipse y definida comoW
9 œ D � C � $ œ !Þ  El vector normal unitario es À

8 œ œ œt
m m # #

"f

f

9

9

  ¡!ß � "ß "
ÞÈ È ¡!ß � "ß "

Ahora bienß
ˆ   ¡ ¡f  x 0t 8 œt‰· ·.E .Eß� #ß $ß & !ß � "ß "

"

#È

fig 7.12

z

n
2

1

z = y + 3

x² + y² = 1

y

x

√

Figura 7.12  Intersección del plano
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ˆf  x 0t 8 œ Ð! � $ � &Ñ œ #t‰ È· .E .E .E .EÞ
" #

# #
œÈ È

Por tantoß

( ( ( (ˆ
e e

f  x 0t 8 œ #t‰ È· .E .EÞ

Pero la  integral doble  es precisamente el área de la elipse cuyos( (
e

.E ß

semiejes son  y De esta forma" ßÈ# Þ (Þ$ÑÞ(Ver Problema 

( ( ˆ ˆ
e

f  x 0t 8 œ # #t‰ È È· .E 1 1‰ œ # Þ

b) Para calcular la integral curvilínea  es necesario parametrizar la elipse asíß À

  B œ -9= >à C œ =/8 >à D œ =/8 > � $Þ

Luego la ecuación vectorial de la curva  ß >  es À

 < > œt( )   ¡-9= > =/8 > =/8 > � $ß ß à ß además

.<t œ    ¡� =/8 > -9= > -9= > � $ß ß .>Þ

El producto punto entre   0 .<t t  y   se calcula como

 0 .< $Dß &Bß #C ßt t œ· ·  ¡�   ¡� =/8 > -9= > -9= > � $ß ß .>

 0 .<t t œ � $=/8 > � *=/8 > � &=/8 > � #=/8 > -9= > .>Þ· ˆ ‰# #

En consecuencia la integral curvilínea se escribe y calcula comoß

* (
>

 0 .<t t œ � $=/8 > � *=/8 > � &=/8 > � #=/8 > -9= >·
!

#1

Ð # # ‰.>ß
*
>

 0 .<t t œ � > � =/8 > � * -9= > � > � =/8 > � =/8 > ß
"

#
· ’ Š ‹ Š ‹ “$ " &

# # #
#

!

#1

*
>

 0 .<t t œ � $· 1 1 1� & œ # Þ

De esta forma se ha comprobado el Teorema de Stokes.

PROBLEMA 7.10
Utilizar el Teorema de Stokes  para evaluar la integral cerrada donde*

>

 0 .<t tß·

0 œ #Dß )B � $Cß $B � Ct   ¡ y es la línea triangular del primer octante cuyos>

vértices son los puntos y  orientada positivamente.EÐ"ß !ß !Ñß FÐ!ß "ß !Ñ GÐ!ß !ß #Ñß
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SOLUCIÓN

Se debe encontrar el vector unitario normal  8t . Para elloß se determinan los 
vectores  EF œ   � "ß "ß ! ¡ y    EG œ   � "ß !ß # ¡Þ El vector  EF x EG   es normal al 
plano determinado por los puntos Eß Fß y G de la figura 7.13À

 x EF EG œ

â ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

" !
� " ! #

œ

t t t

� " ¡#ß #ß " Þ

El vector normal unitario  8t  se obtiene como

8 œ œt
m m

  ¡ ¡#ß #ß "

#ß #ß "  ¡ "

$
#ß #ß " Þ

Por otra parte  el rotor del campo vectorial esß

f  x 0t œ

â ââ ââ ââ ââ ââ ââ ââ â
3 4 5

#D

t t t

` ` `

`B `C `D
)B � $C $B � C

œ   ¡"ß "ß ) Þ�

El producto escalar entre el rotor de  0t 8t  y    se escribe y calcula como

ˆ   ¡f  x 0 #ß #ß " œt 8 œt‰· ·"ß "ß )�
" " )

$ $ $
Ð# � # � )Ñ œ Þ  ¡

Al aplicar el Teorema de Stokes la integral curvilínea se escribe comoß

 *
>

0 .< 0t tt tœ 8 œ· ·( ( ( (ˆ
e e

f  x ‰ .E
)

$
.EÞ

Pero  es el área del triángulo Entonces( (
e

.E EFGÞ ß

fig 7.13
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y
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Figura 7.13  Área triangular limitada por
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( (
e

.E œ
"

#
mEF EGm œ m m œ x " $

# #
Þ  ¡#ß #ß "

Finalmenteß

 *
>

 0 .<t t œ· )

$
‡
$

#
œ Þ%

PROBLEMA  7.11

Si  es el vector de posición demostrar que      < < < .<t t t tœ Ð>Ñ ß œ !Þ *
>

·

DEMOSTRACIÓN

Puesto que  f  x < œ !ß ß ßt t entonces por el Teorema de Stokes se escribe

  *
>

< .<t t t tœ < 8 ß· ·( ( ˆ
e

f  x ‰ .E

 *
>

 < .< .Et t tœ ! 8 œ ! œ ! Þt t t· · ·( ( ( (
e e

.E 

PROBLEMA  7.12

Si    es una superficie cerrada cualquiera demostrar queW ß

( ( ˆ
e

f  x < .Et t‰·
DEMOSTRACIÓN

> divide  a laSean  W1 y W2 dos regiones para las cuales  la curva cerrada 
superficie cerrada  W (Figura 7.14)Þ 
Al aplicar el Teorema del rotor  a las superficies  W y W se tiene À

" #

( ( ˆ
W
"

f  x < .E œ ßt tt t‰· ·*
>

0 .< > orientada positivamente.

orientada negaivamente.( ( ˆ
W2

f  x < .E œ ßt tt t‰· ·*
>

0 .< >

Al considerar  la superficie cerrada   se llega aWß

fig 7.14 

S� S�

Figura 7.14  Superficie cerrada S
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 ( ( ( ( ( (ˆ ˆ ˆ
W W W

f f f      x x x0t t t t.E œ < .E � < .Et t‰ ‰ ‰· · ·  
" 2

( ( ˆ
W

f  x 0 0 .< 0 .<t t tt � t.E œ � œ !Þt‰· · ·* *
> >



PROBLEMA 7.12

Comprobar el Teorema de la Divergencia de Gaussß para el campo vectorial de 
‘$ definido por  0t œ   %Bß �  #C#ß D#¡ sobre la región de ‘$ limitada por el cilindro 
circular B# � C# œ %  y  los planos paralelos  D œ !ß D œ $Þ Figura 7.15

SOLUCIÓN

a) Integral de volumen.
Inicialmente se calcula  asíf·0t À

f·0t œ
`Ð%BÑ `Ð #C Ñ `Ð Ñ

`B `C `C
��

� D# #

f·0t œ % � %C � #DÞ

La integral de volumen se plantea en los siguientes términos À

( ( ( ( ( (
Z Z

Ðˆ ‰f·0t .Z œ % � %C � #DÑ .Z ß

( ( ( ( ( (
Z

Ðˆ ‰f·0t .Z œ % � %C � #DÑ .D.C.Bß
�# !

# %�B $

%�B�
#

#

È
È

( ( ( ( ( ”
Z

Ðˆ ‰ •f·0t .Z œ % � %CÑD � D .C.Bß
�#

# %�B

%�B�
#

#

È
È

#

!

$

fig 7.15
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Figura 7.15  Cuerpo cilíndrico limitado por
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b) Integral de superficie.

La  superficie  cilíndrica cerrada consta de las dos tapas (bases) y  y por suW W" #

envoltura   Por consiguiente la integral de superficie debe calcularse comoW Þ ß$
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Finalmente al reemplazar en  se obtieneß Ð+Ñ ß
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W
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De esta forma  se ha comprobado el Teorema de la divergencia de Gauss.ß

PROBLEMA  7.13

Si  <t œ Bß Cß D ß  ¡ es el vector de posición demostrar que

( (
W

< E œ $Z ßt t·.

donde es el volumen de la región limitada por la superficie cerrada Z WÞ

SOLUCIÓN

Para calcular la integral   ( (
e

< Et t·.   resulta conveniente utilizar el Teorema de

la divergencia de Gauss asíß À
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En consecuenciaß
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PROBLEMA  7.14

Encontrar el valor de la integral  es el vector de posición y( (
W

< E ß <t tt·.  donde  

W es la  esfera unitaria  B � C � D œ "Þ# # #

SOLUCIÓN

El volumen de la esfera de radio  es " Z œ
%

$
1V Þ$

Como el radio de la esfera es  entonces"ß ß

(Z œ
% %

$ $
1 1"Ñ œ Þ$

De acuerdo a los resultados obtenidos en el Problema se tiene(Þ"$ß

( (
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< E œ $Z œ $t t·. ’ “%

$
1 1œ % Þ

PROBLEMA  7.15

Calcular  ( (
W

0 0t t tE B ß C ß D·.  donde œ   ¡# # # a través de la superficie cerrada

 B � C � D œ + Þ# # # #

SOLUCIÓN

El Teorema de la divergencia de Gauss establece que
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La integral doble  determina el flujo del campo vectorial dado a través( (
W

0t tE·.

de una superficie cerrada. En este caso es conveniente aplicar el Teorema de la
divergencia esto es calcular la integral triple en lugar de la integral doble asíà ß ß À
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El cambio a coordenadas esféricas
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 APÉNDICE 

COORDENADAS CILÍNDRICAS

Un punto  de T ‘$ se localiza por medio de coordenadas rectangulares ÐBß Cß DÑ
lo mismo que por coordenadas cilindricas dondeÐ<ß ß DÑß À)

distancia del origen al punto proyección de  sobre el plano  < À T BCß

ángulo que forma  con la parte positiva del eje  ) À < Bß

distancia del punto al plano D À BCÞ

Las ecuaciones de transformación son À

  B œ <-9= ß C œ <=/8 ß D œ DÞ) )

< œ B � C à œ +<->1ÐCÎBÑà D œ DÈ # # )

Para la función  0ÐBß CÑ ßla integral doble en coordenadas cilíndricas se escribe
como À

( ( ( (0ÐBß CÑ .E œ 0Ð ß Ñ < .< .<-9= <=/8 ß < ā !ß) ) )

e e

donde    es la región en coordenadas cilíndricas correspondiente a  ye eß

 se llama jacobiano de la transformación.< œ
`ÐBß CÑ

`Ð<ß )Ñ

,

y

y

z

z

x

x

r

A
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COORDENADAS  ESFÉRICAS

Un punto  de T ‘$ se localiza por medio de coordenadas rectangulares ÐBß Cß DÑ
lo mismo que por coordenadas esféricas dondeÐ ß ß Ñß À3 ) 9

distancia del origen al punto3 3À T ß ā !ß

ángulo que forma  con la parte positiva del eje  ) À < Bß

ángulo que forma  con la parte positiva del eje 9 3À DÞ

Las ecuaciones de transformación son À

   B œ =/8 -9= ß C œ =/8 =/8 ß D œ -9= Þ3 9 ) 3 9 ) 3 9

3 ) 9œ B � C � D à œ +<->1ÐCÎBÑà œ +<--9= ÐDÎÈ # # # ÈB � C � D# # # Ñ

Para la función  0ÐBß Cß DÑß ßla integral triple en coordenadas esféricas se expresa
como À

( ( ( 0Ð ß ß Ñ . .3 9 ) 3 9 ) 3 9 3 9 3 9 )=/8 -9= =/8 =/8 -9= =/8 . ß#

e

donde  e e  es la región en coordenadas esféricas correspondiente a yß

es el jacobiano de la transformación.3 9
3 ) 9

#=/8 œ
Ð ß ß Ñ

`ÐBß Cß DÑ

`

,

y

y

z

z

x
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