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19 Calculo Vectorial

A+2B =(-34,1) +(0,4, - 10),

A428 ={-3,8-9)
b)

|4 +2B| = [|A( - 3.8, - 9)|

|4 +2B| = (=3 + 8+ (- 92 =+/9+64+81 =+/154.
Por tanto,

cof.-:o:——_g : cosfi= {'owﬁ——_g

| 154 w’154_ " 154

De esta forma, o = 104°: §= 49251 § = 136°39.

c) A-B =(-3.4,1){0.2, —5)=3(0)+4(2) + 1( - 5),
A*B=0-8-6=—-14
_|A-B] |- 14
d) Fam =5 ~ o -9 " JFrzr o7

14 14 14y/29

Yam=Jivm  Vm o

o |A-B|B  14{0,2, —5)
e Pirig= —
’ BB T Al
14 o J1428 70
{e‘!,.".ﬁ:l :ﬁ {},2?—3)—<ﬁ,ﬁ,‘—ﬁ 3
- = T A-B
f) A B = ”fi”” B ||t'crs=|9; cosf= ————-—
o I
o5l = A-B -~ 14 1
CTIENE] VR R 2 (bR
— 14
B = 6 =~ 120° 39'.
Cos \/E 53
g) Si C=A +2E§, entonces el vector unitario en la direccion de €' es :
- ¢ A +2B 1
Uz= e
TN | A+42B|| s )

ﬁ5:<\/1; «/ii ¢134>





































































































































































Funciones vectoriales 74

a) f <m2+y'£,e"'ﬂ>; b}?=<zig’frf—y>; G}<f3w2—m?;,2rrx;i+y3>+

SOLUCION

af ﬂ< 2, .2 );f.-,.,>_<,}r _ m.r:>
dr e "ty e =&l ye A

a}'_ﬂ 2 il --'“-fl'.l>_<F}. ,..Ir.f>
a.r_ay<"“ TYSET ) ENmeT )

Ahora bien, si u= 2"+ y* y v = ¢, el Jacobiano se define como

a)

du  du
du,v) | 8r dy
e,y ~ |G dv
dr  Oyu

2z 2y
ye¥ ge

H

N¥) _ gp2em 4 2Pe™ = 2(z? — y?)e™,
d ey

b) %=%<miy’iriy>=<{IEH}EWI:;’}E >

e
dr  dyNz+y'zt+y/l No+y)? (z+y)?

x Y

Siu= y v = ——, el Jacobiano se define como
el i) T+
ou  du y
HNuv) 1o dy | _|(e+y? (z+y)?
dey) Qv v | U = [
dr  dyu (x+y)2 (z+y)?
Huw.v) xy Ty =

d(r,y) ~ (z+u)?  (e+y)?

ﬂ._i< z : oy _< B g
% dr O > zY, 22y +y3>_ bx —y, 2y >

af o < 2 s 2 1) < : 2>

== (Jr* —xy, ey +y )= —x,dxy+ 3y ).

By By Y H i H U

Con u =322 —ayy v=2xy* + 4", el Jacobiano se calcula como

g (g

Auwv) |8z By |_ |br—y -z

dxy) |Ov v | | 28 day+3y|
dr  yu

Mu.v)

3 7.3) = (6 — y)(dzy + 3y*) + 2zy* = 242y + 162y° — 3.
Ly


















































































































Operadores diferenciales 112

g,
Vo= <(}r:r do  do

55’ By’ {}:> <’r;;,,+i" 22z, ru—|—8m>

El vector unitario en la direccion segun A se define como

—
i =

4 <2 L ‘1> 1
I4] - ngl_lu (2-—1,—15.

Por tanto la derivada direccional de ¢ en la direccion de A en cualquier punto
Plax,y. =), se calcula como

g? Vo -u <{’.ruz + 422, 2%z, 2%y + Saz > Lﬁ<25 1, l>,
a¢ Logy ogs w3 N
EE \/E(-l.ry., + Bz* — 2%z -y —8.1,4,:},

b) El gradiente de ¢ calculado en el punto Fy(1, -2, -2) es

Vo(l, — 2. —2) = (-2(13( _9)(—2) +4(— 202, 12(— 2), 12(— 2) + B(1)( — 2)>,

Vo(l, -2, —2) = <::1-1, -2, —18).

De esta forma la derivada direccional de ¢ en la direccion de A enel punto
Py(1, =2, - 2). se calcula como

§¢ [ i AT 1 ¥ 9
gzl =2 -2)=Va(l, -2, -2 E(z,_l,_Q}

L) 1 6

—l; =2 =2 2t+2+d=——=vk
FER )= 75! J= V6

c¢) El valor de la derivada direccional maxima es,

a 5 :
% mar = ||v¢|:l’ - 2-' B 2}” > \Xz&l? + I: 2 EJE + { B 18}2’
a9 Forh _ o famg
3 = / 904 = 24/ 226.

d) La direccion en la cual la derivada direccional es maxima se escribe como

Vo (2-1, ~2 —m}

IVe|  2./226

1 S TR R
W_x/ﬁﬁ<u’ 1, - 9).

0

=t |
|















































































































149 Célculo Vectorial

(2,1
B 1) 1 . 1 21 13
dr = = [—x$+x-: w4+ C e
{0.0) / (0.0) 3 y SJ o) 3
4) Ay
Qi2,1)
I3
I;
0(0,0) P(2,0) X

Figura 6.11 Segmentos de recta que unen (0.0): (2.0} y (2.1}

En correspondencia con la Figura .11, se tiene :

L}ﬂ?:j;}ﬁﬂiﬁfﬂi (3)

La parametrizacion del tramo OF es

pri=i3
{ -
{yzﬂ 0<t<2

Ademas, } dr = <.r'2 oy, =1 > <d.;r:, .:I-_;,r> = t2dt.

Luego,

J, Frai= f:f? at=z[e] =3 (4)

La parametrizacion del tramo P es :

{m:g 0<t<l.
y=t

Entonces,
fodit = (2 —12) dt.

De esta forma
2

Fedi= | (2- ) dt,
Iy

o

-3

Finalmente, al reemplazar (4) y (5) en (3), se obtiene

- g 5 13
sl D2 a2
Lf” 373" @





















Integracion vectonal 156

/ o N Y
dAd = ,[1+ [_:r:] dady = i i s
Y Y Y

F z
(0,0,10)
i
—t
(040) v

/ (4,0,0)
X

Figura 6.14 Cilindro circular +? + y* = 16 en el primer octante

En consecuencia,

= P 3 i 4
1/1/.'1'61;‘1 .[f¢{'Ff.dx1} =1 [ f.;:yz * l(.‘tﬁ, yﬂ}*; dzdr,
g 5 R
3 0 4
ff'l'd;i = —f / 'z, TYz, D) dz dx,

w4
[/'i'dr_l' = f_ﬁf [ 2?2, xyV16 — 22,0) dz da. (1)
g 4 JO

Ahora bien.

Wt 1 " 4 G . 64 1 3200
2 4 ) . .
ez dzdey = = []:F - — 2 = —%= ) = —.
/; -/I.']. B2 3[;:; g 0 % 3 0 3 & 2*“ } 3 {2]

w 4 h [T
[ f oy 16 —x2dzde = — %f f (—2)ryv16—a?dzdr.
o0 ¥} 0 0

(T I
3 L B 64 1 3200
f f ey 16 —atdzdr = — —% - #( —EJ,}f zdz = — —(100) = ——  (3)
W 53 ¥ 52 3

Al reemplazar (2)y (3) en (1).sellegaa:



















































173 Célculo Vectorial

En esta integral, T es el circulo »?+y” =1 orientado positivamente y su
parametrizacién es x = cost; y = sent; 0 <t < 27, Entonces,

— L?:r
?( fdv = / [(Emsf —sent)( — Rﬂ]"t-f}} dt,
Jr

]

i 2
?{f-eﬁ:/ (— 2cost sent + sen’t ) dt,
1 Jo

. ]_ l P
.d—*[_1,: Zir — = —EET 2;}] s :
}(1" f-d7| — sen®t + st—gsenlt| =w

2) Para calcular la integral de superficie, se debe calcular el rotor del campo
vectorial y el vector normal unitario a la superficie, asi:

2 i 0 %,
VX = o = et =0, 0, 1%

! du Ay oz < }

r—y —yz* —yz
o VS8 Vit +yi+2-1)
VS| IV(? 4y + 22 =1’
= 2o 2y, 22 200, 4y % T, =
fl = ) = { } = : } = I, :}

V) + (2y)? + (22) a St +y? + 22
Por otra parte,

(Vx ) dA={0,0, 1}(z, y. 2}dA = zdA.

Pero,
fz12 ilz1?
=1+ [ + 5] dway
B z* v i
dA = i ey _drdy
C1-2— oz
Por tanto,
dir dy

(‘F X :f} ndA = zx = didy.

-/R/(v x J)-ildA= f fd-rdy A,

R

donde Aes el area del circulo % + % = 1. que es igual a #(1)* = .

Finalmente,


















179 Célculo Vectonal

j[fv F)av = f ff::. 21 — 12y)dy dz,
freee

[] [(vi)av =f_:{21y—ay?:|r dz,
V

Vi

v . o 2
j / j{?-f)n!l-’ = 4*21f v 4 — 2idr = 84 E;mf 4—x2+2are .qrﬂg] :
; 19 =
v

ffvf(v-}')mr =81(3 +7) =84m.

b) Integral de superficie.

La superficie cilindrica cerrada consta de las dos tapas (bases) S; y S; y por su
envoltura S;. Por consiguiente, la integral de superficie debe calcularse como

fffn )dA = [ﬂf fnd4+LJ dA—I-/ffndA (a)

—h

oLa integral doble sobre S; (z = 0). Aqui, it = —k. f= 4z, —2/%.0);

}-ﬁ = (). Entonces,

fJ{}-ﬁ)m: f&fnfm: 0.

oLa integral doble sobre S, (: = 3).Eneste caso, i =% [ = 4z, — 2%, 9);

f+it = 9. Entonces,

f f (Feit)da= f f 9dA =9 f fni.’;"l=!]$z1.wn=Q*{2]2=-’iﬁﬁ-
sd S 5

eLa integral doble sobre S; («% + * = 4). En este caso, se debe calcular 7 asi :

Entonces,

Por tanto,

)dA = 20t — ) d A
[ [ (Fmaa= [ [ (2t =)

La transfoirmacion a coordenadas polares x = 2¢cos 8, y = 2senf, ) < 8 < 2m;
dA = 2dzdf, permite escribir :









Teoremas integrales 182

El cambio a coordenadas esféricas

x=psendcosl,  y=psendsenf, z=pcosd,

conduce a
MEhd) ey G2 520 DS 0<p<
— S — ST L3 ’ = 5°
3(p.0.0) " SRR TR
Entonces,

(t+y+2)dV = p? [sen% cosl + sen®d senf + cos dsen ¢ ] dpdeo df,

De esta forma,

MroopE opa
2/[/{;:: +y+z)dV = Ef /_j o [s..rmﬂuh cosf + seno sen d + cos f,-h.ﬁf:'m,&}dp dchdf
0 0 JO
v

= [gﬁﬁﬁﬂdp] [/;rdﬁ} lj}%ms psen édqﬁ],

Der z
L [La]® 1onol” = Lotyomel - ™0
= [zp}ﬂ[{?}u [E.sm r,r}L— 2& *Eartz_ 5

En consecuencia,
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