





TEORIA BASICA
DE GRUPOS




TEORIA BASICA
DE GRUPOS

Fernando Andres Benavides Agredo
Wilson Fernando Mutis Catero



Benavides Agredo, Fernando Andrés

Teoria basica de grupos /Fernando Andrés Benavides Agredo, Wilson Fernando Mutis Cantero. -
12, Ed.- -San Juan de Pasto: Editorial Universidad de Narifio, 2024

141 p. : ilustraciones, gréficas, tablas.

Incluye referencias bibliograficas p. 126-127 y resefa de los autores p. 128
ISBN: 978-628-7679-49-8

1. Matematicas—Teoria de grupos. 2. Algebra abstracta—Grupos y subgrupos 3. Operaciones
binarias. 4. Grupos ciclicos 5. Subgrupos normales 6. Grupos abelianos. I. Mutis Cantero, Wilson
Fernando

512.2 B456t — SCDD-Ed. 22

Teoria Basica de Grupos

(©Editorial Universidad de Narifio
(©Fernando Andés Benavides Agredo
fandresbenavides@udenar.edu.co
(©Wilson Fernando Mutis Cantero
wilsonmutis@udenar.edu.co

ISBN digital: 978-628-7679-49-8
Primera edicién

Correccion de estilo: Ricardo Erazo Mera
Diseino de portada: Nathaly Johana Rivadeneira
Diagramacion: Fernando Andrés Benavides Agredo

Fecha de publicacién: abril de 2024
San Juan de Pasto - Narifio - Colombia

Prohibida la reproduccién total o parcial, por cualquier
medio o con cualquier propdsito, sin la autorizacién
escrita de su Autor o la Editorial de la Universidad de Narifio



Indice general

Capitulo 1.
1.1
1.2
1.3
1.4

Capitulo 2.
2.1
2.2
23
2.4
25

Capitulo 3.

3.1

Introduccion

Relaciones y operaciones binarias

Producto Cartesiano y funciones .. ...................... 1
Relaciones de equivalencia . ... ...... ... ... ... ... ... .. 5
Operaciones binarias . . ... ... ... ... ... ... .. 10
Ejercicios . . ... .. . ... 14

Grupos y subgrupos

Estructurade grupo . . ... ... ... .. 20
Propiedades bdsicas . ... ....... ... ... ... ... .. ... ..., 25
Subgrupos . ... 27
Ordendeun grupo . .. ... ... 30
Ejercicios . .. .. .. . . 32

Grupo de permutaciones
Grupo Dihédrico .. ... ... .. 37



3.2
3.3

Capitulo 4.

4.1
4.2
4.3

Capitulo 5.

5.1
5.2
53
5.4

Capitulo 6.

6.1
6.2
6.3

Capitulo 7.

7.1
7.2
7.3

Capitulo 8.

8.1
8.2
8.3

Grupo SiImétrico . .. ... ...

Ejercicios . .. ... . ...

Grupos ciclicos y finitamente generados

Grupos ciclicos .. ... ... . .. ...
Grupos finitamente generados . . .. ......... ... ... ... ...

Ejercicios . .. .. .. ..

Subgrupos normales y grupo cociente
Clases laterales y Teorema de Lagrange . .................
Subgrupos normales y grupo cociente . . . ... ..............
Conjugados . . .. ...

Ejercicios . .. ... . ..

Homomorfismos e isomorfismos

Homomorfismos de grupos . . .........................
Isomorfismos de grupos . .. ....... . ... ...

Ejercicios . .. .. .. ..

Producto directo de grupos
Producto directo externo . . ... ... ... ...
Producto directo interno . . . . . ... ...

Ejercicios . .. ... . ...

Grupos abelianos finitamente generados

Forma normal de Smith . ... ... .. ... ... ... ... ... . ...
Clasificacidn . .. .. .. . .. . .

Ejercicios . .. ... . .. ...
Notacidn
Bibliografia

indice de figuras y tablas



Introduccion

En el vasto y complejo universo de las matematicas, hay un drea que destaca por su
elegancia y profundidad: el dlgebra abstracta. Es un campo que despierta la curiosidad
del intelecto, llevando al lector a explorar las estructuras algebraicas mas esenciales y
fundamentales.

Si bien el dlgebra abstracta como campo formal de estudio no existia en la antigiiedad,
muchos conceptos algebraicos bésicos se desarrollaron en culturas antiguas como la ba-
bildnica, la egipcia y la griega. Por ejemplo, los antiguos babilonios tenian tablas de arcilla
que mostraban cémo resolver ecuaciones cuadréticas, y los griegos comenzaron a estudiar
la teoria de nidmeros y las propiedades de los nimeros enteros y racionales. Durante la
edad media y el renacimiento, los matematicos comenzaron a investigar las propiedades
algebraicas de estructuras abstractas. Por ejemplo, Francois Viete, un matemadtico francés
del siglo XVI, desarrollé la notacién algebraica moderna y resolvié problemas algebraicos
utilizando métodos simbdlicos.

Esta drea como campo distinto de estudio comenzd a tomar forma en el siglo XIX.
Uno de los hitos clave fue el trabajo de Niels Henrik Abel y Evariste Galois en la teorfa
de ecuaciones y la teoria de grupos. Galois introdujo el concepto de grupo y desarrollé la
teoria de grupos para resolver el problema de la solubilidad de las ecuaciones polinémicas
por radicales. Este trabajo sentd las bases para gran parte del algebra abstracta moderna.
Posteriormente, durante el siglo XX, el dlgebra abstracta experimenté un rapido desarrollo
y se convirtié en un campo central en las matematicas. Grupos como el de Bourbaki
tuvieron un impacto significativo en la formalizacién y unificacion de diferentes dreas del
dlgebra abstracta. Ademds, se desarrollaron otras estructuras algebraicas como anillos,
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cuerpos, médulos y espacios vectoriales, y se establecieron conexiones profundas entre
ellas.

La teoria de grupos es una rama fundamental del dlgebra abstracta que estudia conjun-
tos algebraicos estructurados con una operacién binaria, llamada operacién de grupo, que
satisface ciertas propiedades axiomaticas, como la cerradura, la asociatividad, la existencia
de elemento neutro y la existencia de inversos. Los grupos son herramientas poderosas
para modelar y entender simetrias en diversas areas, como la geometria, la fisica y la
quimica. Por ejemplo, en geometria, los grupos de simetria describen las transformaciones
que preservan la forma de un objeto, en fisica los grupos de Lie se utilizan para estudiar
simetrias en teorias fundamentales como la mecéanica cudntica y la relatividad, mientras
que la teoria de nimeros, es esencial en la criptografia y la seguridad informatica, como
se puede evidenciar en los trabajos de Myasnikov et al. (2008), Ameta y Ameta (2016) y
Tang et al. (2022).

Esta drea de las matematicas permite a los estudiantes desarrollar habilidades analiti-
cas, en resolucién de problemas, de abstraccidn y generalizacién, entre otras. Por ejemplo,
al abstraer conceptos comunes a diferentes areas de las matematicas y generalizarlos en
términos de estructuras algebraicas facilita el estudio unificado de diversos problemas ma-
tematicos y proporciona herramientas poderosas para resolverlos. Aquellos estudiantes que
desarrollen estas habilidades les permitirdn pensar de manera légica y a elaborar argumen-
tos matematicos rigurosos, cualidades que son valiosas en una amplia gama de campos
profesionales. En resumen, la teoria de grupos es un componente crucial en la formacién
de matematicos, licenciados en matematicas, fisicos entre otros, ya que les proporciona
las habilidades y el conocimiento necesarios para abordar problemas matematicos com-
plejos, realizar investigacidn en diversas dreas de las matematicas y aplicar los conceptos
matematicos en una variedad de campos, incluyendo la informdtica y la criptografia.

En este libro, nos sumergiremos en el fascinante mundo de la teoria de grupos, donde
los nimeros y las operaciones adquieren una nueva dimension de significado. Aqui, no nos
limitamos a manipular nimeros familiares; en su lugar, exploramos conjuntos abstractos
dotados de propiedades algebraicas que desafian la intuicién y estimulan el pensamiento
creativo. A medida que se avanza por las péaginas de este libro, se descubre la belleza
intrinseca de las estructuras algebraicas, iniciando con el estudio de operaciones binarias
distintas a las cominmente usadas, continuando con algunos de los grupos mas simples
como son los ciclicos y aquellos formados por las simetrias de un poligono regular, hasta
finalizar con uno de los teoremas mds importantes de esta drea como el de la clasificacidn
de los grupos abelianos finitamente generados. Cada capitulo es una invitacién a explorar
un nuevo concepto, a desentrafar sus misterios y a deleitarse con su elegancia matemadtica.

En el capitulo 1 se hace una presentacién extensa de conceptos bésicos de relaciones,
funciones inyectivas y sobreyectivas, relaciones de equivalencia y operaciones binarias. En
la construccién de este capitulo se tomaron en cuenta principalmente el texto de Ayres
y Jaisingh (2004) y el texto de Judson y Austin (2020) asi como material recuperado
de la web como Revilla (2019), Escribano (2019), Gonzéles (2019). En el 2 se incluyen



definiciones y ejemplos bésicos de la estructura de grupo, subgrupo y orden de un grupo.

En los capitulos 3 y 4 se desarrollan tipos especiales de grupos que serdn de gran
importancia, con el fin de clasificar los grupos abelianos finitamente generados. En el
capitulo 3 se hace un estudio detallado del grupo de permutaciones y del grupo dihédrico.
En el capitulo 4 se presentan los grupos ciclicos y se hace una introduccién a aquellos
grupos generados por un numero finito de elementos. En el capitulo 5 se definen los
subgrupos normales los cuales se utilizan para generar relaciones de equivalencia y dotar
al conjunto cociente de estructura de grupo. Para estos capitulos se estudiaron los textos
de Gallian (2017), Judson y Austin (2020) y Lezama (2019) y el material recuperado de
la web como Olazabal (2019), lkenaga (2022b,a), Conrad (2022).

Los capitulos 6 y 7 presentan los homomorfismos e isomorfismos de grupos y los
productos directos externos e internos de grupos. En el primer caso, este tipo particular
de funciones entre grupos permiten estudiar en detalle la estructura de distintas clases de
grupos mediante algunos ya conocidos. En el segundo, se crean nuevos grupos a partir
de algunos grupos dados, los cuales son de importancia para comprender la clasificacidn
de los grupos abelianos finitamente generados. En la construccién de estos capitulos se
tuvieron en cuenta los textos de Gallian (2017) y Dummit y Foote (1991) asi como los
documentos Beshenov (2023), Marklof (2023), Smith (2023).

El dltimo capitulo presenta la clasificacién de los grupos abelianos finitamente gene-
rados. Esta clasificacidn, se realiza mediante el uso de la Forma Normal de Smith de una
matriz con componente enteras, la cual es el anidlogo de la forma escalonada reducida
de una matriz con componentes reales. Ademas, se estudiaron los articulos de Bradley
(1971) y Newman (1997), el texto de Norman (2012) y el material descargado de la web
de Villarreal (2023).

Finalmente, bien seas un estudiante dvido de conocimiento, un investigador en busca
de inspiracién o simplemente un amante de las matematicas, este libro te guiard a través
de un viaje enriquecedor por las profundidades de la teoria de grupos. Prepdrate para
desafiar tus convicciones, expandir tu comprensién y maravillarte ante la belleza de las
estructuras algebraicas ocultas que subyacen en el tejido mismo de las matematicas.

iBienvenido!

Los autores
Universidad de Narifio
Abril de 2023



CAPITULO 1

Relaciones y operaciones binarias

Los conceptos de relacién y funcién son de gran importancia en la Teoria de Grupos.
En particular los conceptos de operacién binaria y relaciéon de equivalencia, puesto que
el primero permite definir el concepto de Grupo, y mediante el segundo se construye
un tipo importante de grupos que son los grupos cocientes. Por otro lado, serd de gran
importancia tener claro las relaciones entre una funcién y su imagen inversa.

Producto Cartesiano y funciones

En matematicas existen distintos tipos de relaciones entre los elementos de dos con-
juntos, el tipo mas importante de relaciéon es el de funcién. A continuacién se presentan
conceptos basicos de las relaciones entre dos conjuntos.
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Definicion 1.1. El producto cartesiano entre los conjuntos A y B, se denota por
A x By se define como

AxB={(ab) : acA be B}

Un elemento de A x B se denomina pareja o par ordenado.

Por ejemplo, si A={1,2}, B={u,v,w}y C =0, entonces
Ax B={(1u),2 u),(1v)(2v),(1w),2w}yAxC=0.

Note que si |A| = ny |B| = m, entonces |Ax B| = nm. En general, el producto cartesiano
entre los conjuntos Aj, Az, ..., A, se define como

AlXA2X-~~><An:{(81,82,...,an) cai €A, i:1,2,...,n}.

Si A= A, para todo i = 1,2,..., n, entonces el producto cartesiano entre los conjuntos
A1, Ay, ..., A, se denota por A”.

Definicion 1.2. Una relacion de A en B es cualquier subconjunto del producto
cartesiano A X B. Una funcién f de A en B es una relacién en la cual para cada
a € A existe un Unico elemento b € B tal que (a, b) € f.

Un funcién f C A x B se denotara por f : A— B y el par ordenado (a, b) € f por
f(a) = b. El conjunto A es llamado el dominio de f y el conjunto

f(A)={f(a) : ae A},

el rango de f. Por ejemplo, la relacion Ry = {(1,b),(2,¢).(3,¢)}, es una funcién de
A=1{1,2,3} en B={a, b, c} con rango {b, c}. Por su parte, la relacién dada por

Ra={(1,a).(1,b),(2,¢) (3 a)},

no es una funcién de A en B puesto que (1, a), (1, b) € R, . Dado un conjunto no vacio
A, la funcidn I : A — A, definida por [4(a) = a, para toda a € A, se denomina funcién
identidad sobre A.

Definicién 1.3. Sea f una funcién de A en B. Se dice que f es inyectiva si para
todo par de elementos distintos a;, ay € A se satisface f(a;) # f(az). La funcién f
se denomina sobreyectiva si para todo elemento b € B existe un elemento a € A tal
que f(a) = b.

Note que una funcién f de A en B es inyectiva si f(a;) = f(az) implica que a1 = a,.
Por ejemplo, la funcién f : R* — R*, definida por f(x) = x2 es inyectiva porque si a'y



Pag. | 3

b son reales positivos tales que f(a) = f(b), se tiene a®> = b?, en consecuencia |a| = |b|,
y por tanto a = b.

Definicion 1.4. Sea f : A— B una funcién y sea Y C B. La imagen inversa de
Y, denota por f~1(Y), se define como

Y Y)={ac A : f(a)e Y},

en particular, si b € B, la imagen inversa de {b} se denota f~1(b).

Proposicién 1.1. Una funcién f : A — B es inyectiva si y solo si [f~1(b)| < 1
para todo b € B.

Demostracién. Supongamos que existe b € B para el cual [f~1(b)] > 2, lo cual es
equivalente a que existen elementos distintos a;, a; € A tales que f(a1) = f(a2) = b. Por
lo tanto, f no es inyectiva. O

Por ejemplo, de acuerdo con la anterior proposicién, la funcién f : R — R dada por
f(x) = x2 no es inyectiva puesto que f~1(4) = {-2,2}.

Definicién 1.5. Sean f : A— By g : B — C dos funciones. La composicion
entre f y g es la funcién de A en C denotada por g o f y definida por (g o f)(a) =

g(f(a)).
Por ejemplo, la composicién entre las funciones

fF={(1.b6).(2¢).(3 a)}yg={(ax)(bx)(c2)}

es
gof ={(1.x).(2.2). 3.x)}.

Ahora, si consideramos las funciones de R en R, dadas por f(x) = x? y g(x) = 2x + 3 se
tiene que

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(x*) = 2x* +3

(fog)(x) = f(g(x)) = f(2x 4+ 3) = (2x + 3)* = 4x® + 12x + 9.

Definiciéon 1.6. Una funcién f : A — B se denomina biyectiva si es inyectiva y
sobreyectiva.

Puesto que una funcién de este tipo es tanto sobreyectiva como inyectiva se puede
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construir la funcién denotada por f~! : B — A definida por f~1(b) = asi f(a) = b. A
dicha funcién se le denomina la funcién inversa de f y satisface:

(] f_lof:/A.
° fofflzlg.

Las funciones biyectivas son de gran importancia, por ejemplo en Algebra Lineal una
funcién T : R? — R? dada por

r()-(2a)()

a

es biyectiva si y solo A = es invertible. En este caso, T-! : R? — R?

b
d
estd definida mediante la inversa de la matriz A. Las funciones biyectivas definidas en un
conjunto no vacio S se denominan permutaciones de S y son de gran importancia en la
Teoria de Grupos. En el caso que S = {1,2,...,n} una permutacién ¢ : S — S se

denotara por
(ol o) oty )

Teorema 1.1. Sean f : A— By g: B — C dos funciones.
1. Si f y g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.
2. Si f y g son sobreyectivas entonces g o f es sobreyectiva.
3. Si f y g son biyectivas entonces g o f es biyectiva.

Demostracion. Para probar el item 1, suponga que las funciones f y g son inyectivas, y
sean aj, a, € A tal que g(f(a1)) = g(f(a2)). Del hecho que g es inyectiva se obtiene la
igualdad f(a;) = f(a2), y de manera similar se obtiene que a; = a,. La demostracién de
los items 2 y 3 se dejan como ejercicio al lector. O

Teorema 1.2. Si f : X — Y es una funcién, A;,A> € Xy B;,B, C Y,
entonces

1. f(Al @] A2) = f(Al) @] f(Ag)
2. (AN A2) C F(AL) N F(As)
3 f_l(Bl U Bg) = f_l(Bl) U f_l(Bz)
4. (BN By = F1(B) N FY(By)

Demostracién. Sea a € f~1(B; N By), lo cual es equivalente a f(a) € B; N By y asf
a € f~Y(By)Nf~1(By). Esto prueba la igualdad del item 4, la demostracién de los demds
items se deja como ejercicio al lector. O
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Relaciones de equivalencia

En esta seccién se consideran relaciones R en un conjunto no vacio S, es decir sub-
conjuntos de S x S. Cada pareja (a, b) € R también se denotard por aRb lo cual se lee
“a estd relacionado con b". Por ejemplo, si se considera el conjunto S = {2,3,5,6} y
definimos la relacién dada por aR1b si a divide a b se tiene que

R1={(22).(2,6),(3.3).(3.6),(5.5).(6,6)} = {(a,b) € Sx S : a|b}.
Ahora, si se considera el conjunto S = R y la relacién dada por
Ra={(x,y) €R? : 2x — y = 6}
se obtiene que Ry es una recta en el plano.
Definicion 1.7. Sea R una relacién en el conjunto Sy a,b,c € S. Se dice que R
= 1. Reflexiva si aRa para todo a € S.

2. Simétrica si aRb entonces bRa.
3. Transitiva si aRby bRc entonces aRRc.

Por ejemplo, si en el conjunto de los niimeros naturales N se definen las relaciones

Ri= {(a, b) € N? : 3 es factor de b} ,

Ry = {(a, b) € N? : a es primo relativo con b} .

Observe que R; es reflexiva, transitiva pero no es simétrica ya que (2,4) € Ry pero
(4,2) ¢ Ry1. Ademds, R, no es reflexiva porque (2,2) ¢ Ry, el lector puede comprobar
que Ry tampoco es transitiva pero si es simétrica.

Definicion 1.8. Sea R una relacién definida en el conjunto S. Se dice que R es de
equivalencia si ella es reflexiva, simétrica y transitiva.

SO En el conjunto T de todos los tridngulos en el plano sea R la relacién
dada por “es congruente a”. Determinar si la relacién es de equivalencia.

Recuerde que dos tridngulos son congruentes, si y sélo si, sus lados y dngulos corres-
pondientes son respectivamente congruentes, o en otras palabras, con los lados y angulos
de los dos tridngulos se forman tres pares de lados de igual longitud y tres pares de angulos
de igual medida. Por lo cual, la relaciéon de congruencia entre tridngulos es claramente
reflexiva, simétrica y transitiva, y asi la relaciéon R es de equivalencia.
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SN Sea n un entero positivo (fijo). En el conjunto Z sea R la relacién dada
por

aRb siy solosin|(a—b).
Probar que R es de equivalencia.
Primero note que la relacién se puede reescribir de la siguiente manera:
aRb siy solosi a= b (mdd n).

Esto implica que, por las propiedades de congruencias, la relacién R es reflexiva, simétrica
y transitiva. Por lo tanto, R es de equivalencia.

Definicién 1.9. Sea R una relacién de equivalencia definida en el conjunto S y
a € S. La clase de equivalencia de a, denotada [a], se define como sigue

[a] = {x €S : xRa}.
Observe que de acuerdo con la anterior definicién se obtiene que
[a] = [b] si y solo si aRb.

En efecto, si [a] = [b] entonces a € [b] y asi aRb. Ahora bien, si aRb entonces para
x € [a] se tiene que xRa, y por transitividad xRb por lo cual x € [b], en consecuencia
[a] C [b]. De manera similar se prueba que [b] C [a] y se garantiza la igualdad [a] = [b].

Definiciéon 1.10. Sea R una relacién de equivalencia definida en el conjunto S. El
conjunto cociente de S por R, denotado por S/R, es el conjunto de todas las clases
de equivalencia determinadas por R en S.

S/R={[a] : acS).

Considerar en el conjunto Z la relacién de equivalencia definida por
xRy siy solosi |x| =|y|.
Determinar,
1. La clases de equivalencia de a = -2, 1.

2. La cardinalidad de [a] para cualquier a € Z.
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3. El conjunto cociente de la relacién.
Para a € Z se tiene que
[a] ={x€Z : |x|=]al} ={x€Z : x=+a}.

De ahi que [-2] = {—2,2} y [1] = {—1,1}. Por otro lado, también se obtiene |[a]| = 2
para todo a € Z* = Z\{0}, mientras que |[0]| = 1. Finalmente

Z/R={{-aa} : acZ}.

Considerar en el conjunto Z la relacién de equivalencia definida por
xRy siy solo si x tiene la misma paridad que y.

Determinar,

1. La clases de equivalencia de a = —2, 1.

2. El conjunto cociente de Z/R.

Para a € 7Z consideramos los casos: Si a es par entonces

[a] ={x €Z : x espar} =2Z,
mientras que si a es impar se tiene
[a] ={x€Z : xesimpar} =2Z+ 1.
Esto implica que [-2] =2Z y [1] = 2Z + 1. Ademds, para a € Z, se tiene
a€[0], cuando aes par.

a€[l], cuando a esimpar.

entonces el conjunto cociente de esta relacién estd formado solo por estas dos clases de
equivalencia, es decir,

Z/R = {[0], [1]}-

SEGRETE En el conjunto Z sea R la relacién dada por

aRbsiysolosi4|(a—b)
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Determinar,
1. La clases de equivalencia de a = —2, 1.
2. El conjunto cociente Z/R.
De acuerdo con el Ejemplo 1.2, para a € Z se tiene que
[a]={x€Z : x=a(méd 4)} ={a+4k : keZ}.
Por tanto, [-2] =[2]={2+4k : ke Z}y[l]={1+4k : k € Z}. Ademss,

Z/R = {[0], [1]. [2]. [3]}-

SO Sea S = P el conjunto de todas los polinomios con coeficientes reales.
Considerar la relacién de equivalencia definida por

pRqgsiysolosi pf =¢
en la cual p’ es la derivada de p. Determinar,
1. La clases de equivalencia de q(x) = x> + x + 1y p(x) = 2x + 1.
2. [r(x)] para un polinomio cualquiera.

Primero note que un polinomio r(x) que pertenezca a la clase de equivalencia de g(x) =
x2 4+ x + 1 debe ser de grado 2, luego r(x) = ax? + bx + ¢, con a # 0. Entonces

r'(x) =2ax+b=2x+1=q¢(x)
y asi a = b = 1. Por tanto,
[g(x)]={x*+x+ceP : ceR}.
De manera similar se obtiene que
[p(x)]={2x+ceP : ceR}.
En general, para r(x) = axx? + aix + ap con ay, aj, ao reales fijos se tiene que

[r(x)] = [a2X® + a1x + ag] = {axx* + aix+c€P . c € R}

Sea S un conjunto no vacio y F = {A;};c; una familia de subconjuntos de S en el
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cual / es un conjunto de indices. Entonces se dice que F es una particién de S si satisface
las siguientes condiciones:

OSZUA;. OA,'ﬂAj:Q]SiI.#j.

i€l

Teorema 1.3. Si R es una relacién de equivalencia definida en el conjunto S,
entonces el conjunto de todas las clases de equivalencia de la relacién forman una
particién del S.

Demostracién. De acuerdo con la Definicién 1.9 se tiene que [a] = [b] o [a] N [b] = 0.
Esto implica que la familia de subconjuntos de S/R es una particién de S. O

Teorema 1.4. Si S es un conjunto no vacio y P una particién de S, entonces existe
una relacién de equivalencia para la cual P forma el conjunto de todas las clases de
equivalencia de la relacién.

Demostracion. Suponga que P = {A;};c/ es una particién de S. Entonces se define la
relacién dada por

aRb siysolosi a be A para algin i € /.

De la igualdad S = J A; se sigue que R es reflexiva y simétrica. Ahora, si aRby bRc,

iel
se obtiene que a,b € A; y b,c € A; para algtin i,j € I. En consecuencia, / = j puesto
que b € A; N A;. Por lo tanto, a,c € A; y asi la relacién R es transitiva. O

Proposicion 1.2. Si R es una relacion de equivalencia definida en S,
entonces la aplicacién
TS — S/R
a — m(a)=]q

es una funcién sobreyectiva.

Demostracién. Dado que el conjunto cociente S/R es una particién, a cada elemento
a € S le corresponde una tnica clase de equivalencia [a] a la cual pertenece el elemento
a. Esto prueba que la aplicacién 7 es una funcién y por su definicién es claramente
sobreyectiva. O
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Definicion 1.11. Sea R una relacién de equivalencia definida en un conjunto no
vacio S. La funcién 7 definida en la proposicién anterior se denomina la proyeccién
candnica.

Operaciones binarias

Las operaciones usuales que se conocen de suma (+) y multiplicacién (x) en el con-
junto de los nidmeros reales R son binarias o cerradas, es decir al operar dos nimeros
reales el resultado es nuevamente un nidmero real. En general, una operacién binaria se
puede definir en un conjunto no vacio cualquiera como sigue:

Definicion 1.12. Una operacién binaria en un conjunto no vacio S es una funcién
de SxSenS. Six : SxS — S es una operacién binaria, la imagen del par
ordenado (a,b) € S x S se denota por ax b € S.

En los nimeros reales R las operaciones basicas de suma (+), resta (—) y multiplicacién
(x) son binarias. La divisién (<) es binaria en el conjunto R* de los reales diferentes de
cero. En general, una operacién binaria definida en un conjunto S no necesariamente es
una operacién binaria sobre un subconjunto propio de S, este es el caso de la resta en los
ndmeros naturales N o por ejemplo la divisidn en el conjunto de los enteros no cero Z*.
No toda correspondencia define una operacién binaria, por ejemplo

1. En R la operacién ax b = a.
2. En Z* =Z — {0}, la operacién x xy = x.
3. En R* =R — {0}, la operacién x x y = x”.

Si se analiza cada una de las anteriores operaciones, se observa que la tnica que es binaria
es la primera, mientras que las dos dltimas no satisfacen la condicién de la definicidn
puesto que para x =2y y = —2setiene2 2 ¢ Z* yparax = —1lyy = % se obtiene
(D)2 ¢ R

En los casos anteriores el conjunto en el cual se definié cada operacién es infinito,
en el caso finito se puede determinar si la operacién es binaria construyendo la tabla de
resultados de la operacién. Por ejemplo, para S; = {—1,1,/, —i} con la operacién usual
de multiplicacién de nimeros complejos se tiene:
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X 1 -1 =i
1 1 -1 i =i

Es claro, a partir de la tabla anterior, que la multiplicacién usual de complejos es binaria
en el conjunto S;. En general, dado cualquier conjunto finito S se construye una operacion
binaria mediante una tabla. Por ejemplo, para S, = {a, b, ¢, d} se tiene que el siguiente
cuadro define una operacién binaria.

Q N T W%
Q0 T V(o
L Q0O T|T
T L Q 0|0
0O oL Q|Q

De este andlisis surgen las siguientes preguntas.

SIS Sea S un conjunto finito de n elementos. ; Cdmo saber cuando una tabla
define una operacién binaria en S7 y jcudntas operaciones binarias se pueden definir en

S?

La respuesta para la primera pregunta es clara, basta con determinar si todos los
elementos de la tabla forman parte del conjunto S. En cambio, para la segunda pregunta
observe que existen n? parejas (a, b) € Sx S, para cada una de ellas existen n posibilidades
de asignarle un elemento de S. Por tanto, se pueden definir n" operaciones binarias en S.
Por ejemplo, en un conjunto de 4 elementos se pueden definir 41® operaciones binarias.

Definicién 1.13. Sea * una operacién binaria definida en S. Entonces se dice que
* es:

1. Conmutativa si a* b= b* a para todo a,b € S.

2. Asociativa si ax (b c) = (a* b) * ¢ para todo a, b, c € S.

Se conoce que las operaciones usuales de suma (+) y multiplicacién (x) definidas en
el conjunto de los nimeros R o en restricciones de este conjunto como N, Z y Q son
también conmutativas y asociativas. A partir de ellas es posible definir nuevas operaciones
binarias con estas caracteristicas.

SN Determinar cuales de las siguientes operaciones binarias definidas en el
conjunto 7Z son conmutativas o asociativas.

1. axy b=a+ b— ab.
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2. axob=a+b—-3

Sean a, b, c € Z. Entonces se tiene que

asxtb=a+b—ab=b+a—ba=bxa

axob=a+b—3=b+a—3=bx;a,

de lo cual se concluye que *; y %> son conmutativas. Por otro lado, de las igualdades

(ax1b)xyc=(a+b—ab)xyc=(a+b—ab)+c—(a+b—ab)c=
=a+b—ab+c—ac—bc+abc=a+(b+c—bc)—a(b+c—bc)=
=ax*y (b+c—bc)=ax;(bxc)

(axob)x1c=(a+b—3)kc=(a+b—-3)+c—3=
=a+b—-3+c—-3=a+(b+c—-3)-3=
=ax(b+c—3)=axx(bxc)

se obtiene que las operaciones son asociativas.

Note que si se tiene una operacién binaria definida en un conjunto finito definida
mediante una tabla, es facil determinar si la operacién es conmutativa, basta con analizar
si la tabla es simétrica con respecto a la diagonal principal. Por ejemplo, en las siguientes
operaciones

1 1a b ¢ x> | a b ¢
al|b a c ala b c
bla c¢c b b|b c¢c a
clc b a clc a b

se tiene que las dos son conmutativas. Sin embargo, determinar a simple vista si una
operacién definida por una tabla es asociativa es dificil.

Definiciéon 1.14. Sea * una operacién binaria definida en el conjunto S. Entonces
se dice que * tiene la propiedad del

1. Elemento neutro si existe e € S tal que axe = exa = a para todo a € S.

2. Elemento inverso si para todo a € S existe b€ S tal que axb=bxa=ce.
Al elemento e se le denomina el neutro de la operacidén y en caso que exista el
elemento b del item (2), entonces este serd denotado por a~! (o por —a) y se
denomina el inverso de a.

Note que en el conjunto de los niimeros naturales N = {1,2,...} la operacién suma
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(+) no tiene elemento neutro; sin embargo, este mismo conjunto con la multiplicacién (x)
el elemento neutro es el 1. Es decir los naturales con la operacién de multiplicacién usual
satisface la propiedad del elemento neutro, pero no la propiedad del inverso. Si ampliamos
el conjunto de los naturales al de los enteros, la suma satisface las dos propiedades de la
definicién anterior, similarmente la multiplicacién si ampliamos los naturales al conjunto
de los racionales.

Por otro lado, si se tiene una operacién binaria en un conjunto finito es facil determinar
si satisface la propiedad del elemento neutro y del inverso, basta con hacer una inspeccién
de cada fila de la tabla. Por ejemplo, en las siguientes operaciones

x1]a b ¢ x|a b c
al|lb a c ala b c

a c¢c b b ¢ a
c|lc b a c|lc a b

se tiene que la operacién *; no satisface la propiedad del elemento neutro, mientras que
en la operacidn x; el elemento neutro es e = a y cada elemento de S tiene inverso. El
inverso de b es c y viceversa.

Teorema 1.5. Sea * una operacién binaria definida en S. Si * tiene la propiedad
del elemento neutro, entonces este elemento es Unico.

Demostracion. Suponga que e; y e, satisfacen la primera condicién de la Definicién 1.14.
Por tanto, para todo a € S se satisface

axe=e *xa=ay ake=e*a=a

En particular, cuando a = e; 0 a = e; se llega a que

€] = €1 ¥ & = 6. O
SR Determinar cuales de las siguientes operaciones binarias definidas en el
conjunto Z tienen elemento neutro.
1. axy b=a+ b— ab.
2. axp b=a+2b.

3. axgb=a+b—-3
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En la operacién *; el elemento neutro es e; = 0. En efecto,
Ox3a=0+a—0-a=a=a+0—a-0=ax0
y en la operacidn *3 su elemento neutro es e3 = 3 dado que
ax33=a+3—-3=a=3+a—-3=3x3a.
Si la operacién x; tiene elemento neutro e se tiene que
exra—e+2a—a—=at+2e=ax*xe

y asi a = e lo cual no es posible. Por tanto, las operacién *; no satisface la propiedad del
elemento neutro.

Ejercicios

1. Considerar los conjuntos X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c} y la funcién f : X — Y
dada por
f(1)=a, f(2)=a, f(3)=c, f(4)=c

y los conjuntos A = {1,3} y B = {a, b}. Determinar f(A) y f~1(B).
2. Sean f : X — Y una funcién, AC Xy B C Y. Probar
2) F1(BE) = (F1(B))C.
b) f~Y(Y\B) = X\f1(B).
c) Ac f~Y(f(A) y f(F1(B)) C B.

3.Sif:A— By g: B — C son funciones tales que go f : A— C es inyectiva,
probar que f es inyectiva.

4.Sif: A— Byg: B — C son funciones tales que gof : A — C es
sobreyectiva, probar que g es sobreyectiva.

5.Si f: X — Y es una funcién y A; y Ay son subconjuntos de X, mostrar que
f(A1 N Az) C f(A1) N f(Az). Determinar condiciones para las cuales se satisface la
igualdad f(Al n A2) = f(Al) n f(A2)

6. En R considerar la relacién aRb si y solo si ab > 0. j R es una relacién de equiva-
lencia?
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7. En el conjunto Z x Z* considerar la relacién (a, b)R(c, d) si y solo si ad — bc = 0.
a) Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) Determinar el conjunto cociente.

c¢) Hallar el conjunto cociente si la relacién se define en el conjunto A x A en el
cual A={1,2,3,4,56,7,8,9,10}.

8. En Q se define la relaciéon

3 h
XRy siy solo si existe h € Z tal que x = y;— .

a) Probar R es de equivalencia.
b) Analizar si [%] = [%}
9. En Z considerar la relacién dada por: xRy siy solo si x> — y2 = x — y.
a) Probar que R es de equivalencia.
b) Hallar [3].
c) Determinar el conjunto cociente Z/R.
10. En el conjunto E = R? se define la relacién
(x,y)R(z, w) si y solo si x? + y? = z% + w?.
a) Demostrar que R es una relacién de equivalencia.
b) Determinar el conjunto cociente R?/R.

11. Sea X el conjunto de todas las funciones de R en R. Dadas f, g € X se define la
relacién

(o) -a(t) _,

f R g siysolosi lim
gsy t—0 t2

Demostrar que R es una relacién de equivalencia.

12. Sean Ry y R, dos relaciones de equivalencia definidas en los conjuntos $; y S



Pag. | 16

respectivamente. Considerar la relacién
(a1, b1)R (a2, by) si y solo si a;Ray y by Rbs.
definida en el conjunto S = 5; x S;. Probar que R es de equivalencia.
13. Sea U un conjunto y A C U. En P(U) se define la relacién
XRY siysolosi XUA=Y UA.
a) Probar que R es una relacién de equivalencia.

b) Para el caso U = {1,2,3,4} y A = {1,2}. Determinar el conjunto cociente
P(U)/R.

14. Sea M = M, »(R) el conjunto de todas las matrices cuadradas de tamafio n. Definir
la relacién

ARB si y solo si Ay B tienen la misma cantidad de ceros.
a) Probar que R es de equivalencia.
b) Determinar cudntas clases de equivalencia distintas hay.

¢) Para n = 3 determinar la clase de equivalencia de la siguiente matriz

1 11
A=|1 0 1
1 11

d) Para n = 2 determinar el conjunto cociente de M/R.
15. En Z* x Z* considerar la relacién
(a,b)R(c,d)siysolosia+d=b+c
a) Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) Hallar el conjunto cociente.

c¢) Determinar el conjunto cociente que se obtiene si la relacién se define en Ax A
en el cual A={1,2,3,4,5}.
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16. En S =R2 — {(0,0)} se define la relacién
URvV siy solo si u = Av para algiin A € R.
a) Probar que R es una relacién de equivalencia.
b) Determinar el conjunto cociente.
17. Sea R una relacién de equivalencia definida en el conjunto S. Probar,
a) Si cRay cRb entonces aRb.
b) Si b € [a] entonces [a] = [b].

18. Probar que cada una de las siguientes operaciones son binarias en el conjunto en el
cual se definen.

a) axb=a+b—3enZ.

b) axb= %ab en QF.
19. Considerar el conjunto A ={a, b, c, d, e}.

a) iCudntas funciones de A x A en A existen?

b) jCudntas operaciones binarias existen?

¢) iCudntas de estas operaciones son conmutativas?
20. Considerar el conjunto A= {x, a, b, c, d}.

a) ;Cudntas operaciones binarias se pueden definir en el conjunto A tales que
axb=c?

b) jCudntas de las anteriores operaciones tienen a x como elemento neutro?
c) iCudntas de las operaciones del item (a) tienen un elemento neutro?

d) iCuéntas de las operaciones del item (c) son conmutativas?

21. En Q* considerar la operacién ax b = %.
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a) Probar que * no es conmutativa ni asociativa.
b) Determinar si * tiene elemento neutro.
22. En Z* se define la operacién a x b = m.c.d{a, b}.
a) Probar que la operacién ax b es binaria.
b) Determinar si la operacién definida es asociativa o conmutativa.
c) Determinar si la operacién tiene elemento neutro.

23. Considerar el conjunto A = {2,4,8,16,32} y considerar la operacién a x b =
m.c.d{a, b}. Determinar si * tiene elemento neutro.

24. Sean py q primos distintos y considerar el conjunto A= {p"g™ : 0<n<31, 0<
m < 37}.

a) Probar que la operacién a* b = m.c.d{a, b} es binaria.
b) Determinar si la operacién definida es asociativa o conmutativa.
c) Determinar si la operacién tiene elemento neutro.

25. Considerar el conjunto de las matrices de la forma

1
0
0

o~ X
= N <

en el cual x,y,z € R.

a) Probar que la operacién usual de multiplicacién de matrices es binaria en este
conjunto.

b) Probar que esta operacién es asociativa y tiene la propiedad del elemento
neutro.

26. Considerar el conjunto de las matrices

cosf) —sind
A= (sin9 cos&) t 0€R
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a)

b)

Probar que la operacién usual de multiplicacién de matrices es binaria en este
conjunto.

Probar que esta operacidén es asociativa y tiene la propiedad del elemento
neutro.

27. Considere la relacion definida en R por:

-y

X
XRy siy solo si

Probar que R es de equivalencia.
Determinar el conjunto cociente R/R.

Probar que existe una biyeccién entre R/R y los puntos de la circunferencia
St={(xy) :®+y*=1}.

Probar que la operacién de suma usual en los niimeros reales define una ope-
racién binaria en el conjunto cociente R/R.

Probar que la operacidén candnica no estd bien definida si la operacién en R
es la multiplicacién usual en los reales.

28. En el conjunto Z x Z* considerar la relacién de equivalencia:

(a, b)R(c, d) siy solo si ad — bc = 0.
Determinar el conjunto cociente R/R.
Probar que existe una biyeccién entre R/R y el conjunto Q.
En Z x Z* considerar las operaciones.
(a, b) * (¢, d) = (ad + bc, bd) y (a, b) o (c,d) = (ac, bd).

Probar que las operaciones candnicas correspondiente a * y o estan bien defi-
nidas en (Z x Z*)/R.

Probar que existe una biyeccién entre (Z x Z*)/R y Q.



CAPITULO 2

Grupos y subgrupos

Estructura de grupo

En matematicas una estructura algebraica es un conjunto no vacio dotado de una o
mas operaciones binarias, estas estructuras se clasifican dependiendo de las propiedades
que satisfacen las operaciones. Un grupo es un tipo particular de estructura algebraica,
este tipo de estructura no es del todo desconocida para los estudiantes de secundaria
puesto que algunos ejemplos bdsicos son los conjuntos numéricos usuales de los enteros,
racionales, reales y complejos con la operacién de suma.

Definicion 2.1. Sea G un conjunto no vacio en el cual se define una operacién
binaria *. Se dice que (G, %) tiene estructura de grupo si satisface cada una de las
siguientes condiciones:

1. x es asociativa en G.
2. * tiene la propiedad del elemento neutro en G.
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3. x tiene la propiedad del elemento inverso en G.
En el caso que * sea conmutativa en G entonces se dice que (G, *) tiene estructura
de grupo abeliano (o conmutativo).

En el caso que (G, %) tenga estructura de grupo se dird simplemente que G es un
grupo siempre y cuando la operacién binaria se deduzca del contexto. Como se mencioné
en la introduccién, algunos sistemas numéricos tienen estructura de grupo y en algunos
casos de grupo abeliano. Por ejemplo, Z, Q, R y C tienen estructura de grupo abeliano
en los cuales la operacién es la suma usual. Mientras que Q*, R* y C* tienen estructura
de grupo abeliano con la multiplicacién usual, en cada uno de estos casos el asteristo
como superindice significa que del conjunto no se considera el ndmero 0, por ejemplo
Q* = Q\{0}. Sin embargo, si se considera al conjunto de los nimeros naturales N con la
suma se concluye que no tiene estructura de grupo, puesto que no satisface la propiedad del
elemento inverso. Igualmente sucede con el conjunto Z* con la multiplicacién de enteros.
Por otro lado, note que en el conjunto de los nimeros irracionales I la multiplicacién no
es una operacién binaria.

Del Algebra Lineal se concluye que el conjunto de las matrices cuadradas de orden n
con componentes complejas M,(C) tiene estructura de grupo abeliano con la operacién
de suma de matrices. Sin embargo, este mismo conjunto no tiene estructura de grupo
con la operacién de multiplicaciéon de matrices puesto que no se garantiza la existencia
del elemento inverso para toda matriz. Note que esta operacidn si satisface la propiedad
del elemento neutro puesto que la matriz identidad cumple con la condicién (2) de la
Definicién 2.1. Ahora, si solamente se considera el conjunto de las matrices invertibles
GL(n,R) con la operacién de multiplicacién de matrices, este tiene estructura de grupo,
pero no de grupo abeliano.

S Determinar si cada una de las siguientes estructuras forman un grupo
abeliano.

1. (Z, ) en la cual la operacién estd definida por axb=a+ b— 3.

. PR ab
2. (Q*, %) en la cual la operacién esta definida por ax b = 5

En el primer caso, por lo expuesto en los Ejemplos 1.8 y 1.9, es claro que la operacién
definida es binaria (o cerrada), asociativa, conmutativa y tiene la propiedad del elemento
neutro en el conjunto Z con elemento neutro e = 3. Ademas, para a € Z, su inverso es

a~! =6 — a. Por tanto, la primera estructura es un grupo.

Note que como estd definida la operacién de la segunda estructura implica que es
binaria en el conjunto Q*, y la asocitividad y conmutatividad de la multiplicacién de
nimeros racionales implica la asociatividad y conmutatividad de la operacién. Por otro
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lado, el elemento neutro es e = 2, y el elemento inverso del racional no cero aes a=—! = —.
a

Por lo cual, la segunda estructura es un grupo abeliano.

Dado un grupo finito G con operacién binaria x, a la tabla de resultados de la operacién
binaria se le denomina la tabla de Cayley de G. Note que la tabla de Cayley facilita
determinar, por simple inspeccién, cual es el elemento neutro de la operacién y si la
operacién es conmutativa.

m Construir la tabla de Cayley del grupo U(10) = {1,3,7,9} en el cual

la operacién binaria es a x b = ab (mdéd 10), y determinar el inverso de cada uno de los
elementos del grupo.

La tabla de Cayley es

*[1 3 7 9
111 3 7 9
313 9 17
7|7 1 9 3
919 7 3 1

de donde se concluye que 371 =7, 771 =3y 971 = 9. Ademds, observe que el grupo es
abeliano por la simetria de la tabla con respecto a la diagonal principal.

M Construir la tabla de Cayley del grupo S3 en el que Sz es el conjunto

de las permutaciones de [1,3] = {1,2,3} y la operacién binaria es la composicién de
funciones. De acuerdo con la tabla, identifique el elemento neutro de la operacién y si
esta es conmutativa.

Primero note que el grupo estd formado por S3 = {po, p1, p2, 71, 72, T3} en el cual

(123 (123 (123
P=\123)Pr=\231)P2 {312
(123 (123 (123
nm=l132) 2 {3 21) B (213

Entonces para construir la tabla de Cayley correspondiente al grupo S; se deben calcular
los productos entre dos permutaciones, por ejemplo p17, es igual a

1 2 3 1 2 3
P12 = 3 21 = 1 3 2 =1T1.
1 3 2

Por lo cual, la tabla de Cayley de S5 se muestra en la Figura 2.1.
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O | po P1 P2 T1 T2 T3
po| P P1 P2 T1 T2 T3
PL|PL P2 pPo T3 T1 T2
P2 P2 P P11 T2 T3 T1
T1 |71 T2 73 pPo P1 P2
T2 | T2 T3 T1 P2 Po pP1
73173 T1 T2 pP1 P2 Po

Figura 2.1: Tabla de Cayley de S3

De la anterior tabla se puede concluir que el elemento neutro de S3 es la permutacién
identidad pg; por otro lado, el grupo no es abeliano puesto que su correspondiente tabla
de Cayley no es simétrica con respecto a la diagonal principal.

Para finalizar esta seccién se presentan algunos ejemplos de grupos, los cuales serdn
de importancia a lo largo del texto.

Residuos médulo n <Zn, —|—>. El conjunto estd formado por los residuos
mddulo n, es decir Z, = {0,1,2,...,n— 1} y la operacién es la suma médulo n. Este
es un grupo abeliano en el que cualquier elemento se puede generar con el 1, y ademds
el inverso (aditivo) de cualquier elemento a € Z, es n — a. Por otro lado, dado que es
un grupo finito se puede construir su tabla de Cayley, por ejemplo para n = 5 ver la
Figura 2.2.

rwWwN RO+
2 wWwNOROO
O P WN P
—_ o D~ WNN
NHR O PR WW
WN RO N

Figura 2.2: Tabla de Cayley Zs

Dihédrico <D,,, O>. Este grupo D, es el conjunto de aquellas transformaciones
geométricas de un n-agono regular de n lados, en el cual una transformacién geométrica se
considera como un movimiento rigido si su resultado es una copia de la figura geométrica, y
la operacién del grupo es la composicién de funciones. Observe que una transformacién con
estas caracteristicas es un caso particular de permutacién. Por ejemplo, para el tridngulo
equildtero se tienen seis transformaciones de un triangulo equildtero, tres simetrias axiales,
una con con respecto a cada mediatriz del tridngulo y tres rotaciones de 0°, 120° y 240°,
como se aprecia en la Figura 2.3. En este caso, el inverso de cada simetria (con respecto
a cada mediana) es ella misma, mientras que la transformacién inversa de cada rotacién
de 0 grados es la rotacién de 360° — 6.
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Por otro lado, para el cuadrado se tienen ocho transformaciones geométricas, dos de
ellas con respecto a las diagonales del cuadrado, dos mds con respecto a las mediatrices
de lados opuestos y cuatro rotaciones de 0°, 90°, 180° y 270°, como se puede evidenciar
en la Figura 2.7. En este caso, con un simple andlisis es sencillo determinar la inversa de
cada transformacién. En general, la inversa de cada rotacién de 0 grados en el grupo D,
es la rotacién de 360° — 0 grados y la inversa de una simetria axial es ella misma.

3

T2 ==

%2 \Tl T3

,
=
-
.
‘X\
.
N
/
N
]

\ / .
A b 1 ’
\ﬂ m
(*\ H 34l LA E
'\\ 1 ) " \s\ 1 T0

4 1
(a) Grupo Ds (b) Grupo D4

Figura 2.3: Grupos D3 y D4

Permutaciones <Sn, O>. El conjunto S, consiste de las permutaciones de
[1,n = {1,2,...,n} y la operacién es la composicién de funciones. El grupo S, tie-
ne n! elementos. Por ejemplo, para n = 3 se tienen 6 permutaciones dadas por

(1 2 3 (1 2 3 /12 3
Po=11 2 3) P=\2 3 1) P7\3 1 2
(1 23 (1 3 /1 3
=13 2) ™73 1) B2 3

de lo cual se obtiene que S3 = Ds. En general, esta igualdad no es cierta puesto que para
n > 4 el nimero de elementos de S, es mayor que el nimero de elementos de D,,.

N
N

N
—

Unidades médulo n <U(n), > Este grupo estd conformado por todas las uni-
dades del grupo Z,, esto es

U(n)={a€[l,n] : ax=1(mdéd n) tiene solucién}

y la operacién es la multiplicacién médulo n. En otras palabras U(n) estd formado por
todos los elementos de Z, que son primos relativos con n, y asi U(n) tiene ¢(n) elementos
con ¢ la funcién indicatriz de Euler. Esto implica que U(12) tiene ¢(12) = ¢(3)¢p(4) = 4
elementos, los cuales son 1,5,7 y 11. La tabla de Cayley de U(12) es
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x| 1 5 7 11
111 5 7 11
515 1 11 7
717 11 1 5
1111 7 5 1

Figura 2.4: Tabla de Cayley de U(12)

Por el Pequefio Teorema de Fermat se tiene que el inverso de a € U(n) es a®(" 1,

Propiedades basicas

De ahora en adelante, por simplicidad, se denotard a * b por ab. A esta notacién se
le denomina notacién multiplicativa. En ocasiones se utilizard la notacion aditiva a + b.
Por este hecho el siguiente cuadro muestra un comparativo entre la notacién usual y las
notaciones multiplicativa y aditiva.

Usual Multiplicativa  Aditiva
axb ab a+b
e 1 0
—a a~! —a
axa*---xa a" na
ax(—b) ab—1! a—b

Figura 2.5: Notacion multiplicativa y aditiva

A continuacién se presentan algunas propiedades basicas que cumplen aquellos con-
juntos que tienen estructura de grupo, estas propiedades permiten solucionar ecuaciones
lineales con coeficientes en un grupo.

Teorema 2.1 (Leyes cancelativas). En un grupo G las leyes cancelativas a izquierda
y derecha se cumplen. Es decir,

1. Si ab = ac entonces b = c.

2. Si ba = ca entonces b = c.

Demostracion. Sean a, b, ¢ € G tales que ab = ac. Entonces multiplicando a ambos lados
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de la igualdad por a—! y aplicando asociatividad se tiene

a !(ab) = a~*(ac)
(a~ta)b = (a'a)c
b=c

De manera similar se prueba el segundo item. U

Teorema 2.2 (Unicidad elemento identidad e inverso). Si G es un grupo, entonces
el elemento identidad es (nico; ademds, para todo a € G existe un Unico elemento
inverso para a.

Demostracion. La unicidad del elemento identidad es una consecuencia del Teorema 1.5.
Para la unicidad del elemento inverso suponga que ai, a, € G satisfacen aa; = aja=1=
aap = aa. Aplicando las leyes cancelativas a izquierda se obtiene que a; = a». O

Teorema 2.3. Si G es un grupo y a,b € G, entonces las ecuaciones (lineales)
ax = by ya = b tienen solucién tnica x y y en G.

Demostracién. Del Teorema 2.1 se sigue que x = a by y = ba~! son soluciones a las
ecuaciones lineales. Ademds, que estas soluciones son (nicas O

ST WA Hallar |a solucidn de las siguientes ecuaciones en el grupo especificado.
1. 5x =7 en el grupo U(12).
2. 4+ x =6 en el grupo Zs.

Para la primera ecuacién observe que en el grupo U(12) se cumple que 51 =5, y asi

bx =7
(5-5)x=5-7
x = 11.

En la segunda ecuacién se tiene que —4 = 8 lo cual implica

44+x=06
(8+4)+x=8+6

x = 2.
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Proposicién 2.1. Si G es un grupoy a, b € G, entonces (ab)~! = b~1a7 1.

Demostracion. Por la unicidad del elemento inverso y de la igualdad
(ab)(b~*a ) = (a(bb™))al=aat=1

se sigue la afirmacién del teorema. O

m En el grupo GL(2,R) resolver la ecuacién lineal (AB)X = C en la cual

()o@ e D)

Primero note que en el grupo GL(2,R) se cumple que
2 -1 0 -1
-1 _ -1 _
(3 )4 )

(AB)"Y(AB)X = (AB)"!C
X=B"1tA"lC

()3 )6 )
x=(4 7).

Subgrupos

Cuando se estudian estructuras algebraicas, uno de los aspectos importantes corres-
ponde a aquellos subconjuntos que mantienen la misma estructura con las mismas opera-
ciones. En el caso de la estructura de grupo estas subestructuras se denominan subgrupos.

Por tanto,

Definicién 2.2 (Subgrupo). Sea G un grupo y H un subconjunto no vacio de G.
Entonces H se denomina un subgrupo de G, si H también tiene estructura de grupo
con la operacién definida en G. En dicho caso se denota por H < G.

En caso de que H sea un subconjunto propio, se dice que H es un subgrupo propio
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de G y se denota por H < G. Por otro lado, todo grupo G tiene dos subgrupos triviales
los cuales son H = {1} y H = G. De acuerdo con la Definicién 2.2, un subconjunto H
de un grupo G tiene estructura de subgrupo si satisface cada una de las propiedades de
la Definicién 2.1; sin embargo, algunas de estas propiedades que se satisfacen en G el
subconjunto H las hereda, por ejemplo, la asociatividad de la operacién es una condicién
que la cumplen también los elementos de H. Adicionalmente, por ser G un grupo se
garantiza la existencia del elemento neutro e inverso, aunque, no se tiene certeza si estos
elementos pertenecen a H. En este sentido se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2. Sea G un grupoy H C G no vacio. Si ab™! € H para todo
a, b € H, entonces H es un subgrupo de G.

Demostracion. Del hecho que G sea un grupo se concluye que la operacién de G también
es asociativa en H. Por otro lado, puesto que H es no vacio se obtiene que existen a € H,
y asi 1 = aa~! € H. Esto implica que b~ =1- b~ € H para todo b € H. Por tanto, H
es un subgrupo de G. O

Proposicion 2.3. Sea G un grupoy H C G no vacio. Si
1. abe H paratodo a,be Hy
2. aleH para todo a € H,

entonces H es un subgrupo de G.

Demostracién. De las condiciones 1y 2 se obtiene que ab~! € H para todo a,b € H.
Por tanto, la Proposicién 2.2 implica que H es un subgrupo de G. O

Proposicion 2.4. Sea G un grupoy H C G no vacio finito. Si H es cerrado con la
operacién de G, entonces H es un subgrupo de G.

Demostracién. Supongamos que H = {a1, 3, ..., a,}. Entonces para a; € H se tiene que
todos los productos a;a; son distintos para j =1,2,...,ny asi

ajH ={a;a1,3;a,...,3;a,} = {a1,a2,...,an}
En tal caso, para alguna j € {1,2,..., n} se tiene ajaj = a;, luego 1 = a; € H. En
consecuencia, a;jax = 1, para algln ax € H; es decir, H satisface la propiedad del inverso.
Por tanto, de la Proposicién 2.3, se sigue la afirmacion. O

La anterior proposicién no se puede generalizar para subconjuntos infinitos, por ejem-
plo, N es un subconjunto cerrado con respecto a la suma usual en Z, sin embargo N no
es un subgrupo de Z.
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Note que si en la coleccién de subgrupos de un grupo G se define la relacién “es subgrupo
de"dada por

HRN siysolosi H< N

entonces R es reflexiva y transitiva, mas no es simétrica. Por otro lado, de acuerdo con
los ejemplos vistos se tiene que

1. Z<Q<R<C.
2. SL(n,R) < GL(n,R).

3. D2n < 5.n-

Definicién 2.3. Sean G un grupo multiplicativo, a un elemento de G y n un niimero
entero. La n-ésima potencia de a, denotada a”, es el elemento de G definido de la
forma siguiente:

1, cuando n = 0.
aa---a, cuando n > 0.

——

a" = n veces
alal...a7! cuando n < 0.

|n| veces

Por ejemplo, en el grupo de unidades médulo 10, U(10) = {1,3,7,9}, se tiene 33 =7
y 372 =3713"1 = 7(7) = 9. Observe que de la definicién de n-ésima potencia se tiene

nam mHM — ™3™ para todo par de enteros n'y m.

Un tipo de subgrupo de gran importancia en Teoria de Grupos es aquel formado por
las potencias de un elemento del grupo.

Proposicion 2.5. Si G es un grupo y a € G, entonces
(a)y={a" : keZ}
es un subgrupo de G.

Demostracién. Primero note que la operacién es cerrada en el conjunto (a). Por otro
lado, si no existe un entero positivo k para el cual a¥ = 1, entonces todas las potencias
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de a son distintas. De ahi que el inverso de a¥ es a=* y asi (a) es un subgrupo de G. Sin
embargo, si existe un entero positivo k para el cual a¥ = 1 resulta

(a) ={1,a,a%...,a" '}

en el cual n = min{k € ZT : a¥ = 1}. En efecto, si m € Z entonces por el algoritmo de
la divisién existen enteros q y r tales que m = ng + r con 0 < r < n. Esto implica que

am ="t = (a")%a" = a".
Luego, por la Proposicidn 2.4 se tiene que (a) es un subgrupo de G. O
El subgrupo definido en la proposicién anterior se denomina el subgrupo ciclico gene-

rado por ay al elemento a se le denomina un generador del subgrupo. En el Capitulo 4
se estudiardn en detalle este tipo de subgrupos.

Orden de un grupo

Este capitulo finaliza con la introduccién del orden de un grupo y orden de un elemento.

Definicion 2.4. Sea G un grupo y a un elemento del grupo. El orden de G se define
como el niimero de elementos (finito o infinito) de G y se denota por |G|. Si existe
un entero positivo k tal que a¥ = 1, entonces el orden de a, denotado |a| o ord(a),
se define de la siguiente manera:

la| = min{k € Z" : a* = 1}.

En el caso de que no exista un entero positivo k tal que ak = 1, se dice que a es de
orden infinito.

Si se trabaja con la notacién aditiva el orden del elemento a, es el minimo entero
positivo k tal que ka = 0, siempre que este minimo exista.

A Determinar el orden del grupo de los residuos médulo 10 asi como el
orden de cada uno de sus elementos.

El grupo Zjg estd compuesto por todos los residuos médulo 10. De ahi que el residuo
2 tiene orden 4, ya que

24+2=4(mdd 10),2+2+4+2=6 (mdd 10),2+2+2+2 =28 (méd 10) y
24+2+2+2+2=0 (méd 10).



Pag. | 31

De igual forma se obtiene que el residuo 6 tiene orden 5. En la siguiente figura se muestra
el orden de cada uno de los elementos de Zg.

a 0 1 2 3 4
5

6 7 8 9
ord(a) 1 10 5 10 5

5
4 10 5 10

Figura 2.6: Ordenes de los elementos de Z1o

S PATAE Determinar el orden del grupo D4 asi como el orden de cada uno de sus
elementos.

Tenga presente que el grupo D, estd conformado por 4 rotaciones de 0°,90°,180° y
270°, y 4 simetrias axiales (o reflexiones) dos con respecto a las diagonales y dos mds con
respecto a las mediatrices de los lados del cuadrado. Por lo cual, el grupo D, es de orden

8.
(1 2 3 4

P=1\1 2 3 4

(1 2 3 4

PL=1\2 3 4 1

(1 2 3 4

P2=1\3 4 1 2

(1 2 3 4

P=\s 1 2 3

(1 2 3 4

=121 4 3

(1 2 3 4

2713 2 1 4

(1 2 3 4

B=\a 3 21

(1 2 3 4

=1 4 3 2

(a) Grupo Dy (b) Elementos de D4

Figura 2.7: Grupo Dihédrico Ds

Para determinar el orden de cada elemento se puede observar de la anterior figura que
cada una de las simetrias axiales es de orden 2. Sin embargo, se puede deducir que las
rotaciones p; y p3 tiene orden 4 mientras que p, tiene orden 2. Cada uno de los 6rdenes
de los elementos de D, se puede obtener realizando la composicién de las permutaciones;
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por ejemplo para 71 se tiene

o (12304 L2 3 4
=214 3|=(] 53 ,)=r
1 2 3 4

S Determinar el orden del grupo de las unidades médulo 15, asi como el
orden de cada uno de sus elementos.

Tenga presente que U(15) es el grupo de todos los elementos de Z15 que son primos
relativos con 15, por lo cual |U(15)| = ¢(15) = ¢(3)¢(5) = 2 x 4 = 8. Ademds, este
grupo esta formado por

U(15) ={1,2,4,7,8,11,13,14}
Es claro que el orden de la identidad es 1, por otro lado, el orden de 2 es 4, ya que
22 =4 (méd 15), 22 =8 (méd 15) y 2* =1 (méd 15).
Lo anterior implica que el orden de 4 es 2. De la misma manera se concluye que el orden

de 13 es 4, puesto que 13 = —2 (mdd 15). En la siguiente figura se puede observar el
orden de cada uno de los elemento del grupo U(15).

a 1

2 4 7 8 11 13 14
od(a) 1 4 2 4 4 2 4 2

Figura 2.8: Ordenes de las unidades médulo 15

Ejercicios

1. En cada uno de los siguientes ejercicios determine si el conjunto dado con la ope-
racién tiene estructura de grupo.

a) (2Z,+).
b) (R*, %) en la que a* b = v/ab.

c) (C, %) en la que ax b =|ab|.
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d) (G,-) en el cual G es el conjunto de todas las matrices A tales det(A) = +1
y la operacién es la multipicacién usual de matrices.

2. Sea G = {e, a, b} un grupo finito en el cual e es el elemento identidad. Completar
la tabla de Cayley de G

L | L

oL | ¥
oL |0

3. Sea G = {e, a, b, c} un grupo finito en el cual e es el elemento identidad y a* =
b?> = e. Completar la tabla de Cayley de G

0O T L 0%
O TS w oo
o | T
(oW Ne]

4. Sea n € N un ndmero natural fijo. Considerar el conjunto
2mk j

G={er"': k=01,...,n—-1}

y la operacién multiplicacién usual de ndmeros complejos. Probar que (G, -) tiene
estructura de grupo abeliano.

5. Sea (a, b) € R? y definamos las transformacién lineal T(ap) R? — R? dada por
T(ab)(x,y) = (x + a, y + b). Probar que el conjunto

G = {T(a,b) : (a, b) S Rz}

junto con la operacién de composicién de funciones tiene estructura de grupo.

6. En el conjunto S de los nimeros reales excepto el —1 definir la operacién ax b =
a+b+ab

a) Probar que * es una operacién binaria en S.
b) Probar que (S, x) tiene estructura de grupo abeliano.
¢) Hallar la solucién de la ecuacién 2« x«3 =7 en S.

7. Sean a, b elementos de un grupo G y n € N. Probar que (a~1ba)" = a~1b"a.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sean a, b elementos de un grupo G. Probar que si (ab)? = a?b?, entonces ab = ba.
Sean a, b elementos de un grupo G. Probar que si abc = 1, entonces bca = 1.

Sea G un grupo finito. Probar que el ndmero de elementos x de G tales que x> # 1
es par.

Sea G un grupo finito. Probar que el nimero de elementos x de G tales que x> = 1
es impar.

Sea G un grupo. Probar que si x> = 1 para todo x € G, entonces G es abeliano.
Probar que todo grupo de orden 3 es abeliano.

Determinar si cada uno de los siguientes subconjuntos son subgrupos de G = R*
con la multiplicacién.

a) H={xe€ G : x=1 o x es irracional }.
b) K={xe G : x>1}

Sea G un grupo abelianoy H = {x € G : x? = 1}. Probar que H es un subgrupo
de G.

Sea G un grupo abeliano y H, K < G. Probar que
HK ={hk : he H, ke K}

es un subgrupo de G.
Si H'y K son subgrupos de G, probar que HN K es un subgrupo de G.

Sean G un grupo y {H,}ic; una familia de subgrupos de G. Probar que N;c/H; es
un subgrupo de G.

Sea G un grupo. Probar que
Z(G)={x€ G : ax = xa, para todo a € G}

es un subgrupo de G. Este subgrupo de se denomina el Centro de G.

Sea G un grupoy a € G. Entonces probar que

Ca) ={xe G : ax=xa}
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es un subgrupo de G. Este subgrupo se denomina el centralizador de a.

21. Si H es un subgrupo de G entonces se define
C(H) ={x € G : xh= hx para todo h € H}

Probar que C(H) es un subgrupo de G.

22. Sea G un grupo. Probar

a) 2(G6) = (1 C(a).

acG

c) C(a) C C(a¥) para todo k € Z.

23. Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Considerar,

H:ﬂK
X

C kK
<G
Probar que H es un subgrupo de G.
24. Para cada divisor k > 1 de n, considerar
Uk(n) = {x e U(n) : (x méd k) = 1}.
a) Determinar Uy(20) y Us(30).

b) Probar que Uk(n) es un subgrupo de U(n).

25. Sea n € 2Z" y H un subgrupo de Z,. Probar que todo elemento de H es par o solo

la mitad de los elementos de H son pares.
26. Enumerar todos los elementos de (3) y (15) en Zis.

27. En Zy4 determinar un generador para el subgrupo (21) N (10).

28. Sea G un grupoy a € G. jCudl es un generador para el subgrupo (a™) N (a")?

29. Para cada uno de los siguientes grupos determinar su orden y el de cada uno de sus

elementos.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

a) le. b) U(].O) C) 53

Sea G un grupoy a € G. Probar que ord(a) = ord(a™?!).
Sea G un grupo y a € G tal que a® = 1. ;jCudles son las posibilidades para ord(a)?

Probar que si un grupo abeliano G tiene mas de tres elementos de orden 2, entonces
G tiene al menos 7 elementos de orden 2.

Sea Gungrupoy a€ G.Sia®># 1y a® =1, probar que a* # 1y a°> # 1. jQué se
puede decir del orden de a?

Probar que el conjunto

G—{(S 1’;3) : aeR*,beR}

es un grupo no abeliano con la multiplicaciéon de matrices.

Probar que el conjunto

50(2):{(2 ’;) : a2+b2:1}

es un grupo abeliano con la multiplicacién de matrices.



CAPITULO 3

Grupo de permutaciones

En la matemdtica, en general y en la teoria de grupos en particular, el estudio de /as
permutaciones de un conjunto han conducido a obtener grandes avances, por ejemplo, el
Teorema de Cayley establece que todo grupo es isomorfo a un grupo de permutaciones.
De hecho algunos software algebraicos utilizan este resultado para implementar algorit-
mos que permiten trabajar con diferentes grupos. En lineas generales, una permutacién
de un conjunto es una reorganizacién de los elementos del conjunto como sucede con los
anagramas de palabras cuyas letras son diferentes. El estudio de las permutaciones es de
importancia en teoria de grupos y tiene significativas aplicaciones en otras areas del cono-
cimiento; por ejemplo, en informdtica se utilizan para estudiar algoritmos de ordenacién,
en fisica cudntica para explicar estados de particulas y en biologia para estudiar secuencias
del acido ribonucleico (ARN). En este capitulo se presenta un estudio abstracto de las
permutaciones de un conjunto, su estructura de grupo y su representacién como producto
de ciclos disjuntos y transposiciones.

Grupo Dihédrico
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En esta seccidn se realiza una introduccién a uno de los grupos relevantes en la teoria de
grupos, el objetivo es hacer una exposicion general de los elementos del grupo y presentar
algunos ejemplos, los cuales se pueden generalizar. Recuerde que el grupo Dihédrico D,
esta formado por aquellas transformaciones geométricas de un n-dgono regular, las cuales
son movimientos rigidos en las que el resultado es una copia de la figura geométrica, y la
operacidn del grupo es la composicién de funciones. Con el fin de definir dos presentaciones
de este grupo, cada vértice del n-dgono regular serd un punto sobre un circulo de radio 1
en el que el primer vértice tiene coordenadas de 1 sobre el eje de las abscisas y 0 sobre el
eje de las ordenadas, y los demas son etiquetados en el sentido contrario a las manecillas
del reloj, como se muestra en la Figura 3.1.

(a) Grupo Ds (b) Grupo Ds

Figura 3.1: Grupos Dihédricos Ds y Ds

De acuerdo con lo anterior, el grupo D, solo tiene dos tipos de transformaciones
geométricas.

1. En el primero estdn las rotaciones con respecto al origen pg, p1, ..., pn—1 €n el que

A\ ©
el dngulo de rotacién de p; es (M)
n

2. En el segundo tipo estdn las simetrias axiales o reflexiones 79, 74,...,7,_1 en el
que la recta de simetria de 7; es la que pasa por el origen y tienen un angulo de

e
inclinacién de (1801

En consecuencia, una de las primeras propiedades es que el grupo D, es de orden 2n. A
continuacién se exponen dos maneras de presentar los elementos del grupo D,; la primera
de ellas es mediante permutaciones y la segunda es usando transformaciones lineales en
el plano.

Permutaciones. Esta forma de presentar los elementos de D, es la mas usa-
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da. En este caso recuerde que una permutacién es una funcién biyectiva del conjunto
[1,n] ={1,2,3...,n}. Como se menciond anteriormente no toda permutacién de S, es
un elemento de D, excepto para el caso de n = 3. Por otro lado, note que la rotacién de

(%) estd dada por
(1 2 -~ n—-1 n
P=\2 3 ... n 1)

de ahi que para cualquier otra rotacién se satisface la igualdad p; = pi. Por ejemplo, en
el grupo Ds se tiene

L5 (1 2 3 4 5\
PP=P1=\2 3 4 5 1) ~

A WO
(6, N -GV O]
= o1~ W
N —= O >
W N = O
Il
o~
N
_= W
N B
Lo

En el caso de las simetrias axiales observe que si n es impar, entonces cada eje de
simetria pasa a través de uno de los vértices, mientras que para n par el eje de algunas
simetrias es la recta que pasa por dos vértices del n-agono regular y para otras el eje de
simetria es la mediatriz de lados opuestos. Por otro lado, note que la primera simetria 1y

estd dada por
(1 2 3 k ... n—1 n
©°=\1 n n-1 ... n+2—-k ... 3 2

Las dos permutaciones definidas anteriomente p; y 79 satisfacen ord(p1) = ny ord(1) =
2.

SELIEREES En el grupo Dg, sean x = p1y y = 79. Calcular cada uno de los siguientes
productos xy, x2y, x3y, x*y y x%y.

Puesto que x = p1 y y = 79 son elementos del grupo Dg se tiene que

(1 23456 (1 23456
234561 Y Y=\16 5 4 32

Entonces,
1 2 3 45 6 1 23 45 6
exy=|(1 6 5 4 3 2| = 5 1 6 5 4 3)°T
21 6 5 4 3
, 1 2 3 45 6 1 23 4 5 6
e xy=[1 6 5 4 3 2| = 320165 4=
3 2 1 6 5 4
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1 2 3 45 6\
4321675 7

123456>

°
><U'|
<
I
=
(@)}
o1
N
w
N
Il
(@)}
o1
N
w
N

1

123456)
:’7'5

Del ejemplo anterior se puede concluir que
Dg = {l,x,xz,x3,x4,xs,y,xy,X2y,x3y,x4y,x5y}.
En general, se puede garantizar que
D,=1{1,x, X2, x" v xy, Xy ,X”fly}

en el que x = p1 y y = 7p; sin embargo, no es el objetivo de esta seccién probar la
igualdad.

SR En el grupo Ds considerar x = p1 y y = 7.

1. Calcular el producto xyxy.
2. Utilizar el item anterior para calcular el producto x2yx3yx*yxy.

Dado que x = p1 y y = 79 son elementos del grupo Ds se tiene que

(1 2 3 4 5 (1 2 3 45
=2 3 4 5 1 Y Y=11 5 4 3 2

Entonces,
1 2 3 4 5
1 5 4 3 2 1 23 4 5
xyxy:21543:12345:(1).
5 1 2 3 4
1 2 3 4 5

Note que las permutaciones x y y satisfacen x> = (1) y y = y~!. Luego la igualdad
xyxy = (1) implica que yxy = x~1; ademids (yxy)* = yx*y para todo entero positivo
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k. Por tanto,
x2yx3yx4yxy = x2yx3yx3 XyXy = x2yx3yx3 = x2yx3yx_2 =
(1)
1

= x2yCy(yxy)? = XCyxCyyxly = x°.

Matrices. Otra manera de representar los elementos del grupo D, es mediante
transformaciones lineales en el plano, lo cual es equivalente a representar los elementos
del grupo dihédrico mediante matrices de orden 2 x 2.

Y
Q Y
N
P
P «
o} > L
e
> L
Q
(a) Transformacién Ty (b) Transformacién Ty

Figura 3.2: Transformaciones lineales de rotacion y simetria

Antes de continuar, recuerde que aquellas transformaciones lineales en las cuales dado
un dngulo « transforma un punto P del plano en el punto @ en el que el dngulo que se
forma entre los puntos Py @ es «, son de la forma

T () = (cosa —sina) (a
Y\b)  \sina cosa)\b)

Por otro lado, la transformacién que envia todo punto del plano en su simétrico con
respecto al eje de las abscisas es

()6 D)

En las Figuras 3.2a y 3.2b se representan grificamente las transformaciones lineales men-
cionadas.

De acuerdo con lo expuesto, se puede observar que cuando el angulo de rotacidn

o
es igual a (%) , la matriz de rotacién respectiva corresponde al elemento pg, y de
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manera similar la matriz de la transformacién de la simetria con respecto al eje horizontal

corresponde a la reflexiéon 79. En consecuencia,

cos(360/n)°  —sin(360/n)° 1
- <sing360;ng° cos§360§n§°> y m= <0

de lo cual se obtiene que

(S oG ) =6 ) =

)

SR Determinar la representacién mediante matrices de los elementos del
grupo Dy, y verificar utilizando la representacién por matrices de las igualdades pom = 7

y p170p170 = (1).

Sean x = p1 y y = 7o elementos de Dy = {1,X,X2,x3,y,xy,X2y,x3y}. Entonces de
acuerdo con la representacién utilizando matrices de los elementos del grupo Dihédrico

se tiene que:

_ (cos 90° —sin 90°) (0 -1 (1
X=\sin090° cos90°) " \1 o) Y Y7 \o

B

En consecuencia, el elemento neutro de Dy es la matriz identidad, y ademas

) 0 -1\> /-1 o0
== o) "o —1)
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Por otro lado,

= Y6 DE D6 D-CIE D69
Grupo Simétrico

Las permutaciones tienen un papel importante en el desarrollo de la teoria de grupos,
especialmente en el Teorema de Cayley del Capitulo 6. Por otro lado, son fuente de una
gran variedad de ejemplos. Por tal motivo, en este texto se le dedica una seccién completa
con el fin de que el lector adquiera un manejo adecuado de estos grupos.

Definicién 3.1. Una permutacién de un conjunto no vacio A es una funcién biyectiva
de Aen A

Recuerde que una funcién biyectiva es una funcién la cual es tanto inyectiva como
sobreyectiva, hecho que permite construir su funcidn inversa, la cual también es biyectiva.
Ademds, el hecho que la composicién de funciones sea asociativa permite afirmar que el
conjunto de las permutaciones de un conjunto no vacio A tienen estructura de grupo con
la composicién de funciones.

Teorema 3.1. El conjunto de las permutaciones de un conjunto no vacio A tiene
estructura de grupo con la operacién de composicién de funciones. Este grupo se
denomina el Grupo Simétrico en A y se denota Su.

Por ejemplo, el conjunto de todas las permutaciones de [1, 3] = {1, 2, 3} denotado por
S3 esta compuesto por todas las rotaciones y simetrias axiales de un triangulo equildtero.

Definicion 3.2. Sea [1,n] = {1,2,..., n}. Entonces el conjunto de las permutacio-
nes de [1, n] se denomina el Grupo Simétrico de grado n, y se denota por S,,.

Mediante el principio de la multiplicacién es claro que el orden del grupo S, es nl.
Por otro lado, si se considera un cuadrado con los vértices etiquetados por los niimeros
1,2, 3,4, entonces algunas permutaciones del grupo S4 son: 4 rotaciones, 2 simetrias con
respecto a las diagonales del cuadrado y 2 simetrias con respecto a las mediatrices de
lados opuestos. De lo anterior se concluye que Dg estd contenido propiamente en Sy, esto
se debe a que Dg tiene orden 8 mientras que S, tiene orden 24. Esto implica que existen
algunas permutaciones del conjunto [4] las cuales no son una rotacién o una simetria del
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cuadrado, por ejemplo una de ellas es la permutacién
(1 2 3 4
“=\1 3 4 1)
En general, el grupo D, es un subconjunto propio de S, para n > 3.

Un tipo de permutacién de relevancia para comprender el Grupo Simétrico son los
ciclos, los cuales se definen a continuacion.

Definicion 3.3. Sea S = {a;, a»,...,am} una secuencia de elementos de [1, n]. A
la permutacién definida por

aj sia; &S
afaj))=1< a1 siag€Sei<m
ap siaieSei=m

se le denomina un ciclo de longitud m. El ciclo « se denotara por o = (ajaz - - - am)-

Observe que toda secuencia de elementos de [1, n] induce un ciclo, y todo ciclo induce
una secuencia en [1, n]. Por otro lado, note que los ciclos

a=(aia---am) vy P=(aaiy1---amar---ai-1), conl<i<m,
representan la misma permutacion.

SRS Expresar en la notacidn de ciclo cada una de las siguientes permutaciones
y determine su longitud.

La (123456 2 (123456
"=\ 234615 ) - P= 3 45 26

De acuerdo con la primera permutacién se tiene que el 1 es enviado al 2 y este a su
vez es enviado al 3, como se muestra en la siguiente figura. Si se le da continudad a este

Figura 3.3: Ejemplo permutaciones y orden

proceso obtenemos la secuencial -2 —+3 -4 — 6 — 5 — 1, de lo cual se obtiene que
a = (123465) tiene longitud 6. Para la segunda permutacién, la secuencia que se obtiene
es2 —3—4—5— 2, de este modo 3 = (2345) con longitud igual a 4.
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Proposicion 3.1. Si « es un ciclo de longitud m > 1, entonces
1. ord(a) = m.
2. a7l =am L

Demostracion. Suponga que « = (a1a2--am) y sea S, = {a1, a2, ..., am} su secuencia
asociada. Entonces para cada a € S, se cumple a™(a) = a. Ahora, para cada a; € S,
con 1 </ < m se cumple que

am(a’-) — amfl(aile) — ... = am*(m*")(am)’

entonces _ '
a™a) =o' Ya) = a3 (ay) = --- = a(ai_1) = a;.

En consecuencia, m es el minimo entero positivo para el cual a™ es la permutacién
identidad. Por otro lado, como el orden de o es m se tiene que o™ = o™ la = (1), y asf
por la unicidad del elemento inverso a~! = o™ L. O

La anterior proposicién implica que si a € S, con «, un ciclo de longitud m, entonces
este se puede expresar como

a = (a a(a) a?(a)---a™1(a)).

Definicion 3.4. Sean a y 3 dos ciclos con secuencias asociadas S, y Sg. Entonces
se dice que v y 3 son ciclos disjuntos si S, N Sg = 0.

Recuerde que en general la composicién de permutaciones no es una operacién con-
mutativa, sin embargo, la definicién de ciclos disjuntos implica el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Si a y 3 son ciclos disjuntos, entonces a8 = Sa.

Demostracion. Sea x € [1,n], si x ¢ S, U Sg, entonces
(aB)(x) = a(x) = x = B(x) = (Ba)(x).

Ahora, suponga que x € S,. Del hecho que o y 5 son ciclos disjuntos se tiene x ¢ Sg y
a(x) ¢ Sp. Entonces

(aB)(x) = a(x) = B (a(x)) = (Be)(x).

El caso x € Sg es similar. Por tanto, a8 = fa. O
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Teorema 3.3. Toda permutacién de S, se puede expresar como el producto de
ciclos disjuntos.

Demostracion. Sea « una permutacién de S,,. Si « es la permutacién identidad no hay
nada que probar. Sin embargo, si existe a € [1,n] tal que «(a) # a, entonces exis-
te un entero positivo k; para el cual a¥(a) = a. Sea a; el ciclo dado por a; =
(a2 a(a) a?(a)---ak171(a)).

Si para todo b & S,, se cumple que «(b) = b, entonces &« = 3. Si por el contrario
a(b) # b para alglin b € S,,, entonces existe un entero positivo k, para el cual a/2(b) =
b. Sea aj el ciclo dado por az = (b a(b) a?(b) - --a*2~1(b)).

Note que si para todo ¢ € S,, US,, se cumple que a(c) = ¢, entonces a = ajap. En

caso contrario, se contintia con este proceso y se obtiene que existe un nimero finito de
ciclos disjuntos oy, ap, . . ., a, tales que

o= Qi0n - Q. O

SRR Considerar las siguientes permutaciones de Sg.

1 2 3 45 6 5—123456
““\2135496) ""\612435) 7
(1 2 3 4 5 6
774 2516 3
1. Expresar cada una de las anteriores permutaciones como producto de ciclos disjun-

tos.
2. Calcular el producto af.
3. Calcular las inversa de las permutaciones ' y 7.
De acuerdo con la demostracion del Teorema 3.3, se concluye que
a=(12)(45), [ =(16532) y ~ = (14)(356).

Por otro lado, segtin la notacién utilizada para las permutaciones se tiene que

1 23 45 6
aﬁ—612435—(%;?:22)—(16453).
6 2 1 5 3 4



Pag. | 47

Ahora observe que si a1 = (12) y ap = (45), entonces a; ' = (12) y a,* = (45).
Esto implica que
a t=ayta;t = (45)(12) = (12)(45) = o

Finalmente, si 4, = (14) y 72 = (356), entonces 7; * = (14) y 75, ' = 3 = (365). En
consecuencia,

7 =yt = (365)(14).

Teorema 3.4. Si @ = oy - - -y es una permutacién en la que los a; son ciclos
disjuntos por pares, entonces

ord(a) = m.c.m{ord(ay), ord(az), . . ., ord(cxk) }.

Demostracién. Sea m; = ord(«;) para cada i =1,2,..., k. Note que o™ = af"ag - - - af
para todo m € Z, esto se debe a que los ciclos «; son disjuntos por pares. De ahi que si
m=m.cm{my, my, ..., my}, entonces

m mjs;

ol = " = (a")" = (1) = (1)

para algin entero s; y todo i = 1,2,..., k. Por lo cual, @™ = (1). Ahora bien, si s es
un entero positivo menor que m, entonces existe algin / para el cual s no es miltiplo
de m;. Luego por el algoritmo de la divisién existen enteros q y r tales que s = m;q + r

con 0 < r < mj, yasi af = af # (1). Por tanto, para todo entero positivo s menor a
m=m.cm{my, m,..., my} se tiene que o # (1). O

SELEERTE Determinar el orden de la permutacién o = (12745)(3526).

Primero note que es equivocado afirmar que el orden de « es 20, ya que no es el
producto de ciclos disjuntos. Ahora, si se multiplican los ciclos se obtiene

7

123 4567 5 6
o= 16542372( 734>:(1263)(457).
2 6 157 3 4

Por tanto, el orden de o es m.c.m{ord(1263), ord(457)} = m.c.m{4,3} = 12.

SEIGREAS En el grupo simétrico Sg.

1. Determinar el nimero de permutaciones de orden 3.

2. Hallar todas las permutaciones de orden 3.
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Si a es una permutacién de S, de orden 3, entonces a no puede ser el producto
de dos ciclos disjuntos, ya que si @« = ajay con ord(a;) = ord(az) = 3, entonces
|Sa; U Sa,| = 6 lo cual es imposible. Por otro lado, note que los tnicos ciclos de orden 3
son de la forma (ijk) e (ikj). Esto implica que para cada subconjunto de 3 elementos de

[1,4] = {1,2, 3,4} se pueden construir dos ciclos distintos de longitud 3. En consecuencia,

el niimero de permutaciones de orden 3 es (g) -2 = 8. Seglin el anterior andlisis, se tiene

que los ciclos distintos de longitud 3 en [1, 4] son:
e (123). o (134). o (124). o (234).

o (132). o (143). o (142). o (243).

SRR Determinar el nimero de elementos de S; de orden 3.

Sea « una permutacién de S7 de orden 3. Entonces « puede ser un ciclo de longitud 3,
y en dicho caso existen (;) -2 = 70 permutaciones de este tipo. Ahora, si « es el producto
de dos ciclos disjuntos o y ap, entonces

ord(a) = m.c.m{ord(c1), ord(c2)} = 3

y asi ord(ay) = ord(az) = 3. Por lo cual, existen

7 4
.. .2—=35.2.4.2 —
(3> (3) 35 560

permutaciones de orden 3 que son el producto de dos ciclos disjuntos. En consecuencia,
se tienen 70 + 560 = 630 permutaciones en 57 de orden 3.

Definicién 3.5. Una transposicién es un ciclo de longitud 2.

Observe que cada ciclo se puede expresar como

(a1a32- - ak) = (a13k) - - - (a183)(a1a2)

lo cual garantiza el Teorema 3.5. Sin embargo, esta representacién no es la Ginica manera
de expresar un ciclo como producto de transposiciones; por ejemplo

(12345) = (15)(14)(13)(12) = (54)(52)(21)(25)(23)(13).

Teorema 3.5. Cada permutacién de S, con n > 1 es un producto de transposiciones.
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Teorema 3.6. Si una permutaciéon « puede expresarse como el producto de un
ndmero par (o impar) de transposiciones, entonces cada descomposicién de « en
producto de transposiciones debe tener un nimero par (o impar) de transposiciones.

Demostracion. Basta probar que la permutacién identidad no se puede expresar como el
producto de un ndmero impar de transposiciones. Sea i € [1, n] y considere todos los
posibles productos de transposiciones 717, tales que i € S,, entonces

o iy = (ij)(i)) = (1).
nmy = (ik)(ij) = (ijk) = Uki) = (1) (k) = ())(k) = 75

172 = (jk)(i))

(ikj) = (kji) = (ki)(kj) = (ik)(kj) = T175-

nr = (kN)(iJ) = () (k]) = 717

Observe que en cualquiera de los (ltimos tres casos es posible expresar 7375 como el
producto de dos nuevas transposiciones 717, en el que i € S./\S;;. Ahora suponga que
(1) = 7ym2 -+ - 7+ es el producto de r transposiciones y sea i uno de los elementos de la
transposicién 7,. Entonces de acuerdo con los anteriores casos es posible transformar el
producto 747, - - - 7, en uno de la siguiente forma

2. (1) = (if)rima -7/

en el cual las permutaciones 7{74 - 7/_, y 7174 - - - T/_; dejan invariante a i. Note que el
segundo caso no es posible, puesto que la permutacién del lado derecho de la igualdad
transforma al elemento i en j. En consecuencia, la aplicacidn reiterada del procedimiento
anterior permite concluir que r debe ser par. O

Definicion 3.6. Una permutacién se denomina par (o impar) si puede expresarse
como el producto de un niimero par (o impar) de transposiciones.

El anterior teorema permite clasificar los elementos de S,, en pares o impares, en este
sentido A, denotard el conjunto de todas las permutaciones pares de S,,.

Teorema 3.7. El conjunto A, es un subgrupo de S,,.

Demostracion. Sean «, € A, y suponga que
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o= TiT2 " T2 y B = p1p2---pas

en el cual 7; y pj son transposiciones. Entonces

-1 —1 -1 -1
BT =TT Tarpyg Py P1 = TAT2 ¢ TorP2s t P2pl

2(r+s)—transposiciones

y asi por el Teorema 3.6 se concluye que a3t € A,. O

| Definicion 3.7. El subgrupo A, se denomina el subgrupo alternante de S,,.

SRR Clasificar en par o impar cada una de las permutaciones de Ss.

Recuerde que S3 estd conformado por 3 rotaciones y 3 simetrias con respecto a ca-
da una de las bisectrices de los dngulos de un tridngulo equildtero. Cada una de las
rotaciones son ciclos de longitud 3 y las simetrias son transposiciones, por lo cual,
las rotaciones son permutaciones pares y las simetrias axiales son impares. De ahi que

As = {(1),(123), (132)}.

|
Proposicion 3.2. Para n > 1, el orden de A, es %

Demostracion. Sean B, el conjunto de todas las permutaciones impares y 7 = (12).
Considere la funcién F : A, — B, dada por F(a) = ar. Si aj,a; € A, son tales
que F(a1) = F(az) entonces por las leyes cancelativas en el grupo S, se concluye que
a1 = ap. Por otro lado, observe que para § € B, la permutacién 37 es par y ademds
F(B7) = B. En consecuencia, la funcién F es biyectiva lo cual implica que |A,| = |B,| y
por tanto,

21An] = Al + |Bal = 14| = n. O

Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes permutaciones.

o (1235)(413). o (13256)(23)(46512). o (345)(245).

a) Escribir cada una de las siguientes permutaciones como el producto de ciclos
disjuntos.
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10.

11.

12.

b) Determinar su orden.

¢) Determinar cuales son pares o impares.

. Probar que Ag tiene un elemento de orden 15.

Encontrar un elemento en A;> de orden 30.
Si B = (123)(145), expresar 3% como producto de ciclos.
i Cudntos elementos de orden 4 tiene Sg7

Sean (ajaazas) y (asag) ciclos disjuntos en Sig. Probar que no existe una pemu-
tacién a € Sy tal que o = (a1apa3a4)(asag).

. Para 8 = (135798)(246) ;Cudl es el entero positivo mds pequefio n para el cual

B" — 6_5?

. Considerar H={p € S5 : pB(1) =1, B(3) =3}.

a) Probar que H es un subgrupo de Ss.
b) Determinar el orden de H.
¢) iEs H un subgrupo cuando se reemplaza Ss por S, con n > 37

d) iCudntos elementos tiene H cuando se reemplaza S5 por A, con n > 47

. En el grupo D, sean x =p1 y y = 71o.

a) Probar que todo elemento de la forma xy es de orden 2.

-1

! y)xt=xy

b) Probar que x(x¥y)x~! = xk*2y para k =0,1,.. ., n—2y x(x
Determinar la representacion mediante matrices de los elementos de Ds.

Determinar el centro de los grupos Dg y Ds.

Determinar la representacion mediante permutaciones de los elementos de D7, y

calcular los productos x2, x3, x*, x5, x8, xy, x?y, x3y, x*y, x%y, x8y en los cuales x =
P1LY Y = To-
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13. Determinar el centro del grupo D,.



CAPITULO 4

Grupos ciclicos y finitamente
generados

El estudio de la estructura de los grupos, en general, se realiza analizando los subgrupos
que tienen la estructura mds simple, estos son los grupos ciclicos que son una subclase
de la clase de grupos finitamente generados. En este capitulo se presenta un estudio
detallado de los grupos ciclicos, necesario para alcanzar el teorema de clasificaciéon de
grupos abelianos finitamentemente generados.

Grupos ciclicos

Como sucede con el grupo de permutaciones los grupos ciclicos juegan un papel im-
portante en la teoria de grupos, puesto que permiten caracterizar muchos de los grupos
conocidos. Ademds, por su estructura simple muchas de sus propiedades son faciles de
comprender y probar. Recuerde que para un grupo G y a € G el subgrupo ciclico generado



Pag. | 54

por a es el conjunto
(a) ={a" : kez}.

En este sentido se tiene la siguiente definicidn.

Definicién 4.1. Un grupo G se denomina ciclico si G = (a) para algin a € G. Al
elemento a se le denomina un generador del grupo.

De acuerdo con la definicién anterior, note que un grupo ciclico es abeliano, ademds
puede tener mas de un generador, por ejemplo los enteros 1 y —1 generan a los enteros,
puesto que

Z={1-k : keZ}={(-1) -k : keZ},
en el cual
1-k=1+1+---41

si k es un entero positivo, y en caso contrario

lok=-1-1—---—1.
| ——
—k veces

Otro ejemplo es el grupo de residuos médulo n en el que uno de sus generadores es el
elemento 1, este grupo tiene mas generadores como se probard mas adelante. Un ejemplo
mds es el grupo U(10) = {1, 3,7,9} de las unidades médulo 10, el cual es generado por 3,
puesto que 3° =1, 3! =3, 32 =9y 3* = 7. Sin embargo, es importante mencionar que
no todos los grupos son ciclicos, por ejemplo los no abelianos como el grupo dihédrico D,
o el grupo simétrico S,,, pero ademds existen grupos abelianos que no son ciclicos como
por ejemplo el grupo de los nimeros reales R o el de los niimeros racionales Q.

Por otro lado, segin la demostracién de la Proposicién 2.5 se tiene que todo grupo
ciclico es finito o equipotente con el conjunto de los niimeros enteros.

Proposicion 4.1. Sea G un grupoy a € G.
1. Siord(a) = n, entonces (a) = {1,a,a%...,a" 1}
2. Si ak =1 para algtin k € Z, entonces ord(a) divide a k.
3. Siord(a) = n, a' = a si y solo si n divide a i — .

Demostracion. Cada una de las afirmaciéon son consecuencia de la demostracién de la
Proposicién 2.5. O

Note que si ord(a) es infinito, entonces se satisface que a’ = a/ siempre y cuando
i = j. Ademds, a partir de la anterior proposicién se puede concluir que para cualquier
elemento a de un grupo G se cumple la relacién ord(a) = |(a)|. El conocimiento de la
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estructura de los subgrupos de un grupo es de gran importancia en esta drea y en el caso
de los grupos ciclicos se conoce su estructura.

Teorema 4.1. Si G es un grupo ciclico generado por a, entonces
1. Todo subgrupo de G es también ciclico.
2. Si G es finito, entonces por cada divisor positivo d del orden de G existe un
subgrupo de G de orden d.

Demostracion. Sean H un subgrupo no trivial de G y m la minima potencia positiva de
a que pertenece a H, es decir

m=min{i € Z" : a € H}.

De ahi que (a™) C H. Sea k un entero tal que a¥ € H, entonces existen enteros q y r
talesque k=gm+rcon 0 <r < my asi

a’=aka"m e H.

Por tanto, r = 0 puesto que en caso contrario se contradice la minimalidad de m. Esto
implica que H C (a™) y se prueba la primera afirmacién.

Para segunda afirmacién suponga que |G| = ny sea d un divisor positivo de n. Note
que el elemento a4 satisface la igualdad

ademds si para algiin 0 < i < d se cumple que (a7)’ = 1, entonces del primer item de la

Proposicién 4.1 se obtiene que
< ni
n<—.
- d

Ello conduce a la contradiccién d < i, y en consecuencia |(ad)| = d. O

El anterior teorema garantiza la existencia de un subgrupo por cada divisor positivo
del orden de un grupo ciclico finito y, ademds, su demostracién construye dicho subgrupo.
Por ejemplo, el grupo Z1, es de orden 12 y un subgrupo de orden 4 es

<f> — (3) = {0,3.6,9}.

Adicionalmente, se concluye que si d | n con d > 0, entonces ord(a?) = 5. Por otro
lado, es importante mencionar que la relaciéon que se presenta en el segundo item del
Teorema 4.1 no es cierta para todo grupo finito, como se verd en el siguiente capitulo.
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SO Considerar el subconjunto de los enteros
H={30x+42y : x,y € Z}.

Probar que H es un subgrupo de Z y determinar uno de sus generadores.

Sean a = 30x; + 42y; y b = 30x; + 42y, elementos de H. Entonces
a—b=130x; +42y; — 30x; — 42y, = 30(x1 — x2) + 42(y1 — y2)
y asi a— b € H, por tanto H < Z. Por otro lado, observe que
6 = m.c.d{30,42} = 30 x (—4) + 42 x (3),
con lo cual se obtiene que 6 € H. Por otro lado, para todo x, y € Z se cumple que
30x + 42y = 6(5x + 7y).

En consecuencia, H = (6).

SIS Sea n un entero positivo y considerar el subconjunto de los niimeros
complejos
H={zeC" : z2"=1}.

Probar que H es un subgrupo ciclico de C*, y determinar uno de sus generadores.

Recuerde que en el grupo C* la operacién binaria es la multiplicacién de nidmeros
complejos. Note ademas que por el Teorema Fundamental del Algebra el orden de H es
n, y que si z € H, entonces z7l = % € H. Ahora bien, para z;, z, € H se tiene que

(z122)" = z{28) = 1.

Por tanto, H es un subgrupo de C*. Puesto que z™ = cos(m#f) + isin(mf) con z =
cos O + isinf, se obtiene que las soluciones de la ecuacién z” =1 son:

(27Tk> . <27rk)
Zy =cos| — ) +i1sin| —
n n

para k =0,1,...,n— 1. Esto implica que

Teorema 4.2. Si G es un grupo ciclico generado por a con ord(a) = n, entonces
1. (a¥) = (a%).
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2. ord(a¥) = g

con d = m.c.d{k, n}.

Demostracién. Para d = m.c.d{k, n} existen enteros x y y tales que d = nx + ky. Esto

implica que

ad _ anx+ky —_ aky

y asi a? € (a¥), con lo cual se obtiene (a?) C (ak). En el otro sentido, se conoce que
k = dk; para algiin entero k; lo cual conduce a que a* € (a9), y asi (a¥) C (a9). En
consecuencia, (a¥) = (a9). La segunda afirmacién se obtiene de la igualdad

ord(a¥) = ord(a?). O

Un hecho importante que se deduce de los Teoremas 4.1 y 4.2 es que para todo divisor
positivo del orden de un grupo ciclico G existe un tnico subgrupo de ese orden. Por otro
lado, si a es un generador de G entonces a es también un generador de G siempre y
cuando ny k sean primos relativos. Esto implica que G cuenta con ¢(n) generadores en
la que ¢ es la funcién indicatriz de Euler.

SR Determinar todos los generadores del grupo ciclico Z1g.

El nimero de generadores con los que cuenta Zg es ¢(18), con

p(18) = (2 3%) = p(2)p(3%) = (2 - 1)(3° - 3) = 6.

Ademads, los generadores de Zig son los elementos a € Zi1g que sean primos relativos con
18, esto es, los generadores de Zig son:

1,5,7,11,13, 17.

SR Sea G un grupo ciclico de orden 30 y a uno de sus generadores. Hallar,
1. (a'®). 3. (a%%).

2. ord(a'®). 4. ord(a®®).

Utilizando el Teorema 4.2 se tiene que

30 30

18y _ _3v
ord(a™) = 430,187 ~ 6

=5

<318> — <36> — {1,36,312,818, 324}_
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De manera similar se obtiene

30 30

mcd(30,26] 2 O

ord(a*®®) =

<a26> — <82> — {1v 32' 34, 86, 38' a10v 312, 314’ 316' 318' 320’ 322’ 824, 326' 328}.

Esta seccidn finaliza con algunas consecuencias de los Teoremas 4.1 y 4.2, y con un
ejemplo en el que se aplican varios resultados de esta seccidn.

Corolario 4.1. Sean G un grupo.
1. Si G es ciclico finito, entonces ord(a) divide a |G| para todo a € G.
2. Si ord(a) = n, entonces
a) (a') = () siy solo si m.c.d{n,i} = m.c.d{n,j}.
b) ord(a’) = ord(&’) si y solo si m.c.d{n, i} = m.c.d{n,j}.

ST Determinar todos los subgrupos de Zsg, asi como los generados de cada
uno de ellos.

Dado |Z3o| =30 =2-3 -5, se tiene que los tnicos érdenes de subgrupos de Zsg son:
1,2,3,5,6,10,15 y 30. En la siguiente tabla se presenta para cada orden el respectivo
subgrupo y sus generados.

[N HIRE) x

1 | (0) 0

2 | (15) 15

3 | (10) 10,20

5 | (6) 6,12,18,24

6 | (5) 5,25

10 | (3) 3,9,21,27

15 | (2) | 2,4,8,14,16,22,26,28
30 | Zs | 1,7,11,13,17,19,23,29

Figura 4.1: Subgrupos de Z3o

A partir del cuadro anterior se construye el diagrama de Hasse del reticulo del conjunto
de subgrupos de Zsg, ver Figura 4.2.
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Lo
/ \

(2) (3) (5)
> >
(6) (10) (15)
\ /
<(‘)>

Figura 4.2: Diagrama de Hasse de los subgrupos de Z3o

Grupos finitamente generados

En la seccién anterior se consideran grupos generados por un solo elemento, con lo
cual es légico pensar si existen grupos generados por mas de un elemento, como es el
caso del grupo Dihédrico D, estudiado en la Seccién 3.1, el cual es un grupo generado
por dos elementos uno de orden 2 y otro de orden n.

Antes de entrar a definir el subgrupo generado por mas de un elemento, es importante
tener en cuenta que de acuerdo con el ejercicio 18 del conjunto de Problemas 2.5 si
{H;}ics es una familia de subgrupos de un grupo G, entonces

N

i€l

es un subgrupo de G. Esto implica que si para un subconjunto S C G se considera la
familia de subgrupos H; tales que S C H;, entonces la interseccidn de los elementos de la
familia es el minimo (bajo contenencia) subgrupo de G que contiene a S.

Definicion 4.2. Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Entonces se defi-
ne el subgrupo generado por S como el subgrupo de G que se obtiene por la
interseccién de los subgrupos de la familia {H;};c;, con S C H; para todo i € /.
Este subgrupo se denota por (S) y a S se le denomina un conjunto de generadores

de (S).

En caso de que el conjunto S sea finito, se dice que el sugbrupo (S) es un subgrupo
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finitamente generado. Esto no implica que el orden de (S) sea finito; por ejemplo Z es un
grupo infinito y finitamente generado ya que (1) = Z. Por otro lado, note que el conjunto
de todos los subgrupos del grupo G forman un conjunto parcialmente ordenado, con lo
cual se deduce que el subgrupo generado por S es el minimo subgrupo de G que contiene

as.

Teorema 4.3. Si G es un grupoy S C G, entonces (S) estd compuesto por todos
los elementos de la forma
a

arya r
X1 Xo Xy

enel cual x;,x,...,x, € Syaya,...,a € {11}

Demostracion. Considere el conjunto

H={x"x? -x : x1,%,...,x €S, e1,er,...,6 € {—-1,1}}.
Entonces para a = xZx§2 - - x& y b= yftyf .. ~yk'ck elementos de H se cumple que ab € H.
Ademas, note que
-1 e —fi
b =Y k-ykfkll"'.yl 1'
es un elemento de H. Por tanto, H es un subgrupo de G tal que S C H. Por otro lado,
si se considera la familia de subgrupos de G que contienen a S dada por {H;};c; se tiene
que H C H;. Esto se debe al hecho que para cada a = x{'x52 - - - x& € H los elementos
X1, X2, ..., X, € H;j y por ser H; un subgrupo se cumple que a € H; para todo i € /. Por
tanto, se garantiza que
H=(Hi=(S). O

iel

Segun el anterior resultado se tiene que si el grupo G es abeliano, entonces los ele-
mentos de (S) son de la forma xflka ---xk con k; € Z y los elementos x1, X2, . . ., X, son

todos distintos.

Por otro lado, note que este resultado estd en concordancia con la definiciéon de sub-
grupo ciclico generado por un elemento a € G. Ademas, se conoce que si a es un elemento
de orden finito de un grupo G, entonces todo elemento del subgrupo (a) es de orden finito,
sin embargo, esto no sucede en general cuando el conjunto generador tiene mas de un
elemento, excepto en el caso que G sea abeliano. Por ejemplo en GL(2,R) las matrices

(0 -1 /(0 1
o) Y VT
son de orden finito, especificamente ord(x) = 4 y ord(y) = 3, pero no todo elemento de
(x,y) es orden finito. Considere las matrices
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entonces

a0 (1Y)
r=(5 1) v oor=(_ )

En el grupo de los enteros Z determinar el subgrupo (n, m).
De acuerdo con el Teorema 4.3, se tiene
(n,m)={nx+my : x,y € Z}.
Siguiendo el procedimiento del Ejemplo 4.1 se tiene que
(n,m)={nx+my : x,y €Z} ={(d)

en el cual d = m.c.d{m, n}.

ST OES En el grupo de los racionales Q determinar el subgrupo

11
2'3/°
Aplicando el Teorema 4.3, se tiene

11\ f[x y _ [3x+2y
<2,3>{2+3 .X,yEZ}{ 6 .X,yEZ}.

Sin embargo, puesto que m y n son primos relativos se tiene que (2,3) = Z, lo cual
implica que
11 k
—, = )=<=: k€eZy;.
(s) {6 *e)

SELEOERHE Sea G un grupo en el cual existen elementos x y y tales que ord(x) = n,
ord(y) = 2 y se cumple xyx = y. Probar que

n

<X1y> = {1,X,X2,...,X 71,y.Xy.X2y,_,_ ’anly}.

Sea a € (x,y) tal que a ¢ (x) U (y). Segtin el Teorema 4.3

a=x"yx®by, para algunos r,s € Z y algin b, € (x,y).
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Observe que

1 1

yxf =xTxyx)x* L =x"lyxs = = x75 (xyx) = xSy,

en consecuencia, a = x"~°yb;. Repitiendo este proceso en el factor yb;, en una cantidad
finita de pasos, se obtiene

a=x¥ o a=xky, paraalgin k € Z.
Ahora, por el algoritmo de la divisidn existen enteros q y r tal que

k=ng+r, con0<r<n,

k

entonces x“ = x"x" = x". Asi que

a=x" o a=x"y,con0<r<n.

SR Considerar el conjunto

1
H= 0 X,y EZ
0

o~ X
=

Probar que H es un grupo abeliano finitamente generado con la multiplicacién usual de
matrices.

Primero observe que si x1, x2, v1, Y2 € Z entonces

1 xx »n 1 x w 1 +x y2+n 1 x w» 1 xx wn
0 1 0 01 0}J=1]0 1 0 =10 1 O 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

En consecuencia, la operacidn es cerrada y conmutativa. De la anterior igualdad también
se evidencia que la operacidén definida en H es asociativa y tiene las propiedades del
elemento neutro e inverso. Por tanto, H es un grupo abeliano.

Por otro lado, para x,y,n € Z, con n > 0, se tiene
1 x vy " 1 nx ny
01 0)J =0 1 0
0 0 1 0 O 1

de lo cual se concluye que H no puede ser ciclico. Ahora, si se consideran las matrices
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110 1 01
A=10 1 0 y B={(0 10
0 01 0 01
1 m k
entonces para cada elemento C= |0 1 0] € H, se tiene C = A”B¥. Por ejemplo,
0 0 1
para la matriz
1 -2 3 1 -1 0\°/1 0 1\° ,
c={o 1 of={0o 10| o1 0] =(a)B=A2B
0 0 1 0 01 0 01

Por tanto, H es un grupo abeliano generado por las matrices Ay B, esto es H = (A, B).

Ejercicios

1. Encontrar todos los generadores de Zg, Zg 'y Zop.

2. Supongamos que (a), (b) y (c) son grupos ciclicos de érdenes 6, 8 y 20, respecti-
vamente. Encontrar todos los generadores de (a), (b) y (c).

3. Enumerar todos los elementos de (3) y (15) en Zis.

4. Sea a un elemento de un grupo de orden 18. Enumerar todos los elementos de (a*)
15
y (7).

5. Sea a un elemento de un grupo tal que ord(a) = 15. Calcular el orden de los
siguientes elementos.

6. En Zy4 determinar un generador para el subgrupo (21) N (10).
7. Construir el diagrama de Hasse del subgrupo Za.

8. Supongamos que a es un elemento de un grupo tal que ord(a) = 24, encontrar un
generador para el subgrupo (a%') N (a1%).
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10.

11.

12.

13.

14.

iCudl es un generador para el subgrupo (a™) N (a")?

Supongamos que G es un grupo ciclico que tiene exactamente tres subgrupos: los
triviales G y {e}, y un subgrupo de orden 7.

a) iQué se puede decir acerca de |G|?
b) ;Qué se puede decir si 7 es reemplazado por un ndmero primo p?

Sea G un grupo en el cual existen elementos a y b tales que ord(a) = 4, a> = b? y
ba = a3b. Probar que

(a, b) = {1, a, a2, a%, b, ab, a°b, a3b}.

Segtin las condiciones del Ejemplo 4.8, si ord(x) = 25, simplificar el producto

X012y x5y xy.

En el grupo Zy4 considerar los subgrupos H; = (10) y H, = (12). Determinar el
minimo subgrupo de G que contiene la unién Hy U H,.

Sea G un grupoy H; = (a") y H, = (a™) subgrupos ciclicos de G. Determinar el
subgrupo de G generado por H; U Hs.



CAPITULO 5

Subgrupos normales y grupo cociente

Uno de los conceptos mas importantes en teoria de grupos es el de subgrupo normal.
El estudio de los subgrupos normales de un grupo es relevante en el desarrollo de la teoria
de Galois y en el estudio de la estructura de grupos en general. En un grupo abeliano
todo subgrupo es normal pero, en general, esto no es cierto en grupos no abelianos, lo
que dificulta el estudio estructural de esta clase de grupos; sin embargo, se conoce la
estructura de los grupos finitos no abelianos en el que todo subgrupo es normal. Los
subgrupos normales de un grupo permiten construir un nuevo grupo denominado grupo
cociente por medio del cual se pueden obtener importantes propiedades del grupo original.

Clases laterales y Teorema de Lagrange

En el primer capitulo se estudiaron distintas clases de equivalencia, las cuales son de
gran importancia en las matematicas, dadas sus valiosas propiedades. Dos de las clases
de equivalencia de mayor relevancia en dlgebra abstracta son las que se originan a partir
de un sugbrupo.
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Proposicion 5.1. Si G es un grupo y H un subgrupo de G, entonces la relacién (a
izquierda)

aRibsiysolosialbe H
es de equivalencia en G.

Demostracion. Dado que H es un subgrupo de G, para cada a € G, se tiene
-1
ata=1€H,

en consecuencia R; es reflexiva. Este mismo hecho implica que b™'a = (a7'b)~t € H
siempre y cuando a~'b € H. Del cual se obtiene que R; es simétrica. Finalmente, si
a~ b, b~lc € H, entonces

(a7'b)(b7c)=alcc H.
Por tanto, R; es una relacién de equivalencia. O
Recuerde que una relacién de equivalencia definida en un conjunto no vacio permite

particionar el conjunto en clases de equivalencia. En el caso particular de la relacién R;
se tiene que para a € G

[a]={x€G : aRix} ={x€ G : a'xecH}
y asi

[a] ={ah : he H} =aH.

De igual manera que se definié la relacién de equivalencia (a izquierda) R; se define
la relacién (a derecha)

aRgb siysolosi ab™l € H
la cual también es una relacién de equivalencia. En este caso, se tiene que
[a]={x€G : aRgx}={x€ G : ax ' € H}

y asi
[a] ={ha : he H} =Ha.

Es importante tener claro que a pesar que R; y Ry se definen de manera similar, las
relaciones no necesariamente determinan la misma particiéon de G, como se evidencia en
el siguiente ejemplo.

SEIEEE Considerar el grupo S3 = {po, p1, p2, 71, 72, T3} ¥ el subgrupo ciclico
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H = (r3) = {po, 73}, en el cual
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Determinar,
1. La tabla de Cayley de Ss.
2. Calcular las parejas de las relaciones de equivalencia R; y Ry.
3. Hallar las distintas clases de equivalencia para cada una de las relaciones R; y Ry.

Al realizar los distintos célculos se tiene que la tabla de Cayley de S3 es

© | pPo P1 P2 T1 T2 T3
po|Po P P2 T1 T2 T3
pL|pP1 P2 P T3 TL T2
P2 P2 P P1 T2 T3 T1
T1 | Tt T2 73 pPo P1 P2
T2 | T2 T3 T1 P2 Po pP1
T3 |73 T1 T2 pP1 P2 Po0

De acuerdo con la tabla anterior se obtiene que

Ri = {(po. po), (p1, p1), (p2, p2), (11, 1), (T2, 2), (73, T3)
 (po, 713), (p1,72), (P2, 1), (71, p2), (72, p1), (73, o) }

Ra = {(po. po). (p1. p1). (P2, p2), (71, 71), (T2, 72), (73, 73)
+(po, 73), (p1,71), (P2, 72), (71, p1), (72, p2), (73, o) }

Por tanto,

poH = 13H ={po, 73}  Hpo = Hr3 = {po, 5}
le =1nH= {pl,Tg} le =Hn = {pl,Tl}
p2H =71H ={p2,n} Hpx=Hm = {p2, 2}

m Considerar el grupo G = Zg y el subgrupo H = (3) = {0, 3,9}. Deter-
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minar las clases de equivalencia de R; y Rg.

Note que el grupo es abeliano, lo cual implica que a+ H = H + a para todo a € G.
Por lo cual, las dos relaciones determinan la misma particidn, y asi las distintas clases de
equivalencia son:

0+H=3+H=6+H={0,3,6}
1+H=4+H=7+H={1,47}
24+H=5+H=8+H={25,8}.

Observe que el hecho que el grupo G sea abeliano permite afirmar que a+H=H+a
para todo a € G. Sin embargo, como se vio en el Ejemplo 5.1 esto no se cumple en
general para grupos no abelianos.

Definicion 5.1. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Entonces al conjunto aH
se le denomina la clase lateral izquierda de H en G que contiene a a. De manera
similar Ha es la clase lateral derecha de H en G que contiene a a. Al elemento a se
le denomina un representante de la clase.

SELGRETRIY Sea G = GL(2,R) y H = SL(2,R) = {h € G : det(h) = 1}. Probar

que la clase lateral izquierda aH con a € GL(2,R) es

aH = {x € GL(2,R) : det(x) = det(a)}

Para x = ah € aH se tiene

det(x) = det(ah) = det(a) det(h) = det(a).

1

Por otro lado, si x € G es tal que det(x) = det(a), entonces para h = a~'x se cumple

det(x)

det(h) = det(a~x) = det(a~!) det(x) = det(2)

=1

En consecuencia, h € Hy asi x € aH.

SN Describir como se particiona el grupo G = R3 de acuerdo con la relacién
de equivalencia definida por un plano H que pasa por el origen.

Observe que una traslacién de un conjunto de puntos en el espacio estd caracterizada
por un vector fijo, en la cual cada punto del conjunto es transformado en un nuevo punto
que se encuentra en la misma direccién del vector dado, y a una distancia igual a la
magnitud del vector. En este sentido, la clase lateral (a, b, c) + H es el plano paralelo a
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H que pasa por el punto (a, b, ¢), por lo cual las clases laterales izquierdas (o derechas)
particionan al espacio en planos paralelos al plano H.

Teorema 5.1. Si H es un subgrupo de G y a, b € G, entonces
1. a€ aH.

aH = H si y solosiae H.

(ab)H = a(bH) y H(ab) = (Ha)b.

aH = bH si y solo si a € bH.

aH = bH o aHN bH = {.

aH = bH si y solosi a~ b € H.

|aH| = |bH].

aH = Ha si y solo si H = aHa

aH es un subgrupo de G si y solosi a € H.

-1

© o N e @S e

Demostracién. El primer, segundo y tercer item son consecuencia de que 1 € H y la
operacidén de G es cerrada y asociativa en H. Las afirmaciones cuarta, quinta y sexta
son consecuencias directa de que R; es una relacién de equivalencia. Para garantizar la
séptima considere la funcién f : aH — bH dada por f(ah) = bh con h € H. Entonces la
igualdad bh; = bhy con hy, hy € H implica que hy = hy y asi ahy = ah,. Por otro lado,
observe que para todo h € H se garantiza que f(ah) = bh. En consecuencia, la funcién
f es biyectiva y asi |aH| = |bH|. Ademis, note que

ahy = hya, con hy, hy € H,

1

es equivalente a h, = ahja™", con lo cual se garantiza la octava propiedad.

Finalmente, si aH es un subgrupo de G, entonces 1 = ah para algin h € H, del cual
se obtiene que a € H. En el otro sentido, si a € H, entonces es claro que aH = H. O

Las propiedades descritas en el teorema anterior son también aplicables a las clases
laterales derechas. Ademds, observe que las propiedades 2 y 7 del teorema anterior im-
plican que todas las clases laterales izquierdas (o derechas) tiene la misma cardinalidad
del subgrupo H. Este hecho tiene una consecuencia importante como es el Teorema de
Lagrange.

Teorema 5.2 (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H un subgrupo
de G, entonces el orden de H divide al orden del grupo G. Ademds, el ndmero de

G
clases laterales izquierdas (o derechas) es igual :H:

Demostracion. Dado que G es un grupo finito y la relaciéon R; es de equivalencia, existen
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elementos ai, az,...,an de G, tales que
G=aHUaHU---UayH.
con a;jH N ajH = (), siempre que i # j. Con lo cual se obtiene
|G| = |aiH| + |a2H| + - - - + |amH| = m|H]|.

O

Es importante observar que el Teorema de Lagrange implica que el orden de un sub-
grupo divide al orden del grupo. Note que el reciproco es verdadero en el caso de que el
grupo G sea ciclico, como se establece en el Teorema 4.1. Sin embargo, en general es
falso, como se establece en el Ejemplo 5.5.

Corolario 5.1. Si G es un grupo finito, H un subgrupo de G y a € G, entonces
1. El orden de H divide al orden de G.
2. El orden de a divide al orden de G.
3. Si |G| = p con p primo entonces G es ciclico.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones son consecuencia directa del Teorema de
Lagrange. Para el tercero suponga que a # 1, entonces por el segundo item d = ord(a)
divide a |G| = p. De alli se obtiene que ord(a) = p, y por tanto G = (a). O

Otra de las consecuencias del Teorema de Lagrange es que el nimero de clases laterales
tanto izquierdas como derechas es el mismo. Por lo cual, la siguiente definicién tiene
sentido.

Definicion 5.2. Sean G un grupo finito y H un subgrupo. Entonces al nimero de
clases laterales (izquierdas o derechas) de H en G se denomina el indice de H en G
y se denota por [G : H].

m Probar que el grupo alternante A4 no tiene subgrupos de orden 6.

Suponga que existe un subgrupo H de Ay tal que |H| = 6. Entonces

Ay 12

Ay Hl = —' =— =2,

[As = H] H " 6

lo cual es equivalente a que existen tinicamente dos clases laterales izquierdas (distintas)
H'y oH para alguna o € A;. Observe que H N Ho = (J; caso contrario, por el literal 2
del Teorema 5.1, se obtiene que 0 € H llegando a una contradiccién. Esto implica que
las dos clases laterales derechas son H'y Ho, y asi cH = Ho. Esta dltima igualdad es
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equivalente a H = o Ho L. Por otro lado, note que existen solamente 8 ciclos de longitud
3 dados por

o1 = (123) o3 = (134) o5 = (124) o7 = (234)

or = (132) o4 = (143) o6 = (142) og = (243)

Esto implica que al menos uno de los anteriores ciclos pertenece a H. Suponga sin
pérdida de generalidad que ; = (123) € H. Entonces 0, = o7 ' = (132) € H y de igual
manera los elementos

En consecuencia, la cardinalidad de H es mayor a 6, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, A4 no contiene subgrupos de orden 6.

SR Sea K un subgrupo propio de H, y este a su vez es un subgrupo propio
de G. Si |K| =42y |G| =420, jcuéles son las posibilidades para el orden de H?

Por el Teorema de Lagrange se tiene que 42 debe ser un divisor positivo de |H|, y este
su vez es un divisor positivo de |G| = 420. Sea m = |H|, entonces m = 42k; y 420 = mk;
con ki, kp > 1 enteros positivos. Esto implica que kiky = 10 y asi ki, ko € {2,5}. En
consecuencia, las posibilidades para el orden de H son:

|H =84 y |H|=210.

Subgrupos normales y grupo cociente

Segun la seccién anterior, en general las relaciones de equivalencia R; y Ry no definen
la misma particiéon como se evidencié en el Ejemplo 5.1. La pregunta que surge es jcudndo
un subgrupo H de un grupo G define iguales particiones de acuerdo con las relaciones R;
Yy Rd?

Definicion 5.3. Un subgrupo H de un grupo G se denomina normal y se
denota por H< G si aH = Ha para todo a € G.

Como se ha mencionado todos los subgrupos de un grupo abeliano son normales. En
el caso general, los subgrupos triviales H = {1} y H = G son normales, asi como el centro
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del grupo
Z(G)={x€ G : ax = xa para todo a € G}.

Proposicion 5.2. Un subgrupo H de un grupo G es normal si y solo si
aHa=! C H para todo a € G.

Demostracion. Suponga que H es normal en G. Entonces el item 8 del Teorema 5.1
garantiza la afirmacién. En el otro sentido, para h € H se tienen que los elementos aha™!
y a~1ha pertenecen a H. Por lo que, h = a(a~*ha)a—! € aHa™!, con lo cual se garantiza
que H C aHa™ 'y asi aH = Ha para todo a € G. O

SEIEIAN Mostrar que el subgrupo H = SL(2,R) es normal de G = GL(2,R).

Sean a € G y h € H. Entonces
det(aha™!) = det(a) det(h) det(a~!) = det(h) = 1,
de lo cual se obtiene que aHa~! C H para todo a € G. Por tanto, H< G.
ST Sea G un grupo finito. Probar que si G tienen un dnico subgrupo H de
orden d entonces H es normal en G.

Sea a € G y considere el conjunto H' = aHa™!. Para x = ahja=! y y = ah,a™! con

h1, ho € H se cumple
xy ' = (ama)(ahpa 1)l = amatah;ta7! = ahhyta7t = ahza !

donde h; = h1h2_1 € H. Por tanto, H' es un subgrupo de G de orden d y asi aHa™! = H.

Note que la solucién del Ejemplo 5.5 se puede generalizar para cualquier grupo.

Proposicion 5.3. Sean G un grupoy H < G. Si [G : H] =2, entonces H< G.

Demostracion. Dado que [G : H] = 2 existen (nicamente dos clases laterales izquierdas
H y aH para algiin a € G. Por otro lado observe que H N Ha = {); caso contrario se
obtiene H = Hay asi a € H, lo cual es imposible. Por tanto, las clases laterales derechas
son H 'y Ha, de este modo se concluye que aH = Ha. En consecuencia, H es normal en
G. O

SR Probar las siguientes afirmaciones.
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1. El subgrupo alternante A, es normal de S,,.
2. El subgrupo ciclico H = {p1) es normal en D,.

Note que los subgrupos alternante A, y H = (p1) satisfacen

Sl
|An|

2
H

=[S,:A)]=2=[D,: Hl =

Por tanto, segtin la Proposicién 5.3 se tiene que A, y H son subgrupos normales en S, y
D,, respectivamente.

En el Ejercicio 16 del Capitulo 2, se solicita probar que el conjunto
HK ={hk : he H, ke K}

es un subgrupo del grupo abeliano G si H y K son subgrupos. Sin embargo, esto no
se satisface en general en el caso no abeliano, por ejemplo considerar en G = S;3 los
subgrupos

H={((12)) ={(1).(12)} vy K=((23))={(1) (23)}.

Entonces,
HK ={(12), (23), (312)}

el cual no es un subgrupo de Sz, ya que no contiene la permutacién identidad de Ss.
Sin embargo, si se imponen condiciones en uno de los subgrupos, entonces HK es un
subgrupo de G.

Proposicion 5.4. Si G es un grupo, H1 G y K < G, entonces HK < G.

Demostracion. Sean x = h1ky y y = hoky elementos de HK. Entonces
xy L= hikiky thyt = by (klkz‘lhz‘lkzkl‘l) kik'?,

pero kik, ' € Ky dado que H < G se tiene kik, “hytkok;* € H. Por tanto, xy~! €
HK. O

Los subgrupos normales, aparte de generar iguales particiones del grupo, permiten
definir en el conjunto de las clases laterales (izquierdas o derechas) una operacién binaria
y dotar a este conjunto de una estructura de grupo. Para un subgrupo normal H de G se
tiene que

G/Ri=G/Ry
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por lo cual el conjunto de clases laterales del subgrupo H se denotard simplemente por
G/H.

Ademds, de aqui en adelante cuando se considere un subgrupo normal H la clase lateral
(izquierda o derecha) de a € G se denotard por a.

Teorema 5.3. Si G es un grupo y H un subgrupo normal de G, entonces el conjunto
cociente G/H tiene estructura de grupo con la operacién

(aH)(bH) = (ab)H.

Demostracion. Sean ay, az, by, by € G talesque ag = a5 y by, = by,. Entonces a; € a,H y
by € byH, lo cual es equivalente a que a; = axhy y by = bohy con hy, hy, € H, entonces

albl = (azhl)(bzhz) = azbz(bglhlbz)hg.

Dado que H es normal en G se tiene (b, *hyby)hy € H. Por tanto, ajb; = ayb; y esto
implica que la operacién estd bien definida. Segin como se define la operacién, esta es
asociativa puesto que la operacién en el grupo G es asociativa. Ademds, el elemento
neutro de la operacién es la clase 1 = H y el elemento inverso de 3 = aH es la clase
al=a"1H. O

SELIERINES Determinar las clases laterales del subgrupo 4Z en Z, y calcular su tabla
de Cayley.

Primero note que 0 = 4Z = {4n : n € Z}. Entonces para a, b € Z con a = b se tiene
que a— b € 47Z. En otras palabras 4 | (a— b) lo cual es equivalente a que a y b tienen igual
residuo al dividirse por 4. Esto implica que existen solamente 4 clases laterales distintas
dadas por

ZJA7 = {4Z,1+ 47,2+ 47,3+ 42} ={0,1,2,3}.

Por tanto, su tabla de Cayley es

Wl N = o] +
wl Nl | o ol
Ol Wl N |
= Ol W NN
Nl | O W| Wi

En general, para el grupo Z y el subgrupo nZ con n > 1.

Z/nZ ={nZ,1+nZ,...,(n—1)+4Z} ={0,1,...,n—1}.
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SELIEEER Sea G = Zjg y H = (6). Hallar el conjunto de clases laterales y calcular
su tabla de Cayley.

Primero note que por el Teorema de Lagrange existen

|Z13] 18
[Z15 - (6)] = ===
l6)| 3
clases laterales distintas, las cuales son:
0=0+ (6) = {0,6,12} 3=3+(6) ={3,9,15}
1=1+(6)={1,7,13} 4=0+(6) = {4,10,16}
2=2+(6) = {2,8,14} 5=0+(6) = {5,11,17}
Luego, su tabla de Cayley es:
+]/0 1 2 3 4 5
0/0 1 2 3 4 5
1/1 2 3 45 0
212 3 45 01
3/!3 4501 2
414 5 01 2 3
515 01 2 3 4

SENEERRPA Sea G = U(32) y H = Ui6(32). Determinar el conjunto de clases

laterales y calcular su tabla de Cayley.

Primero recuerde que

U(32) = {1,3,5,7,9,11,13, 15,17, 19, 21, 23, 25, 27,29, 31}

Uss(32) = {x € U(32) : (x méd 16) = 1} = {1,17}.

El Teorema de Lagrange implica que el grupo cociente U(32)/U16(32) tiene 8 elementos
dados por

1={1,17} 5= {5,21} 9 = {9,25} 13 = {13,29}

3=1{3,19} 7={7,23} 1={11,27} 5 = {15,31}
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Por tanto, la tabla de Cayley del grupo cociente es:

« |1 3 5 7 9 11 13 15
1/1 3 5 7 9 11 13 15
313 9 15 5 11 1 7 13
5|5 1, 9 3 13 7 1 11
717 5 3 1 15 13 11 9
919 11 13 15 1 3 5 7
1111 1 7 13 3 1 15 5
1313 7 1 11 5 15 9 3
15(15 13 11 9 7 5 3 1

Conjugados

Una relacién de equivalencia de importancia en el estudio de la estructura de ciertos
grupos es la relacién de conjugacién. A continuacién se presenta un estudio introductorio
de la conjugacidn, y sus implicaciones es el estudio de grupos finitos.

Definicién 5.4. Sea G un grupo y sean a y b dos elementos de G. Se dice que b
es un conjugado de a, denotado por a ~ b, si existe g € G tal que b= gag~*.

Por ejemplo, segtin la Tabla de Cayley 5.1 para el grupo simétrico S3, dos conjugados

de la permutacién , = 123 son
1 3 2
1 2 3 1 2 3
T2T1T2 = > 21 = T3 y P1T1P2 = >z =T
2 31 2 1 3 ’
2 1 3 3 21

Proposicion 5.5. Si G es un grupo, entonces la relacién de conjugacién es una
relacién de equivalencia en G.

Demostracion. Sea a, b, c € G. Observe que a = 1al, asi que a ~ a. Es decir, la relacién
de conjugacidn es reflexiva. Ahora, suponga que a ~ b, entonces existe g € G tal que
b=gag™! luego

~1
a=g 'bg=g'b (g_l) , esto significa que b ~ a.

En consecuencia, la relacién de conjugacidn es simétrica. Finalmente, suponga que a ~ b
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y b ~ c, entonces existen elementos g, h € G tal que b= gag~! y c = hbh™1, entonces

c=h (gag’l) h™* = (hg)a (g’lh’l) = (hg)a(hg)™".

Por tanto, a ~ c, es decir, la relacién de conjugacidn es transitiva. O

Proposicion 5.6. Sean G un grupoy a € G . Respecto de la relacién de conjugacion
en G, se tiene [a] = {a}, si y sblo si, a € Z(G).

Demostracién. Observe que [a] = {gag™! : g € G}. Si [a] = {a}, se tiene
gag ' =a, paratoda g€ G,

luego, ga = ag, para toda g € G. Por tanto, a € Z(G). El reciproco es consecuencia
directa de la definicién del centro del grupo G. O

Proposicion 5.7. Si G es un grupo y a es un elemento de G, entonces el conjunto
G,={g € G:gag~! = a} es un subgrupo de G denominado subgrupo estacionario
de a.

Demostracién. Claramente 1 € G, y para g, h € G, se tiene gxg~! = x = hxh™1,
entonces

x=gxg l=g (hxh*l) g ' = (gh)x(gh)™

En consecuencia, gh™! € G, y se tiene que G, es un subgrupo de G. O

Proposicion 5.8. Sea G un grupo y sea a € G. Respecto de la relacién de conju-
gacion se tiene

1. Para cada b € [a] existe g € G, tal que G, = gG,g~' = {ghg™' : he G,}.
G|
|Gal

2. Si G es finito, entonces |[a]| =

Demostracién. Para probar el item 1 sea b € [a], entonces existe g € G tal que b =
gag~'. Ahora, dado x € G, se tiene xbx~! = b, entonces

-1,
a=g 'bg= (g_1><) b (X‘lg) = (g‘lxg) a (g_1><‘1g) = (g‘lxg) a (g_lxg)
luego, g~ 'xg = h, para alguna h € G,. En consecuencia, x = ghg ™! € gG.g7 ' y se

tiene la contenencia G, C gG,g'. La contenencia gG,g~! C G, se justifica de forma
similar y se deja como ejercicio para el lector.
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Ahora, recuerde que el conjunto A = {xG,: x € G} de clases laterales izquierdas
modulo el subgrupo G, es una particién del grupo G, y para el caso en que G es finito
|G|
Gl
esto considere la funcién

satisface |A| = Entonces se puede probar el item 2 mostrando que |A| = |G,|. Para

f:la]={xax':x€ G} — A, definida por f(xax™ ') = xG,.

Note que f es claramente sobreyectiva. Ahora, para garantizar que f es inyectiva considere
xax~t yay~! € G,, tal que f(xax~1) = f(yay~!), entonces xG, = yG,. Asi que y~1x €

G,, y en consecuencia
-1
(rix)alrx) =2

de aqui se obtiene xax~! = yay 1. Por tanto f es biyectiva y la prueba estd completa. [J

Teorema 5.4. Sea p un ndmero primo. Si G es un grupo finito de orden p”, para
alglin n € Z*, entonces Z(G) # {1}.

Demostracion. Para el caso en que G es abeliano, se tiene Z(G) = G # {1}. Ahora, si
G no es abeliano sea Z(G) = {ay, ..., ai}. Dado que p es primo, el teorema de Lagrange
garantiza que k = p™, en el que 0 < m < n. Considerando la relacién de conjugacién se

conoce que
[a]] ={ai}, parai=1,... k.

Dado que k < |G|, deben existir clases de equivalencia [by], ..., [b], tal que |[b]| > 1y
[a1], .-, [ak]. [b1] .- - .. [b/] es la particién de G inducida por la relacién de conjugacién.
Entonces

G=({a}U---Ufah)u([b]U---Ulb]) = Z(G)U([br]U---U[b]).

Por el item 2 de la proposicién 5.8 se concluye que para cada j = 1,...,r existe un
entero positivo t; tal que ’[bj]] = pY, en consecuencia

Gl =1Z(6)[+ Y _|Ib]],
j=1
asi que
1Z2(G) =p"=) pi=p|p =) pit
j=1 j=1

en el que ny los t; son enteros positivos. Entonces p es un divisor de |Z(G)|, por tanto

2(6) # {1}. O
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Para terminar esta seccidn se presenta el teorema de estructura para grupos de orden
p?, en el cual p es un niimero primo.

Teorema 5.5. Si p es un nimero primo, entonces todo grupo de orden p? es
abeliano.

Demostracion. Por contradiccidn suponga que existe un grupo no abeliano G de orden
p?. Por el teorema 5.4, Z # {1}, y de aqui se debe tener |Z(G)| = p. En consecuencia
debe existir un elemento no central a € G. Considere el subgrupo estacionario

1

Ca:{geG:gag_ :a}:{gEG:ga:ag},

observe que a € G, y Z(G) C C,, entonces |G,| > p y por el teorema de Lagrange se
obtiene que |G,| = p?. Asi que G, = G, es decir, a € Z(G), lo que es una contradiccién.
Por tanto todo grupo de orden p? es abeliano. O

Ejercicios

1. Sea H = (p1) el subgrupo ciclico de D,. Calcular todos los conjuntos o Ho~! para
o€ S,.

2. Sea H = 3Z. Determinar todas las clases laterales de H en Z.
3. Determinar todas las clases laterales izquierdas de H = {1,11} en U(30).

4. Sea a € G, tal que ord(a) = 30. j Cuantas clases laterales izquierdas existen de (a*%)
en (a)?. Listar todas las clases.

5. Sean H y K subgrupos de un grupo G. Probar que HK es un subgrupo de G siy
solo si HK = KH.

6. Sean H y K dos subgrupos finitos de un grupo G, considerar el conjunto HK =
{hk : he H, k € K}. Probar que

|H|IK]
HK| = .
HKI = 17K

7. Sean a,b€ Gy Hy K subgrupos de G. Probar que si aH = bK, entonces H = K.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sean H y K subgrupos de G. Probar que g(HN K)=gHNgK con g € G.

Sea H un subgrupo de R*. Probar que si Rt C H C R*, entonces H = Rt o
H = R*.

Sea C* el grupo de los nimeros complejos no cero con la multiplicacién y H =
{a+ibe€ C* : 2%+ b* = 1}. Dar una descripcién geométrica de la clase lateral
(3+4i)H.

Sea H = {(1),(12)}. Determinar si H es normal en S3.

H:{(g IC)) :a b ceR, ac;«éO}

iEs H un subgrupo normal de GL(2,R)?

Sea

Sea G = GL(2,R) y K un subgrupo de R*. Probar que
H={Aec G : det(A) € K}

es un subgrupo normal de G.

Considerar el subgrupo H = {(1), (12)(34)} de A4. Probar que H no es normal en
As.

Determinar todos los subgrupos normales de D, de orden 2.

Sea H={(1),(12)}. Determinar si H es normal en Ss.

H:{(S ?) . a,bc€eR, ac;éo}

iEs H un subgrupo normal de GL(2,R)?

Sea

Sea G = GL(2,R) y K un subgrupo de R*. Probar que
H={Aec G : det(A) € K}
es un subgrupo normal de G.
Sea G un grupo y suponga que G contiene un subgrupo de orden d. Mostrar que

la interseccién de todos los subgrupos normales de G de orden d es también un
subgrupo normal de G.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Sean (3) y (12) subgrupos de Z. Determinar la tabla de Cayley de (3)/(12).
Sean (8) y (48) subgrupos de Z. Determinar la tabla de Cayley de (8)/(48).
Probar que el grupo factor de un grupo ciclico es ciclico.

Probar que el grupo factor de un grupo abeliano es abeliano.

i Cudl es el orden del elemento 14 + (8) en el grupo factor Zy4/(8).

Determinar los elementos del grupo factor U(20)/Us(20).



CAPITULO 6

Homomorfismos e isomorfismos

En la teoria de grupos un homomorfismo es una funcidén que preserva la estructura de
grupo. Esto permite transferir algunas propiedades del dominio al codominio y viceversa.
En particular los homomorfismos biyectivos o isomorfismos establecen que los dos grupos
son estructuralmente idénticos. En este capitulo se exponen las definiciones y resultados
mds importantes del estudio de los homomorfismos de grupos.

Homomorfismos de grupos

Como se ha visto en secciones anteriores, existen grupos que tienen propiedades en
comun como puede ser ciclico, el orden, abeliano, etc. Por ejemplo, si consideramos el
subgrupo H = (p1) de D4 se puede ver que tiene propiedades en comtin con el subgrupo
Hy = (2) del grupo Zg, y estos dos a su vez con el grupo Z,. En esta seccién se estudia un
tipo especial de funcién entre grupos, denominada homomorfismo, con el fin de estudiar
propiedades en comin entre un par de grupos.
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Definicién 6.1. Un homomorfismo ¢ de un grupo (G, *) a otro (G’,*’) es una
funcién que satisface

¢(a* b) = ¢(a) =" ¢(b)

para todo a, b € G.

En adelante, la condicién expuesta en la definicidn anterior se escribird simplemente
por

¢(ab) = ¢(a)¢(b)

siempre y cuando se tengan en cuenta las operaciones binarias definidas en cada uno de
los grupos G y G’. Observe que si se tienen dos homomorfismos de grupos ¢ : G — G’
y 1 : G' — G”, entonces la composicién ¢ : G — G” es de nuevo un homomorfismo
del grupo G en el grupo G”.

Definicién 6.2. Sea ¢ un homomorfismo de G en G’. Entonces el kernel de ¢ se
denota por Ker(¢) y es el conjunto dado por

Ker(¢p) ={x € G : ¢(x) =1}

En distintas dreas de las matemadticas se encuentran homomorfismos; un ejemplo bésico
es la funcién méd : Z — Z, la que asigna a cada entero su residuo médulo n. Observe
que en este caso el kernel es el conjunto de todos los miultiplos de n. Por otro lado, la
funcién valor absoluto cumple con la propiedad que |nm| = |n||m|, lo cual implica que
la funcién | | : R* — R* es un homomorfismo de grupos en el que su kernel estd
conformado por —1 y 1. Otros ejemplos involucran la funcidn exponencial f(x) = e* o la
funcién logaritmo g(x) = In x, ejemplos mds sofisticados involucran la valuacién p-adica
de un entero no cero o el simbolo de Legendre, para estos ejemplos ver la Seccién 6.3.

SRR Mostrar que la funcién
det: GL(2,R) — R*

es un homomorfismo de grupos y describir su kernel.

Primero tenga en cuenta que la operacién binaria en el grupo GL(2,R) es la multipli-
cacién de matrices y la operacién en el grupo R* es la multiplicacién de reales. Entonces
la propiedad

det(AB) = det(A) det(B)

para A, B € GL(2,R) garantiza que la funcién dada es un homomorfismo de grupos. En
este sentido se tiene que

Ker(det) = {A € GL(2,R) : det(A) =1} = SL(2,R).
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SELENGPAY Mostrar que la funcidn

d
Ix :R[x] — R[x]

en la cual R[x] representa todos los polinomios con coeficientes en los reales en la inde-
terminada x es un homomorfismo de grupos y describir su kernel.

La operacién binaria del grupo R[x] es la suma de polinomios. De manera similar que
en el ejemplo anterior la propiedad de la derivada de la suma de dos funciones dada por

d d d
7 (PX) +a(x)) = —=p(x) + —-a(x)
implica que la funcién es un homomorfismo de grupos. Ademds, como se conoce que

d
L=
dx 0

para toda constante k € R se obtiene que
d
Ker{ — )| =R
er (dx)

SRR Mostrar que la funcién ¢ : R — SO(2) dada por

_ [cos(t) —sin(t)

o(t) = <sin(t) cos(t) >

es un homomorfismo de grupos y describir su kernel.

Recuerde que en el grupo

50(2)—{(2 ‘i’) . abeR, 32+b2—1}

su operacion binaria es la multiplicaciéon de matrices. Por otro lado, para t;,t, € R se
cumple

cos(ty + tp) = cos(t1) cos(tz) — sin(t1) sin(tz)
sin(ty + tp) = sin(t1) cos(ta) + cos(t1) sin(t2)



Pag. | 85

Por tanto,

oty + 1) cos(t; +ta) —sin(t; + tz))

sin(ty + t) cos(t; + to)

e ,
(cosgtl — S|n(t1)> <cos(t2) — sm(t2))
o(ts

t cos(t1)) \'sin(t2)  cos(tz)

tg)

Ademais, se tiene que

o= fres - (249 293 9)

= {21k : keZ}.

La condicién en la Definicién 6.1 establece que un homomorfismo preserva la operacion
en el segundo grupo, lo cual implica que propiedades del primer grupo se conserven en el
segundo como se puede evidenciar en el siguiente teorema.

Teorema 6.1. Si ¢ es un homomorfismo de un grupo G en G’, entonces
1. ¢(1)=1".

#(g") = ¢(g)" para todo g € G y todo n € Z.

Si ord(g) es finito, entonces ord(¢(g)) divide a ord(g).

Ker(¢) es un subgrupo normal de G.

#(a) = ¢(b) siy solo si ab~! € Ker(¢).

Si ¢(g) = g’, entonces

¢7Hg") ={x€ G : ¢(x) =g} = gKer(¢).

oGl > DN

Demostracion. Segin la definiciéon de homomorfismo se tiene que
V(1) = ¢(1-1) = ¢(1)¢(1)

y por las leyes cancelativas se sigue que ¢(1) = 1’. Para el segundo item, note que
la igualdad es clara para n = 0. Para un entero positivo n, suponga que la igualdad
#(g" 1) = ¢(g)"! se cumple. De alli se obtiene que

o(g8") = ¢(g" 'g) = d(g" ")d(g) = #(g)" ' d(g) = ¢(g)"-

En el caso que n sea un entero negativo la prueba es similar.

Suponga ahora que m = ord(g). Entonces por el item 2 se obtiene que
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Luego, de acuerdo con la Proposicién 4.1, el ord(¢(g)) divide a m = ord(g).

Para el item 4 sean a, b € Ker(¢), entonces
p(ab™t) = (a)p(b) P =11 =1

lo cual implica que ab™! € Ker(¢) y asf el kernel del homomorfismo ¢ es un subgrupo de
G. Ademids, para x € G se tiene

d(xax1) = 6(x)e(2)o(x 1) = S()Vo(x ) = o0xx 1) = 6(1) = 1"
Por tanto xax~! € Ker(¢), en consecuencia, Ker(¢) < G.
Por otro lado, note que la igualdad ¢(a) = ¢(b) es equivalente a
1" = ¢(a)(b) ™" = p(a)¢(b™") = d(ab~"),
y en consecuencia, ab~! € Ker(¢).

1

Finalmente, para x € ¢1(g) considere el elemento h = g~!x. Entonces

p(h) = ¢(g'x) = ¢(g) 'o(x) = (g) 'g' =1

y asi h € Ker(¢). Por tanto, x = gh € gKer(¢). En el otro sentido si x = gh para algin
h € Ker(¢), entonces

¢(x) = d(gh) = d(g)d(h) = g'1" = g
es decir x € ¢(g’') L. O

S Sea ¢ - Zsg — Zis un homomorfismo en el cual ¢(7) = 6. Determinar
la imagen del homomorfismo, el kernel de ¢ y ¢~1(6).

De acuerdo con la propiedad 2 del Teorema 6.1 se tiene que

P(7) =o(7-1) =76(1) = 6
de lo cual se obtiene que ¢(1) = 3. Es importante anotar que este homomorfismo es

dnico, puesto que la congruencia 7x = 6(mdd 15) tiene solucién tnica. En consecuencia,
@(x) = 3x para todo x € Zsg y asi

&(Zso) = {0,3,6,9,12} y Ker(¢) = {0,5,10,15,20, 25,30, 35, 40, 45}

Luego, aplicando la propiedad 6 del Teorema 6.1 se obtiene

¢71(6) = 7 + Ker(¢) = {2,7,12,17,22,27,32,37, 42, 47}.
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SELENES Determinar todos los homomorfismos del grupo Zg en el grupo Zyg.

Primero note que si x € Zg, entonces

Px) =Lt 1+ +1)=d(1) + (1) +--- + $(1) = x¢(1).

X—veces X—veces

Por tanto, el homomorfismo estd determinado por la imagen del generador 1 del grupo
Zg. Por otro lado, segtin el item 3 del Teorema 6.1, se tiene que

ordg(1) € {1,2,4,8} 'y orde(l) € {1,2,4,5,10,20}.
Aplicando el Teorema 4.2, se obtiene que
1. Siord ¢(1) = 1, entonces ¢(1) = 0.
2. Siord (1) = 2, entonces ¢(1) = 10.
3. Siord (1) = 4, entonces ¢(1) = 5, 15.
En consecuencia, existen 4 homomorfismos del grupo Zg en el grupo Zyg.

En general, es posible clasificar aquellas funciones ¢ : Z, — Z,, las cuales son
homomorfismos de grupos, ver el ejercicio 4 de la Seccién 6.3.

SR Considerar la funcidn ¢ @ R[x] — R dada por ¢(p(x)) = p(0). Probar

que ¢ es un homomorfismo y determinar su imagen, el kernel y ¢~1(1).

Sean p(x), q(x) € R[x]. Entonces se cumple que (p + q)(0) = p(0) + q(0), y asi
o(p(x) + q(x)) = ¢(p(x)) + é(q(x)), lo cual prueba que ¢ es un homomorfismo. Note
que para todo a € R el polinomio p(x) = x + a satisface la igualdad ¢(p(x)) = a. Por
tanto, ¢ es una funcién sobreyectiva y asi la imagen de ¢ es el conjunto de los niimeros
reales.

Por otro lado, si p(x) es tal que ¢(p(x)) = p(0) = 0, entonces el término constante
del polinomio debe ser igual a cero. Esto conduce a que

Ker(¢) = {xq(x) : a(x) € R[x]}.

Finalmente, como ¢(x + 1) = 1 se sigue que

¢7H(1) = (x + 1) + Ker(¢) = {xq(x) +1 : q(x) € R[x]}.
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El Ejemplo 6.5 es un caso que se puede generalizar para grupos ciclicos.

El Teorema 6.1 evidencia que existe una relaciéon muy estrecha entre las propiedades del
primer grupo y las segundo grupo. Como por ejemplo si ¢ : G — G’ es un homomorfismo
de grupos y G es ciclico (o abeliano), entonces la imagen de ¢ es un subgrupo ciclico
(o abeliano) de G’. A continuacién se presenta una serie de consecuencias del Teorema
anterior.

Corolario 6.1. Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo de grupos, entonces
1. Si H < G, entonces ¢(H) < G'.

Si H< G, entonces ¢(H) < ¢(G).

Si |H| = n, entonces |¢(H)| divide a n.

Si K’ < G, entonces ¢~ }(K’) < G.

Si K’ 4 G', entonces ¢~ }(K') < G.

Ker(¢) = {1} si y solo si ¢ es inyectiva.

SRR

Demostracién. Sean ¢(a), ¢(b) € ¢(H). Entonces

¢(a)p(b) ™! = ¢(a)p(b~1) = ¢(ab~?).
Dado que a, b € H se tiene que ab—! € H. Esto implica que ¢(ab™1) € ¢(H) y por tanto
P(H) < G".

Para el segundo item primero note que la imagen ¢(G) es un subgrupo de G’. Sean

o(g) € ¢(G) y ¢(h) € ¢(H), entonces
o(g)p(h)d(g) ™" = d(ghg™?),

pero del hecho que H < G se obtiene que ghg™! € H y asi su imagen es un elemento de
¢(H) lo cual prueba la normalidad de ¢(H) en ¢(G).

Para el item 3 considere el homomorfismo ¢y dado por la restriccién de ¢ al subgru-
po H. Entonces se tiene que Ker(¢y) = H N Ker(¢). Suponga que |H| = n, ¢(H) =
{hy. hy, ..., h.}y |Ker(¢n)| = k. Entonces la propiedad 6 del Teorema 6.1 implica que

m m

= [Hl = [Jor' ()| =D lon (M) => k=
i=1

i=1 i=1

En consecuencia, m = |¢(H)| divide a n = |H|. La prueba de los items 4 y 5 se dejan
como ejercicio al lector.

Finalmente, si se tiene que Ker(¢) = {1}, entonces la igualdad ¢(a) = ¢(b) implica
que ab™! = 1y asi a = b, es decir la funcién ¢ es inyectiva. En el otro sentido, si
¢ es inyectiva y ¢(a) = ¢(1), entonces a = 1 con lo cual se prueba el hecho que



Pag. | 89

Ker(6) = {1}. O

Dado que el kernel de un homomorfismo ¢ : G — G’ es un subgrupo normal de G,
entonces el conjunto formado por todas las clases laterales del kernel de ¢ tiene estructura
de grupo. Esto es,

G/Ker(¢) = {aKer(¢) : a€ G}

es un grupo con la multiplicacién de clases laterales. El siguiente corolario prueba que la
implicacién es realmente una equivalencia.

Corolario 6.2. Si H es un subgrupo normal de un grupo G, entonces existe un
homomorfismo de grupos en el que H es su kernel.

Demostracién. Como H< G el conjunto de todas las clases laterales G/H tiene estructura
de grupo. Entonces considere la aplicacién candnica

m:G— G/H
dada por 7(a) = aH. Segiin el Teorema 5.3 se cumple
w(ab) = (ab)H = (aH)(bH) = w(a)w(b),

lo cual es equivalente a que 7 es un homomorfismo, en el que Ker(w) = H. O

Isomorfismos de grupos

Uno de los grandes problemas en el Teoria de Grupos es la clasficacién de todos los
grupos finitos (o infinitos). Es decir, dado un entero positivo n determinar todos los grupos
finitos de orden n. En este sentido, es importante no tener en cuenta aquellos grupos que
se denominan isomorfos, esto es aquellos grupos que tienen un comportamiento igual,
pero en forma son distintos. Por ejemplo, de todos los grupos ciclicos de orden n solo se
tiene en cuenta al grupo Z,,.

Definicion 6.3. Sean (G, x) y (G’, ") dos grupos. Un isomorfismo entre los grupos
G y G’ es una funcién biyectiva ¢, tal que

¢(a* b) = ¢(a) +" ¢(b)

para todo a, b € G. En este caso se dice que los grupos G y G’ son isomorfos y se
denota por G = G'.
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Note que basicamente un isomorfismo es un homomorfismo cuya funcién es biyectiva.
Cuando dos grupos son isomorfos ellos tienen las mismas caracteristicas o propiedades,
sin embargo en forma sus elementos son distintos.

SELEOYAS Sea G = {e, a, b} un grupo de orden 3. Construya la tabla de Cayley de
G y muestre que G es isomorfo a Zg3.

En la tabla de Cayley de G se conoce tanto la primera fila como la primera columna
ya que e es el elemento neutro del grupo. Ahora bien, si a> = e se obtiene que ab= by
asi a = e, lo cual es una contradiccién. Por tanto, a> = by ab = e, y su tabla de Cayley
hasta el momento es la siguiente

Por otro lado, si ba = a se llega a que b = e lo cual es imposible. De este modo, ba = e
y asi b> = a. En consecuencia, la tabla de Cayley de un grupo de orden 3 es

Finalmente, la Figura 6.1 permite hacer una comparacién de las tablas de Cayley de
los grupos G y Zs y concluir que la funcién ¢ : G — Z3 dada por ¢(e) =0, ¢(a) =1y
@(b) = 2 es un isomorfismo de grupos.

(a) Tabla de Cayley grupo orden 3 (b) Tabla Cayley Z3

Figura 6.1: Comparacion tablas de Cayley de G y Z3

El ejemplo anterior muestra que existe un tnico grupo de orden 3 salvo isomorfismo.
Es decir, que entre todos los grupos de orden 3 solo se estudian aquellos que no son
isomorfos y en este caso existe uno solo. Sin embargo, como se estudiara en el siguiente
capitulo existen tinicamente dos grupos de orden 4 salvo isomorfismo.
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SELATNY Mostrar que los grupos R con la adicién y RT con la multiplicacién son
isomorfos mediante la funcién ¢(x) = 2%.

Primero note que para x1, x» € R se cumple
(X1 + xp) = 2912 = 292% = ¢(x1)¢(x2)

y por tanto ¢ es un homomorfismo. Por otro lado, la ecuacién 2¥ = 1 implica que
x = 0 con lo cual se obtiene que Ker(¢) = {0}. Ademds, para y € R™ se tiene que
#(log,y) = 2'°82Y = y. En consecuencia, ¢ es un isomorfismo.

Proposicion 6.1. Si G es un grupo ciclico, entonces G es isomorfo a Z, para algtn
entero n > 1 o es isomorfo a Z.

Demostracién. Sea a € G tal que G = (a). Suponga |G| = ord(a) = n y considere la
funcién ¢ : G — Z, dada por ¢(a*) = k para todo k =0,1,...,n — 1. Entonces para
i,J existen enteros qy r, talque i+j=ng+ry 0 <r < n. Luego,

¢(a'd) = ¢(a)=¢(a) =r=nqg+r=i+j=p(a)+ o).

Ademds, es claro que Ker(¢) = {1}, lo cual implica que el homomorfismo es inyectivo,
y dado que G y Z, tienen el mismo orden se conluye que ¢ es sobreyectiva. Por tanto,
G = Z, siempre y cuando G sea ciclico y de orden n.

Por otro lado, si G es de orden infinito considere la funcién ¢ : G — 7Z dada por
#(a*) = k para todo k € Z con lo cual se obtiene que ¢ es un homomorfismo. Por otro
lado, dado que a es de orden infinito la igualdad ¢(a’) = ¢(&’) implica que i = j y asf
Ker(¢) = {1}. Ademds, seglin como se ha definido el homomorfismo, este es sobreyectivo.
De ahi que, G = Z siempre y cuando G sea ciclico y de orden infinito. O

SR Determinar si U(10) o U(5) es isomorfo a Zs.

Segtin la Proposicién 6.1 basta con analizar si los grupos U(10) o U(5) son ciclicos.
Para ello observe que en el grupo U(5) se cumple 3' = 3,32 =4, 33 =2y 3* = 1. Por
otro lado, en el grupo U(10) se cumple 31=3,32=9,3=7 y 3* = 1. Por tanto,
ambos grupos son ciclicos de orden 4 e isomorfos a Zj.

En el Teorema 6.1 y Corolario 6.1 se presentan una serie de propiedades que satisfacen
los homomorfismos, y en particular cumplen los isomorfismos. En este sentido observe que
para un isomorfismo ¢ : G — G’ se cumple que:

1. Si H < G, entonces ¢(H) < G'.
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2. ord(a) = ord(¢(a)) para todo a € G.
3. G es ciclico si y solo G’ es ciclico.

4. G es abeliano si y solo G’ es abeliano.
5. Si K’ < G’, entonces ¢~ 1(K') < G.

Observe que de las propiedades 2 y 3 se concluye que si G = G’ mediante el isomor-
fismo ¢, entonces a 'y ¢(a) deben ser generadores de G y G’, respectivamente. Por otro
lado, observe que si se considera el conjunto Group de todos los grupos y se define la
relacién ‘“es isomorfo a”, entonces para todo G, G’, G” € Group

1. G =G.
2. Si G = G’, entonces G’ =2 G.
3.SiG=G' 'y G'=G”, entonces G = G".

En otras palabras, la relacién definida es de equivalencia, y en este sentido, con respecto
al problema planteado al inicio de la seccidn, interesa estudiar los representantes de cada
una de las clases de equivalencia distintas de esta relacién.

Teorema 6.2. Si ¢ : G — G’ es un isomorfismo, entonces
1. ! es un isomorfismo de G’ en G.
2. Parab € Gy k € Z. La ecuacién x¥ = b tiene el mismo niimero de soluciones
en G que la ecuacién x* = ¢(b) en G'.
3. Si G es finito, entonces G y G’ tienen el mismo niimero de elementos de cada
orden.

Demostracién. Primero note que la funcién inversa estd definida por ¢~!(y) = x si
¢(x) = y. Para y1,y» € G’ existen x1, x2 € G, tales que ¢(x1) = y1 y ¢(x2) = y». Dado
que ¢ es un isomorfismo se cumple que

d(x1x2) = d(x1)p(x2) = y1y2,

de lo cual se obtiene que ¢~1(y1y2) = x1x2 = ¢~ 1(y1)¢1()2). La biyectividad de ¢! se
garantiza por la biyectividad de ¢. Por tanto, ¢! es un isomorfismo de G’ en G.

Para el item 2 considere los conjuntos

Av=1{x€G : xkx=b} y By ={y € G : yk=a(b)})
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Note que para cada x € A, el elemento ¢(x) € Bi. Entonces la funcién

F : Ax — By, definida por F(x) = ¢(x),

es biyectiva, lo cual garantiza que |Ax| = |Bk|. Finalmente, para el caso b = 1 se tiene
que Ax y By estdn conformados por los elementos de G y G’ de orden k, respectivamente.
Por tanto, el item 3 es una consecuencia del item 2. O

Teorema 6.3. Si ¢ : G — G’ es un homorfismo de grupos, entonces

G/Ker(6) = 6(G).

Demostracion. Sea H = Ker(¢) y considere la aplicacién

¢:G/H— ¢(G)
definida por ¢(3a) = ¢(a). Observe que ¢ es una funcién ya que si @ = b, entonces
ab™! € H y se tiene

¢(a) = p(ab™")d(b) = 1'¢(b) = ¢(b).

Por tanto, ¢(3) = ¢(b). Por otro lado, el hecho que ¢ es un homomorfismo implica que
¢ también lo sea. Suponga que ¢(a) = ¢(b), entonces ¢(a) = ¢(b), de lo cual se obtiene
que ab™! € H. Luego 3 = b, es decir el homomorfismo ¢ es inyectivo. Finalmente, note
que por construccién la funcién ¢ es sobreyectiva. O

SIS Probar que Z12/(2) 2 Zs.

Considere la funcién dada por ¢ : Z1o — Z; definida por ¢(x) = x méd 2. Observe
que ¢ es un homomorfismo en el cual Ker(¢) = (2) = {0,2,4,6,8,10}. Ademis, segin
como se definié el homomorfismo, este es sobreyectivo. Por tanto, segtin el Teorema 6.3

Z12/(2) = Zs.

SELHENTREE Mostrar que Z/(n) = Z,,.

Considere la funcién ¢ : Z — 7Z, definida por ¢(x) = (x méd n). Como ya se
expuso, esta funcién es un homomorfismo sobreyectivo de grupos en el cual Ker(¢) = nZ.
En consecuencia, de acuerdo con el Teorema 6.3

Z/(n) 2 Z,.
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SIS PA Sea ST = {z € C* : |z| = 1}. Probar que R/(27) = S*.

Primero tenga en cuenta que para cada t € R se tiene que el nimero complejo
z=c¢e'"=cost+isint

tiene norma 1. En otras palabras, para cada t € R se cumple que et € S!. Por tanto,
considere la funcién ¢ : R — S! dada por ¢(t) = et. Esta funcién satisface la igualdad

¢t + ) = e (1F%) = eMe® = ¢(11) (1),

del cual se obtiene que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo de grupos. Ademas, observe
que ¢(t) = 1 siempre y cuando

cost=1
sint=20

lo cual se cumple si t = 27k con k € Z. Es decir, Ker(¢) = {2nk : k€ Z} y asi

R/(27) = St

Un tipo particular de isomorfismo que se utiliza en el estudio de la clasificacién de
grupos son los denominados automorfismos que se definen a continuacion.

Definicién 6.4. Un isomorfismo de un grupo G en si mismo se denomina un auto-
morfismo de G.

Si se denota por Aut(G) como el conjunto de automorfismos del grupo G, observe que
la operacién de composicidon es binaria en dicho conjunto. Ademds, la funcién identidad
actiia como elemento neutro y por el Teorema 6.2 se tiene que la operacién satisface la
propiedad del elemento inverso. Por tanto, el conjunto Aut(G), junto con la composicién
de funciones, tiene estructura de grupo. Algunos ejemplos basicos de automorfismos son
#(z) =Z con z € C y ¢(a, b) = (b, a) para (a, b) € R? ambos grupos con la operacién
de adicién de complejos y vectores del plano, respectivamente.

SENGLNNES Sea G = SL(2,R) y M € G. Probar que ¢(A) = MAM~! es un

isomorfismo de G en G.

Para A, B € G se cumple
$(AB) = M(AB)M~' = (MAM~)(MBM ™) = ¢(A)¢(B).

Por otro lado, observe que si A € Ker(¢), entonces MAM~1 = | en el que / es la matriz
identidad. Luego, A = I y por tanto el homomorfismo es inyectivo. Por otro lado, note
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que la matriz M~1AM € G satisface la igualdad (M~1AM) = A, con lo cual se obtiene
que ¢ es un automorfismo de SL(2, R).

SRR Determinar todos los isomorfismo de Zg en Zg.

Primero observe que si ¢ es un isomorfismo de Zg en Zg, entonces se satisface que

P(k) =p(L+1+---+1)=k¢(1)
N———
k—veces
lo cual implica que basta conocer el valor que toma ¢(1) para determinar el isomofismo

completo. Por otro lado, se debe tener en cuenta que ¢(1) debe ser un generador de Zg.
Por tanto, existen dos isomorfismos definidos por

p(1)=1 'y  ¢(1)=5.

Observe que el primero de ellos corresponde a la funcién identidad.

Teorema 6.4. Para cada entero positivo n, Aut(Z,) es isomorfo a U(n).

Demostracién. Considere la funcién @ : U(n) — Aut(Z,) dada por ®(a) = ¢, en la

cual
¢, : L, — Z,
X 3 Pu(x) = ax.

Note que para a, b € U(n) se cumple
Pab(x) = (ab)x = a(bx) = da(bx) = Pagp(x),

lo cual equivale a que @ es un homomorfismo de grupos. Ademds, si a € Ker(®), entonces
¢a(x) = x para todo x € Z,, en particular para x = 1 se tiene que a = 1. De ahi
que Ker(®) = {1} y asi la funcién es inyectiva. Por otro lado, observe que si ¢ es
un automorfismo de Z,, entonces ¢(x) = ax con a = ¢(1), por tanto ¢ = ¢,. En
consecuencia, Aut(Z,) = U(n). O

SO  Determinar todos los automorfismos de Zig y construir la tabla de
Cayley de Aut(Zqp).

De acuerdo con el Teorema 6.4 se tiene que cada automorfismo de Zjq es de la forma

@(x) = ax en el que a es un generador del grupo. Por tanto, los automorfismos de Zg
son

P1(x)=x  $3=3x  Pr(x)=Tx y ¢o(x)=9x.
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Por otro lado, observe que si ¢,, ¢p € Aut(Z1g), entonces ¢,¢p = Pap. Por tanto,

| ¢ d3 dr 9o
¢1 | 1 B3 91
¢3 | 93 P9 b1 @7
b7 | b7 P11 P9 @3
o | b9 P17 93 P1

Existe un tipo particular de automorfismo el cual permite medir porque falla la con-
mutatividad del grupo.

Definicién 6.5. Sean G un grupoy a € G. La funcién ¢, definida por
da(x) = axa~ !, paratodo x € G,

se denomina el automorfismo interno de G inducido por a. El conjunto de todos los
automorfismos internos de G se denota por Inn(G).

Note que si el grupo G es abeliano, entonces el tnico automorfismo interno de G es
la funcién identidad. Los automorfismo internos de un grupo suministran una manera de
crear subgrupos isomorfos. Por ejemplo, si

H ={(1),(1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (24), (14)(23), (13)}
entonces
(12)H(12) y (123)H(321)

son subgrupos isomorfos a H.

Teorema 6.5. El conjunto Inn(G) tiene estructura de subgrupo normal de Aut(G)
con la operacién de composicion.

Demostracién. Para a, b € G observe que ¢, = ¢,-1, ya que
$a-10a(x) = @p-1(axa™l) = a H(axa M) = x.
De ahi que
$adp 1 (X) = Patdp1(x) = ¢a(b™ xb) = (b~ xb)a~t = (ab™ )x(ab™ 1) ! = ¢ap1(x),
y asi @20, * € Inn(G). Por otro lado, si ¢, € Inn(G) y ¢ € Aut(G), entonces

$pad ™ (x) = p(ap™ (x)a™") = d(a)xd(a) " = db(x)
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en el que b = ¢(a) € G. Esta ltima igualdad implica que ¢¢.¢~! € Inn(G), es decir,
Inn(G) < Aut(G). O

SELEOREEY Sean G un grupo y Z(G) es el centro de G. Probar que
G/Z(G) = Inn(G)

Considere la funcién @ : G — Inn(G) dada por ®(a) = ¢,. Entonces
®(ab)(x) = pap(x) = (ab)x(ab) ™! = a(bxb™")a™! = Pais(x) = ®(a) #(b)(x).

De ahi que ®(ab) = @(a)®P(b) para todo a,b € G. Por tanto, la funcién @ es un
homomorfismo sobreyectivo, tal que

Ker(®) ={a € G : ¢,(x) = ¢e(x) para todo x € G }
={a€ G : ax = xa para todo x € G}
=Z(G).

Por tanto, del Teorema 6.3 se obtiene la afirmacidn.

Se finaliza esta seccién con uno de los teoremas mds importantes del dlgebra abstracta.

Teorema 6.6 (Teorema de Cayley). Cada grupo es isomorfo a un grupo de permu-
taciones.
Demostracion. Sea G un grupo y considere el grupo simétrico en G,
S¢={a:G— G : «esuna permutacién de G}.

Sea @ : G — S dada por ®(a) = a, con a,(g) = ag. Primero note que @ estd bien
definida puesto que a, es una funcién biyectiva de G en G. En efecto, si a(g1) = aa(g2),
entonces ag; = ag» y aplicando leyes cancelativas se obtiene g = g». Ademds, para g € G
se tiene a,(a~1g) = g. Por otro lado, para a, b € G se cumple

aap(g) = (ab)g = a(bg) = a.(bg) = cacup(g)

para todo g € G, con lo cual se obtiene que ®(ab) = ®(a)®(b). Por tanto, ® es un
homomorfismo de grupos con Ker(®) = {1}. En consecuencia, segtn el Teorema 6.3

G = ¢(G)

en el que ®(G) es un subgrupo del grupo simétrico Sg. O
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SELEEAS Consideremos el grupo G = U(12) = {1,5,7,11}. Hallar el grupo de
permutaciones isomorfo al grupo U(12) y determinar su tabla de Cayley.

Seglin la prueba del Teorema 6.6 se tiene que

Pe={T1, Ts, T7, T11}

en el cual
15 7 11 15 7 11
Tl_(l 5 7 11) T5_<5 111 7)

1 5 7 11 1 57 11
T7_<7 11 1 5) T“_(n 75 1)'

Ejercicios

1. Considerar la funcién ¢ de Zj, en Zj, dada por ¢(x) = 3x.
a) Probar que ¢ es un homomorfismo.
b) Hallar Ker(¢).
c) Determinar ¢—1(6).
d) Para K’ = {0,6}, hallar p—(K").
2. Considerar la funcién ¢ de C* en C* dada por ¢(x) = x*.
a) Probar que ¢ es un homomorfismo.
b) Hallar Ker(g).
c) Determinar el conjunto ¢—1(2).
d) Sea H = (cos 30° + isin 30°). Determinar |H| y |p(H)|.
3. Determinar todos los homorfismo de Zq> en Zsg.

4. Probar que la funcién ¢ : Z, — Z, dada por ¢(x) = ax es un homomorfimos de
grupos si y solo si na = 0(mdéd m).
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5.Sean o : G — Hy ¢ : H— K dos homomorfismos. Probar que ¢o es un
homomorfismo de G en K.

6. Sea G un grupo de permutaciones. Para cada o € G se define la aplicacién

sgn(c) +1 si o es par
n(o) =
& —1 si o esimpar

a) Probar que sgn es una funcién.
b) Probar que sgn es un homomorfismo.
c¢) Hallar el kernel de sgn.

7. Sea p un nimero primo. Para un nimero entero n no nulo se define su valuacion
p-ddica como el maximo entero k para el cual p* divide a n, esto es

vp(n) =max{k € Z : p*|n}.
Considere la aplicacién v, : Q* — Z dada por

m

o (2) = lem) = ol
a) Probar que v, es una funcién.
b) Probar que v, es un homomorfismo.
c¢) Hallar el kernel de v,,.

8. Sea p un nimero primo. Se dide a € Z es un residuo cuadrdtico médulo p si existe
un entero b tal que a = b?>(méd p). El simbolo de Legendre del entero a se define
como

+1 siptay aesun residuo cuadratico médulo p
() =< -1 siptayanoesun residuo cuadritico médulo p .
0 sipla

Considerar la aplicacién <) : Zy, — {%1} definida por el simbolo de Legendre.
p

a) Probar que la aplicacién es una funcién.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

b) Probar que la aplicacién es un homomorfismo de grupos.

c¢) Hallar su kernel.

. Probar que dos grupos cualesquiera de orden 3 son isomorfos.

Explique porque dos grupos cualesquiera de orden 3 son isomorfos.
Probar que no existe un isomorfismo del grupo Q al grupo Q*.

Probar que los enteros con la adicién es isomorfo al conjunto de los enteros pares
con la adicién.

Determinar el conjunto Aut(Zs).

Determinar el conjunto Aut(Z).

Mostrar que U(8) no es isomorfo a U(10).

Encontrar dos grupos G y H tales que G % H pero Aut(G) = Aut(H).

Sea ¢ € Aut(Z,) y (a, n) = 1. Si ¢(a) = b determinar una férmula para ¢(x).
Sean H={pe€S : p(l)=1} yK={B € Ss : B(2) =2}. Probar que Hy K
son isomorfos. jLa afirmacién también serd cierta si se reemplaza Ss por S, para
n> 37

Mostrar que Z tiene un nimero infinito de subgrupos isomorfos a Z.

Sea ¢ un automorfismo de un grupo G. Probar que H = {x € G : ¢(x) = x} es
un subgrupo de G.

Determinar un subgrupo de orden mas pequeiio, tal que contiene un subgrupo
isomorfo a Zio y uno isomorfo a Zog. Justificar la respuesta.

Sea ¢ : Zyg — Zyp un automorfismo, tal que ¢(5) = 5. jCudles son las posibili-
dades para ¢(x)?

Sean ¢ y -y son isomorfismos de un grupo ciclico (a) en otro grupo, tales que
#(a) = v(a). Probar que ¢ = ~.

Suponga que G es un grupo abeliano finito que no contiene un elemento de orden
2. Probar que la aplicacién ¢(g) = g2 es un automorfismo de G.
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25.

26.

27.

28.

Suponga que g y h inducen el mismo automorfismo interno de un grupo G. Probar
que h™1g € Z(G).

Sea k un divisor de n. Probar que Z,/{k) = Z.

Sea ¢ : Zsg — Zzo un homomorfismo de grupos, tal que Ker(¢) = {0, 10,20}. Si
¢(23) = 9 determinar los elementos que son enviados al 9.

Utilizar el Teorema de Cayley para hallar el grupo de permutaciones isomorfo al
grupo D3 y construir su tabla de Cayley.



CAPITULO 7

Producto directo de grupos

En este capitulo se presenta nuevas construcciones de grupos, los cuales serdn de
importancia en el objetivo de clasificar los grupos abelianos finitamente generados. Una
de ellas es dotar de estructura de grupo al producto cartesiano de grupos, y la segunda
es mediante la descomposicién de un grupo por medio de algunos subgrupos con ciertas
caracteristicas.

Producto directo externo

La primera construccion es definir la operacién binaria componente a componente en
el producto cartesiano de grupos. Esto permitird estudiar las propiedades estructurales de
un grupo.
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Teorema 7.1. Si (G, #1) y (Ga, *2) son dos grupos, entonces el producto cartesiano
Gy X G, tiene estructura de grupo con la operacién binaria definida por

(&1, 82)(h1, h2) = (&1 %1 h1, & *2 h2).

Demostracion. Primero observe que la cerradura de las operaciones x; y *, implican que
la operacién definida en el producto cartesiano G; X G, es cerrada igualmente. Por otro
lado, por la asociatividad de las operaciones en los grupos dados se cumple que

(81, 82)(h1, h2)](ku, ko) =(g1 *1 h1, g2 *2 h2)( k1, k2)

((g1 %1 h1) *1 k1, (g1 *2 h2) *2 k)
(g1 *1 (h1 *1 kl),gl *2 (hz *2 k2))
(61, 82)[(h1, h2) (ki1 k2)]

con (g1, &), (h1, h2), (ki, k2) € Gy x Gy. Si se considera al elemento (e, €) en el que
€1 y e son los elementos neutros de los grupos G; y G, respectivamente, entonces se
satisface que

(61, 62)(g1,g2) = (61 *1 81, €2 *2 gz) = (gl,gz) = (gl *1 €1, 82 *2 62) = (glvg2)(elv 62)-

Finalmente, de acuerdo con la operacién definida en el producto cartesiano, para todo
(g1, &) se cumple que

(&1.&)(gt & ') =(e1.&) = (& ' & )81, &)

Por tanto, el producto cartesiano de dos grupos tiene estructura de grupo con la operacién
componente a componente. O

El grupo definido en el Teorema 7.1 se denomina el producto directo externo de Gy y
G,. Observe que en el caso que los grupos G; y G, sean de orden finito, entonces el orden
de Gy X G, es igual al producto de los respectivos érdenes, es decir

|G1 X Gz‘ = ‘G]_HGQ‘

Note ademds que esta construccién se puede generalizar a un conjunto finito de grupos
como se evidencia en el siguiente corolario, su demostracién se deja como ejercicio al
lector. En general, si se tiene que G; es un grupo para cada i € | en un conjunto de
indices, entonces los elementos del producto cartesiano [T;c; G; son vistos como funciones,
ver el ejercicio 12 de la Seccién 7.3.

Corolario 7.1. Si (G;, ;) es un grupo para i = 1,2,..., m, entonces el producto
cartesiano Gy X Gy X --- X G, tiene estructura de grupo con la operacién binaria
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dada por

(81,82, &n)(h1, hay ..., hy) = (g1 %1 M1, &2 %2 o, 8 *m him)

Algunos ejemplos basicos del producto directo de grupos estan por un lado R? o en
general R", y por otro el grupo de Klein dado por Zy x Z,. En este (lltimo grupo observe
que cada elemento no cero tiene orden 2, por lo cual no es ciclico.

SO Hallar la tabla de Cayley del grupo Z; x Z3 y determinar si es ciclico.
En caso afirmativo, hallar sus generadores.

Primero observe que el grupo Z, x Z3 es de orden 6 y sus elementos son:

(0,0). (0,1), (0,2), (1,0), (1. 1) y (1,2).

Por lo cual su tabla de Cayley es

+ ](0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1,1) (1,2)
(0,0) | (0,0) (0,1) (0,2) (1,0) (1,1) (1.2)
(0,1) | (0,1) (0,2) (0,0) (1,1) (1,2) (1,0)
(0,2) | (0,2) (0,0) (0,1) (1,2) (1,0) (1,1)
(1,0) | (1,0) (1,1) (1,2) (0,0) (0,1) (0,2)
(1,1) ] (1,1) (1,2) (1,0) (0,1) (0,2) (0,0)
(1,2) | (1,2) (1,0) (1,1) (0,2) (0,0) (0,1)

Note que solamente tiene dos generadores (1,1) y (1, 2).

SELEOTAPAS Hallar la tabla de Cayley del grupo U(4) x U(6) y determinar si es ciclico.
En caso afirmativo, hallar sus generadores.

Primero observe que el grupo U(4) x U(6) es de orden 4 y sus elementos son:

(1,1), (1,5), (3,1) y (3,5).

Por lo cual su tabla de Cayley es

- @y (15 (3.1 (35)
@011 (15 (B1) (3.5
(1,5) | (1,5) (1L.1) (3,5 (3.1)
(3.1) | (3.1) (3.5) (11) (1,5)
(3.5) (3.5 (31) (1.5 (L1)

En este caso note que ningtin elemento genera al grupo completo, por lo que U(4) x U(6)
no es ciclico.
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SELIENAER Sean x = p1 y y = 7 las permutaciones de Dg dadas por
(1 23 456 (1 23 456
234561 7V Y7 16543 2)

En el grupo Dg x U(6) determinar el elemento (x3y,5)"!(xy,5).

Primero note que ord(x) = 6 y ord(y) = 2, de ahi que

(x*y,5) " (xy.5) = (y 'x3,57)(xy, 5) = (yx*,5)(xy,5) = (yx*y,1).

Por otro lado, se tiene que (yxy)* = yx¥y para k € Z. Ademds, del hecho que xyxy = (1)
se obtiene yxy = x°, y asi yx*y = x?. En consecuencia,

(x*y,5) " (xy,5) = (yx*y, 1) = (%, 1).

SEBIOVAES Probar que los tnicos grupos de orden 4 salvo isomorfismo son Zg y
Zz X Zz.

Sea G = {e, a,b,c} un grupo de orden 4 con e su elemento neutro. Si G es ciclico,
entonces por Teorema 6.1 se tiene que G es isomorfo a Z4. Sin embargo, si G no es
ciclico, entonces por el Teorema de Lagrange el orden de todo elemento distinto al neutro
es de orden 2, es decir

P=prP=c=e

Esto implica que ab= ba = c,ac=ca=by bc = cb=a. En la Figura 7.1 se presentan
las tablas de Cayley del grupo G y Zy X Z,, en la cual se puede apreciar que si se define
la funcién ¢ : G — Zy x Zy dada por ¢(e) = (0,0), ¢(a) = (1,0), ¢(b) = (0,1) y
o(c) = (1,1), entonces G = Zp X Z,.

x|e a b c + [(0,00 (1,0) (0,1) (1,1)
ele a b ¢ (0,0) [ (0,0) (1,0) (0.1) (1,1
ala e c b (1,0) | (1,0) (0,0) (1,1) (0,1)
blb c e a (0,1) | (0,1) (1,1) (0,0) (1,0)
clc b a e (1,1) ] (1,1) (0,1) (1,0) (0,0)

Figura 7.1: Tablas de Cayley de un grupo de orden 4 y el grupo de Klein

Proposicién 7.1. Si (g, h) es un elemento del producto directo externo G; X G,
entonces
ord(g, h) = m.c.m{ord(g), ord(h)}.
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Demostracién. Suponga que el entero positivo M satisface

(g. M = (g.h)(g. h)---(g. h) = (g hM) = (1,1).

M —veces

Entonces de acuerdo con la Proposicién 4.1 se tiene que M es un miltiplo de ord(g) y
ord(h). Por tanto, segin la definicién de orden de un elemento se tiene que

ord(g, h) = m.c.m{ord(g), ord(h)}. O

La anterior proposicién se puede generalizar al producto directo externo de un ndmero
finito de grupos.

Corolario 7.2. Si (g1, 8, --.,&n) s un elemento del producto directo externo Gy x
Gy X --- x G, entonces

ord(g1, &, ..., 8n) = m.c.m{ord(g1), ord(gz), - .., ord(gn)}.

SRV ATEY Determinar todos los elementos de Zys X Zs de orden 5.

Sea (a,b) € Zys x Zs, tal que ord(a, b) = 5. Entonces segin la Proposicién 7.1 se
tiene que
m.c.m{ord(a), ord(b)} = 5.

Esto implica que 5 = ord(a)k; = ord(b)k, con ki y ko enteros positivos. Por tanto,
ord(a), ord(b) € {1,5}

con la salvedad de que ambos no pueden tener orden 1 al mismo tiempo. El anélisis anterior
implica que a=00 a € {5,10,15,20} y b=00 b € {1,2,3,4}. En consecuencia, los
elementos de orden 5 en el grupo Zys X Zs son:

(0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (5,0), (5,1), (5,2), (5.3), (5,4), (10,0), (10,1), (10, 2),
(10,3), (10,4), (15,0), (15,1), (15,2), (15,3), (15,4), (20,0), (20,1), (20,2), (20,3) y
(20, 4).

Proposicion 7.2. Si G y H son grupos ciclicos finitos, entonces el grupo G x H es
ciclico si y solo |G| y |H| son primos relativos.

Demostracién. Sean n = |G|y m = |H|. Suponga que G x H es ciclico, luego existe un
elemento (a, b) € G x H para el cual {(a, b)) = G x H. Entonces por la Proposicién 7.1
se tiene que

nm = |G||H| = m.c.m{ord(a), ord(b)} = m.c.m{n, m}.
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nm

m se sigue que m.c.d{n, m} = 1.

Dado que m.c.m{n, m} =

En el otro sentido, sean a € G y b € H, tales que ord(a) = n, ord(b) = my
m.c.d{m, n} = 1. Entonces
m.c.m{n, m} = mn.

Por tanto, m.c.m{ord(a), ord(b)} = mn y en consecuencia G x H = {(a, b)). O

Si observa los Ejemplos 7.1 y 7.2, se tiene que el grupo Z, X Z3 es ciclico mientras que
el grupo U(4) x U(6) no lo es, ya que los ordenes de U(4) y U(6) no son primos relativos.
Sin embargo, del Ejemplo 7.4, se conoce que U(4) x U(6) = Z; x Z,.

La anterior proposicion se puede generalizar a un nimero finito de grupos, su demos-
tracién se deja como ejercicio al lector.

Corolario 7.3. Si Gy, Gy, ..., G, son grupos ciclicos finitos con n > 1, entonces
G X Gy X - -- X Gy es ciclico si y solo | G;| y |Gj| son primos relativos para todo i # j.

Teorema 7.2. Si N y M son subgrupos normales de los grupos G y H, respectiva-
mente, entonces N x M es un subgrupo normal de G x H, y ademas

(G x H)/(N x M) = (G/N) x (H/M).

Demostracion. Sean (x,y) € N x My (g, h) € G x H. Entonces

(& h)(x.y)(g. h) 7t =(g.h)(xy)e ™ h')=(gxg * hyh™?)

de lo cual se obtiene que (gxg !, hyh ™) € N x M, yaque NaGy M<H.

Por otro lado, considere la funcién sobreyectiva ¢ : G x H — (G/N) x (H/M)
definida por ¢(x,y) = (X,¥). Luego, para (x1, y1), (x2, 2) € G x H se cumple que

o((x1, y1) (2, y2)) =p(xaxe, y1y2) = (X%2, Y1y2) =
=31, 71) (%2, ¥2) = o(x1, y1)0(x2, y2).

Ademas, el homomorfismo de grupos satisface
Ker(¢) ={(x,y) € GxH : xeN, ye M} =N x M.
Por tanto, segtin el Teorema 6.3 se tiene que

(G x H)/(N x M) = (G/N) x (H/M). O
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SELIENATE Considerar el grupo abeliano

1
H= 0 DX,y €73
0

o~ X
— o<

en el cual la operacién binaria es la multiplicacién de matrices. Probar que H es isomorfo
a Z3 X Z3.

De forma similar al Ejemplo 4.9 se puede concluir que H es un grupo abeliano y que
H = (A, B) con

>
Il
O O =
(=R
= O O
<
oy}
Il
O O =
o = O
=

Por tanto, se puede considerar la funcién sobreyectiva ¢ : ZxZ — H dada por ¢(m, k) =
Am™ Bk Note que dados los pares ordenados (my, ki), (m2, k2) € Z x 7 se satisface

o((m, ki) + (M2, ko)) = ¢(m1 + my, ky + ko) = Amtmplathe —
=(A™B)(A™B') = ¢(m1, ki)p(ma, ko).
Asi que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo y se tiene
Ker(¢p) ={(m, k) € Z xZ : A"B¥ = I}
={m(3,0) + k(0,3) : m keZ}
=((3,0).(0,3)) = (3) x (3)

con | la matriz identidad con componentes en Z3. Por tanto, segin el Teorema 7.2 se
tiene que
H=(Z x 7)/((3) x (3)) = (2/(3)) x (Z/(3)) = Z3 X Zs.

Finalmente, observe que si N'y M son subgrupos normales de G y H, entonces N x {1}
y {1} x M son subgrupos normales de G x H. En particular, G =2 G x {1} y H = {1} x H
son subgrupos normales de G x H y ademds satisfacen

(G x{1}{{1} x H)= G x H.
Es decir, todo elemento de (a, b) € G x H se puede expresar en la forma

(a, b) = (a,1)(1, b).

Producto directo interno
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En la anterior seccién se estudié el producto directo externo de grupos, en el cual estos
Gltimos pueden ser vistos como subgrupos del producto directo. Especificamente, dados
los grupos G y H, el producto cartesiano G x H tiene estructura de grupo en el cual
se satisface que G x {1} 2 G y {1} x H = H. En esta seccién, se analiza el problema
inverso, es decir a partir de un grupo G determinar condiciones para que dos subgrupos
H y K satisfagan que G = H x K.

Definicién 7.1. Sea G un grupo y sean H y K subgrupos normales de G. Entonces
G es el producto directo interno de H y K si para todo elemento g € G existen
lnicos h € Hy k € K, tales que g = hk.

Segun el ejercicio 5 de la Seccién 5.4, se conoce que para subgrupos H y K de un
grupo G el conjunto HK tiene estructura de grupo si y solo si HK = KH. Por lo cual,
observe que en la definicidén anterior la normalidad de los subgrupos implican la condicién
suficiente para que el conjunto HK posea estructura de grupo.

ST OVATES Probar que el grupo de los nimeros complejos no cero C* es el producto
directo interno de los subgrupos R y S en el que

St={zeC : |z| =1}.

Primero note que Rt y S! son subgrupos normales de C*, ya que el grupo de los
nimeros complejos distintos de cero es abeliano. Ahora, para todo w € C* se tiene que

w
w = |w|—
|wl
w . .
en el cual [w| € Rt y — € St. Por otro lado, si w = rz con r € R* y z € S! se tiene
w

que |w| = |rz| =y asi r = |w|, con lo cual se garantiza la unicidad en la representaci6n
de todo w € C*. Por tanto, C* es el producto directo interno de los subgrupos normales
R+t y St

SN Probar que G = Zg es el producto directo interno de dos subgrupos
propios.

Considere a los subgrupos normales H = (2) y K = (3) de G. Entonces
0=0+0,1=4+32=2+0,3=0+3,4=4+0 vy =243

De donde se obtiene que H+ K = Zg. Ademas, observe que dicha representacién de cada
elemento del grupo es tnica. Por tanto, Zg es el producto directo interno de los subgrupos

(2)y (3).
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Teorema 7.3. Si H y K son subgrupos normales de un grupo G, entonces G es el
producto directo interno de Hy K siy solosi G = HKy HN K = {1}.

Demostracion. Suponga que G es el producto directo interno de los subgrupos normales
H 'y K. Entonces, de acuerdo con la Definicién 7.1, se tiene que G = HK. Por otro lado,
sig € HN K entonces g -1 =1- g son dos representaciones distintas. Por tanto, g =1
yasi HN K = {1}.

En el otro sentido, del hecho de que G = HK se obtiene HK = KH. Por tanto Hy K
son subgrupos normales G. Ahora, suponga que h1k; = hoko con hy, hp € Hy ki, ko € K.
Entonces h; “hy = kik; !, y asi por hipétesis h; *hy = kik, * = 1. En consecuencia, todo
elemento g € G se representa de manera tnica como g = hk paraalgin he Hy k € K.
Es decir, G es el producto directo de H y K. O

Es importante tener en cuenta que la condicion G = HK en el teorema anterior, a
parte de implicar que todo elemento de g es de la forma hk con h € Hy k € K, significar
que el conjunto HK tiene estructura de grupo, ver Ejemplo 7.9.

Lema 7.1. Sea G un grupo y H, K subgrupos normales de G. Si HN K = {1},
entonces hk = kh paratodo he Hy k € K.

Demostracién. Para h € H'y k € K considere el elemento x = hkh~*k~!. Note que
la normalidad de los subgrupos implica que hkh™' € Ky kh™'k=! € H. Por tanto,
x € HN K y asi x =1, de lo cual se obtiene la afirmacién. O

Teorema 7.4. Si G es el producto directo interno de los subgrupos normales H y
K, entonces G = H x K.

Demostracién. Considere la funcién ¢ : H x K — G dada por ¢(h, k) = hk. Para
(h1, k1), (h2, k2), y de acuerdo con el Teorema 7.3 y el Lema 7.1 se tiene que

&((h1, ki), (h2, ko)) = d(h1ha, kiko) = hihokiky = hikihoky = @(hy, ki)é(ha, ko).

Por otro lado, el hecho de que G = HK implica que ¢ sea sobreyectiva. Finalmente, si
(h, k) € Ker(¢), entonces hk = 1y asi h = k. Luego, por el Teorema 7.3 se tiene que
h=k =1, yen consecuencia G = H x K. O

Esta seccién finaliza con algunas aplicaciones del producto directo interno.
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SR Justificar porque cualquier grupo no ciclico G de orden 6 no es el pro-
ducto directo interno de subgrupos no triviales de G.

Suponga que existen dos subgrupos normales H y K de G, tales que G = H x K.
Entonces por el Teorema de Lagrange se tiene que |H| =2y |K| = 3. Por tanto, Hy K
deben ser ciclicos e isomorfos a Z, y Zs, respectivamente. De ahi que G = Zy X Z3 = Zg,
llegando asi a una contradiccién.

SENHETANE] Sea G un grupo de orden p? con p primo. Probar que G es isomorfo a
Ly 0aZp X Lp.

Por el teorema 5.5, el grupo G debe ser abeliano. Para el caso en que G sea ciclico
se tiene G = Z,>. Caso contrario, para todo g € G con g distinto del neutro se cumple
que ord(g) = p. Sean a,b € G distintos del neutro, tales que b & (a), y considere
los subgrupos H = (a) y K = (b). Entonces HN K = {1}, y por el Ejercicio 6 de la
Seccién 5.4 se tiene que

[HIIK]

KH| = |HK| = =
IKH = |HK| = (e

P’ =1G|.

Por tanto, G = HK. En consecuencia, G =2 H x K 2 Z, X Z,.

Ejercicios

1. Probar que (1,1) es uno de los elementos de mayor orden en Z, x Zs. Establecer
un caso general.

2. Probar que G x H es abeliano si y solo si G y H son abelianos.

3. Probar que Z x Z no es ciclico. jLa demostracién es aplicable también para Z x G
cuando G es cualquier grupo con mas de un elemento?

4. Dar un ejemplo de un grupo de orden 12 que contenga mds de un grupo de orden
6.

5. iCudntos elementos de orden 9 tiene Z3z X Zg?

6. Encontrar dos subgrupos de orden 12 del grupo Zsg X Zsp, tal que uno de ellos sea
ciclico y el otro no.

7. iCudntos subgrupos de orden 3 hay en Z3 X Z3, y cudntos tiene Zz X Z3z X Z3?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

i Cudl es el orden del subgrupo ciclico méas grande de Zg X Zig X Z15?
i Cudl es el orden del subgrupo ciclico mas grande de Z,, X Zp, X -+ X Zp,?

Supongamos que ny, ny, ..., nk son enteros positivos pares. j Cudntos elementos de
orden 2 tiene el grupo Z,, X Zp, X - - - X Zp,? i Qué sucede si eliminamos la condicién
de paridad?

Sea p primo. Probar que Z, x Z, tiene exactamente p 4 1 subgrupos de orden p.

Sea / un conjunto no vacio y (G;, *;) un grupo para cada i € /. Entonces el producto
cartesiano [1;¢; G; estd formado por todas las funciones

f:l— U;G/G,'
tales que f(i) € G;. Si f, g € [ic;Gj, entonces f-g es la funcién dada por (f-g)(i) =

f(i) =; g(i). Probar que el producto cartesiano tiene estructura de grupo bajo la
operacién binaria definida.

Sean G; y G; grupos. Probar que

G1><62%G2XG1.

Sean Gy, Gy, ..., G, grupos. Probar que

Z(GL X Gy x - X Gy 2 Z(G) X Z(Gy) x -+ x Z(Gp).

Probar que si my n son primos relativos, entonces U(nm) = U(n) x U(m).

Expresar el grupo dihédrico Ds como un producto directo interno no trivial.



CAPITULO 8

Grupos abelianos finitamente
generados

En la actualidad se tiene un gran conocimiento de algunas estructuras algebraicas como
los grupos. En este sentido, se conoce la clasificacién de los grupos abelianos finitamente
generados. Sin embargo, aun se desconoce una clasificacién general para grupos finitos.
En este capitulo se presenta una descripcién completa de los grupos abelianos finitamente
generados mediante el uso de elementos de Algebra Lineal, con el fin de que los estudiantes
tengan una mejor comprension, especificamente se utiliza la forma normal de Smith de
matrices con componentes enteras.

Forma normal de Smith

La forma normal de Smith de una matriz entera se puede ver como el andlogo a la
forma escalonada reducida en las matrices reales. Su nombre se debe a Henry John Smith,
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y esta matriz es utilizada para determinar las soluciones enteras de un sistema lineal de
ecuaciones diofdnticas; para mayor informacién se puede consultar los trabajos de Bradley
(1971) y Newman (1997). A lo largo de esta seccién todas las matrices consideradas
tienen sus componentes en el conjunto Z de los enteros.

Definicion 8.1. Sea D = (dj;) una matriz entera de tamafio m x n. Se dice que D
estd en la forma normal de Smith (FNS) si satisface las siguientes condiciones
1. djj = 0 para todo i # j.
2. Para algiin entero positivo k < m se cumple d;; # 0 para i < ky d;; = 0 para
i> k.
3. Si d; = d;;, entonces d; | djy1 parai=1,2,... . k—1.

En Algebra Lineal se conoce que toda matriz con componentes reales puede ser trans-
formada en una matriz escalonada reducida, proceso denominado como el método de
eliminacién de Gauss-Jordan, utilizado para estudiar el conjunto solucién de un sistema
de ecuaciones lineales con coeficientes en el conjunto R de los nimeros reales. En el pro-
ceso de eliminacién de Gauss-Jorddn se utilizan tres tipos de operaciones elementales. En
este sentido, en el Teorema 8.1 se garantiza que toda matriz entera tiene asociada una
matriz que estd en la forma normal de smith, y con el fin de determinarla se utilizan tres
tipos de operaciones elementales entre filas o columnas. A continuacién se enumeran los
tres tipos de operaciones elementales con sus respetivas notaciones.

1. Permutar dos filas (columnas). F; = F; (G = ).
2. Multiplicar una fila (columna) por —1. F; — (-1)F; (G — (-1)G).

3. Sumar a una fila (columna) un midltiplo entero de otra fila (columna).
Fi— Fi+ kF; (G — G + kG)).

Definicion 8.2. Una matriz entera A se denomina equivalente a una matriz B si
esta dltima puede obtenerse a partir de A mediante la aplicacién de una secuencia
finita de operaciones elementales.

Observe que cada una de las operaciones elementales tienen su operacidn inversa; es
decir, si a una matriz A se le aplica una operacién elemental con lo cual se obtiene una
matriz B, entonces existe una operacién elemental del mismo tipo la cual permite reducir
la matriz B a la matriz A. Esto implica que si en el conjunto de las matrices de tamano
m x n se define la relacidén ‘“es equivalente a” se obtiene una relacién de equivalencia.

Proposicion 8.1. Sea A una matriz entera de tamafo m x n. Si A es equivalente a
la matriz B, entonces existen matrices enteras invertibles Py Q de tamanos m x m
y n X n, respectivamente, tales que B = PAQ.
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Demostracion. Se deja como ejercicio al lector. O

Note que las matrices invertibles P y @ de la proposicién anterior se originan a partir
de las operaciones elementales efectuadas. Ademas, la matriz inversa tanto de P como
de @ también son enteras.

Corolario 8.1. Sean A y B matrices enteras equivalentes de tamafio m X n y sean
Py @ matrices invertibles, tal que A = PBQ. Si los vectores b, c € Z" satisfacen
la igualdad ¢ = bQ ™1, entonces el sistema lineal (diofdntico) xA = b es consistente
si y solo si yB = c es consistente.

Demostracion. Suponga que el sistema xA = b es consistente, luego existe un vector
w € Z", tal que wA = b. Dado que A = PBQ, se tiene

wPBQ = b
wPB = bQ!

En consecuencia, wP es una solucién del sistema yB = c. De forma similar se justifica el
reciproco y de esta forma se completa la prueba. O

Con el fin de comprender la factorizacién que se detalla en la proposicién anterior se
exponen los siguientes ejemplos.

SIS Considerar la matriz

A— 5 01
1 -2 37
Determinar la matriz B que se obtiene al aplicar la siguiente secuencia de operaciones
elementales y hallar la secuencia de operaciones elementales (inversas) que reducen la
matriz B en la matriz A.

FF=2FR G- G0G+2G, G—G-3G y Fo — (—I)FQ.

Al aplicar la secuencia de operaciones elementales se obtiene

5 0 1\, . (1 -2 3 1 0 3
A:<1 -2 3)F1‘_F2(5 0 1>C2_>C2+2C1(5 10 1)

1 0 0 1 0 O
C3 — C3 —3C1 (5 10 14> F2 — (—1)F2 (5 ~10 14) =B

Segln el proceso anterior, se deduce que la secuencia de operaciones elementales que
reducen la matriz B en la matriz A es:
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Fo = (-1)F, G—G+3G, G—G-2CG y L= F.

S RPAE Considerar la matriz del Ejemplo 8.1. Determinar las matrices P y Q
que tratan en la Proposicién 8.1 y verificar la igualdad B = PAQ.

Para calcular la matriz P se considera la matriz identidad de tamafio 2 X 2 y se le
aplica dnicamente las operaciones elementales ejecutadas sobre las filas de la matriz A en
el mismo orden. Esto es,

1 0 01 0 1
I2_(0 1) F1<:>F2 (1 0) Fz—)(—l)Fg (_1 0>_P

Con el fin de hallar la matriz Q se realiza el mismo proceso, pero con las operaciones
realizadas sobre las columnas iniciando con la matriz identidad de tamafo 3 x 3.

1 00 1 20 1 2 -3
Lh=10 1 0|G—-G+2G |0 1 0]G—-G-3¢G|0 1 0] =Q.
0 01 0 01 00 1
Finalmente, note que el producto PAQ es igual a:

0 1\/5 01 (1)?_3— 0 1\ /5 10 -14
-1 0)\1 -2.3)\ 0, ;] \-10/\1 0 0
T_X_/

N————

Q
/(1 0 0
“\-5 —10 14/

Para cualquier matriz entera A = (a;;) de tamafio m x n sea
d=d(A)=mcd{a; : 1<i<m, 1<j<n}

Al entero positivo d(A) se le denomina el mdximo comtin divisor de la matriz A.

Lema 8.1. Si A es una matriz equivalente a B, entonces d(A) = d(B).

Demostracion. Note que la aplicacién de cualquier operacién elemental del tipo 1 o 2
implica claramente que d(A) = d(B). Por otro lado, observe que si a y b son enteros,
entonces m.c.d{a, b} = m.c.d{a + kb, b} para todo entero k, lo cual implica que la
aplicacién de una operacién del tercer tipo satisface que d(A) = d(B). O
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Teorema 8.1. Toda matriz entera A puede ser reducida a una matriz que estd en
forma normal de Smith.
Demostracién. Sean A = (a;j) una matriz no nula de tamafio m x ny
t=t(A)=min{la;| : a;#0, 1<i<m, 1<j<n}

Para determinar una FNS de la matriz se aplican los siguientes pasos.

[y

. Determinar el valor de t = t(A) y aplicar operaciones elementales del tipo 1 o 2
con el fin de que a;; = t.

2. Si existe aj; # 0 para alglin 1 < / < n, tal que t { a1/, entonces por el algoritmo de
la division existen enteros q; y by tales que ay; = qgai1 + by con 0 < byy < ags.
Entonces a la matriz A se le aplica la operacién elemental ¢, — C; — q;C; con lo
que se obtiene una matriz equivalente B. Regresar al paso 1 con la matriz B.

3. Si existe aj; # 0 para algdn 1 < / < m, tal que t { a1, entonces por el algoritmo de
la divisién existen enteros q; y by, tales que a;; = gja;; + bjp con 0 < by < aig.
Entonces a la matriz A se le aplica la operacién elemental F; — F; — qFy, con lo
que se obtiene una matriz equivalente B. Regresar al paso 1 con la matriz B.

4. Para cada componente aj; existe un entero gy, tal que a;; = ga;1. A la matriz A
se le aplica la operacién elemental C; — C; — q,C.

5. Para cada componente a;; existe un entero qy, tal que ajg = gja11- A la matriz A
se le aplica la operacién elemental F; — F; — q/F;.

Observe que el algoritmo de Euclides para calcular el mdximo comdn divisor entre dos
enteros no cero garantiza que con la aplicacién de los anteriores pasos exista una matriz
equivalente a la matriz A de la forma

Por otro lado, si existe una componente ¢, de la matriz C, tal que tJ(c/p, entonces a la
matriz B se le aplica la operacién elemental F; — F; + F; y se aplican de nuevo los pasos
descritos anteriormente a la nueva matriz. El Lema 8.1 y este proceso lleva a obtener una
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matriz de la forma
0---0

'
'
,,,,,, mmm e mmm e
'
|
'
|
'
|
'
|
'

E

en la cual d = d(A). En consecuencia, aplicando el procedimiento anterior de manera
consecutiva se obtiene una FNS de A. O

El Teorema 8.1 garantiza la existencia de una FNS para toda matriz entera A, ademds
es posible probar que esta FNS es tinica, consultar el Corolario 1.20 de Norman (2012).

SRS Hallar la FNS de la matriz

5 01
A= (1 -2 3) '
Primero observe que 1 = d(A), y al seguir el algoritmo planteado en la demostracién del
Teorema 8.1 se obtiene

. 5 0 1 _ 1 -2 3 G—G+2G
A_(l - 3)’:1%5(5 0 1) G- G-3G

1 0 0 1 0 0
<5 10 —14>F2_>F2_5F1(0 10 —14)

Seglin el algoritmo planteado en el Teorema 8.1 se aplica nuevamente el procedimiento a
la submatriz (10 — 14) con lo que se obtiene

1 0 0 1 00 N 1 0 O
(o 10 —14) G = G126 (0 10 6) =G (o 6 10)
100\, _,.(100
C3—)C3—C2<O 6 4)C2<—C3<0 4 6)C3—>C3—C2
1 00 _ 1 00 1 00
(0 4 2>C2<—C3(0 9 4>C3—)C3—2C2<0 9 0)

Por tanto, la matriz

es la FNS de la matriz A.

Clasificacion
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Finalmente en esta seccidn se presenta la clasificacién de los grupos abelianos finita-
mente generados.

Proposicion 8.2. Sea n un entero positivo. Cada subgrupo de Z" es finitamente
generado por a lo mas n generadores.

Demostracion. La prueba se desarrolla por induccién sobre n. Segtin el Teorema 4.1 todo
subgrupo de Z es ciclico, lo cual garantiza el caso base. Suponga que la afirmacién se
cumple para todo subgrupo de Z"~! y sea H un subgupo de Z". Considere el homomorfis-
mo de grupos 7 : H — Z dado por m(x1, %2, ..., Xs) = x1. Si m(H) = {0} entonces por
la hipétesis de induccidn H es finitamente generado. Caso contrario, segtn el Corolario 6.1
la imagen H; = 7(H) es un subgrupo (no cero) de Z por lo cual existe un entero positivo
di, tal que H; = (d1). Ahora, para hy = (di, a2, ..., a,) € H se considera el subgrupo de
H dado por

H ={(kdi,x2,...,xs) — k(d1,32,...,3n) : k€Z, (kdi,x2,...,%n) € H}.

Observe que la primera componente de cada elemento de H’ es igual a 0, por lo cual este
subgrupo es isomorfo a un subgrupo de Z"~!. Esto implica, de acuerdo con la hipdtesis
de induccién, que H’ es finitamente generado; es decir

H = {(hy, ..., h;)
para algunos hy,...,h, € H' y r < n— 1. Por tanto,
H={(hy, hy, ..., h). O

Teorema 8.2. Si K es un subgrupo de Z", entonces

K = (dy) x «-+ x {dk)

para algunos enteros positivos d;, tales que d; | diy1 paratodoi=1,2,..., k—1.
Demostracion. Por la Proposicién 8.2 existen elementos ky, k>, ..., km € Z", con m < n,
tales que

K=<(ki,ka,....,km) ={xA : x€Z™} ={beZ" : xA= b es consistente}

en el que la /-ésima fila de A es k;. Si D es la FNS de la matriz A, entonces por la
Proposicién 8.1 existen matrices enteras invertibles P y @, tales que

A= PDQ.
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Considere el subgrupo H de Z" dado por
H={yD : yeZ™} ={ce€Z" : yD = c es consistente}.

Sea ¢ : K — H la funcién dada por ¢(b) = bQ ™. Note que el Corolario 8.1 muestra
que ¢ esta bien definida y claramente es un homomorfismo de grupos. Puesto que

Ker(¢p) ={becZ" : bQ™' =0} = {0}

se obtiene que ¢ es inyectiva. Por otro lado, note que para ¢ € Z", tal que el sistema lineal
yD = c es consistente con solucién yp, se cumple que xg = yoP ! es solucién del sistema
lineal xA = cQ. Luego c@Q € K y ademis ¢(cQ) = c. Por tanto, ¢ es un isomorfismo y
asi K= H.

Finalmente, como D = (dj;) es la FNS de la matriz A se tiene que existen enteros
positivos di, da, ..., dk, tales que d; | diyq1 para i =1,2,...,k—1,con k < m . En
consecuencia,

K> HX (d) x - x {dk). O

Teorema 8.3 (Clasificacién de grupos abelianos finitamente generados). Si G
es un grupo abeliano finitamente generado, entonces existen enteros positivos
di, do, ..., dk, tales que d; | diy1 parai=1,2,..., k,y

G =7 XLy X -+ X Lg, X L'

para algln entero no negativo r.

Demostracion. Dado que G es abeliano y finitamente generado, se tiene que

X1

G={(g.&. ....gm) = {818 g : x €L},

para algunos g1, 82,...,8m € G. Ademas, la funcién ¢ : Z™ — G definida por

d(x) = p(xa, %2, -, Xm) = 8185 &y’

es un homomorfismo de grupos. Note que ¢ es sobreyectiva, por lo cual el Teorema 6.3
implica que
Z™ /Ker(¢) = G.

Finalmente, se conoce que el kernel de ¢ es un subgrupo de Z™, de ahi que el Teore-
ma 8.2 garantiza la existencia de enteros positivos di, da, .. ., dk, tales que d; | d;y1 para
i=12,...,k—1y

Ker(¢) = (dy) x - -+ x (dk).
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Por tanto, del Teorema 7.2 se obtiene

Zm/(dy) x - x {d) X {0} K 2 Dy X Ly X -+ X Lg, X L™K = G, O

Observe que los elementos de un grupo abeliano G de orden finito conforman un
subgrupo de G. A este grupo, denotado por

T(G)={g € G : ord(g) es finito}

se le denomina el grupo de Torsion de G. En este sentido, si G es abeliano finitamente
generado, entonces a los enteros positivos di, da, . .., di del Teorema 8.3 se les denomina
los coeficientes de torsion de G y a r el nimero de Betti de G.

Corolario 8.2. Cada grupo abeliano finito G es isomorfo al producto directo de
grupos ciclicos, es decir

G:Zplnl pr;z X +oo X Lppre

en el cual los p; son primos no necesariamente distintos y los n; son enteros positivos.

Demostracion. Observe que si G es abeliano finito, entonces por el Teorema 8.3
Gngﬁ XZdz X Xde.
Para cada coeficiente de torsién se considera su descomposicidén prima
di = q;1q5 - qj)

y en consecuencia,
~J ...
Z:di = Z;qls% X Z:qlszz X X qus,/

Por tanto, la afirmacién es clara. O

SR Utilizar la forma normal de Smith para probar que
(2/(2)) x (Z/(3)) = (Z/(6)).
Sea H el subgrupo de Z? generado por (2,0) y (0, 3). Es decir,

H=((2,0),(0,3)) = {x(2,0) + y(0,3) : x,y € Z}.

A:<§ g)

De acuerdo con los Teoremas 8.2 y 8.3 se busca la FNS de A. En este sentido se tiene

Considere la matriz entera
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que

20 2 3 2 1
AI(O 3>F1—)F1+F2<0 3>C2*>C2C1(0 3)
1 2 1 0 1 0
2<3 0) C2—>C2—2C1<3 _6>F2%F2—3F1(0 —6)
10
En consecuencia, H = Z x (6) y por tanto

(Z/(2)) x (2/(3)) = 2*/H = 72 /(Z x (6)) = Z/ (6).

ST Determinar los coeficientes de torsién y el nimero de Betti del grupo
abeliano finitamente generado definido por

H={(ab,c : aBbic =1, a’® = 1).
Seglin la demostracién del Teorema 8.3 se tiene que
7?/K = H
con K = ((3,4,-5),(7,0,9)). Considere la matriz entera dada por
3 4 -5
-
Entonces, segin los Teoremas 8.2 y 8.3 se busca la FNS de A. Por tanto, se tiene
- 3 4 -5 C2—>C2—C1 3 1 1 s 1 3 1
A<7 0 9) GoGi2g \7 -7 23)9TC (7 7 23

C2—>C2—3C1 1 0 0 1 0 0
G- G-G <—7 28 30>F2_>F2+7F1(0 28 30)

1 0 0 10 0
C3_>C3_C2(o 28 2>C2‘jc3<o 2 28)
C3—>C3—14C2(é 0 O)ZD

En consecuencia, K 2 Z x (2}, y asi
H=7%/(Z x (2)) = Z,.

Luego, el tnico coeficiente de torsiéon de H es 2 y su nimero de Betti es 0.
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SR Determinar todos los grupos abelianos (salvo isomorfismo) de orden 12.

Dado que 12 = 22 3, por el Corolario 8.2, los tinicos subgrupos de orden 12 son:

° le. ° Z2XZzXZ3. ° ZQ><Z6.

Ejercicios

1. Determinar la forma normal de Smith D de la matriz
1 2 3
A=13 1 2
2 31
y determinar matrices enteras invertibles P y Q, tales que A= PDQ.

2. Determinar la forma normal de Smith D de la matriz

022 2
A=|-6 8 8 2
-6 4 4 -2

y determinar matrices enteras invertibles P y Q, tales que A= PDQ.

3. Para cada una de las matrices de los literales 1 y 2 determinar todas las soluciones
enteras del sistema lineal homogéneo AX = 0.

4. Determinar los coeficientes de torsiéon y el nimero de Betti del grupo abeliano
finitamente generado definido por

H={(a b,c : ab’c =a’bc® = ab’c® =1).

5. Determinar los coeficientes de torsion y el nimero de Betti del grupo abeliano
finitamente generado definido por

H={ab,c : a2b*c0 = 2Bp10c1? = FMplocle = 1).

6. Determinar los coeficientes de torsién y el nimero de Betti del grupo abeliano
finitamente generado definido por

H={(ab,c : a*h71c® = a¥p' " = 1).
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10.

11.

Determinar los coeficientes de torsion de los grupos
a) Z4 X Zg.
b) Z@ X le X Z20.

Determinar los coeficientes de torsién y el nimero de Betti del grupo

ZzoXZXZXZBXZe.

Determinar todos los grupos (salvo isomorfismo) de orden 100.
Determinar si los grupos Zg X Zag X Zis Yy Z3z X Zse X Zig son isomorfos.

Determinar si los grupos Zg X Zig X Zog Y Zg X Zio X Zgg son isomorfos.



Notacion

N Conjunto de los nimeros naturales

Z Conjunto de los numeros enteros

Q Conjunto de los niumeros racionales

R Conjunto de los nimeros reales

C Conjunto de los nimeros complejos

[4] Clase de equivalencia del elemento a

X\Y Elementos del conjunto X que no pertenecen al conjunto Y
[m, n] Conjunto de los enteros x tales que m < x < n
%) Funcién indicatriz de Euler

H<G H es un subgrupo del grupo G

(a) Subgrupo ciclico generado por el elemento a
|G| Orden del grupo G

ord(a) Orden del elemento a

|| Norma del niimero complejo z

Z(G) Centro del grupo G

C(a) Centralizador de un elemento a

m.c.m{m, n}  Minimo comin multiplo de los enteros my n
m.c.d{m,n}  Maximo comiin divisor de los enteros my n

(S) Subgrupo de un grupo G generado por el subconjunto S
[H: G] Indice del subgrupo H en el grupo G
H«aG H es un subgrupo normal del grupo G
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