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Presentacion

El presente texto surge con la vocacion de ser una herramienta con
suficientes argumentos teoricos, conceptuales y practicos para la
formacion de ingenieros en el area de la Mecénica de Fluidos. Su
contenido es el resultado, tanto de muchos afios de experiencia de sus
autores en el estudio, la docenciay la investigacion de los fluidos, como
de recopilacion de la ensefianza de ingenieros de mayor trayectoria que
fueron profesores de los autores durante sus estudios de pregrado y en
los diversos niveles de postgrado. Ademas, se ha respaldado en el
conocimiento obtenido de la innumerable bibliografia existente en la
actualidad sobre el &mbito de la Mecanica de Fluidos.

El contenido estd orientado hacia la formacion de estudiantes de
pregrado en ingenieria, pero también como libro de consulta para
profesionales y como texto didactico para los docentes. Asi, este libro
comprende los conceptos béasicos de Mecanica de Fluidos, que
generalmente se abordan en los contenidos programaticos en los
diversos programas de ingenieria a nivel de pregrado.

No obstante, su texto ha sido redactado de tal manera que no solo pueda
ser entendido f&cilmente por los estudiantes, sino también por otros
lectores con poco conocimiento en el tema; con su publicacion los
autores pretenden ofrecer a traves de la Editorial de la Universidad de
Narifio un documento de muy buena calidad a un bajo precio, para que
pueda ser adquirido por los estudiosos de los fluidos.

Como guia para el ingeniero-docente, el libro se ha dividido en siete
capitulos, dentro de los cuales se encontrara un total de veintitrés
tematicas, cada una de ellas finalizada con una seccion de ejercicios
propuestos, equivalente a una clase de aproximadamente dos horas, ello
con el fin de proporcionar una herramienta didactica tanto para
estudiantes como para profesores.



1. Capitulo 1: Generalidades de la Mecanica de
Fluidos

1.1 Introduccién

La materia, tal como se la conoce, se divide para efectos practicos en
dos estados: sélido y fluido, este Gltimo dividido a su vez en estado
gaseoso y liquido (Vennard y Street, 1979).

Tal como lo expresa Mataix (1982) la mecanica de fluidos es la base de
la ingenieria aplicada en el &rea del estudio de los fluidos como el aire
y el agua, siendo méas comun su aplicacion en el rea de hidraulica en
sus diferentes denominaciones; hidraulica de tuberias, de canales,
medidores de flujo, hidroeléctricas, instalaciones hidrosanitarias,
explotacion acuicola, oceanografia, ingenieria naval, hidraulica del
medio poroso, maquinas hidraulicas y toda estructura hidraulica que el
hombre pueda concebir.

1.2 Resefia historica de la Mecanica de Fluidos

Se puede afirmar que la Mecénica de Fluidos ha venido creciendo junto
con la evolucion del hombre en la Tierra; asi, algunas interrogantes
sobre la composicion y movimiento del agua, quiza pudieron ser de las
primeras preguntas que el ser humano se haya hecho a si mismo sobre
la naturaleza y su funcionamiento. Asi, el hombre en su curiosidad
cientifica ha tratado de comprender los fendmenos fisicos donde
intervienen los fluidos y dar soluciones a los diferentes problemas que
se presentan en esta compleja area del conocimiento.

Para elaborar esta breve resefia historica, se revisaron algunos de los
textos reconocidos de la Mecanica de Fluidos que describen
cronoldgicamente su evolucion, entre los autores se encuentran:
(Franzini y Finnemore, 1999; Shames, 1995; Nakayama, 1998;
Bergada, 2006; White, 2004; Mataix, 1982); este ultimo libro, de
especial provecho en este aspecto pues presenta una secuencia
cronoldgica muy bien detallada de las fechas mas importantes en la
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historia de la Mecénica de Fluidos. Del analisis de aquellos trabajos
referidos, se extrajo la siguiente cronologia, desde la Edad Antigua,
pasando por el Renacimiento, hasta la Modernidad.

1.2.1 Edad Antigua

En la edad antigua quiza uno de los aportes cientificos mas relevantes
es el conocido como principio de Arquimedes, 212 a. C., el cual ain
se sigue aplicando en la ingenieria practica (Franzini y Finnemore,
1999; Mataix, 1982). Los griegos y romanos con Sus aportes en
sistemas de riego, acueductos, barcos de vela y bafios, cuya
construccion se remonta al siglo cuarto a. C., muestran la relevancia que
ha tenido esta area de los fluidos en la historia humana (Franzini y
Finnemore, 1999).

Tal como lo describe Nakayama (1998), en relacion a los avances de la
Mecénica de Fluidos de la Edad Antigua “se descubrieron reliquias
prehistéricas de canales de riego en Egipto y Mesopotamia, y se ha
confirmado que los canales se construyeron hace mas de 4000 afios a.
cC.”.

1.2.2 Edad Media y Renacimiento

En la edad media no se reportan aportes importantes en el estudio de
los fluidos, conocida también como la “edad oscura”. Solamente hasta
el siglo XV se retoma el estudio de los fluidos, como la ecuacion de
continuidad, configuracion de flujos y disefios preliminares de
maquinas hidraulicas, aportes que se le reconocen a Leonardo da Vinci
(Mataix, 1982, p. 4).

1.2.3 Modernidad

A partir del siglo XVII hasta el siglo XX se realizaron los aportes méas
importantes al estudio de los fluidos, se nombra a continuacion el autor
y su aporte: se destacan los aportes de Torricelli en el estudio de
orificios y la relacion de altura y presién atmosférica; Pascal con la ley
de Pascal; Newton con la ley de la viscosidad; Bernoulli y el teorema
de Torricelli; Euler quien planted las ecuaciones diferenciales del
movimiento de un fluido ideal; D’ Alembert y la paradoja que lleva su
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nombre; Chezy con la ecuacion de friccion en canales y similitud
dindmica; Lagrange y el flujo con potencial; Vénturi y su medidor de
caudal, Fourneyron y el disefio de turbinas; Poiseuille y su aporte a la
resistencia en flujo laminar; Weisbach y la ecuacién de friccion en
tuberias; Froude con su ley de similitud dinamica de Froude; Navier y
Stokes y las ecuaciones mas famosas de la hidrodindmica que llevan
sus nombres; Reynols y la clasificacion de flujos laminar, de transicion
y turbulento, Bazin y el estudio de vertederos; Joukowski y el estudio
de golpe de ariete y perfiles aerodinamicos; Lanchester en el tema de
sustentacion y arrastre; y en afos recientes, Prandtl y la teoria de capa
limite, considerado como el padre de la mecéanica de fluidos moderna
(Mataix, 1982, p. 4).

Segun Shames (1995) la mecénica de fluidos, como se la conoce hoy,
nacié con los aportes de investigadores eminentes, como Reynolds,
Froude, Prandtl y Von Karman; y segun su criterio, el estudio de los
fluidos debe ser una mezcla de investigacion teorica y experimental.

Auln quedan problemas por resolver, como la solucion analitica de las
ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes en tres dimensiones, que ha
sido catalogado por el Clay Mathematics Institute (CMI) como uno de
los siete problemas del milenio, el cual reza: “Esta es la ecuacion que
gobierna el flujo de fluidos como el agua y el aire. Sin embargo, no hay
pruebas de las preguntas méas basicas que uno puede hacer: ¢existen
soluciones y son Unicas?,¢por qué pedir una prueba?, porque una
prueba no solo da certeza, sino también comprension.” (CMI, 2020).

1.3 Definiciones basicas
1.3.1 Mecénica de Fluidos

La mayoria de los textos clasicos de Mecanica de Fluidos la definen
de la siguiente manera: “es la rama de la mecanica aplicada que estudia
el comportamiento de los fluidos, ya sea en reposo o0 en movimiento”
(Streeter et al., 2000), (Giles et al., 1994); de manera mas especifica, y
como lo expresa White (2004), “la Mecanica de Fluidos se ocupa del
estudio de los fluidos (liquidos y gases) en movimiento
(fluidodindmica) o en reposo (fluidoestatica), abarcando entonces la
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mecénica de fluidos un gran numero de aplicaciones tales como, por
mencionar unos pocos pero importantes y variados ejemplos: la
respiracion, el flujo sanguineo, la natacion, los ventiladores, las
turbinas, los aviones y barcos, los rios, los molinos de viento, las
tuberias e instalaciones en edificaciones, el drenaje de carreteras, los
misiles, los icebergs, motores, filtros, chorros y aspersores, entre muchas
otras”.

1.3.2 Fluido

La definicion mas conocida, dada en los libros de texto, sefiala: “El
fluido es una sustancia que se deforma continuamente cuando se
somete a un esfuerzo cortante, sin importar qué tan pequefio sea este
esfuerzo” (Streeter et al., 2000). Los fluidos pueden ser liquidos o gases;
en términos generales, los solidos difieren de los liquidos y los liquidos
de los gases, por la separacion y facilidad de movimiento de sus
moléculas; estas separaciones son grandes para un gas, muy pequefias
en un liquido y en extremo pequefias para un sélido (Vennard y Street,
1979).

1.3.3 Liquido

La clasica definicidon sefiala que liquido: “Es un estado de la materia en
el que las moléculas estan relativamente libres para cambiar de
posicién unas respecto a otras, pero restringidas por fuerzas de
cohesion, con el fin de mantener un volumen relativamente fijo”. Un
liquido se considera incompresible para efectos practicos (Potter et al.,
2015).

1.3.4 Gas

Un gas se define como: “Es un estado de la materia en el que las
moléculas practicamente no se hallan restringidas por fuerzas de
cohesion. El gas no tiene forma ni volumen definidos”. El gas se
considera un fluido compresible (Potter et al., 2015).
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1.3.5 Flujo

El flujo se considera como el movimiento de un fluido. Este término
suele causar confusion ya que, muchas veces, se lo confunde con el
fluido mismo. Por ejemplo, se tiene como un fluido el agua, y el flujo
es el movimiento del agua a través de algun conducto o espacio
determinado.

1.3.6 Esfuerzo cortante

La componente de la fuerza en sentido tangencial (Ft) por unidad de
superficie A, es el esfuerzo cortante promedio sobre dicha superficie
(también conocido como esfuerzo de corte). El esfuerzo normal es
definido como la fuerza normal (Fn) por unidad de superficie A. El
esfuerzo cortante en un punto, es el valor limite de la fuerza por unidad
de area a medida que dicha area se reduce a un punto (Streeter et al.,
2000, p. 3). Este concepto se representa graficamente en la Figura 1-1
y matematicamente con las Ecuaciones 1.1y 1.2,

Figura 1-1.- Representacion grafica del esfuerzo cortante.

_Ft
A

T (1.1)

Con zcomo el esfuerzo cortante promedio.
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7, =—m_AFt (1.2)
AA — 0 AA

Donde zes el esfuerzo cortante en un punto, AFt es un diferencial de

fuerza y AA es el diferencial de superficie. El esfuerzo de corte es

importante en Mecanica de Fluidos, ya que el movimiento de los fluidos

se debe a la existencia de este esfuerzo.

1.4 Sistema de unidades

1.4.1 Sistemas vigentes

Segun Nifio y Duarte (2007), los sistemas se pueden clasificar en
sistemas métricos fisicos, sistemas métricos técnicos y el sistema
inglés. El ingeniero italiano Giorgi propuso, en 1901, un sistema
conocido como sistema Giorgi o practico, el cual perdid su vigencia 'y
dio origen al sistema técnico en 1960 (Garcia, 1987). Para Colombia,
se adopta el sistema internacional de medidas (SI) mediante el Decreto
3464 de diciembre 26 de 1980.

En la Figura 1-2 se presenta, mediante un cuadro sindptico, la
clasificacion de los sistemas de unidades.

— . .
Sistema Cegecimal
Sistemas métricos

Sistema Internacional

Sistemas Sistemas métricos técnicos Absoluto
de — (MKS) Gravitacional

unidades
Absoluto

Sistema inglés o
g Gravitacional

~——

Figura 1-2. Esquema de clasificacion de los sistemas de unidades.
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Sistemas métricos fisicos

Dentro de este tipo de sistemas se encuentran:

¢ Sistema Cegesimal o Cientifico (o sistema Gausiano) (CGS). Fue
establecido en 1881 en el Congreso de Electricidad en Paris. Se
conoce como sistema CGS, refiriéndose a las tres unidades basicas
que son centimetro (c), gramo (g), segundo (s).

e Sistema Internacional (SI). Creado por acuerdo internacional en la
XI conferencia de Pesos y Medidas, celebrada en Paris en el afio
1960. Conocido también como el Sistema Métrico Decimal. Tiene
como magnitudes (o dimensiones) fundamentales la longitud, masa
y tiempo con las unidades basicas de metro (m), kilogramo masa
(kg), segundo (s).

Sistemas métricos técnicos

Dentro de esta clasificacion, se encuentra el sistema de los ingenieros,
conocido como MKS, el cual puede ser gravitacional o absoluto. Este
sistema tiene como magnitudes fundamentales: la longitud, fuerza,
tiempo; y como unidades basicas, respectivamente: el metro (m), el
kilogramo fuerza (kgf) y el segundo (s). En el sistema gravitacional, la
masa se expresa en kilogramos masay en el sistema absoluto se expresa
en unidades técnicas de masa (UTM). Para efectos de no confundir
simbolos, en adelante, el kilogramo fuerza (kgf) se lo denominara
también como kilopondio (kp).

Sistema Inglés

Adoptado con base en el sistema gravitacional britanico, puede ser
gravitacional o absoluto. En este sistema las magnitudes (o
dimensiones) fundamentales son: longitud, fuerza, tiempo. Se
encuentra basado en unidades inglesas: pie (ft), libra fuerza (Ibf) y
segundo (s), para las cantidades de longitud, fuerza, tiempo,
respectivamente. En el gravitacional, la masa se expresa en libra-masa
y en el absoluto, en Slug. También, como unidad de longitud, en vez de
pie (ft o pie) se suele usar la pulgada (in 6 pulg.).
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1.4.2 Magnitudes fundamentales (o dimensiones)

Hay nueve cantidades que se consideran dimensiones fundamentales:
longitud, masa, tiempo, temperatura, cantidad de sustancia, corriente
eléctrica, intensidad luminosa, angulo plano y angulo solido; de entre
estas dimensiones, las mas usadas en Mecanica de Fluidos son:
longitud, masa, tiempo y temperatura. En la Tabla 1-1, se indica las
cantidades o magnitudes basicas y las unidades respectivas en los
diferentes sistemas de unidades.

Tabla 1-1.- Unidades de las dimensiones basicas

SISTEMAS DE UNIDADES
CANTIDAD

Si S. Inglés (abs)  MKS (abs) CGS
Longitud (1) metro (m) pie (ft) metro (m) centimetro (cm)
Masa (m) kilogramo (kg) slug U.T.M. gramo (g)
Tiempo (1) segundo (s) segundo (s) segundo (s)  segundo (s)
Temperatura (°) |Kelvin (K)* Grados Rankine Kelvin (K) Kelvin (K)

(°R)

* No es correcto decir 20 grados Kelvin sino 20 Kelvin, pero si es correcto decir 20
grados Rankine.

U.T.M. se conoce como Unidad Técnica de Masa, se establece a partir
de las unidades de fuerza y aceleracion. Para un cuerpo que cae en el
vacio la aceleracion a la que esta sometido es la gravedad (g = 9,81 m/s?
al nivel del mar) y la Unica fuerza que actiia es su peso. La UTM es la
masa a la cual una fuerza de un kp (kilo-fuerza) le imprime una
aceleracion de 1,0 m/s2. Esta unidad se utiliza para medir la masa,
cuando la fuerza se mide en kg-fuerza (o kilopondio (kp)).

Algunas conversiones comunes son:

e 1Slug=1,4881639 UTM.

e 1 Slug =14,6 kg.

e 1kg=0,1019 UTM.

1 N =1,0 kg.m/s? = 100 000 dinas.
1 pie =0,3048 m.

1 slug = 14600 g.


http://es.wikipedia.org/wiki/Masa
http://es.wikipedia.org/wiki/Slug
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e (1 Kelvin) K=°C+273, 15.
¢ (Rankine) °R = °F+459, 67.

Otras unidades bastante Utiles son:

1 hectérea (ha)= 10000 m?.

1 tonelada métrica (t) = 1000 kg.
1 litro (L) = 0,001 m3,

1 galdn (gl) = 3,785 litros.

1 caballo de potencia HP = 76(kp.m)/s.
1 caballo de vapor CV = 75(kp.m)/s.

1.4.3 Cantidades derivadas

La densidad se puede expresar en gramos/litro (g/L).

En la Tabla 1-2, que se muestra a continuacion, se indican algunas
unidades derivadas de uso frecuente en la Mecéanica de Fluidos.

Tabla 1-2.- Unidades derivadas

CANTIDAD SISTEMAS DE UNIDADES
Sl S. Inglés MKS CGS
Fuerza (F) Newton (N)  Ibs.(= slug.ft/s?) lepo)pondlo Dinas
. Baria = dina/cm?
A - 2 2
Presion (p) Pa=N/m Ibs/ft m.c.a = 0.1Pa
Viscosidad 2 4 ) —
dinamica (1) Pa.s Ibs.s/ft? 6 slug/(ft.s) kp.s/m Poise = g/cm/s
V.|scos,|(?ad m2/s ft?/s m2/s Stoke = cm?/s
cinemaética (v)
0= 2/a2
Energia (E)  Wulio (J = N.m) Iby.ft kp.m.(cal) Erf(')i ] g.cmefs
. . _ _ Cv= g-cm#/sd = 10
Potencia (P)  [Vatio( W = J/s) HP = 76kp.m/s 75kp.mls T\W

Cal: caloria, CV: caballo de vapor, HP: caballo de potencia.

Una forma préctica de recordar la conversion de unidades de la presion
es tomar como base la presion atmosférica en diferentes sistemas de

unidades de la siguiente manera:

1 atmosfera = 10,33 m.c.a. = 14,7 psi = 760 mm.Hg = 10330 kp/m? =

101337,3 N/m?=101,3 kPa = 1,013373 bares.


http://es.wikipedia.org/wiki/Pascal_%28unidad%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Julio_%28unidad%29
http://es.wikipedia.org/wiki/Watt
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La aceleracion en el sistema CGS se da en 1,0 gal (1 galileo) = 1 cm/s?.

1.4.4 Abreviaturas

En el SI, se escriben en minuscula las abreviaturas cuyos nombres de
una unidad sea comuan, como por ejemplo, segundo (s), hora (h), metro
(m), kilogramo masa (kg), kilogramo fuerza (kf), kilopondio (kp), libra
fuerza (Ibf), pie (ft), metro de columna de agua (m.c.a.). Si es nombre
propio se escribe la primera letra con mayuscula y la segunda con
minuscula, por ej. Newton (N), Pascal (Pa), Watts (W), a excepcion del
litro, que se representa con letra mayuscula (L).

1.4.5 Cifras significativas

En los calculos de ingenieria, por lo general no es comun basarse en un
calculo més alla de tres numeros significativos. El espesor de una
lamina puede enunciarse como 1 centimetro, lo cual, en general, no es
tan preciso como lo que implicaria decir 1,00 centimetros. No es
correcto expresar los resultados de un problema con maés cifras
significativas que los datos del enunciado. Si se trata de longitudes por
efectos practicos basta con aproximacion al centimetro.

1.4.6 Prefijos

Los maltiplos o submdltiplos de 102 se indican mediante prefijos, los
cuales no se pueden repetir; por ejemplo, la forma correcta para 10° es
nano, pero no se puede decir un mili micro. Los prefijos més usados se
indican a continuacion en la Tabla 1-3.
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Tabla 1-3.-Prefijos del Sistema Internacional

PREFIJO MULTIPLO ABREVIATURA

Tera 10%? T

Giga 10° G

Mega 108 M

Kilo 103 k

Centi 102 (c)

Mili 10° (m)

Micro 10°¢ p (mu)
Nano 10°° (n)

Pico 1012 (P)

1.5 Magnitudes bésicas

En el argot cientifico se han establecido unidades bésicas para
cuantificar las cantidades fisicas. En Mecanica de Fluidos las unidades
mas utilizadas son la longitud, la masa, tiempo y temperatura, con sus
unidades de metro, kilogramo, segundo y Kelvin; respectivamente. La
forma de definir estas unidades ha venido cambiando con el tiempo, las
cuales son revisadas anualmente por organismos internacionales como
el Comité Internacional de Pesas y Medidas (CIPM) el cual se puede
consultar en su sitio web [https://www.bipm.org/en/committees
[ci/lcipm]. En este sentido en su ultima revision anual 2020-2021,
consigna el cambio en la calibracion del kilogramo, la trazabilidad para
la nueva definicion se logro a través de la relacion conocida entre la
masa del Prototipo Internacional del Kilogramo, IPK, por sus siglas en
inglés y la constante de Planck. Esto cambid el 1 de febrero de 2021,
cuando el Comité Consultivo de Masa y Magnitudes Relacionadas
(CCM) implemento el valor por consenso.

1.6 Ejemplos de sistemas de unidades

Ejemplo 1.1. Demostrar que una presion de 10° N/m? =1 bar.

Como 1 Pascal = 10° bares y 1 N/m?= 1 Pascal, se tiene que:
10° N/m?= 10° Pa = 10° (10 bar) = 1bar
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Ejemplo 1.2. Demostrar que un kg (masa) es igual 0,1019 UTM.

Por la segunda ley de Newton se tiene que:

F=m.a, remplazando las unidades de cada cantidad se obtiene:

[Kp] = [UTM]-[m/s?], como [1kp] = [9,81N], y como [1N] = [kg-m/s?],
Remplazando [9,81 kg-m/s?] = [UTM] [m/s?], despejando kg, se tiene:
1kg = [UTM] [m/s?]/[9,81m/s?] = 0,1019 UTM.

Ejemplo 1.3. Deducir las unidades de potencia.

Potencia = Energia/tiempo
Energia = fuerza-longitud = [N.m] = 1 [Joule]
Potencia = Energia/tiempo= 1 [Julio]/s = 1 Vatio (1Watts)

Ejemplo 1.4. Célculo de la tarifa de energia. Si se utilizan los siguientes
electrodomésticos: calentador, bombilla, estufa, plancha, calcular el
valor de la energia que gastan en un dia, a partir de sus potencias y horas
de uso segun, se presentan a continuacién en la Tabla 1-4, en cuya
cuarta columna se presenta el resultado del calculo.

Tabla 1-4.- Datos y célculos del problema

1 2 3 4
Electrodomeéstico Potencia Tiempo, en horas por Energia
dia

Calentador 2000 W 2,0h 4 KW.h
Bombilla 100 W 4,0h 0,4 kKW.h
Estufa 6000 W 1,0h 6,0 kW.h
Plancha 750 W 0,5h 0,375 kW.h
TOTAL 10,775 kW.h

Si el costo de energia es de 470%/ kW.h, entonces el costo total por
concepto de consumo de energia es de (10,775kw-h) (470%/ kW-h) =
5064,25 $/dia.

1.7 Ejercicios propuestos

Para las demostraciones se puede implementar un procedimiento desde
uno de los lados de la igualdad hasta llegar al otro.
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Ejercicio 1.6.1. Demostrar que un HP = 0,7456 kW
Ejercicio 1.6.2. Demostrar que 1slug = 14600 g
Ejercicio 1.6.3. Demostrar que 10,33 m.c.a. = 14,7 psi

Ejercicio 1.6.4. Si el peso especifico del agua en el sistema MKS es de
1000 kp/m?3, demostrar que en el sistema inglés es de 62,4 Ib¢/pie. Usar
5 decimales para las unidades. (1kp = 2,20462I1 bf; 1 m = 3,28084 pie).

Ejercicio 1.6.5. Teniendo en cuenta que todos los términos al lado y
lado de la igualdad de una ecuacion deben tener las mismas
dimensiones, determine las dimensiones de la cantidad (n) en la
siguiente ecuacion:

Q= AR&S™ donde: Q (m¥s), A (m?), R (m), S (m/m). R:n [sm™4].
n

Ejercicio 1.6.6. Hay una cantidad llamada viscosidad dinamica (u), la
cual aparece en la férmula
%: y%, donde F es una fuerza, A es un area, V es una velocidad y d

es una longitud.

Encontrar las unidades de la viscosidad dinamica (u) en el Sistema
Internacional. Ayuda: se despeja la viscosidad y se sustituyen las
unidades de cada variable.

Ejercicio 1.6.7. Deducir el valor de la gravedad en unidades inglesas a
partir del valor dado en el Sistema Internacional.

Ejercicio 1.6.8. Obtener el valor de la presion atmosférica al nivel del
mar en Ib/pie? y en Ib/pulg?, a partir del valor dado en el sistema MKS.
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2.1 Introduccion

Como ya se sefiald, la materia es dividida para efectos practicos, en dos
estados, solido y fluido, este Gltimo a su vez, dividido en estado gaseoso
y liquido. Vale aclarar que, aunque el estado fluido comprende el estado
plasma de la materia, el estudio de este nuevo estado, se encuentra fuera
del alcance de este texto.

En el estudio de la Mecénica de Fluidos se trabaja con un fluido, ya sea
en reposo o en movimiento, por lo que conocer sus propiedades se
convierte en un tema imprescindible, en este sentido, las propiedades
de los fluidos de interés en la Mecanica de Fluidos son las siguientes:

Densidad

Peso especifico

Gravedad especifica

Presion de vapor
Compresibilidad y elasticidad
Tension superficial
Viscosidad

NoakowdE

A continuacion, se detallan cada una de las propiedades mencionadas.

2.2 Densidad

La densidad de un fluido, también conocida como densidad absoluta,
se denota con la letra griega p (rho), y es la cantidad de masa de una
sustancia por unidad de volumen. Matematicamente se expresa como:

p_Am
AY (2.1)
La densidad puntual se define como:
Lim Am
(2.2)

P=AV 50 AV
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Donde, m es la masa del fluido y V es el volumen del mismo. A indica
un diferencial de la cantidad indicada. La densidad es una propiedad
que cambia con la temperatura del fluido. Para el agua, la variacion de
la densidad se ha medido en laboratorio y por lo general se presenta en
tablas o graficas, como la Tabla 2-1.

Tabla 2-1.- Densidad del agua a diferentes temperaturas.

T (°C) 0 2 5 10 15 20 30

p(kg/m?) (999,87 999,97 999,99 999,73 999,13 998,23 995,67

T (°C) 40 50 70 80 90 100
p(kg/m®) | 992,24 998,00 978,00 972,00 965,00 958,00

Fuente: (Azevedo et al., 1998, p. 10)

Los valores de referencia del agua a 4°C, en los diferentes sistemas de
unidades, se presentan a continuacion en la Tabla 2-2.

Tabla 2-2.- Valores de referencia de densidad para agua a 4°C

Sistema de unidad Densidad (p)
Sistema Internacional 1000 kg/m?®
Sistema Inglés 1,94 slug/pie®
Sistema MKS 101,94UTM/m?®
Sistema Cegesimal 1,0 g/cm?®

Como ocurre para los demas fluidos, la densidad del agua varia con la
temperatura; la relacion aproximada esta dada por la expresion (Potter
et al., 2015):

2
Pro =1000—%, enkg/m’ 23

Con T siendo la temperatura en [°C].

Otra expresion reportada por Timmons y Ebeling (2010), que se puede
utilizar para determinar con mayor precision la densidad del agua en
kg/m?® para diferentes temperaturas es:
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p(Kg / m*)=999,842594+(6,793952*10 % *T)—(9,095290 %10 * T*)
+(1,001685*107* *T%)—(1,120083*10° *T*) +(6,536336 *10° *T°)
(2.4)

Donde T corresponde a la temperatura en grados Celsius (grados
centigrados °C).

Para el aire, la densidad en funcion de la temperatura se indica en la
Tabla 2-3.

Tabla 2-3.- Densidad del aire a diferentes temperaturas.

T(°C) |40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
P o | 1514 1,452 1,394 1,341 1,292 1,247 1,204 1,164 1,127
(kg/m”)

T(°C) |50 60 70 80 90 100 110 120
1,092 1,060 1,029 0,9995 0,9720 0,9459 0,9213 0,8978

p
(kg/im?)
Fuente: (Mott y Untener, 2015, p. 496).

El instrumento para medir la densidad es el densimetro, el cual consiste
en un tubo de vidrio cerrado herméticamente, con un lastre compuesto
de esferas de plomo, que se introduce en el fluido, y marca directamente
la densidad en una escala graduada, que coincida con el nivel superficial
del fluido en estudio.

2.3 Peso especifico

El peso especifico se denota con la letra griega y (gamma), y es la
relacién que existe entre el peso (W) por unidad de volumen (V);
matematicamente, se expresa como:

=— 2.5
Y v (2.5)
Si se reemplaza W = m-g, donde m es la masa y g es la aceleracion de

la gravedad, y V = m/p, en la ecuacion (2.5), se obtiene la relacién entre
densidad y peso especifico, dada como:
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y=p-9 (2.6)

A continuacion, en la Tabla 2-4, se presentan los valores del peso
especifico del agua a 4°C, en los cuatro sistemas de unidades.

Tabla 2-4.- Valores de referencia del peso especifico para agua a 4°C

Sistema de Unidades Peso especifico (y)
Sistema Internacional 9810 N/m3
Sistema Britanico 62,4 Ib/pie®
Sistema MKS 1000 kp/m?®
Sistema Cegesimal 981 dinas/cm?

De manera similar a lo anteriormente comentado para el caso de la
densidad, el peso especifico de los fluidos también varia con la
temperatura, tal y como se muestra para los casos del aire y el agua,
respectivamente, en las Tabla 2-5 y Tabla 2-6.

Tabla 2-5.- Peso especifico del aire a diferentes temperaturas.

T(°C) -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
¥(N/m?3) 1485 1424 13,67 13,15 12,67 12,23 11,81 11,42 11,05

T (°C) 50 60 70 80 90 100 110 120

Y(N/m3) 10,71 10,39 10,09 9,802 9,532 9,277 9,034 8,805

Fuente: (Mott y Untener, 2015, p. 496).

Tabla 2-6.- Peso especifico del agua a diferentes temperaturas.

T (°C) 0 2 4 5 10 15 20 30
AN/m?)|9808,72 9809,71 9810,00 9809,90 9807,35 980147 979264 9767,52
T(C) | 40 50 60 70 80 90 100

AN/m?) | 9733,87 9790,38 9643,23 9594,18 953532 9466,65 9397,98

Fuente: adaptado de (Azevedo et al., 1998, p. 10).

Otra manera de representar la variacion del peso especifico de los
fluidos, es a partir de gréaficas como la que muestra la Figura 2-1, en la
cual se expresa la variacién de dicha propiedad del agua en funcion de
la temperatura al estar sometida a diferentes presiones.
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Temperatura, °C
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Figura 2-1.- Peso especifico del agua pura en funcién de la temperatura y la
presion.
Fuente: Adaptada de (Franzini y Finnemore, 1999, p. 14).

Potter et al. (2015), presentaron la ecuacion (2.7) para la estimacion
aproximada del peso especifico del agua en N/m3 en funcion de la
temperatura T en °C.

(T-4)

Vo0 = 9800~ 2.7)

2.4 Gravedad especifica

La gravedad especifica o peso especifico relativo o densidad relativa,
se denota como (Gs), y es la relacion entre la densidad de una sustancia

(psustancia) @ cualquier temperatura y la densidad del agua a 4°C (paguas°c)
y Se expresa asi:
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Gs = Psustencia 2.9)
pagua4°C

O también usando la relacion de los pesos especificos como peso
especifico de la sustancia (yustancia) Y €l peso especifico del agua a 4°C

(7agua4°C):

GS — ysustancia (2 9)
j/agua4°C

El peso especifico relativo para el aguaa 4 °C es de 1,0 y para el aire es
de 0,00123, en condiciones estandar (sometidos a 1 atmosfera). Como
la gravedad especifica es la relacion entre dos unidades iguales, es una
cantidad adimensional y se denota utilizando un guion entre corchetes
[-]. Para el mercurio, Potter et al. (2015), proporcionaron la ecuacion
(2.10) para el céalculo de la gravedad especifica Gsng en funcion de la
temperatura T en °C.

Gng =13,6-0,0024-T (2.10)

En la Tabla 2-7 se muestra valores tipicos de densidad, peso especifico
y gravedad especifica de liquidos comunes:

Tabla 2-7.- Propiedades de liquidos comunes.

Lo Gs 14 p
Liquido ) (KN/m?) (kg/m?)
Acetona 0,787 7,72 787
Alcohol etilico 0,787 7,72 787
Alcohol metilico 0,789 7,74 789
Alcohol propilico 0,802 7,87 802
Amoniaco 0,826 8,10 826
Benceno 0,876 8,59 876
Tetracloruro de Carbono 1,590 15,60 1590
Aceite de ricino 0,960 9,42 960
Etilenglicol 1,100 10,79 1100
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- Gs 14 P
Liquido ) (kN/m?) (kg/m?)
Gasolina 0,680 6,67 680
Glicerina 1,258 12,34 1258
Keroseno 0,823 8,07 823
Aceite de linaza 0,930 9,12 930
Mercurio 13,540 132,80 13540
Propano 0,495 4,86 495
Agua de mar 1,030 10,10 1030
Trementina 0,870 8,53 870
Aceite de petroleo, medio 0,852 8,36 852
Aceite de petroleo, pesado 0,906 8,89 906

Fuente: (Mott y Untener, 2015, p. 490).

2.5 Presion de vapor

La presion de vapor (Pv), es la presion parcial que ejercen las
moléculas en estado gaseoso (vapor) sobre la superficie del liquido del
cual se han evaporado. Los liquidos se evaporan porque las moléculas
se desprenden de la superficie libre del liquido; si se tiene un liquido en
un recipiente cerrado, cierta fraccion se evapora, y la vaporizacion cesa
cuando el nimero de moléculas que se han escapado en vapor desde la
superficie liquida es igual que el numero de las que regresan, (las cuales
chocan con la superficie liquida y se condensan, regresando
nuevamente al estado liquido), por lo tanto, se dice que se ha alcanzado
un estado de equilibrio entre los estados gaseoso y liquido de la
sustancia contenida en el recipiente.

La presion de vapor depende de la actividad molecular, y ésta a su vez
depende de la temperatura; por lo tanto, cualquier incremento en la
temperatura repercutira en un incremento de la presion de vapor.
Cuando la presion por encima del liquido es igual a la presion de vapor,
se produce la ebullicion, es decir ya no puede sostenerse el estado
liquido del agua porque las fuerzas de atraccién no son suficientes para
contener las moléculas en una fase liquida. Por ejemplo, la ebullicion
del agua se puede dar a temperatura ambiente, si la presion se reduce lo
suficiente (Streeter et al., 2000, p. 19). En la Tabla 2-8, se presentan
los valores de la presion de vapor en funcion de la temperatura.
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Tabla 2-8.- Presion de vapor del agua a diferentes temperaturas.

T (°C) 0 5 10 15 20 25 30 35

Pv(m.ca)|0,06 0,09 0,12 017 025 033 044 0,58

T (°C) 40 50 60 70 80 90 100

Pv(m.ca.)|0,76 126 2,03 320 486 7,18 10,33
Fuente: (Streeter et al., 2000, p. 712).

La presion de vapor es muy util en los estudios del fendmeno de
cavitacion, el cual sucede cuando un liquido esta sometido a una
presion menor que su presion de vaporizacion, formandose burbujas de
vapor localmente, las cuales son transportadas por el flujo a regiones de
mayor presion; al estar sometidas a mayor presion, esas burbujas
colapsan y este colapso produce altisimos valores de presion puntual, la
cual es capaz de dafiar las superficies solidas junto a las cuales se
produce el colapso de las burbujas, como ocurre con el hierro y otros
materiales, que conforman los tubos, las carcasas de las bombas
hidraulicas, las hélices, entre otros (Streeter et al., 2000) y (Potter et al.,
2015).

Ejemplo 2.1. Calcule la presién de vacio necesaria para causar
cavitacion en un flujo de agua a una temperatura de 80°C, a una altitud
de 3000 m.s.n.m.

Solucién:

La presion atmosférica, para efectos practicos, disminuye 1,2 metros
por cada 1000 metros de altura en la atmosfera. Siendo para el nivel del
mar de 10,33 m.c.a.; por lo tanto, para 3000 m.s.n.m. se tiene que la
presion atmosfeérica es igual a 10,33 m.c.a.- (1,2 m-3000/1000) = 6,73
m.c.a.

La presion de vapor para 80°C, segun la Tabla 2-8, es de 4,86 m.c.a.;
por lo tanto, se debe producir un vacio de 4,86 m.c.a. - 6,73 m.c.a. = -
1,87 m.c.a., que equivale a una presion de 1,87 m.c.a. de vacio.

Para complementar el presente andlisis se recomienda al lector ver una
solucion similar en el Ejemplo 1.5 de (Potter et al., 2015, p. 21).
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2.6 Modulo de elasticidad volumétrico

Se expresa como la relacién de la variacion de la presion (dp) a la
variacion de volumen (dV) por unidad de volumen inicial (Vi), y
refiere la compresibilidad de un fluido (Giles etal., 1994).
Mateméticamente, se expresa como:

_ dp __ Pi — B
—dV/Vi (V¢ =V)
\va

(2.11)

Los subindices i y f, indican inicial y final, respectivamente. Segln
Potter etal. (2015), todos los fluidos se comprimen si la presion
aumenta, y si ésta presion aumenta también lo hace la densidad. EI dV
se calcula como el volumen final (Vf) menos el volumen inicial (Vj).
También se puede definir usando valores de presion y densidad, como
la relacion del cambio en la presion (dp), con respecto al cambio
relativo de la densidad (dp/pi), se expresa en la siguiente ecuacion:

dp P: = B
E = =
dp/pi (o; —p) 212)

P

Para el agua, E a una atmosfera de presion es aproximadamente de 2100
MPa, (310 000 psi); para el aire, en condiciones normales, es igual a 1,0
atmaosfera. En general, para un gas, es igual a la presién de dicho gas.

Teniendo en cuenta que para causar un cambio del 1,0% en la densidad
del agua se requieren 21 MPa, los liquidos se consideran
incompresibles. Si un gas experimenta cambios > al 4,0% se considera
compresible.

Los usos de E, en la préctica, estan relacionados con el calculo del golpe
de ariete en el flujo de liquidos en conductos a presidn, el cual relaciona
los modulos de elasticidad del fluido y del material del conducto. Por
otro lado, se usa también para estimar la velocidad del sonido (C) a
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través de liquidos, ya que esta dada como ¢ — /V ,donde E [N]y p
P

[kg/m?], que para el agua en condiciones estandar es C=1450m/s. En la
Tabla 2-9, se presentan los valores de E del agua para diferentes
temperaturas.

Tabla 2-9.- Modulo de elasticidad volumétrico del agua a diferentes

temperaturas.

T (°C) 0 5 10 15 20 25 30 35
E (N/m?) |204 206 211 214 220 222 223 224
T (°C) 40 50 60 70 80 90 100

E (N/m?) |227 230 228 225 221 216 207
Fuente: (Streeter et al., 2000, p. 712).

Ejemplo 2.2. El liquido comprimido en un cilindro tiene un volumen
de un (1,0) litro a 1,0 MPa de presion, y un volumen de 995 cm? a 2,0
MPa. ¢Cual es el moédulo de elasticidad volumétrico de dicho fluido?
(Streeter et al., 2000, p. 18).

Solucion:

Cambio en la presion dp =2 MPa -1 MPa =1 MPa,

Vi=1,0L, cambio en el volumen dV = (0,995 L-1,000 L) =-0,005 L.
E =1 MPa/-(-0,005 L/1,0L) = 200 MPa.

2.7 Tension superficial

La tensién superficial se denota con la letra griega sigma (o), y tal como
lo establece (Streeter et al., 2000, p. 20), se define como el trabajo o
energia superficial por unidad de area, que debe realizarse para llevar
moléculas desde el interior del liquido hasta la superficie, en un nimero
suficiente para crear una nueva unidad de superficie; matematicamente,
Se expresa como:

o= AF (2.13)

AL
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Con AF como un diferencial de fuerza y AL como un diferencial de
longitud. Se puede expresar en unidades de Joule sobre metro cuadrado
(3/m?), 0 en Newton sobre metro (N/m).

Hay que sefialar que, en el interior de un liquido, las fuerzas entre
moléculas son iguales en todas las direcciones, siendo la resultante nula.
En la interfaz entre liquido y gas, las moléculas ejercen una fuerza que
tiene una componente en la capa de la interfaz perpendicular aellay en
direccion al liquido, las moléculas superficiales tienen mayor energia
que las interiores, lo que hace que las moléculas del interior sean
Ilevadas hacia la superficie (Giles et al., 1994).

Por otra parte, alrededor de cada molécula de un liquido en reposo, se
desarrollan fuerzas moleculares de cohesion que acttan dentro de una
pequefia zona alrededor de un radio r. Las moléculas del liquido que se
encuentran a una profundidad mayor que r, producen fuerzas de
atraccion que se compensan o equilibran; lo contrario acontece con las
moléculas que se encuentran dentro de la capa de espesor r en la
proximidad a la superficie libre. Dentro de esta capa se ejercen fuerzas
resultantes de cohesién en direccidon hacia el liquido, por lo reducida de
las fuerzas de cohesion del medio que se encuentra encima de la
superficie libre (por ejemplo, aire). Estas fuerzas impulsan a las
particulas inferiores a un movimiento ascendente, que solo es posible al
desarrollarse un trabajo por el movimiento de las moléculas,
equivalente al incremento de energia potencial ganado por las mismas
(Sotelo, 2005).

Los liquidos tienen las propiedades de cohesion y adhesion; ambas son
formas de atraccion molecular. La cohesion permite que un liquido
resista esfuerzos de tension, mientras que la adhesion le permite
adherirse a otro cuerpo. En la interfase entre un liquido y un gas, es
decir, en la superficie del liquido, asi como en la superficie entre dos
liquidos inmiscibles (no mezclables), la fuerza de atraccion no
compensada entre moléculas forma una pelicula imaginaria capaz de
resistir tensiones. Esta propiedad de los liquidos es la denominada
tension superficial. Debido a que esta tensién actla en una superficie,
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se comparan dichas fuerzas midiendo la tension por unidad de longitud
de superficie (Franzini y Finnemore, 1999).

2.7.1 Capilaridad

La capilaridad es consecuencia de la tension superficial y es la
propiedad de aplicar fuerzas sobre fluidos, mediante tubos finos o
medios porosos; esta propiedad, tiene efecto significativo en tubos de
didmetros aproximadamente menores a 10 mm (0,010 m) (Giles et al.,
1994).

En la Figura 2-2, se ilustran las fuerzas que actdan sobre la superficie
libre del fluido, donde P es la fuerza debido al peso, F es la fuerza de
cohesion que ejercen las moléculas del interior del fluido sobre aquellas
localizadas en la superficie y Fa es la fuerza de adhesion que ejercen las
moléculas de la pared sobre aquellas méas alejadas.

Superficie del agua

Figura 2-2.- Fuerzas actuando sobre la superficie de un fluido.

Segun Simon (1983), otra importante contribucion al efecto fisico de la
elevacion capilar, lo constituye la adhesion del agua a la mayor parte de
los materiales sélidos. Los solidos que tienen adhesion positiva por el
agua se llaman “hidrofilos™, o que tienen atraccion por el agua; y los
que la repelen son “hidréfobos”, 0 que tienen adhesion negativa con el
agua.
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Segun Garcia (1987), al colocar un capilar de forma vertical en un
recipiente que contiene liquido que moje, el liquido asciende por el
capilar, hasta alcanzar una determinada altura (h). Segun la Figura 2-3,
al aplicar la ecuacion (2.14) a la superficie del menisco en el capilar que
con gran aproximacion se puede considerar como un casquete esférico
de radio (R).

|
s\ s

|
i

Figura 2-3.- Diagrama del ascenso capilar. Adaptada de: (Franzini y
Finnemore, 1999, p. 24).

La relacion entre el radio de capilar (r), el radio del menisco (R), y el
angulo de contacto (), se expresa como:

r=R-cosé&d (2.14)

Por la curvatura de la superficie habra una sobrepresion (AP) hacia el
centro del menisco que, de acuerdo a la ley de Laplace, (superficie de
una cara), tomara el valor siguiente:

AP_2C (2.15)
R

Reemplazando en esta expresion R = r/cosé, se tiene,
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AP =2 % coso (2.16)
r

Por efecto de esta sobrepresion, el liquido asciende una altura (h):
AP = »h (2.17)

Igualando las ecuaciones para AP y solucionando para (h), altura a la
que asciende el liquido en el capilar, se obtiene:

_ 20080
yr

h

(2.18)

Donde:

9 : Tension superficial en unidades de fuerza por unidad de longitud.
0 : Angulo de contacto.

y : Peso especifico del liquido (N/m3).

r : Radio del tubo (m).

h : Ascenso capilar (m).

Otra manera de deducir la ecuacion es igualar el peso del volumen de
agua en la altura h, dado como W =y1(nr?h) y la componente vertical de
la fuerza debido a la tension superficial dada como, Foy = o2nrcos(6),
al hacer W = Faov, {nr?h) = o2nrcos(6), se despeja h, y se obtiene de
igual manera la ecuacion (2.18) (Potter et al., 2015, p. 21).

Con base en lo explicado por Simon (1983), la adhesion entre fluidos y
solidos se expresa por el angulo de contacto (&) en el borde de las
superficies de contacto. Los materiales hidrofobos tienen un angulo de
contacto que es mayor de 90°. Por ejemplo, el angulo de contacto entre
el agua y la parafina es de 107°; por lo tanto, la parafina es un buen
agente impermeabilizante.

Por otra parte, la plata es neutra al agua pura, su angulo de contacto es
de casi 90°, mientras que el cuarzo y otros materiales que se encuentran
en los suelos porosos tienen un angulo de contacto con el agua de menos
de 90°; esto quiere decir que se empapan con facilidad. EI angulo de
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contacto entre el vidrio comun y el agua que contiene impurezas, es de
cerca de 25°. De hecho, las fuerzas cohesivas entre el agua y las
particulas de tierra son tan grandes que solo se pueden separar
evaporando el agua. Como complemento a estos valores, Franzini y
Finnemore (1999) manifiestan que si el tubo esta limpio, entonces se
tendra &= 0° para el agua y cerca de 140° para el mercurio.

Igualmente, Franzini y Finnemore (1999) expresan que los efectos
relacionados con la tension superficial son en general despreciables en
la mayoria de aplicaciones practicas en ingenieria, sin embargo, pueden
ser importantes en problemas relacionados con ascenso capilar, tales
como en zonas con aguas subterraneas. Cuando se utilizan tubos
pequefios para medir las propiedades de los fluidos tales como las
presiones, las mediciones deben hacerse teniendo en cuenta los efectos
relacionados con la tension superficial; una medicion correcta
corresponderia al caso en que la tension superficial fuera cero. Estos
efectos pueden ser importantes también en la formacién de gotas y
burbujas, en la desintegracion de chorros de liquido y en estudios con
modelos hidraulicos cuando el modelo sea pequefio.

La tension superficial es importante en los sistemas acuaticos porque la
aireacion esta intimamente relacionada con ella. La tension superficial
ejerce gran influencia en el tamafio de las burbujas, lo que es importante
en los aireadores de burbuja y unidades de fraccionamiento de espuma.

A continuacion se presenta la Figura 2-4, en la cual se puede estimar
el ascenso o depresion capilar para tubos de diversos diametros:
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Figura 2-4.- Ascenso o depresion capilar en tubos circulares de vidrio
limpios.
Fuente: (Franzini y Finnemore, 1999, p. 24).

En la Tabla 2-10 se presentan valores tipicos de la tension superficial
del agua a presion atmosférica estandar a nivel del mar.

Tabla 2-10.- Tension superficial del agua a presion atmosférica estandar a
nivel del mar

Temperatu  Tension superficial Temperatura Tension superficial
ra (°C) o (N/m) (°F) o (Ib/ft)
0 0,0762 32 0,00518
5 0,0754 40 0,00514
10 0,0748 50 0,00509
15 0,0741 60 0,00504
20 0,0736 70 0,00500
30 0,0718 80 0,00492
40 0,0701 90 0,00486
50 0,0682 100 0,00480
60 0,0668 120 0,00465
70 0,0650 140 0,00454
80 0,0630 160 0,00441
90 0,0612 180 0,00426
100 0,0594 200 0,00412
212 0,00404

Fuente: (Potter et al., 2015, p. 796).
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A continuacién, la Tabla 2-11 presenta valores tipicos de la tension
superficial de liquidos comunes.

Tabla 2-11.- Tensién superficial de liquidos comunes a presion atmosférica
estandar a nivel del mar y aproximadamente 60 °F a 70 °F (16 °C a 21 °C).

Liquido Tension superficial Tension superficial
o (N/m) o (Ib/ft)
Alcohol etilico 0,022 0,0015
Benceno 0,029 0,0020
Crudo 0,030 0,0020
Tetracloruro de carbono 0,026 0,0018
Glicerina 0,063 0,0043
Queroseno 0,025 0,0017
Mercurio 0,467 0,0320
Aceite SAE 10 0,036 0,0025
Aceite SAE 30 0,035 0,0024
Trementina 0,026 0,0018

Fuente: (Franzini y Finnemore, 1999, p. 469)

En la Tabla 2-12 se presentan valores tipicos de la tension superficial
de contacto entre fluidos.

Tabla 2-12.- Tensidn superficial de contacto entre algunos fluidos.

Liquido Tension superficial o (gr/c/m)
Benceno — aire 0,0295

Mercurio — aire 0,4700

Mercurio — agua 0,0401

Alcohol etilico — aire 0,0258

Alcohol etilico — agua 0,0023
Tetracloruro de Carbono — aire 0,0272

Aceite lubricante — aire 0,0357 a 0,0387

Aceite crudo — aire 0,0238 a 0,0387

Fuente: (Sotelo, 2005, p. 31).

2.8 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1.8.1. Una presion de 1,0 MPa aplicado a 300 L de liquido,
causa una reduccién en volumen de 0,6 L; calcule el mddulo de
elasticidad volumétrico en GPa y sefiale la respuesta (Streeter et al.,
2000, p. 19).

(@) -0,5;
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(b) 0,5;

(c) 50;

(d) 500;

(e) ninguna de las anteriores.

Ejercicio 2.1.8.2. Encontrar la expresion del modulo de elasticidad
volumétrico de los liquidos en términos de la densidad.

Ejercicio 2.1.8.3. Calcular la altura a la que asciende el agua en un tubo
capilar de 1 mm de didmetro, en contacto con la atmosfera, para el agua

a 20°C y el angulo de contacto («) para tubo limpio se puede suponer
igual a 90° (Chereque, 1987, pp. 14).

Respuesta: h = 3,0 cm. Segun el esquema se muestra en la Figura 2-5.

1mm
I
(o} O'/\\\
N I P
] |
Pa \ Pa
h
I N SN
= w =
Agua 20°C

Figura 2-5.- Ascenso o depresion capilar en tubo de vidrio.
Fuente: (Chereque, 1987, pp. 14).

Ejercicio 2.1.8.4. Considere el agua de mar en el punto méas profundo
del océano, la Fosa de las Marianas. La base de la fosa esta a 10994 m
bajo el nivel del mar. La densidad del agua en la superficie del mar es
de 1022 kg/m® y la presion al nivel del mar es de p=10° Pa. Calcular la
densidad del agua en el fondo de la Fosa de las Marianas con un E =
2,34 x 10° Pa.

Respuesta: 1070 kg/m?.
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Ejercicio 2.1.8.5. Un recipiente cilindrico de 1,00 m de didmetro y 2,00
m de alto, pesa 30,00 kg; si se llena con un liquido, el conjunto pesa
1500,00 kg; determinar el peso especifico del liquido, la densidad y el
peso especifico relativo o densidad relativa (Fernandez, 2001, p.3).

Respuesta: 936,31kg/m?; 94,93 UTM/m?3; 0,936.

2.9 Viscosidad

Segln Simon (1983), quizé la méas importante propiedad fisica del agua
desde el punto de vista de la hidraulica sea su resistencia al cortante o
deformacion angular. La medida de la resistencia de un fluido al
movimiento relativo se conoce como viscosidad. La viscosidad la
define como la capacidad de un fluido para convertir energia cinética,
0 sea energia de movimiento, en energia calorifica. La energia que se
convierte en calor se considera perdida, ya que no puede contribuir a
mas movimiento. Puede originar el calentamiento del fluido, o de lo
contrario, perderse por disipacion en la atmésfera. La energia requerida
para mover una cierta cantidad de agua por una tuberia, un canal abierto
0 una estructura hidraulica se determina por la cantidad de pérdidas por
cortante viscoso que se encontraran en el camino. Por consiguiente, la
viscosidad del fluido controla inherentemente su movimiento.

Para efectos de andlisis matematicos, en Mecéanica de Fluidos, la
viscosidad se divide en dos tipos: viscosidad dindmica y viscosidad
cinematica, términos que se analizan con detalle en los siguientes items.

2.9.1 Viscosidad dinamica

La viscosidad dinamica, también llamada viscosidad absoluta, consiste
en la resistencia interna entre las moléculas de un fluido en movimiento
y determina las fuerzas que lo mueven y deforman. También se puede
definir, como el coeficiente de proporcionalidad entre el esfuerzo
cortante (7) y la tasa de deformacion (dv/dy), resultando la “Ley de
viscosidad de Newton” (Streeter et al., 2000).

Para determinar la viscosidad dinamica, basado en Streeter et al. (2000),
se plantea el siguiente analisis. En la Figura 2-6, se ilustra el caso de
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dos placas paralelas infinitas entre las cuales se encuentra una delgada
capa de fluido; una de las placas se encuentra estacionaria mientras que
la otra estd en movimiento a la velocidad V, debido a la aplicacién de la
fuerza F que se corresponde con algun area A de la placa movil. Las
particulas en contacto con la placa superior se moveran a la misma
velocidad, la condicién fundamental que se presenta cuando un fluido
viscoso real estd en contacto con una superficie de frontera, es que el
fluido tiene la misma velocidad que la frontera ya que las particulas de
fluido se adhieren a las paredes; a dicha condicion se la denomina
“condicion de no desplazamiento”. La velocidad de la superficie
estacionaria es cero y de la superficie en movimiento es igual a V. Si la
distancia que separa las dos superficies solidas se considera pequefia,
entonces la rapidez de cambio de velocidad (perfil de velocidades) con
respecto a la posicion Y, es lineal (se describe un perfil de velocidades
lineal pues varia como una linea recta). El gradiente de velocidad es una
medida del cambio de velocidad y se define como Av/Ay.

- \Y .Superficie en movimiento| ——# F

fluido = = fluido

Superficie estacionaria

Figura 2-6.-Gradiente de velocidad en un fluido en movimiento.

En el perfil de velocidades lineal, el comportamiento es como si el
fluido estuviera compuesto de una serie de capas finas, cada una de las
cuales se desliza un poco en relacion a la siguiente. EXxistird cierta
relacién que vincula a la fuerza tangencial aplicada (Ft) con el area (A)
de la placa mdvil y la distribucion de la velocidad (V) respecto a la
distancia (Y); asi:
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F o AY_V (2.19)

t

Por semejanza de tridngulos, se puede reemplazar V/Y en la Figura 2-6
por el gradiente de velocidades Av/Ay. Si se introduce una constante de
proporcionalidad, representada con la letra griega x (mu), el esfuerzo
cortante 7 (tao) entre dos capas finas de fluido cualesquiera se puede
expresar como:

A

Por lo tanto, la proporcionalidad que estd dada por la viscosidad
dinamica u# y la anterior ecuacion (2.20), se denomina “Ley de
viscosidad de Newton ” o “Ecuacion fundamental de la viscosidad”,
la cual se cumple en los fluidos newtonianos (Streeter et al., 2000). Un
liqguido puede soportar esfuerzos de compresion, cortantes o
tangenciales, pero no de traccion; en los fluidos, la deformacién
aumenta constantemente bajo la accion de un esfuerzo cortante, por
pequefio que este sea (Domingo, 2011). La forma transpuesta de dicha
ecuacion define la constante de proporcionalidad, como se presenta en
la siguiente expresion:

il
A vy T Ly @21)

(2.20)

Donde, u es Coeficiente de viscosidad o “viscosidad absoluta” o
“viscosidad dinamica” (por estar relacionado con la fuerza), y 7 es el
esfuerzo tangencial (tension o esfuerzo cortante 7= FJ/A).

Unidades de la viscosidad dinamica. Sustituyendo las unidades en la
ecuacion (2.21), en los diferentes sistemas de unidades en el sistema Sl,
se tiene:

N m N.s

= . = =Pa-s (2.22)
=M mis m?
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De este modo se puede obtener las unidades para la viscosidad en los
otros sistemas de unidades, cuya demostracion se deja como ejercicio
para que sea desarrollada por el lector.

En la Tabla 2-13 se indica las unidades de la viscosidad dindamica en los
cuatro sistemas de unidades.

Tabla 2-13.- Unidades de la viscosidad dindmica.
SISTEMA DE UNIDAD

CANTIDAD
Sl Sistema Inglés MKS CGS
Poise =
Viscosidad Ibe-s/ft2 6 5 g/(cm-s) 6
Dinamica &S Slugl(fts) kp/m?®s 1dina-s/c
m2

2.9.2 Viscosidad cineméatica

La viscosidad cinematica es la relacion entre la viscosidad absoluta o
dindmica () y la densidad del fluido (p), la cual mide en un fluido, su
resistencia a fluir debido a su propio peso; esta relacion aparece en
muchas aplicaciones, por ejemplo, se encuentra contenida en el nimero
de Reynolds. Esta viscosidad se expresa con la letra griega v (nu), asi:

(2.23)

<
I
SRS

Para determinar las unidades, se reemplaza las unidades
correspondientes a las cantidades involucradas en la ecuacién (2.23).

3 2
m-s kg/m* kg-m-s s

De igual manera, la deduccion se puede hacer para los sistemas de
unidades restantes. En resumen, las unidades en las que se expresan la
viscosidad cinematica ven los sistemas de unidades, se muestran en la
Tabla 2-14.
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Tabla 2-14.- Unidades de la viscosidad cinematica.

CANTIDAD SISTEMAS DE UNIDADES

Sl S. Inglés MKS CGS
V!scos[dg d m?/s ft?/s m?/s Stoke=cm?/s
Cinematica

2.9.3 Efecto de la temperatura sobre la viscosidad

Segun Beltran (1990), la viscosidad de los gases aumenta con la
temperatura, hecho que se atribuye a que, para mayores temperaturas,
las moléculas del gas tienen mayor velocidad y el chogue con sus
vecinas es mas frecuente, con lo cual el intercambio de energia y de
cantidad de movimiento es mas rapido. En los liquidos, por su parte, la
viscosidad disminuye con la temperatura, lo cual puede explicarse
porque sus moléculas estan mas cercanamente espaciadas,
predominando las fuerzas intermoleculares; asi, al aumentar la
temperatura, la amplitud de las vibraciones hace que estas tiendan a
alejarse, con una consiguiente disminucion de dichas fuerzas.

La viscosidad de los fluidos varia significativa con la temperatura. En
los fluidos liquidos, al aumentar la temperatura existe una disminucion
de la viscosidad dindmica, pues estos fluidos presentan menor
resistencia al esfuerzo cortante, por lo cual disminuye la cohesion (lo
cual se evidencia, por ejemplo, en el aceite para motor); en los gases,
por el contrario, al aumentar la temperatura se incrementa la viscosidad
dinamica, pues en ellos predomina el intercambio de moléculas entre
dos capas de velocidades distintas. De igual manera, la viscosidad
cinematica de los gases varia mucho con la presion y la temperatura,
mientras que, la de los liquidos, solo varia con la temperatura Beltran (1990).

La ecuacion (2.25) propuesta por Yang (1995), permite determinar la
viscosidad cinematica del agua en funcion de la temperatura, en m?/s
con T°en °C.

-6
L 1,792-10 225

- 1+(0,337-T°)+(0,000221-T”2)
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También se puede recurrir a la expresion mostrada en la ecuacion
(2.26), que presentan Timmons y Ebeling (2010), dada como:

v :(—9,9653- 107°.T* +0,001143-T°* —0.05807-T° + 1,7851)- 10°m? /s
(2.26)

Donde, v es la viscosidad cinematica en m?/s; T° es la temperatura del
aguaen °C.

En el siguiente cddigo de Octave y Matlab se calculan las ecuaciones
2.25y 2.26:

CODIGO (Se abre una pestafia del Editor de Octave o Matlab y se copia
las lineas)

Entrada

clear;clc;

T=input ('Ingrese la temperatura del agua="); % Entre el valor de la
temperatura en °C.
visc_Yang=(1,792*107(-6))/(1+0,0337*T+0,000221*T"2) % valor de
la viscosidad en m?/s.

Visc_Timmons= (-9,9653*10" (-6)*T~3+0,001143*T"2-
0,05807*T+1,7851)*10" (-6) % valor de la viscosidad en m?/s.

Salida

Ingrese la temperatura del agua = 15
visc_Yang = 1,1522e-06 m?/s
Visc_Timmons = 1,1376e-06 m?/s

La diferencia de la ecuacion (2.26) con respecto a la ecuacion (2.25), es
de 1,23% para una temperatura de 15°C.

Seguidamente, la Tabla 2-15 presenta los valores de la viscosidad
cinemaética del agua para diferentes temperaturas.
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Tabla 2-15.- Viscosidad cinemética del agua.

Temperatura Viscosidad Temperatura Viscosidad

[°C] cinematica [°C] cinematica

[m%s . 10 [m%s . 10

0 1,79

1 1,73 21 0,97
2 1,68 22 0,95
3 1,62 23 0,93
4 1,57 24 0,90
5 1,52 25 0,88
6 1,48 26 0,87
7 1,43 27 0,85
8 1,39 28 0,83
9 1,35 29 0,81
10 1,31 30 0,80
11 1,27 31 0,78
12 1,23 32 0,77
13 1,20 33 0,75
14 1,17 34 0,74
15 1,13 35 0,72
16 1,10 36 0,71
17 1,07 37 0,70
18 1,05 38 0,68
19 1,02 39 0,67
20 0,99 40 0,66

Fuente: (Timmons y Ebeling, 2010, p. 41).

En la Tabla 2-16, se presentan los valores de la viscosidad dindmica y
cinematica del aire a presion atmosférica, para diferentes temperaturas.
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Tabla 2-16.- Propiedades fisicas del aire a presion atmosférica.

Temperatura  Viscosidad Dindmica p Viscosidad Cinematica

(°C) (kg-s/m?) v (m%s)
-40 1,51 E 10 9,98 E 10%
-30 1,56 E 10 1,08 E 10
-20 1,62 E 10 1,16 E 10
-10 1,67 E 10 1,24 E 10
0 1,72 E 10 1,33 E10°
10 1,77 E10° 1,42 E 10
20 1,81 E10° 1,51 E 10
30 1,86 E 10 1,60 E 10
40 1,91 E10° 1,69 E 10
50 1,95 E 10 1,79 E 10
60 1,99 E 10 1,89 E 10
70 2,04 E10° 1,99 E 10°
80 2,09 E 10° 2,090 E 10°
90 2,13E10° 2,19 E 10°
100 2,17 E10° 2,30 E10°
110 2,22 E10° 2,40 E 10°
120 2,26 E10° 2,51 E10°

Fuente: (Mott y Untener, 2015, p. 496).

A continuacion, la Tabla 2-17, presenta los valores de viscosidad
dindmica para liquidos comunes.

Tabla 2-17.- Viscosidad dinamica de liquidos comunes, continuacion.

Viscosidad dinamica

Liquido 4 (Pa:s)
Acetona 3,16 E 10*
Alcohol etilico 1,00 E 107
Alcohol metilico 5,60 E 10*
Alcohol propilico 1,92E 10
Benceno 6,03 E 10°
Tetracloruro de Carbono 9,10 E 10°
Aceite de ricino 6,51 E 107?
Etilenglicol 1,62 E 10*
Gasolina 2,87 E 10
Glicerina 9,60 E 107?
Keroseno 1,64 E 10°
Aceite de linaza 3,31 E 10*

Mercurio 1,53 E 10°
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Tabla 2-17.- Viscosidad dinamica de liquidos comunes. _
Viscosidad dinamica

Liquido 4 (Pas)
Propano 1,10E 10°®
Agua de mar 1,03E 10°
Trementina 1,37 E10°
Aceite de petréleo, medio 2,99 E 10°
Aceite de petréleo, pesado 1,07E 108

Fuente: (Mott y Untener, 2015, p. 490).

Finalmente, la Tabla 2-18 presenta los valores de la densidad y de la
viscosidad cinemaética de combustibles para diferentes temperaturas.

Tabla 2-18.- Densidad y viscosidad cinematica de combustibles a diferentes
temperaturas.

Fluido Temperatura Densidad p _ Visc_osidad
(°C) (kg/m?) Cinematica v (m?/s)
5 737 0,000000757
10 733 0,000000710
Gasolina 15 728 0,000000681
20 725 0,000000648
25 720 0,000000621
30 716 0,000000596
5 865 0,00000598
Aceite 10 861 0,00000516
combustible 15 858 0,00000448
20 855 0,00000394
25 852 0,00000352
30 849 0,00000313

2.9.4 Efecto de particulas solidas sobre la viscosidad

La viscosidad de un fluido se puede alterar introduciendo particulas
solidas dentro del mismo, por ejemplo, en el caso del estudio de flujos
bifasicos. Para estimar este efecto, se han propuesto ecuaciones
empiricas y teoricas, en funcion de la concentracion de solidos
presentes en el fluido, siendo la méas conocida, la ecuacion de Einstein
para la viscosidad (Graf, 1984). Esta ecuacion es usada en el estudio de
la reologia de sistemas multifasicos. En ella, la variacion de la
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viscosidad del fluido puro por la presencia de particulas solidas esta
descrita como:

L, =11+ 2,5C) (2.27)

donde C es la fraccion volumétrica de sdlidos, calculada como la
relacion entre el volumen de particulas sobre el volumen total; xes la
viscosidad de la fase continua; um es la viscosidad de la mezcla
resultante; y la constante 2,5 es lo que se conoce como viscosidad
intrinseca, valida en este caso para esferas rigidas. Por su parte Graf
(1984), presenta varias ecuaciones de este tipo propuestas por otros
autores.

2.10 Clasificacion de los fluidos

En el cuadro sindptico de la

Figura 2-7 que se muestra a continuacion, se indica como se clasifican
los fluidos segun la relacion entre esfuerzo cortante y deformacion.

—

Fluidos Newtonianos

e Plastico ideal o Fluido de
FLUIDOS Bingham
) Fluidos no Newtonianos » Pseudoplastico
¢ Dilatante
Fluido Ideal

~——

Figura 2-7.- Cuadro sindptico de clasificacion de fluidos.

A continuacion, se describe con mayor detalle cada uno de los tipos de
fluidos.
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2.10.1 Fluidos newtonianos

Es el fluido que cumple con la ley de viscosidad de Newton y se
comporta segln la forma transpuesta de la ya mostrada ecuacion (2.20);
es decir, si el esfuerzo cortante de un fluido es directamente
proporcional al gradiente de velocidad, la viscosidad dindmica u es
funcién exclusivamente de la condicién del fluido, en particular de su
temperatura. La magnitud del gradiente de velocidad no tiene efecto
sobre la magnitud de u (Streeter et al., 2000, p. 4).

Los fluidos mas comunes como agua, aire, aceite, gasolina y petroleo,
estan clasificados como fluidos newtonianos. Segun Beltran (1990), en
los fluidos newtonianos la presion tiene un pequefio efecto sobre el
coeficiente de viscosidad, siendo ese efecto generalmente despreciable.

2.10.2 Fluidos no newtonianos

Por el contrario, los fluidos que no se comportan de acuerdo a la referida
ecuacion 2.20, es decir, que no cumplen la ley de viscosidad de Newton,
se denominan fluidos no newtonianos, los cuales suelen tener una
composicion molecular mas compleja. La viscosidad del fluido no
newtoniano no solamente depende del gradiente de velocidad, sino
también de la condicién del fluido. A continuacion se describe cada uno
de los fluidos no newtonianos (Streeter et al., 2000, p. 4).

2.10.3 Fluido plastico ideal o fluido Bingham

Este tipo de fluido requiere un esfuerzo cortante minimo para causar
movimiento, esfuerzo conocido como esfuerzo de cadencia o rigidez
plastica (z), lo que implica que, por debajo de este esfuerzo, no se
presenta tasa de deformacién. Este fluido se cuantifica con la siguiente
ecuacion:

T=1, +77(:I; (2.28)

n es conocido como el coeficiente de rigidez (Beltran, 1990).

Las mezclas de agua y arcilla, por encima del 10% de concentracion, la
bentonita y agua entre 9% y 27 % en concentracion, pasta de dientes
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(dentifricos), la pintura, el asfalto y las suspensiones acuosas de
sedimentos de aguas residuales, todas estas mezclas tienen
comportamiento de fluidos Bingham, aunque no tienen una relacion
esfuerzo-razon de deformacion lineal (Potter et al., 2015).

2.10.4 Fluido pseudopléstico

Los fluidos pseudoplasticos se vuelven menos resistentes al
movimiento al aumentar la razén de deformacion, también conocidos
como fluidos adelgazantes al corte (Vennard y Street, 1979). Entre los
fluidos pseudoplésticos, se encuentran las suspensiones acuosas de
arcilla, el polietileno fundido y el plasma sanguineo. Estos fluidos se
pueden modelar segun la ley de potencia.

L K[d"j (2.29)
dy

Donde K es un coeficiente de consistencia del fluido y n es el indice de
la ley de potencia o comportamiento del fluido que, para fluidos
pseudoplasticos, siempre es menor que 1, (n<1) (Beltran, 1990).

En la Tabla 2-19 se presentan algunos valores de Ky de n para fluidos
de esta categoria.

Tabla 2-19.- Valores de K y n para fluidos pseudoplastico.

Tipo de fluido % en peso de K n
concentracion [N.sm?] [-]
Arcilla amarilla en agua 23,2 5,55 0,229
Carboxilimetilcelulosa en agua 0,67 0,304 0,716
15 3,13 0,554
3,0 9,89 0,566
Caliza en agua 33,0 7,18 0,171
Napalm en queroseno 10,0 0,64 0,520
Pulpa de papel en agua 4,0 20,0 0,575
Cemento en agua 54,3 2,51 0,153

Fuente (Beltran, 1990, pp. 8).



Capitulo 2: Propiedades de los Fluidos 61

2.10.5 Fluido dilatante

Los fluidos dilatantes, también conocidos como fluidos espesantes al
corte, se vuelven mas resistentes al movimiento a medida que aumenta
la razén de la deformacion (Vennard y Street, 1979). Entre los fluidos
dilatantes, estan las arenas movedizas y lodos. Estos fluidos se pueden
modelar asi mismo mediante la ley de potencia.

. K(O'VJ (2.30)
dy

Donde K es un coeficiente de consistencia del fluido, y n es el indice de

la ley de potencia o comportamiento del fluido; para fluidos dilatantes

(n) siempre es mayor que 1, (n > 1) (Beltran, 1990).

2.10.6 Fluido ideal

Es el tipo de fluido carente de viscosidad. Aunque en la realidad no
existe este tipo de fluidos, su concepto sirve para lograr soluciones
tedricas, como es el caso del flujo con potencial.

En la Figura 2-8 se ilustra esquematicamente el comportamiento de los
tipos de fluidos newtonianos y no newtonianos:

Figura 2-8.- Clasificacion de flujos en fluidos newtonianos y no
newtonianos. Fuente: Adapatada de (Vennard y Street, 1979, p. 36)
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2.11 Medicién de la viscosidad

La medicion de la viscosidad se realiza por medio de instrumentos de
laboratorio denominados “viscosimetros”, que pueden ser basicamente
de tres tipos:

- Viscosimetros giratorios
- Viscosimetros de esfera
- Viscosimetros de tubo capilar

En los viscosimetros se imparte al fluido un movimiento laminar, ya sea
aplicandole una diferencia de presiones (viscosimetro de tubo capilar),
0 por el movimiento de un cuerpo (viscosimetro de esfera) o de una
superficie solida (viscosimetro giratorio).

2.11.1 Viscosimetro giratorio

“La medicidn con viscosimetros giratorios es una herramienta de facil
uso para determinar la viscosidad de los fluidos, incluidas las pinturas,
los productos del petréleo y las soluciones de polimeros. Si bien las
normas suelen usar la medicion con viscosimetros giratorios, el
procedimiento de calibracién o validacion de la medicion no siempre
forma parte de la norma, lo que puede ocasionar resultados diferentes
entre laboratorios” (ASTM, 2013).

“Una norma propuesta para la calibracion de la viscosidad por parte del
usuario mejorard la coincidencia de resultados entre laboratorios.
La WK43494, que es un méetodo de prueba para calibrar la viscosidad
de los viscosimetros giratorios, esta siendo elaborada por el subcomité
E37.08 sobre Reologia, parte del Comité E37 de ASTM International
sobre Mediciones térmicas” (ASTM, 2013).

En la Figura 2-9 se muestra una imagen del viscosimetro giratorio.


https://www.astm.org/WorkItems/WK43494.htm
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Figura 2-9.- Imagen del viscosimetro giratorio. Fuente: (Mott y Untener,
2015, p. 27).

2.11.2 Viscosimetro de esfera

También aparece en el estado del arte con el nombre de viscosimetro
de bola. Tal como lo presenta Industria Quimica (2020), es un
viscosimetro de laboratorio de gran precision y de aplicacion
universal que destaca por su sencillo manejo y amplio rango de
medicidn. Se utiliza principalmente en la inspeccion de calidad de
sustancias fluidas. Es por ello un dispositivo indispensable para la
formacién y medicién en centros educativos especializados. Entre
sus aplicaciones destacan los fines educativos/pedagdgicos, las
industrias petroleras (por ejemplo, aceites minerales), papelera,
quimica polimérica, cosmética, farmacéutica, o sectores como el
alimentario, los combustibles o la detergencia. En la Figura 2-10 se
ilustra una imagen del viscosimetro de esfera.
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Figura 2-10.- Imagen del viscosimetro de esfera o de bola “Hoppler”.
Fuente: Industria Quimica (2020).

2.11.3 Viscosimetro de tubo capilar

Es un dispositivo, generalmente de laboratorio, usado para medir la
viscosidad de un fluido haciéndolo pasar a un gradiente de presion o
velocidad conocidos, a través de un tramo de tuberia de didmetro D y
longitud L conocidos. La viscosidad de petréleos, que son fluidos
newtonianos, se mide utilizando un tubo capilar de vidrio en un bafio
termostatico, cuando se realiza conforme a los procedimientos del API
(Oilfield Glossary, 2020). En la Figura 2-11 se muestra una imagen de
este tipo de viscosimetro.

L
(I}/éuestra 1 ly 2|
Fluido |—ﬂ /' —Q ? +‘
D )

Tubo capilar

h
Mercurio

Figura 2-11.- Imagen del viscosimetro de tubo capilar. Fuente:
Adaptado de (Mott y Untener, 2015, p. 28).
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La viscosidad dinamica se despeja de la ecuacion de Hagen-Poiseuille
para flujo laminar, ya que las variables involucradas se pueden medir
en el dispositivo de laboratorio.

2.12 Ejemplos de aplicacion

Existen varios casos donde se puede aplicar el concepto de la viscosidad
para efectos practicos en la ingenieria, a continuacion se presentan
algunos ejemplos.

Ejemplo 2.3. Encontrar la distribucion de esfuerzos cortantes para el
flujo indicado en la Figura 2-12, para un fluido con viscosidad
dindmica de 1,5 x10° kp/m?s, en los siguientes casos: a) para
distribucion lineal de velocidades, b) para distribucion parabdlica de
velocidades. Adoptar valores de y = (0,03 m, 0,02 m, 0,01 m, 0,005 m
y 0,0 m) y una velocidad maxima de 0,45 m/s para la distancia de 0,03 m.

e Ves05mis
Lineal
dy|
0.03m I .

Parabolica

y /
> v

v dv

Figura 2-12.- Esquema distribucion de velocidades correspondiente al
Ejemplo 2.3.

Ejemplo 2.4. Se tiene un viscosimetro con cilindros concéntricos,
calcular la viscosidad dindmica, con los siguientes datos: cilindros de
30,0 cm de largo, didmetro del cilindro interno de 20,0 cm, didmetro
del cilindro externo de 20,2 cm, torque 0 momento de torsion de 0,13
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N.m, velocidad angular de @ = 400 r.p.m. (r.p.m. = revoluciones por
minuto).

Ejemplo 2.5.

Siun cuerpo de dimensiones 1 mx 1 mx 1 m, que pesa 100 N, se desliza
sobre un fluido con una inclinacion de 30°, a una velocidad de 0,2 m/s
y la viscosidad del fluido es de 1 poise. Determinar el espesor (t) que
debe tener la capa de fluido en movimiento. Inicialmente tome las
suposiciones para un espesor muy pequefio, (y<<<). Ver Figura 2-13

Figura 2-13.- Esquema del Ejemplo 2.5.

Ejemplo 2.6. Si un cilindro gira concéntricamente dentro de otro, el
cual contiene un liquido con una viscosidad dinamica de 0,72 Pa-s, el
didmetro externo del tubo interior es de 36 cm y la separacion entre el
tubo interior y el exterior es de 1,23 mm, la velocidad angular () es de
200 r.p.m. y la longitud del tubo es de 1,0 m. Hallar la potencia (P)
perdida por resistencia con el fluido. (Tomar P = Fw), F es fuerzay vt
es la velocidad tangencial igual a @-r. Solucionar el problema de forma
aproximada (dv/dy = v/r), y exacta tomado dv/dy = -dv/dr. (Solucion
idéntica al ejemplo 2.4 en la cual el Torque 7" = FR1, y P = FwR1).

2.12.1 Solucionario de ejemplos

Ejemplo 2.3

a. Solucién con distribucion lineal

Por similitud de triangulos se encuentra la relacion entre Vy Y. Esto se
hace suponiendo que el espesor es muy delgado, menor a 5 mm.
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&y Y. o

dv_Vmax_\i .
v 1)

De la anterior ecuacion se calcula la relacion V/Y para cada altura, la
cual se convierte en una constante. Este valor se reemplaza en la
ecuacion de viscosidad de Newton y se halla el esfuerzo cortante, como
se indica en la Tabla 2-20, en la cual se observa que el esfuerzo cortante
es constante en la vertical.

Tabla 2-20.- Solucién del Ejemplo 2.3 con distribucidn lineal de velocidades.

Y Vv VIY T
[m] [m/s] [s7] [Ke/m?]
0,03 045 15 22,5E10°
0,02 0.3 15 22,5E10°
0,01 0,15 15 22,5E10°

0,005 0,045 15 22,5E10°

b. Solucién con distribucién parabodlica

Se empieza solucionando la ecuacion de la parabola, cuando el vértice
(V) se encuentre en (h, k), la ecuacion de la parabola representada en la
Figura 2-14, se da como:

(y—k) =—4P(x—h) @)

Figura 2-14.- Geometria de la parabola
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Si se toma el eje x como el eje de la velocidad x =V, es necesario
encontrar los valores de (h, k) y P, donde P es la distancia entre el
vertice y el Foco, también llamada distancia focal, en este caso k
corresponde al valor de Ymax Y h al de Vmax, 0 valores del vértice de la
parabola, por lo tanto:

(y—0,03m)* = —4P(V —0,45m/s) ©)

Con la condicién de frontera, dadacomo Y =0,V =0.

(0-0,03m)* =—4P(0-0,45m/s) 4)
0,03m)’
P:&:5*10_4m*5 (5)
4(0,45m/s)
2 1
_ L w- 6
(y—0,03m) og(V ~0.45m/s) (6)

Despejando la velocidad se tiene:
V =0,45m/s—500(y—0,03m)* (7)

Como el interés consiste en saber el cambio de la velocidad con la
profundidad Y, se deriva la anterior ecuacion con respecto a Y.

av

dav
= - m 9
<, = —1000(y—0,03m) (9)

Con la ecuacién anterior se encuentra la distribucion de esfuerzos
reemplazando en la ecuacion de viscosidad de Newton. Los célculos se
indican en la Tabla 2-21.

Tabla 2-21.- Solucion del Ejemplo 2.3 con distribucion parabolica de
velocidades.
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Y Vv dv/dy 7
[m] [m/s] [s”] [Ke/m?]
0,03 045 0,0 0,000
0,02 0,40 10,0 0,015
0,01 0,25 20,0 0,030

0,005 0,14 25,0 0,0375
0,00 0,00 30,0 0,045

Como se observa en la Tabla 2-21, el esfuerzo cortante tiene una
variacion lineal con la profundidad, con valor maximo en la pared y
cero en la superficie.

Ejemplo 2.4.

El problema se puede solucionar de forma exacta y aproximada.
Primero se solucionara el problema de manera aproximada y luego de
forma exacta. Se plantea el esquema del enunciado en la Figura 2-15.

Figura 2-15.- Geometria del viscosimetro de cilindros.

Obsérvese en la ampliacion de la Figura 2-15, como la distribucion de
velocidades va en la direccion del giro, donde en la pared externa es
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cero, ya que el cilindro externo se encuentra en reposo; notese ademas
que la direccion de “y” va desde el radio externo al interno, y el radio
“r” va en direccion de R1 a Ry, por lo tanto “y” y “r” tienen signo
contrario, y = -r.

Solucion aproximada:

Al rotar el cilindro interno se genera un esfuerzo cortante (z), que
interesa conocer, entre la superficie del cilindro y el fluido. El torque o
momento angular I, sera:

F=FR1;F:TAL;AL=27TR1L:>T:27Z-LR12

(1)

Por otro lado, segun la ley de viscosidad de Newton se obtiene:

o AV AV
May )~ dr

Si se hace la siguiente aproximacion, para separaciones de cilindro muy
pequefias por lo general menores a 5 mm. Con U como la velocidad
tangencial del cilindro interno.

)

d_V
dr

U U
— - = 3
(Rz_Rl) h ()

Como la velocidad tangencial U, puede ser dada como U=wRq, el
esfuerzo cortante es dado como:

=y (4)

Igualando las ecuaciones (1) y (4) se obtiene:



Capitulo 2: Propiedades de los Fluidos 71

oR,_ T .
T R ©)

Despejando para la viscosidad dindmica:
o hr 6
“ w27rLR} ©)

Presentando las unidades en el SI la viscosidad queda en Pa.s, y se debe
dar w en [rad/s], por lo que @ en [rpm] debe multiplicarse por 27/60,
(1rpm = 27/60 rad/s), de este modo, introduciendo estos valores se
obtiene:

60 A Ar @)

=— 15
H 27T a)27z'LRf a)7z'2LR13

Solucidn exacta:

Al rotar el cilindro interno se genera un esfuerzo cortante entre la
superficie del cilindro y el fluido. EI torque 0 momento angular T, a
una distancia (r) cualquiera, sera:

r
F=F-(N;F=rtAA=2zTL=>r=—— 8
o o " ‘ 27Lr? ®)

Por otro lado segun la ley de viscosidad de Newton se obtiene

A2

Como Rz =y+r, al derivar se obtiene 0 = dy+dr, por lo tanto, dy = -dr.

dv
T="H dr (10)

Igualando las ecuaciones (8) y (10) se obtiene:
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dv r
_ — (11)
# |dr 27Lr?
Aplicando separacion de variables;
r dr
—udV =—— — 12
ST (12)
Integrando la ecuacion (12) se tiene:
° r %dr T %
—pufdv=—-—[==—[r2d
“QL 27rL£1r2 2Ly
(13)

Al solucionar la integral definida en ambos lados de la ecuacién, se
obtiene:

r 1 1
_ 00— - | = _ =
#(0-aR) 27z|_(R2 RJ
(14)
r 1 1
- | =——— 15
e 7w w9
Como la diferencia de los radios es igual al espesor h, se tiene:
P [RZ—lez r (hjz r'h 2 (16)
o27LR | RR, o27LR | RR, @27LR,R;

Esta ecuacidn es similar a la obtenida por el método aproximado; en
este caso hay influencia de R2. Como (w debe ir en rad/s), por lo que @
en [rpm] debe multiplicarse por 27/60, para convertir a rad/s. Si el
espesor h es muy pequefio, se puede aproximar que R1 = Rz, y se obtiene
la solucion del método aproximado de la ecuacion (7).
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Ejemplo 2.5.

Considerando que el bloque esta inclinado, es necesario descomponer
todas las fuerzas en la direccion del plano inclinado, el peso W actua en
direccion del plano como W-sen (30). La fuerza F derivada del esfuerzo
cortante viscoso es:

F=1A = ,u(ﬂJ A, (1)
dy

Si se asume que el espesor del fluido es muy pequefio (menor a 5,0
mm), se puede usar la derivada aproximada.

/4
F=u (?j 4, @)

Igualando el peso W'y la fuerza F, se despeja el espesor.
V
W x sen(30) = M[ijlb 3)
po_ HVA, (4)
W x sen(30)
1 poise (P) =1 g-(s-cm)* =1 dina-s-cm 2 = 0,1 Pa-s. Al reemplazar los
valores en el sistema S| de unidades, se tiene un espesor de t = 0,0004

m (= 0,4 mm < 5,0 mm, por lo tanto, la suposicion fue correcta).

Ejemplo 2.6.
Como potencia P =T"- @, y tomando la solucion del Ejemplo 2.4, se tiene
dos métodos:

Método aproximado

_or’LRu 1)
15h

r
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@’ 7’ LR} 11 @
15h

P=

En la ecuacion (2), la velocidad angular es en rpm, las demas cantidades
estdn expresadas en el sistema de unidades Sl, obteniéndose una
potencia de 44 924 W.

Método exacto

2
r = 2n POLRR 3
h
2 2
p= o PO LRR, @)
h

Se debe convertir la velocidad angular de rpm a radianes/segundo, para
aplicar la ecuacion (4), obteniéndose una potencia de 45231W.

La diferencia entre estos dos métodos de calculo de la potencia es de
0,68%.

2.13 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.13.1. Con base en: (Shames, 1995, p. 30), (Nifio y Duarte,
2007, pp. 1-11), (Bergada, 2006, p. 7) y (Fernandez, 2001, p. 13).

Se hace rotar un cuerpo conico con una velocidad constante de 10 rad/s.
Una pelicula de aceite con una viscosidad de 4,5x107 Ib.s/pie? separa
el cono del contenedor. El espesor de la pelicula (e) es de 0,01 pulg.
¢ Qué torque se requiere para mantener este movimiento en unidades del
sistema Inglés? El cono tiene un radio de 2 pulg. en la base y 4 pulg. de
altura. Use la suposicion de perfil lineal y la ley de viscosidad de
Newton (Figura 2-16).

Para resolver el ejercicio se puede buscar apoyo en los siguientes
enlaces: https://youtu.be/-SvrSs6nDMw,
https://www.youtube.com/watch?v=SwimHutHOfY y
https://www.youtube.com/watch?v=ab3_I5V_rnl.


https://youtu.be/-SvrSs6nDMw
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O w=10rad/s
2

Pelicula de
aceite de 0,01

pulg.

B\\,Ol pulg. § K

Figura 2-16.- Geometria del cono. Fuente: Adaptado de (Shames, 1995,
pp.30).

Ejercicio 2.13.2. (Bergada, 2006, p. 3).

Halle la potencia necesaria para mantener una velocidad angular (w)
constante de 10 rad/s en el viscosimetro cilindrico de la Figura 2-17.
(Considérense los esfuerzos cortantes, en la superficie lateral y en la
base). Resolver a partir de los siguientes datos: H =10 cm, Ry = 3 cm,
h=0,1cm, u=7-10° N-s/m?,

Resp. P =0,0127 [W]

<

Figura 2-17.- Geometria del Ejercicio 2.13.2.
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Ejercicio 2. 13.3. (Cengel y Cimbala, 2006, p. 59).

¢Como varia la viscosidad dinamica de a) los liquidos y b) los gases,
con la temperatura?. Explique las causas de la diferencia.

Ejercicio 2. 13.4. (Cengel y Cimbala, 2006, p. 59).

Se debe mover un bloque de 50 cm x 30 cm x 20 cm, que pesa 150 N,
tal y como se muestra en Figura 2-18, a una velocidad constante de 0,8
m/s sobre una superficie inclinada con un coeficiente de friccion de
0,27.

a) Determine la fuerza F necesaria a aplicar en la direccion horizontal.
b) Si se aplica una pelicula de aceite de 0,4 mm de espesor, con una

viscosidad dindmica de 0,012 Pa.s, entre el bloque y la superficie
inclinada, determine el porcentaje de reduccion en la fuerza necesaria.

Figura 2-18.- Geometria del bloque.

Ejercicio 2. 13.5.

Si la viscosidad absoluta de un aceite es de 510 poises. ¢Cudl es su
viscosidad en el sistema SI?. (Diaz, 2006, p. 12).
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3.1 Introduccion

La estatica de los fluidos estudia el equilibrio de los fluidos en
reposo o en aquellos que no existe movimiento relativo entre sus
elementos (Vennard y Street, 1979, p. 57), (Potter etal., 2015). En
ingenieria por lo general se trabaja con valores medios de las variables
y no como un estudio detallado de cada molécula, de este modo se tiene
en cuenta valores medios de la temperatura, presién, velocidad y las
propiedades de los fluidos, partiendo de la suposicion de que el fluido
es un medio continuo y no una sustancia formada por moléculas
discretas.

3.2 Variacion de la presion

Segun Potter et al. (2015), existe la deduccién de una ecuacion general
para predecir la variacion de presion de los fluidos en reposo o
sometidos a una aceleracion mientras la posiciéon relativa de los
elementos de fluido unos respecto a otros permanece inalterada (esto
elimina el esfuerzo cortante). Para determinar la variacion de presion
en tales fluidos, se considera el elemento infinitesimal que se muestra
en la Figura 3-1, donde el eje z esta en la direccion vertical.

(p + dploz dz/2) dxdy (P - Op/ox dx/2) dy dz

(p - oploydy/2) dxdz —| - - m ' dz <+———(p+ Oplaydy/2) dxdz

3 dy
(p + dplox dxi2) dy dz ‘(p—@p/é’z 12) dxdy

pg (dx dy dz)

X
Figura 3-1.- Fuerzas que acttian sobre un elemento infinitesimal que esta en
reposo en marco de referencia xyz. Fuente: Adaptado de (Potter et al., 2015).
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La variacion de presion de un punto a otro se determinara aplicando la
segunda ley de Newton, es decir, “la suma de las fuerzas que actdan
sobre el elemento de fluido es igual a la masa multiplicada por la
aceleracion del elemento” (Potter et al., 2015).

Si se supone que existe una presion p en el centro de este elemento, las
presiones en cada una de las caras se pueden expresar con la ayuda del
calculo por medio de la regla de la cadena, obteniendo la diferencial
total de la presion, p = p(X, y, z) (Potter et al., 2015, p. 41). Dada como:

dp:a—pdx+a—pdy+a—pdz (3.1)

ox oy 0z
Al realizar un desplazamiento desde el centro, a una cara que esta a una
distancia (dx/2) en direccion del eje positivo de X, se tiene que la presion

€es:

dx ap dx 3 2
X+—,y,z |=p\x,y,Zz)+—— .
p( Zpr(y)aX2 (3.2)
Las presiones en todas las caras se expresan de esta manera, como se
observaen la Figura 3-1. La segunda ley de Newton se escribe en forma
vectorial para un sistema de masa constante, aplicada al eje x, fuerza de
cara anterior menos fuerza de cara posterior (Potter et al., 2015, p. 41).

SF=m-a;=> p_@_p@ dydz - p+8_pd_x dydz =- » dxdydz =ma (3.3)
ox 2 ox 2 0ox

Esto produce las ecuaciones de las tres componentes (X, Yy, 2),
escribiendo la masa como densidad por volumen, p (dx dy dz) e
incluyendo la fuerza del peso en el eje y, se tiene:
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—Z—pdxdydz =ma,_=(pdxdydz)a,
X

34
—2—pdxdde:may =(pdxdydz)a, (34)
y

op
0oz
Las variables ax, ay y a; son las aceleraciones en cada uno de los ejes;
X, Y, Z; respectivamente. Al dividir las anteriores expresiones entre el

diferencial de volumen AV=dx -dy - dz se obtiene:

dxdydz=m(a,+g)=(pdxdydz)(a,+g)

X

w__ (3.5)
oy £y

op

—=—pl(a, +

Sy p(a,+g)

Ahora se puede determinar el diferencial de presién en cualquier
direccion de un fluido acelerado, al reemplazar la ecuacion (3.5) en la
ecuacion (3.1), se obtiene lo siguiente:

dp =—pa,dx— pa,dy - pla, +g )z (3.6)

La direccion (z) siempre es vertical. Las diferencias de presion entre
puntos especificados se pueden calcular integrando la ecuacion (3.6).

3.3 Presion para fluidos en reposo

En un fluido en reposo la aceleracion en cualquiera de las tres
direcciones es cero, ax=0,ay=0Yy a, =0, por lo tanto, se tiene:
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»_,

OX

P _q @.7)
oy
op
7 r9

Lo que significa que en un fluido en reposo no existe variacion de la
presion con la distancia horizontal en x y y, solo existe variacion de
presion en el eje z o en la vertical (Potter et al., 2015); con base en lo
anterior, la ecuacion (3.7) se reduce a:

dp=-p-gdz (3.8)

O bien:
dp=—y-dz dp=—pdz (3.9

Cabe sefialar que dp es negativo si dz es positivo; esto es, la presion
disminuye a medida que se asciende en altura y aumenta cuando se
disminuye en altura. Hay que mencionar, ademas, que la superficie libre
del liquido es altamente importante pues se trata del nivel de referencia
a partir del cual se suelen medir o estimar las presiones hidrostaticas
sobre superficies de fondo, paredes o superficies laterales. Con base en
lo anterior, es importante tener presente que el nivel al que se encuentra
la superficie libre de un liquido en un estado estéatico, es el mismo para
recipientes de diferentes formas, en los que el fluido se encuentre
contenido, teniendo como referencia un mismo nivel de partida.

Usualmente, al estudiar presiones debidas a liquidos en reposo, dicho
analisis parte desde la denominada ““superficie libre” (que se refiere a la
superficie que separa un gas de un liquido) hacia abajo, aceptando que
la presion aumenta con la profundidad de manera lineal.

3.4 Solucidn para liquidos y gases

Teniendo en cuenta que los liquidos y los gases tienen propiedades
diferentes, la ecuacion general de la estatica de fluidos debe



Capitulo 3: Estatica de Fluidos 81

solucionarse por separado, como se muestra a continuacion. Por
ejemplo, para los gases se debe conocer la relacion entre presion,
densidad y temperatura, ademas de los procesos térmicos en los cuales
se desarrolla el fendmeno a estudiar.

3.4.1 Solucion para un liquido

La ecuacion (3.9) se puede solucionar para un liquido en reposo;
integrando a ambos lados se tiene:

p=—y-z2+C (3.10)

Para hallar la constante de integracion C, se toma como nivel de
referencia la superficie del liquido, con h variando de manera positiva
a medida que aumenta la profundidad, y se supone que en la superficie
del agua z = -h, si h = 0, la presion es la equivalente a la presion
atmosférica (pam); entonces, cuando h = 0, p = pawm, por lo tanto, C=
Patm, transformandose la ecuacion (3.10) en:

P=7-N+ Py (3.12)

Esta dltima ecuacion (3.11), indica que la presion en un punto dentro
de un liquido, es igual a la presién ejercida por el fluido por encima de
dicho punto més la presion atmosférica en la altitud correspondiente
(sobre el nivel del mar) a la localizacion de dicho punto h, la cual se
mide desde la superficie del agua hacia el fondo del liquido, o en
direccion negativa de z.

Ejemplo 3.1.

Se tiene un conducto con flujo a presion, el cual conduce aceite, como
se ilustra en la Figura 3-2. Determinar a que altura, en pies de columna
de aceite, subiria por un piezémetro colocado en la pared del tubo, si en
el mismo punto (p) se mide una presion de 14,7 psi, con gravedad
especifica del aceite de 0,8. Despreciar la presion atmosférica sobre la
seccion abierta del piezometro.
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Figura 3-2.- Esquema del Ejemplo 3.1.

Solucion: a partir de la ecuacion (3.11) se despeja la altura, h = p/
(GSaceite Yaguasec), recordando que el peso especifico del agua es de 62,4
Ib/pie®. Con base en lo anterior, y convirtiendo la presion de psi a
Ib/pie?, se halla la altura que el aceite alcanza fa.

P _,_ 147psilb/in’) _ 147(b/in’)

y  08-62,4lb/ pie® 0,8-62,4Ib/ pie®

)

Ib Ib

14,7 — =147 =14,7Ib(12pies)’ = 2116,8lb / pie?
in® (1/12pies)’ (12pies) P

he 2116,8Ib/ pie’

- =42, 4pie
086240/ piec "
)

3.4.2 Ecuacion de estado de los gases

Tomando los conceptos de Streeter et al. (2000), Nifio y Duarte (2006)
y Potter et al. (2015), la ecuacién de estado se conoce como la relacién
de densidad, presion y temperatura de un cuerpo en un estado
fisicamente determinado. La ley de los gases perfectos es conocida
también como ley de los gases ideales. Si la temperatura (T°) es
relativamente baja y/o la presion relativamente alta, se debe tener
cuidado en aplicar la ley de los gases reales.
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Para el caso del aire, la ecuacion es valida para temperaturas mayores a
-50°C (58°F) y para presiones que no sean excesivamente altas. Un gas
perfecto es toda aquella sustancia que satisface la ecuacion del estado
del gas, dada por la ecuacién (3.12).

PV, =RT (3.12)
Donde P es la presion absoluta en kp/m?, T es la temperatura absoluta

en Kelvin, R es la constante del gas y Vs es el volumen especifico dado
segln siguiente ecuacion:

1
Vi=— (3.13)
0
La constante del gas R esta dada por:
R
R=_— 3.14
Y (3.14)

Donde Ry es la constante universal de los gases, igual a 8314 J/(kg-
mol.K) (= 49,710pie.lb¢/ slug-mol.°R), donde (kg-mol) es un kilogramo
mol; M es la masa molar, cuyo valor se encuentra estipulado en tablas,
por ejemplo, para el aire es 28,97 kg/kg-mol = 28,97 slug/slug-mol. El
valor de R para el aire en el Sl es de 286,98 J/(kg.K) y en el Sistema
Inglés es de 1716 ft*Ib¢/ (slug.°R).

Ejemplo 3.2.

Un tanque con un volumen de 0,2 m® contiene 0,5 kg de nitrgeno
(masa molar, M = 28 kg/(kg-mol)), la temperatura al interior del tanque
es de 20 °C. Calcule la presion del gas de nitrégeno dentro del tanque.

Solucién: Se debe hallar la densidad del gas dada como: pgas = 0,5
kg/0,2 m3= 2,5 kg/m®. El volumen especifico es de 1/(2,5 kg/m®) = 0,4;

R = 8314 J/ (kg-mel-K)/28 kg/ (kg-mel)=296,9285 J/(kg-K).
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La presion estd dada como, P=RTpgs = (296,9285 J/
(kg-K))-(273,15+20°C)K (2,5 kg/m®) = 217611,5)/m® = 217611,5 (N/
m?) = 217611,5 Pa.

Si se trabaja la constante universal de los gases como Ry = 8,3145
J/(mol.K), y la masa molar del nitrégeno para un valor de M = 28 g/mol,
como aparece frecuentemente en la literatura, la constante R =
8,3145J/(mol.K)/28(g/mol) = 0,2969 J/(g.K); por lo tanto la presion es:

P = RTpgs = (0,2969285J/(g*K))*(273,15+20°C)K*2500g/m*® =
217611,5)/m3 = 217611,5N-m/m3= 217611,5 N/m? = 217611,5 Pa =
218k Pa.

Para el aire a nivel del mar, las caracteristicas de la atmésfera
internacional estandar son dadas como: P = 1,033kp/cm?y T = 15°C =
288,15%K.

3.4.3 Procesos Térmicos

Para solucionar la ecuacion fundamental de la estatica de fluidos para
un fluido compresible, se debe tener en cuenta el tipo de proceso
termodinamico (Nifio y Duarte, 2007), (Chereque, 1987). A
continuacion, se describe las modalidades de tales procesos.

1 Proceso Isotérmico
Es el proceso donde la temperatura es constante y sélo cambia la
presion (p) y volumen (), como se indica en ecuacién siguiente:

povo = pfvf (315)

Donde po es la presion inicial y Vo es el volumen inicial, mientras que
psy Vs son los correspondientes valores finales.

2 Proceso Isobarico
Proceso donde la presion es constante y solo cambia la temperatura (T)
y volumen (), como se indica a continuacion:
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Yo _ Vi (3.16)

Donde To y Vo son la temperatura y el volumen iniciales,
respectivamente, y Tr y Vs son la temperatura y el volumen finales,
respectivamente.

3 Proceso Isécoro (o isovolumétrico o isométrico)
Es el proceso donde el volumen es constante y sélo cambia la
temperatura (T) y presion (p), como se indica en la ecuacion (3.17).

B B (3.17)
Donde po Y To son la presion y la temperatura iniciales, respectivamente,
y pry Trson la presion y la temperatura finales, respectivamente.
4 Proceso Adiabatico

Para dicho proceso no existe trasferencia de calor en el entorno, o un
gas no absorbe calor (QL); se expresa como:

dQ, =0 (3.18)
pﬁ = constante (3-19)
Yo

Donde po es la presion inicial, p es la densidad y k es el exponente
adiabatico, que para el aire tiene un valor k = 1,4.

5 Proceso Isoentropico (o Isentrdpico)

Es un proceso adiabatico pero reversible, que consiste en volver al
estado inicial sin pérdidas, (o sin friccién); en este proceso se debe
cumplir lo siguiente:
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k-1
T k

Ti = (Efj (3.20)
PV =p,V; (3.21)

Esta ecuacion (3.20) es valida para un proceso reversible adiabatico en
un gas ideal.

Ejemplo 3.3. Si se tiene aire sometido a fuerza de compresion dentro
de un recipiente, calcular la presién final y temperatura final a partir de
los siguientes datos: po= 3kp/cm?; T, = 20°C; Vo = 0,4 cm?®, V¢ = 0,07
cm?; k = 1,4. Para los procesos: a) isotérmico y b) isoentrdpico.

Solucion: en la Figura 3-3 se muestra la representacion grafica del

problema.
Fo

T
V5, s, T b)

Vo, po,To

a)

Figura 3-3.- Esquema del Ejemplo 3.3. (a) estado inicial, (b) estado final.
(a) Proceso Isotérmico.
Pr= Po (Vo/V5) = (3kp/cm?)-(0,4cm3)/ (0,07cm?) = 17,1429kp/cm?
(b) Proceso Isoentropico.
Pt = Po-(Vol V)X = (3kp/cm?)-[(0,4cm3)/(0,07cm®)]*4 = 34,4245kp/cm?

Te = To -(pi/po) V% = (20+273, 15) -[(34,4245kg/cm?)/(3kg/cm?)]E4-DL4 =
588,67K
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3.4.4 Solucion para presiones en la atmosfera

Presion atmosférica estandar (Pamst): €s la presion al nivel medio del
mar y a la temperatura de 15°C; equivale a la atmdsfera real que se
encuentra en muchas partes del mundo (Loayza, 2005). Este valor ya se
ha estandarizado como:

Pamst = 1,033227 kp/cm? = 10,33 Miz0 = 760 MMyg =

latm = 29,92 pulgrg = 14,7 psi = 2116,2 Ib/pie? = 33,87 pie 120 = 406,79
pulgrzo =
101325,0 Pa = 101,325 kPa = 1,01325 x10° dinas/cm? = 1,01325 Bar.

Variacion de la Presion atmosférica con la altura: Potter et al.
(2015), afirmaron que para la atmdsfera en la que la densidad depende
de la altura (es decir, p = f (2)), se debe integrar la anterior ecuacion
(3.8) alo largo de una distancia vertical. La atmosfera se divide en cinco
capas: la tropdsfera (la mas cercana a la tierra), la estratdsfera, la
mesoésfera, la iondsfera y la exdsfera. Puesto que las condiciones
cambian con el tiempo y la latitud en la atmosfera (las capas son mas
gruesas en el ecuador y mas delgadas en los polos), los calculos se basan
en la atmosfera estandar, que esta a una latitud de 40°. En la atmdsfera
estandar la temperatura de la tropdsfera varia linealmente con la altitud
segun la siguiente formula:

T(2)=T,-z (3.22)
Donde
T: Temperatura de la tropdsfera, en grados Kelvin (o Rankine).
To:  Temperatura para condiciones de atmosfera estandar 288 K (518 °R).
a Tasa de lapso = 0,0065 K/m (0,00357°R/ft).
z Altitud a la que se desea conocer la temperatura, en metros o pies

En la parte baja de la estratosfera, entre los 11 y los 20 km, la
temperatura es constante (-56,5°C). Mas arriba, la temperatura vuelve
a aumentar y alcanza su maximo cerca de los 50 km. para luego
disminuir hasta el borde de la iondsfera. La variacion de la temperatura
en la atmosfera estandar se muestra en el esquema en la Figura 3-4.
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Dado que la densidad del aire en la iondsfera y en la exdsfera es tan
baja, es posible colocar satélites en Orbita alrededor de la Tierra en
cualquiera de estas capas.

En la Figura 3-4, se indica la variacion de la temperatura y la presion
atmosférica, en las diferentes capas que componen la atmosfera
terrestre.

Temperatura °F Presion Absoluta, psia
-100 -50 0 50 0 5 10 15 20
90 \ \ \ \ I \ \ 1300
86,00km  -86.28°C,-12330 °F
Mesosfera
80 - -
-58,5 °C a 71,802 km N 7250
70 - +
60 |- N L —200
&
£ o 1=
<o - 51,413 km™y2,5 °C L 8
= 47,350 km 27,5 °F —
El — —150
= 40 % lonosfera =]
< B i =
<
30 L 44,5 °C a 32,162 km B i 0,868 kPa a 32,162 km 1100
Mesosfera
20 - 20063km —f — — — — — — — T
— Estratosfera —50
o 11,009km L — — — — — — _ — EAN - — — — — —
10 - ' " o 15 °C [ Troposfera
-6.489 °C/km ' 101,325 kPa
—3.560‘°F/1000‘ft | 4} ‘ 14,696 psia
0 0
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 0 50 100 150
Temperatura °C Presion Absoluta, kPa

Figura 3-4.- Distribuciones de temperatura y presion de la Atmosfera
Estandar.
Fuente: (Franzini y Finnemore, 1999, p. 18); (White, 2004, p. 69).

Deduccion de la ecuacion para la atmosfera: para determinar la
variacion de presion de la troposfera, se puede usar la ley de los gases
ideales, vista anteriormente, p = pRT, reemplazando en la ecuacién
(3.8), el resultado es:
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p
dp=- — |gd 2
LA 629
Es decir:
d__94 (3.24)
p RT

Esto se puede integrar entre el nivel del mar y la altitud z.

I”@=_£ :_dz (3.25)
Po p R T, —az

Al integrar, usando el método de sustitucion como m = To-az, donde dz
= dm/ (-a), se integra la funcion dm/m, cuyo resultado es In(m),
nuevamente se sustituye (m), se evalla el término In(To-az) entre 0y z
y se obtiene:

I[P |29 jp[ To=22 (3.26)
Py aR T,
Solucionando para la presion p:
JaR
T,—az ’
p=p, (3.27)
T
Donde
p : Presion atmosférica para la altitud a la cual se desea conocer.

Po = patm: Presion atmosférica estandar es igual a 1,0 atmosfera = 10,33
m.c.a.= 101,3 kPa (abs) = 14,696 psi (abs), a nivel del mar.

To : Temperatura para condiciones de atmosfera estandar.

a : Tasa de lapso.

z - Altitud a la que se desea conocer la temperatura.

g : Aceleracion gravitacional, con un valor de 9,81 m/s?enel Sl'y
de 32,185 ft/s? en el Sistema Inglés

R . Constante de los gases, para el aire = 0,287 kJ/kg.K = 1716

ft.Ibs/slug.°R; (1Joule=1N.m).
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3.4.5 Solucion para un gas en proceso isotérmico

A la ecuacion diferencial se le calcula la integral a ambos lados,
jdp = —j;dz (3.28)

Para proceso isotérmico se obtiene:

PV = Ps Vg (3.29)
m m
Po—=P; — (3.30)
po pf
po g: pf g (331)
7/0 7/f
p
Vi =7 p:) (3.32)
p
V=0o 3.33
0, (3.33)

Remplazando el peso especifico para el gas en la ecuacion (3.28):

jdp = —jyo P g (3.34)
I. dgp -, %dz (339)

Pt |_ 7 (, _ .
In(poj_ (2, - 2,) (336)
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(3.37)

Ejemplo 3.4. Suponiendo que en la atmosfera prevalecen condiciones
isotérmicas, calcular la presion y la densidad a una elevacion de 2000
msnm, si la presion inicial en zo= 0,0 es de po= 10° Paaps, y la densidad
inicial es de po= 1,24 kgm/m? (Streeter et al., 2000, p. 40).

Solucioén:

[_ (1,24)*(9,81) ( 2000_0)}
p, =(l0°Pa, )et 1P =78404N / m? (1)
78404N / m?
=1,24————=0,972kg / m’ 2
pf 105 Pa g ( )

abs

3.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.5.1.- (Chereque, 1987, p. 13).

Calcular la presion a 1500 m de profundidad en el mar: a) considerando
el agua incompresible con peso especifico (y = 1025 kg/m®); b)
considerando el agua compresible con E = 21000 kg/cm?.

Ejercicio 3. 5.2. - (Chereque, 1987, p. 14).
Si la presion de vapor del agua a 20°C es aproximadamente 0,024
kp/cm?, expresarla en altura equivalente de agua (en m.c.a.).

Ejercicio 3. 5.3.- (Chereque, 1987, p. 15).
Hallar el valor el peso especifico () del aire a la presion atmosférica, al
nivel del mary a 15°C. Usar ecuacion de estado de los gases perfectos.

Ejercicio 3. 5.4.- (Nifio y Duarte, 2007, p. 2-6).

Calcular la presién atmosférica a la elevacion de 6000 msnm en mm de
mercurio, en las siguientes condiciones: a) con densidad del aire
contante si la presion atmosférica a nivel del mar es de 100kN/m?, con
peso especifico del aire a 15°C de 12N/m?3; b) con temperatura del aire
constante entre el nivel del mar y los 6000 msnm; c) Para proceso
isotérmico e isoentropico.
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Ejercicio 3. 5.5.- (Streeter et al., 2000, p. 40)

En una atmdsfera isotérmica, la presion tiene la siguiente caracteristica:
a) permanece constante,

b) disminuye linealmente con la elevacion,

c) se incrementa exponencialmente con la elevacion,

d) varia en la misma forma que la densidad,

e) permanece constante, al igual que la densidad.

3.6 Escala de presiones

Segun Franzini y Finnemore (1999), si se mide la presion con respecto
al cero absoluto, se denomina presion absoluta; cuando se mide respecto
a la presion atmosférica, se llama presion manométrica, ya que
practicamente todos los medidores de presidn registran cero cuando
estan expuestos a la atmosfera, por lo que miden la diferencia entre la
presion del fluido al que estan conectados y la del aire circundante.

Se llama presion de vacio, si la presion es inferior a la presion
atmosférica, y su valor manométrico corresponde a la cantidad por
debajo de la presion atmosférica a la que se halla. EI vacio perfecto
corresponderia al cero absoluto de presion. Todo valor de presion
absoluto es positivo, debido a que un valor negativo indicaria una
tension. Las presiones relativas son positivas si se encuentran por
encima de la presién atmosférica y negativas si estdn por debajo
(Franzini y Finnemore, 1999, p. 34). Segln lo anterior se deduce la
relacién para la presién absoluta:

Pabsoluta = I:)relativa + Patmosférita (3-38)

En la Figura 3-5 se indica graficamente el concepto de presion absoluta
y presion manométrica (Potter et al., 2015), (Franzini y Finnemore,
1999). En términos practicos generalmente se trabaja con presiones
manometricas.
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iy (2
Pres'pn, Pman= 5kp/cm2
manomeétrica

Presion Atmosférica

Presion
absoluta

Vacio = Presion manométrica negativa

1 Atmésfera
Valor de 14,7 psi

la presion _| 10,33 mca (1) Presion

atmosférica | 1:033 kp/em? . Paps= 539mmHg | atmosférica
tand 760mmHg Presion

estandar 101,3 kPa absoluta

Cero Absoluto

Figura 3-5.- Tipos de presiones. Fuente (Franzini y Finnemore, 1999, p. 34).
Ejemplo 3.5.

La presion atmosférica en el punto (1) de la Figura 3-5, en escala
absoluta es de 539 mm de Hg, en escala manométrica sera de -221 mm
de Hg.

Ejemplo 3.6.

Una presion de 5 kp/cm?2 en el punto (2) de la Figura 3-5 en escala
manométrica, serd equivalente a 1,033kp/cm?+5 kp/cm? = 6,033
kp/cm?, en escala absoluta a nivel del mar.

La presion atmosférica que se toma es la presion atmosférica local,
prevaleciente o predominante que varia con la latitud, altitud y
condiciones climéticas (Mott y Untener, 2015, p. 52,53). La presion
atmosférica a nivel del mar se denomina presion atmosférica normal o
estandar (Giles et al., 1994, p. 19). Si en este texto no se especifica la
presidén atmosférica local, se supondra que es la presién atmosférica
estandar.

3.7 Instrumentos para medir presiones

Las presiones manomeétricas se miden con dispositivos denominados
manometros, estos son aparatos que utilizan alturas de liquidos para
medir presiones. Los manometros pueden tener diferentes formas,
dimensiones y utilizar diferentes fluidos segln su aplicacion.
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Entre estos dispositivos estan los piezémetros, manometros en U,
manometro diferencial en U y en U invertida para fluido indicador con
densidad menor que el fluido medido. Existen otros mecanismos que
transforman la presion en lecturas digitales, denominados manometros
digitales, o de manecillas de reloj, como el mandémetro tipo Bourdon.

3.7.1 Tubos piezométricos

Segun Franzini y Finnemore (1999), una columna piezométrica es un
dispositivo sencillo para la medicién de presiones moderadas en
liquidos; consiste en un tubo de longitud adecuada (como se muestra en
la Figura 3-6), en donde el liquido puede subir sin llegar a rebosar. La
altura del liquido en el tubo daré directamente un valor de la altura de
presion; Para reducir los errores capilares el didmetro del tubo debe ser
como minimo de 12 mm (0,5 in).

Para la conexion se hacen las siguientes recomendaciones: El agujero
debe ser ortogonal tanto a la pared interna como externa, el extremo del
tubo piezométrico debe estar a ras con la superficie interna del tubo,
eliminar cualquier rugosidad o irregularidad alrededor del agujero, el
didmetro no mayor de 1/8 de pulgada.

Presion

atmosférica

Figura 3-6.- Geometria de un Piezometro.
Como los tubos piezométricos sirven para medir la presion de un
liquido, midiendo la altura de elevacion (h) del mismo liquido, se puede
conocer la presion como:

p = pgh (3.39)
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En un tubo como el de la Figura 3-6, el piezdmetro se lo puede colocar
en cualquier sitio y medira la misma presion.

Teniendo en cuenta que la altura h es una altura fisica, el piezémetro se
recomienda para presiones bajas con h < 1,5 m, de lo contrario, sera
muy dificil tomar la medida de una gran altura.

Ejemplo 3.7.

Si en un piezdmetro conectado en un tubo a presion como se muestra
en laFigura 3-6, se mide una altura de agua de 1,5 metros a temperatura
de 4° C, ;cuél es la presién manométrica dentro del tubo en Pascales?

Resp. pubo= (9810N/m?) (1,5m)=14715 Pa.

3.7.2 Manémetro en U

El tipo maés sencillo de mandmetro es el tubo en forma de U, como se
muestra en la Figura 3-7. Un extremo del tubo esta conectado a la
presion que se va a medir, mientras que el otro extremo se comunica
con laatmdsfera. En el tubo hay contenido un liqguido manométrico, que
no se mezcla con el fluido cuya presion se quiere medir. Los fluidos
manomeétricos mas usados son agua (Gs ~ 1,0), mercurio (GSHg ~ 13,55)
y aceites ligeros coloreados (Gs =~ 0,8).

La determinacion de la presion es funcion de la diferencia de alturas
entre las ramas del tubo en U. Se pueden medir presiones relativas a la
atmosfera, o presiones diferenciales entre dos tomas de presion, para
ambos casos se utiliza manometros de tubo en U simple 0 compuesto
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-~

Yhg % .

Figura 3-7.- Fotografia y diagrama de un manémetro de tubo en U sencillo,

donde: () indica el peso especifico del agua, (+g) indica el peso especifico

del mercurio, (h) es la longitud vertical de columna de agua y (Ah) es el delta
de altura desplazada.

De acuerdo con Mott y Untener (2015), bajo la accion de la presion que
se va a determinar, el fluido manomeétrico es desplazado de su posicion
normal. Puesto que los fluidos dentro del manémetro estan en reposo,
la ecuacion (3.39), puede utilizarse para escribir expresiones para los
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cambios de presion que se presentan a través del manometro. Estas
expresiones pueden combinarse y resolverse algebraicamente para la
presion deseada (p).

Ejemplo 3.8.

Si en un piezometro en U, como el mostrado en la la Figura 3-7,
conectado en un tubo a presion, se mide un delta de altura (Ah) de agua
de 0,25 metros, ¢Cudl es la presion pa dentro del tubo en pascales,
absoluta y manomeétrica, si la presién atmosférica al nivel del mar es de
101325 Pa, la gravedad especifica del mercurio =13,56, h=1,0my la
gravedad especifica del agua = 1,0?

Solucion. Se siguen las siguientes recomendaciones:

o Identificar los puntos dentro del mandmetro en los cuales existe
el contacto entre dos fluidos, por ejemplo (1, 2, 3,...).
o El plano que atraviese varios puntos del mandémetro, en los

cuales por debajo o por encima se forme una U con el mismo
fluido, las presiones son iguales.

Segun lo anterior se tiene, para la Figura 3.7, que la presion en 1 es igual
a la presion en 2, ya sea acercandose por la izquierda o por la derecha.
Si se toma presion en 1 por la izquierda se tiene que, p1 = path-yw, Y, Si
se la toma por la derecha, se tiene que p2 = pam*Ah- g, igualando p1 =
p2, se obtienen las siguientes expresiones:

Pa = Parn +(ythh)—(;/Wh) Absoluta 1)
P4 :(ythh)—(;/Wh) Manométrica 2)
Remplazando valores se tiene que paans=124869 Pa y paman =23544 Pa.

3.7.3 Mandmetros diferenciales

Los mandmetros diferenciales se dividen en abiertos y cerrados. Los
manometros abiertos consisten en un tubo transparente en forma de U,
parcialmente lleno de un liquido pesado, cominmente mercurio; uno de
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sus extremos se conecta de manera perpendicular a la pared que confina
el flujo del recipiente que lo contiene, mientras que el otro extremo
puede estar abierto a la atmosfera, en este caso se mide la diferencia de
presiones entre dos puntos. Los manémetros cerrados, son provistos de
un sistema mecanico de aguja y caratula graduada donde se leen
directamente las presiones. En la Figura 3-8 se indica un manémetro
diferencial cerrado.

N

Figura 3-8.- Manometro diferencial cerrado, donde: (1) y () indican el

peso especifico del fluido 1y 2; (ym) indica el peso especifico del fluido

manométrico; hy y h, longitud vertical de columna de agua, y (Ah) es la
altura desplazada del fluido manométrico.

Ejemplo 3.9.

Si un mandémetro diferencial, como el mostrado en Figura 3-8, es
conectado entre dos tubos a presion, se mide un delta de altura (4h) de
agua de 0,5 metros, la gravedad especifica del fluido manometrico =
13,6, la gravedad especifica del agua en el tubo 1 = 1,0, la gravedad
especifica del aceite del tubo 2 = 0,85, la altura hy = 0,2m y la altura h
= 0,3m ¢Cual es la diferencia de presion manométrica entre los tubos
(1) y (2) en kilo pascales?

R: Pman = 62 kPa.
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En muchas aplicaciones interesa Unicamente determinar la diferencia
entre dos presiones y por este motivo se pueden utilizar los manémetros
diferenciales como el de la Figura 3-8; si se selecciona los puntos A 'y
B, en los cuales las presiones son iguales, se tiene la siguiente
expresion:

Pa=P.—7ihy (1)

Pg = P, — 7,0, —Ahy, + Ahy,, )

P —7h = P, —y.h, —Ahy, +Ahy,, (3)
P — P, =—7,h, —Ahy, + Ahy + b (4)
B, — P, =7 = 7,0, + AN (7, — ) 5)

Si se pide conocer la diferencia Ah, se tiene que:

Ah:(pl_ pz)_(71hl_7/2h2)

(6)
(J/Hg _72)

O también si se quiere:

=P _Gsh ~Gs,h, +4h (Gsy, —Gs,) @)

7/ w4°C

El manometro diferencial es apropiado para medir diferencias grandes
de presion, cuando se utiliza con un liquido pesado como es el mercurio.
Para una diferencia pequefia de presion se puede utilizar un fluido
ligero, tal como el aceite, o incluso el propio aire.

Ejemplo 3.10. Adaptado de Nifio y Duarte (2007).

Calculese la diferencia de presion en m.c.a., entre la descarga y la
succion de una bomba que transporta agua, como se muestra en la
Figura 3-9, si el liguido manométrico es mercurio y h = 0,35 m.
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Bomba

N -

Hg

Figura 3-9.- Manémetro diferencial conectado a un tubo.

Solucion:
P. =DPe 1)
p, + Ly +hy,, =p, +(L+h)y )
P, —b;=Ly+hy,,—(L+h)y 3
Py =D, =hyy, = () =h(yy, - 7) (4)
b, - D, =0,35(13600~1000)=4410kp / m’ 5)
Pa=P: _0,35(13,600-1)=4,41mca ©6)

1000
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3.7.4 Manometro tipo Bourdon

Las presiones o los vacios se miden comunmente utilizando el
manometro de Bourdon de la Figura 3-10. En este tipo de mandémetro
un tubo curvado de seccion eliptica cambiara su curvatura al cambiar la
presion dentro del tubo: el extremo movil del tubo gira la manecilla de
un cuadrante mediante un mecanismo de unidn articulado. La
combinacién de un mandémetro de presion y de vacio se denomina un
“mandmetro compuesto”. Los medidores de presiones negativas se
denominan vacuémetros.

(@) (b)

Figura 3-10.- (a). Fotografia de un Mandmetro tipo Bourdon, (b). Fotografia
de un Vacubmetro. Fuente: Los autores.

Usualmente los mandmetros para medir presiones positivas, expresan
sus lecturas en libras por pulgada cuadrada (psi) y los manémetros que
miden presiones negativas 0 "vacuOmetros” expresan las mediciones
en mm o pulgadas de mercurio. Un vacuémetro mide con la manecilla
girando en sentido contrario a las manecillas del reloj.

3.8 Fuerzas sobre superficies

3.8.1 Fuerzas sobre superficies planas y punto de aplicacion

. Fuerzas

De acuerdo con Mott y Untener (2015), la fuerza resultante se define
como la suma de las fuerzas que acttan sobre pequefios elementos del
area de interés. En la Figura 3-11, se ilustra el concepto para una forma
de area arbitraria.
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dF= ghdA

Figura 3-11.- Esquema para deducir la fuerza resultante y centro de presion
en superficies planas sumergidas.

Existe un diferencial de fuerza dF actuando sobre un diferencial de area
dAy como la presion debido al fluido es p = »h, entonces, el diferencial
de la fuerza es:

dF = p(dA) = yh(dA) (3.41)
Obsérvese que:
h = yseng (3.42)

El valor de y se lo mide a lo largo de la superficie plana inclinada desde
la superficie libre del liquido, entonces,

dF = y(yseng)(dA) (3.43)
Para encontrad la fuerza F se integra dF:

Fr = [dF = [ y(yseng)(dA) = yseng [, y(dA)
(3.44)
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De la mecénica se sabe que el término Jy(dA) es igual al producto del
area total por la distancia al centroide de area desde el eje de referencia,
o también conocido como primer momento de area; esto es,

[ y(@n) =Y.A (3.45)

Entonces la fuerza resultante, Fg, es:
Fr = seng(Y . A) (3.46)

Ahora se puede sustituir: hc =Ycseng, entonces:
Fe =h A (3.47)

Donde hc es la altura vertical medida desde la superficie del liquido
hasta el centroide de la compuerta o placa. Por lo tanto es necesario
conocer los centroides de las placas seguin su geometria.

o Punto de aplicacién

El centro de presion Cp en la superficie sumergida, es el punto en el cual
actia la fuerza de presion resultante Fr. Se localiza por debajo del
centro de gravedad porque la intensidad de la presion se incrementa con
la profundidad. La ubicacién del centro de presion, representada por la
distancia Yp se calcula sumando los momentos de las fuerzas
incrementales en tomo a un eje en la superficie del agua que pasa por el
punto m de la Figura 3.11 Merrit (1999).

En la Figura 3-11, el momento (dM) de cada pequena fuerza, dF, con
respecto a este eje, es dado como:

dM =dF -(y) (3.48)

Pero dF = 1ysen 4)(dA), entonces,

dM = y[(yseng)(dA)] (3.49)
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dM = yseng| y*(dA) | (3.50)

El momento de todas las fuerzas que actlan sobre el area completa se
encuentra integrando sobre el &rea. Ahora bien, si se supone que la
fuerza resultante, Fgr, actla en el centro de presion, su momento con
respecto al eje m-m’ es FrYp, entonces se tiene:

FY,=M= j(ysenqﬁy%lA) (3.51)

F.Y, = yseng j (y°dA) (3.52)

De nuevo, de la teoria de la mecénica se sabe que el término J(y?dA) se
define como el momento de inercia | del area completa con respecto a
un eje horizontal desde el cual se mide y remplazando I, se tiene,

F.Y,=y-seng-1 (3.53)
Resolviendo para Yp, se obtiene:

-seng- |
Y, = r-seng-l (3.54)
FR

Sustituyendo la expresion para Fr de la ecuacion (3.53) se obtiene:

_opsengl o
P seng(Y,A)' YA

C

(3.55)

Usando el teorema de los ejes paralelos para el momento, se tiene,

I=1_+AY’ (3.56)
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Donde, Ixc es el momento de inercia del area de interés con respecto de
su propio eje centroidal horizontal o eje X, y Yc es la distancia del eje de
referencia al centroide. Realizando las respectivas sustituciones, se
obtiene:

I, +AY]
Ixc
Y, =1 +Y (3.58)

El centro de presion siempre esta a una profundidad mayor que el
centroide de un area que esté inclinada. Puede ser de interés calcular
solamente la diferencia entre Yp y Y¢ con la ecuacion:

Y-y, = (3.59)

En la tabla 3-1
Tabla 3-1 se indican los valores para el centro de gravedad y el
momento de inercia centroidal de algunas areas conocidas.

Tabla 3-1.- Areas, centroides y momentos de inercia de algunas figuras
geométricas mas conocidas. Y =Y, , con respecto al eje x’.

i Momento de
Figura L :
Geomeétrica Esquema Area Posicion Inercia
q Centroide | centroidal con
respecto a eje X
kY \
"
: 3
Rectangulo _ — H _B-H
c o [A=BH Y=l =
y
s
B
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B-H H | L= B
Tridngul A=""T"ly=—1|" 36
riangulo 5 Yy 3
&Y
i p 7 D*
P 7-D° |5 D |l =
Circulo A= = — 4
c 2 YT 6
v
-
D
, AR 1. =6,86-10
Medio 7-D7 1y _
circulo A= 8 y= 37

73'D4

Tabla 3-2.- Areas, centroides y momentos de inercia de algunas figuras

geométricas mas conocidas. Y =Y, con respecto al eje x’. (continuacion)

Figura

Momento de Inercia

Geométrica Esquema Area Cpeorftlsé?ge centroidal con respecto
aejex
) I,.=549-107-R*
Cuarto de _7T'D - 4R
circulo T 16 y= 3r
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_ I _m-b-d
Elipse A:ﬂ'a'b y:b x'c 64
: |, (B+b)H|._H(@0+B)|  #(r+u-B-b+B)
Trapecio . A= 5 y Ab+B) | @)
y
Ejemplo 3.10.

Determinese la magnitud y el punto de accion (Yp) de la fuerza de
presion resultante Fr debida al agua, en unidades del sistema inglés,
contra una compuerta de desagie, de cinco pies (5ft) de base y altura
cinco pies (5 ft), a una distancia de 2,5 pies (2,5 ft) desde el plano (O-
O’) hasta el borde superior de la compuerta, inclinada a un angulo ¢ de
53,2° con la horizontal Merrit (1999). La geometria se muestra en la

Figura 3-12.

Figura 3-12.- Esquema para deducir la fuerza resultante y centro de presion
en superficies planas sumergidas.
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Solucién:

hc=4,0 ft,

A = 25ft?,

Fr= (62,410/ft%) (4 ft) (25 ft?) = 6240Ib.
Yeg = 2,5ft+5ft/2 = 5,0ft.

I = (5ft)(5t)%/12 = 52,0833 ft*.

Yp= 52,0833 ft4/25 ft?/5 ft+5 ft = 5,417ft.

3.8.2 Fuerzas sobre superficies curvas sumergidas y puntos de
aplicacion

Segin Merrit (1999), la fuerza resultante de la presion sobre las
superficies curvas sumergidas no puede calcularse con las ecuaciones
desarrolladas para la fuerza sobre superficies planas sumergidas, debido
a las variaciones no lineales en la direccion de la fuerza de presion; pero
se puede calcular usando las componentes de la fuerza horizontal y
vertical, Rx y Ry, respectivamente, en combinacion vectorial. En la
Figura 3-13, se indica la presion hidrostatica que actia sobre una
superficie curva sumergida. La seccion ABC se puede considerar como

un prisma de ancho unitario (por ejemplo 1m, 1pie, etc.), y se puede
analizar como un cuerpo libre, de acuerdo a los principios de la estética.

Xp
Fuerza
Vertical

FEF W

eaccion
Horizontal
Rx

Fx

Fuerza

Reaccién \/
Ry Vertical

(a) (b)

Figura 3-13.- Presiones sobre un superficie curva: (a) Variacion de la
presion en su configuracién general. (b) Diagrama de cuerpo libre de la
superficie curva.
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Para hallar el valor de la resultante R, se necesita conocer las fuerzas Ry
y Ry, y el calculo se hace mediante la siguiente expresion:

R=J(R:+R?) (3.60)

En laecuacion anterior (3.60), Rx es la fuerza horizontal y Ry es la fuerza
vertical, las cuales se calculan de la siguiente manera:

Fuerza horizontal, Ry: se calcula como una placa plana sumergida con
¢ =90°, correspondiente a la proyeccién vertical de la superficie curva,
con la siguiente expresion:

F, =MA, (3.61)

Donde, y es el peso especifico del fluido, hc es la altura vertical desde
la superficie del fluido hasta el centroide del &rea proyectada y Ay es el
area proyectada vertical. EI punto de aplicacion de la fuerza horizontal
Rx es calculado como si fuera una placa plana sumergida en posicion
vertical, donde Y, = Hp, con la siguiente ecuacion:

H =—2% +h (3.62)

Donde, Ic es el momento de inercia con respecto al eje horizontal (x*)
que pasa por el centroide del area vertical proyectada. En la Figura 3-13
(b), Hp es la profundidad de aplicacion de la fuerza Ry.

Fuerza vertical, Ry: Esta es igual al peso del volumen de liquido real o
imaginario por encima de la superficie curva. Se considera un volumen
real si el liquido esta en contacto por encima de la superficie curvay se
considera imaginario si el liquido estd en contacto por debajo de la
superficie curva. Por ejemplo, en la Figura 3-13 (a), corresponde a un
volumen real sobre la curva B-C, se calcula como:

R, =¥, (3.63)
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Donde, Ves el volumen real o imaginario que actua sobre la superficie
curva. El punto de aplicacion de la fuerza vertical corresponde al
centroide del volumen real o imaginario (c.g.) que actla sobre la
superficie curva. Por lo general el ancho de las superficies suele
considerarse constante, en este caso solo depende de la cara frontal del
volumen por encima, donde suele ser un area compuesta por dos 0 mas
aéreas simples conocidas, y para hallar el centroide del area compuesta
se recurre a la siguiente ecuacion.

n

2 (Axy)

Xc=HL 3.64
A (3.64)

Donde, n es el nimero de areas, Xc sera la distancia desde un eje
determinado hasta el centroide del area compuesta, Ax es el area de una
superficie simple k, Xk es la distancia del centroide de cada area desde
el mismo eje determinado hasta el centroide del area simple k.

La direccion de la resultante sobre la superficie curva, alfa («) se calcula
como:

R

o —tg (&j (3.65)
Ejemplo 3.17.

Calculese la magnitud y direccion de la fuerza de presion resultante
sobre un ancho de un (1,0) pie de la compuerta en abanico de radio 5,0

pies de la Figura 3-14.
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Figura 3-14.- Compuerta de abanico. (S.A.=superficie del agua).

Solucion:

Rx = (62,41b/ft3) (2,5ft) (5ft-1ft) = 780Ib.

Ry = (62, 4 Ib/ft3)(2)((r10ft?/4)/4)(1) = 1220 Ib.
R = (780%+1220%)%° = 1450 Ib.

a = tag™(1220/780) = 57, 4°.

3.9 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.9.1. (Munson et al., 1990, p. 52).

Dado un tanque cerrado que contiene aire comprimido y aceite (Gs
aceite = 0,90) como se muestra en la Figura 3-15. Un manémetro de
tubo en U que usa mercurio esta conectado al tanque. Las alturas de las
columnas son hy = 36 pulgadas, h, = 6 pulgadas y hz = 9 pulgadas.
Determine la lectura de presion (en psi) del manémetro.

Respuesta: Pmanémetro = 3,06psi.
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! Manémetro de
presion
Aire

Aceite

Abierto
h,| (P.atmosférica)

Figura 3-15.- Esquema del tanque y mandmetro (Munson et al., 1990, p.52).

Ejercicio 3.9.2. (Giles et al., 1994 n.d., p. 34).

Con referencia a la Figura 3-16, determinar: a) La fuerza ejercida por
el agua sobre la placa del fondo AB de la tuberia de 0,60 m de didmetro
en kilopondios (kp); b) la fuerza total sobre el plano C en kilopondios

(kp).

Respuesta: 1410 kp, 21200 kp.

g
D=3,6m n 2m
_.,_}{ ......

g

0

— T
Q 3m
A B
¥
C

Figura 3-16.- Esquema del deposito cilindrico y tuberia (Giles et al., 1994,
p. 34).
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Ejercicio 3.9.3. (Mott y Untener, 2015, p. 60).

Para el manometro diferencial compuesto de la Figura 3-17, calcule la
diferencia de presion entre el conducto para agua y el conducto para
aceite.

Aceite
(Gs=0,9)

—=D

6pg

//
/////II/I/IIIIII

S

Mercurio
(Gs=13,54)

Figura 3-17.- Esquema del mandmetro diferencial compuesto. Fuente: (Mott
y Untener, 2015, p. 60).

Ejercicio 3.9.4. (Giles et al., 1994, p. 58).

Determinar el valor de z en metros que se muestra en la Figura 3-18,
de forma que la fuerza total sobre la barra BD no sobrepase los 8,172
kp al suponer que la longitud en direccion perpendicular al dibujo es de
1,22 my que la barra BD esta articulada en ambos extremos.

Respuesta: 1,79 m.
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o]

90°

2,16 m

7

Figura 3-18.- Esquema de la superficie plana sumergida. Fuente: (Giles et
al., 1994, p. 58).

Ejercicio 3.9.5. (Giles et al., 1994, p. 60).

En la Figura 3-19, se muestra una compuerta circular inclinada de 1,0
m de didmetro sobre la que actla agua por uno de los lados. Determinar
la fuerza resultante que actla sobre la compuerta y la situacion del
centro de presion.

Respuesta: 14,86 kN; 2,260 m por debajo de la superficie libre y
medida a lo largo de la superficie inclinada.

1,5m 1,5m/sen60°

~— ¥ .
1 sen60° m 1m
S BN, O o

60°

Figura 3-19.- Esquema de la compuerta circular. Fuente: (Giles et al., 1994,
pp. 60).
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Ejercicio 3.9.6. (Giles et al., 1994, p. 60), (Fernandez, 2001, p. 78).
En la Figura 3-20, el cilindro de 1,22 m de didmetro y 1,22 m de
longitud, esta sometido a la accion del agua por su lado izquierdo y de
un aceite de densidad relativa 0,800 por su lado derecho. Determinar:
a) la fuerza normal en B si el cilindro pesa 1,816 kp y b) la fuerza
horizontal debida al aceite y al agua si el nivel de aceite desciende 0,305
m.

Respuestas: a) 536 kp, b) 10407 kp hacia la derecha.

Aceite

B

Figura 3-20.- Esquema de cilindro dique. Fuente: (Giles et al., 1994, pp.
60).

Ejercicio 3.9.7. (Shames, 1995, p. 89).
Con base en lo ilustrado en la Figura 3-21, ;Cudl es la diferencia de
presién entre los puntos Ay B de los tubos?
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Mercurio H20

A 3 “
ds /

Figura 3-21.- Esquema del manémetro diferencial.

Ejercicio 3.9.8. (Shames, 1995, p. 89).

En la Figura 3-22 se muestra un vertedero cilindrico, de control, que
tiene un diametro de 3 m y una longitud de 6 m. Calcule la magnitud y
la direccion de la fuerza resultante causada por los fluidos sobre el

vertedero.

A Y g
/~ \g
Vs \
\
/ \
3,0m \
\ /
.8 / 1,5m
Agua e 7 Agua
A i
VI ST T 5 y, 7 AT A ARSI T oA AT HT A A Ao &
LSS AASS /S ////// '/ //////(,,//// A A AAAT A LA TS A S S // A

Figura 3-22.- Esquema del vertedero cilindrico. Fuente: (Shames, 1995, pp.
89).

Ejercicio 3.9.10. (Mataix, 1982, p. 80).

En la Figura 3-23 se muestra la geometria del manémetro. a) Encontrar
el valor de la altura h, despreciando las columnas de aire, con gravedad
especifica del mercurio 13,6 y gravedad especifica del agua 1,0. b)
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¢Cual seria el valor de la altura de h si los espacios de aire se llenaran
de agua de gravedad especifica 1,0?

Respuestas: (a) h = 18,42 m, (b) h = 15,42 m. Se recomienda ver el
video: https://youtu.be/Cy y LCW1rQ.

Agua

Presién atmosférica

Agua

¥

Mercurio

Figura 3-23.- Esquema del manémetro en U compuesto. Fuente: (Mataix,
1982, pp. 80).

3.10 Principio de Arquimedes

Este principio, propuesto por el filésofo griego Arquimedes, entre los
afios 287-212 A.C, reza: “la fuerza de flotacion sobre un cuerpo es
igual al peso del liquido desplazado” Potter et al. (2015, p. 61).

Segun Potter et al. (2015), este principio, conocido también como la ley
de flotacion, se remonta unos 2200 afos atras en la historia. Segun la
leyenda, Herdn, rey de Siracusa, abrigaba la sospecha que su nueva
corona de oro estaba hecha de otros materiales, que no de oro puro; de
modo que pidié a Arquimedes que lo sacara de dudas. Al parecer,
Arquimedes prepard un trozo de oro puro gque pesaba lo mismo que la
corona. Se descubrid que el trozo pesaba mas en agua que la corona, lo


https://youtu.be/Cy_y_LCW1r0.
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que convencidé a Arquimedes de que la corona no era de oro puro. El
material falso ocupaba un volumen mayor para tener el mismo peso que
el oro, y por ende, desalojaba mas agua (Potter et al., 2015).

3.10.1 Fuerzas de flotacién

Segun Streeter et al. (2000), se denomina fuerza de flotacion a la fuerza
resultante ejercida sobre un cuerpo por un fluido estatico, en el cual
dicho cuerpo estd sumergido o flotando. La fuerza de flotacidn siempre
actta verticalmente hacia arriba. Asi, no puede haber ninguna
componente horizontal de la resultante, porque la proyeccion del cuerpo
sumergido o porcion sumergida del cuerpo flotante en un plano vertical
es siempre cero.

La fuerza de flotacion sobre un cuerpo sumergido es la diferencia entre
el componente vertical de la fuerza de presién en su lado inferior y el
componente vertical de la fuerza de presién en su lado superior. En la
Figura 3-24, la fuerza hacia arriba en el fondo es igual al peso del
liquido, real o imaginario, que esta situado verticalmente arriba de la
superficie ABC, indicado por el peso del liquido dentro de ABCEFA.
La fuerza hacia abajo sobre la superficie superior es igual al peso del
liqguido ADCEFA. Esto es similar al tratamiento que se le da a fuerzas
sobre superficies curvas.

R ssseseses ]
S RISRIRIRIE S~ —
SHABLRLES

Figura 3-24.- Fuerza de flotacion sobre cuerpos flotantes y sumergidos.
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La diferencia entre las dos fuerzas es una fuerza, dirigida verticalmente
hacia arriba, debida al peso del fluido ABCD que es desplazado por el
solido. En forma de ecuacion se tiene:

F=Vy (3.66)
En donde, Fy es la fuerza de flotacion y es la fuerza ejercida sobre un
cuerpo sumergido o flotante por un fluido estético; Vv es el volumen del
fluido desplazado; y () es el peso especifico del fluido desalojado. La
misma férmula sirve para cuerpos flotantes cuando el ¥ se toma como
el volumen de liquido desplazado. En general, la fuerza de empuje es

igual al peso de volumen de liquido desalojado por un cuerpo, ya sea
sumergido o flotante.

En la Figura 3-25, adaptada de Streeter et al. (2000), se tiene que la
fuerza vertical ejercida sobre un elemento del cuerpo en forma de un
prisma vertical de corte transversal dA es:

Figura 3-25.- Componentes de fuerza vertical sobre el elemento del cuerpo.

dF, =(p, — p,)dA
(3.67)
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dF,=yh-dA=y(h-dA)=y-d¥
(3.68)

En la que dV es el volumen del prisma. Ac4, integrando sobre el cuerpo
completo, se tiene la siguiente expresion:

F=yl,dv=p (3.69)

Donde y se considera constante en todo el volumen. Al calcular los
momentos con respecto al eje (O) se puede encontrar la linea de accion
de la fuerza de flotacion y se igualan al momento de la resultante; cabe
recordar que el peso es igual al volumen multiplicado por el peso
especifico de la sustancia (W = Vy); con base en lo anterior se obtiene:

Wx=Wx=y jv xdV (3.70)

Solucionando la ecuacion para ¥, se tiene:

— 1 -
x:gj‘/xd‘v’.x: w (3.71)

En donde % es la distancia del eje a la linea de accion, Nv es el nimero
de volimenes considerados; es por ello que la fuerza de flotacion actla
a través del centroide del volumen de fluido desplazado. Esto es valido
tanto para cuerpos sumergidos como flotantes. El centroide de volumen
de fluido desplazado se llama “centro de flotacion”.

Al resolver un problema de estatica que incluye cuerpos sumergidos o
flotantes, el objeto se toma generalmente como cuerpo libre y se dibuja
un diagrama de cuerpo libre. La accidon del fluido es reemplazada por la
fuerza de flotacion. Debera mostrarse el peso del objeto (que actua a
través de su centro de gravedad), asi como todas las demas fuerzas de
contacto.
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3.10.2 Cuerpo sumergido en varios fluidos

Si todo el cuerpo se considera formado por un gran nimero de prismas,
entonces el empuje neto total en el cuerpo es:

F, =2 AFb (3.72)
F, zzf[(pighi)AA:I (3.73)

i=1
Donde:
Fb:  Empuje neto sobre todo el cuerpo.
AFb: Empuje neto sobre todo el prisma.
Oi Densidad del fluido i.

g: Aceleracion gravitacional.

hi: Porcion del cuerpo (altura) sumergida en el fluido i.
AA:  Area de la seccion transversal del prisma.

Nr: NUmero de tipos de fluido.

Si se tiene un objeto sumergido en dos fluidos, donde, (hi-AA) es el
volumen del cuerpo sumergido en el fluido mas ligero (Vi) y (h2-AA) es
el volumen del cuerpo sumergido en el fluido méas denso (V2).
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (3.18), se tiene:

F;a :p1gv1 +p2gV2 =}/1V1 +72v2 (3.74)

Que corresponde a la fuerza gravitacional de la masa de los fluidos
desplazada por el cuerpo.

Si se analiza la ecuacion, se hara evidente que cuando un cuerpo esta
flotando libremente en un gas y un liquido, tales como aire y agua,
debido a que la densidad del gas -en este caso aire-, denominada pa (pa
= 1,225 kg/m?®), es despreciable comparada con la densidad del liquido,
entonces la fuerza gravitacional de la masa de gas desplazada por el
cuerpo sera despreciable comparada con la fuerza gravitacional de la
masa de liquido, que es la fuerza gravitacional de la masa de liquido
desplazado por el cuerpo. En general todo cuerpo flotante esta sometido
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al empuje de dos fluidos, uno que es un gas, por ejemplo el aire y el otro
el liquido.

3.11 Equilibrio de un cuerpo en flotacion

3.11.1 Equilibrio de cuerpos flotantes

En la Figura 3-26 se indica un cuerpo flotante en equilibrio, donde Ys
es la separacion entre el centro de flotacion (Cf) y el centro de gravedad
(Cg), medida sobre la misma linea vertical.

Figura 3-26.- Equilibrio de cuerpo flotante

Un cuerpo que esta flotando libremente, deberd cumplir las siguientes
condiciones para que se encuentre en equilibrio:

o El empuje Fy deberd ser igual a la fuerza gravitacional (W)
actuante sobre el cuerpo.

o El centro de gravedad del cuerpo (Cg) y su centro de flotacion
(Cf) deberan estar sobre la misma linea vertical A-B de la
Figura 3-26.

El equilibrio de cuerpos flotantes no esta limitado a aquellos casos en
donde el centro de gravedad del cuerpo se encuentre situado por debajo
del centro de flotacién. Existen, en la practica, un gran nimero de casos
en los cuales el centro de gravedad esta por encima del centro de
flotacion.
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3.11.2 Equilibrio estable

Se dice que un cuerpo se encuentra en equilibrio, si por algin cambio
de su posicién original, por pequefio que este sea, existen fuerzas o
momentos tendientes a restaurar el cuerpo a dicho punto.

Un cuerpo que se encuentre flotando sobre un liquido en reposo, posee
una estabilidad de flotacion en el sentido vertical.

3.11.3 Equilibrio inestable

Se dice que un cuerpo se encuentra en equilibrio inestable, cuando
cualquier pequefio desplazamiento angular desarrolla un par de fuerzas
que tenderan a incrementar dicho desplazamiento.

3.11.4 Estabilidad lineal

Es un tipo de estabilidad que presenta cuando un pequefio
desplazamiento lineal, en cualquier direccion, genera fuerzas de
restablecimiento que tienden a retornarlo a su posicion inicial. Estas
fuerzas actuarian Unicamente en la misma direccién, pero en sentido
contrario. El ejemplo més comun es cuando se sumerge un balén en
agua hasta cierta profundidad: al soltarlo, llega a alcanzar un equilibrio
vertical.

3.11.5 Estabilidad rotacional

Es un caso mas complejo que el anterior, en donde se presentan fuerzas
restauradoras con pequefios desplazamientos angulares, por lo tanto,
generando momentos estabilizantes en el cuerpo. Un cuerpo
completamente sumergido en un liquido es rotacionalmente estable,
s6lo cuando su centro de gravedad esta por debajo de su centro de
flotacion.

Para la estabilidad rotacional de un cuerpo sumergido, segun la Figura
3-274a, el centro de gravedad G del cuerpo esta arriba del centroide C
(también conocido como centro de flotacion) del volumen desplazado,
y una rotacion angular pequefia produce un momento que continuara
impulsando la rotacion; por tanto, el cuerpo es inestable y se vuelca.
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Segun la Figura 3-27b, el centro de gravedad G del cuerpo esta por
debajo del centroide C, una rotacion angular pequefia produce un
momento restaurador y el cuerpo es estable. Si C y G coinciden en un
punto, entonces el cuerpo muestra una estabilidad neutral; esto ocurre
si la densidad es constante en todos los puntos del cuerpo sumergido
(Potter et al., 2015).

w
Fb

Fb w
(a) (b)

Figura 3-27.- Equilibrio Rotacional, cuerpo sumergido. (a) Cuerpo
inestable. (b) Cuerpo estable. Fuente: adaptada de (Potter et al., 2015).

3.11.6 Calculo de la estabilidad rotacional

Con base en el analisis hecho por Potter etal. (2015) y Giles et al.
(1994), y a partir de la Figura 3-28, se realiza el anélisis para la seccion
transversal del cuerpo flotante.
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Figura 3-28.- Seccién transversal del cuerpo flotante.

Segun la Figura 3-28, es posible determinar una expresion cuantitativa
para la altura metacéntrica (Ym), segin se presenta en la siguiente
ecuacion:

I
Ym=-"-Ys
v, (3.75)

Donde: V4 es el volumen de liquido desalojado; I, es el segundo
momento de area (0 momento de inercia) del area en planta del cuerpo
sin cabeceo mas desfavorable; Ys es la distancia entre el centro de
gravedad y el centro de flotacion (Cf) cuando el cuerpo esta con A’-B’
en posicion vertical (Giles, 1998). Para una seccion rectangular, dicho
momento de area esta dado por:

(3.76)

Donde L es la longitud del cuerpo en una vista en plantay B es el ancho
del cuerpo en planta.
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En la Figura 3-28, M es el metacentro correspondiente al punto en que
una linea vertical, a través del centro de flotacion, interseca la posicion
girada de la linea que pasa por el centro de gravedad y flotacion para la
condicién de equilibro A’-B’. La altura del metacentro M indica si un
cuerpo flotante o sumergido tiene tendencia a volcarse o no, al
encontrarse en posicion fuera del equilibrio. A partir del analisis del
metacentro, si la altura del mismo es mayor que la altura del centro de
gravedad, se puede concluir que el cuerpo es estable (altura M > altura

Co).

Con base en la altura metacéntrica, si la misma reporta un valor
positivo (+) el cuerpo es estable, de lo contrario tiende a volcarse.
(Ym>0, el cuerpo es estable). Si el valor de la altura metacéntrica es
cero, la posicion del metacentro coincide con el centro de gravedad y
se encuentra en equilibrio indiferente, siendo un estado critico.

3.12 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 3.11.

Encontrar una expresion para calcular el peso especifico de un cuerpo
de volumen irregular, usando dos fluidos de diferente densidad. Si se
mide el peso sumergido en dos liquidos diferentes Ws1 y Ws2 y se conoce
el peso especifico de los liquidos 1 y 7.

En el fluido N° 1 se debe cumplir que:
W, +V7, =W, (1)

Donde, Ws es el peso en el aire del cuerpo. En el fluido N° 2 se debe
cumplir que:

W, +Y7, =W, )

Se procede a igualar los pesos en el aire, ya que este peso debe ser el
mismo,

W, +Vy, =W, + V7, (3)
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Se despeja el volumen:

V= Wsl _Wsz (4)
Y2—h
El peso especifico del cuerpo se halla como,
W W, -w, )
}/s:_a:Wa[M] (5)
v Vo—h

Ejemplo 3.12.

Una pieza de mineral pesa 1,5 N en el aire y 1,1 N cuando se sumerge
en agua. ¢Cual es su volumen en cm3?, ;Cual es su densidad relativa?.
Despreciar la fuerza de boyamiento del aire. Esquema de la Figura

3-29.
o
|

1l

Agua
Wa

[

Figura 3-29.- Diagrama libre de fuerzas actuando sobre el cuerpo
W;s es el peso sumergido, Wa sera el peso en el aire y Fy es el empuje.

W, -W, =Fb =Yy, 1)

_Wa _Ws _
Y

v )
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W/ W W
Gs - \v4 — a — Yw a (3)
Ywacc Wa _WS Ywacc Wa _Ws
Ywacc

w

Ejemplo 3.13. (Ferndndez, 2001, pp. 89).

Si se tiene una pieza de madera de seccion cuadrada de 80 mm de lado
y de 1,50 metros de longitud, con densidad relativa de 0,651, como se
muestra en la Figura 3-30. ¢ Cuantos kilogramos de plomo deben unirse
al extremo inferior de la pieza de madera para que flote verticalmente
con 0,3 m fuera del agua? La gravedad especifica del plomo es Gspp =

11,2.

0,08m
- __ff__
0.3m i L
1 -
¥ -~
.
' M
i a
: d
i e
1.2m @ I
i a
v —J
Plomo

Figura 3-30.- Seccion transversal de la pieza de madera flotante

Solucién:
Peso de la madera:

W, =V 7, 1)
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Fuerza boyante por definicion:

R = Vsl T Vonl (2)
Peso total del cuerpo:

W, =V 70+ Vo7 3
Para un cuerpo flotante se cumple que, F» = Wr. Entonces, se tiene que:

vmsyw + vPbyw = mem +VPb7Pb (4)

Se despeja el volumen del plomo:

A -V
vpb — msym myw (5)
(yw_be)
(vmsym _vmyw)

Wep, =V Vpp = (7/ _, )
w Pb

Vpb (6)

Al reemplazar los valores del problema se tiene que Wpp = 1,57 kp.

Ejemplo 3.14.

Si se tiene una pieza metalica compuesta de dos metales fundidos, como
se muestra en la Figura 3-31, encontrar la proporcion de los dos metales
en la pieza.

Solucion.

Datos conocidos:

Se pesa la pieza en el aire y se obtiene WT,, se pesa la pieza en agua y
se obtiene el peso sumergido WTs, se debe conocer el peso especifico
de los metales, para el metal 1, 51 y para el metal 2, .
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W s

y2,V's2

Fb= VT]/W
Figura 3-31.- Esquema del problema de la pieza sumergida

Se plantea la ecuacion del empuje como si fuera un cuerpo sumergido.
Fb=V,y, =W, -W 1)

Se calcula el volumen total a partir de la ecuacion del empuje.

W_ -W.
vT — Ta Ts (2)
Yw
Se plantea la ecuacion de volumen total.
Vi =Va+V,, 3)

Se plantea la ecuacion de peso total.

W =W, +W, =V 7+ V.7,
(4)
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Combinado las ecuaciones (3) y (4), y reemplazando Vs, se tiene:

W, = (VT _Vs2)71 +Vo7, (5)
Se despeja V2.
Wr :(ylvT —71V52)+V52}/2 (6)
W :71VT+vsz(72_71) (7)
vsz :M (8)
(7’2 _71)

Ahora que se conoce volumen Vs, y el peso especifico del metal 2, se
halla el peso correspondiente al metal 2, luego se procede a encontrar
el peso del metal 1.

Préctica: Se propone como trabajo que el lector compruebe la ecuacion
(8) del Ejemplo 3.14 a nivel de laboratorio, usando dos piezas regulares
de las que se conozca su volumen y su densidad por separado.

Ejemplo 3.15.

Una embarcacion de fondo plano y extremos planos rectangulares, con
un ancho en planta de W = 7,625 m, una longitud en planta de L =
12,810 m, un calado de 1,83 m, se encuentra con su centro de gravedad
ubicado a 0,305 metros por encima del nivel del agua, tal y como se
muestra en la Figura 3-32. ;Es estable la embarcacién?; ;Cual es el
valor del par-adrizante en el agua si el angulo de escora es de 12°?
(Escora es la inclinacion que toma un bugue cuando éste se aparta de
la vertical) (Giles et al., 1994, pp. 74).
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Figura 3-32.- Esquema del Ejemplo 3.15. (a) Dimensiones en planta
de la embarcacion. (b) Dimensiones en perfil vertical en equilibrio.
(c) Dimensiones de la embarcacion en perfil con un angulo de escora
de 12°.

Solucién: Primero se calcula la altura metacéntrica.
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12,81m-(7,625m)’

m= ( I L83m  0,305m |=+1,4276m (1)
12(1,83m-7,625m-12,81m) 2

Como la altura metacéntrica es positiva, se concluye que la

embarcacion es estable.

El par adrizante se calcula como la fuerza de boyamiento por la
excentricidad e (Mres=Fb-e). Donde e es la distancia horizontal entre el
centro de gravedad y la linea vertical que pasa por el centro de flotacion
(Nifio y Duarte, 2006, pp. 2-29).

Se calcula el centro de flotacidn (Cf) desde la base mayor (B' = 2,6404
m), con la siguiente ecuacion:

H-(2b+B') 7,625m-(2*1,0196m+2,6404m)

= =3,2497m
3-(b+B") 3*(1,0196m+2,6404m)

V=
)

Para encontrar el x', es el centroide entre un rectdngulo y un triangulo,
medido desde el fondo inclinado.

=4 Xe+A,-Xr _7,7745m*-(1,0196m / 2)+6,1791m* *(1,0196m +0,5403m)
A 13,9538m’

=0,9748m
()

También se puede hallar 3+con el método usado para hallar x'. Estos
valores corresponden a las coordenadas del centro de flotacion Cf (
3, %), posteriormente, al trazar una linea vertical pasando por dicho
punto, se encuentra el metacentro (M). La excentricidad e es la distancia
horizontal entre el (Cg) y M. Otra manera de encontrarlo es usando Ym
y calculando e = Ym-sen (12°) = 0,2968 m.

El par restaurador (Mres) para que el cuerpo retorne a su estado inicial, esta
dado como, Mres = Fp (€) = Ymsen (0)Fb, donde 6 es el angulo de escora.
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M, =1000kp / m’(1,83m-7,625m-12,81m)-1,428m- sen(122) =53055kp.m (4)

3.13 Ejercicios propuestos

Ejercicio. 3.13.1. (Giles et al., 1994, p. 78).

Un cilindro de madera solido, tiene 0,610 m de diametro y una altura
de 1,220 m. La densidad relativa de la madera es 0,60. Demostrar que
el cilindro no es estable si se coloca verticalmente en aceite de densidad
relativa 0,85.

Ejercicio. 3.13.2. (Giles et al., 1994, p. 78).

Un globo vacio y su equipo pesan 45,4 kp. Al inflarlo con un gas de
peso especifico 0,553 kp/m?3, el globo adopta una forma esférica con 6,1
m de didmetro. ¢Cual es la maxima carga que puede elevar el globo,
suponiendo un peso especifico del aire igual a 1,230 kp/m?3?

Solucion: 34,5 kp.

Ejercicio. 3.13.3. (Mott y Untener, 2015, p. 112).

La Figura 3-33 muestra una balsa hecha con cuatro tambores huecos
en los que se apoya una plataforma. Cada tambor pesa 30 Ib. (a) ¢Cuél
es el peso total de la plataforma (y de cualquier objeto que se coloque
sobre ella) que la balsa puede soportar cuando los tambores estan
sumergidos por completo en agua dulce?. (b) ¢(Cuanta altura de los
tambores quedaria sumergida si s6lo soportan a la plataforma?). (c)
¢Cual es el peso adicional que sumergiria a los tambores y la
plataforma? Suponga que no queda aire atrapado en el interior de la
plataforma.

Respuesta: a) 1681 Ib b) 4,67 pulgadas.
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' Diametro 21 pulg.
Figura 3-33.- Esquema balsa flotante. (Mott y Untener, 2015, p. 112).

Ejercicio 3.13.4. (Munson et al., 1990, p. 90).

Una masa cilindrica con un didmetro de 1,0 m, M, esta conectada a una
compuerta rectangular de 2,0 m de ancho, como se ilustra en la Figura
3-34. La compuerta se abre cuando el nivel del agua, h, disminuye por
debajo de los 2,5 m. Determine el peso de la masa M en esta condicion.
Desprecie la friccion en la bisagra de la puerta y en la polea.

Respuesta: 2480 kg. Ayuda: el peso del agua contra la compuerta
vertical genera una fuerza hidrostatica en direccion hacia la izquierda,
encontrar el peso de la masa M, si h es menor o igual a 25 m, la
compuerta gira en sentido de las manecillas del reloj.

f

Agua
4m Diametro
h —» 1)*1 m

Im

_a

Figura 3-34.- Esquema de la compuerta giratoria. Fuente: (Munson et al.,
1990, p. 90).
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Ejercicio. 3.13.5. (Shames, 1995, p. 105).

Un bloque de madera de una densidad relativa de 0,7, esta
flotando en agua como se ilustra en la Figura 3-35. Una barra
ligera localizada en el centro del bloque sostiene un cilindro A
cuyo peso es 20 N. (A qué altura h se obtendra estabilidad
neutral? Ayuda: si el metacentro M coincide con el centro de
gravedad G, se tiene una estabilidad neutra.

|

Figura 3-35.- Esquema del bloque de madera flotante. Fuente: (Shames,
1995, p. 105).

3.14 Equilibrio relativo de fluidos en movimiento

El equilibrio relativo de fluidos en movimiento, incluye la traslacion
horizontal y vertical, y la rotacion de masas liquidas. Para el estudio
de este fendmeno, no debe haber movimiento entre las particulas del
agua, ni tensiones cortantes, ni movimiento entre el fluido y el
recipiente que lo contiene y el fluido es sometido a una aceleracion
constante. Segun Streeter y colaboradores: “Cuando se mueve de esta
manera, se dice que el fluido se encuentra en equilibrio relativo. A
pesar de que el equilibrio relativo no es un fendmeno de estatica de
fluidos, se discute aqui dada la similitud de las relaciones™ (Streeter
et al., 2000).
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Para incluir los efectos de la aceleracion se aplican los principios
modificados de la estatica de los fluidos. Para deducir las ecuaciones
que rigen el fendmeno se parte de la derivada total de la presion, (dp),
la cual se puede expresar de la siguiente manera:

dp=a—pdx+@dy (3.77)
ox oy

Donde p es la presion en funcidon de (x, y), ¢ denota derivada parcial.

3.14.1 Traslacion de masas liquidas

La traslacién de masas liquidas incluye movimiento horizontal y
vertical, con aceleracion en x (ax), aceleracion eny (ay) u otra direccion
(as). Segun muestra la Figura 3-36, cuando el fluido esta en reposo, las
presiones en los puntos (1, 2, 3) son iguales, p1= p2=ps (p = presion);
pero con el fluido en movimiento p1 #p2 #ps. Se cumple que el volumen
V1= V>, (sombreado). En el plano horizontal la presion es diferente,
pero en el plano inclinado paralelo a la superficie las presiones son
iguales (ps = ps = ps). Para el calculo de la presién con movimiento de
traslacion se calcula la ecuacion de la linea recta que genera la
superficie del agua.

ds

ax
‘)6

Lo

p1 p2 ps

‘)A

Figura 3-36.- Esquema de traslacion de una masa liquida.
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3.14.2 Movimiento horizontal y vertical

Para la deduccion de la ecuacion que rige la traslacion de masas
liquidas, se toma como base el esquema de la Figura 3-37a, donde se
tiene un elemento infinitesimal soportando fuerzas dentro de un liquido
acelerado en x y y, con un area transversal A y longitud I. Al realizar un
diagrama de fuerzas sobre este elemento infinitesimal, como se muestra
en la Figura 3-37b, con cuatro fuerzas debido a la presion actuando en
cada lado (F = p-A) y la fuerza debido a su propio peso (W).

h
r 1 h2 $
L‘F

—=| ==

Fye=[p+(Jp/ oY) (4y/2)jAx
y J

NP S
AR
Fa=[p-(p/ Ox)(Ax/2)]Ay—> p 1\/\/ = |« Fue=[p+ (dp,/ oX) (Ax2)]Ay

T
Fy=1p-(dp/ oY) (dy/2)]Ax

(@) (b)
Figura 3-37.- Esquema de la accion de fuerzas sobre un elemento
diferencial.

La presidn en la cara anterior en la direccion X, sera la presion en el
centro (p) menos el cambio de la presién en la distancia Ax/2.
Igualmente para las caras restantes.

Direccion x:
Aplicando la segunda ley de Newton, dada como:
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F=ma (3.78)

Para la sumatoria de esfuerzos que acttan sobre el elemento diferencial
se tiene:

D F.=F,—F,=m(a,) (3.79)

Como el diferencial de la masa es la densidad (o) por el diferencial de
volumen (dV), entonces,

m(a, )= pdv(a,)= p(1)AxAy(a,) (3.80)

Ademas, las fuerzas que acttan sobre el elemento infinitesimal son:

Y F, :[p_a_pg}Ay—[era—pg}Ay:—a—prAy

ox 2 ox 2 ox
(3.81)
Igualando las ecuaciones (3.80) y (3.81) se obtiene:
5
—2Z AxAy = p(1)AxAY(a,) (3.82)
Por lo tanto, el diferencial de presion es dado como:
P o)L, (383
X g

Direccion y:

Realizando el mismo procedimiento para la direccion vertical, en este
caso el eje y, y teniendo en cuenta que se suma la fuerza por W=pg-dVv,
se logra obtener: (se propone como actividad complementaria al lector
que realice la demostracion respectiva).
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St}

(3.84)
Solucion para variacion en el eje x y en el eje y:
Como la derivada total de la presion fue dada como:
dp=Pax+Pgy (3.85)
ox ay
Remplazando, las derivadas parciales se tienen:
dpzlaX dx—}/[a—y+1de
g g (3.86)

Idp =_§a" fdx—y[agy+ljfdy

Esta ecuacion es valida tanto para fluidos incompresibles como
compresibles; en la solucion para fluidos compresibles se debe tener en
cuenta la ley de los gases perfectos, como se planted en temas anteriores
(Nifio y Duarte, 2007, pp. 2-31).

Para fluidos incompresibles, integrando se tiene:

p:—gaxx—y(%+1Jy+C (3.87)

Siendo C la constante de integracion que se puede obtener mediante
condiciones de contorno. Con esta ecuacion se puede calcular la presion
con las coordenadas (X, y) en cualquier punto bajo o en la superficie.

3.14.3 Aplicacion de movimiento horizontal

Simplificando solo para movimiento horizontal, donde ay = 0 se tiene
que:
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p=-Lax-yy+C (3:88)
g

La constante de integracion C, se encuentra segun las condiciones de
frontera del problema a solucionar.

Ejemplo 3.16. Adaptado de (Giles et al., 1994, p. 81).

Un depésito rectangular de 6,1 m de longitud, 1,83 m de profundidad y
2,14 m de ancho, contiene agua hasta una profundidad de 0,92 m. Si
esta sometido a una aceleracion horizontal en la direccion de su longitud
de 2,45 m/s? a) encontrar La fuerza total sobre cada uno de los dos
extremos del depoésito debido a la accion del agua. b) Demostrar que la
diferencia entre estas dos fuerzas es igual a la fuerza no equilibrada,
necesaria para acelerar la masa liquida (m- a).

Solucion: Se plantea el diagrama de la

h \\\~‘\~\\\

(0,0)

F——"— 610m ——
Figura 3-38.

Figura 3-38.- Esquema del deposito rectangular acelerado.
a) Se tiene que la distancia d = (0,92 m) — (h). Usando condiciones de

frontera, para el punto xa= 0y ya=0,92 m + h, se tiene una presion pa
=0.

p=-L@)x-yy+cC (3.89)
g
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0=-L(a)(0)-7(0,92m+h)+C (3.90)
g
Se obtiene que,
0=-y(0,92m+h)+C (3.91)
C=+y(0,92m+h) (3.92)

Remplazando C, y considerando que la presion en cualquier punto de
la recta es cero, se obtiene la ecuacion de la linea recta:

p=0=—Z(ax)x—yy+y(0,92m+h) (3.93)
g
oz—l(ax)x—y+(o,92m+h) (3.94)
g
0=—%x y10,92m+h (3.95)
g

Se despeja el valor de y en funcién de x, la cual representa la ecuacion
de la linea recta, (y=b+mx), con m como la pendiente y b como el
intercepto y de la superficie del liquido.

y:(+0,92m+h)—a—xx (3.96)
g

Se halla el valor de h, usando condicion de frontera para x = (6,1 m/2),
y =0,92 m, por lo tanto, reemplazando se tiene:

2,45m /" 6,1m (3.97)
9,81m/s* 2

Se obtiene que el valor de h = 0,76 m; con este valor se halla d = 0,92
m-0,76 m = 0,16 my se calcula la presién en cada una de las caras del
depédsito.

0,92m=+0,92m+h-

En el extremo A-B:
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p={—l(ax)x—y+1.68}y (3.98)
g

Parax =0,0y paray = A = (0,76 m + 0,92 m)/2 = 0,84 m. (el valor de
y se coloca como el centroide A de una superficie vertical). Nota:
Obsérvese que la presion hidrostatica en las paredes se puede calcular

comop=yh, como si fuera una superficie plana vertical sumergida. Con
base en lo anterior, se tiene que:

Dos :[—?H 1,68] 7 =(~0,84m+1,68m)9810N / m* =8240,4N / m’

(3.99)

En el extremo C-D:

1
p:{——(ax)x—y+1,68}/ (3.100)

g

Conx=6,1mycon,y=h = (0,16 m)/2 = 0,08 m se tiene:
Pep = |:—;2(2,45m /5%)6,1m—0,08m+ 1,68m}9810N /m>=784,8N /m’
9,81m/s

(3.101)

Lo que es igual calcular la presién hidrostatica de la cara CD, como p
= yh = 9810N/m®*(0,16 m/2).

b) Una vez se tiene las presiones en cada cara, se calcula la fuerza como
el producto de la presion por el area, F = p-A, para cada una de ellas.

La fuerza no equilibrada debe ser igual a la masa por aceleracion en x,
Fag+Fco=max. m= p - V= 1000kg/m® *(6, 1 m x 2, 14 m x 0, 92 m)
= 12010 kg. max= (12010 kg) x (2, 45 m/s?) = 29,4 kN.

Por otro lado, la suma de las fuerzas con su respectiva direccion,
Fag+Fcp =Fap + Fag = -(8240,4 N/m?) (1,68 m) (2,14 m) + (784,8
N/m?) (0,16 m) (2,14 m) = -29,626 kN+0,269 kN = 29,4 kN.
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Obsérvese que la diferencia de fuerzas no equilibradas para ambos
casos, es de 29,4 kN, lo cual comprueba lo solicitado en el problema.

3.14.4 Movimiento vertical

El ejemplo tipico de este caso es cuando se coloca una cubeta de agua
en un ascensor, el cual se puede mover hacia arriba y hacia abajo.

Para el movimiento vertical, con a x= 0, de la ecuacion general se tiene:

p=—§(ay +g)y+C (3.102)

Dependiendo la direccion de la aceleracion, ay, la presion se incrementa
o disminuye (£), siendo (+) hacia arriba y (-) hacia abajo.

pz—y{lia—yj y+C (3.103)
g

Por condicidn de frontera, si se toma el origen en la superficie del agua
con (h) positivo hacia abajo, remplazando y = -h, entonces sih =0, p =
0y C =0, segun la Figura 3-39 se tiene:

p:—y(li “;yj ) (3.104)

(0,0

T.IF

F .

Figura 3-39.- Esquema de cambio de coordenada.

En el fondo y = -h, por lo tanto:
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p:7h£1ifij (3.105)
g

Ejemplo 3.17. Adaptado de (Medina, 2009, p.21). Un tanque de agua
sufre una caida libre. Encuentre la diferencia de presion entre dos
puntos separados por una distancia vertical Ah. Ver Figura 3-40.

10-,

4h

20

La=g
Figura 3-40.- Esquema del depdsito en caida libre.
Solucién. La diferencia de presion entre dos puntos separados por una

distancia vertical Ah de un fluido que se mueve verticalmente hacia
abajo con aceleracion ay, es p = ;/h(l—ay / g); como la aceleracion es

igual que la gravedad, entonces p = 0, por lo tanto, p2 = ps1, lo que indica
que los puntos dentro del fluido estan a la misma presion dentro de un
tanque de agua que sufre una caida libre.

3.15 Rotacion de masas liquidas

3.15.1 Ecuacidn del paraboloide de revolucion

Tomando como base la Figura 3-41, se tiene:
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Figura 3-41.- Esquema de rotacion de un fluido. Fuente: Adaptada de
Mayori (2015).

Por definicion, la derivada total de la presion en coordenadas cilindricas
es dada como:

dpza—pdr+6—pd6’+a—pdz (3.106)
or 00 0z

Para el elemento diferencial, la suma de las fuerzas horizontales
(direccion angular 6) es igual a cero:

—

> F =0 (3.107)
En sentido radial, se tiene que:

pdA—(p+Z—pdr)dA:—man (3.108)
r
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El signo (-) es debido a que se trata de la aceleracion radial (an = @?r)
dirigida hacia el eje de rotacion, en sentido contrario del radio (Nifio y

Duarte, 2007, pp. 2-34).
pdA —[p + a—pdrjdA = —Z(dAdr)a)zr
or g

Simplificando se tiene:

2o
or) g

Repitiendo el mismo procedimiento para el eje z, se obtiene:

ap | _
[azj 7
Para el eje O se tiene que:
_[oP)_g
00
Remplazando en la derivada total,
YV o2
dp==wrdr-ydz
g
Integrando la anterior ecuacion:

P=J‘dp=§w2jrdr—7de:£wzr2—7/z+C

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

Solucionando para el vértice de la parabola, donde r=0, z=z, y p=po, S

tiene que:
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b, +72,=C (3.115)
_ Y a2
p_@wr _7Z+pa+j/zo (3116)

Factorizando la ecuacion (3.116) se tiene que:

p:p0+la)2r2+}/(zo—z) (3.117)

2g

En la superficie libre del fluido con p = p, se obtiene la ecuacion de la
forma de la superficie y de la forma de las superficies de igual presion,
0 ecuacion del paraboloide.

p.=p, 4y @ +y(2,-2) (3.118)

Se encuentra entonces la ecuacion del paraboloide de revolucion. Las
superficies de igual presion son paraboloides de revolucion. Al despejar
el valor de z, se obtiene:

+z (3.119)

En la Figura 3-423, se indica el significado grafico de la superficie de
revolucion y sus variables. Como z = zo+h, entonces la altura h = z- z,,
. ;- 2 2 ., .
medida desde el Vvértice es, ,_“T , esta ecuacion proporciona la
29
geometria del paraboloide de revolucion, el cual corresponde al
mostrado en la Figura 3-42b.
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h= w2r2/2g

(@) (b)

Figura 3-42.- Geometria del deposito. (a) Esquema de superficie de
revolucion. (b) paraboloide de revolucion.

Ejemplo 3.18.

Un deposito de forma cilindrica de 4 m de altura y 2 m de radio (R),
contiene aceite hasta 3,2 m de altura. (A cuéntas revoluciones por
minuto (rpm) debe girar el recipiente alrededor de su eje para que el
aceite alcance el borde superior?.

Solucion:
Gréaficamente el problema es como se muestra en la Figura 3-43.
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)—

<I> h/2

h/2

4,0m
=

3,2m

Figura 3-43.- Esquema del depdsito de forma cilindrica.

A partir del nivel del agua en reposo, el agua sube igual distancia que
la que desciende la parabola, por lo tanto, la altura total del paraboloide
es de 2 veces 0,8 m. Si se mide h desde el vértice de la parabola hasta
el borde del tanque, h = 1,6 m.

he w*R? (1)
2g
e 2gh _2gh 2)
R? R
Se obtiene:
w= \/2(9'81'"/52)(1’6"1) :2,8rad/s=(2.8md/5)@:26'75’7’"’ @)
2,0m 2
Ejemplo 3.19.

Un liquido, con gravedad especifica Gs = 1,2, rota a una velocidad
angular @ = 200 rpm alrededor de un eje vertical dentro de un tanque
cilindrico. En un punto A del fluido localizado a 1,0 m del eje, la presion
es de 70 kPa. ;Cual es la presiéon en un punto B en pascales, que se
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encuentraa 2,0 m por encimade Ay a 1,5 m del eje?, como se muestra
en Figura 3-44 (Streeter et al., 2000, p. 76)

N , _«=200rpm

_ S

1,5m

80,
£
~

Im |
AO—H

o f--- =
|

Figura 3-44.- Esquema del tanque cilindrico.

Solucién:
Py =P, + 0 +y(z,-2,) (1)
2g
Py=p, +§602r52 +7(2,-2,) )

Al restar las dos ecuaciones se tiene:

pA _pB :|:po +%a)2rfl2 +7/(Zu _ZA):|_|:po+£a)2rBz +7/(ZO_ZB):|

(3)
pA_pB:|:£w2(rA2_rBZ):|+[7/(ZB_ZA)] (4)
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Como Zg=7Za+2, Zg-Za=Zp+2- Zp= 2.

pA_pB:sz(rAZ_rBZ)+27/ (5)
29
Y a2f2 2
pB__Za) (rA Ty )_27/+pA (6)

Sustituyendo los valores, se obtiene:

_ 1,2(9810N /m’)
Ps 2(9,81m/ s?)
2(1,2*9810n/ m*)+70000N / m’

(200*27 /60)"(1°-1,5) - ©)

p, =328987Pa —23544Pa +70000Pa =375443Pa (8)

3.16 Tensiones en recipientes de pared delgada

3.16.1 Tensidn circunferencial o tangencial

Las tensiones se presentan en una tuberia circular de pared delgada bajo
la accion de una presion interna de un fluido, las paredes estan en
tension tal como se observa en la Figura 3-45a. Se considera una
seccidn de tuberia de longitud unitaria, o sea, el anillo entre dos planos
ortogonales al eje longitudinal y separados una unidad de longitud. Si
la mitad de este anillo se toma como cuerpo libre, como lo muestra la
Figura 3-45b, la componente de la fuerza actla en este caso vertical y
pasa por el centroide del area proyectada, teniendo un valor de Fp=p-D
= (2r)p, en donde p es la presion y r es el radio interno de la tuberia
(Streeter et al., 2000, p. 63).

Si la fuerza por unidad de longitud de circunferencia es p, y el radio del
anillo es r, la fuerza que actda en un elemento del anillo es dF = pr-dé.
La longitud de arco es (r¢) y su diferencial sera rd¢. Sumando las
componentes verticales (multiplicando por seno (¢)) de todas las
fuerzas que acttian sobre el anillo semicircular dF,= pr-d¢ seno (¢), se
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obtiene la ecuacion de equilibrio (Salazar, 2006). La tension tangencial
produce una rotura longitudinal como se muestra en la Figura 3-45c.

presion p

@ (b)

Rotura

(©)

Figura 3-45.- Tensiones radiales y anulares en un anillo delgado. (a) accién
de la presidn. (b) cuerpo libre. (c) direccion de la rotura. Fuente: Adaptada
de (Salazar, 2006, p. 181).

Realizando la igualdad entre las fuerzas F y la fuerza debido a la presion
del fluido, se tiene:

2F = Lﬂ(p T sen(¢)(d¢)) =2p-r (3.120)

O también:
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F=p-r (3.121)

La tensidn unitaria o esfuerzo unitario en la pared de la tuberia o, puede
obtenerse dividiendo la fuerza F por el area a de la seccion recta del
anillo o area del borde longitudinal de la tuberia.

o, =T (3.122)

a

Si se considera que el anillo es una seccién de longitud unitaria
constante de un recipiente cilindrico de espesor de pared h sujeto a una
presion interna p, con a = h-1, la tension anular or en el recipiente
cilindrico es:

o, =2L (3.123)

3.16.2 Tension longitudinal

La tension longitudinal (o tensién meridiana) puede calcularse,
igualando la presion total ejercida contra el extremo del cilindro con las
fuerzas longitudinales que acttan en una seccion transversal de dicho
cilindro, como se indica en la Figura 3-46.
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Figura 3-46.- Tension longitudinal en un cilindro. Fuente: Adaptada de
(Salazar, 2006, p.182).

El area del espesor del cilindro es la longitud del circulo por el espesor
h, Ay= (2rr) h. La fuerza Fp ejercida por la presion, sera la presion p por
el area de la seccion transversal A, Fp = p-Ai= p (nr?), ésta debe ser
igual a la fuerza que debe resistir la pared del cilindro, la cual sera igual
al esfuerzo oL por el area Ay; al hacer la igualdad (oL =Fp) se puede
despejar oL. La tension longitudinal produce una rotura transversal del
conducto.

<

- (3.124)

o-L-h-27z-r=p-7rr2:>aL=2_

=

Notese que el esfuerzo longitudinal oo es la mitad del esfuerzo
circunferencial tangencial or.

p-r p-r fo}
O-L :E’O'T :T:}0L :?T (3125)

Como se conoce la resistencia del material o, es posible disefiar la
tuberia para que soporte la fuerza producida por la presion.

Ejemplo 3.20. Adaptado de (Giles et al., 1994, p. 55).

Se tiene un barril de madera de forma cilindrica de diametro externo de
D =6,0m, cinchado con platinas metalicas de acero de 5,0 cm de ancho
por 6,0 mm de espesor, con un esfuerzo de fluencia de Fy = 11,0
kp/mm?, conteniendo un liquido de gravedad especifica Gs = 1,06 a una
presién p = 7,20 m.c.a. Encontrar la separacién (y) de las platinas de
metal para que el cilindro no falle, como se muestra en la Figura 3-47.
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Figura 3-47.- Esquema del cilindro cinchado con platinas metélicas.

Solucion:

La fuerza estara soportada solamente por las platinas de acero, por lo
tanto, a cada platina le corresponde soportar la presion aplicada por una
franja de D-y.

Se transforma de unidades de presion en (m.c.a.) en (kp/m?).

Pl = PncG57 =7,2mea(1,06)1000kp / m* =7632kp | m* (1)

La fuerza soportada por ambos extremos de la platina seré:
F =11-10%p/m? - (0,05m - 0,006m) - 2Extremo = 6600kp (2)

La fuerza aplicada por la presion en un area de longitud (y) por didmetro
D, sera:

F=7632kp / m’(6m- y)=45792(y) (3)
Al igualar las dos fuerzas, se tiene

45792y =6600kp = y =0,144m 4)

Se deben entonces colocar las platinascada 0,144 metros a lo largo del
cilindro para evitar el fallo.
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Ejemplo 3.21.

Se tiene un deposito cilindrico de acero, de didmetro D = 3,0 m, lleno
de agua con peso especifico de 1000 kp/m?, con esfuerzo admisible de
11 kp/mm? y sometido a una presion de 6 m.c.a. Encontrar el espesor
de las paredes necesario para que soporte la presion ejercida en el fondo,
segun se muestra en la Figura 3-48.

Figura 3-48.- Esquema del cilindro lleno de agua.
Solucion:

o, =L @)

Se despeja el valor del espesor,

. (6m*1000kp / m’*)1,5
he r_(6m p/m) M 0,00041m=0,41mm )
20, 2(11E6kp / m*)

<

El espesor de la pared del depd6sito cilindrico de acero debera ser de
0,41 mm.

3.17 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.17.1.

Un carrotanque transporta un fluido de densidad relativa 0,70, se mueve
horizontalmente con una acelaracion de 3 m/s?; la longitud del tanque
es de 20 m y la altura de 2 m. ;Cudl es la sobrepresion maxima y
minima, que soportan las paredes delantera y trasera del tanque?. Se
conoce que la linea de presidon cero desciende 0,30 m en la pared
delantera. g = 9,80 m/s? .
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Respuesta: pmax = 5670 kp/m?, pmin = 210 kp/m?. Ver Figura 3-49.
(Nifio y Duarte, 2007, pp. 2-31).

pmm( ) kﬁ’—wq
( 1
=3 m/s’ ZJD E

) (0) pnat+

Figura 3-49.- Esquema del carrotanque.

Ejercicio 3.17.2.

Una tuberia de hierro que contiene agua esta sometida a 20 kg/cm? de
presion, si la tuberia tiene un didmetro de 30 cm, cuél debe ser el espesor
de la pared del tubo (h), para que no exceda la resistencia del material
de 210 kg/cm?.

Respuesta: h =1,2 cm.

Ejercicio 3.17.3.

El tanque de un compresor de aire esta sometido a una presion p = 31,5
kg/cm?, con un didametro D = 50 cm, calcular el espesor de la pared (h),
si el material con el cual esté construido el compresor tiene un limite de
fluencia longitudinal or = 2700 kg/cm?, para que no sufra falla en la
seccion transversal.

Respuesta: h= 0,15 cm.

Ejercicio 3.17.4. (Fernandez, 2001, p. 110).

A qué velocidad angular (®) en rad/s y rpm, debe girar un deposito
cilindrico de 1,20 m de didmetro y 1,80 m de altura, lleno de agua, para
que la profundidad en el centro sea nula. Ver Figura 3-50.

Respuesta: o = 9,9 rad/s = 94,5 rpm.
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1,2m

Figura 3-50.- Esquema del depdsito cilindrico sometido a velocidad angular.

Ejercicio 3.17.5. (Fernandez, 2001, p. 109).

Una fuerza vertical no equilibrada y dirigida hacia arriba de médulo 30
kp, acelera un volumen de 45 litros de agua. Si el agua ocupa una
profundidad de 90 cm en un dep0sito cilindrico, ¢Cual es la fuerza que
actta sobre el fondo del depdsito?

Respuesta: 74,91 kp.



4. Capitulo 4: Cinematica

4.1 Conceptos generales

La cinematica de fluidos trata del movimiento de sus particulas, sin
considerar la masa ni las fuerzas que actdan sobre las mismas, con base
en el conocimiento de las magnitudes cinematicas: velocidad,
aceleracion y rotacion (Streeter et al., 2000), (Nifio y Duarte, 2007).

Se presenta a continuacion, a partir de lo establecido por Spiegel (2011),
algunos conceptos generales y definiciones basicas que normalmente se
usan en cinematica, asi como conceptos de andlisis vectorial.

4.1.1 Unidades cinematicas

Teniendo en cuenta la definicion de cinematica de fluidos, las
dimensiones que se consideran son la longitud (L) y el tiempo (T),
cuyas unidades se encuentran definidas de acuerdo a lo abordado en el
capitulo relacionado con sistemas de unidades.

4.1.2 Variables

Las variables cineméticas cominmente estudiadas son la velocidad (17),
la aceleracion (a), la velocidad angular (omega: w) y el caudal (Q).

4.1.3 Escalar

Un escalar se encuentra definido solamente por la magnitud de la
cantidad fisica, como presion (p), area (A), longitud (L), tiempo (T) o
masa (M). El escalar se lo representa letra griega (fi) como una funcion
d(X, Y, 2), lo que indica que la funcion ¢ varia en el espacio definido por
(X, Y, z). Los escalares teéricos mas conocidos son la divergencia y el
operador laplaciano.

4.1.4 Vector

Es una cantidad que tiene una magnitud, direccion y sentido, como la
velocidad (17), la aceleracion (a) y la fuerza (F). La magnitud es su
largo, el sentido es la punta de flecha y la direccidn es la pendiente de
la misma. Para que dos vectores sean considerados iguales, deben tener
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igual modulo, direccion y sentido. En la Figura 4-1, se muestra las

propiedades del vector 4: la direccion como el a&ngulo « en grados, la
magnitud representada como ‘Z‘ y el sentido positivo 0 negativo, en la

direccidn de la linea soporte imaginaria en la que se encuentra el vector,
solo con dos opciones.

Figura 4-1.- Magnitud, direccién y sentido de un vector.

Las operaciones de vectores mas utilizadas son el producto punto y el
producto cruz, entre dos vectores. Estas operaciones se usaran
posteriormente en la derivacién de las ecuaciones fundamentales de la
mecanica de fluidos, especialmente en el teorema de transporte de
Reynolds, el cual incluye términos matematicos con dichos productos.
Estas operaciones son debidamente explicadas en textos de analisis
vectorial, tales como Spiegel (2011) o Zill y Wright (2011).

o Producto punto
Si se tiene dos vectores 4 y B, su producto punto es dado como:
A-B=|4||B|coso QU consiste en una manera de convertir dos vectores en

sus magnitudes escalares, si se conoce el angulo & que forman entre
ambos.

o Producto cruz
Si se tiene dos vectores 4 y B, su producto cruz es dado como:
7xB =n|4||B|seno , dOnde n es un vector unitario ortogonal al plano donde

se localizan los vectores 4 y B.
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4.1.5 Operadores
Existen dos operadores importantes que se utilizan con frecuencia en el
estudio de los fluidos, uno es el operador nabla (V) y el operador

laplaciano (V2=V - V). El primero, V , es un vector mientras que V2,
es un escalar. Estos operadores se aplican tanto a vectores como a
escalares.

4.1.6 Campos

En el estudio de fluidos se presentan el campo escalar, el campo
vectorial, el campo potencial y el flujo de campo vectorial. La
integral de superficie de un campo vectorial puede interpretarse como
el flujo del campo a través de la superficie. Intuitivamente, el flujo de
un campo de vectores a través de una superficie es la parte de dicho
campo que atraviesa la superficie. Se interpreta como el flujo de dicho
vector a través de una superficie. Matematicamente, es comun encontrar
la integral cerrada de superficie de un producto punto de dos vectores,

por ejemplo el vector velocidad y el vector area, dado como: gﬁA BdA

donde v es el vector velocidad y d4 es el vector elemental de area. Se
emplea la notacion SEA( ) para indicar una integracion sobre la

superficie cerrada A (Spiegel, 2011, p. 100).

4.1.7 Derivada material

Es una medida de la rapidez de variacion con respecto al tiempo de
cualquier propiedad (escalar, vectorial o tensorial) referida a una
particula material especifica. La derivada material es util para evaluar
dicha rapidez (Xavier y Miquel, 2012, p. 32).

Al operador derivada total d/dt se le da el nombre especial de derivada
material; algunos autores le asignan una notacion especial, D/Dt, para
hacer resaltar que se forma cuando sigue una particula de fluido a
medida que se mueve por el campo de flujo. Otros nombres para la
derivada material son: derivada total, de particula, Lagrangiana,
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Euleriana y sustancial (Cengel y Cimbala, 2006, p. 127), (Kundu,
1990, p. 52).

La derivada sustancial se puede usar con otras variables dependientes;
por ejemplo, DT/Dt representaria la rapidez de cambio de la
temperatura (T) de una particula de fluido a medida que se la sigue
(Potter et al., 2015, p. 93).

La derivada material del vector de posicion (r) de una particula es la
velocidad, Dr/Dt=17 (Xavier y Miquel, 2012, p. 32).

4.2 Vectores de uso frecuente

Los vectores de mayor interés en cinematica son:

o Vector unitario

o Vector operador nabla
o Vector gradiente

) Vector rotacional

o Vector posicion

) Vector velocidad

o Vector aceleracion

A continuacioén se detallara cada uno de dichos vectores:

4.2.1 Vector unitario

La idea de vector unitario refiere al vector cuyo modulo es igual a uno
(1). Un conjunto importante de vectores unitarios, denotados por i, j y
k, son aquellos que tienen las direcciones de los ejes X, y y z,
respectivamente, de un sistema de coordenadas rectangulares de tres
dimensiones (Spiegel, 2011, p. 3). El producto punto de vectores
unitarios iguales, es siempre uno (1,0), y cero (0) si son diferentes.
Ejemplo: i-i = j-j = k-k =1, por su parte: i-j = -k = k-1 =0.

El producto cruz de vectores unitarios es igual a su tercero. Ejemplo:
ixj =K, -jxk =1, -kxi =, jxi = -k.



Capitulo 4: Cinematica de Fluidos 165

Por ejemplo se puede tener un vector unitario n, el cual se utiliza para
notar otro vector con la siguiente equivalencia: si dA es un vector
diferencial de &rea, se puede también escribir como d4 =ndA,donde n

es un vector unitario en el mismo sentido del vector d4 y dA su
magnitud (Rogan y Mufioz, 2010).

4.2.2 Vector operador nabla

Si se considera la notacion @ @ @ como las componentes de un
ox oy oz

vector simbolico, representado por la letra griega nabla V , el operador

nabla se expresa como:

V= £1+£]+gk
ox oy oz

(4.1)
De acuerdo con Nifio and Duarte (2007), el operador nabla (V) se
utiliza como vector simbdlico. Este operador puede combinarse con

otros vectores mediante operaciones conocidas para obtener otros
vectores o escalares (UNNE, 2015).

4.2.3 Vector gradiente

El gradiente es el resultado de aplicar el producto punto entre el vector
operador nabla a una funcion escalar ¢(x, y, z), dada como:

0 0p. 09 . 00
V ¢ |:—I+5 +— :|¢— 5]4‘8—2]{ (42)

Otra notacidn, es la siguiente:
V-p=¢i+¢,j+pk (4.3)
Si existe una funcidn escalar tal que, la velocidad es igual al gradiente

de dicha funcién, entonces se puede afirmar que existe un campo
potencial (Nifio y Duarte, 2007).
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4.2.4 VVector rotacional

El rotacional del vector A (rot A ), es el producto cruz entre (V x A), a
partir del cual se obtiene:

k

J
Vxdg L 2 O |_|%a 04, Qg 0a |, |04 Oa k=rot(4)
ox oy oz oy oz ox 0z ox oy
aZ aS

(4.4)

Si el rotacional del vector velocidad es cero, se considera que un flujo
es irrotacional si (v x A) =0, y se considera que los dos vectores
son colineales; y es rotacional si (v x A) = 0. En el estado del arte

se presenta el significado fisico del rotacional en un flujo (Cengel y
Cimbala, 2006, p. 147).

4.2.5 Vector de posicién

Posicion: La posicion x de una particula fluida se puede relacionar con
el tiempo t mediante una funcion x = f (t).

Desplazamiento: Si se supone que en el tiempo t, la particula fluida se
encuentra en posicién x; y mas tarde, en el instante t' dicha particula se
encontrara en la posicion x'. Se dice que la particula se ha desplazado
Dx = x'-x en el intervalo de tiempo Dt = t'-t, medido desde el instante t
al instante t' (Spiegel, 2011, p. 45).

Segun Gastdn (1988), el movimiento de una particula fluida se puede
describir de dos maneras: a) conociendo el vector de posicion de la
particula, b) conociendo su trayectoria. En el primer caso se debe
conocer el vector posicion r (t), en funcién del tiempo,

r(t)=(xi+yj+2k) (4.5)
Donde las ecuaciones paramétricas también dependen del tiempo:

x=x(t),y=y(t),z=z(t) (4.6)



Capitulo 4: Cinematica de Fluidos 167

Las diferentes posiciones de la particula definen la curva espacial en el
sistema rectangular.

4.2.6 Vector velocidad

El vector velocidad de una particula fluida es definido como la
variacion de su vector de posicion con respecto al tiempo (Spiegel,
2011, p. 45).

v dy . dz

i(xi+ '+zk)—d—xi+— +—k 47
dt ‘ dt dt] dt “.7

dt

De este modo, la velocidad es funcion de sus componentes
rectangulares:

V=Vi+V j+Vk (4.8)

Donde cada componente rectangular de la velocidad es funcion de (x,
Y, Z, t). La magnitud del vector velocidad esta dada como:

V= JV.i2+V j +V K (4.9)
V]= i+,

4.2.7 Vector aceleracion

Una particula acelera cuando cambia su velocidad con respecto al tiempo
(Spiegel, 2011, p. 45).

- 4V dr d
a:E:E:y(XI+yH-Zk) (4.10)

La aceleracion es funcion de sus componentes rectangulares:

dv
:dii+—yj+ﬂk:axi+a j+ak (4.11)
dt dt dt 7

Q
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Donde cada componente de la aceleracion es funcion de (x,y,zt). La
magnitud del vector aceleracion esta dada por:

= (@) #(a,i) +(ak) (4.12)

Por su parte, la direccion del vector aceleracion esta dada por el angulo
alfa «:

o =tan™ [G_YJ (4.13)

Partiendo del vector velocidad, al cual se le aplica la derivada total (dv
), se puede encontrar su componente local y convectiva para la
aceleracion. Por definicion la derivada total es dada como:
dV:a—de+a—de+a—de+a—th (4.14)
ox oy 0z ot

Si se aplica cada una de las componentes de velocidad, se tiene lo
siguiente:

o Para componente de velocidad en x.
dv, :%dx + v, dy + v, dz + v, dt
ox oy oz ot

(4.15)

Si se divide toda la anterior expresién por delta de tiempo, dt.

v, _V,dx oV.dy oV, dz oV,
dt oxdt oy dt oz dt ot

(4.16)

Como los valores de dx, dy y dz, divididos por el delta de tiempo dan
una velocidad, se tiene:
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_dVe _, Ve, v, , v,
“de  Yox Yoy “ oz ot
(4.17)
o Para las direcciones restantes (y, z), se tiene que:
dv ov ov ov. ov
a,=—>=V —>+V —>+V —F+—=
dt ox oy 0z ot
(4.18)
a - dv, v wv, , v, v ov, , ov,
dt ox Yoy oz ot
(4.19)

Como las tres ecuaciones anteriores, corresponden a la aceleracion en

cada direccion, se obtiene:

a=ai+a,j+ak

(4.20)

Al sustituir los valores de la aceleracién en cada componente, se tiene:

- 6V ov, ov, oV ).
a= +V =+ == i+
7 oy 0z Ot
ov av, ov, av,
V—2L4+V —2L+V —L+—L|j+
Yox 7 oy o0z Ot
oV v ov, oV
. Z+ Z+ i Z+ Z k
ox 7 oy 0z ot

(4.21)

Al multiplicar la anterior expresion por el correspondiente vector

unitario, entonces:
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3 yaI+V i+ Yei
X

p VaV"i+V ov, . Zav. 0 s
Y oz ot

...... Ka%k+V8%k+%a%
Yoy 0z

(4.22)
Luego, al factorizar los términos comunes y @ @ , @ @

vZ 2 los
*ox Yoy "oz ot
cuales corresponden a cada columna, se tiene:

&=Vx%(in+Vyj+Vzk)+Vy%(in+Vyj+Vzk)+VZ%(in+

. (i} . .
Vyj + Vok) + — (Vi + W j + k) (4.23)

Como I7=in+Vyj+VZk , la ecuacion se simplifica de la siguiente
manera:

&:VXa—V+Va—V+Vza—V+a—V (4.24)
ox oy oz ot

Los primeros tres términos del lado derecho de la ecuacién (4.24),
corresponden a la aceleracion convectiva a. dada como:

5C:ng—v+vy@+vzﬂ—(§-ﬁ)ﬁ

= 4.25
X oy 0z (4.25)

El cuarto término del lado derecho corresponde a la aceleracion local
a, dada como:

(4.26)
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La aceleracion convectiva o de transporte es para un tiempo constante
(t = constante), y corresponde a la aceleracion debida al cambio de
posicion.

En la Figura 4-2 y se presenta graficamente la aceleracion convectiva
entre dos puntos.

Trayectoria

P,

P,
Vi

Figura 4-2.- Aceleracion convectiva entre los puntos P, y P, para el mismo
instante.

La aceleracién local es la obtenida debido al cambio del tiempo, 0 a la
variacion de la velocidad en un punto al pasar el tiempo (Gastdn, 1988),
(Nifio y Duarte, 2007). En la Figura 4-3 se ilustra la representacion
gréafica de la aceleracion local.

Trayectoria
Vl: tl

Vbt2

Figura 4-3. -Aceleracion local en el punto P

Ejemplo 4.1.

Dado un campo de velocidades V= (6+2xy+t?) i-(xy?+10t) j+25k,
hallar: (a) la aceleracion para cualquier punto (X, y, z, t). (b) Hallar la
aceleracion en magnitud y direccion para el punto (3, 0, 2,1s).

Solucién:
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Se deriva el vector velocidad v = (6+2xy+t?)i-(xy?+10t)j+25k con
respecto a la posicion y el tiempo.

. .oV , oV oV . .
a—X:(Zy)l_(YZ)];g:(Zx)l—(2xy)] > —=0; a—z(Zt)I—lO]

1)

a=V,—+V —+V —+— (2
X

ov ov ov oV
—(6-|-2X_y+t )a—x—(xy +10t)5+(25)a—z+5 (3)

d = (64 2xy + t2)[(2y)i — (y*)j] — (xy* + 10)[(2x)i —
(2xy)j1+ (25)[0] + [(2t)i — 10j] (4)

Como se pide la aceleracion para el punto (3, 0, 2,1s), se simplifica
entonces para valores de y = 0.

a=(6+¢t")[(0)i—(0)j]-(0+10¢)[ (2x)i—(0) ]+ (25)[0] +[(2¢)i —10/ |
©)

a=0-(20tx)i+2ti -10j (6)
a=(2t-20tx)i-10j (7)

Reemplazando x =3y t =1, se tiene:
a=(2-60)i-10j (8)

a=—(58)i-10] 9)
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La magnitud de la aceleracion es dada como:

|‘;|:\/(—58")2 +(-10j)* =58,86m /s (10)
La direccion del vector velocidad viene dada por:

a=tan™ [—_10) —9,782° (11)
58

Como ambas componentes de aceleracién son negativas, el vector se
encuentra en el tercer cuadrante, tal y como se muestra en la Figura
4-4,

40
n 1
20
9,782°
l':I’S- \\\ Pt
- -20 { 20 40 a0
(-58,-10) 20
1] v
-40

Figura 4-4. -Localizacién del vector aceleracion en el sistema rectangular de
coordenadas.
4.3 Operador Laplaciano

El Operador Laplaciano es dado como el producto punto del operador
diferencial nabla.
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(4.27)

2 2 2
sz a_+a_+a_ (428)
ox* oyt oz

Los vectores unitarios se eliminan debido a las propiedades del
producto punto entre ellos.

o Operador Laplaciano a un escalar: Este producto es un escalar.
o8 ¢ ]
¢ | ox® oy' oz | ¢ (4.29)
[ A2 2 2 ]
V2¢= a_?+a_€+% (430)
|ox* oyt o7 |
o Operador Laplaciano a un vector: Su producto es un vector.

Si se aplica a un vector como la velocidad se tiene:

R 2 62 82
VZV:|:¥+§+§i|'(in+Vyj+vzk) (431)

2 2 2
VZVz[8 V"+8V"+6VX}'+

ox* oyt oz
I:aZVZy . 82V2y . 62V2y :|] s (432)
ox oy 0z

o'V, oV, 0%,
+ + k
ox* oyt o0z’

ViV =[ VY, Ji+[ VY, ]+ [V, [k (4.33)
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4.4 Escalares

4.4.1 Divergencia

La divergencia se obtiene multiplicando escalarmente el vector v por
un vector A de componentes (a1, az, as) funciones de (x, y, 2):

— - oOa, Oa, Oa
V- A=—1+24-"3—-q +a, +a, =div(A

Si la divergencia es cero, entonces el vector A es selenoidal (V.A= 0).
4.5 Métodos de descripcion de un flujo

Su objetivo es conocer el estado de movimiento de un flujo en cada
instante, lo que equivale a estudiar las relaciones entre la posicion de la
particula de fluido y el tiempo; para ello existen varios métodos, pero
los mas conocidos son el método de Lagrange y el método de Euler
(Nifio y Duarte, 2007, pp. 3-4).

Para entender estos dos métodos se hace la analogia con el control de
transito por exceso de velocidad: el policia de transito tiene dos
opciones, una es quedarse en el sitio y rastrear la posicion de un
automovil usando un dispositivo (por ejemplo, una camara) que le
proporcione su localizacién y velocidad; la otra es usar la patrulla o la
motocicleta y seguir paralelamente al automovil para determinar su
posicién y velocidad. En este sentido, en la analogia, el primer método
es el euleriano y el segundo es el lagrangiano. La descripcion
lagrangiana consiste en hacer un seguimiento de las particulas fluidas,
mientras que la descripcion euleriana consiste en medir lo que pasa en
puntos fijos del espacio.

Otra analogia més visual la representa el caso de las carreras de formula
uno. En el método lagrangiano, se puede conocer algunas propiedades
de un solo auto (velocidad, marcha, revoluciones, posicion exacta del
vehiculo, etc.). En el método euleriano, por su parte, se fija la atencién
sobre un punto o region en la pista de carreras y se describe lo que
sucede en dicha region o punto a lo largo del tiempo, como es el caso
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de un aficionando viendo la carrera desde las graderias, el cual ve
cuantos autos pasan por un sector de la pista. La diferencia entre los dos
métodos radica en ver una sola particula o todas a la vez.

En términos de fluidos, como se muestra en la Figura 4-5, se puede
estudiar el movimiento de un rio de dos maneras, donde la figura (a)
corresponde al método lagrangiano y la (b) al método euleriano. Una
manera que el rio puede ser visualizado por un observador sentado en
un bote es ir a la deriva por el rio, lo cual corresponde al método
lagrangiano; otra, es que puede ser visualizado por un observador
sentado en la orilla del rio y ver el paso del agua desde su ubicacion
fija, que corresponde al método euleriano.

'Hf—v— o N
e = =2 N

S

—
- -
Método lagrangiano vl I

Meétodo euleriano
(@) (b)

Figura 4-5.- Representacién gréafica de los métodos de descripcion de un
flujo. a) método lagrangiano. B) euleriano.

La descripcion Euleriana se utiliza en la mayoria de los problemas de
flujos de fluidos; la descripcion Lagrangiana se usa ocasionalmente
cuando existe interés en encontrar la trayectoria de particulas (Kundu,
1990, p. 51).

4.5.1 Método de Lagrange

Recibio su nombre en honor del matematico francés J. L. De Lagrange,
1736-1813. ElI método consiste en estudiar una particula siguiéndola a
través de su movimiento en el flujo. Este enfoque es ampliamente usado
en la mecanica de particulas y/o de cuerpos sélidos (Nifio y Duarte,
2007, pp. 3-4).
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La posicion de la particula es una funcién del tiempo y por consiguiente,
cada una de sus coordenadas, es una funcion de su posicién y del
tiempo. Si se fija la posicion inicial en un instante de tiempo t = t, dando
valores a los parametros que fijan dicha posicion (a, b, ¢) que equivale
a la posicion del vector ro, para otro tiempo diferente a to, las
coordenadas para cada una de las particulas se pueden dar como: x =
X(a, b, ¢, t); y=y(a, b, ¢, t); z=2z(a, b, c, t) (Nifio y Duarte, 2007). Sélo
basta con variar el tiempo (t) para conseguir varias posiciones, segun la
Figura 4-6.

y$ Trayectoria:

dela — \J

particula !

)

Particula
de
=t .
RO fluido
& / a,b,c)

lo@t=ty y(t
- o ¥®

~

-

A z(t)
i )

Figura 4-6. -Movimiento de una particula segin el método de Lagrange.

Con base en lo representado en la Figura 4-6, el vector r en el tiempo t
estara dado por la siguiente expresion:

- - =

r=r(a,b,c,t)=r(ro,t) (4.35)
Asi se obtiene que para la posicion inicial:

ro=r(a,b,c)=ai+bj+ck (4.36)

-

r=x(a,b,c,t)i+y(a,b,ct)j+z(a,b,c,tk (4.37)

Las variables dependientes son: X, y, z y las variables independientes
son: a, b, ¢, t (Loayza, 2005).
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En este enfoque, cada particula queda identificada por las coordenadas
del punto que ocupa inicialmente (también denominadas coordenadas
materiales) x = x(a, b, ¢, t); y =y(a, b, ¢, t); z=z(a, b, c, t) que se toman
como variables independientes. En un enfoque Lagrangiano se
denomina trayectoria de una particula a la curva espacial definida por r
(ro, t) y es el lugar geométrico de todas las posiciones ocupadas por una
misma particula a lo largo del tiempo. (Xavier y Miquel, 2012, p. 31).

El método lagrangiano no es muy util si se estudia gran numero de
particulas de fluido, o si las particulas se desplazan grandes distancias.
Por lo general, es Util en el estudio de sélidos rigidos o trayectorias
cortas. Por ello, la descripcién lagrangiana no es muy usada en
Mecénica de Fluidos; sin embargo, si se usa en Mecanica de Fluidos
computacional (Computational Fluid Dynamics: CFD) para el estudio
de flujos bifésicos fluido-sélido, donde las particulas solidas (como
arena) se mueven dentro del fluido, pero solo para concentraciones
volumétricas de particulas menores a 10%, por el gran esfuerzo
computacional que requiere estudiar muchas particulas en trayectorias
largas (GOmez-Zambrano, 2017), (Vegendla etal., 2011),
(Subramaniam, 2013).

4.5.2 Método de Euler

Es denominado de esa manera en honor de matematico suizo L. Euler,
1707-1783. En este método, como se muestra en la Figura 4-7, se
observan las particulas que pasan por un punto o una region del espacio
“ventana” a través del tiempo (Nifio y Duarte, 2007, pp. 3-4). Aca, el
interés se concentra en lo que estd ocurriendo en un cierto punto del
espacio y en un cierto instante de tiempo, en lugar de preocuparse por
lo que le ocurra a una determinada particula fluida (Jiménez, 2015a).
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Figura 4-7.- Movimiento de una particula segln el método de Euler.

Este método selecciona un punto en el espacio (Xo, Yo, Zo), @ manera de
volumen de control finito, para estudiar el comportamiento global del
escurrimiento y se describe el movimiento de la particula que lo ocupa
en los diferentes instantes (t). Asi, el campo se escribird V =V (Xo, Yo,
Zo, t) que es una funcion vectorial que indica cual es el valor de la
velocidad en un punto fijo en el espacio (Xo, Yo, Zo) @ medida que las
particulas pasan por alli. Con base en ello, el vector velocidad se puede
expresar Como:

—

V=V (x.yzt)i+V (x,y,2t)j+V,(x,y.2,t)k (4.38)
Como (X, Y, z) son las componentes del vector posicion r, se tiene que:

V=V(rt)=r=xityj+zk (4.39)

Las variables dependientes son: Vy, Vy, V. y las variables independientes
son: X, Y, z, t (Loayza, 2005). Para la aceleracion (q), dada como la
variacion de la velocidad en funcién del tiempo, se tiene:
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&:an—v+va—v+vza—v+a—v (4.40)
ox Toy 0z Ot

Como la identificacién de puntos fijos (0 regiones) en el espacio
generalmente es mas facil que identificar piezas individuales de fluido,
la descripcion euleriana se emplea con mucha frecuencia en la
Mecanica de Fluidos (Jiménez, 2015b).

Ejemplo 4.2. Adaptado de Kleinstreuer (2003).
Dado un campo de velocidades en un marco de coordenadas fijo
Euleriano, descrito por la siguiente expresion:

v(x)=v, +Av(1-exp(—kx)) (1)

Encontrar una expresion para la velocidad en el modelo lagrangiano.

Solucién:

En la expresion dada para x = 0, se tiene que la superficie del agua se
mueve a una velocidad vo, y cuando x tiende a ser muy grande, se
acelera aguas abajo en Av, resultando v(x—) = vo+ Av. Por lo tanto, al
derivar la ecuacion v = v (vo, t) se encuentra la expresion para la
velocidad en el marco lagrangiano.

En vista que la velocidad esta definida como:

-~ dr
y=— (2)
dt
En este caso se tiene solo la direccion en x de la siguiente manera.

v(x)= % =v, + Av(1 —exp(—kx)) (3)
Como es una ecuacion diferencial en x y t, se usa el método de
separacion de variables para la integracion.

dx _adt ©)
v, + Av(1—exp(—kx))
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] dx . )
o Vo T AV(1—exp(—kx)) <

x+%ln{1+ﬂ(1—exp(—kx))}=(v0+Av)t (6)
v

0

Sustituyendo los dos términos de x, usando la expresion de v(x) se tiene:

x=—%1n{1—";°} (7)

Al aplicar exponencial en ambos lados y solucionar para la velocidad,
se tiene:

exp(—kx)=1- Y=Y 8
Av

Reemplazando estos valores, se puede expresar la velocidad en el marco
lagrangiano.
v, (Av+v,
v(e)-= o(AV:+v,) ©)

- v, + Avexp[—k(Av+v0 )t]

Al graficar la velocidad en el marco euleriano y lagrangiano, optando
por valoresde k =1, k=2, Av=1,0 m/sy vo= 1,0 m/s, se obtienen las
gréaficas que se muestran a continuacion en la Figura 4-8:
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(1) Marco de referencia euleriano.
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Figura 4-8.- Variacion de la velocidad en los marcos: (1) euleriano y (2)
De este modo se transforma la velocidad en funcion del espacio en el
marco euleriano, a la velocidad en funcién del tiempo en el marco

lagrangiano.
Hallar el vector unitario normal a la superficie dada como x?y+2xz

Ejercicio 4.6.1. (Nifio y Duarte, 2007, pp. 3-2).
en el punto (2,-2,3)

4.6 Ejercicios propuestos
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Ejercicio 4.6.2. (Gaston, 1944, p.20).
Dado el vector velocidad de un fluido por V = (x+3y)i + (y-22)] +
(x+az)k. Hallar la constante (a) de tal manera que V sea solenoidal.

Ejercicio 4.6.3. (Gaston, 1944, p.44)
Demostrar que el flujo cuyo campo de velocidades es dado como V =
(2x+y+2)i+(x-2y+2)j+(x+Yy)k, es un flujo irrotacional

Ejercicio 4.6.4. (Spiegel, 2011, p. 46).

Suponga que una particula P se mueve a lo largo de una curva cuyas
ecuaciones paramétricas, en las que t representa al tiempo, son las
siguientes: x = 40t? + 4t, y = 2 cos 3t y z = 2 sen 3t. a) Determine su
velocidad y aceleracién en cualquier momento. b) Encuentre las
magnitudes de la velocidad y la aceleracion en t = 0.

Ejercicio 4.6.5. (Spiegel, 2011, p. 75).
Encuentre el vector unitario normal a la superficie -x?yz? + 2xy’z = 1 en
el punto P (1, 1, 1).

Ejercicio 4.6.6. (Cengel y Cimbala, 2006, p. 154).

Se coloca una sonda estacionaria en el flujo de un fluido y se mide la
presion y la temperatura como funciones del tiempo en un lugar del
flujo. ¢Esta es una medicion lagrangiana o una euleriana? Explique su
respuesta.

Ejercicio 4.6.7. (White, 2004, p. 227).

Dado el campo de velocidades euleriano V = 3ti+xzj+ty2k, determine la
aceleracion total de una particula.

Respuesta: 3i+(3tx+txy?)j+(y2+2txyz)K.

4.7 Clasificacion de flujos

Los flujos se clasifican de acuerdo a varios criterios, algunos de los
cuales se detallan en la Tabla 4-1.
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Tabla 4-1.- Clasificacion de flujos de interés en la Mecénica de Fluidos

Permanente (steady state)

Tiem .
empo No permanente (transient)
Espacio Uniforme
P No uniforme

Uniforme - permanente

Uniforme - no permanente

No uniforme - permanente

No uniforme no permanente

Unidimensional (1D)

CRITERIO DE Dimension Espacial ~ |Bidimensional (2D)
CLASIFICACION DE Tridimensional (3D)
FLUJOS Densidad Incompre_sible

Compresible

Laminar

Viscosidad Transicion

Turbulento

Rotacional

Irrotacional

Supercritico

Critico

Subcritico

Espacio-Tiempo

Rotacién

Régimen

A continuacion se realiza una descripcion de cada uno de dichos flujos,
con base en varios textos de mecanica de fluidos, tales como Streeter et
al. (2000), Nifio y Duarte (2007), Loayza (2005) y Gaston (1988).

4.7.1 Criterio temporal
Esta clasificacion obedece a la utilizacion del tiempo (t) como criterio.

o Flujo permanente

El flujo es permanente, si las propiedades del fluido y las condiciones
del movimiento en un punto (o una seccién), no cambian con respecto
al tiempo; o bien, si las variaciones en ella son muy pequefias con
respecto a sus valores medios y estos no varian con el tiempo (Loayza,
2005). Dichas propiedades incluyen: la velocidad V, la presion P, la
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densidad p, la temperatura T, y la tasa de flujo de masa Qm (caudal
masico), entre otras. Matematicamente, se puede expresar como:

ot ot ot (4.41)

Como ejemplo ilustrativo, este flujo se presenta cuando existe flujo a
través de un orificio en un tanque dotado de rebose, lo que garantiza
una altura del agua constante (Hcte), cOmo se muestra en la Figura 4-9a.

o Flujo no permanente

Como caso contrario al anterior, si las propiedades del fluido en una
seccion (velocidad V, presion P, densidad p, etcétera) cambian con
respecto al tiempo, se considera un flujo no permanente.
Matematicamente, dicho flujo se puede expresar como:

a—V;tO;a—p;tO;a—p;tO

ot ot ot (4.42)

Como ejemplo se tiene el flujo a través de un orificio perforado en un
tanque, sin entrada de caudal, en consecuencia, la altura del agua sera
variable (Hvar), como se ilustra en la Figura 4-9b.
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¢ Hete H var
Rebose
Descarga
—|—=X — % » Descarga —|1=x %
(a) (b)
Figura 4-9.- Clasificacion de flujos: (a) flujo permanente; (b) flujo no
permanente.

4.7.2 Criterio espacial

Esta clasificacion obedece a la utilizacidn del espacio como criterio.
o Flujo uniforme

El flujo es uniforme si las caracteristicas hidraulicas del flujo en una
seccion (velocidad V, presion P, densidad p, entre otras) no cambian
con respecto al espacio. Matematicamente, se puede expresar como:

a_Vzo;a_pzo;@zo (4.43)
os os os
Como ejemplo ilustrativo, se tiene el flujo a través de un tubo conectado
en un tanque, y la seccion de dicho tubo se mantiene constante, como
se muestra en la Figura 4-10a.

o Flujo no uniforme

Como caso contrario al anterior, si las caracteristicas hidraulicas del
flujo en una seccion (velocidad V, presion P, densidad p, etcétera)
cambian con respecto al espacio, se considera un flujo no uniforme.
Matematicamente, se puede expresar como:
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a—V;tO;a—p;tO;a—p;tO (4.44)
Os os os

Un ejemplo préactico se puede apreciar cuando se tiene flujo a traves de
un tubo de seccidn variable conectado a un tanque, donde la velocidad
cambia con la longitud del tubo, como se muestra en la Figura 4-10b.

Entrada Entrada
Jy H=cte
Rebose ovIoL=0 _ oVIoL#0 _ |
Descarga | Descarga
L L
(a) (b)
Figura 4-10.- Clasificacion de flujos: (a) Flujo uniforme. (b) Flujo no
uniforme.

NOTA: Se debe tener en cuenta que el criterio espacial y el criterio
temporal se pueden combinar, generando flujos permanente-uniforme
y permanente-no uniforme, flujos no permanente- uniforme y flujo no
permanente- no uniforme.

4.7.3 Criterio dimensional

Esta clasificacion obedece a la utilizaciéon, como criterio, de las
dimensiones espaciales, una dimension (1D), dos dimensiones (2D) y
tres dimensiones (3D).

o Flujo tridimensional

Estrictamente hablando, el flujo en la naturaleza es siempre
tridimensional; es decir, cuando sus caracteristicas hidraulicas o
variables hidraulicas, cambian en el espacio, o sea que los gradientes
del flujo existen en las tres direcciones (x,y,z) (Loayza, 2005). Por
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ejemplo el flujo de agua en un rio con curvatura, el cual presenta
componentes de velocidad con magnitudes importantes en cada
direccioén (r, t, z), como se muestra en la Figura 4-11.

Velocidad tangencial: V¢ «v

Velocidad radial: Vr

Y LLLLIL)

//
i
- // s

/
/

Velocidad vertical: V=

Figura 4-11. -Flujo tridimensional de un rio en una curvatura. Fuente:
Adaptado de (Gémez-Zambrano, 2017).

o Flujo bidimensional

El flujo es bidimensional, cuando sus caracteristicas son idénticas sobre
una familia de planos paralelos, no habiendo componentes en direccion
perpendicular a dicho plano, o bien cuando esas carateristicas
permanecen constantes; es decir, que el flujo tiene gradiente de
velocidad o de presion (o tiene ambos) en dos direcciones
exclusivamente. Es un flujo en el que el vector velocidad solo depende
de dos variables espaciales. Un ejemplo de este flujo es el que sucede
bajo una presa de longitud unitaria, donde el agua se mueve solamente
en dos direcciones (X, z), y no existe flujo en la direccién y, tal como se
muestra en la Figura 4-12.
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Plano 2 (x,2)

Plano 1 (x,2) - Z

Reservorio

Figura 4-12.- Flujo bidimensional bajo una presa.
o Flujo unidimensional

El flujo es unidimensional, cuando sus caracteristicas varian como
funciones del tiempo y de una coordenada curvilinea en el espacio.
Usualmente, la distancia medida a lo largo del eje de la conduccion, se
puede tomar como ejemplo aproximado del flujo en una tuberia, en el
cual solo se toman valores medios en la seccion transversal, tal y como
se ilustra en la Figura 4-13.

Este flujo no tiene en cuenta las variaciones o cambios en la velocidad,
la presion, entre otras variables, en un plano transversal a la direccion
principal del flujo (Streeter et al., 2000, p. 109).

En numerosos problemas que se encuentran en ingenieria, el analisis
unidimensional sirve para proporcionar soluciones aproximadas
adecuadas.
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0 28

Figura 4-13.- Flujo unidimensional en una tuberia.

En general un flujo es siempre tridimensional. Sin embargo, cuando
en el flujo prevalece una direccion es considerado unidimensional,
como ocurre con los conductos de tuberias y de canales (Loayza, 2005,
p. 76).

4.7.4 Criterio de densidad

Esta clasificacion obedece a la utilizacién de la densidad como criterio.
o Flujo incompresible

Corresponde a la condicion en la cual los cambios de densidad del
fluido no son importantes tanto en el espacio como en el tiempo, op/ot
= 0. Un ejemplo de ello es el flujo del agua en una tuberia, la cual se
considera incompresible.

o Flujo compresible

Cuando los cambios de densidad del fluido son importantes op/ot # 0.
Como ejemplo de dicha situacién se puede considerar el flujo de un gas
en una tuberia (aire, gas metano, propano, etcétera), los cuales se

consideran compresibles.

4.7.5 Criterio de viscosidad

En este caso, el criterio de clasificacion es la viscosidad del fluido.

o Flujo laminar
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Es un flujo caracteristico de velocidades bajas, de trayectorias
ordenadas, rectilineas y paralelas (Loayza, 2005), como se muestra en
la Figura 4-14.

Figura 4-14.- Flujo laminar en una tuberia.
o Flujo turbulento

Flujo caracteristico de velocidades ordinarias (altas), de trayectorias
erraticas o desordenadas. Existen pequefias componentes de velocidad
en direcciones transversales al movimiento principal, las cuales no son
constantes, si no que fluctdan con el tiempo, de acuerdo con una ley
aleatoria, aun cuando el flujo en general sea permanente. Las
componentes transversales de la velocidad en cada punto originan un
mezclado intenso de las particulas, lo que consume parte de la energia
del movimiento por efecto de la friccion interna 'y que también en cierto
modo, es resultado de los efectos viscosos del fluido (Loayza, 2005).
Gréaficamente se presenta dicho tipo de flujo en la Figura 4-15.

' oY Ly
N Y =
C/C‘D@/SQ*

Figura 4-15.- Flujo turbulento en una tuberia.

o NuUmero de Reynolds

Para clasificar estos dos tipos de flujos se recurre a un ndmero
adimensional muy importante en la mecanica de fluidos, denominado
Numero de Reynolds (Re), el cual fisicamente representa la relacion
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entre las fuerzas de inercia (Fi) y las fuerzas de viscosidad (Fv). (Fi) =
ma, donde (m) es la masa y (a) es la aceleracion.

F ma ma
R =—= = 4.45
TR A L, 0V (449)
ﬂi
dy

Si se reemplazan las dimensiones bésicas de algunas variables se tiene:

n _PE(LIT?) pL(LIT?) plv? plv LV
RN AS LV A A
L

(4.46)

El Re se ha constituido como un nimero adimensional relevante en el
estudio de flujos en conductos a presion. L es una longitud
caracteristica, que en tubos circulares es dada como el diametro del tubo
D, para conductos de seccién no circular es dada como L= 4Ry, donde
Ru es el radio hidraulico de la seccion trasversal mojada, Ru= A/P,
donde A es el area de la seccion transversal y P es el perimetro mojado,
4 es la viscosidad absoluta o dindmica del fluido, v es la viscosidad
cinematica del mismo, p es la densidad y V es la velocidad media del
fluido.

El nimero de Reynolds es utilizado para clasificar el flujo en:

o Laminar, para Re <2000
o Turbulento, para Re >4000.

o De transicidn, Si el valor de Re se encuentra entre 2000 y 4000.

4.7.6 Criterio rotacional

Esta clasificacion obedece a la utilizacion de la rotacion del flujo en el
espacio como criterio.
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o Flujo rotacional

Un flujo es rotacional, si en su interior el campo rot V (V xV = 0)
adquiere valores distintos de cero para cualquier instante (Loayza,
2005). Fisicamente, se entiende como si se colocase un cuadrado y con
el flujo éste se deformase por rotacion debido a la diferencia o gradiente
de velocidades, como se muestra en la Figura 4-16a. Segin Gaston
(1988, p. 43), si al introducir una hélice dentro de un fluido en
movimiento ésta tiende a girar, se dice en general que el flujo es

rotacional en ese sitio.

o Flujo irrotacional

El flujo es irrotacional por el contrario, si en su interior del campo de
flujo, el vector rotacional de la velocidad vV xV = 0 es igual a cero para
cualquier punto e instante (Loayza, 2005). Al colocar un cuadrado, éste
no se deforma por efecto del flujo, como se muestra en la Figura 4-16b.
De acuerdo con Gastdn (1988, p. 43), si al introducir una hélice dentro
de un fluido ésta permanece estética, se refiere a un flujo irrotacional.

]
- . .
—Vyx—> FV x—
—Vx—>
i
L .
SR
<N
R A T e B e s T, T SRR, S B >
>/ / / i !
> Loooofod
—
:
3

(b)
Figura 4-16.- Clasificacion de flujos: (a) rotacional. (b) irrotacional.

Los autores Cengel y Cimbala (2006, p. 147) proporcionan en su obra
ejemplos y analogias préacticas para entender el flujo rotacional e

irrotacional.

4.7.7 Criterio de estabilidad
Esta clasificacion obedece a la utilizacién del régimen del flujo como

criterio usando el nimero de Froude (F).
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. NUmero de Froude

El nimero de Froude se ha constituido como un nimero adimensional
relevante en el estudio de flujos en conductos a superficie libre o
conocidos comunmente como “canales”. Dicho nimero se puede
definir como la raiz cuadrada de la relacion que existe entre las fuerzas
de inercia (Fi) y las fuerzas de gravedad, (Fg).

_h _ma

= mg (4.47)

Si se reemplazan las dimensiones basicas de algunas variables se
tiene:

co_ pL(LIT?) L2(L2/T%) ve2

_v- 4.48
® pLlg L°g Lg (4.48)

F=—F— (4.49)

L es una longitud caracteristica, que en canales es igual a la profundidad
hidraulica L = Pn, donde Pn es la profundidad hidréaulica de la seccion
trasversal mojada; Pn=A/T, donde A es el &rea de la seccion transversal
y T es el ancho hidraulico. g es la aceleracién debido a la gravedad de
la Tierray V es la velocidad media del fluido.

El nimero de Froude es utilizado para clasificar el flujo:

o Si Fr< 1, es un flujo subcritico.
o Si Fr > 1 es un flujo supercritico.
o Si Fr= 1 es un flujo critico.

Dichos flujos son caracteristicos de flujos a superficie abierta.
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4.8 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 4.3. Dado el flujo con el siguiente campo de velocidades:

V = (2X+ Y+ 2)ti + (X — 2y + 2)tj + (X + y)tk (1)
Verificar si es un flujo rotacional o irrotacional.
Solucion:

Se parte de la definicidn de que para que el flujo sea rotacional se debe
cumplir que V <V = 0, y para que el flujo sea irrotacional V <V =0.
Con base en lo anterior, es necesario hallar el producto cruz de los dos
vectores.

I 2o Bfic 2B B e rn(7) @
oy

oy oz ox 0z ox

Al obtener las derivadas parciales de cada componente de velocidad, se
tiene que:

VX =2X+Yy+2)t;Vy =(X—2y + 2)t;Vz = (X + y)t

©)

v N o oy oy
:t;—:t; :t; :t; :t; =t (4)

oy oz ox oz ox oy

VxV=[t-t]i-[t-t]j+[t-t]k=0 (5)

Como v . v_o, Se concluye que el flujo es irrotacional, es decir se
trata de un fluido ideal.

Ejemplo 4.4.
Un tubo circular de didmetro 3 pulg, transporta agua a una temperatura
de 15 °C y a una velocidad de 5 m/s; clasifique el flujo segun el NUmero
de Reynolds.
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Rezﬂ,LzD
v

5 3pulg.-0,0254 lg. 1)
Re— (3m/5)(3pule 0,0254m /pu g)=346364[—]
1,1*107°m" /s
m/s-m
2 = [_]adimensional

m°/s
Como Re>4000 se trata de un flujo turbulento.

Unidades:

4.9 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.9.1.

Un canal rectangular con un area mojada definida por una base de 20
cm y una altura de 25 cm. El canal transporta agua a una velocidad de
2,8 m/s. Clasifique el flujo segun el Numero de Froude.

Ejercicio 4.9.2. (Streeter et al., 2000, p. 109).

De entre las opciones sefialadas, sefiale la respuesta correcta:

Un flujo unidimensional es:

(@) un flujo uniforme permanente;

(b) un flujo uniforme,

(c) un flujo que no tiene en cuenta cambios en un plano transversal a la
direccion del flujo,

(d) un flujo restringido a una linea recta,

(e) ninguna de las anteriores

Ejercicio 4.9.3.

Dado el campo de velocidades como v = (6+2xy+t?)i-(xy?+10t)j+25k
que describen un flujo, determinar si dicho flujo es permanente o no
permanente.

Ejercicio 4.9.4. (Chereque, 1987, p. 51).

Segun el concepto de flujo rotacional (roty) demostrar que el rotor de
la velocidad en un movimiento de rotacion alrededor de un eje es igual
al doble del vector velocidad angular @
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Como la velocidad tangencial es v — e x dr , dondedr =dxi +dyj, por lo
tanto halle primero el producto cruz de wxdr, luego el (rotv )=
rot(wxdr).

Ejercicio 4.9.5.

Un campo de velocidades viene dado por V =(8tx)i —(4t%y)j +(8x2)k.
a) ¢Es el flujo estacionario o no estacionario?, b) ¢Es bidimensional o
tridimensional?, c) Calcule, en el punto (x,y,z) = (-1,1,0), el vector
aceleracion.

4.10 Descripcion de un flujo

Para describir el movimiento de un fluido es necesario conocer la
posicién de cada particula en cada instante; de esta forma es posible
determinar las caracteristicas cinematicas del movimiento. Para
estudiar el movimiento de las particulas se utilizara el método euleriano,
usado preferencialmente en el estudio de la Mecanica de Fluidos
(Gaston, 1988, p. 45).

Acd, previamente, es necesario conocer algunos conceptos relacionados
con el movimiento de los fluidos, tales como el flujo volumétrico y el
flujo maésico, las lineas de corriente y las trayectorias de flujo.

4.10.1 Flujo volumétrico y flujo mésico

En términos generales el flujo es la medida de la masa (caudal masico)
o volumen (caudal volumétrico) que atraviesa un area definida por
unidad de tiempo. Normalmente, dicha area coincide con la seccion
transversal de un tubo de corriente (Galviz, 2011, p. 6 de 24).

o Flujo volumétrico

El flujo volumétrico que pasa a través de una superficie imaginaria del
campo de flujo (o caudal, Q) es una de las propiedades cinematicas mas
relevantes en el estudio del movimiento de un fluido. El caudal se define
como el paso de un fluido a través de un diferencial de area dA, con una
velocidad v, que puede formar un cierto &ngulo con el vector unitario »
normal a dA. Al pasar un tiempo dt dicho caudal genera un volumen de
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fluido dv como se muestra en la Figura 4-17 (Nifio y Duarte, 2007, pp.
3-8).

Normal unitario n

Figura 4-17.- Esquema para el analisis del flujo volumétrico. Fuente:
Adaptada de (Galviz, 2011, p. 6 de 24).

Matematicamente, se puede expresar como:

0V =(v-n)dAdt =vdAcosadt (4.50)

Esto debido a que el producto punto de v.» es dado como
‘an‘cosa:vcosa, y la magnitud del vector » como uno (1,0). Como el
caudal es el diferencial de volumen por unidad de tiempo, se tiene:

dQ= (Z—Y = (v-n)dA (4.51)

Al integrar en ambos lados se tiene:

Q:fdQ:j(GJz)dA:ﬁdZ (4.52)

Un vector 44 se puede expresar con el vector unitario » COMO d4 =nda
. Para efectos practicos en la ingenieria, la velocidad siempre es normal
al area, lo que implica que el &ngulo « es igual a cero grados, con cos
(0°) =1, se tiene:
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Q= I v dA (4.53)

A

Donde V, es la velocidad del flujo ortogonal al area, lo que equivale a
que el angulo «a sea cero (0°) 0 180°, (cosa=1). Cuando a=0°, el flujo
sale de la superficie; si a = 180°, el flujo ingresa a la superficie, como
se ilustra en la Figura 4-18 .

QOO O

Figura 4-18.- Esquema cuando el vector velocidad es paralelo al vector area.

Si se integra con una velocidad constante v, =V , con y como la
velocidad media, sobre un area A se tiene:

Q=V[da=vA (4.54)

Si se conoce el caudal es posible determinar la velocidad media.

V:%:%{Edﬁ:%izi(mi) (4.55)

Al tomar un area discreta, Na es el nmero de areas en que se divide el
area total A.

o Flujo masico
El flujo méasico (Qm) se define como el flujo de masa por unidad de

tiempo, en este sentido si se multiplica el caudal volumétrico por la
densidad se tiene:
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[dQ, =[pv-da=[pvcos(o)dA (4.56)

Para una velocidad ortogonal al area, cos (a) = 1.

Q.= [pv,da=pV4 (@57)
A

Para flujos incompresibles la densidad es constante y por ello puede
salir de la integral.

4.10.2 Linea de corriente

Una linea de corriente se define como toda linea trazada idealmente
donde el vector velocidad de cada particula que ocupa un punto en la
linea de corriente es tangente a la linea de corriente (Loayza, 2005, p.
80), (Potter et al., 2015, p. 91). Graficamente se muestra el concepto en
la Figura 4-19.

Linea de corriente para
un instante "t"

@ ® @

Figura 4-19.- Linea de corriente en el instante t,. (tg = tangente). Fuente:
Adaptada de (Loayza, 2005, p. 80)

Retomando lo presentado por Gaston (1988), sup6ngase que en un
campo de flujo variable, se toma una fotografia en el instante t,, luego
se selecciona varios puntos correspondientes a un “tubo de flujo” y a

cada uno se le asigna su vector velocidad V; se puede trazar entonces,
una linea ideal dentro del flujo, de tal manera que la tangente en cada
uno de sus puntos proporcione la direccion del vector velocidad en cada
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punto. Al tomar otra fotografia del campo de flujo en otro instante t, se
obtendra otra linea de corriente distinta a la anterior.

Dado que la linea de corriente es tangente al vector velocidad, ninguno
de ellos la atraviesa por lo que la misma se dice que es “impermeable”
(Gélviz, 2011, p. 5 de 24). No existe posibilidad de que dos lineas de
corriente tengan un punto comun, pues ello significaria que en el punto
de interseccion existieran dos vectores de velocidad + distintos
(Loayza, 2005).

Para el analisis matematico se toma como base la Figura 4-20, en la
cual se muestran dos puntos infinitamente cercanos, definidos por los

- -

vectores r1 y rz, por lo tanto, se puede considerar que V1=V2=V. Como

V' y i son vectores paralelos (tienden a ser colineales).

Figura 4-20.- Linea de corriente en el instante t. Fuente: Adaptada de
(Loayza, 2005, p. 80).

Lo que implica que el producto cruz de los dos vectores es igual a cero.

yxdr=0 (4.58)
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i j k
vxdr=|v, v, v, |=0 (4.59)

dx dy dz
[vydz—vzdy]i—[vxdz—vzdx]j+[vxdy—vydx]k =0 (4.60)

Para que esto se cumpla, también se debe cumplir que:
[Vde = vzdy] [v.dz =v,dx] ,[vxdy = vydx] (4.61)

De lo cual se obtiene:

Yo Ve [ Ve Vo || WYy (4.62)
dy dz||dx dz||dx dy

De este sistema de ecuaciones diferenciales se obtiene para un instante
cosiderado to:

itz _ Vytnyze) _ Vatoyze,) (4.63)
dx dy dz

Esta ultima expresion constituye la ecuacion analitica o ecuacion
rectangular de la linea de corriente para un instante considerado t =
toy es designada por la letra griega  (psi). Cabe recordar que vx, Vy, V;
son funcion de (X, Y, z, to). Al conocerse la velocidad en cada punto y
en cada instante, es posible obtener la configuracion instantanea de las
lineas de corriente (Nifio y Duarte, 2007). De acuerdo con Gastén
(1988, p. 47), la linea de corriente es una curva espacial que esta
constituida en realidad por dos ecuaciones y no por tres.

4.10.3 Trayectoria de una particula

Es la curva que une las trayectorias de una particula (a) en cada instante
t, esta curva indica la posicion de la particula a lo largo del tiempo
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(Galviz, 2011, p. 5 de 24). Dicha situacion se muestra graficamente en
la Figura 4-21.

Z
as A @ .
m“{
ta
L y

X

Figura 4-21.- Trayectoria de la particula a. Fuente: Adaptada de (Loayza,
2005, p. 82)

Para la deduccién matemaética se parte de lo ilustrado en la Figura 4-22.

.
7 do/ v
=
dr 2%
— / Trayectoria de
fo la particula

Figura 4-22.- Trayectoria de la particula a. Fuente: Adaptada de (Loayza,
2005, p. 82).
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Como se habia comentado anteriormente, el vector de velocidad v es el
cambio del vector r(t) con respecto al tiempo t.

- dr
-2 4.64
v=— (4.64)
Despejando se tiene:
dr =vdt (4.65)
Por otro lado se tiene que:
dr =dxi +dyj +dzk (4.66)
V=V i+v, j+vk (4.67)

Haciendo la sustitucion de las ecuaciones (4.66) y (4.67) en la ecuacién
(4.65), se obtiene:

dxi+dyj +dzk =(v,i+v,j+vk)dt (4.68)
dxi +dyj +dzk = (v,dti +v dtj +v,dtk) (4.69)

Con base en lo anterior, se obtiene la siguiente igualdad:
dx =vdt,dy=v dt,dz=v,dt (4.70)

Al despejar el diferencial del tiempo de cada una, se tiene:

\%
dt:V—X,dt:—y,dt:V—Z (4.71)
dx dy dz

Se considera que si dt es igual, también lo es 1/dt. Como el dt es el
mismo para las tres igualdades se puede establecer que:

Vieyzt) _ Vyeyz) _ Yoy

dx dy dz

(4.72)
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La expresion anterior constituye la ecuacion analitica de la trayectoria
para un instante t =t variable. Donde cada una de las velocidades (vy,
Vy ¥ Vz) son funciones de (x,_y, z, t). Al comparar la linea de corriente y
la trayectoria, si el flujo es no permanente estas son lineas distintas, pero
si el flujo es permanente significan lo mismo. La razon esta en que, en
el flujo permanente, el campo de velocidad no cambia con el tiempo.
Toda particula que pase por “ag” sigue la misma trayectoria. En cada
punto ao, ai,..., an €l vector velocidad permanece igual. Todas las
particulas que pasen por ap tienen velocidad Vo, las que pasen por a:
tienen velocidad v1, y las que pasen por a tienen velocidad vi (Loayza,
2005). Si se toma varias fotografias al campo de flujo permanente y se
hace el trazado de la curva que une los puntos, se obtendra la misma
linea de corriente, que a la vez serd la trayectoria de la particula.

La descripcion y visualizacion de las lineas de corriente, se realiza en
un dispositivo que permite colocar diferentes geometrias para su
estudio, con un sistema de inyeccidn de tinta 0 agua coloreada, como se
muestra en la Figura 4-23, conocido como la celda de Hele-Shaw.

Figura 4-23.- Dispositivo experimental para visualizar las lineas de flujo.
Fuente: (Tecquipment, s/f).
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En la Figura 4-23, se presenta dos fotografias de las lineas de corriente
obtenidas experimentalmente en una celda de Hele-Shaw.

Figura 4-23.- Fotografias de lineas de corriente y trayectorias en flujo
permanente obtenidas experimentalmente. Fuente: (Armfield, s/f).

4.10.4 Superficie de flujo, tubo de corriente y vena liquida.

Si al trazar una curva C dentro de un flujo, ésta corta varias lineas de
corriente, la superficie asi formada se llama superficie de corriente. Si
la curva C se cierra de manera que forme un tubo, sin que haya cruce
de las lineas de corriente, la superficie cerrada se Illama tubo de flujo o
tubo de corriente y el volumen encerrado en dicho tubo se llama vena
liquida (Loayza, 2005, p. 83). La razdn para que las lineas de corriente
no se corten es que no existe posibilidad de que dos lineas de corriente
tengan un punto comun, pues ello significaria que en el punto de
interseccion existieran dos vectores de velocidad ; distintos, lo cual no
puede ocurrir por la definicion misma de linea de corriente (Gaston,
1988, p. 47).
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b) <)

Figura 4-24.- (a) superficie de flujo. (b) tubo de corriente. (c) vena liquida.

4.10.5 Funcidn de corriente

Segun Nifio y Duarte (2007), la funcion de corriente es otra funcion
escalar que solamente es vélida para flujo en dos dimensiones (2D), y
su aplicacion sirve para calcular el caudal a través de superficies
conociendo las componentes de velocidad. Se representa con la letra
griega v (psi), pudiéndose dar en dos ecuaciones:

A partir de la ecuacion de linea de corriente 0 ecuacion de Lagrange
(Gaston, 1988, p. 58):

1% v,
X ="=vyvdy-vdx=d 4.73
dx dy Ky v “73)

Por otro lado, segun la definicion de diferencial exacta, se tiene:

dy =Y ax+ ¥ gy =0 (4.74)
0ox ay

Al comparar las dos expresiones anteriores, se obtiene que:

., v (4.75)
oy 7 x

<
I
<
I

La funcidn de corriente y es una constante ya que debe cumplir que dy
=0. Ay =0, y-yn =0 .. yr=ya=constante. La funcion de corriente
constante =0, se utiliza para calcular descargas a traves de superficies
(Gastdn, 1988, p 59). Lo que confirma que la funcion de corriente



208 Capitulo 4: Cinematica de Fluidos

tiene un valor constante diferente para cada linea de corriente (Loayza,
2005, p. 90).

La funcion de corriente i satisface la ecuacion de Laplace en dos
dimensiones (2D), cuando se trata de un flujo irrotacional, lo que
implica que ¥V <v =0.

_ - 8
Vxv=0i—0j+ Y _g (4.76)
ox oy

Reemplazando vy, vy, por la funcidn de corriente y, se tiene:

Gxp| 200/ %) oov /), (4.77)
0x oy

o .o (0w  dyw

%w:(axz . ijszl// (4.78)

La anterior expresion es la ecuacion de Laplace en dos dimensiones
V2 = 0 (Gaston, 1988; p. 59). Se puede considerar que la funcion de
corriente es una ecuacion que describe una familia de lineas de
corriente, donde cada valor constante de y genera una linea de corriente
(Loayza, 2005, p. 88).

4.10.6 Ejemplos de aplicacion

o Caudal y velocidad

Ejemplo 4.5.

Una masa de aire que tiene una densidad de 1,225 kg/m*®a 15°C y a una
atmosfera normal fluye por un tubo con un diametro de 20 cm a un flujo
masico de 5,3 kg/s ¢Cual es el flujo volumétrico y la velocidad media
del flujo en el tubo?.
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Solucion:

Como el caudal masico es Qm = piA = pQ, entonces Q = Qm/p = (5,3
kg/s)/(1,225 kg/m®) = 4,327m?%/s. La velocidad media fue definida como
V=0/ 4, entonces:

V=(4327m /5)/(2(0,2mY /4)=137,71m/s (1)

Ejemplo 4.6.

La velocidad del agua en el canal mostrado en la Figura 4-25 tiene una
distribucion a través de la seccion vertical igual a vx = Vmax (y/d)¥?
¢Cual es el caudal en la seccion si ésta tiene 2 m de profundidad (d = 2
m) y 5 m de ancho (ortogonal a la pagina o a la pantalla del lector del
presente texto), y la velocidad maxima es de Vmax = 3 m/s? Encontrar,
ademas, la velocidad media.

Vméx

Vx:VméX(y/d)]/Z / d

Fondo del canal

Figura 4-25.- Distribucion de velocidad del flujo en el canal.

Solucion:
El flujo volumétrico fue dado como:

Q:J‘vxdﬁ (1)

A

Si se llama al ancho b, con b = 5m.

Q= V(v /)" (b-dy) )



210 Capitulo 4: Cinematica de Fluidos

Integrando para dy, se obtiene:

meax d 1/2
Q=g [, ()" ay ©)
d
bv_ |2 bV 2
0

Sustituyendo los valores, se tiene.

Q :wZ(Zm):2Om3 /s (5)

La velocidad media se calcula con el siguiente procedimiento.

— 1 N
V=—|vdA 6
alv ©)
= 1 pd 1/2
V=Z_[0Vmax(y/d) (b-dy) (7)
d
o1V 2 s _2DdV,. ®)
Ad”? 37 |, 3 A

Como A = bd, en este caso el area se elimina, resultando:

v=2v

max

W N

(9)

(B3m/s)=2m/s (10)

<
1l
w N

° Linea de corriente
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Ejemplo 4.7.

El campo de velocidades de un flujo bidimensional viene dado por , =
(Vo/L)(4xi-4yj), donde Vo y L son constantes. Determinar las lineas de
corriente para (x,y) > 0.

Solucién:

Si separan las componentes del vector velocidad v, en sus componentes
rectangulares, vx = (Vo/L) (4x); vy = -(Vo/L)(4y); se plantea la ecuacion
de la linea de corriente en el plano (X, y), dada como:

dx dy
—== )
vV, Vv,
Reemplazando las velocidades, se tiene:
J- dx :J~ dy
(v, /Lx 7V, /L)y 2

Como (v 1, es constante, se eliminan de la ecuacion.

5)-13)

Al integrar cada término y colocando la constante de integracion (Cte),
se tiene:

In(x) = —In(y)+Cte 4)
Segun propiedades de logaritmo:

In(x)+In(y) = Cte ©)

In(xy) =Cte (6)

Si In(xy)=Cte, el valor de xy también debe ser una contante ya que
e = cte, por lo tanto, se puede expresar que:
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xy =e™ =C (7)

Esta ecuacion, que describe las lineas de corriente, es denominada la
funcién de corriente y = xy; dando valores a la funcion w=0,1,3y6
se obtiene la representacion gréfica, de la Figura 4-26, de las lineas de
corriente. En el caso de que =0, y = 0 para todo x.

14

12 \
10

=0 y=l —@—y=3 —@—y=6

Figura 4-26.- Lineas de corriente de la funcion y = xy. Fuente: elaboracién
propia.

. Funcién de corriente

Ejemplo 4.8. (Gaston, 1988; p. 63).

Determinar la funcion de corriente del flujo bidimensional dado por v
= 3xi-3yj. Hallar el caudal que fluye entre las dos lineas de corriente que
pasan por los puntos A(2,2) y B(3,3).

Solucién:
3x=6—w'—3y——a—v/ )

; =

oy ox
Se aplica el método de separacion de variables y se integra:

oy =3x0y (2)
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jaw:JBXGy 3)
w=3xy+C 4)
w=3xy+C;yw=3yx+C (5)

En este caso las ecuaciones son iguales, asi que se toma cualquiera de
las dos; de lo contrario, se adicionan los términos diferentes de cada
una, si los hubiere. De esta manera, la funcion de corriente  se expresa
como:

w=3xy+C (6)

Es la ecuacion de la familia de lineas de corriente. Para hallar el caudal
se considera que la diferencia de las dos funciones que pasan por Ay B
son iguales al caudal.

Q=vy-v, (7)
Q=[33)(3)+C]-[3(2)(2)+C€]=15 Unidades de caudal (8)

Ejemplo 4.9. (Gastdn, 1988, p. 59).

Una familia de lineas de corriente, cada una de las cuales representa un
valor constante de la funcion de corriente y; se puede suponer que las
constantes van aumentando uniformemente, como se muestra en la
Figura 4-27. Demostrar que el caudal por unidad de ancho q, es el
mismo que atraviesa el area AB y el area CA.
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y
Vy s
B e
C . al \| W 1//1

Figura 4-27.- Familia de lineas de corriente.

Solucion:

El flujo entre dos lineas de corriente y1 y y», es decir, el flujo que
circula en la franja w1 - we, con profundidad unitaria, se puede hallar
integrando vy:

Q=[vdd;——-—- >dA=(1)dy (@)
A
B Ba(// B
5 Zfo(l)dy:I—dY=J5W e V=V, Y, (2)
A A y A
A aw A
ch=£vy(1)dX=£—§dX=—£8W=v/c—WA:wz—% 3)

De lo cual se concluye que el caudal gas = qca.

4.11 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.11.1. (Vennard y Street, 1979, p. 150), (Fernandez, 2001,
pp. 119-123).

Calcular las velocidades promedio para los perfiles bidimensionales de
velocidad mostrados en la Figura 4-28, si el valor de la velocidad v¢ =
4 m/s localizada a la mitad de la separacion de la profundidad D =2 m.
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Paréabola Circunferencia Paréabola
D Ve Ve Ve Ve Ve
lgual lgual
=
(a) (b) (c) (d) (e)
Figura 4-28.- Esquema del Ejercicio 4.12. Adaptada de (Vennard y Street,
1979, p. 150)

Ejercicio 4.11.2. (Potter et al., 2015, p. 98).

El campo de velocidad esta dado por V= 2xi+ ytj m/s, donde x y y estan
en metros y t en segundos. Encuentre la ecuacion de la linea de corriente
que pasa por el punto (2, —1) y un vector unitario normal a la linea de
corriente en el punto (2, -1) cuandot=5s.

Ejercicio 4.11.3. (Fernandez, 2001, p. 136).

La boquilla que se muestra en la Figura 4-29, de 8 cm de diametro en
la base, 3 cm en el otro extremo y longitud L, descarga 1300 L/min.
Determinar la expresion para la variacion de velocidad del fluido a lo
largo del eje de la boquilla. Medir la distancia x a lo largo del eje, a
partir del plano de mayor diametro.

2,50 cm y
4,00 cm

1,50 cm ) 1,50 cm
1,50 cm

4,00 cm

-

X
| |
I L |

Figura 4-29.- Esquema del Ejercicio 4.14. Fuente: Adaptada de (Fernandez,
2001, p. 136).
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Ejercicio 4.11.4. (Chereque, 1987, p. 59).

Determinar la ecuacion de las L.C. de un flujo permanente, plano,
simétrico respecto del eje y, dirigido hacia abajo, que choca contra una
placa horizontal, cuyo campo de velocidades esta definido por las
componentes: Vx = 2X, Vy = -2y.

Ejercicio 4.11.5. (Sotelo, 2005, p. 102).

El campo de velocidades de un flujo esta definido como: vx = x+y, vy =
-y+t. Determinar la ecuacion de la linea de corriente parat =0, y el
punto (-1,-1). La trayectoria de la particula que en el instante t = 0, se
encuentra en la posicion (-1,-1).

Ejercicio 4.11.6. (Franzini y Finnemore, 1999, p. 70)
Un flujo de aire, a 100 °F y sometido a una presion de 50 psi abs, fluye
dentro de un conducto de ventilacion de 10 pulg de didametro, a una
velocidad media de 30 pies/s. Calcule el flujo mésico.

Ejercicio 4.11.7. (Streeter et al., 2000, p. 112).

En un flujo bidimensional alrededor de un cilindro, las lineas de
corriente se encuentran separadas 2 pulg, a una distancia del cilindro
donde la velocidad es de 100 pies/s. En un punto cerca al cilindro, las
lineas de corriente se encuentran separadas 1,5 pulg; ¢Cual es la
velocidad promedia en este sitio? Suponer caudal constante entre dos
lineas de corriente. Seleccione la respuesta:

(@) 75 pies/s.

(b) 133 pies/s.
(c) 150 pies/s.
(d) 200 pies/s.
(e) 300 pies/s.

4.12 Flujo potencial

Un campo potencial es aquel en el que existe una funcion (fi) ¢(x,y,z)
de tal manera que el vector velocidad (v) sea igual al producto punto
entre el operador nabla (v) y la funcion escalar ¢ (Gaston, 1988), (Nifio
y Duarte, 2007, p. 3).
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La presencia de un flujo irrotacional (vxv=0) implica la existencia de
un potencial de velocidades. En el caso de flujo con potencial se
restringe préacticamente al flujo ideal o perfecto, esto es, aquel que se
comporta como incompresible y no viscoso. El concepto de potencial
es basicamente wuna cantidad matematica abstracta v,
consecuentemente, no tiene un significado fisico inherente (Gaston,
1988). En el flujo de fluidos el potencial se denota con la letra ¢ (fi).

Para plasmar el concepto de flujo con potencial en la realidad, se resalta
lo siguiente: usualmente, el anlisis de un proceso fisico que involucre
flujo requiere la identificacion de un gradiente potencial, y se puede
presentar en varias areas del conocimiento. Por ejemplo, es bien sabido
que el calor fluye a través de solidos desde alta hacia méas baja
temperatura. Asimismo, la corriente eléctrica fluye a través de circuitos
eléctricos de alto a mas bajo voltaje. Para estos procesos, la temperatura
y el voltaje son cantidades potenciales y las velocidades o los ritmos de
flujo de calor y de electricidad son proporcionales a estos gradientes
potenciales. En el estudio de gravedad entre masas, el valor de la
gravedad “g” se toma como el potencial. En Mecanica de Fluidos el
ejemplo mas relevante es el gradiente potencial, correspondiente a las
alturas piezomeétricas, que controla el flujo laminar de agua a través de
un medio poroso (Gastdn, 1988).

Uno de los usos del flujo potencial es el estudio del flujo mediante las
redes de flujo, para ello es necesario conocer la relacion entre la
funcion de corriente y (Psi) (x,y) y la funcién de potencial ¢ (fi)
(x,y,z) (Gaston, 1988), (Streeter et al., 2000), (Sotelo, 2005), (Nifio y
Duarte, 2006).

4.12.1 Funcién potencial
Matematicamente, el flujo potencial se define como:

V=V-¢=grad($) (479)

v 097,905,995 (4.80)
ox oy 0z
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Como el vector velocidad (v) es dado como:

V=Vi+V, j+Vk (4.81)

Entonces, se pueden obtener las ecuaciones paramétricas para la
velocidad (Gaston, 1988), (Sotelo, 2005).

y 00y 09, 09 (4.82)
ox Y ooyt ooz

Un caso tipico de flujo con potencial es cuando se analiza el flujo a
través de una muestra porosa, como lo ilustra la Figura 4-30; en este
caso, es posible determinar el potencial de velocidades (Gaston, 1988).

PiezOmetros

Muestra
e N /pﬁrés;
- (k)
\Bl\ \\
Y
@ \\ pe —
— 7
Ah\\ —
@
As »

Figura 4-30.- Flujo a través de una muestra permeable.

Los niveles de agua en los piezémetros ascienden hasta el nivel freatico.
Darcy demostrd que la velocidad media en el medio poroso es V = -k
(Ah/As), donde k es el coeficiente de permeabilidad, dado en cm/s; As
es la distancia recorrida entre los puntos 1y 2; Ah es la diferencia de
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alturas entre los puntos 1y 2; el signo negativo (-) indica que el nivel
Ah desciende a medida que As se incrementa.

Si se establece la relacion de la funcion potencial con la velocidad, para
cada direccion se tiene:

V. =—k, on, v, =k, oh, Vo=—k, oh (4.83)
* ox Yoy’ ? 0z
op__, 0hop__, Ohop__, Oh (4.84)

ox *ox’ oy Y ay 0z “ oz

O¢p=—k Oh;0p=—k oh;0p=—k,Oh (4-85)
Asumiendo las constantes de integracion como cero.

¢p=-kh;¢p=—k h;¢p=—kh (4.86)

El valor Unico de ¢ esta dado por la combinacion de las tres ecuaciones
sin repetir términos.

p=-kh—kh-kh=—(k +k, +k,)h
(4.87)

Si el medio poroso es homogéneo e isotrdpico entonces, a partir de los
valores de ky, ky y k;, se toma el valor medio, en las tres direcciones, y
se obtiene que el potencial de velocidades para medio poroso esta dado
como:

¢ =—kh (4.89)

4.12.2 Condiciones que debe satisfacer el flujo con potencial

El flujo con potencial debe cumplir las siguientes condiciones:

o Condicién de Cauchy-Reamann.

o La ecuacion de Laplace. Fluido incompresible (flujo
solenoidal), la divergencia del vector velocidad debe ser cero,
V-V=0.
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. Flujo irrotacional, VxV =0.
o Fluido ideal (no viscoso).
o Movimiento bidimensional; aunque es valida para tres

dimensiones, en estudio de redes de flujo se considera en 2D.

A continuacion se amplian los conceptos de estas condiciones.

4.12.3 Condiciones de Cauchy-Reamann

Dichas condiciones establecen que las lineas equipotenciales fi (¢ =
constante) y las lineas de corriente (y = constante), deben ser
ortogonales en los puntos de corte. Como se observa en la Figura 4-31,
en la cual se describen las lineas de corriente y equipotenciales en el
cambio brusco en la frontera.

¢1
@2

Wz ¢3
@ o

4
wo

é5

v

Figura 4-31.- Linea de corriente y potenciales ortogonales entre si.
Fuente: Adaptada de (Sotelo, 2005, p. 417).

El conjunto de lineas formadas con (¢, y), que se intersecan unas con
otras formando siempre un angulo recto, genera una malla llamada red
de flujo. Por ejemplo, el flujo que sucede bajo una presa o un dique,
como se puede observar en la Figura 4-32.
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Figura 4-32.- Linea de corriente y potenciales bajo una presa (realizada con
el software SLIDE mediante solucién numérica con elementos finitos).
Fuente: (Bernal, 2017).

4.12.4 Ecuacion de Laplace

Debe cumplir con la ecuacién de Laplace. Partiendo de la ecuacion de
continuidad para un fluido incomprensible en movimiento permanente,
que es la divergencia de V, div(v)=v -V, se tiene:

V.17{%H%ﬁa—ik}[vmwyﬁwﬂ (4.89)
%+%+%:0 (4.90)
ox Oy Oz

Sustituyendo los valores de la velocidad en funcion deg, se tiene:

2 2 2

vig-09,94,99_, (4.91)
ox" oy° o0z

Por lo tanto, el flujo potencial en estado permanente e incompresible

cumple con la ecuacién de Laplace, por lo que se considera que ¢ es
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armonica. Si se conocen las condiciones de frontera, se puede
encontrar soluciones practicas para problemas de ingenieria (Nifio y
Duarte, 2007, pp. 3-21).

Tal como lo expresan Darby y Chhabra, (2001, p. 398), la solucion de
la ecuacion de Laplace, junto con las condiciones de contorno
adecuadas, determina la distribucion de potencial (por ejemplo, la
presion) dentro del medio. Las derivadas de este potencial luego
determinan la distribucion de velocidades en el medio. Por tanto, la
ecuacion de Laplace gobierna el flujo tridimensional (potencial) de un
fluido no viscoso.

4.12.5 Flujo irrotacional

El flujo potencial debe cumplir que sea irrotacional. Para el caso
bidimensional (x, y) se tiene:

%17:(8%_%}:0 (4.92)
ox oy

4.12.6 Condicién de flujo ideal
El concepto de flujo ideal se expresa como sigue:

El movimiento de los fluidos perfectos (no viscosos) se describe
mediante la ecuacion de Euler du/dt = g — Ip/p. Este tipo de
flujos es muy importante, pues en muchas situaciones de interés
practico, los efectos de la viscosidad de los fluidos reales quedan
limitados a las regiones del espacio (muchas veces pequefias)
donde tienen lugar fuertes gradientes de la velocidad (capas
limite, o regiones donde el flujo es turbulento), mientras que en
la mayor parte del flujo los efectos de la viscosidad son despreciables
y el fluido se puede suponer ideal (Gratton, 2002, p.79).
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4.12.7 Condicion de flujo bidimensional

A pesar de que la funcién potencial se puede expresar en tres
dimensiones, la funcion de corriente es una funcion escalar que sélo se
puede aplicar a flujos bidimensionales (Nifio y Duarte, 2007).

Muchos flujos de interés son esencialmente bidimensionales, es
decir, una de las tres coordenadas espaciales se puede despreciar
y la correspondiente componente de la velocidad es nula (o una
constante). Los flujos planos y los flujos con simetria axial son
ejemplos de esta clase de flujos. Al considerar los flujos planos,
es habitual elegir z como la coordenada a ignorar, de modo que
se puede suponer que la velocidad en direccion del eje z es cero y
que el flujo se desarrolla en el plano (x, y) (Gratton, 2002, p.82).

4.12.8 Relacion entre funcion de corriente y funcién potencial

Como se conoce la relacion entre las velocidades y cada una de las
funciones de corriente y potencial, es posible entonces establecer una
relacion entre yy ¢.

De la funcién de corriente se obtiene:

v oov.y _ oy (4.93)

Por su parte, de la funcion de potencial:

v-Py % (4.94)
x' ' oy

Igualando velocidades se tiene:

oy _9¢ (4.95)
oy ox
Oy _04 (4.96)
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Las ecuaciones identificadas con los numeros (4.95) y (4.96), se
conocen como las ecuaciones de Cauchy — Reamann (Nifio y Duarte,
2006).

4.12.9 Solucién para flujos con potencial

Para encontrar los valores de las lineas equipotenciales y las lineas de
corriente, se solucionan simultaneamente las ecuaciones de Laplace,
para flujo bidimensional, dadas como:

Vz¢:(i¢25+i¢j]:0 (4.97)

ox° oy

vzv,:(az_%az_u;j:o (4.98)
ox" Oy

Para la solucion existen varios métodos que se nombran a continuacion:

4.12.10 Métodos analiticos

Entre los métodos analiticos se encuentran:

o Método de solucién directa (Gaston, 1988, p. 167), (Sotelo,
2005, p. 440).

. Meétodo de solucion indirecta (Sotelo, 2005, p. 449).

o Superposicion de flujos (Gaston, 1988, p. 177).

o Variable compleja (Gaston, 1988, p. 193).

4.12.11 Métodos numericos
Entre los métodos numeéricos se pueden mencionar:

o Diferencias finitas (Gaston, 1988, p. 157), (Sotelo, 2005, p.
424).

o Relajaciones (Gaston, 1988, p. 163), (Sotelo, 2005, p. 426).

o Matricial (Sotelo, 2005, p. 430).

o Elementos finitos (Sotelo, 2005, p. 431).
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4.12.12 Método grafico

Para aplicar este método, se debe conocer primero los contornos o
fronteras del dominio (sistema) a estudiar. Se construyen una serie de
lineas que describan la naturaleza del flujo, trazando primero las lineas
de corriente y luego las equipotenciales, formando una malla, que debe
cumplir con los siguientes requisitos:

o Las lineas de corriente y las equipotenciales, deberan ser
ortogonales, y uniformemente espaciadas.

o Cada celda de la malla debe ser lo mas cuadrada posible.

o Cada celda debe contener justamente un circulo inscrito con
tangente en sus cuatro lados. (Gastdn, 1988, p. 149), (Sotelo,
2005, p. 415).

4.12.13 Aplicacion de los métodos de solucion

Ya que el alcance del presente texto, no incluye el abordaje de la
solucion del flujo con potencial, el desarrollo de dicha tematica se
presenta en textos altamente reconocidos, como Sotelo (2005), autor
que dedica un capitulo completo al estudio de flujo con potencial en el
que desarrolla, con amplios detalles, las soluciones de este flujo;
adicionalmente, Gaston (1988) presenta en detalle los conceptos
teodricos del flujo con potencial y propone varios métodos para su
solucion. Por su parte White (2004), presenta un estudio de caso para
ilustrar el procedimiento de analisis por el método de diferencias finitas.
Otro de los textos reconocidos es el de Shames (1995), el cual
proporciona la metodologia para solucionar la ecuacion de Laplace por
diferencias finitas con ejemplos préacticos.

Los autores, usando diferencias finitas con la herramienta Solver de
Excel, han solucionado la ecuacion de Laplace para las lineas de
corriente, de la geometria que se presenta en la(b)

Figura 4-33a. En ésta, se tiene las condiciones de contorno, entrada,
salida y geometria de las superficies sélidas. Luego, se divide el
dominio contenido entre las fronteras, en pequefias celdas, entre mas
pequefias sean estas celdas, mayor sera la precision de las lineas de
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corriente. Seguidamente, se aplica el método de diferencias finitas a
cada celda, para obtener en cada coordenada (i,j) los valores de v,
similar a un plano topografico, se interpolan las lineas de corriente de
igual valor, como si fueran curvas de nivel (x,y,h), en este caso son
(i,J,v); asi se logrd la red de flujo con las lineas de corriente que se

muestra en la (b)

Figura 4-33b. Se procede con la misma metodologia para encontrar las

lineas equipotenciales.

(@)

y [m]

2,00
1,80
1,60
1,40
1,20
1,00
0,80
0,60
0,40
0,20

0,00
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

x[m]
0,00-1,00 1,00-2,00 2,00-3,00 3,00-4,00 = 4,00-5,00
5,00-6,00 = 6,00-7,00 = 7,00-8,00 = 8,00-9,00 =9,00-10,00

(b)
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Figura 4-33.- Geometria de la expansidn. (a) Condiciones de contorno.
Fuente: (White, 2004, p. 544). (b) Solucién de las lineas de corriente usando
Excel. Fuente: elaboracion propia.

4.12.14 Ejemplos de potencial y funcion de corriente

Se presentan algunos ejemplos para complementar los conceptos
teoricos de flujo con potencial y funcion de corriente.

Ejemplo 4.10. (Nifio y Duarte, 2007, pp. 3-24).

La funcidn de corriente de un flujo en dos dimensiones est4 dada por:
W =9+6x—-4y +7xy 1)

Hallar la funcion de potencial ¢ de la velocidad para dicho flujo.

Solucion:
Se parte de las ecuaciones de Cauchy — Reamann, que relacionan ¢y

w.

op Oy 0P __ oy

ox oy oy  ox (2)
LU
oy

W _gi7x=22

0 =(~4+7x)ox (3)
[og=[(-4+7x)ox

@ =(—4x+%}+ f(y)
La constante de integracion depende de y, toda vez que ¢ depende de'y.

Posteriormente, se debe encontrar el valor de f(y), se utiliza la segunda
igualdad de ¢y .
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op_ oy _0p_0f , 7% _f (4)
0y_ 6X:>8y_6y[ 4x + > +f(y)]—f(y)
oy
—— =67 ()
ox y

Sustituyendo en la igualdad:

2
f'(}’):g:—6—7y;df:[—6—7y]dy;f(y):_6y_7%+c (6)
y

Al sustituir f (y) en ¢ se obtiene:

2 2
¢:(—4X+7; J—6y—7§ +C (7)
2 2
¢:—4X+%—6y—%+c (8)

Asi se ha obtenido el valor de la funcion de potencial a partir de la
funcion de corriente. La constante C se halla conociendo las
condiciones de contorno.

Ejemplo 4.11. (Nifio y Duarte, 2007, pp. 3-23)
Un campo de flujo se caracteriza por la funcion de corriente = Xxy. ¢Es
el flujo irrotacional?

Solucion:
v vz‘a—Y-%kzo 1)
oy
v v o) 2
o o
vo v o) ®)
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Como el producto cruz es cero, entonces el flujo es irrotacional.

Ejemplo 4.12. (Nifio y Duarte, 2007, pp. 3-24).

ov,
¥ _9
ox
v, _,
Ay

VxV=[0-0/k=0k

(4)
(5)

(6)

Un campo de flujo esta dado por la funcién de corriente y = 3x?y-y?;
verificar si el flujo es irrotacional y dibujar la linea de corriente para

=5.

Solucioén:

§XV:%—%k=O
ox 0Oy
o(3x’y -y’
A Gt y):3x2—3y2

VxV=|-6y-(-6y)[k=0

(1)

2)

©)

(4)

()

(6)
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Como el producto cruz es cero, entonces el flujo es irrotacional. Se
dibuja la linea de corriente para w = 5, para lo cual se integra la
ecuacion:

a_l// = 3X2 — 3y2 (7)

3
w=3x"y - 3% 8

Despejando x con y =5.

3

5+y
3y

(3x2y—y3)=5:>x= 9)

Dando valores a y, se hallan los valores de X, y se dibuja en plano (x, y),
obteniéndose la curva que se presenta a continuacién en la Figura 4-34.

X

Figura 4-34.- Linea de corriente para funcion y = 5. Fuente: elaboracién
propia.

Dicha situacion indica que la curva es la linea de corriente para vy
constante.
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Ejemplo 4.13. (Tamburino, 2020). Dibujar la red de flujo resultante de
considerar un flujo uniforme paralelo al eje x con velocidad Vx= Vo y
sin velocidad en el eje y.

Solucion:
Con base en lo anterior, la funcion de corriente esta dada por:
sz%zva;v _99_ 1)
ox 7oy
Al integrar la primera ecuacion, se tiene:

¢(x,y):Vax+C (2)

La constante de integracion es arbitraria, y por simplicidad se puede
elegir f =0 para x = 0. La linea de corriente estara dada por:

oy oy
V.=V ==V =0=—"=y(x,y)=V 3
e o = V)=V ®)

Para efectos de la solucion del problema, se impuso que eny =0, Vy =
0. La funcion f varia solo con el eje x, y la funcion y varia solo con el
eje y. Si se otorga un valor a la velocidad Vo = 2 m/s, se puede obtener
unared de flujo como la que se ilustra a continuacién en la Figura 4-35.
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Figura 4-35.- Red de flujo para flujo uniforme y paralelo. Fuente:
elaboracion propia.

4.13 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.17.1. Adaptado de (Nifio y Duarte, 2006, pp. 3-25).
Dibujar la red de flujo para el siguiente campo de velocidades: Vx=-U
yVy=0,V;=0.

Ejercicio 4.17.2. Adaptado de (White, 2004, p. 241).

¢Existe una funcién de corriente para el campo de velocidades
siguiente?. u = ¢(x* — y?), v = —2cxy, w = 0. Si es asi, determinela,
dibujela e interprétela.

Ejercicio 4.17.3. (Munson et al., 1990, p. 285).
La Figura 4-36 ilustra el flujo bidimensional de un fluido
incompresible no viscoso en la vecindad de la esquina a 90°, dicho flujo

se encuentra descrito mediante la funcién de corriente t//(r,ﬁ):Zrzsen(Zé’)

, donde  esta en unidades de m?/s cuando (r) esta en metros. Dibujar
la red de flujo, suponer que la densidad del fluido es 102 kg/m® y el
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plano x —y es horizontal, es decir, no hay diferencia de elevacion entre
los puntos (1) y (2).

-~

-—

0,5m

\CD

Im

Figura 4-36.- Esquema de la geometria del flujo. Fuente: adaptado de
(Munson et al., 1990, p. 285).

Ejercicio 4.17.4. (Munson et al., 1990, p. 298).

Dibujar las lineas de corriente y lineas equipotenciales alrededor del
O6vulo de Rankine, usando algin método matematico para su
elaboracion. Investigue la solucion.

Ejercicio 4.17.5. (White, 2004, p. 257).

El fondo de un rio tiene una protuberancia de 4 m de altura que se
aproxima a un medio cuerpo del 6vulo de Rankine, como se muestra en
la Figura 4-37. La presion en el punto B en el fondo es de 130 kPa y la
velocidad del rio es de 2,5 m/ s. Utilice la teoria de flujo con potencial
para estimar la presion del agua en el punto A de la protuberancia, que
estd 2 m por encima del punto B. La temperatura del agua es de 20°C
Respuesta: 109200 Pa.



Agua a 20°C

V=25ml/s A
=
[9\}
<4 - - - - -

Figura 4-37.- Esquema de la geometria del rio.




5. Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la
Mecanica de Fluidos

5.1 Introduccion

Las Ecuaciones Fundamentales son la formulacion matematica de las
Leyes Fundamentales, las cuales rigen el movimiento de un fluido. En
la Mecanica de Fluidos se conocen tres ecuaciones fundamentales,
como son:

e Ecuacion de conservacion de masa (Ecuacion de continuidad).
e Ecuacion de conservacion de energia.
e Ecuacion de cantidad de movimiento.

Donde la tercera se divide en cantidad de movimiento lineal y angular,
quiza por ello White (2004, p. 129) menciona que son cuatro ecuaciones
fundamentales.

La deduccion de estas expresiones se puede realizar usando la segunda
ley de Newton, el teorema de transporte de Reynolds para un
enfoque de sistema o el volumen de control. Estas ecuaciones se
consideran como parte de la dindmica de fluidos, la cual trata del
movimiento de sus particulas, considerando las fuerzas que actian
sobre las mismas (Streeter et al., 2000), (Nifio y Duarte, 2007),
(Gaston, 1988). Para tal fin, en el presente texto se toma como base el
libro de Shames (1995), que desde su primera edicion utilizd la
ecuacion del transporte de Reynolds para la deduccion eficiente de las
leyes bésicas.

Las ecuaciones fundamentales se deducen de las tres leyes basicas de
conservacion para cualquier medio continuo, las cuales son:

o Conservacion de la materia (ecuacion de conservacion de la
masa).

o Conservacién de energia (ecuacién de energia).

o Segunda ley de Newton (ecuaciones de cantidad de

movimiento).
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5.2 Sistema y volumen de control

En primera instancia, se procedera a realizar la definicion de lo que es
un sistema desde la Optica del presente texto.

5.2.1 Sistema

Las leyes basicas de conservacion, asi como los modelos de transporte,
se aplican a un sistema (también llamado sistema cerrado), que se
define como una cantidad de materia de masa fija (Cengel y
Cimbala, 2006, p. 147). El sistema no es realmente el volumen en si,
sino el material dentro de una region definida (Darby y Chhabra, 2001,
p. 148). Este concepto se ilustra en la Figura 5.1a.

5.2.2 El volumen de control

En la dinamica de fluidos es comun que se trabaje con un volumen de
control (VC) (también conocido como un sistema abierto), el cual se
define como una region en el espacio elegida para su estudio; en un
VC, se permite que la masa entre o salga a través de sus limites, los
cuales se conocen como superficies de control (SC). Un volumen de
control también puede moverse y deformarse durante un proceso, pero
numerosas aplicaciones del mundo real se relacionan con volumenes de
control fijos e indeformables (Cengel y Cimbala, 2006, p. 148).

Se define también el VC no deformable (pues también existe VC
deformable), como un volumen fijo en el espacio, relacionado a un
sistema de ejes coordenados, que puede estar en movimiento, respecto
a un sistema absoluto (Loayza, 2005).

En la Figura 5.1b se ilustra el esquema de un VC de una tobera, donde
la linea punteada es la SC, que rodea o limita el VC, la SC cercana a las
paredes es frontera real y la que corresponde a la entrada y a la salida
es frontera imaginaria. Un VC puede tener mas de una entrada y salida.
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Frontera real

Superficie de control, SC

T
‘

i
i
+ Volumen de

. control, VC

Entrada—:—«> —}> Salida

Frontera 3 (una tobera) /,J
imaginaria\ I

VC

@ Sistemaen el tiempo t
(@] Sistema en el tiempo t + At

(@) (b)

Figura 5-1.- Ejemplo gréafico de un volumen de control. (a) Sistema'y
volumen de control. (b) Volumen de control.

5.3 Teorema del transporte de Reynolds

Para deducir este teorema, siguiendo a Chereque (1987), se emplea el
método de Euler, que consiste en lo siguiente:

o Adoptar una porcion fija del espacio dentro del interior de un
fluido de forma y tamarfio constantes. Esta porcion de espacio se
Ilama volumen de control y su delimitacién se llama superficie
de control.

o Escoger una porcion de masa fluida de modo que en un instante
dado coincida con el volumen de control. Esta porcion de masa
se llama sistema y su delimitacion se llama contorno.

o Considerar la coincidencia en un instante t, luego el sistema
desplazado en un dt y aplicarle los principios de la mecanica a
dicho sistema.

La cantidad y la identidad de la materia en el VC puede cambiar con
el tiempo, pero la forma de volumen de control permanece fija. EI VC,
por ser una regién finita del espacio esta estrechamente relacionada con
el punto de vista euleriano (Shames, 1995).

El volumen de control permite estudiar los cambios en el tiempo que
presentan las propiedades. Dichas propiedades pueden ser extensivas e
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intensivas, las primeras cuya medida depende de la cantidad de
sustancia presente, y las segundas son aquellas propiedades cuya
medida es independiente de la cantidad de sustancia presente medida en
cantidad de masa. Entre las propiedades extensivas, que se denotan por
laletra (N), estan el momentum (o cantidad de movimiento), el volumen
y la energia. Las propiedades intensivas se definen como las
propiedades extensivas por unidad de masa (m) y se denotan con la
letra griega eta (7); asi se tendr& volumen por unidad de masa, energia
por unidad de masa, momentum por unidad de masa (Shames, 1995),
(Nifio y Duarte, 2007), (Munson et al., 1990) y (Streeter et al., 2000).
Las dos propiedades se relacionan con la siguiente expresion:

N= j ndm= j npd¥ (5.1)

Donde N representa la propiedad extensiva y 7 es la propiedad
intensiva; p es la densidad, dm es el diferencial de masa y d 7 es el
diferencial de volumen.

Usando el volumen de control, se puede analizar las caracteristicas y
propiedades del flujo. Siguiendo lo expuesto por (Munson et al., 1990),
(Cengel y Cimbala, 2006) y (Streeter et al., 2000), y con base en la
Figura 5-2, se tiene:

Vi

d|1: \Y 1dt

— Superficie de control fija y frontera del sistema para el tiempo t
****** Frontera del sistema para el tiempo t+dt

(a) (b)
Figura 5-2.- Sistema con volumen de control. (a) Diagrama del sistema de
volumen de control. (b) Variacion del volumen de control con el tiempo.
Fuente: Adaptado de (Munson et al., 1990, p. 170).
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Es posible obtener facilmente una versién simple del teorema de
transporte de Reynolds que relaciona los conceptos del sistema con los
conceptos de volumen de control para el flujo unidimensional a través
de un volumen de control fijo, como la seccién del conducto de area
variable o expansion. Se considera que el volumen de control es el
volumen estacionario dentro del conducto entre las secciones (1) y (2)
como se indica en la Figura 5-2a. Para dicho caso particular, el sistema
que se considera es el fluido que ocupa el volumen de control en algln
momento inicial t. Poco tiempo después, correspondiente al momento
t+6t, el sistema se desplazo ligeramente hacia la derecha. Las particulas
de fluido que coincidieron con la seccidn (2) de la superficie de control
en el tiempo t, se han movido una distancia ol> = V24t hacia la derecha,
donde V> es la velocidad del fluido al pasar por la seccion en mencion.
De manera similar, el fluido que inicialmente se encontraba en la
seccion (1) se ha movido una distancia dl; = Vidt donde Vi es la
velocidad del fluido en dicha seccion. Se supone que el fluido fluye a
través de las secciones (1) y (2) en una direccion normal a tales
superficies y V1y V2 son constantes a traves de las secciones (1) y (2).

Como se muestra en la Figura 5-2b, el flujo de salida desde el volumen
de control a partir del tiempo t hasta t+5t se denota como volumen |1,
el flujo de entrada se denota como volumen |, y el volumen de control
como VC. Por lo tanto, el sistema en el tiempo t consiste en el fluido en
la seccion VC; es decir, “sis = VC”, (sis=sistema), en el tiempo t. En el
tiempo t+ot el sistema consiste en el mismo fluido que ahora ocupa
secciones (VC-1)+ll; es decir, “sis = VC- I+ II”, en el tiempo t+5t. El
volumen de control permanece como seccion VC por todo el tiempo.

Lo comentado en el anterior parrafo se escribe matematicamente
analizando el valor que toma la propiedad extensiva en un tiempo ty en
un tiempo t+ot.

Para tiempo t.
En este instante el fluido dentro del volumen de control coincide con el
sistema.

Ny =Ny (t) (5.2)
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Para tiempo t+at.
El VC es el volumen inicial, del cual se “desprenden” los volumenes I,
V/C-I. Para el tiempo t+5t el VC estd conformado por (area limitada con
linea discontinua mas oscura de la Figura 5-2b) (VC-1) +11. El volumen
(VC-I) se entiende como el fluido que aun permanece dentro del VC
para el tiempo t (0o VC inicial) y los volumenes | y Il serén los que
cambiaron de posicion.

(N

g =Ny =N, + N, )H&
N, (t+6t)=N, (t+5t)—N,(t+5t)+ N, (t+5t)

(5.3)

Cuando se resta la ecuacion (5.2) de la ecuacién (5.3), que corresponde
al cambio en la propiedad extensiva N en el sistema en el intervalo de
tiempo &, se obtiene el siguiente término:

N, (£+6t) =Ny (£)=| Ny (£+6t) =N, (£ +5t)+ N, (e +t) [-[ N, (£)]  (5.4)

Si se divide ambos términos entre &t, lo que corresponde a un
diferencial de la propiedad extensiva N, por unidad de tiempo, se
obtiene:

N (¢+688) =Ny (£) [Ny (t+6t)=N, (t+6t)+N, (£+6t) |-[ Ny ()]

ot ot

(5.5)

La forma de la ecuacion anterior, es similar a la definicién de derivada
en diferencias finitas en el tiempo. Agrupando términos segun Nvc, N,
y Ny se tiene:
N, (t+6t)=N,(t) Ny (t+6t)=N,(t) ~ N, (t+6t) .\ N, (t+6t)

St - St St ot  (56)

El Término (1) de la ecuacién anterior usando la definicion de limite,
cuando ot— 0, representa la tasa de cambio de la propiedad extensiva
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N, asociada con el sistema (una porcién dada de fluido) a medida que
avanza. Cuando 6t se aproxima a cero, se convierte en una derivada,
representada por DNsis/Dt, también conocida como la derivada
material, dado como:

. Nsis(t+5t)_NsiS(t)_DNsis
fim, St Dt 1)

El Término (2) y tomando el limite cuando dt— 0, se convierte en la
derivada y corresponde a la tasa de cambio temporal de la propiedad
extensiva N dentro del volumen de control, (que es la definicién de
derivada); reemplazando N se tiene:

lim Mo (t+§;2_NVC (6 ag'f =§[ | ﬂpdVJ (5.8)
vc

El Tercery cuarto términos de la ecuacion (5.6), corresponden al flujo
de la propiedad extensiva N, que atraviesa la superficie de control SC
(o también conocido como flujo neto de N a través de SC). Para
superficies de control discretas N se la puede expresar en forma de
sumatoria, que entra y que sale. En el limite &t— 0, segun Cengel y
Cimbala (2006, p. 150), se puede demostrar que los términos (3) y (4),
son iguales a:

. [N (e+60)-N(t+68)] _ =
Lim [FHEROEREE0] = 6 mpi - d 59

Al reemplazar todos los términos anteriormente analizados en la
ecuacion (5.6), se obtiene:

DNgis
Dt

0 — -
=— ([, npdV) + §..npV - dA (5.10a)
ot

Esta ecuacion se denomina teorema de transporte de Reynolds, y es
de gran importancia en la mecanica de fluidos. Segin Gaston (1988, p.
69):
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1) el primer término del lado derecho de la Ec. (5.10a) es el cambio
de la propiedad N dentro del volumen de control.

2) el segundo término del lado derecho es la tasa neta de la propiedad
N a través de la superficie de control. Es de recordar que el término
V-dA se lo puede expresar introduciendo un vector unitario n siempre
ortogonal a la superficie; por lo tanto, se tiene V-dA=V-ndA, que es el
producto punto entre dos vectores.

El segundo término del lado derecho es una integral cerrada de
superficie, o integral de un campo vectorial sobre una superficie
cerrada. Por propiedad de las integrales de superficie, esta integral
cerrada es igual a la suma de las integrales de superficie de cada una de
las areas que conforman la superficie cerrada, como se ilustra en la

Figura 5-3.

Figura 5-3.- Representacion grafica de la integral cerrada de superficie.
Fuente: elaboracion propia.

Las areas Ay, Ao,.....,An son subregiones de SC que no se traslapan (Zill
y Wright, 2011). De esta manera se obtiene la siguiente expresion.:

o1V - dA = [, np,Vy - dAy + [, npoVs - dAy 4.+ [, npV, - dA,
(5.10b)

Si el vector de velocidad y el vector de area son paralelos, por propiedad
del producto punto, la suma vectorial se convierte en una suma escalar
con velocidad media V, por lo tanto los términos del lado derecho de
esta Gltima ecuacion (5.10b), se pueden sustituir por una sumatoria -
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Suma de Riemann- (Zill y Wright, 2011), mientras que la ecuacion del
teorema de transporte de Reynolds (5.10a), se expresa también como:

DN, 0o [ npdv |+ npva (5.10c)
at vc sc

Dt

La interpretacion fisica del teorema de transporte de Reynolds se
encuentra planteada en Munson et al. (1990, p. 173). Por su parte,
Cengel y Cimbala (2006, p. 147), proporcionan un concepto similar al
desarrollado acd sobre el transporte de Reynolds y presentan una
deduccion alterna del teorema del transporte de Reynolds, mediante el
uso del teorema de Leibnitz (Kundu, 1990).

Para flujo permanente el primer término de lado derecho de la ecuacion
(5.10c), se desprecia, y se presenta como:

DN
= = VA 5.10d
o ;7/3 (5.10d)

5.4 Ecuacion de conservacion de la masa

Esta ecuacion es también conocida como “Ecuacion de continuidad” y,
como ya se expuso anteriormente, se fundamenta en la ley de
conservacion de la masa. Para su deduccion se utiliza el teorema de
transporte de Reynolds. Se hacen las siguientes consideraciones
(Shames, 1995):

1. Lapropiedad extensiva N corresponde a lamasa de un sistema fluido (M).
2. La cantidad 7 o propiedad intensiva es igual a la unidad, ya que 7= M/M.

Al realizar el reemplazode N =My 7 =1, se tiene:

DM &
== [ pav |+ pva (5.11)
Dt atUCp ] 2P
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Como la masa M de cualquier sistema es constante, el cambio de la
masa con respecto al tiempo debe ser cero; es decir, DM/Dt = 0, la
anterior ecuacion se simplifica como:

0
a(Vjc,odv};,ov,q_0 (5.12)

Esta ecuacion indica, que la tasa neta de flujo de salida (Término 2)
de masa a través de la superficie de control, es igual a la tasa de
disminucién de masa dentro del volumen de control (Término 1).
En esta forma se tiene en cuenta la masa que entra o sale de cualquier
volumen escogido en el flujo en cualquier instante. La ecuacion (5.12)
y sus formas simplificadas se conocen como ecuaciones de
continuidad (Shames, 1995).

5.4.1 Simplificaciones a la ecuacién de continuidad

o Flujo Permanente

Si el flujo es permanente con respecto a una referencia fija relacionada
con el volumen de control, todas las propiedades del fluido, incluida la
densidad, en cualquier posicion fija de la referencia, deben permanecer
constantes en el tiempo (Shames, 1995). Debido a que se estd
trabajando con volimenes de control de forma fija, el término (1) de la
anterior ecuacion se anula, por lo tanto el término (2) puede escribirse
como:

Y pVA=0 (5.13)

SC

Por lo tanto, puede establecerse que cualquier flujo permanente en el
que intervengan uno o varios fluidos debe satisfacer dicha ecuacion
(Shames, 1995). En las Ingenierias Civil, Sanitaria, Ambiental y de
Produccion Acuicola esta ultima ecuacion es la mas usada ya que la
mayoria de los disefios hidraulicos se realizan con flujo permanente.

o Flujo Incompresible
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Al considerar el caso de flujo incompresible se tiene como condicién
que interviene solamente una especie unica de fluido en el volumen de
control. En este caso p es constante en todos los puntos en el dominio
y para todo tiempo, aun si el campo de velocidad es no permanente
(Shames, 1995). En el término (2) de Ec. (5.12) se puede extraer la
densidad p de la sumatoria, obteniéndose la siguiente expresion:

> VA=0 (5.14)
SC

Lo que implica que, para cualquier flujo incompresible en el que
interviene solo un fluido, la conservacion de la masa se reduce a la
conservacion del volumen. Para efectos practicos, el flujo que entra
debe ser igual al flujo que sale de un volumen de control (Shames,
1995).

Para entender mejor el concepto, se plantea un caso citado por Shames
(1995), en el que propone una situacion bastante comun: un fluido
incompresible entra a algin aparato por una tuberia y sale de éste por
una segunda tuberia, como se muestra esquematicamente en la Figura
5-4.

Superficie de control

2.V A, I[Lfnea dicontinua

e
_h ,
%—Iﬂ ,
—=! |
—=l .. -, 1
Volumen de control

E : pDV2?A2

' T T T —a-

' I——-

' ——f-

_

_____________________________________________ i —

Figura 5-4.- Sistema con volumen de control de entrada y salida
unidimensional. Fuente: adaptado de (Shames, 1995, p. 208).
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La superficie de control escogida se indica mediante una linea
discontinua. Se supone que el flujo es permanente con relacion al
volumen de control y que los flujos de entrada y de salida son
unidimensionales. Aplicando la ecuacion (5.14), se obtiene:

ZVA - (VA)Salida B (VA)entrada - 0 (5 15&)
SC

(VA)e"fmdﬂ - (VA)Sﬂ[ida = (Q)entmda - (Q)salida (5 15b)

Retomando la definicion de caudal, obsérvese que el término (VA) es el
caudal volumétrico Q, el cual se considera constante en el flujo a través
de un conducto. Por lo tanto, equivale a decir que el caudal que ingresa
al VC, es igual al caudal que sale.

5.4.2 Ecuacién diferencial de continuidad

Como lo manifiestan Nifio y Duarte (2007), en algunos problemas de
Mecénica de Fluidos e hidraulica es necesario estudiar el principio de
continuidad en un punto. Segun la Figura 5-5, se hace el planteamiento
matematico para la derivacion de la ecuacion diferencial de
continuidad, partiendo de un volumen de control de tamafio
infinitesimal.

dx
dz
_ OpVxdx OpVx dx
(PVx= =52 ,gv o (PVxt 5
z
%/l;;D X y
y

Figura 5-5.- Esquema del volumen infinitesimal para la derivacion de la
ecuacioén de continuidad. Fuente: Adaptada de (Sotelo, 2005, p. 115)
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Con base al principio de conservacion de la masa, el cual dice: “La
cantidad de masa que atraviesa la superficie de frontera del volumen
en la unidad de tiempo, debe ser igual, a la rapidez de variacion de la
masa contenida en el volumen” (Sotelo, 2005) es de notar que la
definicion cumple el teorema de transporte de Reynolds con masa
constante en el sistema.

La primera parte del principio de continuidad esta dado como:

La funcion ,y, se incrementa y decrementa en la misma cantidad, al
pasar las caras del elemento, en el eje x, como:

opv, dx (5.16)
ox 2

Al sumar y restar, se tiene la cantidad neta de masa que atraviesa dichas
caras.

(pv, + 2% dX)dA (v, - P dX)dA 9V \ixda, (5.17)
ox ox ox

Donde dAx = dz-dy y p es la densidad. Si se realiza el mismo andlisis
para las otras dos dimensiones se tiene que:

(v + 2% dy)dA oy, P dy) dA, [apVYdedA (5.18)
7 oy oy oy 7
dz 0
(pv, + gv - )0A = (o, ———)dAz ( e jdszz (5.19)

Donde dAy = dx-dz, y dA; = dx-dy.
La segunda parte del principio de continuidad se expresa como:

om _ d(pdxdydz)

5.20
ot ot (5:20)
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Siendo m la masa. Igualando las ecuaciones (5.17), (5.18) y (5.19) a la
ecuacion (5.20), se obtiene la ecuacion de continuidad diferencial.

OV, Iy opv, O(pdxdydz)
[FJdXdA‘ +[ o ]dyd/—\/ +( p jdszZ +—at =0
(5.21)

Como todos los téerminos estdn multiplicados por el diferencial de
volumen dV = dx-dydz, se simplifica de la siguiente manera:

opv
apvx+ p y_I_asz +a_10:0

(5.22)
ox ay 0z ot
En forma vectorial se expresa como:
V(o) + 22 =0 (5.23)
PV 5 '
. op
div(pv)+ B =0 (5.24)

Esta ultima es la ecuacion diferencial de continuidad valida para un
punto p cualquiera y para cualquier tipo de flujo, sea permanente, no
permanente, compresible o incompresible. Para flujos permanentes e
incompresibles, dicha ecuacion se reduce a V-v = 0, lo que indica que
la divergencia del vector velocidad es cero (Nifio y Duarte, 2007).

5.4.3 Ecuacion de continuidad para una vena liquida

Como en ingenieria gran parte de los flujos se mueven en una
trayectoria formando una vena liquida, como se muestra en la Figura
5-6, lo que equivale a movimiento unidimensional, se toma uno de los
ejes, por ejemplo, x = s, se tiene la ecuacion de continuidad diferencial
para dicha trayectoria. La vena liquida estd conformada por tres
superficies: la que la rodea; y dos secciones transversales, la anterior y
la posterior, del elemento diferencial ds.
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V1

Al pi?

Figura 5-6.-Esquema de una vena liquida. Adaptada de (Sotelo, 2005, p.
118)

La cantidad neta de masa que atraviesa la superficie de frontera del
volumen elemental en estudio, es:

(pV, + apV dS)A (pV _0pV, dS)A 8,0V dsA
0s 0s

(5.25)

Esto si se considera que el area A en las dos caras transversales es igual,
considerando también que ds es muy pequefio.

La rapidez con que varia la masa dentro del volumen elemental, es:

om _ o(pdsA)

5.26
ot ot (5.26)

Reemplazando estos dos términos y aplicando el principio de
conservacion de la masa, se tiene que:

(ép v ]dsA Apds) _, (5.27)

Os ot
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En la mayoria de los problemas se acepta que el diferencial ds no varia
con el tiempo y se lo puede excluir de la ecuacion.

(astjAJra(pA):O

5.28
OS ot (5.28)

Como (p, Vs, A) son funciones de (t y s), se desarrollan las derivadas
parciales de la anterior ecuacion:

oA oV o), ,0), oAA)
v Al Loy av [P 40P, A
P (asj P (asj (asj o0 o

(5.29)

Como Vs = ds/dt, se reemplaza dicha equivalencia en la ecuacion
(5.29) y se tiene:

pds(&AjerA v, +A§(a—pj+A—a(p)+p—a(A)=O
dt\ Os 0s dt\ Os ot ot

(5.30)

Agrupando términos segun p y A, se tiene la siguiente expresion:

oA ov. +pds +pa(A) ds 6_,0 +Aa(p):0
0s dt\ Os ot dt 0s ot

(5.31)
o) {202 ) ) )
os dt\ Os ot dt\ Os ot
(5.32)

En donde el segundo término entre corchetes [] es la derivada total del
area, y el tercer término entre corchetes corresponde a la derivada total
de la densidad; haciendo el reemplazo:
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ov. dA dp
Al — |+ p| — |+4]| — |=0 5.33
p(as] p[dt} [dt} (533)
Dividiendo la anterior ecuacion por el producto pA, se tiene finalmente:
ov.) 1|dA| 1
S R L S - (5.34)
os ) Aldt]| p|dt

Dicha expresion es la ecuacion diferencial de continuidad para una
vena liquida con flujo no permanente y compresible.

Al igual que para la ecuacion diferencial de continuidad para un punto
en el espacio, se pueden hacer algunas simplificaciones:

Para un flujo permanente el término con respecto al tiempo se anula,
y se tiene:

apva) (5.35)
0s

Por lo tanto, para que se cumpla la igualdad, el argumento pVA debe
ser constante, (pVA) = Cte.

Para fluido permanente e incompresible, la densidad es contante y
sale de la ecuacion, se cumple que VA debe ser constante. Lo que
significa es que el caudal que circula por una vena liquida es constante.
Si se tienen dos secciones, una de entrada y otra de salida, se cumple que:

Q=V,A =V,4, (5.36)

Para efectos practicos en ingenieria, la ecuacion (5.36), es la formula
qgue se utiliza para solucionar gran cantidad de problemas de la
hidraulica. En este sentido se llega a las mismas expresiones
encontradas a partir del Teorema de Reynolds.



252 Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos

5.5 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 5.1.
Flujo incompresible. Sotelo (2005, p. 169),

Por el interior de un conducto circular de 0,3 m de didmetro fluye agua
con velocidades que siguen la distribucion sefialada en la Figura 5-7,
segun la ley v = 0,0225 — r? (en m/s). Determinar la velocidad media
con que el agua sale por las tuberias de 0,05 m de diametro.

/ A
(1) (%/\
/ , ;Ti\ /\ T 0,05 m S\—b V
( A 14»\ i \,)
N _E_Eg osm|
N
( e . {
VA T L L e
‘ - gt
3)
Figura 5-7.- Esquema del Ejemplo 5.1. Fuente: Adaptada de Sotelo (2005,

p. 169).

Solucién:

Se calcula el caudal, integrando para ello el perfil de velocidades en el
area circular. Luego se aplica ecuacién de continuidad entre la entrada
y las dos salidas; finalmente, se despeja la velocidad en la salida.
Respuesta: v = 0,2024 m/s.

o Se calcula la velocidad media en la seccién de entrada (Seccion
1).

<I

vdA 1)

n—y

|
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o El diferencial de area dA, sera igual a la longitud del circulo a
un radio r, 2zr; por su espesor dr, como se observa en la Figura
5-8. De este modo el dA=2zr-dr

Figura 5-8.- Esquema del diferencial de area circular. Fuente: elaboracion
propia.

Por ejemplo, para entender la integral, si se integra este diferencial de
area entre radio cero y radio R, se obtien el area del circulo, dada como:

R R 2
A= j27zrdr :I 27rdr = Zﬁj rdr = 27Z'R— = 7R*
A 0 0 2

1)
o Al reemplazar estos términos y solucionando la integral, se
tiene:
1 R
v =={(0,0225—r)27rdr )
AO
27§
Vv ==[(0,0225r —r*)dr ©)
A 0
_ B L 4R
v=2"|0,0225"| - 4)
A | 0 0
_ B 2 4
v-2"ly, 0225R——R—} (8)
Al 4
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o Reemplazando los valores de R = 0,15 my de A = zR?,
— R?
V:[0,0225—7}=0,01125m/s (6)
o Aplicando ecuacion de continuidad en la entrada y salida se
tiene:
Q=ViA =V,4,+V:A, (7)
o Como el didmetro en ambas salidas es igual a 0,05 m, entonces
AzV3= AVa.
V
Q=V, =2,y =, =10 ®

2

2 2
v, :E%:0,0llzsm/s . 0,3m —0,2025m /s )
2 D 2 (0,05m*)
Ejemplo 5.2: Sobre Flujo compresible. Gastén (1988, p. 71).
Un flujo de aire circula a través de una boquilla. Si se trata de un flujo
permanente en proceso Isoentrépico (adiabatico pero reversible), hallar
la velocidad de salida para los siguientes datos: p1 = 100 Ib/in? (abs), p2
=60 Ib/in? (abs), D1 =3 in, D2= 1,5 in, p1 = 0,05 lbm/ft3, V1= 100 ft/s.
(in = pulgada, Ib=libra fuerza, ft = pie), segun el esquema de la Figura
5-9.
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Volumen de
ntrol
1 contro
2
—
—
— [
Vi — - = V3 .
— L
—
— | —
—
4»///
2

Figura 5-9.- Esquema del Ejemplo 5.2. Fuente: Adaptada de (Gastén, 1988,
p. 71)

Solucién:
Se plantea ecuacién de proceso adiabatico, como es aire se considera
también flujo incompresible, donde la densidad no es constante.

o Ecuaciones para el proceso Isoentropico:
k-1
T _ (&J ‘ (1)
L \p
k k
P,V =p,Y, )
o Se transforma la ecuacion (2) en densidad.

k k
m m
by| — | =P — (3)
P1 £,

Como la masa es constante, entonces:

k k
1 1
by| — | =P — (3)
P1 £,

o Se despeja la relacion de densidades p1/p2:
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1/k
g
e b,

AN\1/14
&:(100”5’] =1,4403 ®)
yo 60psi
o Se plantea la ecuacién de continuidad para flujo maésico
permanente y compresible Qm.
Q. =PV A =pV4, (6)
o De despeja la velocidad Vo.

A D’
v, :&_11/1 Py

pZ AZ pZ DZZ ' (7)
. 2
1@:1,4403[13;’? j 100/t /s=576,13ft /s
,5in

En este sentido, se obtiene que la densidad del aire es diferente en la
entrada con respecto a la salida y que, ademas, la velocidad a la salida
es mucho mayor que en la entrada.

5.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.8.1. (Alberro et al., 2011, p. 70).

Por un conducto fluye aire; en su seccion A, el didametro es de 100 mm,
la temperatura 15° C, la presion 3 kg/cm? y la velocidad es de 25 m/s;
en la seccion B, por su parte, el diametro es de 200 mm, la temperatura
-5 °C y la presion 1,5 kg/cm?. Se pide calcular: (a) Velocidad en la
seccion B. (b) Caudal en peso o caudal masico.

Dato: Constante universal del aire = 287,14 m.N/kg K; se recomienda usar la
ecuacion de gases ideales.

Respuestas:
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a) Qm = 9,29 kg/s.
b) Ve=9,25 m/s.

Ejercicio 5.8.2. (Alberro et al., 2011, p. 71).

Por la pieza en forma de Y que se muestra en la Figura 5-10, circula
agua a 20°C (p = 1000 kg/m®); El flujo mésico (entrante) en la seccion
1 es de 5300 N/s, y la velocidad en la seccion 3 es de 5 m/s. Calcular:
(a) Velocidad en la seccion 1. (b) Flujo masico saliente en la seccion 3.
(c) Velocidad en la seccion 3. (d) Flujo volumétrico en la seccién 2,

(Q2).

Respuestas:
(@Vi=3,4mls.

(b) Qmsz = 157,08 kg/s
(c) V2=5,429 m/s

(d) Q2=0,3838 m?¥/s

D,=300mm
Q.
2 /V

D,=450mm 1 —» Q

3 T
Qs f D= 200mm

Figura 5-10.- Esquema del Ejercicio 5.8.2. Fuente: Adaptada de (Alberro et
al., 2011, p. 70).

Ejercicio 5.8.3. (Alberro et al., 2011, p. 83).

En una seccién de una tuberia que conduce agua, la velocidad es 1,25
m/s y su diametro 50 cm; el mismo flujo circula por otra seccién de 60
cm de diametro. Se pide calcular: (a) El caudal; (b) la velocidad en esta
ultima seccion.

Respuestas:
(@) 246 L/s;
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(b) 0,87 mis.

Ejercicio 5.8.4. (Alberro et al., 2011, p. 84).

Un flujo permanente de agua circula por el depdsito de la Figura 5-11.
La seccion 1 tiene un diametro de 75 mm y es atravesada por un caudal
de 27 L/s. La seccidn 2 tiene un diametro de 50 mm y la velocidad del
flujo alcanza los 9 m/s. La seccion 3 posee un didmetro de 25 mm. Se
pide:

(a) Velocidad y (b) caudal, con su sentido, en la seccién 3.

Respuestas:
(@) 19,1 m/s.
(b) 9,36 L/s.
Lfa-z
Depésito
1—=
T
3

Figura 5-11.- Esquema del Ejercicio 5.4. Fuente: Adaptada de (Alberro et
al., 2011, p. 84).

Ejercicio 5.8.5. (Cengel y Cimbala, 2006, p. 2018).

Se usa una manguera de jardin que tiene una boquilla para llenar una
cubeta de 20 gal. El didametro interior de la manguera es de 1 pulg. y se
reduce hasta 0,5 pulg. a la salida de la boquilla. Si la velocidad
promedio en la manguera es de 8 ft/s, determine: (a) los gastos,
volumétrico y de masa, del agua que pasa por la manguera, (b) cuanto
tardara en llenarse la cubeta con el agua y (c) la velocidad promedio del
agua a la salida de la boquilla.

Ejercicio 5.8.6. (Cengel & Cimbala, 2006, p. 2018).
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Entra aire de manera estacionaria a una tobera (boquilla) a 2,21 kg/m?®
y 30 m/s, y sale a 0,762 kg/m®y 180 m/s. Si el area de la entrada de la
tobera es de 80 cm?, determine: (a) el flujo de masa que pasa por la
tobera, (b) el area de salida de ésta.

Respuestas:
(a) 0,0530 kgf/s.
(b) 38,7 cm?,

Ejercicio 5.8.7. (Loayza, 2005, p. 100).

Se tiene un fluido cuyas particulas en movimiento estan gobernadas por
los siguientes campos: Campo escalar de densidades p = 4xyzt; y el
campo vectorial de velocidades v = 6x/t i- 13y/(4t)j-13z/(4t)k.
Demostrar que cumple la ecuacion de continuidad.

5.9 Ecuacion de energia

La ecuacion de energia es una ecuacion escalar y toma en cuenta los
cambios internos de energia y no las fuerzas totales ni condiciones
externas. Para su deduccidn, se parte del principio de conservacién de
energia.

5.9.1 Deduccién de la ecuacion de energia

Para derivar la ecuacion de energia, también conocida como Ecuacion
de Bernoulli, se puede recurrir a varios métodos:

1) aplicando la segunda ley de Newton a un elemento diferencial en una
linea de corriente (Nifio y Duarte, 2006).

2) Usando el teorema de transporte de Reynolds (Streeter et al., 2000),
(Gaston, 1988).

3) Solucionando la ecuacion de Navier—Stokes para una linea de
corriente (Nifio y Duarte, 2006), (Streeter et al., 2000).

4) Aplicando la primera Ley de la Termodindmica (Shames, 1995).

Para realizar el planteamiento matematico aplicando la segunda ley de
Newton para la derivacion de la ecuacion de Bernoulli, se toma como
base la Figura 5-12.
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Linea de corriente

Figura 5-12.- Esquema del volumen de control para la derivacion de la
ecuacion de energia. Fuente: Adaptada de (Nakayama et al., 1998, p. 58)

Con base en la segunda ley de Newton aplicada sobre un volumen de
control, se tiene que sobre el volumen de control (VC) actlan tres
fuerzas:

o Fuerzas debido a la presion en los extremos de entrada y salida,
(Fpe, Fps)

o Fuerzas debido al peso del volumen de control por accion de la
gravedad (g), (W)

o Fuerzas de friccion entre particulas vecinas a las fronteras del

volumen de control (Ff)

Por la segunda Ley de Newton, se tiene que la sumatoria de fuerzas en la
direccién s (Fs) es igual al diferencial de masa dm por la aceleracion a:

Y Fs=(dm)a (5.37)

Para dicha ecuacion, las fuerzas estan dadas como:
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Fpe=pdA, Fps=(p+ Z—pds) dA, W =dsdAy, dm= pdAds
s
(5.38)

Donde p es la presion en la cara del elemento, dA el diferencial de area,
p la densidad del fluido. Sustituyendo las fuerzas en la ecuacion de la
segunda ley de Newton, se tiene:

Fp, —Fp, —Wsen(«)— Ff = pdAds(a) (5.39)

La aceleraciéon a es dada como el cambio de la velocidad dV con
respecto al tiempo dt; sustituyendo en la ecuacion (5.3) se tiene que:

pdA—(p+Z—pds)dA — ydsdAsen(a) - Ff = p(dsdA)(dV / dt)
s
(5.40)

Simplificando las presiones en el término de la izquierda se obtiene:

_(?j(dsdA)—}/Sen(a](deA)‘Ff = p(dsdA)(dV /dt) (5.41)
S

Dividiendo por el volumen dsdA, y sustituyendo la derivada parcial por
la derivada total de la presion, por ser unidireccional en s, se tiene que:

d F
—d—’S’— ysen(a)—ﬁz( p)(dV /dt) (5.42)

Sustituyendo sen («) = dz/ds, y p = g, la ecuacion se expresa de la
siguiente manera:

dp_dz_ F (1
ds 'ds  dsdA (gJ(dV/d” (5.43)

Multiplicando y dividiendo el término a la derecha por ds:
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Fj
oz B (y)dsdv 5.4
ds " ds dsdA \g)ds dt

Se obtiene la velocidad V, dada como V = ds/dt.

dp dz F av
dp_dz_ H _[7],4V (5.45)
ds "ds dsdA \g) ds

Eliminando ds en el denominador de ambos lados de la ecuacion, se
tiene:

do—rde (2 \ay - (5.46)
dp—ydz A [g\JVdV—O

Dividiendo sobre el peso especifico:

_dp_ . _Ef Vv _, (5.47)

1% ydA g

Si se desprecia la fuerza de friccion Ff para un fluido ideal, sobre una
linea de corriente, obsérvese que esta fuerza de friccion se convierte en
energia por unidad de peso si se multiplica por ds/ds. De esta manera se
obtiene la ecuacion diferencial de Bernoulli o también conocida como
ecuacion de Euler.

@+dz+ﬂzo (5.48)
I 9

5.10 Solucién de la ecuacion de Euler

Esta ecuacion se soluciona para un flujo compresible, por ejemplo, flujo
de gases y aire; y para flujos incompresibles como flujo de agua, aceite,
petroéleo.
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5.10.1 Flujo compresible

Para la solucion, se debe tener en cuenta el proceso térmico imperante,
por ejemplo, para el caso de un proceso isotérmico se cumple:

PV, =p,V,

P_p (5.49)
P1 P

P_ P

9P, 94p;

p_p

i 7,

En las Ecuaciones (5.49), V es el volumen, m es la masa, p es la presion
del gas, g es la gravedad, p es la densidad del gas y y es el peso
especifico del gas. Como volumen es igual a masa sobre densidad, con
masa constante se obtiene:

n_p
P P

(5.50)

Si se divide por la gravedad, ambos términos de la anterior ecuacion, se
tiene:

h_b
" 7

(5.51)

Asumiendo el estado final (correspondiente al subindice 2) como la
incdgnita, se obtiene:

1
o= (5.52)
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Luego, remplazando el peso especifico en la ecuacion de Euler:

p, dp e dzt vav
71 P g

=0 (5.53)

Finalmente, integrando entre los puntos (1 y 2), se tiene:

2t jzd” +[Cdz+ j“"”’ (5.54)
P[P Ve L ()= 5.55
. n(pl}t(zz Zl)+2g(V2 V1) 0 (5.55)

Se puede obtener expresiones similares para los deméas procesos
térmicos. Se propone como ejercicio para el lector, la deduccion de
expresiones para los procesos: isoentrépico y adiabatico.

5.10.2 Flujo incompresible

Para el flujo incompresible, integrando la ecuacién de Euler se tiene:

@+dz+M=0:>de—p+dez+ ZVd—Vzo
e

e g g
(5.56)
p,—p 1
[271j+(zz—zl)+5(lfzz—Vlz)=O (5.57)
Zl+&+v =z, + P2y V =Cte (5.58)
y 29 /4 29

Cabe tener en cuenta que V se considera como una velocidad media.
Ello indica que la energia de un flujo ideal es igual entre dos puntos
dentro del mismo. La ecuacion representa la energia del flujo por
unidad de peso valida para una linea de corriente. A lo largo de
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cualquier linea de corriente, la suma de la altura cinética (V?/2g),
piezomeétrica (p/y) y potencial (z) es constante. La ecuacion identificada
con el numero (5.58) es conocida como Ecuacion de Bernoulli.

5.11 Significado de los términos de la ecuacion de energia

La interpretacion de cada uno de los términos de la ecuacion de
Bernoulli, es presentada en varios libros de Mecanica de Fluidos; tales
conceptos se pueden consultar en textos como Chereque (1987), Loayza
(2005) y Nifio y Duarte (2006).

e Términoz : Energia potencial del fluido por unidad de peso
medida a partir de un nivel arbitrario llamado plano de referencia o
datum.

e Término V%29 : Energia cinética del fluido por unidad de peso o
carga de velocidad.

e Término p/y : Energia de presion del fluido por unidad de
peso.

Estos términos se representan graficamente a continuacion en la Figura
5-13.
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© ) . @)

= Linea de energia ideal | V2
Vz*'“_“"_“__““__";/z_g

1 A — 4
29 Linea piezométricd — — 97 p:

4 - | {\_>
% Linea de corriente

Datum o plano de referencia

Figura 5-13.- Representacion gréfica de la ecuacién de Bernoulli sin
pérdidas.

En realidad, lo que interesa son las diferencias de energia por unidad de
peso entre dos puntos, de tal manera que no importa la ubicacion del
plano de referencia, ni tampoco el origen de medicién de las presiones
(Chereque, 1987). A continuacion se demuestra que cada término se
expresa como energia por unidad de peso (Nifio y Duarte, 2006).

5.11.1 Termino (2)

Este término es una cota, o sea la distancia vertical de un cuerpo con
relacion a un plano de referencia (PR). Si se considera que el cuerpo
tiene una masa M y un peso W por su localizacion respecto al PR, este
cuerpo puede desarrollar un trabajo al descender de su posicion de
reposo hasta dicho plano, como se muestra en la Figura 5-14.
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Figura 5-14.- Representacion gréfica de la energia potencial por unidad de
peso.

Siendo la energia de posicion (o energia potencial Ep) la cantidad de
trabajo que puede dar un cuerpo al pasar de una posicion a otra, en una
altura z, se tiene:

Ep=Wz (5.59)

Si se divide la ecuacion anterior por el peso W en ambos lados, se tiene
entonces la energia potencial por unidad de peso.

Bp_Wz_, (5.60)

5.11.2 Término (p/y)

El trabajo es el producto de una fuerza por una distancia. En este caso
la fuerza es originada por la presion p actuando sobre un area dA, la cual
desplaza el fluido una cierta distancia ds, como sucede en el flujo en un
conducto cerrado a presion, como el que se ilustra a continuacion en la
Figura 5-15:
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ds
+—

0 -
- L FP :PI._'i-l - fi'l i = Q

Figura 5-15.- Representacion grafica de la energia de presion por unidad de
peso.

El trabajo elemental (T) realizado por el flujo, se encuentra expresado
como:

T=Fp-ds=p-dA-ds (5.61)

Si se divide este trabajo por el peso del volumen elemental de fluido se
tiene:

T _pdAds_p-dA-ds_p
w w y-ds-dA y

(5.62)

Con lo anterior se demuestra que el tercer término es energia o trabajo
por unidad de peso.

5.11.3 Término (V?/29)

Si se considera que una particula fluida cuyo peso es W y con masa m,
es movida por una velocidad V que se desplaza sin friccion, como se
muestra en la Figura 5-16:

Figura 5-16.- Representacion grafica de la energia cinética por unidad de
peso.
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Por el principio de inercia se conoce que si ninguna fuerza interviene,
la particula de fluido continda indefinidamente su movimiento;
entonces, la energia cinética Ec, o sea la capacidad que tiene la
particula para generar trabajo, estara dada por la relacion:

VZ
Ec :m7 (5.63)

Si se divide ambos términos de la anterior ecuacion por el peso W, se
tiene:

Ec mV?
WL ©60)

Al reemplazar la masam = pV y el peso W = »V la ecuacion sera:

Bc_pvV:_pV'_V°

— (5.65)
W w2 y2 2

Con base en ello, se demuestra que este término de la Ecuacion de
Bernoulli representa la energia cinética por unidad de peso, conocida
también como carga de velocidad.

5.12 Correccion a la ecuacion de energia

5.12.1 Correccion por distribucion de velocidad

Introduciendo el coeficiente de Coriolis, (), el cual corrige el efecto
de la distribucién de velocidades, puesto que la ecuacion de Bernoulli
se dedujo para una linea de corriente con velocidad media, se tiene que:

V2 2
Priz va,=Piz 4o -2 (5.66)

/4 29 vy 29

El coeficiente de Coriolis, es dado como:
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a =% | [5]3&4 (5.67)

A

Cabe mencionar que para su célculo, se hace necesario conocer la
expresion que describe la distribucién de velocidades v.

Anélisis recientes han indicado que el coeficiente de Coriolis depende
también de la rugosidad del conducto y sus dimensiones.

5.12.2 Correccion por pérdidas

Ya que la ecuacién de Bernoulli se dedujo para un fluido ideal sin
pérdidas de energia se hace la correccion incluyendo dichas pérdidas en
la ecuacion. El término de pérdidas de energia que sucede entre dos
puntos, incluye:

o Pérdidas por friccion del fluido con superficies sélidas (hss).

o Pérdidas por friccion dentro de la misma masa (fluido-fluido)
(hs).

. Pérdidas por accesorios o denominadas pérdidas locales (hy).

Por lo tanto, la ecuacién de Bernoulli con pérdidas para flujo
incompresible entre dos puntos, queda expresada como:

VZ
P, o,

» 2 }/+z tot +Zh +Y h+ ) h, (5.68)

Como en la préactica es dificil separar las dos primeras pérdidas, se
evallan en una sola, como pérdidas por friccion:

> h=>hfs+> h, (5.69)

Se obtiene:



Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos 271

2 Vb, v
—+z,+to,—="*+z,+a,—=~+)h +) h 5.70
yllzgyzzngfZL (5.70)
Agrupando las pérdidas en un solo término, se tiene:

Yh=)h +)h (5.71)

Finalmente, se obtiene la ecuacion general de Bernoulli para un fluido
real:

A 14
&+Zl+a1_1:&+zz+a2_2+2hu (5.72)
/4 29 7y 29

Las pérdidas se evalian con ecuaciones empiricas ya que no existe un
desarrollo matematico para su deduccion. Como el objetivo de esta
parte del texto no es profundizar sobre la evaluacion de pérdidas por
friccion, las mismas se expresaran como pérdidas totales en funcion de
la carga de velocidad, como:

Zh:KV— (5.73)

Siendo K el coeficiente de pérdidas, valor que suele ser conocido segun
el tipo de problema a resolver.

5.13 Linea de energia y linea piezométrica

En la Figura 5-17, se muestra graficamente el significado de la linea
piezométrica y la linea de energia.
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Figura 5-17.-Concepto grafico de linea de energia y linea piezométrica con
pérdidas.

5.13.1 Linea de energia

La linea de energia (L.E.) es una linea imaginaria que une los puntos de
energia total por unidad de peso en cada seccidn; se representa por H'y
esta dada como:
VZ
H:B+Z+a— (5.74)
Y 29

En la Figura 5-17, La variable se corresponderia a la pendiente de la
linea de energia o pérdida de energia por unidad de longitud.

5.13.2 Linea piezométrica

La linea piezométrica (L.P.) es una linea imaginaria que une los puntos
correspondientes a la carga por presion y carga por posicion, en cada
seccidn con respecto a un plano de referencia y esta dada como:
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L.P.=§+z (5.75)

La pendiente de la linea piezométrica (so) se conoce como gradiente
hidraulico.

Si se traza la L.P. y L.E. en una instalacion con tuberias de diferente
diametro, como la que se muestra en la Figura 5-18, se observa que la
L.E. siempre disminuye a medida que el fluido se mueve entre los
tanques 1y 2; pero la L.P. no necesariamente disminuye a lo largo de
la instalacion, en el tramo central aumenta; esto se debe a que la energia
total no puede cambiar en un punto ni la carga de posicién. Si cambia
la velocidad, el Gnico término a compensar este cambio es la carga de
presion. Las pérdidas de energia en los cambios de diametro del tubo se
pueden suponer verticales por la corta longitud de los empalmes. Las
alturas h1, h2 y hz son las pérdidas de energia hasta dicho punto, medidas
desde el plano de energia ideal o superficie del agua en el tanque 1.

Plano de energia ideal

ihl Pérdida| ||,

\
local hs
V2 i~
_a V2 i Linea de energia
pi || %9
v

Linea piezométrica

Tanquie
de agua 2

‘ ]
0 - l - 2 - l _ Plano de
Seccion 1 Seccién 2 Seccién 3 referencia

A1 Az As

Figura 5-18.- Concepto gréfico de linea de energia y linea piezométrica con
pérdidas de friccion y locales.



274 Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos

5.14 Concepto de potencia hidraulica

Para abordar el concepto de potencia hidraulica se considera que la
altura H es igual a la energia por unidad de peso:

2
H:z+£+aV— (5.76)
y o2

Lo que es equivalente a trabajo por unidad de peso W. Como el Trabajo
(T) es dado como:

T—HW=H=_L (5.77)
w

Por otro lado la potencia (P) es dada como trabajo por unidad de tiempo,
se tiene:

p_T_H (5.78)
t t

El peso W es igual al volumen multiplicado por el peso especifico
(W=V):

_HYy _pv

P v (5.79)
t t

Como V/t es el caudal volumétrico Q, se obtiene la potencia hidraulica,

P=HQy (5.80)
Las unidades se dan en el Sistema Internacional (SI) de la siguiente
manera:

Potencia=H[m]Q[m3 /s}y[N/mﬂ (5.81)

Potencia :[N—m} :[l} =[w] (5.82)
s

S
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N es igual a Newton, J es Julios y W corresponde a vatios. Otras
unidades usuales son el caballo de potencia (HP) y el caballo de vapor
(CV). 1HP = 76kp-m/s = 550 Ibf-pie/s y un 1 CV = 75kp-m/s. 1kW =
1,34102 HP, donde el kp es el kilopondio, que es equivalente a
kilogramos fuerza.

5.15 Ejemplos de aplicacion

5.15.1 Flujo sin perdidas
Ejemplo 5.3.

Segun la instalacion y datos de la Figura 5-19, en la cual hay un fluido
en movimiento con peso especifico de 9810 N/m?, en un flujo ideal,
encontrar: (a) El caudal que circula por la instalacion en m%s. (b) La
presion en el punto B en m.c.a. (m.c.a. = metros de columna de agua).
(c) La presion en el punto A en m.c.a. (d) La potencia en el punto A,
con respecto al plano de referencia que pasa por A, en KW. (e) Calcular
y dibujar la linea de energia y linea piezométrica.

EL=20m | D=0.30m 2
N . Datom L . T — Jr._.()/'

=
' <
Dboquilla=0'20m

Figura 5-19.- Esquema de la instalacion del sistema de tuberias.

Recomendaciones. La presion en los contactos del liquido con la
atmosfera es cero y las velocidades del liquido en tanques grandes se
aproximan a cero.

Solucioén:
(a). Lo mas recomendable es escoger dos puntos de la instalacién que
tengan el menor nimero de incognitas de la ecuacién de energia. En
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este caso se seleccionan los puntos 1y 2 y se aplica la ecuacién de
energia entre los mismos.

2 2
&+21+V—1:&+22+V—2 (1)
Y 29 v 29

Se eliminan los términos con base en los criterios relativos a la presion
en contacto con el aire, y donde la velocidad adquiera un valor muy
pequerio.

2
Piog, 2so, B2 @
Yoo 7

Por lo tanto, la ecuacion (1) se simplifica quedando de la siguiente

manera.
2

z,=2,+% (3)
29
Como las alturas de posicion son conocidas, se puede despejar la
velocidad en (2):

V,=429(z,—z,) (4)
Aplicando la ecuacién de continuidad para hallar el caudal, se tiene que:

Q= AZVZ = Az\/m (5)

Cabe recordar que el caudal es constante a lo largo de la instalacion.,
Reemplazando los valores disponibles se tiene:

2
Q :@\/2(9,81m/32X30m—20m) —044m°/s (6)

V, =/2(9.81m/ 5 [30m—20m) =14007m/ s 7)
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(b) Para las presiones se aplica la ecuacion de energia entre el punto de
interés y otro punto del que se conozca el mayor numero de datos. En
este caso, se puede aplicar entre 1y B o entre B y 2, se debe llegar al
mismo resultado. Realizando el andlisis entre 1 y B, se tiene:

&+21+V—1:&+23+V—3 (8)
y 29 7 29
p 2
+z, =L +z,++% 9)
Y 29

Se tienen dos incognitas que son la presion en B y la velocidad en B,
pero la velocidad en B se puede hallar por medio de la ecuacion de
continuidad:

2
A D
Ay =AY, =V, ==L, =[D—2) v, (10)

B

Se procede a determinar la cabeza de velocidad en B:

2 4 4
Vo (1[0 Yype 1 [02m) )
29 29\ Dy 2(9,81m/s*)\ 0,6m

(11)
2
Yy =0,123m (12)
29
Se sustituye este valor, para hallar presion en B:
p Vs
£ =(z,—z,)--£=10m-0,123m=9,877mca (13)
Y 29
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(c) Para determinar la presion en A, se realiza el mismo procedimiento
que para la presion en B. Aplicando la ecuacion de energia entre los
puntos Ay 2, se tiene:

2 2
&+ZA+V—A:&+Z2+V—2 (14)
Y 29 v 29

Al simplificar términos, za = z2, y p2/y = 0 se tiene:

bV Vi

(15)
y 29 29

Se tienen tres incdgnitas a saber: la presion en A, la velocidad en Ay la

velocidad en 2, pero la velocidad en A se puede conocer por medio de

la ecuacion de continuidad, ya que velocidad en 2 es conocida:

2
AV, =AV, =V, :%V2 - [%J v, (16)
A A

Se procede a determinar la cabeza de velocidad en A de la siguiente
manera:

2 4 4
V_A:i & sz = 1 > 0,2m (14m/5)2
29 29\ D, 2(9,81m/s°)\ 0,3m

(17)
Va© _1973m (18)
2g
La cabeza de velocidad en 2 es conocida, la cual esta dada como:
v _(4007m/sY 000 (19)

29 2(9,81m/s%)

Se sustituye este valor, para hallar presién en A.
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2 2
Pa Ve Vi _10,0m-1,973m=8,027mca (20)
y 29 2g

(d) La potencia hidraulica esta dada como:
pP,,=H,Qy (21)

Se encuentra la altura total de energia con referencia al punto A, donde za= 0:

2
H, :p—A+ZA +V—A=8,027+0,0m+1,973:10,0mca
/4 29
(22)

Pya = 10,0m(0,440m3/s)(9810N/m3) = 43168W = 43kW
(23)

(e) Se calculan las lineas de alturas piezométricas y de energia entre los
puntos 1, B, Ay 2, y se dibujan sobre la instalacion.

La linea de energia (L.E.) es constante para todo el sistema y tiene un
valor de H = 30 m, esto debido a que no se consideran pérdidas de
energia. Obsérvese que al aplicar la ecuacién de energia en cualquier
punto, esta debe ser igual a 30,0 m.

La linea piezométrica (L.P) es la suma de la cabeza de posicion y la
cabeza de presion, como se definié anteriormente:

LP., =211 7 =0+30m=30m (24)
y
LP.,=P2 12, =9,877m+20m=29,877m (25)

/4
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LP. =447, -8,027m+20m=28,027m (26)
y
p
LP.,, :72+Z2 =0,0m+20,0m=20,0m 27)

En la Figura 5-20 se indica graficamente la L.E. y la L.P. para el
problema

Figura 5-20.- Linea de energia y linea piezométrica para flujo ideal.

5.16 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.16.1. (Munson et al., 1990, p. 99).

Considere el flujo de aire alrededor de un ciclista que se mueve a través
del aire en reposo con la velocidad que se muestra en la Figura 5-21.
Determinar la diferencia de presién entre puntos (1) y (2).

Respuesta: Ap = pVo?/2.
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Figura 5-21.- Esquema del flujo de aire alrededor de un ciclista.
Ejercicio 5.16.2. Adaptado de (Nifio y Duarte, 2007, pp. 4-11).
Se tiene una tuberia, como se muestra en la Figura 5-22, por la cual
circula petroleo crudo y la velocidad de este flujo es de 2,4 m/s en el
punto A. ;Cual seria la altura en el piezémetro en el punto C? Asumir
el coeficiente de Coriolis en A 'y B como uno bajo la hipoétesis de flujo
ideal o lo que seria aplicar ecuacion de Bernoulli sin pérdidas.

Respuesta: ps/y=1,5 m.c.a.

N\
D= O,lm\J

Figura 5-22.- Esquema de la tuberia con reduccion.
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Ejercicio 5.16.3. (Munson et al., 1990, p. 113)

El aire fluye de manera constante desde un tanque, a través de una
manguera de didmetro D = 30mm y sale a la atmdsfera desde una
boquilla de diametro d = 10 mm como se muestra en la Figura 5-23.
La presion en el tanque permanece constante a 3,0 kPa manomeétrica, y
las condiciones atmosféricas son temperatura y presion estandar.
Determine el caudal y la presion en la manguera.

Respuesta: Q = 5,42 L/s; p2= 2963 N/m?,

D= 30mm

D=10mm
\E W p,=3kPa
(3) (2) Aire (1)

Figura 5-23.- Esquema del tanque y tuberia.

Ejercicio 5.16.4. (Munson et al., 1990, p. 113)

El agua fluye a través de una reducciédn de tuberia, tal y como se muestra
en la Figura 5-24. Las presiones estaticas en (1) y (2) se miden
mediante el mandémetro de tubo en U invertido que contiene aceite de
gravedad especifica, Gs, inferior a uno. Determine la lectura del
manometro, h.

p*Y
(5] o
Respuesta: h:—[gj
29(1—-Gs)\ A*
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Figura 5-24.- Esquema del tubo y su respectiva reduccion.

Ejercicio 5.16.5.

Con los datos del Ejemplo 5.3, encontrar el caudal que circula por la
instalacion en L/s, teniendo en cuenta las pérdidas de energia. Asumir
las pérdidas por friccion en el tramo 1-B como hs-s = 1,0(V1-8)%/2g, en
el tramo A-2 como hia2 = 0,2(Va-2)%/2g vy las pérdidas locales, hi 12 =
0,1(Vs)?/2g. Vs es la velocidad en la boquilla de salida.

5.17 Aplicacion de ecuacion de energia a turbo maquinas

Las maquinas hidraulicas mas comunes en la practica de la Ingenieria
son las bombas hidraulicas y las turbinas. Esta tematica es abordada
en la mayoria de libros de Mecéanica de Fluidos e Hidraulica tales como:
(Nifio y Duarte, 2007), (Giles et al., 1994), (White, 2004), (Streeter et
al., 2000), (Potter et al., 2015), entre otros. A continuacion, se aplicara
la ecuacion de energia, tanto para bombas como para turbinas, con
desarrollo de ejemplos practicos.

5.17.1 Bombas hidréaulicas

Las bombas hidraulicas son maquinas hidraulicas cuya finalidad es
suministrar energia a un fluido para producir flujo.

Para realizar el planteamiento de la ecuacion de Bernoulli se toma como
base la Figura 5-25.
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' Tuberia de
impulsion

Tuberia de
T Succic’)n\Q iﬂ

Z2

Datum
B2
R,

Figura 5-25.- Esquema de una estacion de bombeo (e es entrada, s es salida,
H es cabeza estatica total, Hg es cabeza dinamica total). Fuente: Adaptada de
(Loayza, 2005, p. 147).

Al aplicar ecuacion de Bernoulli entre los depositos (1) y (2), se tiene:

E,+H,=E,+) h_, (5.83)

2 2
&+21+V—1+HB:&+ZZ+V—Z+Zh1_2 (5.84)
Y 29 Y 29

La relacién entre la potencia mecanica Pm y la potencia hidraulica Puti,
suministrada por la bomba, se encuentra definida por la eficiencia de la
bomba 78, la cual se expresa de la siguiente manera:

P. H H
nB:P“—“'JQ 2 = p, =L (5.:85)
M M 773

5.17.2 Turbinas

Son maquinas hidraulicas cuya finalidad es extraer energia de un flujo
para convertirla en un par-motor. Para realizar el planteamiento de la
ecuacion de Bernoulli para turbinas se toma como base la Figura 5-26.
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);; *****************************
I ey |

\

|
|
|
|
R S SN
|
|
|
L

71

Turbina

(2)

~

Datum

B2

Figura 5-26.- Esquema de un sistema para una hidroeléctrica. Fuente:
Adaptada de (Loayza, 2005, p. 149).

Al aplicar ecuacién de Bernoulli entre los depdsitos (1) y (2), se tiene:

E,-H,=E,+) h, (5.86)

2 2
&+ZI+V—1—HT=&+ZZ+V—Z+ZI’1172 (5.87)
Y 29 Y 2g

La relacion entre la potencia del generador Pg y la potencia hidraulica
o tedrica PH, corresponde a la eficiencia de la turbinarzr, dada como:

P, P
np=—t=—0t— (5.88)
P, yQH,
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5.18 Ejemplos de aplicacion

5.18.1 Bomba hidraulica
Ejemplo 5.4.

A partir de los datos de la Figura 5-27, en la cual se ilustra un flujo de
agua desde un tanque presurizado impulsado por una bomba, con peso
especifico del agua de 9810 N/m3, las pérdidas de energia entre los
puntos 1y 2, son iguales a dos veces la cabeza de velocidad en el tubo
de diametro 0,15 m, con una boquilla 0,075 m de didmetro. Suponer
que no hay pérdida de energia a lo largo del chorro de agua. Se solicita
encontrar: (a) El caudal que circula por la instalacion en m®s. (b) La
potencia de la bomba en kilovatios (kW) si la eficiencia del sistema
motor-bomba ng es de 70%.

mBSOkp/mz
@

%??ﬁ

M Vv
X
Datum mm

Boquilla
D=75mm

Agua

Figura 5-27.- Esquema de la instalacion del Ejemplo 5.4.

Recomendaciones.
Para efectos de facilitar la solucion del problema se recomienda
considerar que:

o La presion en los contactos del liquido con la atmdsfera es cero.

o Las velocidades de descenso del agua en tanques grandes se
aproximan a cero.

o Seleccionar dos puntos en el sistema tal que las incognitas en la

ecuacion de energia, en lo posible, se reduzcan a una sola.

Solucioén:
a. Se busca dos puntos en el sistema tal que las incognitas en la ecuacion
de energia se reduzcan a una sola. Si se aplica la ecuacion de energia en
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el chorro entre los puntos 2 y M, suponiendo que la pérdida es
despreciable, se tiene la siguiente ecuacion:

&+ZZ+V—2:p—M+zM+—M 1)
Y g v 29

Se elimina los términos segun el criterio de la presion en contacto con
el aire y donde la velocidad se aproxime a cero.

B2 M _0,7 =0 @)

Por lo tanto, la ecuacion (1) se simplifica de la siguiente manera:

/4 V2
2 =z,+% (3)
29 2g

En el punto M, la velocidad posee una trayectoria horizontal v, la cual
se relaciona con V- por medio del cos 45°:

V,, =v, =V,cos45° 4)

El movimiento vertical en (y) es uniformemente acelerado con vy
variable y el movimiento en (x) es horizontal con vy constante,
propiedades inherentes al movimiento parabdlico. Sustituyendo Vu =
Vx, Se tiene que:

2 2
V—2=ZM +V—2cos2 45° (5)
29 29

Ahora, de la ecuacion (5) se puede despejar V2:

2 VZ
2—2—2—2cos2 45°=7, (6)
g <9
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2

/A 2
—-|1-cos“45°)=z (7)
Zg( ) M
V. - 29z, _[2-9,8Im/s-6m _15.344m/s
2\ (1-cos?(45°) | (L—cos?(45°)) ’

(8)

Por ecuacion de continuidad, se calcula el caudal Q.

2 A 7 2
Q=V,A =V, ”S b :15,344m/S(MJ = 0,068m° /s
(9)
(b) Se aplica la ecuacidn de la energia considerando pérdidas entre los
puntos 1y 2.
2 2
&+21+V—1+HB=&+ZZ+V—2+Zh (10)
4 29 Y 29 v
Se simplifica la velocidad en 1 que es ~ 0; adicionalmente, se simplifica
la presion en 2 que es cero, z2=0.
V2
%+z1 +H, =+$+Zhl_2 (11)

Como el objetivo es hallar Hg, es necesario calcular la cabeza de
velocidad en el tubo de diametro 0,15 m, por medio de la ecuacion de
continuidad.

g ¢, [7(Dys)
Q=V, 2 _Vo,ls[ 2 J (12)

2 2
Voss =V, (DDb % =15,344(%J ~3836m/s (13)
0,15 !
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Conociendo la velocidad en el tubo, se calculan las pérdidas de energia:

2 2
Z:hH:ZVQ15 9 (3,836m/ s)2 —_15m (14)
29 2-9,81m/s
2 2

V_2:(15,344m/sz _120m )

29 2-981m/s

4 p

H =-2 h——L— 16
’ 29+Z y 1o

Reemplazando los valores ya conocidos se tiene:

_ 350kp/m?

H; =12,0m+15m 3
1000kp/m

—-15m=1165m (17)

Por lo tanto, la potencia del motor de la bomba se expresa como:

p, =18 (18)

M
ur

~ 9810N /m*-0,068m’/s-11,65m

P
M 0,70

=11102W =11kW (19

5.18.2 Turbina

Ejemplo 5.5.

Con base en las convenciones de la Figura 5-26, se tiene que la
elevacion del punto (1) es de 150 m, la elevacion del punto (2) es de 10
m, el didmetro del tubo igual es a 2,5 m y las pérdidas del sistema son
30 veces la cabeza de velocidad (30V?/2g) en el tubo con didmetro 2,5
m. Determine la potencia maxima (PGmax) que se puede generar, dada
en caballos de potencia HP, si la eficiencia de la turbina es del 70%.
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2 2
&+21+V—1—HT=&+ZZ+V—2+ZhP2 (1)
/4 29 /4 29

Ya que los puntos (1) y (2) se encuentran expuestos a la atmdsfera, la
diferencia de presiones se considera despreciable, y dicho valor se
asume para efectos de analisis del problema como 0; adicionalmente,
se considera que la velocidad del flujo en tales puntos es 0 por tratarse
de grandes tanques. La anterior ecuacion (1), se puede simplificar
haciendo:

2
&:o,&zolv_lzo,_zo )
/4 y 29 29

Por lo tanto, la expresion se reduce a:

VZ
H, =+(z, —zz)—302%-95 3)

El término V2 es la velocidad en el didmetro de 2,5 m. Ahora se expresa
el término de carga de velocidad en funcion del caudal de la siguiente
manera:

VZ_ Qz Qz ~ 16Q2 802

29 A2g (nDz T 2 (D) 2g 7D’

(4)

4

Por medio de la ecuacion de continuidad se expresa la pérdida en
funcion del caudal Q.
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8

Hy =(z;-2,)-30———— (5)
T o 7r2gD42,5
Para simplificar la ecuacion, se hace,
k=30——2 240 006346 (6)

7°gD%s  72(081m/s2|25m) 2s

Como se tienen dos incognitas a saber, Hr y Q, se usa la ecuacién de la
eficiencia, como segunda ecuacion.

PG PG
nr= =H, = (7
yQH, yQm,
Igualando las ecuaciones (5) y (7), en funcion de Hr, se tiene:
Az —kQ* = PG (8)
yQmn,

Para encontrar la potencia maxima generada (PG), debe haber un caudal
para el cual la potencia sea maxima; dicha situacion se puede observar
al graficar la potencia contra el caudal. Despejando la potencia generada
se tiene:

PG = (AZ —kQ? ) yQn, 9)

PG = Azyn,Q —kyn, Q’ (10)

Si se reemplazan los valores ya conocidos se tiene entonces que:
Az =140m,y =9810N /m?* 77, =07 k =00635 (11)
PG=961380Q—43577982Q° (12)

Con Pg expresado en Watts, al graficar Pg contra el caudal Q se obtiene
la Figura 5-28, en donde se observa un evidente valor maximo de la
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potencia, de la cual se puede interpolar encontrando un valor de
potencia de Pemax = 17379805,8 W, correspondiente a un caudal de 27
m3/s.

20000000
18000000
16000000
14000000
12000000
10000000
8000000
&000000
4000000
2000000
0

Potencia generada [W]

0 10 20 30 40 50
Caudal [m?/s]

Figura 5-28.- Variacion de potencia generada contra caudal. Fuente:
elaboracién propia.

Para realizar el proceso de manera analitica se hace necesario derivar la
potencia generada Pg con respecto al caudal, cuyo resultado es:

dgzﬂ) =961380 —(3)435,779820" (13)

Al igualar a cero esta derivada, se encuentra el caudal Q que genera el
punto maximo de Pg.

961380 —(3)435,77982Q° =0 (14)

/ 961380
= [————=27,118m% /s 15
¢ 1307,3395 / (15)

Al sustituir dicho valor de caudal en la ecuacion de potencia, se obtiene:
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PG(27,118m3/5)(27,118m3/s)3 (16)

max
Dicho valor es méas exacto que el valor grafico anteriormente obtenido.
Al convertir watts a HP se tiene: W = 0,00134102 HP, por lo tanto, la
PG max = 23307 HP.

5.19 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.19.1.

Se desea abastecer de agua a un edificio por el método tanque bajo —
bomba — tanque elevado, tal como se ilustra en la Figura 5-29, la cual
se elabor6 a partir del disefio arquitectonico. Los didmetros de las
tuberias de succion e impulsion son 16”7 y 12” respectivamente,
obteniéndose una descarga en el tanque elevado de 0,10 m%s. ¢Cual
seria la potencia de la bomba y la presién en los puntos (b) y (c)?
(Loayza, 2005, p. 151).

Nota: Considere una eficiencia de la bomba, 78 = 0,8 y la potencia P
en HP.

Tuberia de
impulsién
\:

Tuberiade T
Succidn

12m

(2)

A
NN NI

Figura 5-29.- Esquema de la estacion de bombeo. Fuente: adaptada de
(Loayza, 2005, p. 151).
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La pérdida de energia entre a (a) y (b) es equivalente a cuatro veces la
carga de velocidad. La pérdida de energia entre (c) y (d) es igual a 5
m.c.a.

Respuesta: Vy= 0,77 m/s, Vg= 1,37 m/s, Hg = 17,18 m.c.a., P = 28,63
HP, p» = 848,75 kp/m?, pc = 18000,0 kp/m?,

Ejercicio 5.19.2. (Fernandez, 2001, p. 164).
En la bomba de prueba de la Figura 5-30, circula un caudal de agua de
100 L/s.

Determinar la potencia hidraulica en caballos de potencia (HP) teorica
de la bomba.

D,=100mm

Ll _h=1.6m
/

-3

Gs=13.6

Figura 5-30.- Esquema de la bomba de prueba.

Ejercicio 5.19.3. (Fernandez, 2001, p. 169).

Determinar el caudal que esta fluyendo a través de la turbina que se
muestra en Figura 5-31, si se extrae de la corriente de agua una potencia
de 60 CV vy las presiones en los puntos 1y 2 son 1,50 kg/cm? y 0,35
kg/cm?, respectivamente. D1 = 300 mm y D, = 600 mm.
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D,=300mm

Figura 5-31.- Esquema de la instalacion de la tuberia y la turbina.

Ejercicio 5.19.4. (Fernandez, 2001, p. 170).
Calcular la altura H, como se muestra en la Figura 5-32, que produce
un caudal de 100 L/s y una potencia de 10 CV; despreciar todas las
pérdidas de energia, salvo las producidas en la turbina. Dibujar la linea
de energia y la linea de altura piezométrica.

(1)
L J
B D= 200mm |
DZ_—\‘|\100mm T [ H
-‘-—tﬁ urbina ‘}f . L
(2) N4 Agua

Figura 5-32.- Esquema de la instalacion del tanque y la turbina.

Ejercicio 5.19.5. (Fernandez, 2001, p. 170).

Calcular la diferencia de altura H entre las columnas del mercurio de
densidad, p = 1386 UTM/m?® bajo las condiciones de un flujo
permanente de agua de 550 L/s y establecer, con base a la Figura 5-33,
si el lado derecho o el izquierdo de la columna de mercurio es el mas
alto. La potencia desarrollada por la turbina es de 75 CV.
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D;=300mm

-

Gng

Figura 5-33.- Esquema de la instalacion de la tuberia, el manémetro y la
turbina.

5.20 Aplicacion de la ecuacion de energia a medidores de

caudal

Los medidores de caudal mas conocidos son los orificios, el tubo de
Pitot, el tubo Vénturi y el sifon.

5.20.1 Orrificios con flujo permanente

Los orificios son la herramienta mas simple y bésica para medir
caudales; los hay, desde perforados en un recipiente, hasta orificios
construidos de manera industrial. Un orificio consiste en una abertura
practicada en una pared de un depdsito, puede ser lateral o de fondo; o
en una placa colocada dentro de una tuberia ortogonal al flujo. Dicha
abertura puede tener diferente geometria, pero la circular es la mas
comun. En la Figura 5-34, se ilustra la geometria basica de un orificio.



Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos 297

47‘52\

E_\

Figura 5-34.- Esquema de un orificio lateral sobre un deposito.

Lo que interesa es encontrar el caudal Q que atraviesa el orificio, para
ello se aplica la ecuacion de Bernoulli entre los puntos 1y 2, se hacen
las simplificaciones respectivas y se despeja el caudal. El punto 1
localizado en la superficie del agua y el 2 justo aguas abajo del orificio
en el punto donde la vena liquida sufre mayor contraccion, segun esto,
se tiene:

E,=E,+) h_, (5.89)

Inicialmente se desprecian las pérdidas de energia, cuyo efecto se
compensa luego con algunos coeficientes.

2 2

&+21+V—1=&+22+V—2 (5.90)

/4 29 7y 29

Al aplicar simplificaciones con los siguientes criterios:

2
&:O,V—le,&:O,(zl—zz):h (5.91)
y 29 7y
La ecuacion (5.2) se reduce a:
v

-2 =h 5.92
29 (5.92)



298 Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos

Al despejar la velocidad de dicha expresion se tiene:
V, =4/2gh (5.93)

La anterior es la ecuacion de velocidad mas escrita en Mecéanica de
Fluidos, y es la velocidad en la vena contracta del chorro. Como se
despreciaron los efectos de la friccion y otras pérdidas, esta velocidad
es tedrica, donde la velocidad real es un poco menor. Se introduce un
coeficiente de velocidad Cy, el cual relaciona la velocidad real sobre la
velocidad tedrica como lo indica la siguiente ecuacion:

¢ = Ve Vo (5.94)
tedrica t

Introduciendo este coeficiente en la velocidad V2 se obtiene la velocidad
real en el punto 2, Vr2.

V,=C,\2gh (5.95)

Por otro lado, como el punto 2 se encuentra en la vena contracta y
generalmente su didmetro es desconocido, se relaciona esta dimension
con el tamafio del orificio introduciendo un coeficiente de contraccion
Co, el cual relaciona el area de la contraccidn A con el area del orificio
Ao, como se observa en la siguiente ecuacion:

A A
C, :%:A_C (5.96)

orificio 0

Segun la ecuacion de continuidad, el caudal tedrico es:

Q =AV,=AC,|2gh (5.97)

Al sustituir el area Ac = CoAo, se obtiene el caudal real Qr:
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Q. =C,C,A[2gh (5.98)

Como es dificil determinar los coeficientes Cy y Co por separado, los
mismos son sustituidos por un solo coeficiente, denominado
coeficiente de gasto Cq, obteniéndose una ecuacion general para el
caudal real que atraviesa el orificio.

Q. =C,A2gh (5.99)

El valor de Cq se determina experimentalmente. Por su parte, el valor
recomendado para orificios circulares de pared delgada es Cq= 0,62,

5.20.2 Orificio en una tuberia

Es comun en la industria usar orificios perforados en una placa, por lo
general delgada, para medir el caudal en una tuberia con flujo a presion,
la cual se inserta con algn mecanismo practico. En la Figura 5-35a se
muestra un orificio de tipo industrial, cuya perforacién se realiza sobre
una paleta que por lo general es metélica, regularmente consta de un
disco con un orificio en el centro del mismo que se coloca perpendicular
a la tuberia. En la Figura 5-35b se ilustra el esquema del orificio dentro
de latuberiay la estructura del flujo, el cual sufre una fuerte contraccion
a la salida del orificio. Se tiene un didmetro del tubo D, un diametro del
orificio do y un didmetro de la vena contracta D.. Para medir la presion
en los puntos 1y 2 se suelen colocar mandémetros en U con mercurio,
ya que las presiones suelen ser muy altas, obteniéndose una diferencia
de presion entre los dos puntos Ap = p1-pz, que se expresan en unidades
de columna de agua mediante la ecuacion Ap/y = h (Chereque, 1987, p.
75), (Nifio y Duarte, 2007, pp. 4-20).
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(@)

Diametro del
orificio Do
Placa orificio

Diadmetro de la

r Diametro de
tuberia D1

vena contracta
D2

(b)

Caida de presion a
través del orificio

Figura 5-35.- Orificios dentro de tuberias. (a) Placa industrial. (b) esquema
interno del orificio.

Como en el caso del orifico en un tanque, se aplica la ecuacion de
Bernoulli antes y después del orificio.

E =E,+> h_, (5.100)

Inicialmente se desprecian las pérdidas de energia, cuyo efecto se
compensa con algunos coeficientes, como se vera mas adelante. Asi:
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2 2
b, +V__&+z +-2 (5.101)

/4 29 7y 29

En este problema cabe resaltar que ni las presiones ni las velocidades
se pueden despreciar, Unicamente la carga de posicion en la que z1 = z»,
ya que ambos puntos se encuentran en la misma cota. Con base en lo
anterior, se tiene que:

b Vi _p Yy

(5.102)
vy 29 vy 29
Por ecuacién de continuidad, se encuentra la velocidad V1 en funcién de
Vo.
A D:

Q=AV, = AV:>V—AjV VD2 (5.103)

Si se aplica un artificio, y se multiplica y divide por la relacion Ao/Ao,
entonces se obtiene:

A

[

V =

2 N2 2 N2
4 %(A szzV % Do _y, 2 5 (5.104)

Pero como la relacion de Ax/Ap es el coeficiente de contracciéon C, se
tiene;

DZ 2 D4 2
V,=V,C —% V =COZ—Z}V—2 (5.105)
°D? Zg D; 29

Se sustituye V1 en la ecuacion de energia:

D, V; vy
Bicimz P (5.106)
y D29 vy 2

Se despeja V2:
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D}V, Yy b by

o2 2 (5.107)
Di2g 29 7
A traves del analisis del mandmetro en U se tiene que:
p1+7§+7h_7ﬁch_7§:pz (5108)
Lh_@h:&:&_&:h[@_q (5109
v /4 /4 Yoy v
P Py =—h(@—1) (5.110)
yor v

Igualando el resultado de la ecuaciéon de energia y la ecuacion del
manometro diferencial, se tiene:

2 4
Z_{Caz Di _1}2_;{@_1) (5.111)
g /4

1

Se intercambian términos para eliminar el signo (-) de la siguiente

manera.
2 4
s 1_62& —_p| Ywe 4 (5.112)
29 ° D ¥

(5.113)

Acda, es necesario introducir el coeficiente Cy para encontrar la
velocidad real:
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(5.114)

Pero se puede relacionar la velocidad en el orificio con la velocidad en
la vena contracta, segin la ecuacion de continuidad de la siguiente
manera:

D2
V,A,=V,4,=V,=V, D_Zz =CV, (5.115)

Por ecuacion de continuidad, el caudal que pasa por el orificio estard
dado por:

Q=V,A =CAV,=CC,A

0" r2

(5.116)
Se introduce el coeficiente de gasto Cq = Cy-Co (Sotelo, 2005),

obteniéndose una ecuacion general para el caudal real que atraviesa el
orificio:

(5.117)

El valor de Cq y Co se determinan experimentalmente. Se pueden usar
otros dispositivos de medicion de la presion antes y después de la placa
con orificio, que en términos de columna de agua se puede expresar la
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diferencia de presion como 4h; por lo tanto, generalizando la ecuacion
se tiene:

Q=C,A\2gAn (5.118)

Para numeros de Reynolds grandes (mayores a 100.000), los
coeficientes se vuelven constantes, dando valores de Cy = 0,99, Co =
0,605 y Cq = 0,60, tomados de la informacion grafica presentada por
Sotelo (2005). Por ejemplo, si se adquiriese una paleta con orificio
comercial, el fabricante suministra los valores de los coeficientes; sin
embargo, si se construyese el dispositivo, el mismo se deberia calibrar
a nivel de laboratorio. Shames (1995), proporciona una ecuacion para
hallar Cq para boquillas, en funciéon del nimero de Reynolds, y la
relacién entre el didmetro de la boquilla y el diametro de la tuberia.

5.20.3 Orrificio en descarga libre

Este es un orificio muy similar al anterior, pero en este caso se localiza
al final de una tuberia para efectos de medir el caudal, tal y como se
muestra en la Figura 5-36, en la cual se observa que el punto 2 esta en
contacto con la atmdsfera, por lo tanto, la presion en ese punto es cero.
Realizando un procedimiento similar al abordado para el orificio dentro
de una tuberia, se tiene:

Chorro
Diametro de la
tuberia D1

Diametro d
Diametro del vena contracta
orificio Do Placa orificio D2

Figura 5-36.- Orificio al final de la tuberia con descarga libre.
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Inicialmente se desprecian las pérdidas de energia, cuyo efecto se
compensara mas adelante con algunos coeficientes.

&+zl+v—1:&+zz+v—2 (5.119)
Y 29 v 29

Como la carga de posicion z1 = z2 y p2/y = 0, entonces se tiene que:

v: v
&+2— o (5.120)
y 29 29

Por ecuacién de continuidad, se encuentra la velocidad V1 en funcién de
Vo.

A, D:
Q=AV,=AV,=>V,="LV,=V,—% (5.121)
A * D}

Si se introduce el coeficiente de contraccion Co=A2/Ao Se tiene:

v, = AZ[ jv _i[ﬁjvz:vzcol)—‘z (5.122)
a\4,)? a4 D;

(o]

Pero la relacion de Ax/Ao es igual al coeficiente de contraccion Co,
entonces:

D: Vv DV}
V,=V,C,—2=-L=C’-2L (5.123)
D 2g D; 2g

1

Se sustituye V1 en la ecuacion de energia:

b, C2D4V2 vy

5.124
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Luego, se despeja V2.

DV Vb

= 5.125
"Di2g 29 ¥ (6:129
2 4
V_Z[COZ Di _1}:_& (5.126)
29 " D 4
Se intercambian términos para eliminar el signo negativo (-):
2 4
_V_z{l ¢ } __p (5.127)
2g9 D, 4
(5.128)

Para encontrar la velocidad real, se hace necesario introducir el
coeficiente Cy:

(5.129)

Pero se puede relacionar la velocidad en el orificio con la velocidad en
la vena contracta.

D2
VA, =V,A=V,=V, D—zz =CV, (5.130)

[

Por continuidad, el caudal que pasa por el orificio es dado por:
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Q=V,A,=C,AV.,=C,AC,

0“0 " r2

(5.131)
Los coeficientes Cq, Cv Yy -Co, Se determinan de manera experimental. En
este caso, se despeja el coeficiente de velocidad Cy y se miden las otras
variables. Incluso, se puede medir el didmetro del chorro en la
contraccion y calcular Co. Para una primera aproximacion, se pueden
tomar los mismos valores de Cq, Cy y-Co, que se usan para orificios en
un depdsito.

Q (5.132)

COAU 74
1-C (DOJ
Dl
5.20.4 Orificio con flujo no permanente

Este tipo de flujo se presenta cuando se desocupa un tanque por medio de un
orificio, como se muestra en la la Figura 5-37a, cuando el nivel en el tanque
no es constante. A medida que el nivel del agua en el tanque (carga de
posicion) disminuye, el flujo a través del orificio también disminuye.

Con base en la Figura 5-37b, donde (V) representa el volumen de liquido
contenido en el depdsito en un momento determinado, hay un caudal de
entrada (Qe) y un caudal de salida (Qs), la variacion de volumen durante un
pequefio intervalo de tiempo (dt) se puede expresar como:

dv= Q,dt — Qdt (5.133)



308 Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos

(@)

Plano de referencia

Qs

(b)

Figura 5-37.- (a) Descarga con altura variable en un depésito. (b) Fotografia
de un orificio descargando agua de un tanque, (Montaje Laboratorio de
Hidraulica, Universidad de Narifio).

Si As es el area de la superficie libre del liquido y (dz) es la variacion
del nivel del agua de la superficie, entonces se tiene que:

dv=Adz (5.134)

Igualando estas dos expresiones para (d ), se obtiene:

Adz =Q,dt —Q.dt (5.135)
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El caudal de salida (Qs) normalmente es una funcion de (z). Como
resultado de aplicar la ecuacion de Bernoulli, se dedujo la ecuacién para
el caudal que sale desde el deposito a traves de un orificio 0 conducto
de area (Ao) cuando estd sometida a una diferencia de altura (z);
entonces se tiene:

Q,=C,A 29z (5.136)

Si el fluido rebosa sobre un vertedero rectangular de longitud (L),
entonces:

Q, =C,Lh*? (5.137)

Donde (Cq) es un coeficiente numérico de descarga propio del orificio
0 vertedero, y (z) es la variable o (h).

Para cualquiera de los casos anteriores, el valor de (z) o (h) es la altura
variable de la superficie del fluido por encima del plano de referencia
(datum) apropiado. La entrada de caudal (Qe) normalmente varia con el
tiempo: sin embargo, se tendra en cuenta que Qe = 0 0 constante. Para
ello, despejando dt e integrando la ecuacion (5.47), se obtiene la
expresion de tiempo (t) para que modifique el nivel del agua de z1 a z»,
por lo tanto:

dt = Adz ot :J~zZ Adz
(€.-Q) 200

(5.138)

La integral solo se resuelve si Qe es cero o constante y si As y Qs se
pueden expresar como funciones de (z). Para el caso de depoésitos
naturales, el area de la superficie del liquido no se puede expresar como
una funcion matematica de z; por ello, sus valores se obtendrian a partir
de un mapa topografico o batimétrico.

La ecuacidn (5.138), se puede resolver graficamente representando los
valores de As (Qe — Qs) frente a (z). El area, a una escala dada,
comprendida bajo dicha curva es el valor numérico de la integral.
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Para el presente texto, se toma la solucién dada por Merritt (1999) para
un tanque de seccion transversal constante, con cabeza variable y salida
por medio de un orificio circular.

El tiempo requerido para que cierta cantidad de agua circule desde un
depdsito puede calcularse al igualar el volumen de agua que circula por

el orificio o tubo en el tiempo dt, con la reduccion de volumen en el
deposito (Merritt. 1999, p. 21-33).

Q.dt =dV = C,A/2gzdt = Adz (5.139)

Despejando dt se tiene:

dr=— A2 (5.140)

CoAn 292

J~H Adz J-H dz
hcaﬁﬁ‘c&f_

(5.141)
Como el area superficial del tanque se considera constante, se tiene que:

" dz (5.142)

CA)I_j

t= (5.143)

)

Donde H es la carga al comienzo, que se puede fijar constante como la
altura maxima; h; es la carga al final y es la que va variando desde H
hasta cero en el eje del orificio de salida; y t es el tiempo para que el
nivel del agua descienda desde H hasta h;.

5.20.5 Tubo Pitot

o En flujo a superficie libre
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El tubo Pitot, que se muestra en la Figura 5-38, consiste en un tubo
generalmente de vidrio de didmetro pequefio (~ 5 mm) doblado en L,
donde el extremo inferior se coloca dentro del fluido en contra de la
corriente y el otro extremo va libre hacia la atmdsfera. Este dispositivo
no mide directamente el caudal: lo que permite medir es la velocidad
del flujo en un punto.

AH
—> @ (] —
X Vv O _O O

Figura 5-38.- Esquema de un tubo Pitot colocado en un flujo a superficie
libre.

Para estimar la velocidad, se selecciona un punto (1) aguas arriba de la
boca del tubo Pitot, y otro punto (2) justo en la boca del tubo, y se
plantea la ecuacion de Bernoulli sobre una linea de corriente horizontal
entre estos dos puntos, sin considerar perdidas. Asi:

&+21+V—1=&+22+—2 (5.144)
Y g 7 29

En este caso se considera que la velocidad en 2 es nula, ya que las
particulas al chocar con la columna inmovil de fluido pierden su
velocidad; adicionalmente, las cargas de posicion son iguales z1 = z».
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nVi_p

(5.145)
y 29 vy

La presion en el punto 2, debe ser igual a la columna de agua dentro del
tubo Pitot:

%= h+AH (5.146)

La presion en el punto 1 serd la columna de agua por encima del mismo:

P h (5.147)
Y
VZ
h+2—1=(h+AH):>V1 =/2gAH (5.148)
9
o En flujo a presién

Para flujo a presion se coloca el tubo Pitot como se indica en la Figura
5 39, acoplado con un manémetro en U que posee un fluido indicador
de peso especifico ym.

Figura 5-39.- Tubo Pitot colocado en un flujo a presion.
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Para estimar la velocidad se selecciona un punto (1) aguas arriba de la
boca del tubo Pitot, y otro punto (2) justo en la boca del tubo, y se
plantea la ecuacion de Bernoulli sobre una linea de corriente horizontal
entre estos dos puntos, sin considerar pérdidas. Asi, se tiene que:

2 2

&+z +V——&+z +V— (5.149)

/4 29 7y 29

En este caso se considera que la velocidad en 2 es nula, puesto que las
particulas al chocar con la columna inmovil de fluido, pierden su
velocidad; adicionalmente, las cargas de posicion son iguales z; = z».

VZ
PGB (5.150)
y 29 v
VZ
h_bhTh (5.151)
29 7
A partir de la lectura del mandmetro se sabe, que:
p,=7,AH+hy (5.152)

Para medir la presion en 1 o presion no perturbada, se coloca un tubo
Pitot modificado con mas orificios, en este sentido, el texto de Shames
(1995, p. 445) proporciona detalles acerca de su medicion.

5.20.6 Tubo Venturi

En la Figura 5-40 se muestra la geometria del tubo Venturi. Este
dispositivo se utiliza para medir el caudal en una tuberia. El tubo
Venturi es una seccion de tuberia insertada en el tubo en el que se
necesita hacer la medicion. El tubo Venturi se asemeja a una boquilla
insertada dentro del tubo como orificio, en el sentido de que tiene una
porcion convergente desde el diametro interno de la tuberia hasta una
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garganta, seguida nuevamente por una seccion divergente desde la
garganta hacia el didmetro interno de la tuberia. Se utiliza un
manometro diferencial en U con el cual se calcula la diferencia de
presiones entre las posiciones 1y 2.

Tuberia

Area de la garganta

Figura 5-40.-Tubo Venturi colocado en un flujo a presion. Fuente: Adaptada
de (Shames, 1995, p. 787).

Como en el caso del orifico, se aplica ecuacion de Bernoulli antes y
después del orificio:

E =E,+) h_, (5.153)

Inicialmente se desprecian las pérdidas de energia.

b, 4 v
Hiz+1=2247 42 (5.154)
Y 29 v 29
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Es de notar que en este caso no se puede despreciar ningun término.
Agrupando se tiene:

2 12
P~ P, +(Z1—Z2)=V2 -V

/4 29

(5.155)

Se aplica la ecuacion del mandmetro, igualando presiones en los
puntos A-A’.

P,=P+[h+5+(z,-z,)]r (5.156)
Py = Py + 6y + hym (5.157)
Igualando en A-A’, se obtiene:

P1+[h+5+(z1 —zz)]y:P2+57/+h7/m

(5.158)
P-P, +(zl—zz)y+hy+57:5;/+h7/m
(5.159)
h7b (e, —zz)zh[y—'"— j (5.160)
Y 4

Al igualar la ecuacion de Bernoulli y la del manémetro, se tiene que:

V:-V?
#:h[ﬁ"—lj (5.161)
29 4

Por continuidad, se encuentra la velocidad V1 en funcién de Va:

4 D,
Q=AV, =AY, =V, ="V, =V, (5.162)

2 N2
1 Dl
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Sustituyendo en la ecuacion (5.161) se tiene:

(5.163)

(5.164)

(5.165)

(5.166)

Aca es necesario introducir el coeficiente Cy para encontrar la velocidad
real, ya que no se consideraron las pérdidas de energia entre los puntos
ly?2.

(5.167)

Por ecuacion de continuidad, el caudal que pasa por el orificio, es dado
como:
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D? ’ 2ghA
T |22 (5.168)
4 D
1-| 2o
\/ (Dl J
Asi, el valor del coeficiente de velocidad Cy es de aproximadamente
0,985 para tubos Venturi nuevos y de 0,98 para tubos Venturi viejos.
Chereque (1987, p. 78) proporciona valores de un coeficiente similar a

Cv, en funcion del numero de Reynolds y la relacion entre el diametro
de la contraccion y el diametro de la tuberia.

5.20.7 Sifon

El sifon es un dispositivo que sirve para aforar el caudal cuando se
descarga un liquido por encima de un obstaculo que se encuentra a una
cota mayor que el nivel del liquido del contenedor. El objeto es calcular
la velocidad en el tubo sifon y la presion en el punto méas alto. Su
geometria bésica se ilustra en la Figura 5-41.

M

Y=

h1

7 h2
Datum @)

Figura 5-41.- Geometria general de un sifén.

Se aplica la ecuacion de Bernoulli entre los puntos 1y 2.
E =E,+> h_, (5.169)

Inicialmente se desprecian las pérdidas de energia.
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2
b, i p : £ (5.170)
4 29 vy 29

Es de tener en cuenta que la presion en 1 es pamY la presion en el punto
2 es: p2 = pam+tZz2y, el valor de la carga de posicion en 2, z2 = 0. La
velocidad en 1, V1, se considera muy pequefia comparada con Vo.

2
l)(lﬂ+hl+ozljmm—%+o+g—2 (5171)
Y Y g

Como la presidn atmosférica pam Se cancela, entonces se tiene que:

V2
h, =h, +—= (5.172)
29
V2
;:(hl ~h)=d (5.173)
Al despejar la velocidad, se obtiene:
V,=\2g9d (5.174)

El caudal viene dado por la ecuacion de continuidad.

Q=A./2gd (5.175)

As es el area del tubo del sifén.

La presion en el punto M, se halla aplicando la ecuacion de energia
entre el punto 1y el punto M.

=== 5.176
y AT T T, (5.176)
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Al aplicar simplificaciones para presion y velocidad en el punto 1 se
tiene:

VZ
Br_0,21 %0 (5.177)
y 29
VZ
p—M:(hl—H)——Z (5.178)
Y 29
Como,
V2
2 =d (5.179)
29

Entonces, al sustituir, se tiene que:

%?=@f40—d (5.180)

O también, comao,

p7M:(h1_H)_(h1_h2):_(H_hz) (5.181)

py=rh-yH (5.182)

Lo que indica que la presion en el punto M es la presion en el lado
derecho reducida en la altura yH. El valor de pwm/y, podra descender
hasta el vacio absoluto, que para el agua es aproximadamente -10
m.c.a.; si pw/y desciende hasta la presion de vapor del fluido, se
producira el fendmeno de cavitacion (Nifio y Duarte, 2007, pp. 4-18).
Mientras que, si pw/y <-10 m.c.a., el sifon cortara el flujo.
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Para que el flujo quede establecido, es necesario extraer previamente el
aire de la tuberia, de un modo similar a cuando se desea extraer gasolina
del tanque de un vehiculo. Por otro lado, la presion de vapor por del
agua (pv) a la temperatura ambiente (= 20°C) es de 0,25 m.c.a. en
unidades absolutas o -10,08 m.c.a. en unidades relativas o
manomeétricas, por lo que es de esperar un flujo normal sin formacion
de burbujas de aire (Pm > pv ) (Chereque, 1987, p. 84).

En un sifén, el caudal que fluye depende solamente de la diferencia de
niveles entre z1 y z», o la altura (d), y fluird hasta que la altura H del
punto M no sobrepase el valor de la presion atmosférica o no alcance el
vacio absoluto.

Un analisis detallado del funcionamiento del sifén también se puede
consultar en Munson et al. (1990, p. 117).

5.21 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.21.1. (Alberro et al., 2011, p. 77).

A partir de un depdsito presurizado, representado graficamente en la
Figura 5-42, circula un aceite de densidad relativa 0,85 a traves de un
orificio de 8 cm de didmetro y a razon de 24 L/s. El diametro del chorro
a la salida es de 5,85 cm; el nivel del aceite es de 7,5 m por encima del
orificio; la presion del aire en la parte superior del depdsito es de -200
Torr (1/760 de una atmdsfera estandar). Se pide encontrar los
coeficientes de velocidad, contraccién y gasto del orificio.

Respuesta:

Co=0,534, Cy,=0,97, Cq=0,571.
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P1

Y

1 -
A
h1

v L@

Figura 5-42.- Geometria del depdsito con orificio.
Ejercicio 5.21.2. (Almandoz, 2010, p. 43).

En el sistema mostrado en la Figura 5-43, despreciando las pérdidas,
se pide: (a) El caudal circulante. (b) Valores de R1y Ro.

Respuesta:

(a) 7,78 L/s.

(b) 0,67 y 0,492 m.

Aire
& Aire
|
5 Gs=h\ A
n
D,= 100mm D,= 50mm
D5;=80mm

Figura 5-43.- Esquema de la instalacion.

Ejercicio 5.21.3. (Almandoz, 2010, p. 45).
Un diafragma de 50 mm de diametro sirve para medir el caudal de agua
que circula por una tuberia horizontal de 80 mm de didmetro. Se desea
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calibrar el diafragma mediante un piezémetro abierto, un Pitot y un
manometro diferencial de mercurio. Para un valor del flujo determinado
las lecturas son las siguientes: Piezémetro -1.960 mm; Pitot - 2.700 mm;
manometro - 900 mm. Se pide: (a) Coeficiente de gasto del diafragma
en tales condiciones. (b) Numero de Reynolds.

Dato: Viscosidad del agua = 1 ¢St (centistokes).

Respuestas:
(a) 0,65
(b) 304800.

Figura 5-44.- Detalle de la instalacion.

Ejercicio 5.21.4. (Chereque, 1987, p. 84).

Segun la Figura 5-45 de un sifon para un didmetro de tuberia de 0,2 m
y un caudal de 0,10 m%/s, se solicita: (a) Encontrar las pérdidas de
energia entre los puntos (1) y (3). (b) Calcular la presion en el punto 2,
suponiendo que entre 1y 2 ocurren los 2/3 de la pérdida total de energia
en el sifon.

Respuestas:
(a) 2h1-3=10,68m.
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(b) P2=- 0,337 kg/cm?, existe vacio parcial.

@

2,40m

Y=

1,20m

Figura 5-45.- Geometria del sifén.

Ejercicio 5.21.5. (Almandoz, 2010, p. 31).

Un sifon que permite la salida del agua de un recipiente de grandes
dimensiones, esta constituido por un tubo de 10 cm de didmetro, en el
cual la linea central superior se encuentra 4 m por encima de la
superficie libre del depdsito. Se pide: (a) Caudal maximo que puede
esperarse obtener con este dispositivo sin que se produzca cavitacion.
(b) Cota de salida del sifon con relacion al nivel superior del depdsito.
Dato: Tensién de vapor del agua = 1 m.c.a. (presion absoluta). Patm =
1 atm. Nota: La cavitacién tedrica se produce en aquel punto en que su
presién es equivalente a la tension de vapor maxima del liquido que
fluye.

Respuestas:

(a) 80,3 L/s.

(b) -5,3 m.

5.22 Aplicacion de ecuacion de energia a canales abiertos

La energia en canales abiertos estd compuesta por la energia cinética y
la energia potencial; la energia potencial se compone de dos partes, una
debida a la posicion de la particula y la otra debida a la energia de
presion en el punto considerado. La energia potencial se puede
transformar en cinética y viceversa, y una parte de la energia se pierde
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en forma de calor, produciendo lo que se conoce como pérdida de
energia. Las causas de las pérdidas de energia son las mismas que se
contemplan para flujo en conductos a presion (Cano, 2002, pp. 27-29).

5.22.1 Planteamiento de ecuacion de Bernoulli

Se considera un canal abierto cuando la superficie del liquido se
encuentra sometida a la presion atmosférica. Ademas, se asume que
existe presion hidrostatica, por considerar que las lineas de corriente
son paralelas. Para aplicar la ecuacion de Bernoulli se toma como
referencia el fondo del canal, o se aplica entre dos puntos localizados
en el fondo del mismo. En la Figura 5-46, se muestra la geometria
bésica del canal abierto, donde: P.E.l. representa el plano de energia
ideal; L.E. es la linea de energia; S.F. es la superficie del fluido; Se es
la pendiente de la linea de energia; Sw es la pendiente de la superficie
de fluido; S, es la pendiente del fondo del canal; V?/2g es la altura (o
cabeza) de velocidad; h es la altura de presion generada sobre el fondo;
V es la velocidad media del flujo; z es la altura de posicion, donde V2/2g
+ h es lo que se conoce como energia especifica; finalmente, hy es la
pérdida de energia del flujo entre las dos secciones que se consideran

para el analisis.
P.E.Il.

LE.
ayV2l2g \_ h,

Fluido —F

— So r P
///////////////////////////////// —
//////////////////////// [z
////////////// H

L

Figura 5-46.- Flujo en un canal abierto.

Cuando se estudia el flujo uniforme en canales, este tiene unas
propiedades inherentes, como: la altura h permanece constante, la
superficie del agua es paralela al fondo, la velocidad V es constante, la
pendiente de la linea de energia Se es igual a la pendiente del fondo S,
las pérdidas por friccion son compensadas por la pendiente del fondo.
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Al aplicar la ecuacion de Bernoulli entre las secciones 1y 2, sobre
puntos localizados en el fondo, se tiene:

E =E,+h, (5.183)

A v,
z,+h +a,—=z,+h,+a,—=~+h (5.184)
29 2

Inicialmente se desprecian las pérdidas de energia.

Para flujo normal se aplica que hy = hy, por lo tanto, hy=z1-z,. La energia
especifica la conforman el término de carga de velocidad y la carga de
presion, igual a la profundidad del flujo en la seccién para inclinacién
del fondo con bajas pendientes; es decir, para angulos pequefios (6 <
39), es dada como:

2 2
E =h +V—1,E =h +V—2 (5.185)
1 1 zg 2 2 zg

5.22.2 Aplicacion sobre una compuerta

Una compuerta es una estructura hidraulica colocada en un canal para
controlar el flujo; si se conoce su geometria, se puede encontrar el flujo
que circula. Las compuertas son similares a los orificios y se pueden
usar como medidores de caudal. En la Figura 5-47 se ilustra la
geometria de una compuerta, donde el flujo pasa por la parte inferior.
Cabe mencionar que la altura m es la altura de la abertura bajo la
compuerta y h> es la profundidad del liquido justo en su mayor
contraccion o en la denominada “vena contracta” (Munson et al., 1990,
p. 121).
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hs

h. PV
Q,V:

Q.\V:2

Fondo

Figura 5-47.- Geometria de una compuerta instalada en un canal.

Al aplicar la ecuacion de Bernoulli entre las secciones 1y 2 sobre el
fondo del canal, se tiene:

v? 14
h+—+=h+-* (5.186)
29 29
V:-V;
—L—2=h—h (5.187)
29

Combinado dicha expresion con la ecuacion de continuidad se tiene:

A
vV, =V,-2 (5.188)
Al

Si se considera un ancho del canal constante y una secciédn transversal

rectangular, se tendra que A1 = B-h1 y A2 = B hz; con base en lo anterior
se tiene:

(5.189)
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Sustituyendo en la ecuacion de Bernoulli:

2
i)
! —h

PR —h, (5.190)

5 2
Vil[ ] _1|=p, —n (5.191)
2g|\ h

Realizando el procedimiento algebraico se tiene que:

‘Z’_zz[hzzf;hf}:hz _h (5.192)
gl n

v, 2

() )= )i 6199
V: oK

2 (h+h) o
v, = (hzﬁh;zll) (5.195)

Si se introduce el coeficiente de velocidad Cv = V\2/V>, para obtener la
velocidad real, Vi, se obtiene:

v, =c, 2gh; (5.196)
(hy+h)
V,=C—2 [2gh (5.197)
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V.,=C, ! J2gh, (5.198)
hZ
—=+1
h,

Si se introduce el coeficiente de contraccion h, = mCc, entonces se tiene
que:

V.o—c 1 29 (5.199)

Usando la ecuacién de continuidad para el caudal,

_ BhC,\[2gh,

m—CC+1

1

(5.200)

r

Como el area bajo la compuerta es Ac = mB, entonces:

Q, =LAC lzgh1 (5.201)
m

Como el valor del coeficiente Cq es definido como,

¢, =—L& (5.202)

me, +1

hy

El caudal real puede expresarse como:

Q. =C,A [2gh, (5.203)
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El valor de Cq para compuertas planas verticales esta dado en la
literatura en forma grafica por Rouse (1951); en dicha literatura, se
puede corroborar que para ese tipo de compuertas, con un valor de hy/m
> 10, el valor de Cq tiende a ser constante e igual a 0,61.

5.22.3 Aplicacion en canales con cambio de pendiente

Conociendo los datos aguas arriba de un punto, se necesita conocer las
condiciones del flujo aguas abajo, como se muestra en la Figura 5-48.

2

Datum
B v

S.A.: Superficie del agua
Figura 5-48.- Esquema del flujo de un canal.

Se parte del hecho de que se conocen las pérdidas de energia hy.

4 4
zl+h1+a1$:zz+h2+a22—2+hv (5.204)

Por ecuacion de continuidad, se tiene:
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hl
(5.205)

V=V L
2 1h2

2 2 2
z, +h +051V—1:z2 +h, +a2V—1(£] +h,
29 29\ h,
(5.206)

Como el objetivo es hallar la profundidad h; se reorganiza la ecuacién
asi:
4 4
(z,-2,)+h —h +a, = =h+a, = hh’ (5.207)
29 29

Se parte del hecho de que es conocida la siguiente expresion:

2

%
k=(z,—z,)+h —h, +o, = (5.208)
29
Sustituyendo k en la ecuacion (5.206) se tiene:
V2
k=h, +a,~hh’ (5.209)
29

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por h2?, se obtiene:

V2
K +a, th =kh (5.210)
VZ
k —kh +a, th =0 (5.211)

Que corresponde a una ecuacion cubica en h. Al comparar con la forma
canodnica de la ecuacion cubica:
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ax’ +bx* +cx+d =0 (5.212)

Se tiene:
VZ
a=1;b=k;c=0;d=a,-Lh (5.213)
2g

El coeficiente de Coriolis se supone igual a la unidad en ambas
secciones. Uno de los tres valores de hz es negativo, el cual no tiene
significado fisico, pero dos soluciones si son posibles. Una manera de
entender estas alturas es usar la curva de energia especifica, en la cual
se interpreta que para la misma energia existen dos alturas posibles;
pero su explicacion esta fuera del alcance de este texto, ya que dicho
tema se trata con mayor profundidad en el estudio de la hidraulica de
canales.

5.23 Ejercicios propuestos

Ejemplo 5.23.1. (Nifio y Duarte, 2007, pp. 4-16)

Encontrar la profundidad del agua en la seccion (2) segun el esquema
indicado en la Figura 5-48, para los siguientes datos: Pérdida de
energia entre las secciones 1y 2 hy=0,46 m; hy= 1,22 m; z1 = 2,44 m;
z2=0,0 m; V1=4,9 m/s; ancho del canal B =3m; a1 = a2 = 1.

Respuesta:

hz=4,3226 m, h,=0,6994 m. Como se expreso anteriormente, se debe
solucionar una ecuacion cubica. A continuacion, se presenta el codigo
Matlab (u Octave), para encontrar las raices de un polinomio de tercer
grado.

function y = raices(x)
close all;
clc;
y= roots(x)
end
Se llama como:
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>> p=[-1 4.42 0 -1.82;% se escribe los coeficientes segun la forma
canonica de la ecuacion cubica.
>> raices (p)
Respuesta:
4,.3226
0,6994
-0,6020

Ejercicio 5.23.2.
Encontrar el caudal teérico y real, que pasa a través de la compuerta
mostrada en la Figura 5-47, con los siguientes datos: h1 = 2,0 m; hy =
0,5m;z1=0m; 22=0,0 m; V1= 1,4 m/s; ancho del canal B =2m; a1 =
a=1,Cy=0,61.

Respuesta:
Q =5,6 m%/s, Qr= 3,821 m%/s.

Ejercicio 5.23.3. (Evett y Liu, 1989, p. 178).

Una transicion de altura ¢ se localiza en el lecho de un canal rectangular
de ancho uniforme, cuyo perfil se observa en la Figura 5-49. La
superficie libre del liquido experimenta una depresién d. Si se desprecia
la friccion, se puede considerar que se tiene un flujo unidimensional.
Calcule el caudal q del canal por unidad de ancho. Este sistema es
denominado canaleta venturi.

Respuesta:

q=hv, = —-2qd _
YoVuh—ih—d -8)F
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h W}{%
@ 2

Figura 5-49.- Esquema del Ejercicio 5.23.3.

Ejercicio 5.23.4. (Evett y Liu, 1989, p. 193).

Un flujo de Agua corre a través de un canal abierto a una profundidad
de 2 m y una velocidad de 3 m/s, como se ilustra en la Figura 5-50. Si
a través de una caida inclinada el liquido pasa hacia otro canal donde la
profundidad es de 1 m y la velocidad de 10 m/s, y asumiendo que se
trata de un flujo sin friccion, determine las diferencias de elevacion
entre las soleras de los dos canales.

Respuesta: 3,64 m.

@
om 3m/s
y @
y 10m/s 1m

Figura 5-50.- Esquema del Ejercicio 5.23.4.

Ejercicio 5.23.5. (Munson et al., 1990, p. 121)

Dado el flujo bajo una compuerta como se muestra en la Figura 5-51,
determinar el caudal por unidad de ancho del canal. Suponga flujo sin
viscosidad.

Respuesta: 4,83 m3/s/m.
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Figura 5-51.- Esquema de la compuerta.

Ejercicio 5.23.6. (Fernandez, 2001, p. 163).
Desarrollar una formula para calcular el gasto que circula por el
vertedero triangular que se muestra en la Figura 5-52.

Respuesta: Q = %x/ﬁtan(é’)hm :

Figura 5-52.- Esquema del vertedero triangular.

5.24 Ecuacion de Cantidad de Movimiento (Momento)

La ecuacién de cantidad de movimiento es la tercera ecuacion
fundamental de la Mecanica de Fluidos. La cantidad de movimiento se
define como el producto de la masa “m” de un cuerpo por su velocidad.

Para la deduccién de la ecuacion de Cantidad de movimiento
(Momento) se utiliza el teorema de transporte de Reynolds (Streeter et
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al., 2000, Gaston, 1988) y la segunda ley de Newton. EI momento se
divide en momento lineal y momento angular (este ultimo se conoce
como momento de momentum).

El momento (p) es una magnitud fisica dada como la masa por su

velocidad (p = m v ), m [kg], v[m/s], las unidades en el Sl de (p) son
(M L T%), M: masa, L: longitud y T: tiempo.

La ley fundamental para la deduccion de la ecuacion de Momento es la
denominada ley de la conservacion de la cantidad de movimiento. De
este modo se inicia con la segunda ley de Newton, F=ma=md (v)/dt,
donde m es la masa por ser constante se introduce dentro del paréntesis,
F =d (mv)/dt, aes laaceleracion y v es el vector velocidad. También
se puede escribir como Fdt = d(m v), lo que indica que el impulso de
una fuerza F actua sobre un fluido de masa m en un intervalo de
tiempo pequerio dt, que es igual al cambio de momento d(mv) en la
direccion de la fuerza (Bansal, 2010, p. 288). Esta es la segunda ley
de Newton para una particula fluida, donde se asume la conservacion
de la masa.

5.24.1 Planteamiento de la ecuacion de Momento

Tomando como base la ecuacion del teorema de transporte de Reynolds
explicada anteriormente (Streeter etal., 2000), y siguiendo un
procedimiento similar al usado para deducir la ecuacion de continuidad,
se tiene:

dN

) L
— = 5. ([,cmpdW) + §, (npv - dA) (5.214)

Donde: dV es el diferencial de volumen, d4 es el vector diferencial de
area, p es la densidad del fluido, VC indica volumen de control, SC
indica superficie de control, v es el vector velocidad; por su parte, N es
la propiedad extensiva, correspondiente al momento (mv), n es una
propiedad intensiva, correspondiente a la propiedad extensiva por
unidad de masa. Remplazando el valor de N = my, n=N/m=mv/m =
v, se tiene:
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amv

d N N >
Tar a(fvc(vpdv))+45sc(vpv-dx4) (5.215)

Como el cambio de la masa por velocidad con respecto al tiempo d(mv
)/dt es una fuerza, entonces, con base en la segunda ley de Newton, y al
especificar una direccion (por ejemplo x), de tal manera que resulte una
suma escalar y no vectorial, siguiendo a Gastén (1988, p. 87), se puede
escribir:

S E =2 (f,e0rpad®) + 6, (Vep? - dA) (5.216)

El primer término del lado derecho de la ecuacion (5.216) es la
variacion de la cantidad de movimiento con respecto al tiempo dentro
del volumen de control. El segundo término es el flujo neto de cantidad
de movimiento (pv)v sobre la superficie de control, y la integral
cerrada 5656 significa la fuerza que el fluido ejerce sobre las paredes
del volumen de control; el VC tiende a desplazarse hacia la derecha
segun el eje x, lo que indica que debe haber un agente externo que lo
mantenga en su sitio para evitar que se desplace, con una fuerza igual a
-Fx.

Se parte de la configuracion de la Figura 5-53, la cual muestra un tubo
corto, de areas A1 y A, el vector elemental de area d4 ortogonal y
saliendo de la superficie y los vectores de velocidad v, y v., Vi Y Vi
son las proyecciones del vector velocidad en el eje.
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Figura 5-53.- Flujo a través de un tubo corto de seccion transversal
decreciente.

Para encontrar una solucion practica de la ecuacion (5.216), se realizan
algunas simplificaciones; asi, si se opta por el flujo de interés como
permanente, se obtiene:

YF = (Vup? - dA) (5.217)
La integral cerrada de superficie es igual a la suma de las integrales

abiertas de superficie (A) que componen la superficie cerrada (Gaston,
1988).

§ O)=1.0+.0)a 5015

Es de notar que la integral de entrada lleva signo negativo, esto debido
a que el vector elemental de area y el vector velocidad son paralelos,
pero de sentido contrario, que al aplicar producto punto se tiene:

v-dA=VdAcos(180)=-VdA (5.219)
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Donde V se convierte en velocidad media. Asi, sustituyendo:

ZFX = _I Vi VidA, + jvzxpzvszz (5.220)
A A

Al resolver las integrales se tiene:

Y F ==V, pV, [dA, +V,p,V, [ d4, (5.221)
Al AZ
DE =VpVA+V, VA (5.222)

Por la ecuacion de continuidad, se tiene que Q = AiVi = AVy;
sustituyendo se tendra:

YF, =V, p0+V,pQ (5.229)

Si la densidad es constante entre la entrada y la salida, e igual al peso
especifico sobre la gravedad (o = #/g), entonces:

DF, :§(‘le V) (5.224)

Por lo general, existe una distribucién de velocidades no uniforme a lo
largo de la seccion transversal del conducto; por ello, se debe incorporar
un coeficiente de correccion denominado coeficiente de Boussinesq £,
el cual corrige el hecho de que se usa la velocidad media.

ZFX zg(ﬂzllzx _ﬂlle) (5.225)

Se pueden tener expresiones similares para las direcciones y y z; para
efectos préacticos con flujos turbulentos, B ~ 1,0. De acuerdo con Gaston
(1988), la sumatoria de fuerzas corresponde a la sumatoria de las



Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos 339

siguientes componentes: fuerzas por presion (Fp), fuerzas por gravedad
(Fg), fuerzas debido a la viscosidad (F ) y fuerzas externas (Fex:), Segun
sea el caso de estudio, generalmente en el analisis las fuerzas por
friccion se desprecian. De este modo, se obtiene la siguiente expresion:

ZF (‘I'Fp + Fg tFrt ext ) 7/5? |:Vx salida — Vx_entrada J (5226)

El sentido de Fx (+ 0 -) se elige arbitrariamente, si el resultado da signo
contrario, se parte del hecho que actuaria en sentido contrario. Se adopta
la misma convencion de signos para todas las fuerzas y todas se toman
proyectadas sobre el eje que se esté analizando (X, v, 2).

5.24.2 Coeficiente de Boussinesq

Este coeficiente se introduce como correccién a la ecuacion de
momento. Como en cada seccion transversal la velocidad no es
constante, el flujo de cantidad de movimiento debe ser corregido,
similarmente como se corrigieron las cargas de velocidad con el
coeficiente de Coriolis. Para ello, se usa el coeficiente de Boussinesq
(#) cuyo valor, como el del coeficiente de Coriolis (a), depende
unicamente de la distribucion de velocidades en la seccién. Se calcula,
como recomendado por Chereque (1987, p. 88) con la siguiente
expresion:

1:(vY
ﬂ:ZE(V] dA (5.227)

Es posible encontrar la relacion entre el coeficiente de Boussinesq (/)
y el coeficiente de Coriolis («), como:

a1a+2
3 3

(5.228)

De ésta manera, solo sera necesario calcular uno de los coeficientes,
generalmentea, para hallar el otro.
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5.24.3 Ecuacion sobre una corriente liquida y Coeficiente de
Boussinesq

Con base a la Figura 5-53, si se reemplaza en la ecuacion de momento
para flujo permanente, se tiene que:

Zr= (e )n-dg) ] | () o-d)

(5.229)
Que se puede expresar también como:
ZF = _J.Al [,01 (V21 le)} + '[Az |::02 (sz dXz):l
(5.230)
Si se introduce la velocidad media, entonces se obtiene:
ViA =ViQ;———>V2A =V:Q (5.231)

Si la densidad no cambia entre la entrada y la salida y multiplicando el
numerador y el denominador por dicha equivalencia, se tendra la
siguiente expresion:

ZF—_I p1 —A 1V1Q+I P 2—

1 24,

dA2 7,0

(5.232)

Se obtiene que las integrales de la relacion correspondan al coeficiente
de Boussinesg. Como el producto punto de dos vectores paralelos es
igual a su producto escalar, ya que el angulo entre ellos es cero y cos
(0°) =1, entonces:

v: dA v: dA
A, :J'A SLLvy :J‘A M (5.233)
' V1A1 2 VZA2

S F==], PBV:Q+], p.BVQ (5.234)
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Si la densidad es constante entre la entrada y la salida, e igual al peso
especifico sobre la gravedad (o = /g), se tiene:

2F =§(ﬂﬁz -V (5.235)

Que corresponde a la ecuacion de cantidad de movimiento en la
direccion de la linea de corriente (Chereque, 1987, p. 88).

5.25 Ejemplos de aplicacion

Se presenta a continuacion algunos ejemplos integradores de la teoria
para flujo a presién y flujo superficie libre.

5.25.1 Flujo a presion

Ejemplo 5.9. Cambio de direccion.

Encontrar las fuerzas horizontales y verticales ejercidas sobre los
tornillos de anclaje, que sostienen el codo de la Figura 5-54 en una
posicion fija. La salida del codo tiene una inclinacion de &= 45° con la
vertical, para un caudal de 3000 L/min, didmetro D; = 200 mm,
didmetro D2 = 100 mm, volumen de control con un valor de VC = 1,0
m?3, peso especifico del agua = 1000 kp/m?, cota del eje de entrada 105
m, cota del eje de salida 104,5 m. Para efectos de abordar la solucion se
recomienda despreciar las pérdidas de energia.
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Figura 5-54.- Flujo a través de un codo a 45° del Ejemplo 5.9.
Solucién:
Se realiza un diagrama de fuerzas del volumen de control, como se
muestra en la Figura 5-55.

-Fx

T sC

-

Figura 5-55.- Diagrama de fuerzas del VC.

1) Se usa la ecuacién de continuidad para hallar las velocidades con
base en el valor del caudal. En la entrada solamente hay velocidad en
X; en la salida, hay en x y y.
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2 2
D. 0,1m
= Vo=V |=2| = ’ = 1
AV, =AY,V VZ[DJ I/Z[O,ij 0,25V, (1)
v, =(QJ= 00Sm /5 |1 5omys (2)
A ﬂ(O.Zm)
4

V, =4V, =4(1,59m/s)=6,36m/ s (3)
Vo, = Voseno(45°) = 6,36 - seno(45°) = 4,50m/s @

2) Se aplica la ecuacion de energia entre las secciones (1) y (2) con el
fin de encontrar la presion en (1). Si se desprecian las pérdidas, se tiene:

2 2

V
&+zl+—1:&+zz+—2 (5)

/4 29 7y 2g

2 g2
At ©
/4 29
&=(104.5m—105m)+(6’36'"/5) _(1’529'"/5) —1,437m
e 2(9,81m /%)
()
p, =1,437m-1000kp / m®> =1437kp / m* (8)
3) Se calcula la fuerza en la seccion (1):
2
Fp, =Ap, :@1437@ / m? =45,13kp )

4) Se aplica ecuacion de momento en la direccion X:
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Fp, —Fx = @(sz -V,) (10)
g
Q
Fx=Fp, - (V,,-V,) (11)
g
1000-0,05
Fx=4513kp—————(4,5m/s-1,59m/ s)=30,28k,
P 9,81m/32( / / ) P

(12)

5) Se aplica la ecuacién de momento en la direccién y:

La componente de velocidad en el eje (y) en la salida va en direccion
contraria al eje positivo, por lo tanto esta componente es negativa (-
Vyz).

Fy-w :%(—Vy2 -V, (13)

La velocidad en la entrada s6lo tiene componente en el eje X, por lo
tanto Vy1=0.

Fy=W+ @(—Vyz) (14)
g

1000-0,05

Fy =1000kp + —(~4,5m / s)=977,06kp
S

9,81m
(15)

6) Si se conoce el esfuerzo resistente del tornillo, se puede calcular su
didmetro y el numero de tornillos necesario para mantener el accesorio
en su posicion. Por ejemplo si la resistencia de un tornillo es de 25
kp/mm?, y si se selecciona un tornillo de didmetro 1/8 pulg., este tornillo
puede soportar una fuerza de (25 kp/mm?)-n(1/8-25,4)2/4=197,6kp. El
namero de tornillos sera de 977,06 kp/197,06=5 tonillos.
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5.25.2 Flujo a superficie libre

Compuertas

Ejemplo 5.10.

Encontrar la fuerza horizontal (Fx) en kilopondios que el flujo ejerce
sobre la compuerta de la Figura 5-56 que posee un ancho B =2,0 m, de
fondo plano, altura del agua antes de la compuerta y1 = 2,0 m y altura
del agua después de la compuerta y, = 0,5 m. Asuma un valor de Cq =
0,61 para el calculo del caudal Q.

@ Punto de estancamiento @

OlIV 12/29 ° <

Ancho de la
compuerta, B

Figura 5-56.- Flujo a través de una compuerta vertical.

o Como es necesario conocer el caudal (Q), se utiliza la ecuacion
deducida para estimar el caudal bajo una compuerta, en la
seccidn de ecuacion de energia en canales abiertos:

Q:0.61[B*m)\/2(9,81m /s*)(2,0m)=3,821m" / 5 (1)
V,=3,821m’ / s /(2m-2m)=0,956m/ s )

V,=3,821m’ /s /(2m-0,5m)=3,821m/ s 3)
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o Se hallan las fuerzas actuantes, en este caso la fuerza de presion
en la entrada (Fp1) y fuerza de presion en la salida (Fpz). Se
considera la presion hidrostatica en cada seccion. Con base al
diagrama de fuerzas sobre el volumen de control, mostrado en
la Figura 5-57, se tiene:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Volumen de suserficie d
control 3 uperficie de
/ control
K
-
lw :

Fp;

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 5-57.- Diagrama de fuerzas que acttan sobre el volumen de control.

X (2,0m)(1000kp /n’ )(z,om)2

Fp, = rhed, =y B, =By =4000kp
2 2 2
(4)
_ 2 (2,0m)(1000kp / m*)(0,5m)’
Fp, = yhA, =y§3h2 =B;/h—2=( A )(0.5m) =250kp
2 2 2
(%)
o Se plantea ecuacion de momento:
7Q
Fpl_sz_FX:;(Vsalida_Ventmda) (6)

Despejando Fx:
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1000kp / m*-3,821m’ / s

Fx =4000kp —250kp —
P P 9,81m/s*

(3,821-0,956)
(7)

Se obtiene un valor de Fx = 2634,10 kp hacia la derecha sobre la
compuerta.

Nota. Obsérvese que, si se tomasen los valores tedricos de caudal y
velocidad, se tendria que:

22
Vl:VZ&; bV =h,—h (8)
h, 29

De lo cual se obtiene que V1= 1,40 m/s, V2=5,6 m/s, Q =5,6 m®/s y Fx
= 1352 kp, con lo cual se subestimaria el valor de la fuerza aplicada de
la compuerta.

Ejemplo 5.11.

Calcular el coeficiente de Coriolis « 'y el coeficiente de Boussinesq /5,
para un tubo de seccién circular de diametro 2R, con la siguiente
distribucion de velocidades:

;:zv{y(%ﬂ &
th{p(%ﬂ @

1(vY
ﬂ_zi(?J dA (3)

Respuesta:
a=2y p=4/3.
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1
ﬂ‘Z{“‘TT__'dA )

4 rY ’
ﬂ:zl [1_&] D dA ()
{1—(1” =1—2(1] +(1j —12 iy Ly (6)
R R) R R R

4¢( 2, 1
ﬁ:zjil—?rﬁﬁr"jbzrdr )
A
87 (R 2 1
ﬂ:7j0 (r—ﬁﬁ +Er5Jdr )
p87(r 2 1Y |
A2 4R* 6R' ) ©

ﬂ=——————r+——ﬁJ (10)

2
ﬁ:8_7z R__2 R‘*.,.LRGJ (1)

2 2 2
p= 87 R _2R +R_J (12)
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87R*(1 2 1) 8zR*(1 8) 4
p= P o e Il il Hhnll by (13)
A \2 4 6 7R” \ 6 6) 3
5.26 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.26.1. (Fernandez, 2001, p. 173)

Para el esquema mostrado en la Figura 5-58 y despreciando las
pérdidas de energia, determinar la fuerza horizontal y la vertical
necesarias para mantener en reposo el codo reductor, si D1 = 30 cm, D>
=15cm,Q=100L/s, p =102 UTM/m®y =95 L.

Respuesta:
Fx =178 kp, Fy = 124 kp.

Descarga a la atmosferap  D,= 150mm

~ Datum

417
D,= 300mm Fy
Fy

Figura 5-58.- Diagrama del codo y fuerzas Fx y Fy.

Ejercicio 5.26.2. (Fernandez, 2001, p. 173)

Por el codo reductor horizontal mostrado en la Figura 5-59, circula
gasolina de densidad relativa 0,75. El didmetro aguas arriba es de 60
cm y aguas abajo de 30 cm. Si el caudal es de 450 L/s, la presion aguas
arriba es de 1,50 kg/cm? y las pérdidas en el codo son 8(V2 —11)?/ 2g,
determinar la fuerza Fx necesaria para mantenerlo en equilibrio.

Respuesta:
Fx = 4978 kp.
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D,= 300mm

RO

vV, P1A1

D,= 600mm

Figura 5-59.- Diagrama del codo a 180°.

Ejercicio 5.26.3. (Fernandez, 2001, p. 177)

Despreciando las pérdidas, determinar las componentes segin x e y de
la fuerza necesaria para mantener en su posicion la bifurcacion
mostrada en la Figura 5-60, la cual se encuentra en el plano horizontal.

Respuesta:
Fx = 424,0 kp, Fy = 908 kp.

Qg= 240 L/s(3) Q,=360 L/s
Ds= 150mr31 D,=300mm
AN
Ka

Q=600 L/s
D;=450mm

@ p;= 1 kp/cm?
Figura 5-60.- Diagrama de la bifurcacion.

Ejercicio 5.26.4. (Fernandez, 2001, p. 183)

Suponiendo que no existen perdidas a traves de la compuerta que se
muestra en la Figura 5-61, determinar: (a) La altura y». (b) La pérdida
de energia en el resalto. (c) La fuerza sobre la compuerta por metro de
ancho. (d) El caudal por metro de ancho.

Respuestas:
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(@) y2=3,33m.

(b) 4E = 2,53 m.

(c) F = 11923 kp.
(d) q = 6,21 m3/s/m.

6,0 m
m
N

Figura 5-61.- Diagrama de la compuerta.

Ejercicio 5.26.5. (Evett y Liu, 1989, p. 677).
Suponiendo una tuberia de 60 cm de didmetro que transporta 0,889 m3/s
de un aceite (Gs = 0,85), que tiene un codo de 90° en un plano
horizontal. La pérdida de carga en el codo es de 1,07 m de aceite y la
presion a la entrada de 293 kPa. Determinar la fuerza resultante ejercida
por el aceite

P1

o Fx Iy
P1— » T
Fy X
sobre el codo de la y4
Figura 5-62.

Respuesta:
Fx =+ 85,2 kN hacia la izquierda y sobre el aceite; Fy = + 82,7 kN hacia
abajo y sobre el aceite; R = 118,7 kN, con direccion &= 44,10°.
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P1

P1— »
F X
@D y
z

Figura 5-62.- Diagrama del codo a 90°. Fuente: Adaptada de (Evett y Liu,
1989, p. 677)

5.27 Ecuacion de momento aplicada a turbomaquinas,
alabes y accesorios

Se analizan otras aplicaciones comdnmente manejadas en la ingenieria,
relacionadas con la fuerza de un chorro sobre superficies,
turbomaquinas, accesorios de tuberias y estructuras en canales. Para
ilustrar de manera particular, el caso practico donde se usan alabes, se
incluye la Figura 5-63, en la cual se indica la geometria de una bomba
hidraulica y sus partes principales como la voluta o carcasa, el rotor y
los alabes. Los alabes son estructuras pequefias que hacen parte de las
bombas y las turbinas, y se toman como base para aplicar la ecuacion
de momento.
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b)

Figura 5-63.- Componentes de una bomba hidraulica centrifuga. (a)
Fotografia de bomba centrifuga autocebante (Laboratorio de Hidraulica de la
Universidad de Narifio). (b) Diagrama del rodete, alabes y carcasa. (c)
Fotografia de un rodete abierto (Laboratorio de Hidraulica de la Universidad
de Narifo).

5.27.1 Alabes fijos

Para introducir al lector en esta tematica, se toma inicialmente un solo
alabe fijo, cuyo objetivo es cambiarle la direccion al flujo. La velocidad
permanece constante tanto a la entrada como a la salida del deflector,
ya que el flujo entra en contacto con el alabe en forma de chorro y la
presion sobre todo el chorro es igual a la presion atmosférica. El
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objetivo es calcular las fuerza que el chorro ejerce sobre el alabe, lo cual
se consigue aplicando la ecuacion de momento lineal (Nifio & Duarte,
2007).

Ejemplo. 5.12. (Streeter et al., 2000, p. 144).

Un chorro de un fluido choca contra una placa fija, inclinada y lisa, tal
y como se muestra en la Figura 5-64. Determinar: (a) La distribucion
de caudales. (b) La fuerza ejercida sobre la placa, despreciando pérdidas
debidas al impacto.

Figura 5-64.- Chorro bidimensional chocando sobre la placa.

Solucioén:

a) Como en direccion tangencial se desprecia la friccion, entonces no
existe fuerza sobre la placa. Al aplicar la ecuacion de momento lineal
en sentido tangencial de la placa. se tiene:

Y
ZF :E[(Qv)salida _(Qv)entmda:| (1)
Sustituyendo las variables segun el problema, se tiene:

2P =2 (@, +Q.(V:) -0, ) =0 2)

Vot es la componente de la velocidad de entrada en sentido tangencial.
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Voe =V cos(0) 3)

Teniendo en cuenta que no se consideran cambios de presion ni de
altura en las superficies de control, al aplicar la ecuacion de Bernoulli
entre los puntos 0, 1 y 2, se obtiene que las cargas de velocidad son
iguales; por lo tanto, Vo= V1=V, y a partir de ello se tiene:

(QV; +Q, (-, )~ QyV, cos(6)) =0 @

Q =

Q1 - Qz - Qo COS(H) =0 (5)

Q1 - Qz = Qo COS(Q) (6)

Por otro lado, segun la ecuacion de conservacién de masa:

¢, +0,=0, (7
0,=0,-0, 8)

Sustituyendo Q1 en la ecuacion (6) se despeja Q2:
(€-0.)-0, =0, c05(0)= 0, = 2[1-cos(0)] ©
Con el mismo procedimiento, se obtiene Q1:
Q, —(Q,—Q,)=0Q,cos()=0Q, =%[1+cos(0)] (10)

De este modo se da respuesta al punto (a), consistente en encontrar la
distribucion de caudales, por cada una de las salidas de la placa
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inclinada. Noétese que dicha distribucion depende del angulo de
inclinacion de la placa, con un valor de Qo conocido.

(b) Para hallar la fuerza se aplica la ecuacion de momento lineal en
direccion normal (n) a la placa.

ZF = g[(Qv)salida o (QV)E”"“"":I -

Como no existe flujo en sentido normal a la placa, las componentes de
velocidad a la salida se eliminan, (QV) saiida= 0.

2F =—F=(0-QV,,)=0 (12)

Von €S la componente de la velocidad de entrada en sentido normal y
viene dada por:

Vs, =V,sen(68) (13)

Sustituyendo Von, con QoY Vo conocidos, se obtiene la ecuacion para
calcular la fuerza que el chorro ejerce sobre la placa:

F=2Q,V,sen(0) (14)
g

Se observa que si T = FT, QT = FT, VoT = FT; (T= incrementa).

5.27.2 Alabes méviles

En esta parte del texto se analizaran casos con placa moviles y alabes
de turboméaquinas, en donde se involucran velocidades del chorro y
velocidades del alabe; para ello, es necesario conocer los conceptos de
velocidad relativa y absoluta que se exponen en la mecénica clasica.
Cuando se estudian las fuerzas sobre cuerpos en movimiento, debe
considerarse el movimiento relativo del fluido respecto del cuerpo
(Mott y Untener, 2015).



Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos 357

Velocidad relativa (Vr): Es la velocidad de una particula fluida
(chorro) respecto a un observador localizado en el cuerpo (impulsor) en
movimiento. Si la velocidad del cuerpo y la del fluido van en la misma
direccion, la velocidad relativa es la diferencia de las dos velocidades
(Vr=Va-u); mientras que, si van en sentido contrario, se suman (V = Va
+u), en donde Va es la velocidad absoluta del chorro, u es la velocidad
tangencial del cuerpo, en este caso del rotor.

Velocidad absoluta (Va): Es la velocidad de una particula fluida
(chorro) respecto a un observador localizado en la tierra o desde un
punto fijo. Si la velocidad del cuerpo y la del fluido van en la misma
direccion, la velocidad absoluta es la suma de las dos velocidades (Va=
V + u); si van en sentido contrario, se restan, (Va= Vi-u).

Velocidad lineal del cuerpo: (u) Es la velocidad tangencial del cuerpo
que interactGa con el movimiento del fluido, (puede ser un rotor de una
bomba, turbina o ventilador, los brazos de un aspersor, o una superficie
en movimiento).

Si se observa el movimiento de un rotor de una bomba, como se muestra
en la Figura 5-65, tal como lo expresa Mataix se puede identificar la
trayectoria relativa de una particula de fluido en su paso por el rodete y
la trayectoria absoluta en su paso por el rodete. La trayectoria relativa
sigue naturalmente el contorno de los alabes, no asi la trayectoria
absoluta, porque los alabes del rodete se encuentran en movimiento
(Mataix, 1990).



358 Capitulo 5: Ecuaciones Fundamentales de la Mecéanica de Fluidos

Figura 5-65.- Corte transversal de un rodete de una bomba centrifuga.
Fuente: Adaptada de (Mataix, 1990).

Para ilustrar estos conceptos se plantea el siguiente ejemplo analdgico.

Ejemplo 5.13.

Un motociclista viaja a 60 km/h al este, y un automovil viaja a 80 km/h
al oeste sobre la misma carretera. ;Qué velocidad lleva la motocicleta
con respecto al automovil?; ¢Qué velocidad lleva el automdvil con
respecto a la motocicleta? Ver la Figura 5-66 (A = Auto, M =
Motocicleta).

Solucion:

Realizando suma vectorial se escribe:

Via=Vu—Va=60km/h—(~80km/h)=140km /h
1)

vaua Se lee: Velocidad de la motocicleta con respecto al automévil.

Vau=Va—Vy=-80km/h—(60km/h)=~140km / h
(2)
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X V auto= 80 km/h

Figura 5-66.- Esquema de la direccion de los moviles.

De acuerdo con Streeter et al. (2000), no se puede hacer ningln trabajo
sobre alabes fijos, por lo tanto las turbomaquinas usan el fluido sobre
alabes moviles para producir trabajo; los alabes van sujetos a un rotor
el cual genera un torque sobre el eje, que es el caso particular de una
turbina Pelton como la mostrada en la Figura 5-67. Para entender el
movimiento basico, se analiza un ejemplo de una placa movil golpeada
por un chorro.

Figura 5-67.- Fotografia de una turbina Pelton. Fuente: (Laboratorio de
Hidraulica Universidad de Narifio)
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Ejemplo 5.14. (Gaston, 1988, p. 94).
Una placa se mueve con una velocidad u dentro de un chorro, como se
muestra en la Figura 5-68. ;Cudl seré la fuerza F que el chorro le
imprimira a la placa? Asumir flujo permanente y caudal a la salida
como la mitad del caudal a la entrada.

SRR L

Figura 5-68.- Chorro bidimensional chocando sobre la placa movil (—x(+)).
Fuente: Adaptada de (Gaston, 1988, p. 94).

Solucién:
Se plantea un diagrama de velocidades y de fuerzas, como se muestra
en la Figura 5-69.

Figura 5-69.- Diagrama de velocidades y fuerzas.
Fuente: Adaptada de (Gastdn, 1988, p. 94).
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La ecuacion general de momento lineal, esta dada como:

ZF :g[(Qv)salid(z _(QV)E""“d“] ?

En este caso se introduce la velocidad absoluta Va, es decir, la velocidad
del chorro, pero como un observador externo; como el chorro y la placa
se mueven en direccion contraria, V, es dada como:

V.=V, —(—u)=V, +u 2)

V. indica la velocidad relativa del chorro respecto al alabe. La velocidad u del
alabe se asume negativa segun la convencion del eje x. Debido a que la
fuerza va en direccion del eje x, el momento lineal se aplica en lamisma
direccién, por lo tanto se halla las componentes de las velocidades
relativas en (1) y (2), dadas como:

|4

rx1

=(V. +u)cos 3)

V., =—(V, +u)cosd (4)

X

El signo de las velocidades relativas lo proporciona el angulo 6. Las
velocidades absolutas en cada una de las superficies son:

Velocidad a la entrada (0).

Voo=HV, +u)-u=V, (5)

ax 0

Velocidad a la salida (1).

V.o =+(V, +u)cosf-u 6)

ax

Velocidad a la salida (2).

V.., =—(V, +u)cosf—u (7)

ax
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La ecuacion de momento lineal para este caso es:
zeg((QVax )1 +(QVax )2 _(QOVax )0) (8)
Sustituyendo las componentes de velocidad y simplificando se tiene:

-F =§((Q((Vo +u)c059—u))1 +(Q(—(Vo +u)cos€—u))2 —QOVO)

(9)
714 q
—F :E((E((VD +u)cos€—u)j1 +[E(_(VD + u)cosH—u)j2 —qVOJ
(10)
—F :%(((VO +u)cos@—u) +(—(V,+u)cosO—u), —ZVO)
(11)
—F:%((VO+u)cosH—u—(V0+u)cos¢9—u—2Vo) (12)
—F:y—q(—u—u—ZVo) (13)
29
F=?u+rv (14)
p (u+V,)
Pero el caudal g = (u+Vo) Ao. Entonces:
P (v ) A, as)
O tambien:
2
F=2 (16)

94,

Ejemplo 5.15. (Evett y Liu, 1989, p. 648), (Streeter et al., 2000, p. 145).
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Una rueda Pelton serad seleccionada para el funcionamiento de un
generador a 600 rpm. El chorro de agua posee 75 mm de didmetro y una
velocidad de 100 m/s. Con el angulo de la pala de la turbina a 170°, la
relacién de la velocidad de la paleta a la velocidad inicial del chorro es
de 0,47; despreciando las pérdidas, determinar (a) El diametro de la
rueda a la linea central, (b) La potencia desarrollada, y (c) La energia
cinética por Newton presente en el fluido.

Solucién:

En la Figura 5-70a se ilustra un alabe mdvil con un fluido moviéndose
de manera tangencial sobre el mismo. Las fuerzas ejercidas sobre el
fluido por el &labe se indican mediante Fyx, Fy. Se supone un tipo de flujo
permanente. En la Figura 5-70c se muestra el diagrama vectorial
polar para el flujo a través del alabe. Los vectores de velocidad absoluta
parten desde el origen (0) y el vector de la velocidad relativa (Vi = Vo-
u) se deflecta en la salida con el &ngulo 6; en este caso, la velocidad
relativa es la diferencia de Vo y u, ya que el alabe y el chorro van en la
misma direccion, a diferencia del ejemplo anterior (5.14) que van en
direccion contraria. V2 es la velocidad absoluta final a la salida del
alabe. La velocidad V\ se mantiene constante en su magnitud a medida
que pasa por el alabe (Streeter et al., 2000).

V
= 0
A

@ 0D /@
I, I,

(a)

.

Figura 5-70.- Chorro bidimensional chocando sobre la placa mévil.
Fuente: adaptado de (Evett y Liu, 1989, p. 648).
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a) Como se conoce que la velocidad tangencial de la rueda es u = ar,
entonces r = u/w. Por otro lado, el problema proporciona como dato que
u/Vo = 0,47 = u = 0,47 Vo. Con base en lo anterior se tiene que el
didmetro de la rueda D es:

0,47V, _, 0,47(100m/ s)
w  600rpm-27 /60

D=2

=1,496m~1,5m (1)

b) Se tiene que la potencia P es igual a una fuerza F por velocidad u, (P
= Fxu). Por lo tanto, primero se encuentra la fuerza aplicando ecuacion
de momento lineal al volumen de control de la Figura 5-70b.

ZF - g[(QV)salida N (Qv)entrada ] (2)

Segun procedimientos similares reportados en la literatura por autores
como Gaston (1988, p. 95), Evett y Liu (1989, p. 648), Darby y Chabra
(2001, p. 129) y Munson et al. (1990, p. 676), las velocidades en la
entrada y salida de la ecuacion (2) son las velocidades absolutas del
chorro en cada direccion.

Calculo de velocidades relativas. Vr es la velocidad relativa del
chorro, o como se ve desde el alabe movil, como los cuerpos van en la
misma direccion, la misma esta dada como:

V,=V,~u 3)

0

Las componentes en x de las velocidades relativas en 1y 2, (ya que la
fuerza Fx a calcular esta localizada en este eje), son:

V= (Vo - u)COS 01 (4)

V., :+(V0 —u)cos@2 (5)

X
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Célculo de las velocidades absolutas. A partir de la proyeccion de la
velocidad relativa en la entrada y salida, se halla la velocidad absoluta
Va. En este caso que los cuerpos se mueven en la misma direccion, la
velocidad absoluta es igual a la suma de la velocidad relativa mas la
velocidad del alabe.

Velocidad a la entrada (1).

V. =+(V, —u)cos0’ +u=+V, (6)

ax

En este caso la velocidad absoluta es la velocidad del chorro a la
entrada.

Velocidad a la salida (2).

V

ax?2

=V, +u=+(V, —u)cosf+u 7

Calculo de la fuerza Fx. Sustituyendo en la ecuacion de momento
lineal se tiene:

—Fx=§((ovﬁ)z—(ovﬂx)1) 8)

Sustituyendo las componentes de velocidad y simplificando:

£ =L2(1,,-V,.) ©

-F, :@((Va—u)c059+u—Vo) (10)
g

F,=2(—(v, ~u)coso-u+V,) (12)

g

F, :g(—(VD —~u)cosf+(V,—u)) (12)
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F, :%?(%—u)(—c059+1) (13)

Sustituyendo Q =ViAc= (Vo-U)-Ao.

F, =2 (V,~u)’ 4)(1—cos6) (14)

r
Y
Como la anterior ecuacién es para un alabe Unico, si se utiliza una serie
de &labes, como ocurre en la periferia de una rueda de agua, (ej. turbina
Pelton) ordenada de tal manera que uno u otro de los chorros interseca
todo el flujo que sale de la boquilla, por lo tanto el conjunto de &labes

capturan el caudal de entrada Qo = Vo-Ao (Streeter et al., 2000, p. 146).
La fuerza es dada como:

F, :gQO(VO—u)(l—cose) (15)

Calculo de la fuerza Fy. Para hallar esta fuerza realiza el mismo
procedimiento que para Fx. La componente de la velocidad relativa en
el eje y en el punto (2) es:

V. :+(Vo —u)sen@ (16)

Como no existe velocidad del alabe en direccion y, u=0.

V

ay2

=+{(V, ~u)seng+0 (17)
Ademas, no existe flujo en la direccion y en la entrada, Vay=0.

+F,=2(v,,-0) (18)
g

a

+F, =ZQ(VD—u)sen0 (19)
9
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Sustituyendo Q = ViAo = (Vo-u) -Ao.

+F = Z(Va —u)’ Aysend (20)
g

y
Para una serie de alabes en toda la rueda de agua, esta dada por:

+F, =§(Vo —u)Q,send (21)

Célculo de la potencia generada, en este caso para toda la turbina,
sera:

P=qu=ZQ0u(Vo—u)(1—c059) (22)
9

Al reemplazar los valores se tiene:

_9810N /m?’

2
= - (100m/SM}Wm/s(lOOm/s—éﬁm/s)(l—cosl709)
9,81m/s 4

(23)

2
P =1000 Nf
m-.m

(o 1406m?/ sX47m/ s)53m/s)1+0,9848) (24)

2
P :1000N'TS(0,4417m3 /s)47m [ 5(53m /5)(1,9848)=2184W
mm
(25)

c) Para hallar la energia cinética se utiliza la velocidad absoluta saliendo
en (2) en x y y, dadas como:

VaX:Vm—u:(Vo—u)cos&—u (26)

V. =(100m/s-47m/s)cos170° ~47m / s=-52,1948m/ s-47 | s=-5,2194m/ s
(27)
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V, =V, —u=(V,-u)send=(100m/s—47m/s)cos170° =9,2033m/ s

(28)
La energia cinética restante en el chorro Ex es dada como:
v +V? ~ (-5,2194m/s) +(9,2033 ’
PR m/s) +(9,2033m/s) g 4,
29 2(9,81m/s%)
(29)

Como son 5,7 m de energia por unidad de peso. Si se multiplica arriba
y abajo por Newton, se tiene, Julios sobre Newtons.

E,=570mN/N=570] /N (30)

Ejemplo 5.16: (Giles et al., 1994, p. 328).

Un chorro de 75 mm de diametro y a una velocidad de Vo= 33,5 m/s,
incide sobre un alabe movil, que lleva una velocidad de u = 21,3 m/s en
la misma direccion del chorro. La direccion de salida del alabe forma
un angulo de @ = 150° con la direccion de la entrada. Suponiendo que
no existe rozamiento, calcular las componentes en las direcciones x e y
de la fuerza que ejerce el agua sobre el alabe. Tomar el peso especifico
del agua como 9790 N/m?3.Véase la Figura 5-71a.

2 | 10,7 . 10,6 |
212/)’ V, o 12,2 “
S ©
0 >
(b) k213

—»33,5m/s

Figura 5-71.- Chorro bidimensional chocando sobre un &labe movil
deflactado 150° Fuente: Adaptado de (Giles et al., 1994, p. 328).
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Aplicando un procedimiento similar que el ejemplo anterior, pero
teniendo en cuenta que la proyeccion de la velocidad de salida en (2) es
negativa. Esto se corrige tomando como & siempre el angulo de
deflexién, ya que cos (150°) = -0,8660, generando un valor de Vix
negativo. V, de la Figura 5-71b es la velocidad absoluta en 2 y su
componente  horizontal es igual a Vae, dada como

Vo=V, +u=+(V,—u)cos@+u, con 6 = 150", que es el valor que se

ax?2 rx2

representa como 10,7 m/s.

Fuerza Fx.

F, :Z(V0 ~u)’ 4(1-cosd) )
g
3 2
= 270N /m (”(0'075’") j(33,5—21,3)2(1—c05150°)
9,81m/s 4

)
F,=997,96(0,0044)(12.2)" (1-cos150° ) =1219N ®)

Fuerza Fy.
+F :Z(V —u)’ Aysend 4)

y g 0

_ 9790N / m’ [;;(0,075m)2

»~79,.81m/ 5 ” J(33,5—21,3)2(Sen150°):3271v
,olm/s

()

Ya que ambas fuerzas son positivas, es un indicador de que acttan en
la direccion supuesta inicialmente sobre el volumen de control (VC),
pero las componentes de la fuerza ejercida por el agua sobre el alabe
son 1219 N hacia la derecha y 327 N hacia abajo.
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Si se realiza un analisis de la variacién de la Fx y de la potencia P, con
respecto al &ngulo de deflexion, se obtiene la variacion indicada en la
Figura 5-72.

La potencia de la serie de alabes es dada como P = Fyxu, pero Fx tomando
todo el conjunto de &labes.

P:ZVOAO(VO—U)(l—COSH)u (6)
g

180
160
140
120
100
80
60
40
20
g L=
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330
Angulo deflector, 6 [°]

Fuerza, Fx [kp], Potencia P [hp]

—Fx P

Figura 5-72.- Variacion de la fuerza Fx y la potencia generada P en funcién
del &ngulo de deflexion. Fuente: elaboracién propia.

Obsérvese que la méxima potencia ocurre para 6 = 180°, por lo general
este angulo no puede conseguirse en la practica, se suele usar un angulo
de 170° como adecuado, la reduccidn de la potencia es pequefia en tanto
por ciento.

5.28 Aplicaciones a flujo en tuberias

5.28.1 Contraccion

Ejemplo 5.17.

Determine la fuerza que ejerce la boquilla sobre la tuberia segun el
esquema gue se ilustra en la Figura 5-73a. Si la gravedad especifica del
fluido es 0,85, D1 = 75 mm, D2 = 25 mm, presion p1 = 6 kg/cm?. Se
recomienda despreciar las pérdidas.
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D1

(a) (b)

Figura 5-73 .- Esquema de la boquilla. (a) Geometria de la reduccion. (b)

Solucion:

Diagrama de fuerzas sobre el VC.

En este caso existen fuerzas externas como la generada por la presién
en la seccion (1), Fp vy la fuerza F que ejerce la boquilla sobre el tubo,
segun se aprecia en la Figura 5-73b. Se aplica la ecuacién de momento
lineal entre las secciones (1) y (2).

+F A, =§[(QV)2—(QV)J &)

Como no se conoce el caudal, se utiliza la ecuacion de energia y de
conservacion de masa, entre las secciones (1) y (2) de la siguiente

manera:

2 2

&+ZI+V—1=&+ZZ+V—2 (2)
/4 29 7y 29

2 2
pl_l_l/l _]/2 (3)

y 29 2g
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V-V =—2gB %)

/4

Por la ecuacion de continuidad se tiene que:

VA =V,A, =V, =V, (D1 /Dz )2 (5)
2 2 4 by
Vl _Vl (D1 /Dz) __297 (6)
2 4 P,
Vi(1-(D,/D,) |=-29— 7
(1-(0,/D,)') » ™
Ay m— ®)
((Dl /Dz) _1)7/

Reemplazando valores se tiene:

2 2
Vo= 2(9,81m/54 )(60000kp / m )=4,161m/s 9)
((75/25) —1)850kp/m3
2
Q=4V, :M4,16lm/s:0,0184m3/5 (10)
0,0184m’ /s
=————~=37,449
* = (0,025m) m/s ()
4

+F+p4 :};?Q[Vz _V1] (12)
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__ 850kp/m>(0.0184m3/s)

+F 9,81m/s?

[37,449m/s — 4,161m/s] — 60000kp/

2 (0,075m)?
4

(13)
+F =53,070kp —265,071kp =—212kp (14)

Como el signo de la fuerza F es negativo, el sentido es inverso sobre el
volumen de control; es decir, ira de derecha a izquierda. Sin embargo,
la fuerza que ejerce la boquilla sobre el tubo es de izquierda a derecha.

5.28.2 Cambios de direccién

En la ingenieria practica es comun el uso de anclajes para asegurar
conductos, es el caso de un tubo que cambia de direccion tanto en el
sentido horizontal como vertical, eso hace que se genere una fuerza
dindmica sobre el anclaje como se muestra en la Figura 5-74, debido al
flujo Q. Es necesario determinar el valor de dicha fuerza para efectos
de disefiar estructuralmente el apoyo o anclaje respectivo.

Vista en planta

Figura 5-74.- Apoyo en el cambio de direccion horizontal de una tuberia.

Ejemplo 5.18.

Hallar la fuerza resultante F como se ilustra en la Figura 5-75. Utilizar
como datos de la siguiente informacion: D = 0,60 m, Q = 0,9 m%/s; Gs
= 0,85; pérdida = 1,10 m de liquido; p1 = 30.000 kg/m?.
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Figura 5-75.- Geometria del cambio de direccion.

Solucién:
Se necesita conocer la presion en la seccion (2), para ello se aplica la
ecuacion de Bernoulli entre (1) y (2) considerando las pérdidas:

2

2
&+21+V—1:&+ZZ+V—2+ h , (1)
Y 29 v 29

Como las cargas de posicion (z1,z2) son cero debido a que la posicion del
codo es horizontal y las cargas de velocidad son iguales se tiene que:

2
b Py 30000/ 62 34,194mca
vy oy 850kp /m

p, = 34,194mca(850kp/m3) = 29065kp 2)

Fuerza en direccion x.

En este caso existen fuerzas externas como la generada por presion en
la seccién (1), Fpy la fuerza Fx que ejerce la curva sobre el VC, como
se muestra en la Figura 5-75. Se aplica la ecuacion de momento lineal
entre las secciones (1) y (2).
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~F,+pA, [(Qv) ~(ov),| 3)
Como no existe salida en la direccion X, se tiene:
F,+pd, g[ (ov),] @

Como se conoce el caudal y el diametro de la tuberia se puede calcular
las velocidades, donde V1= V.= Q/A.

09m®/s

V=" _s3ag3mm/s 5
2(06my /4 ©
F4pA, :_ngl (6)
F.=Lov,+p4
x g Q 1 +p1 1 (7)
3 2
, | S50kp/m™ (0,9m3/5)23,18m/s}+{30000kp/ m2 70O | 7303k
981m/s 4
(8)

Fuerza en direccion y.

En este caso, existen fuerzas externas como la generada por presion en
la seccion (1), Fpy la fuerza Fy que ejerce la curva sobre el VC, como
se muestra en la Figura 5-75. Se aplica la ecuacion de momento lineal
entre las secciones (1) y (2). No existe flujo de entrada en la direccion

y.
F,-p.A, =§[(QV)2 -(ov), ] (9)
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Como no existe flujo de entrada en la direccion y, se tiene:

F,-p,4 =Lqv, (10)
g
Y
F,==QV,+p,4, (11)
g
3 2
F :M(Oﬂm?‘ /) 3,18m /s+29065kp / m’ H0.6M) _g466,0kp
9,81m/s
12)
Resultante F.
F=[F7+F" = |(8466kp)' +(8730kp)’ =12161kp (13)
Direccion de F.
L[F [ F84660kp
=tan”!| L |=tan™t| ———— [=4412°
f=tan {Fj tan { 87300kp } : (14)

Sobre el apoyo o anclaje las fuerzas actuaran al contario de aquellas
aplicadas al volumen de control.

Ejemplos recomendados.

Se recomienda al lector revisar los siguientes ejemplos:

e Evettand Liu (1989), problema 681, p. 669.

e Bansal (2010), problema 630, p. 285; problema 638 p. 300.

5.29 Ejercicios propuestos

Ejercicio. 5.29.1. (Nakayama, 1998, p. 78).

(a) Encuentre las velocidades de flujo vi, v2 y v3 en el conducto que se
ilustra en la Figura 5-76. El caudal que circula a través del sistema es
Q =800 L/min y los didmetros dz, d2 y ds, en las secciones 1, 2 y 3 son
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50 mm, 60 mm y 100 mm respectivamente. (b) Si la presion p1 en la
seccion 1 es de 24,5 kPa, ¢Cudles seran las presiones p2, y ps, en las
secciones 2 y 3 respectivamente?

Figura 5-76 .- Geometria de la expansion.

Ejercicio. 5.29.2. (Nakayama, 1998, p. 80).

Tal como se ilustra en la Figura 5-77, un chorro de agua con un caudal
Q y con diametro d golpea la placa estacionaria con un angulo de
incidencia 6. Calcule la fuerza en la placa estacionaria y su direccion.
Adicionalmente, si #=60° d =25 mmy Q = 0,12 m%/s, obtenga los
valores de Q1, Q2 y F.

Figura 5-77 .- Geometria de la placa.
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Ejercicio. 5.29.3.

¢Cudl debe ser la velocidad del flujo de agua de una boquilla de 2
pulgadas de didmetro, para ejercer una fuerza de 300 Ib sobre una pared
plana?

Ejercicio. 5.29.4.

Segun la instalacion de la turbina que se ilustra en la Figura 5-78, en la
cual se tienen las siguientes caracteristicas: diametro del chorro desde
la boquilla de Do =50 mm; velocidad del flujo de Vo= 20 m/s; radio del
rotor r =2 m; velocidad de los alabes, u = 8 m/s. El angulo de deflexion
del dlabe es #= 180°. Se solicita encontrar:

a) La fuerza del chorro sobre el alabe inmovil.

b) La contribucion al par de arranque del alabe.

c) La fuerza del chorro sobre el alabe en movimiento.

d) La potencia con la cual contribuye el alabe a la turbina.

e) La potencia generada de toda la turbina debido a la serie de alabes.
f) La eficiencia de la turbina si se desprecia la carga de posicion y de
presion.

Aguas abajo

Figura 5-78 .- Esquema de la instalacion de una turbina. Fuente: Adaptada
de (Smits, 2019, p. 246)

Ejercicio. 5.29.5. (Sotelo, 2005, p. 176).

Se solicita calcular la fuerza que produce el flujo de agua sobre
la curva y la boquilla del chiflon, mostrados en la Figura 5-79; el
agua abandona la boquilla como un chorro libre. EI volumen
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interior del conjunto del codo y de la boquilla es de 115 litros y
todo el conjunto est4 contenido en un plano horizontal.

d=0.15m r Boquilla
\ R=0,6m

y p= 1kgm/cm2 F [ ‘7Curva
L X

0 T
V=15m/s t
D=0,3m

Figura 5-79.- Geometria de la curva y boquilla del Ejercicio 18.4. Fuente:
Adaptada de (Sotelo, 2005, p. 176).

Ejercicio. 5.29.6. (Darby y Chhabra, 2001, p. 143).

Considere el ‘‘tanque sobre ruedas’’ que se muestra en la Figura 5-80.
En el tanque, el agua es drenada a través de un orificio lateral del tanque
abierto a un flujo de 10 gpm. Si el diametro del tanque es de 2 pies y el
didmetro del orificio es de 2 pulgadas, determine la magnitud y la
direccion de la fuerza transmitida del agua al tanque.

Figura 5-80.- Esquema del tanque movil.

5.30 Ecuacion de Cantidad de Movimiento Angular

También conocida como ecuacion de Momento de Momentum o
Ecuacion del momento de la cantidad de movimiento y es derivada del
principio de cantidad de movimiento angular el cual establece que el
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torque resultante de un fluido en rotacion es igual a la tasa (variacion
con el tiempo) de cambio del momento de momentum (Potter et al.,
2015, p. 130), (Bansal, 2010, p. 298). En esta seccion del texto se
analizan otras aplicaciones comdnmente utilizadas en ingenieria,
relacionadas con turbo méquinas, ventiladores, aspersores y accesorios.

5.30.1 Concepto de Torque

El torque ' que genera una fuerza F por una distancia r alrededor de
un punto determinado, se define como el producto cruz entre estos dos
vectores, dado como:

I'=Fxr (5.236)

El producto cruz de dos vectores es un vector ortogonal al plano
definido por los dos primeros vectores y con magnitud de Frsen(6), la
cual es la distancia més corta entre la linea de accion de la fuerza F y el
punto cero (0) (Streeter et al., 2000). Como se muestra en la Figura
5-81, la fuerza F tiende a causar rotacion alrededor del punto 0, en
direccion de las manecillas del reloj, que por convencion de la mano
derecha se obtiene un vector negativo entrando ortogonal a la pagina o
“pantalla” del lector. Si el sentido o signo de T ese horario, el momento
se considera negativo; y si el giro es anti horario, el momento se
considera positivo.

Figura 5-81.- Convencidn para el momento de un vector. ®: Vector
entrando. ©: Vector saliendo del papel.
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5.30.2 Planteamiento de ecuacion de momento angular

ElI momento angular se define como el producto del vector de
momento lineal v por unidad de tiempo que actla sobre el volumen
de control (VC) y el vector de posicion r de la particula de masa Am.
También se puede denominar como el momento de la cantidad de
movimiento (Figura 5-82). EI VC en analisis, se debe considerar como
un sistema inercial (que esté en reposo 0 en movimiento con velocidad
constante).

Figura 5-82.- Vectores del momento angular. Fuente: Adaptado de (Gaston,
1988, p. 102).

Al aplicar la definicion se tiene:

d(; X m;)

\ J_r (5.237)
dt

El cambio con el tiempo del momento angular es el torque I', en forma

analoga al cambio de momento en el tiempo que es la fuerza (Bar—

Meir, 2013, p. 65). Como la cantidad de movimiento lineal fue definida

como:

amv

9 . N 5
— == ([,c@pdV)) + §, (vVp¥ - dA) (5.238)

Al multiplicar todos los términos por el vector rse tiene que:
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_d(Fxmv) 0

=== = ([, p(F X D)dv) + § p(F x 9)( - dA)
(5.239)

El primer término del lado derecho es la variacion con el tiempo del
momento de la cantidad de movimiento dentro del VC. El segundo
término del lado derecho es el flujo saliente neto del momento de la
cantidad de movimiento a partir del VC (Chereque, 1987, p. 100).

La anterior es una ecuacion util para estudiar fluidos a través de
mecanismos rotatorios tales como rotores de bombas, ventiladores,
alabes de turbinas, aspersores y otras estructuras que tienden a rotar
sobre algin punto.

Si se opta por flujo permanente, para una bomba centrifuga, con entrada
y salida, para la aplicacion de esta ecuacion en el plano (s6lo convierten
a modulos de los vectores o las magnitudes) se tiene:

El producto punto con 6 = 0°:

v-dA=VdAcos(0)=VdA (5.240)
El producto cruz con 6 = 90°:

rxv=rVsen(§)=rV (5.241)

En laFigura 5-83 se ilustra el diagrama vectorial de dos vectores, con
radios (r) y velocidades (V). El producto cruz de los vectores de
posicion y de velocidad se representa de la siguiente manera:

;x;=|r||V|Sen(9) , pero como h = r-sen (), entonces se tiene que rxv=hv
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B V

h=rsen(6)

Figura 5-83.- Diagrama vectorial. Fuente: Adaptada de White (2004, p.
160).

Simplificando la ecuacién de momento de momentum para flujo
permanente, se obtiene:

=4, p@xv)(#-dA) (5.242)
Al reemplazar por las magnitudes escalares de los vectores:
r'=¢. p@V)(Vda) (5.243)

Recordando que la integral cerrada de superficie es igual a la suma de
las integrales sobre las areas discretas que la componen.

r=¢ paVda) =, ( 1+, ( )
(5.244)

Se debe tener en cuenta el signo negativo del término de entrada (1), el
cual se debe al producto punto de v-d4, ya que los dos vectores son
paralelos pero en sentido opuesto, con el vector de area ortogonal a la
superficie y siempre saliendo, donde cos (180°) = -1.
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5.30.3 Ecuacion de Euler para turbo maquinas

Las turbomaquinas son dispositivos mecanicos que manejan fluidos, tal
como bombas, turbinas, ventiladores o compresores. Si el fluido
cambia sensiblemente el valor de su densidad a su paso por la maquina,
se denominan maquinas térmicas, por ejemplo, los turbocompresores,
las turbinas de gas y las turbinas de vapor (Garcia, 2011, p. 1).

Segun la Figura 5-84 se tiene una bomba o ventilador con entrada
desde el centro hacia la periferia. En ella se tiene que Vi y V2 son
velocidades absolutas, que seria la velocidad con la que saldria el chorro
si no hubiera alabe; v1, v2 son velocidades relativas, v = V-u; por su parte
us, U2 son velocidades tangenciales del rotor iguales a wr, U1 = wr, U2 =
wrz; donde a1, a1 son los angulos que forman las velocidades absolutas
con la direccion tangencial; f1, A son los angulos que forman las
velocidades relativas con la direccién tangencial, o el angulo del alabe
con la tangente en el punto de entrada o salida; Ai, A2 son las areas de
salida y entrada del volumen de control que encierra al rotor; ri, r> son
los radios interno y externo del volumen de control que encierra al rotor;
o es la velocidad angular del rotor de la turbo maquina.

Varios autores presentan la derivacion de la ecuacion de Euler para
aplicacion a maquinas hidraulicas, entre ellos se encuentran: Dayli y
Harleman (1975), Streeter et al., (2000), Nakayama et al., (1998), Giles
et al., (1994), Smits (2019), Garcia (2011) y Spurk y Aksel (2008).
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Figura 5-84.-Notacién y volumen de control para una turbo maquina (Dayli
y Harleman, 1975, p. 107)

Al aplicar la ecuacion de momento de momentum, entre la entrada y la
salida se tiene:

I'= _J. nVapV, dA, + J-rZI/tZPZVnZdAZ (5.245)

t
A A,

V11, Ve son las proyecciones de la velocidad absoluta sobre la tangente,
como se puede observar en la
Figura 5-85, se tiene:

Viy =V, Cos(, )iV, =V, Cos(a,) (5.246)
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Figura 5-85.- Proyeccion de la velocidad absoluta V-

=—_[rV Cos(e,)p,V,,dA, + IrV Cos(e,)p,V ,dA,

Ay A

(5.247)

Si se introduce la velocidad tangencial us, u, sustituyendo el radio en 1
y 2, como:

-y

2

- (5.248)
w w

1":—_"ﬂV1Cos(ozl)p1 V. dA, +j —-V,Cos(a,)p,V ,dA,
@
Ay
(5.249)

Solucionando la integral y dando p = y/g y Q = VA, se obtiene la
ecuacion del torque.

=4y cos(a,) 220+ 22V, Cos(a,) 120 (5.250)
@ g @ g
Factorizando algunos términos, se obtiene la ecuacion general.

1“:gle(V2 Cos(e, )u, —I@Cos(al)ul) (5.251)

Definiendo la potencia como, P = /" Se tiene:
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le“a):gQ(VZCos(ozz)u2 ~V, Cos(er, Ju, ) (5.252)

Como la potencia hidréulica se habia definido como:

pP= 7/QHmaquma (5253)
Al igualar las dos ecuaciones de potencia, se obtiene:
P = 7/QHmaquina = gQ(VZ Cos(az )uz - Vl COS((Zl )ul)
(5.254)
Se despeja la cabeza de la maquina:
1
Hmaquina = E(VZ COS(CZZ )uz - Vl Cos(al )ul)
(5.255)

Que es la conocida ecuacidn de Euler para turbomaquinas. Los valores

de v, Cos(e,)=v,,y V,Cos(a”)=V,,, corresponden a las velocidades
tangenciales del fluido en movimiento en los puntos 1 y 2,
respectivamente. Al comparar los términos dentro del paréntesis de esta

ecuacion de Euler (5.255), se puede determinar si es una bomba o una
turbina, como se muestra a continuacion:

V,Cos(a,)u, >V, Cos(«, )Ju, = es_turbina (5.256)
V,Cos(a,)u, <V, Cos(a,)u, = es_bomba (5.257)

Cuanto I" es positivo (+), el momento de momentum del fluido aumenta
dentro del volumen de control, tal como sucede en una bomba. Para I"
negativo (-), el momento de momentum del fluido disminuye dentro del
volumen de control, tal como sucede en el rotor de una turbina. SiI" es
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cero (0), seré en sectores donde no existen alabes, y el valor de rVcos(«)
= constante (Streeter et al., 2000).

5.31 Aplicaciones a turbo maquinas

5.31.1 Turbinas

Ejemplo 5.19. (Chereque, 1987, p. 101), (Streeter et al., 2000, p. 157)
Se va a disefiar una turbina hidraulica de modo que para el Q = 10,0
m®/s, se ejerza un par de 1000 kp-m sobre el rodete que gira a una
velocidad angular @ = 200 rpm y absorbe todo el momento de la
cantidad de movimiento. Si en la periferia exterior del rodete el radio
es 0,90 m, ¢ Cudl debe ser la componente tangencial (V:) de la velocidad
en este lugar?.

Solucién:
En las turbinas, el agua entra por su parte externa y sale por el centro,
como se ilustra en la Figura 5-86.

Figura 5-86.- Esquema de la turbina.

Se plantea nuevamente la :

'=- _[ V.o V..dA, +I V.,p,V .dA, 1

Ay
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Como la entrada o parte externa absorbe todo el momento de
momentum, el segundo término de la ecuacion sera cero; o, dicho de
otra manera, no hay momento de momentum en la salida.

r =__[r11/t1p1vn1dA1 @)

Ay

Solucionando la integral y teniendo en cuenta que I" en la anterior
ecuacion representa lo que el agua recibe, pero en este caso el agua
entrega (-I"), motivo por el cual se elimina el signo (-) (Chereque, 1987,
p. 101). O dicho de otra manera para I" negativo (-) se tiene que el
momento de momentum del fluido disminuye dentro del volumen de
control, comportamiento tipico en el rotor de una turbina.
Solucionando para la velocidad tangencia Vi1, se obtiene:

Y
I'= r1Vt1p1Vn1 _[dA1 = r1Vt1p1anAl = r1Vt1p1Q = EertlQ
4
(3)

y - 9C _  (9,81m/s°)1000kp—m
" ryQ  (0,9m)(1000kp / m*)(10m® / s)

=1,09m/s
4)

Como complemento al ejemplo, comparar con la solucion que plantean
Chereque (1987, p. 101) y Streeter et al. (2000, p. 157).

5.31.2 Bombas

Ejemplo 5.20.

Se pide encontrar la cabeza maxima de una bomba (Hmax), con los
siguientes datos: Velocidad angular, @ = 1800 rpm; radio interno del
rotor, ry =63 mm, radio externo del rotor, ro= 114 mm; &ngulo S = 30°;
angulo /3 = 45° ancho del rodete interno, b1 = 0,35 m, ancho del rodete
externo b2= 0,19 m. El valor de Hmax se obtiene cuando ViCoscaus = 0.

Solucién:
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Un rotor de una bomba, usualmente, es como el que se ilustra en la
Figura 5-87 a,b; consta de una serie de alabes entre dos placas, donde
la separacién de las mismas es el ancho b.

a)

b)

Figura 5-87 a) Fotografia de un rodete de bomba centrifuga (Laboratorio de
Hidraulica de la Universidad de Narifio. b) Esquema del rodete de una
bomba. Fuente: Adaptada de (Nakayama et al., 1998, p. 78).

1) Se realiza el planteamiento de la ecuacion de Euler.

1
Hmaquina = E(VZ Cos(az )uz - Vl Cos(al )ul) (5)

Para hallar Hmax,
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V, Cos(a, Ju; =0 (6)

Lo que indica que cos (a1) =0,y a1 = 90°.

H

Bmax

zé(Vz COS(&Z)UZ) ()

H

Bmax

1
= E(VZ Cos(a,)or ) ®)

No se conoce la velocidad tangencial del chorro en 2, v, Cos(a,)=V,, .

2) Se realiza un diagrama vectorial en el punto 1 con aq = 90° como se
ilustra en la Figura 5-88. En el diagrama se indica que la velocidad
absoluta V1, es ortogonal a la superficie de entrada e igual a la velocidad
en sentido radial V1.

A
V,= Vr,

B, =30° 0t =90°

A

w

Figura 5-88.- Diagrama vectorial en el punto 1.

Si se hace el analisis para tan (1) y se tiene que:

|4
tan(302)=—L =V, =u, tan(302) = ar, tan(302) 9)
ul
3) Con V1 conocida, se puede calcular el caudal de entrada Q, ya que
se conoce la superficie de entrada del rotor; es decir:

Q:Vr1A1 :Vr1 (Z”rlbl) (10)
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4) Se calcula la velocidad radial de salida, usando la ecuacion de
continuidad de la siguiente manera:

Q
27r.

2

Q=V, A =V,A4,=V,=0Q0/4,=

11
b (11)

2

5) Se hace un diagrama vectorial en el punto 2, para encontrar el término
V2c0s () tal como se indica en la Figura 5-89.

o,="?

x Vicos(an) |

Figura 5-89.- Diagrama vectorial en el punto 2.

El valor de x, se lo obtiene de la siguiente manera:
x=u,—V,cos(a,) (12)

Por otro lado se tiene que X es:

:—Vr2 :—Vr2 13
tan(3,) _— wn(4) (13)
Al igualar estas dos Ultimas ecuaciones se tiene:
V V
= —V = r2 V — — r2
X=l, 2cos(ocz) tan( 2):> 2cos(ozz) U, tan( 2)

(14)

6) Con lo cual se puede sustituir en la ecuacion de Euler:
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H

Bmax

:g(V2 Cos(a,)ar,)

a)rZ ‘/r 2

HBmaX :7(112 - tan(ﬂz)J

Sustituyendo Vr2 y U2 en la anterior expresion se tiene que:

Q
HBmax = a)_rZ a)rZ - Zﬂ'erZ
g tan(3,)

Sustituyendo Q:

Sustituyendo V1 se tiene:

or, tan(3,)(r,b,)
ar, r,b,

=—| wr
Bmax g tan (ﬂz )

(15)

(16)

17)

(18)

(19)

(20)
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Con tan (B.) = tan(45°) = 1.

u —a)—rz(a)rz o tan(,Bl)(rlbl)J 1)

Bmax ~
rZ bZ

Cabe mencionar que Hemax depende de los angulos de entrada y salida
de los &labes (f). Con base en lo anterior, reemplazando valores y
haciendo los calculos se tiene que:

or, =18002—750,063m=11,88m /s (22)
27
@r, =1800--0,114m =21,49m / s (23)

tan(3,)(r;,b;)=0,5773(0,063m-0,35m) =0,0127m’

(24)
(rb,)=(0,114m-0,19m) =0,0217n7 o5
Bmax =M(21,49m/5_ 11'88'"/St":1r1(0.20127m2)J
9,81m/s 0,0217m
(26)
Bmax =w{21,49m/5_ (11'88’"/5)(0,02127#)}
9.81m/s 0,0217m
(27)
HBmax :31;85m (28)

Obsérvese que al reemplazar las unidades y simplificar términos
comunes, las unidades resultantes son coherentes, en este caso metros
para Hmax. ES conveniente que este tipo de problemas, en los cuales se
puede generalizar la ecuacion, el lector los programe en un software
para realizar estudios mas detallados.
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5.32 Aplicaciones a tuberias

5.32.1 Tubo con cambio de direccién

Ejemplo 5.21. (White, 2004, p. 159).

Segun se muestra en la Figura 5-90, la curva de un tubo se estd
soportada en el punto A y se encuentra conectada a un sistema de flujo
por uniones flexibles en las secciones 1 y 2. El fluido transportado es
incompresible, y la presion ambiente pa es cero. (a) Encuentre una
expresion para el torque T" que deberé ser resistido por el soporte en A
en (Ib+-ft), en términos de las propiedades del flujo, en las secciones 1
y 2y las distancias hy y h,. (b) Determine el valor del torque si D1 = D2
= 3 pulgadas, p1 = 100 Ibf/in> manométrica, p. = 80 Ibf/in
manomeétrica, V1 = 40 pies/s, h1 = 2 pulgadas, h, = 10 pulgadas, y p =
1.94 slugs/pie®.

pViAL e

h,

pa= 0

= constante —
8 ) = VA

Figura 5-90.- Esquema de la instalacion del Ejemplo 5.21. Fuente: Adaptada
de (White, 2004, p. 159).

Solucion:

a. Expresion para el torque

1) Se plantea la ecuacion de momento de momentum entre las secciones
(1) y (2) para flujo permanente.

I'=§. p@xv) (3 dA) )

Se debe tener en cuenta el signo del torque generado por las
velocidades, el cual toma la misma convencién de la mano derecha; en
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este caso, segun las direcciones de las velocidades, ambos torques son
positivos.

v [[o(F<3)(7-dA)] + [[ o(F<0)(7-a4) @

1 2

Se realiza un diagrama de fuerzas sobre el VC, como el mostrado en la
Figura 5-91.

TA
"
r A
Vi
—
— -
P1A; 2

\Z
=
-

P2 Az

Volumen de control

Figura 5-91.- Diagrama de cuerpo libre del volumen de control. Fuente:
Adaptada de (White, 2004, p. 159).

Como se considera que el producto punto del vector velocidad por el
vector area son paralelos, entonces es negativo (-) en la entrada
v-dA=VdAcos(0)=VdA Y POsitivo (+) en la salida v.d4=VvdAcos(180)=-VdA
, ya que el vector area siempre sale del volumen de control o es
ortogonal a la superficie de control, siempre saliendo. El producto cruz
de los vectores de posicion y de velocidad se representa de la siguiente
manera: rxv=rVsen(§), PEro como h = r-sen (6), entonces se tiene que

rxv=hV , para el caudal, por ecuacion de continuidad, se tiene: Q = VA.
= I[p(eren(@))(\_}-dZ)] + J'[p(eren(H))(\_}-dZ)}

(©)

r=[| p(nv)(v-da)| + [[ p(nv)(v-dA) ] (4)

Al 1 A2 2
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r = [[o(h)(vaacos150)] + [[o(hv)(Vittcos0)] @
= [[o(hV)(via)] + [ [ (v (vaa)] ®
r=—[p(hv)(v4)] +[ p(hV)(vA)], ™
r=—[p(tv)e] +[r(hv)e], ®

El signo de los momentos debido al flujo sigue la misma convencion de
la regla de la mano derecha; en este caso ambos son positivos (+)hi1V2
y (+)h2Va. Para flujo con densidad constante p = cte. se tiene:

r:%(hzv2 ~hV,)=> M, ©)

El torque que produce el flujo debe ser igual a la sumatoria de
momentos externos sobre el volumen de control. Los momentos
generados por las fuerzas debido a las presiones en las secciones 1y 2,
estan dados como: p:Aihi, que es un momento positivo; y por p2Azhz,
que es un momento negativo. El torque en A, T'a se lo asume
inicialmente como positivo, si después del célculo se obtiene signo
contrario, significa que era negativo.

Z M,= (+)FA + plAihl - pzAzhz (10)
Igualando las ecuaciones y despejando I'a se tiene:

[h= pzAzhz - p1A1h1 + %(hzvz - hlvl) (11)
b. Valor del torque

2) Se sustituyen los valores dados del problema en la ecuacion (6).
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o Se halla el caudal y se tiene que V2 = V1, por tratarse del mismo
didmetro del tubo A2 = As.

2 n "2
Q=VA =V, % = 40pie/s% =1,9635pie’ / s
(12)
o El torque debido a la presion en la seccion 1 es:

3
p,ANh ={1OO psi 7(3pulg.) } 2pulg. =117,81lb. pie

4 12pulg.
(13)
. El torque debido a la presion en la seccion 2 es:
2 n
p,Ah, = {SOpSi@}% = 471,241b— pie (14)

.3 .3
I, = 471,241b. pie—117 81Ib. pie+ 2220/ Pie (1’_9632 pre /S)Mpie/s(ilop”'g' - 2pu'g'J
32,2piels 12pulg. 12pulg.

(15)

I, =353,43lb. pie +152,20lb 8pulg. = 454,91b. pie (16)
12pulg.

Como se obtuvo un torgue con signo positivo, indica que el sentido
supuesto inicialmente estaba correcto, y es un torque positivo segun la
regla de la mano derecha (en contra de las manecillas del reloj). Pero el
momento aplicado al soporte tiene direccion contraria.

5.33 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.33.1. (Bar—Meir, 2013, p. 191)
Una bomba centrifuga bombea 600 m?h. El espesor del impulsor h es
2 cm y el didmetro de salida es de 0,40 m. La velocidad angular es de
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1200 r.p.m. Asumir esa velocidad angular que sale del impulsor es de
125°. Estimar cual es la energia minima requerido por la bomba.

Ejercicio 5.33.2. (Franzini y Finnemore, 1999, p. 444).

Considere una turbina con diametro de paso de 10,0 pie y un angulo de
cuchara de /% de 160°. Si la velocidad del chorro V1 es de 200 pie/s, el
diametro de chorro es 2,0 pulg. y la velocidad de giro 240 rpm,
encuentre: (a) la fuerza en las cucharas, (b) el par en el rodete y (c) la
potencia en caballos trasferida al rodete. Suponga que la velocidad
relativa al alabe no varia (es decir, suponga que v1= V), segun la Figura
5-92.

Respuestas:
(a) 1220 Ib.
(b) 6100 If.pie.
(c) 278,5 CV.

V1=200ft/s

» —»-----
u V1 - \/2 ﬂz
» V2

Figura 5-92.- Diagrama vectorial.

v

Ejercicio 5.33.3. (Franzini y Finnemore, 1999, p. 444).

Repita el anterior Ejercicio (5.33.2), si v2 = 0,90v1) y calcule el error
porcentual originado al suponer que vi = v2 del ejercicio anterior; con
respecto a la potencia de este ejercicio. 265,4 CV; error = 5%.

Ejercicio 5.33.4. (Potter et al., 2015, p. 177)

Un aspersor tiene cuatro brazos de 500 mm de largo con boquillas a
angulos rectos con los brazos y a 45° con el suelo. Si el caudal total es
de 10 L/s y el diametro de salida de una boquilla es de 12 mm, encuentre
la velocidad rotacional @ del rociador como se muestra en la Figura
5-93. Desprecie la friccion.

Respuesta:
31,25 rad/s.
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y
=

I dVv=Adr
500 mm | NV
D \ () 1— X
\ - 12 mm

o ' |

=)

Figura 5-93.- Geometria del aspersor de cuatro brazos.

Ejercicio 5.33.4 (Potter et al., 2015, p. 178)

Las boquillas del ejercicio anterior (5.33.4) forman un angulo de 0° con
el suelo y 90° con los brazos. La llave del agua se abre de repente en t
= 0 con el aspersor estatico. Determine la velocidad angular w(t)
resultante si el diametro del brazo es de 24 mm. Desprecie la friccion.

Respuesta:
o(t)=44,2(1—e*2%) con a(t) en rad/s.
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5.34 Aplicaciones a turbo maquinas y accesorios

5.34.1 Turbinas

Ejemplo 5.22. (Evett y Liu, 1989, pp. 638-639).

Un flujo radial tiene las siguientes dimensiones: ry = 1,6 ft, r = 1,0 ft,
S =80°% ar = 90°. El ancho de la turbina es de 0,8 ft, el caudal que
circula es de 120 cfs a 300 rpm. Encontrar: (a) ¢Cuél es el &ngulo del
alabe /% tal que el agua sale de la turbina en direccién radial?. (b) El
torque ejercido por el agua sobre el rodete en Ib.ft y su potencia
desarrollada en Ib.ft/s. (c) La carga utilizada por el rodete y la potencia
resultante. Se recomienda ver la Figura 5-94, en la cual vi y v2 son
velocidades relativas del chorro; V1 y V2 son velocidades absolutas del
chorro y uz y u2 son velocidades tangenciales del rodete.

U= 50,3ft/s Bl= 80°

b=0,8ft
uy= 31,4ft/s
Salida vy
Interna 123
m =1,0ft
b=0,8ft

Figura 5-94 .- Suma vectorial en la entrada y salida del rotor.
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Solucién:
Realizando algunos célculos previos se tiene que:

En el exterior del rodete r1 = 1,6 ft: la velocidad tangencial u; = wri1 =
(27/60-300st)-1,6 ft = 50,3 fps.

Por la ecuacion de continuidad se tiene que: Q = A1V = 27(1,6 ft) (0,8
ft) Vi1, por lo tanto: V1 = 120 ft¥/s/2r(1,6 ft) (0,8 ft) = 14,92 ft/s;
visenfr = visen (80°) = Viq; vi = 14,2ft/s / sen (80°) = 15,15 ft/s;

vi1cos (80°) = (15,15) (0,1736) = 2,63 fps, Vicos (1) = ui+vicos (Bi) =
50,3+2,6 = 52,9 fps.

En la parte interna del rodete, r, = 1ft, U, = wr.= (2r/60-300s™)-1,0 ft =
31,4 fps.
Vi2= Vi (r/r2) = 14,92(1,6/1,0) = 23,9 fps.

a) Para encontrar el valor de /%, es necesario analizar el diagrama
vectorial en el punto (2). Ya que el agua sale de la turbina en direccion
radial entonces a2 = 90°, y V2= Vi2; de la relacion de tridngulos se tiene
que: tan (180-B2) = Vo/u, = 23,9/31,4 = 0,76. Por lo tanto, /% = 180° -
37,2°0=142,8°.

b) Se reemplaza en la ecuacién del Torque para turbina.

I'= ng Q(V; Cos(az)u; — Vi Cos(ay)uy) 1)

Como a» =90°, Cos (90°) =0.
I'=--Q(=V; Cos(ay)uy) @
Que representa un valor negativo para una turbina, como lo estipula
Streeter et al. (2000). Para I" negativo (-) se tiene que el momento de

momentum del fluido disminuye dentro del volumen de control, tal
como sucede en el rotor de una turbina.
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) 62410/ ¥
32.2ft /s*(2 / 60-300rpm)

120cfs(-52,9fps 50,3 fps)
3)
Con base en lo anterior se obtiene un valor de I" = 19696 Ib-ft.

La potencia esta dada como P = 7w = 19696 Ib-ft-(300rpm27/60) =
618768 ft-Ib/s = 1125 hp.

c) Se reemplaza en la ecuacion de Euler, y con la ecuacién de Hturbina S€
calcula la potencia:

1
H, .= E(VZ Cos(at, Ju, —V, Cos(a, ), ) @)

1
H turbing — E(V1 Cos (0{1 )ul ) (5)

1
H . =———(52,9/ps)50,3 fps =82,64 ft
turbina 32,2ft/52( fp ) fp f (6)

La potencia hidraulica se calcula como:
Py = YQH 0, =(62,41b / ft*)120cf5(82,64 ft) =618808Ib.ft / s @)

Calculos adicionales indican que la velocidad absoluta del agua es V1=
55,0 fps en la entrada, V2 = 23,9 fps en la salida, mientras que la
velocidad relativa del agua en los alabes cambia de v1 = 15,5 fps en la
entrada, a vo = 39,5 fps en la salida.

5.34.2 Bombas

Ejemplo 5.23. (White, 2004, p. 161).
La Figura 5-95 muestra el esquema de una bomba centrifuga. El fluido
entra axialmente y pasa a través de los alabes de la bomba, los cuales
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rotan a una velocidad angular o; la velocidad del fluido cambia de V1 a
V2 y su presion de pl a po. (a) Encuentre una expresion para el torque
To que debera ser aplicado a dichos alabes para mantener el flujo. (b)
La potencia suministrada a la bomba deberd ser P = wTo. Para ilustrar
numericamente, suponga r1 =0,2m, r, =0,5m, y b = 0,15 m. Adopte
que la bomba rota a 600 rpm y descarga un caudal de 2,5 m*/s con una
densidad de 1000 kg/m®. Determine el torque idealizado y la potencia
suministrada.

Solucién.
a). Para la aplicacion de la ecuacién de momento de momentum en el
plano sélo se emplean médulos de los vectores o las magnitudes, ya que

para dos vectores ortogonales 8= 90°, el cos (90°) = 1 y para vectores
paralelos &= 0°, el sen (0°) = 1, Aes el angulo entre dos vectores.

El producto punto sera:

v-dA=V dAsen(0°)=V dA (1)
Por su parte el producto cruz sera:

rjx;/:th cos(90°)=rV, (2)

En la Figura 5-95a y b, se muestra la geometria de una bomba
centrifuga, con radios (r), velocidades (v) y volumen de control entre
las secciones (1) y (2).
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a) b)
Figura 5-95 a) Plano de vectores b) esquema de bomba centrifuga. Fuente:
Adaptado de (Chereque, 1987, p. 101), (Streeter et al., 2000, p. 156).

Simplificando la ecuacién de momento de momentum para flujo
permanente, se obtiene:

=4 p@xv)(#-dA) (3)

r'=$pVWdA) = [, ( D+, ()
@

Al reemplazar las cantidades de la seccion 1y 2 se tiene.

T, = _I nVap V. dA; + _[ VeaP,V,,dA, (5)

o
Al AZ

El S|gn0 negativo del término de entrada (1), se debe al producto punto

de v- dA , Ya que los dos vectores son paralelos pero en sentido opuesto,
con el vector de area ortogonal a la superficie y siempre saliendo, donde
sen (180°) = -1; V: es la velocidad tangencial y V,, es la velocidad normal
a la superficie.

T, =—[nV,pV,dA, +j V,,p,V,,dA, (6)

o
Al
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Al solucionar la integral y por la ecuacion de continuidad Q = VsA se
tiene:

T,=rV,p,Q0—nV,p0Q (7

Con flujo incompresible, p = cte.
T,=pQ(rV, ~1Viy) ()
Con, p = #qg:

T :%(rzvtz _r1th) )

Estarelacién es la llamada formula de Euler para una bomba idealizada,
donde los angulos a1 y a2 son iguales a cero. En una bomba idealizada,
la velocidad tangencial en la entrada y la salida coincidiria con las
velocidades de rotacion del alabe Vi = or1 y Ve = orz. Entonces, la
férmula para el par suministrado se convierte en:

T = yQa)(r ~1; ) (10)

b). Con los datos del problema se reemplaza en la ecuacion deducida
para el torque.

(1000kp / m*)2,5m® / s(27r / 60-600rpm)
o 9,81m/ s* (o

m* —O,Zmz)

(11)

Se obtiene un torque, To = 3362,6 kp-m = 32987 N-m.
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La potencia requerida, Pr = Tow.

p- J’ngz (2-12) 12)

1000kp / m*)2,5m?® / s(27 / 60-600rpm)*
p, (1000kp /)25 / @z / P (0,5 ~0,20r)
9,81m/s

(13)

Se obtiene Pr= 2072634 N-m/s (N-m/s = W) = 2,07 MW. En la practica
real, las velocidades tangenciales son considerablemente menores que
las velocidades de la punta del impulsor, y los requisitos de potencia de
disefio para esta bomba pueden ser de solo 1,0 MW (White, 2004, p.
161). Cabe mencionar que se hubiera podido partir de la ecuacién de
Euler ya deducida, con a1 = a2 = 0°.

5.34.3 Ventiladores

Ejemplo 5.24. (Munson et al., 1990, p. 221).

Un ventilador de aire tiene un rotor de paletas de con diametro externo
de 12 pg (in) y un diametro interno de 10 pg, como se puede apreciar
en la Figura 5-96a, b y c. La altura de cada labe del rotor es constante
y con un valor de 1 pg, desde su entrada hasta la respectiva salida. El
flujo de aire es estable, con un valor promedio de 230 ft/min y la
velocidad absoluta del aire en la entrada del &labe, Vi, es radial. El
angulo de descarga es 30° desde la direccion tangencial. El rotor gira a
una velocidad constante de 1725 rpm. 1slug = 32,174 Ibm, para resolver
el problema adoptar como densidad del aire paire= 0,00238 slug/ft®. Se
solicita estimar la potencia requerida para hacer funcionar el ventilador,
en caballos de potencia hp.
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Figura 5-96 .- (a) Esquema general del ventilador. (b) Rotor del ventilador.
(c) diagrama vectorial. Fuente: Adaptada de (Munson et al., 1990, p. 221)

Solucién.
Para el ejemplo, la velocidad W es la velocidad relativa igual a la
denominada v en ejemplos anteriores. Partiendo de la ecuacién de Euler

para calcular la carga de altura propuesta en la leccion anterior, se tiene
que:

maquina —

1
H _Q(VZ Cos(a )u, -V, Cos(a, u, ) 1)

Como la velocidad absoluta Vi de entrada es radial, entonces a1 =90°y
cos (90°) =0.

1
Hvent = E(VZ COS(aZ )uz ) (2)

Con V,Cos(a,)=V,,

1
Hvent = E(Vezuz ) (3)
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Por lo tanto se debe hallar las dos velocidades Ve y u>.

u2 es la velocidad tangencial, la cual estard dada como:

0, —ro- (.6in) (1725rpm)(2m-‘ad/rev) 90,3207/t /s (4
(12in/ ft) 60s / min

Segun la suma vectorial de la Figura 5-96c, se tiene que: V2 = Ux+W>
y Vo2 = U2-Wocos (30°), si se toma la proyeccion vertical de W, se tiene
Wsen (30°) = Vy.. Pero como Vi, se la puede calcular con el caudal y el
area de la siguiente manera:

v, _Q_ Q _ 230ff /min/(6'0$/min) 14,642 fps
A, 2rr,h 2x(6in/12ft)(lin /12 ft)

()

V.,  73,212fps

- =29,285 fps (6)
> sen(302) 0,5 Jp

V,, =U, =W, cos(30%)=90,3207 fps — 29,2845 fpscos(30°) = 64,970 fps (7)

1
H =—— (64,9697 fps)90,3207 fps = 182,2342 ft
T /Sz( fps) fp f

(8)

Se halla el peso especifico del aire jire = pg = 0,00238 slug/ft®
(32,174ft/s?), como 1slug = lbs-s?/ft, por lo tanto jaire = 0,0766 Ibs-s*/£t/
ft3. ft/s?= 0,0766 Iby/ ftS.

P=7yQH,,, =(0,0766lb, / f*)(230t’ / min/ (60s / min))182,23 ¢ (9)

P = 53,51 Ibs/f- #3/s-ft=53,51 lbs-ft/s. Como un caballo de fuerza, 1hp
= 550 Ib-ft/s, entonces P = 0,097 hp.
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Cabe anotar que el simbolo positivo "+" se utilizd con el producto
U>Ve2 porque Uz y Voo estan en la misma direccion. Este resultado de P
= 0,097 hp, es la potencia que necesita ser entregada a traves del eje del
ventilador para las condiciones dadas. ldealmente, toda ésta potencia
iria al aire que fluye. Sin embargo, debido a la friccion del fluido, solo
parte de la misma produciré efectos Utiles (por ejemplo, movimiento y
aumento de presion) en el aire. La cantidad de efecto util depende de la
eficiencia de la transferencia de energia entre las aspas del ventilador y
el fluido.

5.35 Aplicaciones a tuberias

5.35.1 Aspersores

Un aspersor es un accesorio hidraulico que utiliza las propiedades del
flujo para producir un giro y realizar aspersion del fluido, tal como se
muestra a continuacion en la Figura 5-97.

z

k o0 r Vaz=V 22
2

A

u2=r2w
Vr (BNA>
lgx (A) V2

A —

Va2

Vi1

Q

Figura 5-97.- Geometria general de un aspersor. Fuente: Adaptado de
(Munson et al., 1990, p. 219).

La velocidad media del flujo con relacion a una superficie de control
fija es una velocidad absoluta, Va, que es una velocidad desconocida.
La velocidad tangencial del flujo de salida de la boquilla (chorro),
como se ve desde la boquilla, se llama velocidad relativa, Vr, que es
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igual al caudal que sale por cada boquilla sobre el area de la boquilla
(Vr, = Qu/Ab); y la velocidad tangencial de las boquillas del aspersor se
denomina u.

Las velocidades absolutas, relativa y del aspersor Va, Vi Yy U, estan
relacionadas por la relacion vectorial, donde V= Va+u, se lee como
velocidad del chorro con respecto a la boquilla del aspersor, se suman
ya que los dos cuerpos en este caso, la boquilla del aspersor y el chorro,
se mueven con velocidad en direccion contraria. Al despejar la
velocidad absoluta del chorro, Va= Vi-u, como u = ar, Va= Vr-ar.

Es importante tener en cuenta que todas estas velocidades son
tangenciales, y si el chorro se desvia del volumen de control un angulo
0, se debe encontrar la componente de la velocidad del chorro Vchorr
sobre la tangente, Vro = VchorrSen(#). Para ampliar este concepto se
puede revisar el concepto de velocidad relativa de un aspersor
explicado por Evetty Liu (1989, p. 648) mediante un diagrama vectorial
polar de las velocidades.

Ejemplo 5.25.

El aspersor simétrico de la Figura 5-98 tiene un caudal total de Q, = 14
gpm y no tiene friccion. Determinar la velocidad angular (@) en rpm, si
el diametro de las boquillas es de %4”, con una inclinacion de salida de
45°y radios de 8”.

8 pulg

j
6{%\

=
-

U

Figura 5-98.- Geometria general de un aspersor.

Solucioén:
Simplificando la ecuacién de momento de momentum para flujo
permanente, se obtiene:
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I'=§. p@Fx ) (- dA) 6
El término Ip(;.ﬁ) se considera igual al caudal mésico Q m=p Q=

sC

erAb .

r=4¢.p@V)(VdA) = [, ( )+[, ( ),
)
Al reemplazar las cantidades de las secciones 1y 2 se tiene:
I'= _I Va1 P1Vehorr1dA; + Irz‘/fzzpzv dA, (3)
4

chorr2
4

Teniendo en cuenta que no existe entrada en el plano (x, y), se anula el
primer término, por lo tanto la expresion se reduce a:

I'= _[ 11202 chorr 204, (4)

4

Al solucionar la integral y por ecuacion de continuidad se tiene, Q =
VehorrAb.

I'=rV,p,Q )
Como existen dos salidas del liquido:
F:(rzvazsz)A +(r2Vazp2Q)B (6)

Con flujo incompresible; con p = cte.; y como se sobreentiende que es
la salida del fluido, se suprime el subindice (2).

r=p[(r7,Q), +(rV,Q), ] ()

Con, p = #qg.
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r=2](m0),+(v0) ] ®
Al reemplazar la velocidad absoluta del chorro se tiene:
Fzg[rA(VrA_a)rA)QA-l-rB(VrB_er)QB] ©)

Segln la regla de la mano derecha este torque es negativo, segun
Munson et al. (1990, p. 218) si las velocidades V2 y u son contrarias,
siempre genera un torque negativo. A pesar que en la realidad existe un
torque externo por efectos mecanicos que frena el giro del aspersor,
dicho torque suele ser despreciado; o seaI" = 0.

g[rA(VrB_er)QA_{_rB(VrB_er)QB]:O (10)

Se despeja el valor de la velocidad angular . Cabe anotar que dicha
velocidad angular es la misma para cualquier punto situado en los
brazos del aspersor.

|:(rA‘/rAQA _werA)"'(rBVrBQB _wr;QB)iI:O (11)
_w(QArj +QBr£§)+QBrBVrB +Qr,V, =0 (12)
_ AL RN (13)

(Quri +@Qur5)

Segun la forma de la anterior expresion, se puede generalizar una
ecuacion para aspersores con varios orificios en cada brazo de la
siguiente manera:
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No
2V
_i=1
~  No
2
0n
i=1

0] (14)

Donde No es el numero total de orificios en el aspersor. Nétese que se
sumaria el efecto en valor absoluto de cada orificio a la velocidad
angular. Para el ejemplo en cuestion, el caudal Q es igual en los dos
orificios, por tal razon dicha variable sale de la ecuacion.

= "Vip +1aViu (15)
(rj +r32)

Como la distancia de la boquilla en cada brazo es igual, se factoriza el
radio:

= Yee TV (16)

2r

Ya que el didmetro de la boquilla es igual en ambas salidas, entonces
Vra= Vi, por lo tanto:

w=-" (17)

Como la velocidad relativa Vy es siempre tangencial, en este caso la
velocidad del chorro sale con un angulo de 45° con respecto a la
tangente, Vr = Vcnorr-Sen(6) se tiene que:

o Vagsen(0)_(@/2)/ Asen(6)_(2/2) sen(o)
R
4

(18)

Si se convierten los datos disponibles al S:
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Caudal por cada orificio Q = 14 gpm (3,785 L/gal/60s/min) (0,001
L/m3) = 0,00088 m®/s. Dy = 1/4 pulg*0,0254 m/pulg. = 0,00635 m; r =
8 pulg. (0,0254 m/pulg.) = 0,2032 m. Al reemplazar los valores se tiene
que:

0,00088m’° /s)/2
a):( / )2/ sen(45) —48,35rad / s 19)
7(0,00635m)"  0,2032m

4

w=(48,35rad / s)(60s / min) / (27zrad / rev)=462rev / min(rpm)
(20)

De otra manera: 2x rad = 1rev y 1s = (1/60) min, se reemplaza los rad,
asi como s.

1rev 60

lrev 1
27 (1/60)min

»=(48,35)

Ejemplo 5.26. (Streeter et al., 2000, p. 158).

El aspersor de la Figura 5-99 descarga 0,01 pies®/s a través de cada
boquilla, sin tener en cuenta la friccion. Si el area de salida de cada
boquilla es 0,001 pie?, hallar la velocidad de giro (o) en rpm.

8 pulg 12 pulg

e
o Planta

Figura 5-99.- Geometria general de un aspersor.
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Si se parte de la ecuacion general del aspersor para dos orificios,
deducida en el ejemplo 5.25, se tiene que:

— AL RN @
(Quri +Qy17)

Ya que el caudal es constante para cada orificio, se lo elimina de la
ecuacion:

W= rBVrB + rAVrA (2)
(rj +r7 )

Como el diametro de la boquilla es igual en ambas salidas, entonces Vra
= Vip; asi:

r W 3)

Ya que la velocidad del chorro, en este caso, es tangencial al volumen
de control, Vi = Vchorr S€ tiene que:

r,+r
a):g—( : i) 4)
A (rA +r3)
Sustituyendo valores:

e 0,01pie* /s (8pulg/12pie+1pie)
0,001pie’ (8pulg/12pie)2 +(1pie)

-=11,538rad / s 5)

Como 2r rad = 1rev y 1s = (1/60)min, se reemplaza los respectivos rad
ys:
1rev 60

:(11,538)gﬁ:110,2rpm

lrev 1
27 (1/60)min

©=(11,538)

(6)
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5.36 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.36.1. (Bar—Meir, 2013, p. 191).

Una bomba centrifuga se encuentra bombeando un caudal de agua de
600 m3/h. El espesor del impulsor es de 2 cm y el diametro del tubo de
salida es 0,40 m. La velocidad angular es 1200 r.p.m. Se solicita estimar
la energia minima requerida por la bomba. Asumir que el &ngulo con el
cual el liquido abandona el impulsor es de 125°.

Ejercicio. 5.36.2. (Evett y Liu, 1989, pp. 611-612).

Una bomba centrifuga para el bombeo de agua posee un impulsor
con las caracteristicas descritas en la Figura 5-100, con rz = 12
pulg., r1 =4 pulg., p1 = 20° EIl impulsor posee un radio r; = 2
pulg. y un radio r> = 3/4 pulg. Para una velocidad de rotacion de
1800 rpm desprecie las pérdidas y el espesor de los alabes. Se
solicita determinar: (a) EIl caudal que ingresa a la bomba cuando
a1 =90°. (b) El valor de a2 y la cabeza tedrica H, (c) La potencia
requerida en hp, y (d) La presion adicionada por el impulsor.

(a)
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u=628

Entrada

Salida

(b)

Figura 5-100.- Rotor de la bomba centrifuga y suma vectorial

Ejercicio. 5.36.3. (Streeter et al., 2000, p. 181).

Para un torque resistente de 0,01 »? en el eje de un aspersor que posee
las siguientes caracteristicas: Caudal total de 14 gpm; funcionamiento
sin friccion; diametro de boquillas de ¥ pulg.; radios de giro de 8 pg
en cada uno y angulo 6 = 45°. Se solicita determinar la velocidad de
rotacion del aspersor basandose en las informaciones de la Figura
5-101.

(Nota: En este caso el torque no es cero, por lo tanto, la ecuacion (14)
del Ejemplo 5.25 no se puede utilizar, y es necesario deducir la ecuacion
desde el inicio).
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8 pulg 8 pulg

[ =0,01w?
(A)
Planta

Figura 5-101.- Esquema del aspersor

Ejercicio. 5.36.4. (Nakayama, 1998, p. 80).

La Figura 5-102 ilustra un aspersor de jardin. Si la salida del aspersor
posee un didmetro de 5 mm y la velocidad del flujo a través del mismo
es de 5 m/s, a) ¢Cual serd la tasa de rotacion (frecuencia)? B) Cual es el
torque requerido para mantener el aspersor en condicion estacionaria?
Asuma que no hay friccién.

20 cm

Figura 5-102.- Esquema del aspersor.

Ejercicio. 5.36.5. (Bansal, 2010, p. 298)

Un aspersor como el que se muestra en la Figura 5-102, tiene 8 mm de
diametro de la boquilla la final de cada brazo, y descarga agua a una
velocidad de 10 m/s. Determine el torque requerido a mantener la
rotacion constante. También determine la velocidad angular si rota
libremente.

Respuesta:
2,26 N-m; 43,9 rad/s.
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10 m/s
20 cm 25cm
A
O
P
B w

10 m/s

Figura 5-103.- Esquema del aspersor.



6. Capitulo 6: Analisis dimensional y similitud
dinamica
6.1 Generalidades

El anélisis dimensional es una técnica matematica que hace uso del
estudio de las dimensiones de las cantidades fisicas, permitiendo de
manera teorica conocer los factores o variables que pueden influir en
un fendmeno fisico. A continuacién, se presentan las definiciones de
algunos conceptos importantes en el analisis dimensional con base en
lo reportado por Nifio y Duarte (2007).

La similitud dinamica aplica a los modelos fisicos. Un modelo es un
sistema cuyo funcionamiento puede utilizarse para predecir las
caracteristicas de un sistema similar o prototipo, por lo general mas
complejo o construido a una escala mayor Sotelo (2005). Los modelos
se han constituido en una herramienta valiosa de los cientificos en
mecéanica de fluidos, a partir de los cuales se ha obtenido una valiosa
informacion.

En la Figura 6-1 se ilustra el prototipo de una presay el modelo a escala
de la misma. Cuando no es posible explicar plenamente el
comportamiento de un fendémeno fisico, se recurre a realizar
observaciones en un modelo por lo general a escala reducida. Por
ejemplo, en el disefio de una presa de dimensiones reales, como ain no
se ha construido no es posible predecir el comportamiento del flujo
sobre ella; asi, si se quiere evaluar la fuerza dinamica (F), que imprime
el flujo sobre la presa, se recurre entonces a medirla en un modelo a
escalay luego por un procedimiento ya establecido, se pasa la magnitud
al prototipo.
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. (b)

Figura 6-1.- Geometria de la presa. (a) prototipo. (b) modelo a escala.

En la Figura 6-1, se tienen las siguientes convenciones: Subindices: p
= prototipo; m = modelo; B es el ancho de la presa, H es la altura de la
presa, h es la profundidad del agua sobre la presa, h’ es la altura de la
presa aguas abajo.

6.2 Definiciones

6.2.1 Parametro dimensional

Un parametro dimensional es una cantidad fisica que posee unidades,
como la velocidad V, que tiene unidades de espacio sobre tiempo (L/T),
el caudal Q, que posee unidades longitud al cubo por unidad de tiempo
(L3/T), entre otros.

6.2.2 Parametro adimensional

Un parametro adimensional es un conjunto de parametros
dimensionales, donde las unidades entre si se anulan, por ejemplo, el
Numero de Reynolds Re y EI NUmero de Froude Fr. Estos pardmetros
se denotan por la letra pi mayuscula (IT); de este modo, si se tiene el
parametro I'T conformado por la relacion de Velocidad (V), el Diametro
(D) y la viscosidad cinematica (v), al sustituir sus dimensiones basicas
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de longitud y tiempo (L, T), estas se eliminan entre si, conformando una
cantidad adimensional, como se muestra en la siguiente relacion:

D _[LIT][L)_[CT]
v [ET] _[LZ/T]_H ¢

6.2.3 Ecuacion dimensionalmente homogénea

Una ecuacién es dimensionalmente homogénea cuando las dimensiones
fisicas de las variables a la izquierda de la igualdad de la ecuacion son
idénticas a las dimensiones de los términos a la derecha de la misma.
Por ejemplo, la ecuacién del caudal Q:

Q=VA (6.2)

Donde, V es la velocidad con dimensiones [LT™], longitud por tiempo
elevado a la -1; A es el area con dimensiones de longitud al cuadrado
[L?]; y Q con dimensiones de longitud al cubo por tiempo elevado a la
-1 [L3TY]. Al remplazar en la ecuacion 6.1, se tiene.

(et =[] 1] (6.3)

[BT -1] = [BT -1] (6.4)

Lo anterior demuestra que la ecuacion del caudal es dimensionalmente
homogénea. Por lo general en el estudio de los fluidos es comdn
encontrar ecuaciones dimensionalmente no homogéneas, por ejemplo
las ecuaciones empiricas. En la Tabla 6-1, se indican las dimensiones
de las cantidades fisicas mas comunes.
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Tabla 6-1.- Dimensiones de cantidades fisicas comunes.

Dimensiones
Cantidad Simbolo Fuerza-Longitud- | Masa-Longitud-

Tiempo Tiempo
Longitud L L L
Masa M - M
Tiempo T T T
Fuerza F F MLT
Area A L2 L2
Volumen Y L3 L3
Velocidad Y, LT? LT?
Aceleracion a LT? LT?
Velocidad Angular ® T T
Presion p FL? ML1T-2
Viscosidad Dindmica u FL2T MLAT?
Viscosidad Cinemética v LTt LT
Potencia P FLT ML-2T-3
Par o Torque r FL ML2T2
Caudal Q L3T1 L3T?
Esfuerzo Tangencial y Normal 1,6 FL2 ML1T2
Flujo Mésico QOm FT1 MLT-3
Gravedad g LT? LT?
Densidad P FLAT2 ML3
Peso Especifico y FLS ML2T2

6.3 Teorema de &t (pi) de Vaschy-Buckingham

Este teorema proporciona un método de construccion de parametros
adimensionales, a partir de cantidades fisicas con dimensiones, incluso
cuando la forma de la ecuacion es desconocida. De todas formas, la
eleccion de parametros adimensionales no es Gnicay el teorema no elige
cuéles tienen significado fisico (Gerhart et al., 1995). En otras palabras,
este teorema sirve para transformar un conjunto de variables con
dimensiones, en pardmetros adimensionales.

El teorema n es el teorema fundamental del analisis dimensional.
Establece que en un fendmeno fisico en el cual intervienen n cantidades
fisicas con r dimensiones fundamentales en su conjunto (Masa,
Longitud y Tiempo), se pueden obtener la cantidad de NP parametros
adimensionales independientes, NP=n — r. (Streeter et al., 2000, p.
228).
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Se presenta a continuacion un ejemplo para detallar el procedimiento
algebraico.

Ejemplo 6.1. (Fernandez, 2001, p. 204).

La variacion Ap de la presidn en un liquido en reposo depende del peso
especifico y y de la diferencia de altura Ah. Determinar por
razonamiento dimensional la forma del parametro adimensional
generado-

1- Se listan las variables indicando el nombre, simbolo y las
dimensiones fundamentales, como se muestra en la Tabla 6-2

Tabla 6-2. - Cantidades fisicas y dimensiones del problema.

Cantidad Simbolo Dimensiones
Masa-Longitud-Tiempo
Variacion de la presion ap MLT?
Diferencia de altura 4h L
Peso especifico y ML2T2

2- Se obtiene la siguiente relacién funcional dimensional.

(Ah,y,Ap) =0 (6.5)

3- Para la conformacion y deduccion de los grupos I, se realiza el
siguiente procedimiento:

e Seiguala el pardmetro Iy a las variables elevadas a un exponente (a,

b...etc.), donde sdlo una variable (por lo general la dependiente o de
interés) se eleva al exponente 1, obteniéndose la siguiente expresion:

11, =[Ah] [#] [Ap] (6.6)

o Se reemplazan las dimensiones bésicas de cada variable y se iguala
a las dimensiones basicas elevadas al exponente cero.

I, =[L]' [ML2T 2 T [MUT 2 =[M°L°T° ] (6.7)
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e Se igualan los exponentes de cada dimension bésica, de la anterior
ecuacion, obteniéndose un sistema de ecuaciones lineales.

ParaM=0+b+1=0

ParaL=>a—2b—-1=0 (6.8)
ParaT=0-2b—2=0

Simplificando se tiene:

0 +b =-1
a -2b =+1 (6.9)
0 —2b =+2

El sistema de ecuaciones anterior se resume a dos ecuaciones con dos
variables.

o Se resuelve el sistema de ecuaciones. De la primera ecuacion para M
se despeja b = -1, y de la segunda se halla a = -1. Cuyos valores de
(a, b) satisfacen las tres ecuaciones.

e Se sustituye el valor de los exponentes, en la ecuacién para Iy, de lo
cual se obtiene:

I1, = Ah™y'Ap? (6.10)
Reagrupando términos, se obtiene la forma final para el parametro ITs.

__4Ap

“An, (6.12)

1

De este modo se logra establecer un solo parametro adimensional a
partir de un conjunto de tres variables. Lo que significa es que se puede
reducir tres variables a un solo parametro.
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6.3.1 Pasos para la aplicacion del teorema Pl

A continuacion, se presentan los pasos para aplicar le teorema PI.

1- Se realiza una reflexion o andlisis sobre las cantidades fisicas que
pueden intervenir en el fendmeno fisico a estudiar y se organiza un
listado de dichas cantidades, indicando el nombre, simbolo y las
dimensiones fundamentales, como las que se indicé en la Tabla 6-1; se
clasifican las cantidades fisicas en geométricas, cinematicas y
dinamicas. Si solo tienen Longitud son geométricas; si tienen Longitud
y Tiempo son cinematicas; y si se incluye la Masa son dinamicas. Por
ejemplo, un Didmetro D es una cantidad geométrica, la velocidad V es
una cantidad cinemaética y la densidad p es una cantidad dindmica.

2- Se seleccionan las variables repetitivas, en el caso de que el nUmero
de variables sea mayor al nimero de dimensiones involucradas, se
recomienda seleccionar, una geométrica, una cinematica y una
dindmica. ElI nimero de estas variables coincide con el nimero de
dimensiones basicas; por ejemplo, si el conjunto de las cantidades
fisicas solo contiene L y T, se seleccionan 2 variables repetitivas. No
se deben seleccionar como variables repetitivas las variables
dependientes de interés en el estudio.

3- Célculo del nimero de parametros adimensionales (NP) que se
obtendra, como NP = (n —r).

4- Conformacion y deduccion de los grupos adimensionales o grupos IT
(PI), usando el teorema PI.

6.3.2 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo 6.2.

En un problema de flujo de agua en una tuberia lisa intervienen las
magnitudes caudal Q, didmetro D, gradiente hidraulico Sy, = Ah/L,
densidad p, viscosidad dindmica x y gravedad g; las cuales se
representan graficamente en la Figura 6-2. Encontrar los parametros
adimensionales involucrados en este fendmeno fisico.
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L.E.R.

\
L
Ey 2)
@) Q .
&
L}
Q— L )°
A\J
L

L.E.R.: Linea de energia real

Figura 6-2.-Flujo en un tubo horizontal

1- Las variables que describen el fendmeno fisico a estudiar son las que

se muestran en la Tabla 6-3.

Tabla 6-3.- Cantidades fisicas y dimensiones del problema

Cantidad Simbolo Dimensiones
Masa-Longitud-Tiempo

Gradiente Hidraulico Sp=Ah/L Adimensional
Caudal Q L3T?
Densidad P ML?3
Diadmetro D L
Viscosidad Dindmica u MLAT?
Gravedad g LT?

2- Las variables se clasifican segun sus dimensiones tal como se indica
a continuacion en la Tabla 6-4.

Tabla 6-4 Cantidades fisicas y dimensiones del problema.

Cantidad

Tipo de cantidad fisica

Gradiente Hidraulico
Caudal Volumétrico
Densidad

Diametro

Viscosidad Dinamica
Gravedad

[-]
Cinematica
Dindmica
Geométrica
Dindmica
Cinemética
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3- Variables repetitivas, Inicialmente se seleccionan tres variables, una
geométrica (D), una cinematica (Q) y una dindmica (p), obteniéndose
la siguiente relacion funcional dimensional a satisfacer.

f(Q,p,D,1,9)=0 1)

4- Se calcula el nimero de parametros, NP. Como se tiene r = 3
dimensiones bésicas involucradas en el conjunto de variables, y n = 5
variables dimensionales, se obtiene NP = 5-3 = 2 parametros
adimensionales que se podrian obtener. Es de anotar que 4h/L, ya es un
parametro adimensional por si solo, y no se tiene en cuenta en este paso,
el cual simplemente se adiciona al final.

5- Para la conformacion y deduccién de los grupos adimensionales o
grupos IT (PI), se adopta el siguiente procedimiento.

o Se conforma los pardmetros adimensionales, igualando el
parametro IT a las variables repetitivas elevadas a un exponente
(@ b, c) y la cuarta no repetitiva al exponente uno (1),
obteniéndose la siguiente expresion:

I, = p*Q* Dy 2)
H2 :paZQbZ D%gl (3)
o Se reemplazan las dimensiones basicas de cada variable y se

iguala a las dimensiones basicas involucradas elevadas al
exponente cero.

m, =M T [T P L [MLT ] =[ML°T] (@)
I, =ML [T T L] [LT 2 ] =[M°LT?] )
o Se igualan los exponentes de cada dimension basica, de las

anteriores ecuaciones, obteniéndose un sistema de ecuaciones
lineales.
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ParaIl;:
ParaM=+a;+1=0>a;=-1
ParaT=-b;1-1=0->b;=-1 (6)
ParaL=>-3a;+3b;+¢1-1=0

ParaIl:
ParaM = +a, =02 a,=0
ParaL = -3a;+3b,+c,+1=0 (7
ParaT=-b,-2=0->b,=-2

o Se resuelven los sistemas de ecuaciones, para cada parametrolIl.
Sustituyendo a1 = -1 y b1 = -1 en el sistema de ecuaciones, se
obtiene que c1 = +1.

Sustituyendo a; = 0, y b2 = -2 en el sistema de ecuaciones, se
obtiene que c2 = +5.

o Se sustituye el valor de los exponentes en la ecuacion de los
pardmetros IT, de los cuales se obtiene:

Hl — p—lQ—lD+llul (8)
I, = p’Q°D°g" ©)
. Se obtiene la relaciéon funcional adimensional, como:
5
f[A_h,#_D,ngzo (10)
L pQ Q

Verificar que se cumpla la dimensionalidad en cada parametro.

Los parametros cumplen con propiedades de multiplicacién, division y
exponencial, lo que indica, por ejemplo, que dos parametros se pueden
multiplicar para obtener un tercero. Esto es todo lo que puede aportar el
andlisis dimensional, luego se debe recurrir a la experimentacion fisica
0 numeérica, para establecer una ecuacion préactica entre Ah/L y los
parametros Iy y Iz, pero la ventaja es que reduce el costo experimental
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ya que se ha reducido 5 variables independientes a tan solo dos
parametros. Al despejar el gradiente hidraulico, se obtiene:

A—hzsp:f(“—D,Dsf’jzf[Re,i Qij (12)
L PR Q D gb

Obseérvese que Re es el numero de Reynolds.

6.4 Parametros adimensionales comunes

A través del desarrollo del analisis dimensional para el estudio de
diversos fendmenos fisicos, se ha venido encontrando ciertos
pardmetros Utiles en cada uno de dichos fenémenos, y que se han
convertido en nimeros clasicos dentro de la Mecanica de Fluidos. A
continuacion se describen los mas relevantes.

6.4.1 Numero de Reynolds: Re

Este nimero se puede definir como la relacion que existe entre fuerzas
de inercia (Fi) y fuerzas de viscosidad, (Fv). (Fi) = m.a, Donde (m) es la
masa y (a) es la aceleracion.

R, =, 1_Ma__ma (6.12)
R Ar 0V '
/Lli
dy

Si se reemplazan las dimensiones basicas de algunas variables se tiene:

r _PE(LIT?) pL(LIT?) pLv? pLv LV
e Lz,u\i L.V LN yz v
L

(6.13)

El cual se ha constituido como un nimero adimensional relevante en el
estudio de flujos en conductos a presion. L es una longitud caracteristica
que en tubos circulares es dada como el didmetro del tubo D, mientras
gue para conductos de seccidn no circular es dada como L = 4Rn, donde
Rn es el radio hidraulico de la seccién trasversal mojada, Ry = A/P;
donde a su vez, A es el area de la seccion transversal y P es el perimetro
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mojado. p es la viscosidad absoluta o dinamica del fluido, v es la
viscosidad cinematica del fluido, p es la densidad y V es la velocidad
media del fluido.

El nimero de Reynolds es utilizado para clasificar el flujo en laminar
para Re < 2000 y en turbulento para Re > 4000.

6.4.2 Namero de Froude: FR

Este nimero se puede definir como la raiz cuadrada de la relacion que
existe entre fuerzas de inercia (Fi) y las fuerzas de gravedad, (Fq):
_ma

F, mg

g

(6.14)

Si se reemplazan las dimensiones basicas de algunas variables se tiene
que:

_pL3(L/T2)_L2(L2/T2)_V2
- plPg ’g Lg

F2

(6.15)

F =

\%
— 6.16

El ndmero de Froude se ha constituido en un numero adimensional
relevante en el estudio de flujos en conductos a superficie libre. L es
una longitud caracteristica, que en canales es igual a la profundidad
hidraulica L = Pn, donde PH es la profundidad hidraulica de la seccién
trasversal mojada, Pn = A/T; a su vez, A es el area de la seccion
transversal y T es el ancho hidraulico; g es la aceleracion debido a la
gravedad de la Tierray V es la velocidad media del fluido.

El nimero de Froude es utilizado para clasificar el flujo de la siguiente
manera: si Fr< 1, es flujo subcritico; si Fr > 1 es flujo supercritico y si
Fr =1 es un flujo critico. Estos flujos son caracteristicos de flujo a
superficie abierta.



Capitulo 6: Andlisis dimensional y Similitud Dinamica 433

6.4.3 Namero de Mach: Ma
Este nimero se puede definir como la raiz cuadrada de la relacion que
existe entre fuerzas de inercia (Fi) y las fuerzas elasticas, (Fe).

F ma
M2 =—1-_2%
A FE EA (6.17)

e

Si se reemplazan las dimensiones basicas de algunas variables se tiene:

, _pl_3(|_/T2) _pL2(|_2/T2)_pV2
B EL? B EL? E

M, (6.18)

Vv

JE/p

El nimero de Match, junto con el nimero de Reynolds, es importante
en el estudio de la aerodinamica y de modelos con aire o gases. E es el
modulo de elasticidad volumétrico. Si Ma < 1 se trata de un flujo
subsonico, si Ma =1 es flujo sonico y si Ma> 1 es un flujo supersonico.

M, =

(6.19)

6.4.4 Numero de Weber: We

Este nimero se puede definir como la relacion que existe entre fuerzas
de inercia (Fi) y las fuerzas de tension superficial, (Ft).

F  ma

oL

" F

t

(6.20)

Al reemplazar las dimensiones bésicas de algunas variables se tiene:

W :plf(l_/Tz) _ pL(L2/1T7) _pLv?

e

(6.21)
oL oL o

Segun Merrit (1999), este nimero es importante para el estudio de las
olas, de la formacidon de gotas y burbujas y para analizar el arrastre de
aire en el agua.
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6.4.5 Numero de Euler: Eu
Este nimero se puede definir como la relacion que existe entre fuerzas
de inercia (Fi) y las fuerzas de presion, (Fp).

E, =M 6.22
" F, PA 622)

p
Si se reemplaza las dimensiones basicas de algunas variables se tiene:

_,o|_3(|_/T2)_p|_2(|_2/T2)_pV2
T PL? P

(6.23)

Este parametro es importante en el estudio del fendmeno de cavitacion.
También es util en el estudio de pérdida de presidn en accesorios ya
que, si se conoce el valor de Eu en funcion de las propiedades
geomeétricas del accesorio, es posible despejar la presion. Como p =y/g,
ademas dividiendo y multiplicando por dos, se tiene:

P 2 V?
; :E—E (6.24)

Donde el coeficiente de pérdidas de accesorios K, queda espresado
como:

K=-2
= (6.25)

u

6.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.5.1. (Streeter et al, 2000, p. 254).

Utilizando las variables Q, D, 4H/l, p, © y g como las variables
pertinentes en el flujo, en una tuberia lisa, ordenarlas en parametros
adimensionales con Q, p y 1 como las variables repetitivas.

Ejercicio 6.5.2. (Ferndndez, 2001, p. 214)
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En un canal abierto se coloca un vertedero triangular con angulo ¢ por
el que fluye el liquido represado por el vertedero. El caudal Q es una
funcién de la elevacion H de la superficie libre del liquido aguas arriba
por encima del vértice del angulo ¢, depende de la gravedad y de la
velocidad de aproximacion, Vo del liquido al vertedero. Determinar la
forma de la ecuacion para expresar el caudal.

Respuesta:

V,
=VH2.‘/ N 7
ech G )

Ejercicio 6.5.3. (Streeter et al, 2000, p. 254).

Se sabe que la variacion de presion Ap en liquidos estaticos depende del
peso especifico y y de la diferencia de elevacion Az. Mediante
razonamiento adimensional, determinar la forma de la ley hidrostatica
de variacion de la presion.

Ejercicio 6.5.4. (Fernandez, 2001, p. 211)

Un barco que tiene una longitud L, se mueve a una velocidad V, a través
de un liquido de viscosidad u, densidad p y tensién superficial o.
Encontrar por medio del analisis dimensional una expresion para la
fuerza de arrastre F del barco, la cual se compara facilmente con la
ecuacion estandar para el arrastre. Nota: Tome como variables a repetir
V, L, p.

Respuesta:
F=pV2L2f(W;R).

W= ndmero de Weber,

R = nimero de Reynolds.

Ejercicio 6.5.5. (Fernandez, 2001, p. 219)

Por una tuberia que mide 5 cm de didmetro, fluye agua a 20°C y a una
velocidad de 0,90 m/s. ;Qué velocidad sera necesaria para que una
tuberia de 15 cm de didmetro por la que fluye glicerina a 30°C sea
dinamicamente semejante a la anterior?
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Respuesta:
Vm = 63,16 m/s.

6.6 Fuerzas que acttan en los modelos

Si se quiere conocer los valores cuantitativos exactos de las fuerzas que
actian en los modelos, se debe conocer las leyes que rigen los
fendmenos. Las fuerzas que actuardn sobre el modelo deben ser
proporcionales a las fuerzas en el prototipo. Se conoce que las fuerzas
que actdan son cuatro: La fuerza de inercia, la fuerza de viscosidad,
la fuerza de gravedad y la fuerza debida a la tension superficial.

Por lo general, es muy dificil reproducir las cuatro fuerzas
simultaneamente en igual valor en el modelo y el prototipo, por lo
general se recomienda escoger solo dos fuerzas, una es la fuerza de
inercia y la otra se toma de las restantes, dependiendo del fendmeno a
ser estudiado.

6.6.1 Fuerzas de inercia sobre fuerzas de gravedad

Segln Merritt (1999), para estructuras hidraulicas como vertederos,
donde el perfil de la superficie cambia con rapidez, y en general en el
flujo a superficie libre, las dos fuerzas predominantes son la fuerza de
inercia y la fuerza de gravedad; con base en ello se debe tomar el
numero de Froude igual en el modelo que en el prototipo.

Fam = Frp (6.26)

Donde, el subindice (m) indica modelo, el subindice () indica prototipo,
Frm €s el nimero de Froude en el modelo y Frp €s el nimero de Froude
en el prototipo. Sustituyendo las variables, se tiene:

(3]
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V, V,
m || Yo (6.28)
(\/ng ] [\/Lpg ]
Teniendo en cuenta que no es posible modificar la gravedad g, para

tener una gravedad diferente en el modelo y en el prototipo, esta sera
igual en ambos sistemas. Al realizar las relaciones se obtiene:

[\\;_:J - [\/\/gj (6.29)
V) =(J) (6.30)

Donde Vi indica la relacion de velocidades y Lr la relacion de
longitudes, esto indica la escala de las variables. Si se hace el modelo a
escala geométrica de 1:2, o sea que se reduce a la mitad del tamafio, la
velocidad no se reduce a la mitad si no se reducira en la proporcion de
raiz cuadrada de L. Tomando las escalas para las demas variables se
obtiene:

Caudal: Qr.
Q =AV,=A (L) (6.31)
Q=L (JL)=rue=1" (6.32)

Tiempo: t.
t :L:: % =LV (6.33)

Fuerza: Fr.

a =y (6.34)
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Donde, Ar es la relacion de areas, L es la relacion de longitudes, Qr es
la relacion de caudales, tr es la relacion de tiempos, my es la relacion de
masas, Vr es la relacion de volimenes, ar es la relacion de aceleraciones,
s €s la relacion de pesos especificos, y pr es la relacion de densidades.

En resumen se tiene:

Escala de velocidades: V; = L2

Escala de caudal : Qr= L2
Escala de tiempo te= L2
Escala de fuerza :Fr=ma = 5L

Escala de aceleracion : ar=gr=1

6.2.2 Fuerzas de inercia sobre fuerzas de viscosidad

En el flujo en conductos a presion predominan las fuerzas de inercia y
las fuerzas de viscosidad, lo que se traduce en un nimero de Reynolds.
Igualando el namero de Reynolds en el modelo y en el prototipo, y
realizando el mismo procedimiento que para el nimero de Froude, se
tiene que:

Velocidad: V..
[\ij _ \ij (6.35)
vV Jn v o,
Vo L _ Vi 6.36)
VD Lp Vp ( .
VL =v, (6.37)
1%
V, =—+ 6.3
L (6.38)

Caudal: Qr.
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1%
Q =AV,=A — (6.39)
LI’
1%
Q=L =L (6.40)
T
Tiempo: t.
L L L
t = V_r = Vr = (6.41)
r _r Vr
LI’
Fuerza: F..
2
I:r _mrar _prvr_rzprl‘i%zprl‘fvrz _prLf‘I/__;_prVr
r _r r
(6.42)
2 2
E = p?— o [ﬂ_j _ (6.43)
Pr Pr
Presion: pr.
F o R
p, = = r2r (6.44)
AL
2
Fo_ P _
p=—r= (6.45)

TA Ty,

Aceleraciones: ar.
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Vo _vi_utl

r r
S S S o S (6.46)
S T Sy S
Energia o Trabajo: E..
L ze?
E, =FL =— (6.47)
Pr
Potencia: Pr.
p_E _ L oL w
ot o v o \p s ) plL
(6.48)
2,2 3
pofe_Love v oo (6.49)
tI’ pl’ LI’ LI’
En resumen, se tiene:
Escala de velocidad : Vi= w/L,
Escala de tiempo tr=LdVe= LA v
Escala de caudal tQr= v Lr

Escala de fuerza
Escala de fuerza
Escala de aceleracion :
Escala de Energia

Escala de Potencia

‘Fr=miar= Pr L2r Vr2: /er/pr: IDrVZr
- Pr= Fr/Ar: ,uzr/(Lerr) = prVZr/LZr

ar= Vr2/ Lr3

. Er: Lrlurzlpr
. Pr: ‘Ll3r/pr2|_r = prVgr/ Lr

Donde, z es la relacion de viscosidades dindmicas, v+ es la relacion de
viscosidades cinematicas, pr es la relacion de presiones, Py es larelacién
de potencias, y Er es la relacion de energias.

6.6.3 Fuerzas de inercia sobre fuerzas de tension superficial

En el estudio de olas, formacion de gotas y burbujas y en el arrastre de
aire en agua, predominan las fuerzas de inercia y las fuerzas de tension
superficial, lo que equivale a usar el nimero de Weber. Igualando el
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numero de Weber en el modelo y prototipo, y realizando el mismo
procedimiento que para el numero de Froude, se tiene:
Escala de velocidad:

Vi2=ail (prl) (6.50)

6.7 Ejemplos de Aplicacion

6.7.1 Flujo a presion

Ejemplo 6.3. Sotelo (2005)

Un dispositivo de investigacion se encuentra sostenido por una barra
cilindricade 0,15 m de didmetro, la cual a su vez esta sujeta a una lancha
y sumergida en aguas profundas a 15°C, donde la velocidad, por el
movimiento de la lancha, alcanza 3,0 m/s; se desea determinar la fuerza
de resistencia en la barra, (inducida por el movimiento), con un modelo
geométricamente similar el cual contiene la barra con didmetro de 0,03
m, en un tdnel de viento de presion variable donde es posible lograr
velocidades hasta de 30 m/s a una temperatura de 15°C.

Comentario: Este modelo se hace ya que medir la fuerza sobre la barra
en la realidad es muy dificil, por lo tanto se opta por mantener la barra
estatica y suministrar la fuerza de la corriente a través de flujo de aire
en un tunel de viento, que es mucho mas facil de medir. En la Figura
6-3, se muestra el diagrama conceptual del problema.

Datos del prototipo:

° Diametro de la barra: 0,15 m
° Velocidad: 3 m/s
o Temperatura: 15°C

Datos en el modelo:

) Diametro de la barra: 0,03 m
o Velocidad: 30 m/s

. Temperatura: 15°C
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Lancha

Figura 6-3.- Geometria de la lancha y el dispositivo de medicion.

Como el tinel de viento es un flujo a presion se puede usar la escala del
namero de Reynolds. Rem = Rep.

Pasos:

1- Escala del modelo: Esc = [1: Lp/Lm)] = [1: (0,25m)/( 0,03m)] = [1: 5]
=[1ab5]

2- Viscosidad dinamica del agua a 15°C. = 1,18-10" Pa-s.

3- Viscosidad dinamica del aire a 15°C. zm= 2,0-10° Pa-s.

4- Densidad del agua a 15°C. pp = 101,87 (kp-s?/m*

5- Relacion de viscosidades: ur = uml 1y = 0,016948.

6- Relacion de velocidades: Vi = Vi/Vp = (30m/s)/(3m/s) = 10.
7- Relacion de longitudes: Lr = Lw/Lp = (0,03m)/(0,15m) = 0,20.

8- Relacion de densidades: pr = ur /(Vr-Lr) = (0,016948)/(10*0,20) =
8,4745.10°3
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9- Calculo de la densidad en el modelo: pm =prpp = (8,4745*10°
$)*101,87 (kp-s?/m* = 0,8632 (kp-s?/m*.

10- Caélculo de la relacion de fuerzas: Fr = (A Ilpr =
(0,016948)%/8,4745*10 = 0,03389.

11- Fuerza en el prototipo: Fp = Fm/Fr = Fn/0,03389 = 29,5 Fn, lo que
significa que para hallar la fuerza en el prototipo sobre la barra es
necesario multiplicar por 29,5 veces la fuerza medida en el modelo.

6.7.2 Flujo a superficie libre

Ejemplo 6.4. Sotelo (2005).

Determinar las escalas de velocidad, de caudal y fuerzas, para un
modelo construido a escala 1:100, de un vertedero de excesos, que
evacua un caudal de 100.000 m?s. Se usara agua como fluido en el
modelo y en el prototipo.

Como el vertedero es una estructura hidraulica a flujo libre, se utiliza la
modelacion con el nimero de Froude, Fr. El diagrama conceptual se
muestra en la Figura 6-4.

Figura 6-4.- Geometria del vertedero.

Datos del prototipo:
. Caudal evacuado: 100.000m?/s
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Pasos:
1- Escala del modelo: Esc =1 : 100

2- Escala de velocidades: V= L/*2 = (1/100)*2 = 0,10.
3- Escala de caudales: Q; = L2 = (1/100)%2 = 10
4- Escala de densidades: pr = pp = 1.

5- Célculo de relacion de fuerzas: Fr= %#L% = 1(1/100)% = 10

6- Fuerza en el prototipo: Fp= Fn/Fr= Fn/10°= 10° Fyy, lo que significa
que para hallar la fuerza en el prototipo es necesario multiplicar por un
millén de veces la fuerza medida en el modelo.

7- Velocidad en el prototipo: Vp = Vm/Vr = 10 Vi, quiere decir que para
hallar la velocidad en el prototipo es necesario multiplicar por 10 veces
la velocidad medida en el modelo.

8- Caudal en el modelo: Qm= QyQr = 10°Qp = 10°*100000 m?/s = 1
m3/s.

6.8 Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.8.1. (Sotelo, 2005).

El flujo de agua en un tubo de 19 mm de diametro se vuelve turbulento
a la velocidad de 0,116 m/s. Determinar la velocidad maxima para la
cual el flujo de aire seria laminar en un tubo de 38 mm de didmetro, de
construccién similar. Considerar 10°C para el agua y 20°C para el aire.

Ejercicio 6.8.2. (Sotelo, 2005).

Una pila rectangular de un puente sobre un rio tiene un espesor de 1,20
m, 3,65 m de ancho para un tirante medio en el rio de 2,75 m. Un
modelo a escala 1:16 se ha probado con una velocidad de 0,76 m/s,
obteniéndose una fuerza que actua sobre la pila de 0,409 kg.

a) Determinar los valores correspondientes a la velocidad y fuerza en el
prototipo
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b) En el modelo se observé una onda estacionaria de 4,9 cm de altura al
frente de la pila y se desea conocer la altura que tendra en el prototipo

c) De acuerdo con la definicion de coeficiente de arrastre: CD =
D/(%pvo®d) determinar el mismo para la pila en el modelo y el prototipo

Ejercicio 6.8.3. (Streeter et al., 2000, p. 257).

Se desea probar un modelo a escala 1:5 de un sistema de tuberias de una
estacion de bombeo de agua para determinar las pérdidas de cabeza. Se
encuentra disponible aire a 25°C y 1 atm. Para una velocidad del
prototipo de 500 mm/s en una seccién de 4 m de diametro con agua a
I5°C, determinar la velocidad y la cantidad de aire necesarias, y como
se convertirian las pérdidas determinadas en el modelo a pérdidas en el
prototipo.

Ejercicio 6.8.4. (Streeter et al., 2000, p. 257).

Se van a hacer pruebas a escala completa en un tanel de viento para la
sustentacion y el arrastre sobre los hidropatines de un barco. El barco
viajard a 55 km/h a través de agua a 15°C. ;Qué velocidad de aire (p =
200 kPa abs y T = 32°C) se requiere para determinar la sustentacion y
el arrastre? Nota: El coeficiente de sustentacion e, es adimensional.
Sustentacion = Ci4pV?/2.



7. Capitulo 7: Introduccion al flujo real

7.1 Generalidades

En el presente capitulo se analizan las consideraciones tedricas sobre el
flujo real o con viscosidad, o flujo de fluido viscoso; para ello se toman
como base varios textos conocidos, como Nakayama et al. (1998), Dayli
y Harleman (1975), Franzini y Finnemore (1999), Smits (2019),
Shames (1995), Cengel y Cimbala (2006), Bergada (2015).

En términos generales, se puede afirmar que todo fluido es viscoso, sin
embargo, si se observa que el efecto de la viscosidad es muy pequefio, el flujo
se puede tratar como un flujo ideal; de lo contrario siempre se trata como
fluido viscoso (Nakayama et al., 1998). Para su estudio es necesario solucionar
simultaneamente la ecuacién de conservacion de la masa y las ecuaciones de
Navier—Stokes. Estas ecuaciones, también Ilamadas de conservacion del
momento o segunda ley de Newton, son ecuaciones diferenciales no lineales
de segundo orden, que no tienen una solucién analitica general tridimensional,
y las soluciones que se han desarrollado corresponden a casos particulares
(Mott y Untener, 2015), (Franzini y Finnemore, 1999).

7.2 Ecuacion de conservacion de la masa

Recordando el procedimiento seguido en el Capitulo Cinco de este
texto, la ecuacion de conservacion de la masa, se obtiene de la forma
expuesta a continuacion, complementando con lo expresado por
Nakayama et al. (1998). Segun la Figura 7-1, se hace el planteamiento
matematico para la derivacion de la ecuacion diferencial de
continuidad, partiendo de un volumen de control de tamafio
infinitesimal. Las velocidades en las direcciones X, y, Y z, SON Vx,Vy Y Vz,
respectivamente.
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dx
opv opv
(pvu- BEDY s, (et B9
- dz
z
OL> X

Figura 7-1.- Esquema del volumen infinitesimal para la derivacion de la
ecuacion de continuidad. Fuente: Adaptada de (Sotelo, 2005, p. 115)

Con base en el principio de conservacion de la masa, que segun
Sotelo (2005) dice:

La cantidad de masa que A la rapidez de variacion
atraviesa la superficie de _ de la masa contenida en
frontera del volumen en el volumen

la unidad de tiempo

o La primera parte del principio de continuidad esta dado
como:

La funcion pv, se incrementa y decrementa en la misma cantidad, al
pasar las caras del elemento, en el eje x, como:

Opv, dx (7.1)
ox 2

Al sumar y restar, se tiene la cantidad neta de masa que atraviesa
dichas caras:

(pvx+ag: Bia, ~(pv 82‘: )4, (a’;‘(’ jd xdA, (72)
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Donde dAx= dzdy y p es la densidad. Si se realiza el mismo anélisis
para las otras dos dimensiones (y,z) se tiene:

(pv, + %d?y)amy ~(pv, —%d?y)dAy = [%jdydAy (7.3)
(pv, + ag;’z d—zz)dAZ —(pv, - ag;’z %)dAZ - (%)dxdfg (7.4)
Donde dAy = dx-dz, y dA; = dx-dy.
o La segunda parte del principio de continuidad se expresa
como:
om _ o(,pdV) _ O(pdxdydz) (7.5)
ot ot ot
Siendo m lamasay V es el volumen.
o Igualando las ecuaciones segun el principio de continuidad, se

obtiene la ecuacién diferencial de continuidad.

P
Y\ axda, +| LY \ayaa +| 2% \axaa + pxdz) _
Ox oy 7 Ox ot

(7.6)

Como todos los términos estdn multiplicado por el diferencial de
volumen dV = dx-dy-dz, se simplifica de la siguiente manera:

0
Opv, N PV, N opv, +6_p:0
ox oy oz ot

7.7)

En forma vectorial se expresa como:

V(pv)+‘2—‘t’:o (7.8)
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. op
div(pv)+—=0 7.9
vipv) ot (7.9)

Esta es la ecuacion diferencial de continuidad valida para un punto p
cualquiera y cualquier tipo de flujo, sea permanente, no permanente,
compresible o incompresible. Para flujo permanente e incompresible,
dicha ecuacion se reduce a V-V =0, lo que indica que la divergencia del
vector velocidad es cero (Nifio y Duarte, 2007).

Para un sistema bidimensional en (x, y), la ecuacion de conservacion de
la masa es dada como:

5_p+5(/0vx)+a(/"’y)=0 (7.10)
ot ox oy

En caso de flujo permanente, el término Z_pzo, y la ecuacion de
t

continuidad se simplifica de la siguiente manera:

o(pv.)  apv,) _, (7.12)
10 oy

Para flujo incompresible, la densidad es constante, por lo tanto, se tiene:

Xy Yo (7.12)

Esta ecuacion es aplicable tanto para flujo permanente como no
permanente.

7.3 Ecuacion de conservacion de Navier-Stokes

Para facilitar la comprension de la deduccion, se considera un
rectangulo de fluido en un espacio bidimensional (x, y) de dimensiones
dx, dy y espesor e, como se muestra en la



Capitulo 7: Introduccion al Flujo Real 451

Figura 7-2 y para un fluido incompresible, donde se puede identificar
que las fuerzas actuantes sobre el elemento son F(Fx, Fy).

| | y
ov op
V+Wdy p+Wdy r+%dy
-7
T % E! T % F) = S/
u g ’ /
%J I R = ) T > Tr+%dx
) ) -]
L ‘ v A
L & \ L df \ L o &
0 =Xy =X 9 =X
(@) (b) ©

Figura 7-2.- Balance de fuerzas sobre un elemento de fluido: (a) velocidad;
(b) presion; (c) deformacidon angular. Fuente: Adaptada de (Nakayama et al.,
1998, p. 84).

Las cuales corresponden a la fuerza inercial dada como el producto de

la masa por la aceleracién, F = m-a. Reemplazando valores en cada
direccion se tiene:

dv,
FX—(,OV)( 7 j (7.13)
Fyz(pV){CZ/tyJ (7.14)

Donde el volumen V = dx-dy e.

El cambio de las velocidades con respecto al tiempo, es expresado de la
siguiente manera:

dv, =P g+ Ve gy Py (7.15)
ot ox oy

Al dividir por dt, se tiene:
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X X X

dv, v dt v dx v dy v, ., V., V (7.16)
dt otdt oxdt oydt ot ox oy

Para la direccion y,

dv, v, dt Y, dx Y dy &, ¥, P,
dt otdt oxdt oydt ot “ox oy

(7.17)
Substituyendo, en las ecuaciones de fuerzas, se tiene:

ov ov ov

Fx =(pdxdye Lty —X 4y —=

(o y)(at o yayJ
(7.18)

Fy = ( pdxdye) ov, ov, ov,

= xaye +vVv +Vv

YEWREE 5 T T ey

(7.19)

Esta fuerzas de inercia son equilibradas con las fuerzas de cuerpo Fg(Bx,
By), de presion Fp(Px, Py) y viscosas Fs(Syx, Sy), 1o que corresponde a la
segunda ley de Newton.

ov ov ov
dxdye X4y X4y —X|=B +P +S
(p y)[at o yayJ L +P £S5,
(7.20)
(pdxd )avy+ 8vy+ v, B +P +S
xdye v v =
paxey ot “ox Yoy ooy
(7.21)

Segln Dayli y Harleman (1795), “Aunque las ecuaciones de Navier-
Stokes no pueden resolverse rapida y facilmente en su forma general,
son sin embargo de gran valor en muchos problemas de flujos viscosos,



Capitulo 7: Introduccion al Flujo Real 453

en los cuales ciertos términos son nulos o despreciables” (Dayli y
Harleman, 1975, p. 138).

7.3.1 Fuerzas de cuerpo Fg(Bx,By)

Estas fuerzas de cuerpo corresponden a la fuerza de gravedad, fuerza
centrifuga, fuerza electromagnética, etc., y actian directamente a traves
de la masa. Si se coloca como Ay B a tales fuerzas en las componentes
(X, y), respectivamente; se obtiene:

B = Apedxdy (7.22)
B, = Bpedxdy (7.23)

Si se establece una fuerza gravitacional A=0,y B = -g.

7.3.2 Fuerzas de presion Fp(Px,Py)

Estas fuerzas de presion, se obtienen realizando la sumatoria de fuerzas
en las caras del elemento diferencial, en cada eje, tal como se indicé en
la

Figura 7-2b:

P =pedy—|p+ 8—pdx edy = —a—pedxdy (7.24)
ox ox

Realizando el mismo procedimiento para eje y, se obtiene:

ap
P=-—

edxdy (7.25)
y

7.3.3 Fuerzas viscosas Fs(Sx,Sy)

Estas fuerzas de viscosidad, son producidas por la deformacion angular
que sufre el fluido, tal y como se indicé en la
Figura 7-2c.
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1. Fuerza en la direccidn x, debido a la deformacién angular, Sxi.

Colocando la deformacion del elemento de fluido como y = 1+, el
correspondiente esfuerzo cortante es expresado como:

67/
(4 ,Ll ( )

9y es la deformacion por unidad de tiempo. Este esfuerzo se relaciona
ot

con las velocidades en cada eje.

Q:ﬂ 871+a7/2 _y an+aVy (7.27)
ot ot ot gy ox

Para la fuerza Sx1, se tiene:

y v : :
Su :%edxdy:,u d sz +—= |edxdy = u 0 VZX _a_vzx edxdy
y dy° oxdy - ox

(7.28)

2. Fuerza en la direccion x debido a la transformacion de elongacion,
Sx2.

(Nakayama, 1998, p. 84) demuestra que esta fuerza se puede expresar
de la siguiente manera:

v,
SXZ = zlu aXZ

edxdy (7.29)

3. Fuerza en la direccion x debido a Sx1.y Sxe.

o*v. 0% o*v
X — X ledxdy +2 X
oyt ox* J P

S, =5,+S,= ,u{ edxdy

(7.30)
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s s
S, :y( 8:2* + 8;2)( jedxdy (7.31)

Con el mismo razonamiento, se obtiene Sy.

o, o
S, =,u[ I+ Zy]edxdy (7.32)
X~ oy

Sustituyendo estas fuerzas, en las ecuaciones (7.20) y (7.21), se tiene:

2 2

) = Apedxdy — %edxdy + ,u(%:zx + %;ZX ]edxdy

(7.33)

ov, ov, ov,
+v +v
ot “oax oy

(pdxdye)(

2 2

V)’ VY
+ edxd
oy’ Y

ox*

Codsaye)| 224, 22 v |- B pedvdy - Pedxdy + |
xaye) —+v, —+V — |= eaxay ——edx
plxdye) 2 v, v, o |=Bpedsdy — Ceddy +

(7.34)

Si se divide por el volumen del elemento diferencial (edxdy), se obtiene:

(7.35)

Tal como lo expresa White (2004), “estas son las ecuaciones de Navier-
Stokes para flujos incompresibles, llamadas asi en honor a C. L. M. H.
Navier (1785-1836) y sir George G. Stokes (1819-1903), que fueron los
primeros en deducirlas. Son ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales no lineales de segundo orden, y resultan bastante
impresionantes”.
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Estas ecuaciones involucran el campo de velocidades y de presiones,
que si se extienden a 3D, estas tres ecuaciones junto con la de
continuidad, forman un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas (Vx,Vy,Vz, p). Recuérdese que cada término tiene unidades de
fuerza por unidad de volumen. Pero este sistema no lineal de ecuaciones
no tiene solucion analitica para todo flujo en un espacio 3D. Sélo tienen
soluciéon para fendmenos especificos, donde se puede suponer la
eliminacion de ciertos términos de la ecuacion. El ejemplo clésico en el
que se solucionan estas ecuaciones es el de un fluido moviéndose entre
dos placas planas, en flujo laminar.

7.4 Aplicacion de las Ecuaciones de Navier -Stokes

7.4.1 Flujo laminar entre dos placas planas

Este caso es tratado en varios textos de Mecanica de Fluidos, aqui se
presenta el desarrollo basado en Munson et al. (1990, p. 309),
Nakayama et al. (1998, p. 88), Cengel y Cimbala (2006, p. 426) y
Bergada (2015, p. 163).

Se estudia el flujo de un fluido viscoso entre dos placas paralelas como
se muestra en la Figura 7-3, donde el flujo justamente acaba de pasar
la longitud de entrada.

>
Y T
=
Umax
=
y u
— » X e

0

Figura 7-3.- Flujo laminar entre placas planas paralelas. Fuente: Adaptada
de (Nakayama et al., 1998, p. 89).
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Para la solucion se hacen las siguientes simplificaciones:

1. La velocidad solamente existe en la direccion X, dejando vx.

2. Se considera flujo permanente, por tal motivo vx no cambia con el
tiempo (ovi/ot = 0).

3. No existen fuerzas de cuerpo, por lo tanto Ap = 0.

4. Se considera flujo uniforme, por ello vx no cambia con el espacio
(Ovxlox = 0) y (6%vx/Ox 2 =0)

5. Dado que vy =0, la ecuacion inferior de (7.35) simplifica la expresion
de la variacion de la presion hidrostética y no tiene influencia en la
direccion x.

Por lo anterior, la primera ecuacion de (7.35), se simplifica de la

siguiente manera:
2
OX oy

Término de S (7.36)
presion Término
Viscoso

Por otro lado, se considera el equilibrio de fuerzas que acttan sobre las
caras respectivas de un volumen pequefio supuesto (dx, dy) (de ancho
unitario) en un fluido, tal como se muestra en la Figura 7-4.

y
oy
i
0
Zp—- < p+ gh dx
T
. dx
0 = X

Figura 7-4.- Fuerzas que acttan sobre un pequefio volumen entre placas
paralelas. Fuente: Adaptada de Nakayama et al. (1998, p. 89).
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Dado que no hay cambio de momento entre las dos caras, la siguiente
ecuacion es obtenida:

pdy—(p+ @dx)dy —-1dx +(7 -I-Qdy)dx =0 (7.37)
dx dy

Por lo tanto, se obtiene la relacion entre la presion y el esfuerzo cortante.

b & (7.38)
dx dy '
La definicion de esfuerzo viscoso, dada como:
dv
T=pu— (7.39)
dy
Ademas, de la ecuacion (7.35), se obtiene:
dv. d
p—x =P (7.40)
dy* dx

Al integrar la ecuacion anterior dos veces alrededor de y, la siguiente
ecuacion es obtenida para vy:

v, :i@yz+Cly+C2 (7.41)
24 dx

Por condiciones de frontera, cuandoy =0y y = h, vx= 0, obteniéndose
el valor de las constantes de integracion.

14

0=—"P(0P +C,(0)+C,=C,=0 (7.42)
24 dx

O:i@h2+clh+03c‘1 :—id—ph (7.43)
24 dx 24 dx
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Sustituyendo, se tiene:

1dp , 1 dp
=—-F ——h 7.44
& Z,udxy +( 2 dx jy (7.44)
1 dpr ,
Ve=——|y ~h 7.45
=% bl (7.45)

El valor de dp/dx, se considera como la variacion de la presion con
respecto a la longitud de la placa L, se puede expresar como dp/dx=
AplL:

v, =i%[3’2 —h)’] (7.46)

De este modo se obtuvo una ecuacion para la velocidad en x, en funcién
de la geometria de la placa y la variacion de presion, a partir de la
solucion de la ecuacion de Navier-Stokes simplificada, para este caso
especifico de flujo entre dos placas planas paralelas.

Una vez conocida la velocidad en cualquier punto, se puede conocer los
valores de velocidad media Vm, caudal Q, velocidad méxima Vmax y
esfuerzo cortante viscoso .

h
v :lfvxdy:_iﬂh (7.47)
A) 124 L
h
0=[v.d _ L Apgs (7.48)
) 124 L
__ 1A, (7.49)

max 8/1 L
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dv 1Ap
r=p—~=—=="C(h-2 7.50
2  (1=2y) (7.50)

De este modo, se demuestra la solucion de la ecuacion de Navier-
Stokes, para un caso especifico de flujo real o viscoso.

7.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.5.1. (Nakayama, 1998, p. 92), (Munson et al., 1990, p. 314)
Encontrar una ecuacion para el caudal en un tubo circular con flujo
laminar, a partir de la solucion de las ecuaciones de Navier-Stokes, en
funcion del diametro D, la viscosidad dinamica g, la diferencia de
presion Ap y la longitud del tubo L. tomar como base el planteamiento
gréafico de la Figura 7-5.

> I
r V T
o
- v Uma A
0
u
> Y

Figura 7-5.- Flujo laminar en un tubo circular. Adaptada de (Nakayama,
1998, p. 92).

Ejercicio 7.5.2. (Bergada, 2015, p. 360).

Analice el Flujo de Rayleich, que sucede cuando una placa plana
inmersa en un fluido, que partiendo del reposo se acelera hasta alcanzar
una velocidad U. Se quiere estudiar el movimiento temporal del fluido
en funcion de la distancia a la placa, como se muestra en la Figura 7-6.
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u(t)
Figura 7-6.- Movimiento de una placa dentro de un fluido. Fuente:
Adaptada de ((Bergada, 2015, p. 361).
Considere las siguientes hipotesis de trabajo:

* Movimiento unidireccional.

* Fluido en reposo.

» La placa esta inicialmente a velocidad cero y se acelera hasta alcanzar
una velocidad constante U.

* Fluido incompresible.

* Flujo unidireccional av, =0
dx

* Régimen transitorio szx #0
t

* Gradiente de presion reducida entre extremos de la placa, inexistente
dp*
dx

=0. Con p* = p+pgh.

Respuesta:
Llamando v*= w/U, v*= {1 —erf(gﬂv *(0)

Recuérdese que erf es la funcion estadistica de error, n es una variable
de semejanza interna o también llamada constante caracteristica del
flujo.

Ejercicio 7.5.3. Adaptado de (White, 2004, p. 228).

Tome el campo de velocidades dado como u = ¢(x? —y?), v = —2cxy, W
= 0y determine bajo que condiciones es una solucidn de las ecuaciones
de Navier-Stokes. Suponga que se dan dichas condiciones y determine
la distribucion de presiones resultante cuando z se mide «hacia arriba»

(9x=0,0y=0, g. =-0).
Ejercicio 7.5.4.
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Si z es vertical, positiva hacia arriba, demostrar ¢en qué condiciones
deben cumplir las constantes k y m para que el campo de velocidades u
= ky, v=mx, w = 0 sea una solucién exacta de las ecuaciones del
movimiento (continuidad y Navier-Stokes) de un fluido incompresible?
Respuesta:

La ecuacién de continuidad se cumple para cualquier k' y m. EI campo
de velocidades dado es una solucidn exacta y es independiente de los
valores de k' y m.
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El presente texto surge con la vocacion de ser una herramienta con suficientes
argumentos tedricos, conceptuales y practicos para la formacion de ingenieros
en el drea de la Mecanica de Fluidos. Su contenido es el resultado, tanto de
muchos afos de experiencia de sus autores en el estudio, la docencia y la
investigacion de los fluidos, como de recopilacion de la ensefanza de
ingenieros de mayor trayectoria que fueron profesores de los autores durante
sus estudios de pregrado y en los diversos niveles de postgrado. Ademas, se ha
respaldado en el conocimiento obtenido de la innumerable bibliografia
existente en la actualidad sobre el ambito de la Mecénica de Fluidos.

El contenido esta orientado hacia la formacién de estudiantes de pregrado en
ingenieria, pero también como libro de consulta para profesionales y como
texto didactico para los docentes. Asi, este libro comprende los conceptos
basicos de Mecdnica de Fluidos, que generalmente se abordan en los
contenidos programaticos en los diversos programas de ingenieria a nivel de
pregrado.

No obstante, su texto ha sido redactado de tal manera que no solo pueda ser
entendido facilmente por los estudiantes, sino también por otros lectores con
poco conocimiento en el tema; con su publicacién los autores pretenden
ofrecer a través de la Editorial de la Universidad de Narifio un documento de
muy buena calidad a un bajo precio, para que pueda ser adquirido por los
estudiosos de los fluidos.

Como guia para el ingeniero-docente, el libro se ha dividido en siete capitulos,
dentro de los cuales se encontrard un total de veintitrés tematicas, cada una de
ellas finalizada con una seccion de ejercicios propuestos, equivalente a una
clase de aproximadamente dos horas, ello con el fin de proporcionar una
herramienta diddctica tanto para estudiantes como para profesores.
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