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Resumen

Las soluciones multisolitonicas de la ecuación vectorial no lineal de Schrödinger (ecuación
vectorial NLS) juegan un papel muy importante en la descripción de feńomenos f́ısicos no
lineales.

En este trabajo se obtiene la solución multisolitonica de la ecuación vectorial NLS en for-
ma anaĺıtica aplicando el ḿetodo de dispersión inversa de los esquemas ZS. Este tipo de
soluciones describen la propagación e interaccíon de N solitones.
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Abstract

Multi-soliton solutions of the vector nonlinear Schrödinger equation (vector NLS equation)
play a important role in phenomena description of nonlinear physics.

In this work the multi-soliton solution of the vector NLS equation is derived in analytic form
using the inverse scattering method of ZS schemes. Solutions describe N soliton dynamics.
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Introducci ón

Desde un punto de vista matemático el terminosoliton hace referencia a un tipo de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales que describen simultáneamente feńomenos dispersivos y
no lineales. Las soluciones solitonicas son pulsos localizados que surgen cuando se compen-
san efectos dispersivos y no lineales. Los solitones se pueden propagar grandes distancias
sin experimentar una distorsión significativa. Durante lośultimos 30 ãnos se han encontrado
solitones en campos tan diversos como la fisica de partı́culas, bioloǵıa molecular, mećanica
cuántica, meteoroloǵıa, oceańografa, astrof́ısica, cosmoloǵıa entre otros [3], [4].

Uno de los campos ḿas activos de investigación en solitones se presenta en el estudio de
solitonesópticos, donde la meta es usar este tipo de pulsos como portadores de ”bits”de in-
formacíon en fibraśopticas.
Una sẽnal de informacíon contiene componentes en un amplio rango de frecuencias. Debido
a que la velocidad de propagación de cada componente es dependiente de la frecuencia, las
sẽnales transmitidas sufren una dispersión. Desde la aparición de las fibraśopticas se ha bus-
cado la forma de evitar estos efectos dispersivos que limitan la eficiencia de sistemas de co-
municacíon óptica. En un intento por resolver esta dificultad, Akira Hasegawa y Fred Tapper
proponen en 1973 que unı́ndice de refracción dependiente de la intensidad de luz puede ser
utilizado para compensar la dispersión. En esencia la luz tiende a concentrarse en regiones de
mayorı́ndice de refracción. De esta manera en un material no lineal los efectos dispersivos y
de no linealidad se pueden compensar produciendo un pulso que se propaga en forma estable.

En mediośopticos con no linealidad débil, los solitones surgen como pulsos localizados que
evolucionan mediante una compensación entre los efectos producidos por unı́ndice de re-
fracción dependiente de la intensidad de luz y la dispersión del pulso (en el caso de solitones
temporales) o la difracción del mismo (en el caso de solitones espaciales). En estos medios
la ecuacíon vectorial no lineal de Schrödinger (ecuación vectorial NLS)

iqjt + χqjxx + 2µqj

M∑
l=1

|ql|2 = 0 j = 1, 2, ..,M,

describe adecuadamente la evolución del pulso de luz en una fibraóptica no lineal.

La solucíon de la ecuación vectorial NLS puede deducirse en forma analı́tica por medio de
un método de transformada de dispersión inversa [3], [10]. Debido a que las expresiones re-
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sultantes son excesivamente complicadas, se prefiere un análisis de la ecuación por ḿetodos
numéricos [4], [7].

Teniendo en cuenta la importancia de los solitones enóptica no lineal, resulta importante
investigar las soluciones solitonicas en forma analı́tica. Esto contribuye al desarrollo de la
teoŕıa y al entendimiento de los solitones y sus interacciones.
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Objetivos

Objetivos Generales

Obtener la solución multisolitonica de la ecuación vectorial NLS en forma analı́tica utilizando
el método de esquemas ZS.

Objetivos Espećıficos

A partir de la formulacíon de esquemas ZS para la ecuación vectorial NLS obtener la solu-
ción multisolitonica para el caso de solitones oscuros y brillantes.

Para la solucíon con solitones brillantes se estudian los siguientes casos particulares:

Solucíon de la ecuación unidimensional no lineal de Schrödinger.

Solucíon de la ecuación vectorial NLS para medios isótropos.

Solucíon con dos solitones de la ecuación acoplada no lineal de Schrödinger de tipo
Manakov

Forma asint́otica de las soluciones.

Interaccíon entre solitones solución de los casos anteriores
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Caṕıtulo 1

Esquemas ZS

En 1974 Zakharov & Shabat publicaron un método general que permite establecer la transfor-
mada de dispersión inversa para diversas ecuaciones relacionadas con la teorı́a de solitones.
Este formalismo es denominado esquemas ZS.

En este capitulo se da una descripción general del ḿetodo de esquemas ZS con el fin de
presentar definiciones y notación útiles en el desarrollo de los capı́tulos posteriores [3].
Con el fin de estudiar ecuaciones de evolución no lineal el ḿetodo de esquemas ZS introduce
operadores integrales y diferenciales que satisfacen ciertas relaciones de conmutación. A
continuacíon se describen este tipo de operadores

1.1. Operadores Integrales

SeanF (x, z), K+(x, z), K−(x, z) matrices de ordenN ×N , con

K+(x, z) = 0 si z < x, (1.1)

K−(x, z) = 0 si z > x, (1.2)

y seaψ(x) un vector de ordenN .

Los operadores integralesJF , J+, J− que act́uan sobreψ se encuentran definidos por

JF [ψ] =

∫ ∞

−∞
F (x, z)ψ(z)dz, (1.3)

para todos losψ donde la integral definida converge. En forma similar

J±[ψ] =

∫ ∞

−∞
K±(x, z)ψ(z)dz. (1.4)

En consecuencia

J+ =

∫ ∞

x

dzK+(x, z) y J− =

∫ x

−∞
dzK−(x, z).
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Estos operadores se relacionan por medio de la expresión

(I + J+)(I + JF ) = I + J−, (1.5)

dondeI es una matriz unitaria de ordenN × N . Asumiendo queI + J+ es invertible se
obtiene

I + JF = (I + J+)−1(I + J−),

como consecuencia el operadorI + JF es factorizable.

La identidad (1.5) sobreψ puede ser escrita como∫ ∞

x

K+(x, z)ψ(z)dz +

∫ ∞

−∞
F (x, z)ψ(z)dz

+

∫ ∞

x

K+(x, z)

(∫ ∞

−∞
F (z, y)ψ(y)dy

)
dz =

∫ x

−∞
K−(x, z)ψ(z)dz. (1.6)

Si se opera cuandoz > x, el lado derecho de esta expresión es nulo. Adeḿas, la integral
doble puede ser expresada como∫ ∞

−∞

∫ ∞

x

K+(x, y)F (y, z)ψ(z)dydz

y la ecuacíon (1.6) se convierte en∫ ∞

−∞

[
K+(x, z) + F (x, z) +

∫ ∞

x

K+(x, y)F (y, z)dy

]
ψ(z)dz = 0.

para cualquierψ(z) este resultado requiere

K+(x, z) + F (x, z) +

∫ ∞

x

K+(x, y)F (y, z)dy = 0 paraz > x. (1.7)

La expresíon (1.7) es la ecuación de Marchenko para la matrizK+(x, z). En forma similar si
se consideraz < x en la ecuacíon (1.6), se puede establecer

K−(x, z) = F (x, z) +

∫ ∞

x

K+(x, y)F (y, z)dy paraz < x. (1.8)

Esta relacíon defineK− en t́erminos deK+ y F .

1.2. Operadores Diferenciales

En esta sección se amplı́an las definiciones de los operadoresF , K+, K− y del vectorψ de
tal manera que puedan depender de dos parámetros auxiliarest, y. La evolucíon deF con
respecto a estos parámetros se relaciona con ecuaciones diferenciales no lineales que pueden
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ser tratadas por el ḿetodo de los esquemas ZS.

Se define un operador matricial diferencial∆0 de ordenN × N que act́ua sobreψ(x; t).
∆0 conmuta con el operador integralJF , como consecuencia

[∆0, JF ] = ∆0JF − JF ∆0 = 0. (1.9)

CuandoJF ∆0 actua sobreψ(x; t), el operadorJF se aplica al vector∆0ψ(x; t) evaluado en
x = z.
El operador diferencial∆, asociado a∆0, se define por medio de la identidad

∆(I + J+) = (I + J+)∆0. (1.10)

Antes de continuar con el desarrollo general del metodo, se considera un caso particular de
operador∆0 que sera util en el siguiente capitulo. Sea

∆0 = I

(
α
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
,

dondeI es una matriz unitaria de ordenN ×N y α es un escalar constante. Aplicando (1.9)
sobreψ(x; t) se obtiene(

α
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)∫ ∞

−∞
F (x, z; t)ψ(z; t)dz −

∫ ∞

−∞
F (x, z; t)

(
α
∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ(z; t)dz = 0.

(1.11)
Siψ es dos veces diferenciable yψ, ψz → 0 cuando|z| → ∞, integrando por partes se puede
mostrar que ∫ ∞

−∞
Fψzzdz =

∫ ∞

−∞
Fzzψdz,

y la ecuacíon (1.11) se escribe como∫ ∞

−∞
(αFt − Fxx + Fzz)ψdz = 0.

Este resultado, obtenido a partir de la relacion de conmutacion (1.9), es validoúnicamente si
la matrizF (x, z; t) satisface la ecuacion diferencial

αFt + Fzz − Fxx = 0. (1.12)

El operador asociado∆ es obtenido aplicando (1.10) aψ(x; t), esto es

∆

{
ψ(x; t) +

∫ ∞

x

K+(x, z; t)ψ(z; t)dz

}
= αψt − ψxx +

∫ ∞

x

K+(x, z; t)

(
α
∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ(z; t)dz. (1.13)
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Integrando por partes y asumiendo queK+, K+z → 0 cuandoz → +∞ se encuentra∫ ∞

x

K+ψzzdz = −K̂+ψx + K̂+zψ +

∫ ∞

x

K+zzψdz,

dondeK̂+ = K+(x, x; t). Tomando∆ = ∆0 + ∆1, (1.13) se puede escribir como

∆1

(
ψ +

∫ ∞

x

K+ψdz

)
+ α

∫ ∞

x

(K+tψ +K+ψt)dz + ψ
d

dx
K̂+

+ K̂+ψx + K̂+xψ −
∫ ∞

x

K+xxψdz

= α

∫ ∞

x

K+ψtdz + K̂+ψx − K̂+zψ −
∫ ∞

x

K+zzψdz

o (
∆1 + 2

d

dx
K̂+

)
ψ + ∆1

∫ ∞

x

K+ψdz +

∫ ∞

x

(αK+t −K+xx +K+zz)ψdz = 0,

en esta expresión dK̂+/dx = K̂+x + K̂+z denota la derivada total enx. Si esta ecuación es
valida para todoψ continuo, entonces

∆1 = −2
d

dx
K̂+ = −2(K̂+x + K̂+z), (1.14)

y K+(x, z; t) satisface
αK+t +K+zz −K+xx + ∆1K+ = 0. (1.15)

De vuelta al desarrollo principal, se describe un paso importante en el método de los es-
quemas ZS. Se introducendospares de operadores∆0 y ∆. Por lo general se elige

∆
(1)
0 = Iα

∂

∂t
−M0; ∆

(2)
0 = Iβ

∂

∂y
+ L0,

∆(1) = Iα
∂

∂t
−M ; ∆(2) = Iβ

∂

∂y
+ L,

(1.16)

dondeα y β son constantes,M0, L0,M yL son operadores diferenciales enx. Los operadores
M0 y L0 est́an formados por coeficientes constantes de tal manera que∆

(1)
0 , ∆

(2)
0 conmutan.

Además, cada∆(1)
0 y ∆

(2)
0 conmuta con el operadorJF , esto es

[∆
(1)
0 , JF ] = 0 y [∆

(2)
0 , JF ] = 0. (1.17)

Los operadores∆(i) se definen seǵun lo establecido en la expresión (1.10)

∆(i)(I + J+) = (I + J+)∆
(i)
0 , i = 1, 2. (1.18)
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A partir de las definiciones anteriores, resulta conveniente examinar el operador

P = ∆(1)∆(2)(I + J+)−∆(2)∆(1)(I + J+). (1.19)

Aplicando la definicion (1.18) se obtiene

P = ∆(1)(I + J+)∆
(2)
0 −∆(2)(I + J+)∆

(1)
0

= (I + J+)∆
(1)
0 ∆

(2)
0 − (I + J+)∆

(2)
0 ∆

(1)
0

= (I + J+)[∆
(1)
0 ,∆

(2)
0 ].

Como∆
(1)
0 y ∆

(2)
0 conmutan,entonces

P = [∆(1),∆(2)](I + J+) = 0.

Ya queI + JF es invertible, se obtiene

[∆(1),∆(2)] = 0. (1.20)

Al introducir en (1.20) los operadores definidos en (1.16), se establece(
Iα

∂

∂t
−M

)(
Iβ

∂

∂y
+ L

)
−
(
Iβ

∂

∂y
+ L

)(
Iα

∂

∂t
−M

)
= 0.

Esta expresión se simplifica a

α
∂L

∂t
+ β

∂M

∂y
+ [L,M ] = 0. (1.21)

La ecuacíon (1.21) es una relación matricial que define un sistema de ecuaciones de evolu-
ción no lineal que pueden ser resueltas por el método de los esquemas ZS.

Los coeficientes variables que forman parte de los operadoresL y M constituyen las fun-
ciones del sistema de ecuaciones de evolución. Estas funciones son conocidas en términos de
K+ (mediante una expresión similar a (1.14)), dondeK+ es una solución de la ecuación inte-
gral lineal (1.7). En esta ecuación integral se requiere el operadorF que se obtiene a partir de
un par de ecuaciones (mediante expresiones similares a (1.12)) definidas por las condiciones
de conmutacíon (1.17).
El siguiente capitulo describe un caso particular en el cual (1.21) permite obtener la ecuación
vectorial NLS. Estos resultados permitirán en el capitulo tres encontrar la solución multisoli-
tonica de esta ecuación.
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Caṕıtulo 2

Esquemas ZS para la ecuación
vectorial NLS

En este capitulo se aplica el método de los esquemas ZS al estudio de la ecuación vectorial no
lineal de Schr̈odinger. Mediante una elección apropiada de los operadores introducidos en el
capitulo anterior se relaciona la ecuación de evolucíon (1.21) con la ecuación vectorial NLS
[10], [11].

Se inicia considerando los operadores

∆
(1)
0 = I

(
iα
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
, (2.1)

∆
(2)
0 =


α 0 0 ... 0
0 α1 0 ... 0
0 0 α2 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... αM

 ∂

∂x
, (2.2)

dondeI es una matriz unitaria de orden(M +1)× (M +1) y α, α1, α2, .., αM son constantes
reales arbitrarias. El operador asociado∆(1) se deduce por medio de la relación (1.14),

∆(1) = I

(
iα
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
+ U(x, t), (2.3)

donde

U(x, t) = −2
dK̂+

dx
. (2.4)
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Para obtener∆(2) se toma∆(2) = ∆
(2)
0 + V (x, t). Con esta elección la condicíon (1.18)

requiere
α 0 ... 0
0 α1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... αM

(ψx − K̂+ψ +

∫ ∞

x

K+xψdz

)
+ V

(
ψ +

∫ ∞

x

K+ψdz

)

=


α 0 ... 0
0 α1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... αM

ψx +

∫ ∞

x

K+


α 0 ... 0
0 α1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... αM

ψzdz.

La integracíon por partes del ultimo termino en esta expresión permite establecerV −

α 0 ... 0
0 α1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... αM

 K̂+ + K̂+


α 0 ... 0
0 α1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... αM


ψ

+

∫ ∞

x



α 0 ... 0
0 α1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... αM

K+x +K+z


α 0 ... 0
0 α1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... αM

+ V K+

ψdz = 0.

Si en la relacíon anterior se escoge

V =


α 0 0 ... 0
0 α1 0 ... 0
0 0 α2 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... αM

 K̂+ − K̂+


α 0 0 ... 0
0 α1 0 ... 0
0 0 α2 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... αM

 , (2.5)

entoncesK+ satisface
α 0 0 ... 0
0 α1 0 ... 0
0 0 α2 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... αM

K+x +K+z


α 0 0 ... 0
0 α1 0 ... 0
0 0 α2 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... αM

+ V K+ = 0. (2.6)

La matrizK+(x, z; t) de orden(M + 1)× (M + 1) se escribe de la siguiente manera

K+(x, z; t) =


a(x, z; t) b1(x, z; t) b2(x, z; t) ... bM(x, z; t)
c1(x, z; t) d11(x, z; t) d12(x, z; t) ... d1M(x, z; t)
c2(x, z; t) d21(x, z; t) d22(x, z; t) ... d2M(x, z; t)

... ... ... ... ...
cM(x, z; t) dM1(x, z; t) dM2(x, z; t) ... dMM(x, z; t)

 . (2.7)
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EvaluandoK+ enz = x se obtieneK̂+

K̂+ =


A B1 B2 ... BM

C1 D11 D12 ... D1M

C2 D21 D22 ... D2M

... ... ... ...
CM DM1 DM2 ... DMM

 , (2.8)

dondeA = a(x, x; t), Bl = bl(x, x; t), Cl = cl(x, x; t), Dlj = dlj(x, x; t) para l, j =
1, 2, ..,M .

Considerando (2.7) y (2.8), a partir de (2.5) se establece

V (x, t) =


0 (α− α1)B1 (α− α2)B2 ... (α− αM)BM

(α1 − α)C1 0 (α1 − α2)D12 ... (α1 − αM)D1M

(α2 − α)C2 (α2 − α1)D21 0 ... (α2 − αM)D2M

... ... ... ... ...
(αM − α)CM (αM − α1)DM1 (αM − α2)DM2 ... 0

 .

(2.9)
Para hallarU(x, t) en (2.4) es necesario conocerAx, Bjx , Cjx , Dljx con j, l = 1, 2, ..,M .
Con este fin se evalua (2.6) enz = x. Se obtiene que los elementosA y Dlj satisfacen las
relaciones

αAx +
M∑
l=1

(α− αl)BlCl = 0,

αld̂ljx + αj d̂ljz + (αl − α)BjCl +
M∑

s=1

(αl − αs)DlsDsj = 0,

donded̂ljx y d̂ljz denotan respectivamente adljx y dljz evaluados enz = x.

El formalismo para el estudio de la ecuación vectorial NLS desarrollado hasta ahora es muy
general [10], [11]. En estas expresiones resulta conveniente escogerα1 = α2 = ... = αM = δ
conα 6= δ 6= −δ, Bj = qj(x, t) y Cj = ±q?

j (x, t) ( q?
j denota el complejo conjugado deqj),

de tal manera queBjCj = ±|qj|2. De acuerdo con esta elección

Ax = ∓(α− δ)

α

M∑
l=1

|ql|2, (2.10)

Dljx = ±(α− δ)

δ
q?
l qj. (2.11)

En (2.11) se tiene en cuenta queDljx = d̂ljx + d̂ljz .

8



Introduciendo (2.10) y (2.11) en (2.4) se obtiene

U(x, t) = −2


∓ (α−δ)

α

∑M
l=1 |ql|2 q1x q2x ... qMx

±q?
1x

± (α−δ)
δ
|q1|2 ± (α−δ)

δ
q?
1q2 ... ± (α−δ)

δ
q?
1qM

±q?
2x

± (α−δ)
δ
q?
2q1 ± (α−δ)

δ
|q2|2 ... ± (α−δ)

δ
q?
2qM

... ... ... ... ...

±q?
Mx

± (α−δ)
δ
q?
Mq1 ± (α−δ)

δ
q?
Mq2 ... ± (α−δ)

δ
|qM |2

 .

(2.12)
Los resultados (2.9) y (2.11) permiten establecer

∆(1) = I

(
iα
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
−2


∓ (α−δ)

α

PM
l=1 |ql|2 q1x q2x ... qMx

±q?
1x

± (α−δ)
δ

|q1|2 ± (α−δ)
δ

q?
1q2 ... ± (α−δ)

δ
q?
1qM

±q?
2x

± (α−δ)
δ

q?
2q1 ± (α−δ)

δ
|q2|2 ... ± (α−δ)

δ
q?
2qM

... ... ... ... ...

±q?
Mx

± (α−δ)
δ

q?
M q1 ± (α−δ)

δ
q?
M q2 ... ± (α−δ)

δ
|qM |2

 (2.13)

y

∆(2) =


α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... ...
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

 ∂

∂x
+ (α− δ)


0 q1 q2 ... qM
∓q?

1 0 0 ... 0
∓q?

2 0 0 ... ...
... ... ... ... ...
∓q?

M 0 0 ... 0

 . (2.14)

La ecuacíon vectorial NLS se puede obtener a partir de la ecuación de Lax (1.21) o me-
diante la relacíon de conmutación [∆(1),∆(2)]=0. El cumplimiento de esta ultima condición
requiere queqj(x, t) cumpla simult́aneamente las ecuaciones

iα(α− δ)qjt − (α− δ)qjxx + 2αqjxx ± 2

[
(α− δ)2

α
qj

M∑
l=1

|ql|2 +
(α− δ)2

δ
qj

M∑
l=1

|ql|2
]

= 0,

(2.15)

− iα(α− δ)q?
jt

+(α− δ)q?
jxx

+2δq?
jxx
±2

[
(α− δ)2

α
q?
j

M∑
l=1

|ql|2 +
(α− δ)2

δ
q?
j

M∑
l=1

|ql|2
]

= 0.

(2.16)
Simplificando

iα(α− δ)qjt + (α+ δ)qjxx ± 2
(α− δ)2(α+ δ)

αδ
qj

M∑
l=1

|ql|2 = 0,

−iα(α− δ)q?
jt

+ (α+ δ)q?
jxx
± 2

(α− δ)2(α+ δ)

αδ
q?
j

M∑
l=1

|ql|2 = 0.

Comoα 6= δ 6= −δ 6= 0, entonces

iqjt +
(α+ δ)

α(α− δ)
qjxx ± 2

(α2 − δ2)

α2δ
qj

M∑
l=1

|ql|2 = 0. (2.17)

9



− iq?
jt

+
(α+ δ)

α(α− δ)
q?
jxx
± 2

(α2 − δ2)

α2δ
q?
j

M∑
l=1

|ql|2 = 0. (2.18)

Definiendo las constantes

µ = ±(α2 − δ2)

α2δ
, (2.19)

χ =
(α+ δ)

α(α− δ)
, (2.20)

la ecuacíon (2.17) adopta la forma de la ecuación vectorial NLS

iqjt + χqjxx + 2µqj

M∑
l=1

|ql|2 = 0. (2.21)

La ecuacion (2.18) es el complejo conjugado de (2.21).

En este capitulo se analizo un caso particular del método de esquemas ZS aplicado al estudio
de la ecuacíon vectorial NLS. En el siguiente capitulo se escoge un operador F particular. La
evolucíon deK+ y F permitiŕa obtener la solución conN solitones de la ecuación vectorial
NLS.
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Caṕıtulo 3

Solución multisolitonica de la ecuacíon
vectorial NLS

A partir de los operadores y las condiciones de conmutación introducidos en los capı́tulos an-
teriores se estudia la solución multisolitonica de la ecuación vectorial no lineal de Schrödin-
ger

iqjt + χqjxx + 2µqj

M∑
l=1

|ql|2 = 0 j = 1, 2, ..,M, (3.1)

dondeM es un natural finito y los parámetrosµ, χ son constantes reales arbitrarias que
pueden escribirse como

µ = ±(α2 − δ2)

α2δ
, (3.2)

χ =
(α+ δ)

α(α− δ)
, (3.3)

conα 6= δ 6= −δ 6= 0.

La solucíon multisolitonica requiere el estudio de la evolución de la matrizF con respec-
to ax, z, t. De acuerdo con el ḿetodo de esquemas ZS expuesto en el capitulo 1, la evolución
del operadorF se determina a partir de las condiciones de conmutación (1.17). Al introducir
el operador (2.1) en[∆(1)

0 , JF ] = 0 se obtiene

I

(
iα
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)∫ ∞

−∞
Fψdz −

∫ ∞

−∞
FI

(
iα
∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψdz = 0. (3.4)

Considerando la igualdad ∫ ∞

−∞
Fψzzdz =

∫ ∞

−∞
Fzzψdz,

valida cuandoψ es dos veces diferenciable yψ, ψz → 0 cuando|z| → ∞, la ecuacíon (3.4)
se reduce a ∫ ∞

−∞
(iαFt − Fxx + Fzz)ψdz = 0.
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Esta relacíon se cumple siF (x, z; t) satisface la ecuacion

iαFt + Fzz − Fxx = 0. (3.5)

En forma similar, el cumplimiento de la condición [∆
(2)
0 , JF ] = 0 requiere que

α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

 ∂

∂x

∫ ∞

−∞
Fψdz −

∫ ∞

−∞
F


α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

ψzdz = 0. (3.6)

Teniendo en cuenta que

∫ ∞

−∞
F


α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

ψzdz = −
∫ ∞

−∞
Fz


α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

ψdz,

la ecuacíon (3.6) se escribe como

∫ ∞

−∞




α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

Fx + Fz


α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ


ψdz = 0.

Esta relacíon se cumple siF (x, z; t) satisface
α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

Fx + Fz


α 0 0 ... 0
0 δ 0 ... 0
0 0 δ ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... δ

 = 0. (3.7)

De acuerdo con estos resultados,F (x, z; t) cumple en forma simultanea las condiciones (3.5)
y (3.7) que determinan su evolución con respecto a x,z,t.

Definiendo el operador [10]

F =


0 r1(x, z; t) r2(x, z; t) ... rM(x, z; t)

s1(x, z; t) 0 0 ... 0
s2(x, z; t) 0 0 ... 0

... ... ... ... ...
sM(x, z; t) 0 0 ... 0

 , (3.8)
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la ecuacíon (3.7) requiere que

αrjx + δrjz = 0 y δsjx + αsjz = 0,

paraj = 1, 2, ..,M . Como consecuencia la forma de las funciones escalaresrj, sj es

rj = rj(δx− αz; t) y sj = sj(αx− δz; t). (3.9)

Introduciendo (3.9) en (3.5), la solución mas general pararj y sj esta dada por

rj(x, z; t) =
N∑

k=1

(r0)jk
eρjk(δx−αz)+iρ2

jk(α2−δ2)t/α (3.10)

y

sj(x, z; t) =
N∑

k=1

(s0)jk
eσjk(αx−δz)+iσ2

jk(δ2−α2)t/α, (3.11)

dondeN es un natural finito y(r0)jk
, (s0)jk

, ρjk, σjk conj = 1, 2, ..,M , k = 1, 2, .., N son
constantes complejas arbitrarias.

La matrizK+ esta relacionada conF por medio de la ecuación integral de Marchenko (1.7)

K+(x, z; t) + F (x, z; t) +

∫ ∞

x

K+(x, y; t)F (y, z; t)dy = 0.

Incorporando las definiciones (2.7) y (3.8) en esta expresión se obtiene
a b1 b2 ... bM
c1 d11 d12 ... d1M

c2 d21 d22 ... d2M

... ... ... ... ...
cM dM1 dM2 ... dMM

+


0 r1 r2 ... rM

s1 0 0 ... 0
s2 0 0 ... 0
... ... ... ... ...
sM 0 0 ... 0



+

∫ ∞

x


a b1 b2 ... bM
c1 d11 d12 ... d1M

c2 d21 d22 ... d2M

... ... ... ... ...
cM dM1 dM2 ... dMM




0 r1 r2 ... rM

s1 0 0 ... 0
s2 0 0 ... 0
... ... ... ... ...
sM 0 0 ... 0

 dy = 0 (3.12)

En (3.12) se han omitido los argumentos de la funciones. Los elementos de la primera fila
de la ecuacíon (3.12) forman el siguiente sistema de ecuaciones integrales escalares para las
funcionesa(x, z; t) y bj(x, z; t)

a(x, z; t) +

∫ ∞

x

M∑
l=1

bl(x, y; t)sl(y, z; t)dy = 0, (3.13)
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bj(x, z; t) + rj(x, z; t) +

∫ ∞

x

a(x, y; t)rj(y, z; t)dy = 0 j = 1, 2, ..,M. (3.14)

En el anexo A se considera el resto de elementos de (3.12), los cuales establecen un sistema
de ecuaciones (A.1) y (A.2) para las funcionescj(x, z; t) y djl(x, z; t). Esto permite obtener
un sistema de ecuaciones (A.1) y (A.2) paracj(x, z; t) y djl(x, z; t) similar al obtenido en
(3.13) y (3.14).

La solucíon de (3.1) requiere encontrar cadabj(x, z; t). Combinando (3.13) y (3.14) se obtie-
ne

bj(x, z; t) + rj(x, z; t)−
∫ ∞

x

[∫ ∞

x

M∑
l=1

bl(x, y
′; t)sl(y

′, y; t)dy′

]
rj(y, z; t)dy = 0. (3.15)

Introduciendo (3.10) y (3.11) en (3.15) se establece

bj(x, z; t) +
N∑

k=1

(r0)jk
eρjk(δx−αz)+iρ2

jk(α2−δ2)t/α

−
∫ ∞

x

[∫ ∞

x

M∑
l=1

bl(x, y
′; t)

N∑
n=1

(s0)ln
eσln(αy′−δy)+iσ2

ln(δ2−α2)t/αdy′

]

×
N∑

k=1

(r0)jk
eρjk(δy−αz)+iρ2

jk(α2−δ2)t/αdy = 0. (3.16)

Por las caracterı́sticas de (3.16) es conveniente buscar una solución de la forma

bj(x, z; t) =
N∑

k=1

Mjk(x, t)e
−αρjkz. (3.17)

La ecuacíon (3.16) requiere que las funcionesMjk(x, t) con j = 1, 2, ..,M , k = 1, 2, .., N ,
siendoM y N naturales finitos, sean solución del siguiente sistema de ecuaciones de orden
(MN)× (MN)

Mjk(x, t) + (r0)jk
eiρ2

jk(α2−δ2)t/α+δρjkx

−
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Mlm(x, t)(r0)jk
(s0)ln

ei(α2−δ2)(ρ2
jk−σ2

ln)t/α

×
∫ ∞

x

e−α(ρlm−σln)y′dy′
∫ ∞

x

eδ(ρjk−σln)ydy = 0. (3.18)

Las integrales en (3.18) se encuentran definidas si se cumple la condición

Re[α(ρjm − σln)] > 0 y Re[δ(ρjm − σln)] < 0, (3.19)
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para todoj, l = 1, 2, ..,M y k,m, n = 1, 2, .., N .

Si la condicíon (3.19) se cumple, (3.18) toma la forma

Mjk(x, t) + (r0)jk
eiρ2

jk(α2−δ2)t/α+δρjkx

+
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Mlm(x, t)(r0)jk
(s0)ln

ei(α2−δ2)(ρ2
jk−σ2

ln)t/α e
−α(ρlm−σln)x

α(ρlm − σln)

eδ(ρjk−σln)x

δ(ρjk − σln)
= 0.

(3.20)

Teniendo en cuenta quebj(x, x; t) = Bj(x, t) = qj(x, t), de (3.15) se obtiene

qj(x, t) =
N∑

k=1

Mjk(x, t)e
−αρjkx =

N∑
k=1

Ljk(x, t). (3.21)

De acuerdo con (3.20), losLjk satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones(MN)× (MN)

Ljk +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Llm

(r0)jk
(s0)ln

αδ(ρlm − σln)(ρjk − σln)
ei(α2−δ2)(ρ2

jk−σ2
ln)t/αe−(α−δ)(ρjk−σln)x

= −(r0)jk
eiρ2

jk(α2−δ2)t/α−(α−δ)ρjkx (3.22)

La constante complejaρjk se puede representar en la forma

ρjk = κjk + iλjk, (3.23)

dondeκjk, λjk paraj = 1, 2, ..,M , k = 1, 2, .., N son constantes reales.

En el anexo A se demuestran las relaciones (A.11) y (A.12). (A.11) establece queρ?
jk = −σjk,

teniendo en cuenta (3.23) se obtiene

σjk = −κjk + iλjk. (3.24)

La relacíon (A.12) establece que(s0)
?
jk

= ±(r0)jk
, introducir (3.23),(3.24) y (A.12) en (3.22)

permite obtener

Ljk +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Llmηjklmne
βjk+β?

ln = −(r0)jk
eβjk , (3.25)

donde se utiliza la notación

ηjklmn =
±(r0)jk

(r0)
?
ln

αδ[(κlm + κln) + i(λlm − λln)][(κjk + κln) + i(λjk − λln)]
, (3.26)
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βjk = i(α− δ)

{
[κ2

jk − λ2
jk](α+ δ)t

α
− λjkx

}
− cjk, (3.27)

cjk = (α− δ)

[
x+

2λjk(α+ δ)t

α

]
, (3.28)

paraj, l = 1, 2, ..,M ; k,m, n = 1, 2, .., N .

Teniendo en cuenta (3.23) y (3.24), la condición (3.19) requiere que

α(κjk + κlm) > 0 y δ(κjk + κlm) < 0 para todoj, k, l,m. (3.29)

Esta condicíon se cumple cuando losκjk tienen el mismo signo y el productoαδ es negativo.
Teniendo en cuenta lo anterior se analiza el productoχµ. Esta cantidad permite establecer si
(3.1) es una ecuación de evolucíon para solitones oscuros o solitones brillantes. Teniendo en
cuenta (3.2) y (3.3) se obtiene

χµ = ±
[
α2 − δ2

α2δ

] [
α+ δ

α(α− δ)

]
= ±(α+ δ)2

α3δ
. (3.30)

Ya queαδ < 0, si en (3.26) se considera el signo+ se obtieneχµ < 0. En consecuencia se
encuentra una solución con solitones oscuros. Si se utiliza el signo− se obtieneχµ > 0. En
este ultimo caso se obtiene una solución con solitones brillantes.

Las ecuaciones (3.21), (3.25)-(3.26) definen la solución multisolitonica de la ecuación vec-
torial NLS. En el siguiente capitulo se identifican algunas caracterı́sticas de la solución en
contexto de la teorı́a de solitones.
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Caṕıtulo 4

Multisolitones brillantes de la ecuacíon
vectorial NLS

El capitulo anterior permite obtener las soluciones multisolitonicas brillantes y oscuras de la
ecuacíon vectorial NLS. En este capitulo se estudian algunas caracterı́sticas de la solución
multisolitonica para el caso de solitones brillantes. Se encuentran rasgos similares cuando se
tratan solitones oscuros.

De acuerdo con los resultados del capı́tulo 3, se puede establecer que la solución con N
solitones brillantes de la ecuación vectorial NLS

iqjt + χqjxx + 2µqj

M∑
l=1

|ql|2 = 0 j = 1, 2, ..,M, (4.1)

con

µ = −(α2 − δ2)

α2δ
, (4.2)

χ =
(α+ δ)

α(α− δ)
, (4.3)

paraα 6= δ 6= −δ 6= 0, αδ < 0, esta dada por

qj(x, t) =
N∑

k=1

Ljk(x, t), (4.4)

donde las funcionesLjk(x, t) satisfacen el sistema de ecuaciones algebraicas de orden(MN)×
(MN)

Ljk(x, t) +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

ηjklmnLlm(x, t)eβjk+β?
ln = −(r0)jk

eβjk , (4.5)

en (4.5) se ha utilizado la notación

ηjklmn =
−(r0)jk

(r0)
?
ln

αδ[(κlm + κln) + i(λlm − λln)][(κjk + κln) + i(λjk − λln)]
, (4.6)
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βjk = i(α− δ)

{
[κ2

jk − λ2
jk](α+ δ)t

α
− λjkx

}
− cjk, (4.7)

cjk = (α− δ)κjk

[
x+

2λjk(α+ δ)t

α

]
, (4.8)

y j, l = 1, 2, ..,M ; k,m, n = 1, 2, .., N .

En (4.5)-(4.8) los(r0)jk
son constantes complejas arbitrarias, y losκjk y λjk son constan-

tes reales arbitrarias que cumplen la condición

α(κjk + κlm) > 0 y δ(κjk + κlm) < 0 (4.9)

para todoj, k, l,m.

Los resultados anteriores se obtuvieron con base a un formalismo estrictamente matemático.
En este capitulo se determinan algunas caracterı́sticas de la solución en el contexto de la teo-
ria de solitones. Para ello se estudian casos particulares que permiten establecer el significado
fı́sico de las constantes(r0)jk

, κjk y λjk. Adeḿas se examina la propagación e interaccíon
de solitones brillantes.
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4.1. Ecuacíon unidimensional NLS

En esta sección se estudia la ecuacion (4.1) cuandoM = 1. Este caso particular de (4.1) es
la ecuacíon unidimensional no lineal de Schrödinger o ecuación NLS

iqt + χqxx + 2µq|q|2 = 0 (4.10)

con

µ = −(α2 − δ2)

α2δ
, (4.11)

χ =
(α+ δ)

α(α− δ)
, (4.12)

y α 6= δ 6= −δ 6= 0, αδ < 0.

La solucíon multisolitonica de (4.10) se obtiene a partir de las ecuaciones (4.4)-(4.9). De
acuerdo con estos resultados, la solución de (4.10) con N solitones brillantes esta dada por

q(x, t) =
N∑

k=1

Lk(x, t), (4.13)

donde las funcionesLk(x, t) satisfacen el sistema de ecuacionesN ×N

Lk(x, t) +
N∑

m=1

N∑
n=1

ηkmnLm(x, t)eβk+β?
n = −(r0)k

eβk . (4.14)

En esta ecuación se utiliza la notación

ηkmn =
−(r0)k

(r0)
?
n

αδ[(κm + κn) + i(λm − λn)][(κk + κn) + i(λk − λn)]
, (4.15)

βk = i(α− δ)

{
[κ2

k − λ2
k](α+ δ)t

α
− λkx

}
− ck, (4.16)

ck = (α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
, (4.17)

parak,m, n = 1, 2, .., N .

En las expresiones anteriores(r0)k
son constantes complejas arbitrarias y losκk , λk son

constantes reales arbitrarias que cumplen la condición

α(κk + κm) > 0 y δ(κk + κm) < 0 (4.18)

para todok,m.

Con el fin de encontrar el significado fisico de(r0)n, κk, λk se estudian los siguientes ca-
sos
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4.1.1. Solucíon solitonica de la ecuacíon NLS

La solucíon solitonica de (4.10) se obtiene en el caso particularN = 1. Haciendo(r0)1 = r0,
κ1 = κ, λ1 = λ, η111 = η, β1 = β, c1 = c, L1 = L de (4.15)-(4.17) se obtiene

η =
r0r

?
0

4|αδ|κ2
, (4.19)

β = i(α− δ)

{
[κ2 − λ2](α+ δ)t

α
− λx

}
− c, (4.20)

con

c = (α− δ)κ

[
x+

2λ(α+ δ)t

α

]
. (4.21)

De acuerdo con (4.14),L satisface la ecuación

L(x, t) + ηL(x, t)eβ+β?

= −r0eβ. (4.22)

En (4.19)η > 0, por lo tanto se puede introducir una constanteϕ tal queη = e−2ϕ. Entonces
(4.22) se puede escribir como

L(x, t) = −r0
2
eβ+c+ϕsech(c+ ϕ).

En consecuencia (4.13) establece que la solución solitonica de la ecuación NLS (4.10) esta
dada por:

q(x, t) = − κr0√
r0r?

0

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2−λ2](α+δ)t

α
−λx

�
sech

{
(α− δ)κ

[
x+

2λ(α+ δ)t

α

]
+ ϕ

}
.

(4.23)
Este resultado muestra que la constantesr0, λ, κ se encuentran relacionadas con la amplitud,
la velocidad de propagación y la fase de|q| respectivamente.

4.1.2. Solucíon multisolitonica cuando|t| → ∞
En esta sección se estudia la forma de la solución multisolitonica de la ecuación NLS cuando
|t| → ∞ con x finito. En el anexo B se demuestra que en este caso el sistema de ecuaciones
(4.14) adquiere la forma

Lk(x, t) + ηkkkLk(x, t)e
βk+β?

k ' −(r0)k
eβk ,

que es similar a (4.22). Introduciendo una constanteϕk tal queηkkk = e−2ϕk , se tiene

Lk(x, t) ' −
(r0)k

2
eβk+ck+ϕksech(ck + ϕk) cuando|t| → ∞.
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De acuerdo con (4.15)-(4.17) se puede establecer

Lk(x, t) ' −
κk(r0)k√
(r0)

k
(r0)?

k

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2

k−λ2
k](α+δ)t

α
−λkx

�

× sech

{
(α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
+ ϕk

}
. (4.24)

Introduciendo (4.24) en (4.13) se encuentra que la solución multisolitonica de la ecuación
NLS (4.10) cuando|t| → ∞ esta dada por

q(x, t) '
N∑

k=1

− κk(r0)k√
(r0)

k
(r0)?

k

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2

k−λ2
k](α+δ)t

α
−λkx

�

× sech

{
(α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
+ ϕk

}
. (4.25)

Comparando (4.23) (4.25) se infiere que cuando|t| → ∞ conx finito la solucíon multisolito-
nica de la ecuación NLS es aproximadamente igual al la suma de N solitones que se propagan
en forma independiente.

4.1.3. Solucíon con dos Solitones

Con el fin de ilustrar la interacción entre dos solitones se estudia el caso particularN = 2. La
solucíonq(x, t) se obtiene a partir del sistema de ecuaciones2×2 definido por las ecuaciones
(4.14)-(4.17). De este resultado se grafica|q| en funcíon dex, t para diferentes valores de
(r0)1, (r0)2, κ1, κ2, λ1, λ2 que caracterizan a cada uno de los solitones.
Las figuras 4.1 y 4.2 corresponden a los siguientes valores

α = 2 δ = −1
Soliton I (r0)1 = −3 κ1 = 2 λ1 = 0
Soliton II (r0)2 = −3 κ2 = 2 λ2 = −2

En este caso interaccionan un soliton que se propaga en la direccion+x con un soliton de
igual amplitud y fase pero con velocidad nula.

Las figuras 4.3 y 4.4 son se obtienen con los siguientes valores

α = 2 δ = −1
Soliton I (r0)1 = −3 κ1 = 2 λ1 = −2
Soliton II (r0)2 = −3 κ2 = 2 λ2 = 2

En este caso interaccionan dos solitones de igual amplitud y fase que se propagan en direc-
ciones contrarias.

Las figuras 4.5 y 4.6 se corresponden a los siguientes datos

21



α = 2 δ = −1
Soliton I (r0)1 = −3 κ1 = 3 λ1 = −1
Soliton II (r0)2 = −2 κ2 = 2 λ2 = −2

En este caso interaccionan dos solitones diferentes que se propagan en la direccion+x.

En todos estos casos se puede observar desfases cuando ocurre la interacción. Esta carac-
teŕıstica es coḿun en interacciones entre solitones. En los casos anteriormente examinados se
observan desfases durante la interacción. Este feńomeno es caracterı́stico en las interacciones
entre solitones.
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Figura 4.1: Grafica de|q| en funcíon dex, t para dos solitones. En este caso interaccionan un
soliton que se propaga en la dirección positiva del ejex con un soliton de igual amplitud y
fase pero con velocidad nula.
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Figura 4.2: Grafica que muestra la interacción ilustrada en la Figura 4.1 desde otro punto de
observacíon.
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Figura 4.3: Grafica de|q| en funcíon dex, t para dos solitones. En este caso interaccionan
dos solitones de igual amplitud y fase que se propagan en direcciones contrarias.
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Figura 4.4: Grafica que muestra la interacción ilustrada en la Figura 4.3 desde otro punto de
observacíon.
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Figura 4.5: Grafica de|q| en funcíon dex, t para dos solitones. En este caso interaccionan dos
solitones con diferente amplitud, velocidad y fase que se propagan en la dirección positiva
del ejex.
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Figura 4.6: Grafica que muestra la interacción ilustrada en la Figura 4.5 desde otro punto de
observacíon.
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4.1.4. Solucíon con tres Solitones

Ahora se ilustra la solución con tres solitones de la ecuación NLS. Para ello se estudia el
caso particularN = 3 de las ecuaciones (4.14)-(4.17). En forma similar a la sección 4.1.3 se
grafica|q| en funcíon dex, t para diferentes valores de(r0)1, (r0)2, (r0)3, κ1, κ2, κ2, λ1, λ2,λ3.

Las figuras 4.7 y 4.8 son obtenidas utilizando los siguientes datos:

α = 2 δ = −1
Soliton I (r0)1 = −3 κ1 = 3 λ1 = −2
Soliton II (r0)2 = −3 κ2 = 3 λ2 = 0
Soliton III (r0)3 = −3 κ3 = 3 λ3 = 2

En este caso interaccionan tres solitones de igual amplitud y fase. Dos de ellos se propagan
con velocidades contrarias y otro posee velocidad nula.

Las figuras 4.9 y 4.10 son obtenidas utilizando los siguientes datos:

α = 2 δ = −1
Soliton I (r0)1 = −3 κ1 = 3 λ1 = −2
Soliton II (r0)2 = −2 κ2 = 2 λ2 = −1
Soliton III (r0)3 = −3 κ3 = 3 λ3 = 2,5

En este caso interaccionan tres solitones diferentes. Dos de ellos se propagan en la dirección
positiva del eje x, el otro soliton viaja en dirección contraria.
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Figura 4.7: Grafica de|q| en funcíon dex, t para tres solitones. En este caso interaccionan
tres solitones de igual amplitud y fase. Dos de ellos se propagan con velocidades contrarias y
el otro posee velocidad nula.
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Figura 4.8: Grafica que muestra la interacción ilustrada en la Figura 4.7 desde otro punto de
observacíon.
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Figura 4.9: Grafica de|q| en funcíon dex, t para tres solitones.En este caso interaccionan tres
solitones diferentes. Dos de ellos se propagan en la dirección positiva del eje x, el otro soliton
viaja en direccíon contraria.
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Figura 4.10: Grafica que muestra la interacción ilustrada en la Figura 4.9 desde otro punto de
observacíon.
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4.2. Multisolitones brillantes de la ecuacíon vectorial NLS
para medios iśotropos

En la seccíon 4.1.1 se observo que los términosr0, κ, λ hacen referencia a caracterı́sticas
dinámicas del soliton. En la solución multisolitonica de la ecuación vectorial NLS estas
constantes intervienen en la forma(r0)jk

, κjk, λjk con j = 1, 2, ..,M y k = 1, 2, .., N . El
sub́ındicek se refiere a cada uno de los solitones y el subı́ndicej a una direccíon en el espa-
cio.

En esta sección se tratara la ecuación vectorial NLS para medios isótropos. En este caso

κjk = κlk ≡ κk

λjk = λlk ≡ λk

para todoj, l = 1, 2, ..,M . Teniendo en cuenta la notación anterior, la solución multisolitoni-
ca de la ecuación vectorial NLS en un medio isótropo esta dada por

qj(x, t) =
N∑

k=1

Ljk(x, t) j = 1, 2, ..,M, (4.26)

donde las funcionesLjk satisfacen el sistema de ecuaciones(MN)× (MN)

Ljk(x, t) +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

ηjklmnLlm(x, t)eβk+β?
n = −(r0)jk

eβk , (4.27)

donde

ηjklmn =
−(r0)jk

(r0)
?
ln

αδ[(κm + κn) + i(λm − λn)][(κk + κn) + i(λk − λn)]
, (4.28)

βk = i(α− δ)

{
[κ2

k − λ2
k](α+ δ)t

α
− λkx

}
− ck, (4.29)

con

ck = (α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
, (4.30)

paraj, l = 1, 2, ..,M , k,m, n = 1, 2, .., N .

En estas expresiones(r0)jk
son constantes complejas arbitrarias yκk, λk son constantes reales

arbitrarias que cumplen la condición

α(κk + κm) > 0 y δ(κk + κm) < 0 (4.31)

para todok,m.

A continuacíon se analizan casos pariculares de la solución dada en (4.26)-(4.31).
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4.2.1. Solucíon Solitonica

La solucíon solitonica de la ecuación vectorial NLS (4.1) para un medio isótropo se obtiene
resolviendo el sistema de ecuaciones (4.27) para el caso particularN = 1. Si se utiliza la
notacíon (r0)j1

= (r0)j
, κ1 = κ, λ1 = λ, ηj1l1 = ηjl, β1 = β, c1 = c, Lj1 = Lj, los

expresiones (4.28)-(4.30) adquieren la forma

ηjl =
(r0)j

(r0)
?
l

4|αδ|κ2
j, l = 1, 2, ..,M, (4.32)

β = i(α− δ)

{
[κ2 − λ2](α+ δ)t

α
− λx

}
− c, (4.33)

con

c = (α− δ)κ

[
x+

2λ(α+ δ)t

α

]
. (4.34)

De acuerdo con (4.27),Lj satisface el sistema de ecuacionesM ×M

Lj(x, t) +
M∑
l=1

ηjlLl(x, t)e
β+β?

= −r0eβ j = 1, 2, ..,M. (4.35)

Resolviendo (4.35) con respecto aLj(x, t) se obtiene

Lj(x, t) = −
(r0)j

eβ

1 +

[
M∑

l=1

ηll

]
e−2c

. (4.36)

Definiendo una constanteϕ tal que
M∑

l=1

ηll = e−2ϕ, (4.36) se escribe como

Lj(x, t) = −
(r0)j

2
eβ+c+ϕsech(c+ ϕ).

Por lo tanto (4.13) permite establecer que la solución solitonica de la ecuación vectorial NLS
para medios iśotropos esta dada por:

qj(x, t) = −
κ(r0)j√
MP

l=1
(r0)

l
(r0)?

l

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2−λ2](α+δ)t

α
−λx

�
sech

{
(α− δ)κ

[
x+

2λ(α+ δ)t

α

]
+ ϕ

}
.

(4.37)
conj = 1, 2, ..,M .

El resultado (4.37) muestra que la amplitud y la fase de cada una de las componentes vecto-
rialesqj depende de las constantes(r0)l

propias de las deḿas componentes.
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4.2.2. Solucíon multisolitonica cuando|t| → ∞
En esta sección se analiza la solución multisolitonica de la ecuación vectorial NLS para me-
dios iśotropos cuando|t| → ∞ permaneciendox finito.

En el anexo B se demuestra que el sistema de ecuaciones (4.27) cuando|t| → ∞ adquie-
re la forma

Ljk(x, t) +
M∑
l=1

ηjklkkLlk(x, t)e
βk+β?

k ' −(r0)jk
eβk .

Este sistema es similar a (4.21). Si se define una constanteϕk tal que
M∑

l=1

ηlklkk = e−2ϕk , de

(4.23) se obtiene

Ljk(x, t) ' −
(r0)jk

2
eβk+ck+ϕksech(ck + ϕk) cuando|t| → ∞.

En consecuencia

Ljk(x, t) ' −
κk(r0)jk√
MP

l=1
(r0)

lk
(r0)?

lk

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2

k−λ2
k](α+δ)t

α
−λkx

�

× sech

{
(α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
+ ϕk

}
. (4.38)

De (4.26) y (4.38) se deduce que la solución multisolitonica de la ecuación vectorial NLS
(4.1) cuando|t| → ∞ esta dada por

qj(x, t) '
N∑

k=1

−
κk(r0)jk√
MP

l=1
(r0)

lk
(r0)?

lk

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2

k−λ2
k](α+δ)t

α
−λkx

�

× sech

{
(α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
+ ϕk

}
. (4.39)

Comparando (4.39) con (4.37) se infiere que cuando|t| → ∞ conx finito la solucíon multi-
solitonica de la ecuación vectorial NLS para medios isotropos es aproximadamente igual al
la suma de N solitones que se propagan en forma independiente.

4.2.3. Solucíon con dos solitones de la ecuación acoplada
no lineal de Schr̈odinger de tipo Manakov

En esta sección se investiga el caso particularM = 2 de la ecuacíon vectorial NLS (4.1).
Esto lleva a establecer el sistema de ecuaciones acopladas no lineales de Schrödinger de tipo
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Manakov
iq1t + χq1xx + 2µq1[|q1|2 + |q2|2] = 0, (4.40)

iq2t + χq2xx + 2µq2[|q1|2 + |q2|2] = 0, (4.41)

dondeχ y µ est́an definidos por las relaciones (4.2),(4.3).

Para este caso particular son validos los resultados establecidos en el estudio de la ecuación
vectorial NLS. En caso de medios isótropos se aplica las relaciones obtenidas en la sección
4.2. De acuerdo con esto se puede establecer que la solución con N solitones brillantes del
sistema de ecuaciones no lineales definido por (4.40) y (4.41) cuando|t| → ∞ esta dada por

q1(x, t) '
N∑

k=1

− κ1(r0)1k√
|(r0)

1k
|2+|(r0)

2k
|2

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2

k−λ2
k](α+δ)t

α
−λkx

�

× sech

{
(α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
+ ϕk

}
, (4.42)

q2(x, t) '
N∑

k=1

− κ2(r0)2k√
|(r0)

1k
|2+|(r0)

2k
|2

|αδ|

e
i(α−δ)

�
[κ2

k−λ2
k](α+δ)t

α
−λkx

�

× sech

{
(α− δ)κk

[
x+

2λk(α+ δ)t

α

]
+ ϕk

}
. (4.43)

Con el fin de ilustrar la interacción entre dos solitones de las ecuaciones (4.40)-(4.41) se es-
tudia el caso particularN = 2. La solucíon q1(x, t), q2(x, t) se obtiene a partir del sistema
de ecuaciones4× 4 definido por (4.27)-(4.30) conM = 2 y N = 2. Se grafica|q1| y |q2| en
función dex para diferentes valores det y de los parametros(r0)11 , (r0)12 , (r0)11 , (r0)12 , κ1,
κ2, λ1, λ2 que caracterizan a cada uno de los solitones.

Se estudia una solución de dos solitones con los valores

α = 2 δ = −1
SOLITON I (r0)11 = −3 (r0)21 = −2 κ1 = 3 λ1 = −2
SOLITON II (r0)12 = −1 (r0)22 = −4 κ2 = 2 λ2 = −1

En las figuras 4.11-4.13 se muestra la grafica de|q1| en funcíon dex por medio de la curva
de color rojo y la grafica de|q2| en funcíon dex en color azul. Se presentan las graficas para
distintos valores de t, en un intervalo de tiempos donde se da la colisión entre solitones.

La figura 4.11 muestra la solución con valores det donde la solucíon se aproxima a dos
solitones independientes. En la figura 4.12 se presenta el proceso de interacción entre los so-
litones deq1 y q2. Para los valores det en la figura 4.13 la solución recupera el carácter de
dos solitones independientes.
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Figura 4.11: Solucíon con dos solitones de la de la ecuación acoplada no lineal de Schrödinger
de tipo Manakov.
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Figura 4.12: Solucíon con dos solitones de la de la ecuación acoplada no lineal de Schrödinger
de tipo Manakov.
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Figura 4.13: Solucíon con dos solitones de la de la ecuación acoplada no lineal de Schrödinger
de tipo Manakov.
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Conclusiones

La solucíon multisolitonica de la ecuación vectorial NLS

iqjt + χqjxx + 2µqj

M∑
l=1

|ql|2 = 0 j = 1, 2, ..,M,

se puede deducir en forma analı́tica por medio del ḿetodo de esquemas ZS.

La solucíon conN solitones requiere resolver un sistema de ecuaciones algebraicas de or-
den(NM)× (NM) definido por (4.5).

Aplicando la solucíon al estudio de medios isótropos, se obtiene que la forma de la solución
cuando|t| → ∞ manteniendox finito es aproximadamente igual a la suma deN solitones
que se propagan en forma independiente. Este resultado se predice teóricamente en [8] y pue-
de interpretarse como una condición inicial para la solución multisolitonica de la ecuación
vectorial NLS.
Para tiempos finitos se da un proceso de interacción entre solitones y la solución multisolito-
nica tiene una forma muy extensa que se obtiene a partir del sistema de ecuaciones (4.27). En
este trabajo se presentan graficas de las soluciones obtenidas para algunos casos particulares
deM y N .

Todos los resultados obtenidos muestran que la solución multisolitonica de la ecuación vec-
torial NLS planteada en los artı́culos [10] y [11] solo describen la forma de las soluciones
cuando| t |→ ∞ sin tener en cuenta los procesos de interacción entre solitones.

41



Recomendaciones

Los resultados establecidos en este trabajo requieren que se solucione un sistema de ecuacio-
nes algebraicas de orden(NM)× (NM). Para soluciones con muchos solitones este sistema
de ecuaciones lleva a expresiones matemáticas muy extensas que presentan gran dificultad
para ser graficadas por medio de un software matemático. Por esta razón se recomienda hacer
un estudio del sistema de ecuaciones (4.5) con el fin de efectuar aproximaciones que simpli-
fiquen la solucíon.

Tambíen se recomienda utilizar la teorı́a de perturbaciones y los resultados de este trabajo
para analizar ecuaciones diferenciales no lineales que difieren por términos infinitesimales de
la ecuacíon vectorial NLS.
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Anexos

Anexo A

En este anexo se estudia la ecuación integral matricial de Marchenko (3.12) con el fin de
obtener las relaciones(r0)?

jk
= ±(s0)jk

, ρ?
jk = −σjk utilizadas en el capitulo tres.

A partir de (3.12) se establece las ecuaciones integrales escalares

djl(x, z; t) +

∫ ∞

x

cj(x, y; t)rl(y, z; t)dy = 0 (A.1)

y

cj(x, z; t) + sj(x, z; t) +

∫ ∞

x

M∑
l=1

djl(x, y; t)sl(y, z; t)dy = 0, (A.2)

paraj, l = 1, 2, ..,M .

En forma similar al estudio de (3.13) y (3.14) se debe encontrar cadacj(x, z; t). Combinando
(A.1) y (A.2) se obtiene

cj(x, z; t) + sj(x, z; t)−
∫ ∞

x

M∑
l=1

[∫ ∞

x

cj(x, y
′; t)rl(y

′, y; t)dy′
]
sl(y, z; t)dy = 0. (A.3)

Introducir los resultados (3.10), (3.11) en esta ecuación integral permite establecer

cj(x, z; t) +
N∑

k=1

(s0)jk
eσjk(αx−δz)−iσ2

jk(α2−δ2)t/α

−
∫ ∞

x

M∑
l=1

[∫ ∞

x

cj(x, y
′; t)

N∑
n=1

(r0)ln
eρln(δy′−αy)+iρ2

ln(α2−δ2)t/αdy′

]

×
N∑

k=1

(s0)lk
eσlk(αy−δz)+iσ2

lk(δ2−α2)t/αdy = 0. (A.4)

Por las caracterı́sticas de (A.4) resulta conveniente buscar una solución de la forma

cj(x, z; t) =
N∑

k=1

Hjk(x, t)e
−δσjkz. (A.5)
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La ecuacíon (A.4) requiere que el conjunto deHjk(x, t) con j = 1, 2, ..,M , k = 1, 2, .., N
(dondeM y N son naturales finitos) debe satisfacer el sistema de ecuaciones de orden
(MN)× (MN) definido por

Hjk(x, t)e
−δσjkz + (s0)jk

e−iσ2
jk(α2−δ2)t/α+σjk(αx−δz)

−
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Hjm(x, t)(r0)ln
(s0)lk

ei(α2−δ2)(ρ2
ln−σ2

lk)t/α

×
∫ ∞

x

eδ(ρln−σjm)y′dy′
∫ ∞

x

e−α(ρln−σlk)ydy · e−δσlkz = 0. (A.6)

Si la condicíon (3.19) es satisfecha, (A.6) toma la forma

Hjk(x, t)e
−δσjkz + (s0)jk

e−iσ2
jk(α2−δ2)t/α+σjk(αx−δz)

+
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Hjm(x, t)(r0)ln
(s0)lk

ei(α2−δ2)(ρ2
ln−σ2

lk)t/α

× e−α(ρln−σlk)x

α(ρln − σlk)

eδ(ρln−σjm)x

δ(ρln − σjm)
e−δσlkz = 0. (A.7)

Teniendo en cuenta quecj(x, x; t) = Cj(x, t) = ±q?
j (x, t) la expresíon (A.7) permite esta-

blecer

±q?
j (x, t) =

N∑
k=1

Hjk(x, t)e
−δσjkx =

N∑
k=1

Fjk(x, t). (A.8)

Evaluando (A.7) enz = x se obtiene

Fjk +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Fjm
(r0)ln

(s0)lk

αδ(ρln − σlk)(ρln − σjm)
ei(α2−δ2)(ρ2

ln−σ2
lk)t/αe−(α−δ)(ρln−σlk)x

= −(s0)jk
e−iσ2

jk(α2−δ2)t/α+(α−δ)σjkx (A.9)

En (3.21) se establece queqj(x, t) =
∑N

k=1 Ljk(x, t). Como consecuenciaLjk = ±F ?
jk.

Introduciendo este resultado en (A.9) se encuentra

Ljk +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

Ljm

(r0)
?
ln

(s0)
?
lk

αδ(ρ?
ln − σ?

lk)(ρ
?
ln − σ?

jm)
e−i(α2−δ2)(ρ

? 2
ln −σ

? 2
lk )t/αe−(α−δ)(ρ?

ln−σ?
lk)x

= −[±(s0)
?
jk

]eiσ
? 2
jk (α2−δ2)t/α+(α−δ)σ?

jkx. (A.10)

Comparar (A.10) con (3.22) permite establecer

ρjk = −σ?
jk, (A.11)
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(r0)jk
= ±(s0)

?
jk
, (A.12)

Ljm
(r0)lk

(ρlk − σln)(ρjm − σln)
ei(α2−δ2)ρ2

lkt/αe−(α−δ)ρlkx

=Llm

(r0)jk

(ρlm − σln)(ρjk − σln)
ei(α2−δ2)ρ2

jkt/αe−(α−δ)ρjkx. (A.13)
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Anexo B

En este anexo se estudia el sistema de ecuaciones (4.27) cuado|t| → ∞manteniendo x finito.
Al efectuar este limite resulta mas cómodo trabajar con la expresión (A.10) para medios
isótropos

Ljk +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

ΛklmnLjme
βk+β?

n = −(r0)jk
eβk , (B.1)

donde

Λklmn =
±(r0)lk

(r0)
?
ln

αδ[(κk + κn) + i(λk − λn)][(κm + κn) + i(λm − λn)]
, (B.2)

y losβk son definidos por las relaciones (4.29)-(4.30).

En el siguiente calculo se supone que todos los coeficientesλkκk(α2−δ2)
α

de t en cada uno
de losck definidos en (4.30) son negativos.

Primero se estudia el limite cuandot→∞. La ecuacíon (B.1) se puede escribir como

Ljk +
M∑
l=1

ΛklkkLjke
βk+β?

k +
M∑
l=1

N∑
n=1
n6=k

ΛklknLjke
βk+β?

n

+
M∑
l=1

N∑
m=1
m6=k

N∑
n=1

ΛklmnLjme
βk+β?

n = −(r0)jk
eβk . (B.3)

Si t→ −∞ cadack →∞, por lo tantoeβk → 0. Para este caso (B.3) permite establecer

Ljk +
M∑
l=1

ΛklkkLjke
βk+β?

k ' −(r0)jk
eβk cuandot→ −∞.

esto es

Ljk

[
1 +

(
M∑
l=1

Λklkk

)
eβk+β?

k

]
' −(r0)jk

eβk cuandot→ −∞. (B.4)

Para evaluar el limite cuandot → ∞ primero se multiplica (B.1) pore−βk
∏N

p=1 e
−β?

p . Se
obtiene

Ljke
−2βk

N∏
p=1

e−β?
p +

M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

ΛklmnLjme
−βk

N∏
p=1
p6=n

e−β?
p = −(r0)jk

e−βk

N∏
p=1

e−β?
p . (B.5)
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Esta ecuación se puede escribir como

Ljke
−2βk

N∏
p=1

e−β?
p +

M∑
l=1

ΛklkkLjke
−βk

N∏
p=1
p6=k

e−β?
p +

M∑
l=1

N∑
n=1
n6=k

ΛklknLjke
−βk

N∏
p=1
p6=n

e−β?
p

+
M∑
l=1

N∑
m=1
m6=k

N∑
n=1

ΛklmnLjme
−βk

N∏
p=1
p6=n

e−β?
p = −(r0)jk

e−βk

N∏
p=1

e−β?
p . (B.6)

Si t→∞ cadack → −∞, por lo tantoe−βk → 0. Para este caso (B.6) permite establecer

Ljke
−2βk

N∏
p=1

e−β?
p +

M∑
l=1

ΛklkkLjke
−βk

N∏
p=1
p6=k

e−β?
p ' −(r0)jk

e−βk

N∏
p=1

e−β?
p cuandot→∞.

Esto es

Ljk

[
1 +

(
M∑
l=1

Λklkk

)
eβk+β?

k

]
' −(r0)jk

eβk cuandot→ −∞. (B.7)

Los resultados (B.3), (B.5) y la expresión (B.2) permiten establecer que cuando|t| → ∞

Ljk

[
1 +

(
M∑
l=1

(r0)kk
(r0)

?
lk

4|αδ|κ2
k

)
eβk+β?

k

]
' −(r0)jk

eβk . (B.9)

Se puede aplicar un procedimiento similar para demostrar que (B.9) es valido cuando los
coeficientesλkκk(α2−δ2)

α
toman cualquier valor finito.

Tambíen existe un razonamiento fı́sico que permite encontrar (B.9) sin rigurosidad matemáti-
ca. Sea el sistema de ecuaciones (4.27)

Ljk(x, t) +
M∑
l=1

N∑
m=1

N∑
n=1

ηjklmnLlm(x, t)eβk+β?
n = −(r0)jk

eβk . (B.10)

Si todos los coeficientesλkκk(α2−δ2)
α

son diferentes, cuando|t| → ∞ cada soliton se en-
contrara muy alejado de los otros, en consecuenciaLjk en (B.10) solo se vera afectado por
el k−esimo soliton por lo tanto las sumas con respecto an y m en (B.1) solo corren para
n = m = k. En este caso se obtiene

Ljk(x, t) +
M∑
l=1

ηjklkkLlk(x, t)e
βk+β?

k ' −(r0)jk
eβk cuando|t| → ∞. (B.11)

Este resultado lleva a establecer la ecuación (B.9).
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