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Resumen

Las soluciones multisolitonicas de la ecuacvectorial no lineal de Scédinger (ecuadin
vectorial NLS) juegan un papel muy importante en la desd@ipde fetomenos ifsicos no

lineales.

En este trabajo se obtiene la sofutimultisolitonica de la ecuam vectorial NLS en for-
ma anditica aplicando el ratodo de disperén inversa de los esquemas ZS. Este tipo de
soluciones describen la propagatie interac@n de N solitones.



Abstract

Multi-soliton solutions of the vector nonlinear Sélinger equation (vector NLS equation)
play a important role in phenomena description of nonlinear physics.

In this work the multi-soliton solution of the vector NLS equation is derived in analytic form
using the inverse scattering method of ZS schemes. Solutions describe N soliton dynamics.
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Introducci on

Desde un punto de vista matatito el terminosoliton hace referencia a un tipo de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales que describen sinaamente fémmenos dispersivos y

no lineales. Las soluciones solitonicas son pulsos localizados que surgen cuando se compen-
san efectos dispersivos y no lineales. Los solitones se pueden propagar grandes distancias
sin experimentar una distoési significativa. Durante logltimos 30 &os se han encontrado
solitones en campos tan diversos como la fisica déqodais, biologa molecular, me@nica
cuantica, meteoroldg, oceangrafa, astrdsica, cosmolo entre otros [3], [4].

Uno de los campos as activos de investigdm en solitones se presenta en el estudio de
solitonesopticos, donde la meta es usar este tipo de pulsos como portadores de "bits"de in-
formacibn en fibrapticas.

Una séal de informaddn contiene componentes en un amplio rango de frecuencias. Debido
a que la velocidad de propaganide cada componente es dependiente de la frecuencia, las
sdiales transmitidas sufren una dispensiDesde la aparioh de las fibragpticas se ha bus-

cado la forma de evitar estos efectos dispersivos que limitan la eficiencia de sistemas de co-
municacon optica. En un intento por resolver esta dificultad, Akira Hasegawa y Fred Tapper
proponen en 1973 que andice de refracéin dependiente de la intensidad de luz puede ser
utilizado para compensar la dispé@nsi En esencia la luz tiende a concentrarse en regiones de
mayorindice de refracéin. De esta manera en un material no lineal los efectos dispersivos y
de no linealidad se pueden compensar produciendo un pulso que se propaga en forma estable.

En mediopticos con no linealidadéabil, los solitones surgen como pulsos localizados que
evolucionan mediante una compensacentre los efectos producidos por umdice de re-
fraccion dependiente de la intensidad de luz y la disperdiel pulso (en el caso de solitones
temporales) o la difracon del mismo (en el caso de solitones espaciales). En estos medios
la ecuaddn vectorial no lineal de Scthdinger (ecuaéin vectorial NLS)

M

Zq]t+XQJzz+2:uq]Z|QI|2:0 j:1727"7Ma
=1

describe adecuadamente la evahucilel pulso de luz en una fibégtica no lineal.

La solucbn de la ecuadin vectorial NLS puede deducirse en forma &it por medio de
un método de transformada de dispérsinversa [3], [10]. Debido a que las expresiones re-
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sultantes son excesivamente complicadas, se prefierealisigude la ecuadn por netodos
numéricos [4], [7].

Teniendo en cuenta la importancia de los solitone$mtita no lineal, resulta importante
investigar las soluciones solitonicas en forma dital. Esto contribuye al desarrollo de la
teoiia y al entendimiento de los solitones y sus interacciones.
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Objetivos

Objetivos Generales

Obtener la soluéin multisolitonica de la ecuamn vectorial NLS en forma ariéica utilizando
el método de esquemas ZS.

Objetivos Espedficos

A partir de la formuladn de esquemas ZS para la ecbacvectorial NLS obtener la solu-
cibn multisolitonica para el caso de solitones oscuros y brillantes.

Para la soludin con solitones brillantes se estudian los siguientes casos particulares:

Solucbn de la ecuadin unidimensional no lineal de Sétinger.
Solucibn de la ecuabin vectorial NLS para mediosGgopos.

Solucbn con dos solitones de la ecuatiacoplada no lineal de Sduinger de tipo
Manakov

Forma asinttica de las soluciones.

Interaccon entre solitones solumn de los casos anteriores



Capitulo 1

Esquemas ZS

En 1974 Zakharov & Shabat publicaron uétodo general que permite establecer la transfor-
mada de disper8h inversa para diversas ecuaciones relacionadas con ia t&osolitones.
Este formalismo es denominado esquemas ZS.

En este capitulo se da una descriptigeneral del ®todo de esquemas ZS con el fin de
presentar definiciones y notéailtiles en el desarrollo de los dagos posteriores [3].

Con el fin de estudiar ecuaciones de evalaaio lineal el rdtodo de esquemas ZS introduce
operadores integrales y diferenciales que satisfacen ciertas relaciones de canmutaci
continuacdbn se describen este tipo de operadores

1.1. Operadores Integrales

SeanfF(z, z), K, (z,z), K_(x,z) matrices de ordeV x N, con
Ki(z,z)=0 Siz <, (1.1)
K (z,2)=0 Siz >z, (1.2)

y seay(x) un vector de ordeiV.

Los operadores integralds, J, , J_ que achian sobre) se encuentran definidos por

ahW%=/mP%md¢@M% (1.3)

o0

para todos log donde la integral definida converge. En forma similar

1) = [ Kalo o)z (L.4)
En consecuencia

J+:/ dzK (z,2) y J_:/ dzK_(z, z).

—00
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Estos operadores se relacionan por medio de la expresi
(I+J)I+Jp)=1+J_, (1.5)

donde/ es una matriz unitaria de ordevi x N. Asumiendo que + J, es invertible se
obtiene
T+ Jp=I+J) I+ J),

como consecuencia el operadof J es factorizable.

La identidad (1.5) sobr¢ puede ser escrita como
/ Ky (z,2)Y )dz—i—/ F(z,2)Y(2)dz
/ K. (z,z) (/ F(Z,y)w(y)dy) dz :/_ K _(z,2)Y(z)dz. (1.6)

—00

Si se opera cuando > z, el lado derecho de esta expi@sies nulo. Aderas, la integral
doble puede ser expresada como

/Z /:O K (2, y) F(y, 2)¢(2)dydz

y la ecuaddn (1.6) se convierte en

/OO [}Q(m, 2)+ F(x,2) + /:o K, (z,y)F(y, 2)dy| (z)dz = 0.

[e.9]

para cualquier)(z) este resultado requiere
K. (z,z)+ F(x,2) +/ Ky (z,y)F(y,z)dy =0 paraz > . (1.7)

La expresbn (1.7) es la ecuadn de Marchenko para la matriZ, (x, z). En forma similar si
se considera < x en la ecuadin (1.6), se puede establecer

K (z,z)=F(x,z)+ /OO K (z,y)F(y, z)dy paraz < . (1.8)

Esta reladn defineK_ en €rminos defi<, y F.

1.2. Operadores Diferenciales

En esta secbn se amphn las definiciones de los operadoresk ,, K_ y del vectory de
tal manera que puedan depender de doarpatros auxiliares, y. La evolucon de F' con
respecto a estos @anetros se relaciona con ecuaciones diferenciales no lineales que pueden
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ser tratadas por el @odo de los esquemas ZS.

Se define un operador matricial diferencig} de ordenN x N que acha sobrey(z;t).
A, conmuta con el operador integtl, como consecuencia

(Ao, Jr) = Ao Jp — JpAg = 0. (1.9)

Cuando/rA, actua sobre)(zx;t), el operadot/r se aplica al vectoAyi(z;t) evaluado en
r =Zz.
El operador diferencial, asociado &\, se define por medio de la identidad

AT+ J.) = (I+J.)A. (1.10)

Antes de continuar con el desarrollo general del metodo, se considera un caso particular de
operadord, que sera util en el siguiente capitulo. Sea

donde! es una matriz unitaria de ordéh x N y « es un escalar constante. Aplicando (1.9)
sobrey)(z;t) se obtiene

AN x o 0
(oga - @) / F(x,z;t)0(z;t)dz — / F(x,z;t) (aa - @) YP(z;t)dz = 0.

o0 —00

Si es dos veces diferenciablelyvy, — 0 cuandgz| — oo, integrando por partes se puede

mostrar que
/ Fipndz — / Fotbdz,

y la ecuaddn (1.11) se escribe como

[e.e]

Este resultado, obtenido a partir de la relacion de conmutacion (1.9), es ¥malt@donente si
la matrizF'(x, z; t) satisface la ecuacion diferencial

aF, + F,, — F,, = 0. (1.12)

El operador asociada es obtenido aplicando (1.10)4dx;t), esto es

A {w(x; t) + /:O Ko (2, 2 )9 (2 t)dz}

a 0

= oy — Ypp + /OO K (x,zt) <a—

5 @) W(z;t)dz. (1.13)
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Integrando por partes y asumiendo que, K, . — 0 cuandoz — 400 Se encuentra
JAR R R SR A A

dondeK, = K, (z, z;t). TomandoA = A, + A, (1.13) se puede escribir como
A <¢ + /OO K+¢dz) +a /OO(KMw + K aby)dz + @w%fg
S
—a [T K Ryt - R = [ Ko

d . oo o
(A1 + 2%[(4’) Y+ Al/ Kidz + / (K — Kypp + K22 )tbdz = 0,

en esta expresn dK , /dx = K, + K. denota la derivada total en Si esta ecuadh es
valida para toda continuo, entonces

d -~ A N
Ay = —Qd—K+ = —2(Kys + Ky2), (1.14)
T
y K, (z, 2;t) satisface
C(Kth =+ KJrzz - K+zx + A1K+ =0. (115)

De vuelta al desarrollo principal, se describe un paso importante e@tedmde los es-
guemas ZS. Se introducelospares de operadores y A. Por lo general se elige

) )
A = las, — Mo; AP = 185+ Lo,

0 0
AW = Ja— — M; AP =I3— + L
aat Y /66y+ 7

(1.16)

donden y (3 son constantesd/, Lo, M y L son operadores diferenciales:eri.os operadores
My y Ly estin formados por coeficientes constantes de tal maneraﬁheﬁf) conmutan.
Adermras, cada\\” y A®) conmuta con el operaddi, esto es

AT =0y (AP Je] =0, (1.17)
Los operadorea® se definen sém lo establecido en la exprési(1.10)
AT+ J)=(T+J)AY,  i=12 (1.18)

4



A partir de las definiciones anteriores, resulta conveniente examinar el operador
P=ADAD(T 4 7)) = ADAD(T +7,). (1.19)
Aplicando la definicion (1.18) se obtiene

P =AM+ J)AP = AD(1 + )AL
= (I+ J)APAY — (14 7)) AP ALY
= (I+J)[a5, A8,

comoA" y AP’ conmutan,entonces
P =AW A@|T+J,)=0.
Ya quel + Jr es invertible, se obtiene
AW AP] =0, (1.20)

Al introducir en (1.20) los operadores definidos en (1.16), se establece

0 0 0 0

Esta expregin se simplifica a

oL oM

— — + L, M| =0. 1.21
La ecuaddn (1.21) es una relamn matricial que define un sistema de ecuaciones de evolu-
cion no lineal que pueden ser resueltas por&lado de los esquemas ZS.

Los coeficientes variables que forman parte de los operadoyes/ constituyen las fun-

ciones del sistema de ecuaciones de evotludtstas funciones son conocidasé@mitinos de

K, (mediante una exprdsi similar a (1.14)), dond& ;. es una soluéin de la ecuadin inte-

gral lineal (1.7). En esta ecuaci integral se requiere el operadoque se obtiene a partir de

un par de ecuaciones (mediante expresiones similares a (1.12)) definidas por las condiciones
de conmutadin (1.17).

El siguiente capitulo describe un caso particular en el cual (1.21) permite obtener lacuaci
vectorial NLS. Estos resultados permdétiren el capitulo tres encontrar la sofutimultisoli-

tonica de esta ecudni.



Capitulo 2

Esquemas ZS para la ecuadn
vectorial NLS

En este capitulo se aplica ebtodo de los esquemas ZS al estudio de la ebnactorial no
lineal de Schidinger. Mediante una eleéci apropiada de los operadores introducidos en el
capitulo anterior se relaciona la ecuatide evoludn (1.21) con la ecuaon vectorial NLS

[10], [11].

Se inicia considerando los operadores

W_ (0 _ 0
AO —[(’l()éa-&), (21)
a 0 0 0
0 oy O 0| 4
AP =10 0 a 0 |5 (2.2)

donde! es una matriz unitaria de ordém/ + 1) x (M + 1)y «, g, g, .., apr SON CcONStantes
reales arbitrarias. El operador asociasld’ se deduce por medio de la relaei(1.14),

&) Lo
donde .
Ulz,t) = —2dd[i+. (2.4)



Para obtenen® se tomaA® = AP + V(z,t). Con esta elecon la condicdn (1.18)
requiere

0 a0 (wz—f%+w+/mK+zwdz>+V(w+/OOKmdz)
S i i
a 0 ... 0 a 0 .. 0
_ 0 a; .. 0 ¢$+/OOK+ 0 a; .. 0 ¢zd2-
PR R VS

La integracdn por partes del ultimo termino en esta expgyagermite establecer

a 0 .. O a 0 .. 0
vV — 0 a1 ... 0 [A{+ +K+ a1 ... 0 ’QZ)
a 0 .. 0 a 0 0

+/~oo 0 a1 ... 0 K+$+K+Z 0 ap ... 0 —|—VK+ @/JdZ:O
“\o o - oay 000 . ay

Si en la reladdn anterior se escoge

a 0 0 .. O a 0 0 .. O
0 (0%} 0 0 ) ) 0 (0%} 0 0
V=10 0 o .. 0 |K-—K;|0 0 a 01, (2.5)
0 0 0 ... au 0 0 0 o
entoncedy, satisface
a 0 0 0 a 0 0 .. 0
0 (6%} 0 .. 0 0 (0%} 0 .. 0
0 0 v ... 0 |K+K |0 0 a ... 0 |+VKL=0. (2.6)
0 0 O Qg 0 0 0 .. au
La matrizK, (z, z;t) de orden M + 1) x (M + 1) se escribe de la siguiente manera
a(x,z;t)  bi(x,zt)  bo(x,zt) ... by(z,z;t)
clz,z;t)  di(z,zt) di(z,zt) .. diy(x,z;t)
K (x,z;t) = | colm,z;t)  dor(m,25t)  doo(x,25t) ... dop(z,25t) | . (2.7)
ez, zt) dyn(x, zt) dyp(z, zt) ... dym(z, 2;t)

7



Evaluandok, enz = z se obtieneX ,

A B By By
R Cl Dll D12 Dl]\/l
K+ = Cg D21 DQQ D2M s (28)

Cv Dy Dyz ... Dum
dondeA = a(z,z;t), B, = bz, z;t), O = ¢lz,x;t), Di; = dyj(z,z;t) paral,j =
1,2,.., M.

Considerando (2.7) y (2.8), a partir de (2.5) se establece

0 (Oé - O[l)Bl (Oé - OéQ)BQ (Of — O[]V[)BM
(Oél — O./)Cl O (a1 — Ozg)Dlg (Ozl — OéM)DlM
V(I‘, t) = (Oég — CY)CQ (CYQ — Oél)Dgl 0 (042 — OCM)DQ]\/[
(OéM—Oé)CM (OéM—Oél)D]\/[l (O{M_QQ)DMQ O

(2.9)
Para hallarU(z,t) en (2.4) es necesario conocéy, B;,,C;., Dy, conj,l = 1,2,.., M.
Con este fin se evalua (2.6) en= z. Se obtiene que los elementdsy D;; satisfacen las
relaciones

M
oA, + Z(a — o) B,C, =0,

=1

M
aldljx + ijdljz + (Oél — Oé)BjOl + Z(al — as)Dlstj = 0,

s=1

donded,;, y d;;. denotan respectivamentelg, y d;;. evaluados en = z.

El formalismo para el estudio de la ecuativectorial NLS desarrollado hasta ahora es muy
general [10], [11]. En estas expresiones resulta conveniente esgogeti, = ... = ay = 0
cona # § # —0, B; = gq;(v,t) y C; = £q;(=,t) (¢ denota el complejo conjugado gg),

de tal manera qu&;C; = +|¢;|*>. De acuerdo con esta eleni

PGS e (2.10)
T a l:1 bl .
a—0
Dy;, = %%*q]‘- (2.11)

En (2.11) se tiene en cuenta qlig, = dy;, + dj;..



Introduciendo (2.10) y (2.11) en (2.4) se obtiene

M 2
+q;, “‘;!q 1?2 i%ﬂ% v 28D gy,
U(z,t) = —2 g5 + @D g 02 L £y,
- i i e
+q5,, Vg 2% o 25 g
(2.12)
Los resultados (2.9) y (2.11) permiten establecer
:F@ S al? . 92, anM,
0 0? +q7 g2 £ @D gy £ 00 grgy,
1) — 1g s 1
AW =T (Z&a — @>— g5, Loty @D @) (2.13)
+q3,. T P CES ) P A G ‘”\qmz
y
a 0 0 0 0O @ @ ... qm
0 6 0 0] 4 T¢ 0 0 .. 0
A =10 0 ¢ %—i-(oz—é) T 0 0 .. .. (2.14)
0 0 0 5 F¢t, 0 0 .. 0

La ecuaddn vectorial NLS se puede obtener a partir de la ecumade Lax (1.21) o me-
diante la relaén de conmutadin [A®M), A)]=0. EI cumplimiento de esta ultima condiai
requiere quey;(x, t) cumpla simulineamente las ecuaciones

iaa —0)g;, — (o = 0)qj,, + 2aq;,, £2 QJZ|Ql| 4 q]Zqu =0,
_' (2.15)
—ia(a—0)qj, + (a—0)qgj,, +20q], £2 q] Z i + q] Z a*| = 0.
] (2.16)
Simplificando
. (a—0)*a+06)
io(ov — 8)gj, + (v + 6)gj,, £2 o5 4 lzl lg> =0,

. * * a_62a+5 * .
—ia(a —0)q;, + (a+9)q;, £ 2( ) é )qj Z |ar” = 0.

(0%
=1

Comoa # 6 # —0 # 0, entonces

M

, (a+9) (a? —§?) )
g5, + m%‘m + QT% Z: lq|* = 0. (2.17)



. (o +0) (a? — §?) M )
Y PR NI el AP, SR, B St =0. 2.1
1q;, + o= 5)%” o254 ;:1 lqi] 0 (2.18)

Definiendo las constantes

(a? — §?)
=+ 2.1
z =5 (2.19)
(a+9)
= 2.20
ala—9)’ (2.20)
la ecuaddn (2.17) adopta la forma de la ecuativectorial NLS
M
i), + X + 2005 Y lar|* = 0. (2.21)

=1
La ecuacion (2.18) es el complejo conjugado de (2.21).
En este capitulo se analizo un caso particular detaho de esquemas ZS aplicado al estudio
de la ecuadin vectorial NLS. En el siguiente capitulo se escoge un operador F particular. La

evolucbn deK, y F' permitira obtener la soludn conN solitones de la ecuam vectorial
NLS.
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Capitulo 3

Solucion multisolitonica de la ecuacbn
vectorial NLS

A partir de los operadores y las condiciones de conmaitaioitroducidos en los céplos an-
teriores se estudia la soldci multisolitonica de la ecuam vectorial no lineal de Scbdin-

ger
M

iQ, + Xjo + 200> _a* =0 j=1,2,..M, (3.1)
=1
donde M es un natural finito y los pametrosu, xy son constantes reales arbitrarias que
pueden escribirse como

= i%, (3.2)
_ (a+90)
D) &3

cona # 6 # —6 # 0.

La solucbn multisolitonica requiere el estudio de la evo@utide la matrizF' con respec-
toaz, z,t. De acuerdo con el @iodo de esquemas ZS expuesto en el capitulo 1, la ebaluci
del operadof’ se determina a partir de las condiciones de conmiutgdi.17). Al introducir

el operador (2.1) emgl), Jr] = 0 se obtiene

.0 0? o o .0 0?

o0

/ F¢ZZdZ:/ F, dz,

valida cuanda) es dos veces diferenciable/y ), — 0 cuando|z| — oo, la ecuaddn (3.4)
se reduce a

Considerando la igualdad

/ (iaFy — Fpp + F,.)dz = 0.

(e}
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Esta reladn se cumple sk (z, z; t) satisface la ecuacion
iaF, + F,, — F,, = 0. (3.5)

En forma similar, el cumplimiento de la concﬁci[AéQ), Jr| = 0 requiere que

a 0 0 0 a 0 0 0
0 6 0 0 9 [ 0o 0 6 0 ... 0
0 0 ¢ 0 a_/ Fwdz—/ Fl0o 0 6 .. 0]|v¢.dz=0. (3.6)
T J - —00
0O 0 0 ... 9 0 0 0 o
Teniendo en cuenta que
a 0 0 0 a 0 0 0
0o 0 0 O 0 0o 0 6 O 0
/ Fl0 0 ¢ 0 | Y.dz = —/ F.{0 0 9 0 | ¥dz,
0 0 0 ... 9 o 0 0 .. ¢
la ecuaaddn (3.6) se escribe como
a 0 0 0 a 0 0 0
00 0 0 O 0 0 0 O 0
/ 0 0 o O|F,+F. [0 0 ¢ 0 Wdz = 0.
0 0 0 ) 0 0 0 )
Esta reladdn se cumple sF(z, z; t) satisface
a 0 0 0 a 0 0 0
0 0 O 0 0 0 O 0
0 0 ¢ 0o(E+F |0 0 ¢ 0] =o. (3.7)
0 0 0 ) 0O 0 0 .. 9

De acuerdo con estos resultadb$z, z; t) cumple en forma simultanea las condiciones (3.5)
y (3.7) que determinan su evoloa con respecto a x,z,t.

Definiendo el operador [10]

0 ri(z,z;t) rox,zt) .o oru(x,zt)
s1(z, z;t) 0 0 0
F = so(x, z;t) 0 0 0 : (3.8)
sy, z;t) 0 0 0

12



la ecuaddn (3.7) requiere que
arj, +or;, =0 y ds;, +asj, =0,
paraj = 1,2,.., M. Como consecuencia la forma de las funciones escalareses
r; =r;(dr —az;t) y s; = sj(ax —0z;t). (3.9)

Introduciendo (3.9) en (3.5), la soldci mas general parg y s; esta dada por

(1), 4020 il (3.10)

WE

ri(x, z;t) =

B
Il

1

O'7k ar— 5Z)+lt7 L (02—a?)t/a (311)

Y

Mz

:L’Zt
k:l

dondeN es un natural finito Yr),,, (s0),., Pjr» ojx CONJ = 1,2,., M, k =1,2,.., N son
constantes complejas arbitrarias.
La matrizK, esta relacionada cafi por medio de la ecua@n integral de Marchenko (1.7)

Koo it) + Flast) + [ Kulo)Fly,t)dy =0

Incorporando las definiciones (2.7) y (3.8) en esta expnesg obtiene

a b1 b2 bM 0 rn Te ... Tm
C1 dll d12 dlM S1 0 0 .. 0
Co dgl dgg dgM + S9 0 0 0
Cm dMl dM2 dMM SM 0 0 .. 0

a b1 bg bM 0 ™m T .. Tymg

00 C1 dll d12 d]_]\/[ S1 0 0 .. 0

+/ Cy d21 d22 d2M So 0 0 .. 0 dy:() (312)
CMmr dM1 dM2 dMM SM 0 0 0

En (3.12) se han omitido los argumentos de la funciones. Los elementos de la primera fila
de la ecuadin (3.12) forman el siguiente sistema de ecuaciones integrales escalares para las
funcionesa(x, z;t) y b(x, z; t)

o M
a(w, z;t) +/ > b,y t)siy, z; t)dy = 0, (3.13)
=1

13



bij(x,z;t) +1i(z, 2 1) + / a(z,y;t)rj(y, z;t)dy =0 j=12 ., M. (3.14)

En el anexo A se considera el resto de elementos de (3.12), los cuales establecen un sistema
de ecuaciones (A.1) y (A.2) para las funciores:, z;t) y d;i(z, z; ). Esto permite obtener

un sistema de ecuaciones (A.1) y (A.2) pajar, z;t) y d;i(x, z;t) similar al obtenido en

(3.13) y (3.14).

La solucbn de (3.1) requiere encontrar cédgér, z; t). Combinando (3.13) y (3.14) se obtie-
ne

o M

bi(x, zt) +ri(z, 2;t) / [/ Zbl (v t)s1(y', v )dy] ri(y, z;t)dy = 0. (3.15)

Introduciendo (3.10) y (3.11) en (3.15) se establece

N
_52
.Z' 2 t + 2 : ep]k (6z— az)—‘rzp L(@2=862)t/a
k=1

00 N
B / [/ >_blzyit) Z(SO)Me%<ay'—5y>+w?n<62—a2>t/ad?/]
v o= n=1

X (ro) .kepj’“(‘sy_az)“p?k(a2_62)t/ady =0. (3.16)
i

WE

k=1

Por las caractésticas de (3.16) es conveniente buscar una smhue la forma
(x,z;t) Z ik (z, t)e” Pz, (3.17)

La ecuaddn (3.16) requiere que las funcionds(z,t) conj = 1,2,.., M,k =1,2,.., N,
siendoM y N naturales finitos, sean soldai del siguiente sistema de ecuaciones de orden
(MN) x (MN)

M (,) + (ro),, (e =00t/ attoje

M N N

N Z Z Z Mlm<x7 t) (To)jk(s[))lnez( —0%) (030, )t/ e
=1

=1 m=1 n=1

X /OO e_a(plm_aln)y/dy’ /OO eé(pjk'_o'ln)ydy = 0. (318)
Las integrales en (3.18) se encuentran definidas si se cumple la éondici
Re[a(pjm —om)] >0y Re[é(pjm — om)] <0, (3.19)

14



paratodoj,l=1,2,... Myk m,n=1,2 . N.
Si la condicon (3.19) se cumple, (3.18) toma la forma

M]k(’x? t) + (To)jkeip?k(OLZ—(SQ)t/OH_(Sp].kx

M N N _O‘(plm_o'ln)$ 65(pjk_0'ln)'r

+ M (2, ) (1) ., (s ei(az_‘SQ)("?k_”lzn)t/ae =0.
12:1: mz:l ; : ( )( O)J"( O)In O‘(ﬂlm - Uln) (5<pjk - Uln)
(3.20)
Teniendo en cuenta qug(x, x;t) = B;(x,t) = ¢;(z,t), de (3.15) se obtiene
N N
q;i(z,t) = Z M (z,t)e” *Pik® = Z Ljg(z,t). (3.21)

De acuerdo con (3.20), |ds;;, satisfacen el siguiente sistema de ecuacionesd’) x (M N)

M N N

(TO)' ($0>n i(a?—82)(p2, —c2 t/a _—(a— k—01n)T
Lk +ZZZLZ%5(% 2 200 (07 =8) (2=t )ty (@) (pjh—tn)

=1 m=1n=1 - Oln)(pjk; - Uln)

_ _(7,0)jkeipjzk(a2762)t/o¢7(a76)pjkz (322)

La constante compleja;;, se puede representar en la forma
Pk = Kjk + 1Ak, (3.23)
donder i, A, paraj = 1,2,.., M, k = 1,2, .., N son constantes reales.

En el anexo A se demuestran las relaciones (A.11) y (A.12). (A.11) establep gque-oy,
teniendo en cuenta (3.23) se obtiene

Ok = —HKjk + Z)\]k (324)

La relacdn (A.12) establece que,)
permite obtener

= £(r0),,, introducir (3.23),(3.24) y (A.12) en (3.22)

* pr—
ik

M N N
ij + Z Z Z lenjklmneﬁjk—'—ﬁl*" = —(To)jkeﬁjk, (325)

=1 m=1n=1
donde se utiliza la notan

+(r0),,,(ro)7,
AO[(Kim + Kin) + 1(Nim — M) |[(K5k + Kin) +1(Ajr — )]’

(3.26)

Njkimn =

15



B = i(c — §) { i~ A?’j(a ot Ajkx} e, (3.27)
cik = (v — 9) [x + M] , (3.28)

paraj,l =1,2,..,. M; k,m,n=1,2,..,N.
Teniendo en cuenta (3.23) y (3.24), la condit{3.19) requiere que
a(kjg + Kim) >0 y S(Kjk + Kim) <0 para todoj, k, [, m. (3.29)

Esta condiddn se cumple cuando las,, tienen el mismo signo y el produci@ es negativo.
Teniendo en cuenta lo anterior se analiza el prodygtdEsta cantidad permite establecer si
(3.1) es una ecuamn de evoludn para solitones oscuros o solitones brillantes. Teniendo en
cuenta (3.2) y (3.3) se obtiene

_ [a?=¢? a+0 ] (a+40)?
XH = i{ a2 } {a(a—é)] _iW‘ (3.30)

Ya quead < 0, sien (3.26) se considera el sighose obtieneyi < 0. En consecuencia se
encuentra una soluimn con solitones oscuros. Si se utiliza el sighge obtiene(u > 0. En
este ultimo caso se obtiene una sobmcton solitones brillantes.

Las ecuaciones (3.21), (3.25)-(3.26) definen la séluenultisolitonica de la ecuam vec-

torial NLS. En el siguiente capitulo se identifican algunas caratieas de la solubn en
contexto de la teda de solitones.
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Capitulo 4

Multisolitones brillantes de la ecuacon
vectorial NLS

El capitulo anterior permite obtener las soluciones multisolitonicas brillantes y oscuras de la
ecuacbn vectorial NLS. En este capitulo se estudian algunas caistatas de la soludn
multisolitonica para el caso de solitones brillantes. Se encuentran rasgos similares cuando se
tratan solitones oscuros.

De acuerdo con los resultados del talp 3, se puede establecer que la saunccon N
solitones brillantes de la ecuéaivectorial NLS

M
i, + X, +200; > P =0 j=1,2,.,M, (4.1)
=1
con (0 )
a? —
p= (4.2)
(a+9)
== —-——— 4.3
2@ —0)’ (4.3)
parac # § # —d # 0, ad < 0, esta dada por
N
t)=> Lix(x,t), (4.4)
k=1

donde las funcioneb;; (x, t) satisfacen el sistema de ecuaciones algebraicas de(@rd¥nx
(MN)

M N N

L(z,t) + Z Z kalanlm (x,t)e BintBin = —(To)jkeﬂj’“, (4.5)

=1 m=1n=1
en (4.5) se ha utilizado la notaci

—(r0) ;4 (ro);,
aé[(mm + Iiln) + Z()\lm — Aln)][(/fjk + "fln) + Z(/\]k — )\ln)]7

(4.6)

Njklmn =
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B = i(c — §) { e~ A?’j(a +ot Ajkx} e, @.7)
Cjl = (Oé — (S)ij {x + M] , (48)

yi,l=12.. M;kmmn=12 . N.

En (4.5)-(4.8) los(ry) , son constantes complejas arbitrarias, yAgsy \;;, son constan-

J

tes reales arbitrarias que cumplen la cordici
a(ij + lilm) >0 Yy 5(Kjk + Klm) <0 (49)

para todoj, &, [, m.

Los resultados anteriores se obtuvieron con base a un formalismo estrictamentétinatem

En este capitulo se determinan algunas caretiesis de la solubn en el contexto de la teo-

ria de solitones. Para ello se estudian casos particulares que permiten establecer el significado
fisico _de las cc_)nstantegso)jk , kjr Y \ji. AdemBs se examina la propaganie interac@n

de solitones brillantes.
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4.1. Ecuacon unidimensional NLS

En esta secbn se estudia la ecuacion (4.1) cuando= 1. Este caso particular de (4.1) es
la ecuaddbn unidimensional no lineal de Sétdinger o ecuadin NLS

i + XGuw + 211q|q|* = 0 (4.10)
con ( ) 52)
a J—
H= T2 (4.11)
(a+9)
= - 4.12

ya£s4—640,a8 <0.

La solucbn multisolitonica de (4.10) se obtiene a partir de las ecuaciones (4.4)-(4.9). De
acuerdo con estos resultados, la sdndae (4.10) con N solitones brillantes esta dada por

N
g(xz,t) = Li(x,t), (4.13)
k=1
donde las funciones (z, t) satisfacen el sistema de ecuaciones N
N N
Ly(x,t) + Z ananm(x,t)eﬁﬁﬁﬁ = —(rg), ™. (4.14)
m=1 n=1

En esta ecuaon se utiliza la notaéin

—(70),.(r0)%

Memn = ST + #im) + 1O — )[R+ o) 1O — An)] (4.15)
ﬁk = Z(Oz - (S) { [Kk — )\kC]X(Od + 5>t - )\kl’} — Ck, (416)
cr = (a0 — 0)Ky, [x + M} : (4.17)

parak,m,n =1,2,.., N.

En las expresiones anteriorges), son constantes complejas arbitrarias y Ags, \; son
constantes reales arbitrarias que cumplen la colici

a(kg + Km) >0 y (kg + Km) <0 (4.18)
para todadk, m.

Con el fin de encontrar el significado fisico (g)
Sos

ki, A\x S€ estudian los siguientes ca-

n!
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4.1.1. Soluobn solitonica de la ecua@n NLS

La solucbn solitonica de (4.10) se obtiene en el caso partichilar 1. Haciendq(r), = ro,
K1 = K, \1 = A, mi1 =1, ﬁl = ﬁ, a=c¢li=1L de (415)'(417) se obtiene

Tory
=9 4.1
"= TadR (4.19)
. [k* — N](a+ d)t
B =1i(a—0) — Az —c, (4.20)
(6]
con o 5
c=(a—9)k {x + M} . (4.21)
«
De acuerdo con (4.14], satisface la ecuawmn
L(x,t) + nL(z, t)e? 7" = —rgef. (4.22)

En (4.19)y > 0, por lo tanto se puede introducir una constantal quen = e¢~2%. Entonces
(4.22) se puede escribir como

L(z,t) = —%eﬁﬂwsecmc + ).

En consecuencia (4.13) establece que la sotusolitonica de la ecuam NLS (4.10) esta
dada por:

ila—g)d 222 eto)t 9
q(x,t) _ KT 6( 5){ o A }SECh{(CY—(S)/{ |:$+M:| +90} )

«

(4.23)
Este resultado muestra que la constantes, ~ se encuentran relacionadas con la amplitud,
la velocidad de propagdm y la fase deqg| respectivamente.

4.1.2. Soluodn multisolitonica cuando|t| — oo

En esta secon se estudia la forma de la solémimultisolitonica de la ecuamh NLS cuando
|t| — oo con x finito. En el anexo B se demuestra que en este caso el sistema de ecuaciones
(4.14) adquiere la forma

Ly(z,t) + nkkkLk(:c,t)eﬂ”ﬁf: ~ —(7’0>k€ﬁk,

que es similar a (4.22). Introduciendo una constant&@l quen,,., = e~ 2+, se tiene

Li(x,t) ~ —%eﬁk“k“”ksecf(ck +¢r)  cuandgt| — oo.
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De acuerdo con (4.15)-(4.17) se puede establecer

Ly(w, 1) = __ralr), ta-p{ PR
’ ’ B (TO)k(To)’I;
|ad|

X Sech{(a — )Rk {3: + M} + gok} . (4.24)

Introduciendo (4.24) en (4.13) se encuentra que la smhugiultisolitonica de la ecuam
NLS (4.10) cuanddt| — oo esta dada por

N . K2 =X2](a+0)t
ki (T0), %(075){%7/\”}
t) ~ _
Q(Z', ) Z (ro)k(ro)]’;e

LV T el

X sech{(a — &)k {x + M} + gok} . (4.25)

Comparando (4.23) (4.25) se infiere que cuangde- oo conz finito la solucbn multisolito-
nica de la ecuabin NLS es aproximadamente igual al la suma de N solitones que se propagan
en forma independiente.

4.1.3. Soluabn con dos Solitones

Con el fin de ilustrar la interadmn entre dos solitones se estudia el caso particular 2. La
solucbngq(z, t) se obtiene a partir del sistema de ecuaci@ne8 definido por las ecuaciones
(4.14)-(4.17). De este resultado se grafigaen funcbn dez, ¢ para diferentes valores de
(r0),, (10)4, K1, K2, A1, A2 que caracterizan a cada uno de los solitones.

Las figuras 4.1y 4.2 corresponden a los siguientes valores

a =2 0=—1

Soliton | (7"0)1 =-3 K1 = 2 )\1 =0
Soliton Il (7’0)2 =3 | ky=2|Nyg=-2

En este caso interaccionan un soliton que se propaga en la direecioon un soliton de
igual amplitud y fase pero con velocidad nula.

Las figuras 4.3 y 4.4 son se obtienen con los siguientes valores
a=2 0=-—1
Soliton | (T‘Q)l =-3|K=2]|\=-2
Soliton Il (T0>2 =-3|kya=2 | =2

En este caso interaccionan dos solitones de igual amplitud y fase que se propagan en direc-
ciones contrarias.

Las figuras 4.5y 4.6 se corresponden a los siguientes datos
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=-1
):—3 H1:3 )\1:—1
):—2 112:2 )\2:—2

En este caso interaccionan dos solitones diferentes que se propagan en la direccion

a=2 o
Soliton | | (r
Soliton Il | (r

0)1
0)2

En todos estos casos se puede observar desfases cuando ocurre |lanteEstai carac-
teristica es coran en interacciones entre solitones. En los casos anteriormente examinados se
observan desfases durante la interaigcEste fehmeno es caractstico en las interacciones

entre solitones.
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Figura 4.1: Grafica dg| en funcbn dez, ¢ para dos solitones. En este caso interaccionan un
soliton que se propaga en la dirgmtipositiva del ejec con un soliton de igual amplitud y
fase pero con velocidad nula.
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Figura 4.2: Grafica que muestra la interéccilustrada en la Figura 4.1 desde otro punto de
observadn.
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Figura 4.3: Grafica dé;| en funcbn dex, t para dos solitones. En este caso interaccionan
dos solitones de igual amplitud y fase que se propagan en direcciones contrarias.
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Figura 4.4: Grafica que muestra la interéccilustrada en la Figura 4.3 desde otro punto de
observaan.

26



Figura 4.5: Grafica dgg| en funcbn dez, ¢ para dos solitones. En este caso interaccionan dos
solitones con diferente amplitud, velocidad y fase que se propagan en la@irgositiva
del ejex.
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Figura 4.6: Grafica que muestra la interéccilustrada en la Figura 4.5 desde otro punto de
observadn.
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4.1.4. Soluaobn con tres Solitones

Ahora se ilustra la solucn con tres solitones de la ecuatiNLS. Para ello se estudia el
caso particulalv = 3 de las ecuaciones (4.14)-(4.17). En forma similar a la 6ectil.3 se
graficalq| en funcbn dez, t para diferentes valores d&),, (70),, (70)5, K1, K2, K2, A1, A2, As.

Las figuras 4.7 y 4.8 son obtenidas utilizando los siguientes datos:

o =2 0=-1
Soliton | (7"0)1 =3k =3\ =-2
Soliton Il | (r9), =—=3 | ke =3 | A =0
Soliton IlI (To)g =—-3|k3=3| N\3=2

En este caso interaccionan tres solitones de igual amplitud y fase. Dos de ellos se propagan
con velocidades contrarias y otro posee velocidad nula.

Las figuras 4.9 y 4.10 son obtenidas utilizando los siguientes datos:

o =2 6=-—1

Soliton | (T0)1 =-3|K =3\ =-2
Soliton |l | (rg), = =2 | ke =2 | Ay =—1
Soliton Il | (), = =3 | kK3 =3 | A3 =25

En este caso interaccionan tres solitones diferentes. Dos de ellos se propagan en tendirecci
positiva del eje x, el otro soliton viaja en diregoicontraria.
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Figura 4.7: Grafica dé;| en funcbn dez, t para tres solitones. En este caso interaccionan
tres solitones de igual amplitud y fase. Dos de ellos se propagan con velocidades contrarias y
el otro posee velocidad nula.
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Figura 4.8: Grafica que muestra la interéccilustrada en la Figura 4.7 desde otro punto de
observadn.
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Figura 4.9: Grafica di| en funcbn dez, ¢ para tres solitones.En este caso interaccionan tres
solitones diferentes. Dos de ellos se propagan en la direpaisitiva del eje x, el otro soliton
viaja en direcdn contraria.
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Figura 4.10: Grafica que muestra la interaodiustrada en la Figura 4.9 desde otro punto de
observadn.

33



4.2. Multisolitones brillantes de la ecuadn vectorial NLS
para medios i$tropos

En la secdn 4.1.1 se observo que lasrminosrg, x, A hacen referencia a caradticas
dinamicas del soliton. En la soldm multisolitonica de la ecuam vectorial NLS estas
constantes intervienen en la forroa@) ,, sk, A conj = 1,2, My k = 1,2,..,N. El
sulindicek se refiere a cada uno de los solitones y elsdice j a una direc@n en el espa-
cio.

En esta secon se tratara la ecudsi vectorial NLS para mediosGgopos. En este caso

/fjk; = Rk = Rk

)\jk =\ = N\
paratodoj,/ = 1,2,.., M. Teniendo en cuenta la notaaianterior, la soluén multisolitoni-
ca de la ecuabn vectorial NLS en un mediodtropo esta dada por

)=> Lj(z,t) j=12,.,M, (4.26)

donde las funciones;;, satisfacen el sistema de ecuacio®sV) x (M N)

M N N
Lj(z,t) + Z Z%klanlm x,t)e Bt — —(ro)jke’g’“, (4.27)
=1 m=1n—1
donde (ro). (ro)*
_ —\To jk To in
ikimn = T ey 10w = A (ke £ ) F 0 — A (4.28)
B = i(a — 6) { ek — Aa(o‘ +o)t )\km} . (4.29)
con
cr = (a0 — 0)ky, l:c + M} , (4.30)

paraj,l =1,2,..,.M,k,m,n=1,2,..,N.

En estas expresiongs)) , son constantes complejas arbitrarias. y)\, son constantes reales
arbitrarias que cumplen la condai

a(kk + Km) >0 y Kk + Em) <0 (4.31)
para todadk, m.

A continuacon se analizan casos pariculares de la séludiada en (4.26)-(4.31).
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4.2.1. Soluaobn Solitonica

La solucbn solitonica de la ecuam vectorial NLS (4.1) para un mediddisopo se obtiene
resolviendo el sistema de ecuaciones (4.27) para el caso particutarl. Si se utiliza la
nOtaCbn (7“0)].1 = (7"0)]., R1 = KR, )\1 = )\, i1 = 151, ﬁl = ﬁ, cC1 = C, le = Lj, los
expresiones (4.28)-(4.30) adquieren la forma

(r0),(ro)r

= ———0 ,0=1,2,.., M 4.32
77jl 4‘a5|f€2 j?l ) Ayt 9 ( 3 )
. [k? — N?](a+ d)t
B =1i(a—0) > — A\t —c, (4.33)
eon 2\ o)t
c=(a—=90)kK {as + %} : (4.34)
De acuerdo con (4.27],; satisface el sistema de ecuaciofnés< M
M
Lj(z,t) + ZnﬂLl(x,t)eﬁ*ﬁ* = —roe? j=1,2,..,M. (4.35)
=1
Resolviendo (4.35) con respectd. &z, t) se obtiene
s
Li(x,t) = — (ro), e (4.36)

_ .
1+ {Z mz] e—2c

I=1

M
Definiendo una constantetal que_ n; = e~2#, (4.36) se escribe como

=1

(ro)j

Li(x,t)= —Teﬁ+c+"”secmc + ).

Por lo tanto (4.13) permite establecer que la s@nsiolitonica de la ecuam vectorial NLS
para medios Btropos esta dada por:

ila—s)d 2= 2N etd)t
g;i(z,t) = _ﬂ‘g( 5){ a A }sech{(oz —0)k [er M} +¢}.

«
(ro); (ro);

|ad]

M=

IR
-

(4.37)
conj=1,2,.., M.

El resultado (4.37) muestra que la amplitud y la fase de cada una de las componentes vecto-
rialesq; depende de las constantes), propias de las deas componentes.
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4.2.2. Soluodn multisolitonica cuando|t| — oo

En esta secon se analiza la solu@h multisolitonica de la ecuamn vectorial NLS para me-
dios itropos cuandg| — oo permaneciendo finito.

En el anexo B se demuestra que el sistema de ecuaciones (4.27) ¢tandoo adquie-

re la forma
M

Lin(x,t) + > mjewwn Lk, )P~ —(rg) e
=1

M

Este sistema es similar a (4.21). Si se define una constarte que>_ npwr = ¢ 2%, de
I=1

(4.23) se obtiene

To).
Lig(z,t) ~ —%eﬂk“k“"ksechck + ) cuandgt| — oo.

En consecuencia

232100
Rk(To)jk i(a—é){W—)\km}
Ljg(x,t) ~ e

g(r())lk(TO)fk

|ad]|

X sech{(a — )Rk {x + M} + gok} . (4.38)

De (4.26) y (4.38) se deduce que la sofucimultisolitonica de la ecuam vectorial NLS
(4.1) cuanddt| — oo esta dada por

. lizf)\2 a+8)t
Iik(’/’o)jk 6z(a—5){W4kx}

M
k=1 [3(r0),, (ro)s,

|ad]

I
s

X Sech{(a — )Rk {x + M} + gok} . (4.39)

Comparando (4.39) con (4.37) se infiere que cudnde> oo conz finito la solucbn multi-

solitonica de la ecuan vectorial NLS para medios isotropos es aproximadamente igual al

la suma de N solitones que se propagan en forma independiente.

4.2.3. Soluobn con dos solitones de la ecuam acoplada
no lineal de Schibdinger de tipo Manakov

En esta secbn se investiga el caso particulsf = 2 de la ecuadin vectorial NLS (4.1).
Esto lleva a establecer el sistema de ecuaciones acopladas no linealesdden§ehde tipo
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Manakov
iq1, + X1, + 2uq[la)’ + |g)*) =0, (4.40)
i, + X2, + 20l + |g2f*] = 0, (4.41)
dondey y 1 estin definidos por las relaciones (4.2),(4.3).

Para este caso particular son validos los resultados establecidos en el estudio deda ecuaci
vectorial NLS. En caso de medio®tsopos se aplica las relaciones obtenidas en la @ecci
4.2. De acuerdo con esto se puede establecer que la@okan N solitones brillantes del
sistema de ecuaciones no lineales definido por (4.40) y (4.41) cyandoco esta dada por

[K%—)\%](a+5)t_

(z,t) ~ i _ F1(r0),, ei(o‘—‘s){f /\kx}
nix b= (7)1 PH1(70) . I
k=1 By

X sech{(a — )Rk {x +

2\, (a4 0)t
a

] + wk} , (4.42)

N e
K2(T0),, i(a—a){wy&_kw}
Gz, 1) =~ E _ 2 .
‘(T0)1k| +|(T0)2k‘
k=1 N0 )1 1" TINT0 ) op 1™
|ad]

X sech{(a — )Rk {x + M} + gok} . (4.43)

Con el fin de ilustrar la interaa@n entre dos solitones de las ecuaciones (4.40)-(4.41) se es-
tudia el caso particulaN = 2. La solucbn ¢,(x,t), ¢2(x,t) se obtiene a partir del sistema
de ecuacione$ x 4 definido por (4.27)-(4.30) con/ = 2y N = 2. Se graficdq| Y |¢2| en
funcibn dex para diferentes valores deg de los parametro8+),,, (70).,+ (70)11s (70)15s K1,

K2, A1, Ao que caracterizan a cada uno de los solitones.

Se estudia una solum de dos solitones con los valores

oa=2 0=-—1
SOLITON | <T0>11 =-3 (7’0)21 = -2 kK1 = 3 )\1 = -2
SOLITON I (7’0)12 =—-1 (7’0)22 =—4 Ro = 2 )\2 =-1
En las figuras 4.11-4.13 se muestra la graficadeen funcbn dex por medio de la curva

de color rojo y la grafica dgp| en funcbn dex en color azul. Se presentan las graficas para
distintos valores de t, en un intervalo de tiempos donde se da labtodisire solitones.

La figura 4.11 muestra la soldei con valores de donde la solu@n se aproxima a dos
solitones independientes. En la figura 4.12 se presenta el proceso de ibtesatoe los so-
litones deg; y ¢». Para los valores deen la figura 4.13 la soluon recupera el cacter de
dos solitones independientes.
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Figura 4.11: Solud@n con dos solitones de la de la ec@scacoplada no lineal de Séinger
de tipo Manakov.
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Figura 4.12: Solud@n con dos solitones de la de la ec@scacoplada no lineal de Séinger
de tipo Manakov.
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Figura 4.13: Soludn con dos solitones de la de la ec@scacoplada no lineal de Séinger
de tipo Manakov.
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Conclusiones

La solucbn multisolitonica de la ecuamn vectorial NLS

M

Zq]t+XQJzz+2:uq]Z|QI|2:O j:1727"7Ma
=1

se puede deducir en forma aitigh por medio del ratodo de esquemas ZS.

La solucbn con N solitones requiere resolver un sistema de ecuaciones algebraicas de or-
den(NM) x (N M) definido por (4.5).

Aplicando la soludn al estudio de medios@gopos, se obtiene que la forma de la sduci
cuando|t| — oo mantenienda: finito es aproximadamente igual a la suma/desolitones

que se propagan en forma independiente. Este resultado se prédicanente en [8] y pue-

de interpretarse como una condiciinicial para la soluéin multisolitonica de la ecuamn

vectorial NLS.

Para tiempos finitos se da un proceso de intetacentre solitones y la solum multisolito-

nica tiene una forma muy extensa que se obtiene a partir del sistema de ecuaciones (4.27). En
este trabajo se presentan graficas de las soluciones obtenidas para algunos casos particulares
deMyN.

Todos los resultados obtenidos muestran que la soiunultisolitonica de la ecuamn vec-

torial NLS planteada en los &tilos [10] y [11] solo describen la forma de las soluciones
cuando ¢ |— oo sin tener en cuenta los procesos de intefacentre solitones.
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Recomendaciones

Los resultados establecidos en este trabajo requieren que se solucione un sistema de ecuacio-
nes algebraicas de ordeN M) x (N M). Para soluciones con muchos solitones este sistema

de ecuaciones lleva a expresiones mai@ras muy extensas que presentan gran dificultad
para ser graficadas por medio de un software matiem Por esta r&m se recomienda hacer

un estudio del sistema de ecuaciones (4.5) con el fin de efectuar aproximaciones que simpli-
fiquen la soludn.

Tambén se recomienda utilizar la téarde perturbaciones y los resultados de este trabajo
para analizar ecuaciones diferenciales no lineales que difierearpunbs infinitesimales de
la ecuaddn vectorial NLS.
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Anexos

Anexo A

En este anexo se estudia la ecbacintegral matricial de Marchenko (3.12) con el fin de
obtener las relacion€s,)’, = £(so),,. pj, = —o; Utilizadas en el capitulo tres.

A partir de (3.12) se establece las ecuaciones integrales escalares

dale,z0)+ [ ol 0n(y. 5 0dy =0 (A1)
y
0o M
Cj(iL',Z;t)—i-Sj(l’,Z;t)—i—/ Zdﬂ(a:,y;t)sl(y,z;t)dy:O, (A2)
T =1

paraj,l =1,2,.., M.

En forma similar al estudio de (3.13) y (3.14) se debe encontrarcéda; t). Combinando
(A.1)y (A.2) se obtiene

ci(z, z;t) + sj(x, 2 1) / {/ ci(x,y'; )y, v; )dy’] si(y, z;t)dy = 0. (A.3)
Introducir los resultados (3.10), (3.11) en esta ec@ranitegral permite establecer

N

oo M N
|t i
z =1 z

« Z(So)lkealk(ay—éz)-‘riafk(62—a2)t/ady —0. (A4)
Por las caractésticas de (A.4) resulta conveniente buscar una sofude la forma

(x,2;t) ZHJ’“ (z,t)e 0% (A.5)
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La ecuaddn (A.4) requiere que el conjunto dé;,(z,t) conj = 1,2,.. ., M,k =1,2,..,N
(donde M y N son naturales finitos) debe satisfacer el sistema de ecuaciones de orden
(MN) x (MN) definido por

Hjp(z t)e—aajkz + (SO)_ke_w;k(az_(sz)t/awjk(az—az)
’ J

M N N

SN Hy(w ) (o), (s0),, 60 et/

=1 m=1n=1

% /OO 65(Pzn—0jm)y'dy/ /00 e—Oé(Pzn—Uzk)ydy Ce oz — ). (A.6)
Si la condicon (3.19) es satisfecha, (A.6) toma la forma

ij(x7 t)e—éajkz 4 (50> fw?k(a2752)t/a+0jk(ax75z)

M N N
i(a?2—62)(p? —o? «
T Z Z Z HJm Z, t 7GO (So)lke ( 54) (i =0 )t/

=1 m=1 n=1
(pl7L_Ulk)x 6(pl”_o—.m)x
y e e J eféalkz =0. (A_?)
a(pin — o) 6(pin — O jm)

Teniendo en cuenta qug(z, z;t) = Cj(r,t) = £q;(z,t) la expresdn (A.7) permite esta-
blecer

N
+qj (v, 1) ZHJ’“ T, t)e 00T = ZF]k(x,t) (A.8)
k=1
Evaluando (A.7) en = x se obtlene
M N N
Fr+> Y Y Fim— (r0),, (50)us (107 =82 (07, ~0% )t/ y— (=) (pin—011 )2

Pzn - Ulk)(pln - Ujm)

_(50>jk67iaj2.k(a2752)t/a+(a76)ajkx (Ag)

=1 m=1n=1

En (3.21) se establece qyg(x,t) = Y1, L;x(z,t). Como consecuencid,;, = TF.
Introduciendo este resultado en (A.9) se encuentra

M N
Lt 2.2
m=1

=1

N

*
Lin— TO)zn(SO)m o—i(a?=0%) (), 2o 2t/ y—(a=0) (p}, ~07 )
1 Pin = O3 (Pl — O_;m)

_ —[:I:(so)* ]6 Jk( —8)t/a+(a—8)o Jk:p (AlO)

n=

Comparar (A.10) con (3.22) permite establecer

Pk = —0jp (A.11)
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(70),;, = £(s0) (A.12)

ik’
L. (ro)lk i
im i(a?2—=6%)p2t/a —
(plk — o_l<n>(pjm — Jln) e )pigt/ e o—(a=08)pux
~Li, 7o) '
; J ez(oz2—62)p?kt/oz€—(a—5)pjkx
. (A.13)

(plm - Uln)(ﬂjk - Uln)
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Anexo B

En este anexo se estudia el sistema de ecuaciones (4.27)|guadec manteniendo x finito.
Al efectuar este limite resulta ma$modo trabajar con la exprési (A.10) para medios
isbtropos

M N N
Lis+ >3 Mt Ljme™ % = —(rg) €™, (B.1)
=1 m=1n=1

donde X
+(r0) (o),

ad[(kr + En) + 1 (A — AN)][(Fm + Bn) + 1A — A)]’
y los ;. son definidos por las relaciones (4.29)-(4.30).

En el siguiente calculo se supone que todos los coeficié\ﬁ@é%ﬁ det en cada uno
de losc,, definidos en (4.30) son negativos.

Primero se estudia el limite cuantle~ co. La ecuaddn (B.1) se puede escribir como

M M N
L, + Z A Ljre™ 0k + Z Z Aptin L™+

=1 =1 n=1
n#k
M N N
+ Z Z ZAklmn ]meﬁk+6n = _(To)jkeﬂk. (83)
=1 m=1n=1
m#£k

Sit — —oo cadac, — oo, por lo tantoe®* — (. Para este caso (B.3) permite establecer

M
L, + Z AklkijkefBHB’: ~ —(rg)jkeﬁ’“ cuandot — —oo.
=1

esto es

L,

M
14 (Z Aklkk) 6ﬂk+ﬁ;] ~ —(To)jkeﬁk cuandot — —oo. (B4)
=1

Para evaluar el limite cuando— oo primero se multiplica (B.1) poe Hévzl e . Se
obtiene

M N
ij€_2ﬁk H 5 + Z Z
=1 m=1

p=1

N N

Aklmn jm€ Pk H = _<T0>jk€_ﬂk H 6_55. (BS)
1

n= p=1

psﬁn
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Esta ecuadin se puede escribir como

N M N M N N
LT[+ 3 Mk ™ [[ % + 323 ML [[
p=1 I=1 ; =t n;él%: 57:’571L

M N N N
+ZZZAWWH jm€ ﬁkne = —(ro), ’Bkne % . (B.6)
i b

Sit — oo cadac, — —oo, por lo tantoe=% — (. Para este caso (B.6) permite establecer

N M N N
ije_%’“ H e B+ Z Aklkijke_’gk H e~ —(ro)jke_ﬁ’“ H e P cuandot — oo.
p=1 =1 p=1 p=1
p#k
Esto es
M
ij 1+ (Z Aklkk) 65k+51:] ~ —(To)jkeﬁk cuandot — —oo. (B?)
=1

Los resultados (B.3), (B.5) y la exprési(B.2) permiten establecer que cuamntdo— oo

M *
14 (Z (To)kk (To)lk> eﬁk;-l-ﬁ;:] ~ _(To)jkeﬁk' (B.9)

L
! —  4|ad|r}

Se puede aplicar un procedimiento similar para demostrar que (B.9) es valido cuando los
. k(02— 82 . ..
coeﬂ(:lentes\’““(ai‘” toman cualquier valor finito.

Tambgn existe un razonamientisico que permite encontrar (B.9) sin rigurosidad matim
ca. Sea el sistema de ecuaciones (4.27)

M N N

Lj(z,t) + Z Z Z Nittrmn Lim (7, )7 00 = —(ro)jkeﬂk. (B.10)

=1 m=1n=1

Si todos los coeficienteé’“”k(gﬂ son diferentes, cuando| — oo cada soliton se en-
contrara muy alejado de los otros, en consecuehgian (B.10) solo se vera afectado por
el k—esimo soliton por lo tanto las sumas con respectoyan en (B.1) solo corren para
n = m = k. En este caso se obtiene

M
Lin(z,t) + > mjuwnLin (@, 1) % ~ —(rg)  e®  cuandolt| — oc. (B.11)
=1

Este resultado lleva a establecer la ecoia¢B.9).
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