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RESUMEN

Se hace un estudio general de las oOrbitas de cuerpos celestes empezando con los
conceptos basicos manejados clasicamente para luego ser tratados desde el
punto de vista relativista. A partir de dicho estudio se presentan unos programas
modelo en el lenguaje BASIC. Dichos programas son un complemento y a la vez
una aplicacion del estudio.



ABSTRACT

A general study about the celestial bodies’ orbits is made, beginning with the basic
concepts used classically, so then they’'ll be treated from the relativistic point of
view. Starting from this study some model programs in BASIC language are
presented. Such programs are in as an application from the study.



INTRODUCCION

El estudio tedrico de las orbitas de cuerpos celestes es un tema que ha ido de la
mano de los adelantos cientificos: las telecomunicaciones, la exploracion del
universo. Al principio dicho estudio se relacionaba con hechos mitoldgicos pero
con el paso del tiempo se le dio la verdadera importancia dejando atras las ideas
mitolégicas y pasando al plano cientifico.

Esta monografia pretende ser una exposicion clara y objetiva del tema de Orbitas
de cuerpos celestes, teniendo al final algunas muestras ejemplo de como
desarrollar programas que faciliten los célculos que hace un tiempo era muy dificil
de realizar, tales como integraciones numéricas a mano y otros desarrollos
matematicos tediosos. Pensando en esto se presenta este trabajo, pues se
pretende dar luces a estudiantes interesados en desarrollar investigaciones en
astrofisica donde el estudio de o6rbitas es imprescindible. Para poder desarrollarlo
se debe de partir de conceptos basicos de fisica, los cuales son familiares para
todo aquel que ha tomado un curso de mecanica clasica; luego se introduce
conceptos de la teoria general de la relatividad que llevan a explicaciones mas
correctas.

El proceso de desarrollo del trabajo se basa en la recoleccion de informacion
sobre el tema, luego se presentan unos programas modelo en el lenguaje GW
BASIC, los cuales se dejan a consideracion del lector para su ejecucion o si se
desea hacer algunos cambios, pues el desarrollo de los programas de
computacion no son una camisa de fuerza. En los programas presentados, por lo
general se asumen conocidos algunos datos, los cuales se incluyen en los
programas mismos, a manera de DATA. Algunos datos se han tomado del libro
“The Astronomical Almanac”. Otra manera de presentar los programas es hacerlo
de manera que el programa que se presenta pida los datos. Por lo tanto definir
una manera de desarrollar un programa seria coartar la imaginacion de quien
desee investigar aspectos relacionados con orbitas, y este no es el caso, pues se
desea permitir que el lector sea libre y se tome esa libertad, como lo sugiere
Oppenheimer.



1. OBJETIVOS

1.1 OBJETIVO GENERAL

Realizar un estudio detenido del aspecto tedrico que esta involucrado en el calculo
de orbitas de cuerpos celestes y aplicar esto al lenguaje GWBASIC para facilitar
los calculos.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

¢ Recolectar informacion existente sobre el tema de O6rbitas con el fin de
desarrollar un trabajo lo mas completo posible.

¢ Hacer un analisis sobre el estudio del célculo de orbitas, sintetizando y
aplicando los conceptos basicos para una mayor comprension al desarrollo de
los diferentes temas que se estudien.

¢ Describir los principios fundamentales de la mecanica celeste, para poder
aplicarlos (en trabajos posteriores) a la determinacion de las orbitas de
planetas, cometas, y satélites terrestres.

¢ Elaborar un programa en GWBASIC a fin de facilitar los desarrollos
matematicos que involucra el estudio de orbitas de cuerpos celestes.



2. EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS
2.1 INTRODUCCION

Este es el problema fundamental para empezar el estudio del célculo de 6rbitas,
donde se considera un sistema aislado, en el cual sélo se hace presente la fuerza
gravitacional. ¢ Qué es un sistema aislado? Es un sistema que esta constituido por
dos particulas o cuerpos de masas m, y m,separados una distancia r, que se
encuentran completamente aisladas de las demas masas del universo y estan
separadas a distancias tan enormes de ellas comparadas con » y al mismo
tiempo, si existiesen cuerpos cercanos, €stos poseen masas tan diminutas
comparadas con m, y m,, que la fuerza gravitacional ejercida sobre éstas es

completamente despreciable.

De igual manera en el problema de los dos cuerpos no se tienen en cuenta las
fuerzas externas porque se consideran totalmente despreciables, como por
ejemplo, las fuerzas: electromagnéticas, de repulsion, de sustentacion, o de
propulsion [1].

2.2 LAIMPORTANCIA DEL CENTRO DE MASA

Se elige un punto arbitrario O cualesquiera del espacio que va a representar el
sistema de referencia inercial, en el cual se considera dos cuerpos de masas m, y

m,. Los vectores de posicion con respecto a este sistema son 7, y 7 . El radio
vector 7( r=|F|=|f, —#| ) une los dos cuerpos en cuestién, ademas existe otro
vector muy importante en nuestro sistema, a saber, el radio vector R

correspondiente al centro de masa, que reduce el sistema de dos cuerpos a uno
sélo.

De acuerdo con la ley newtoniana, la fuerza que experimenta los cuerpos de
masas m, y m,debido a la presencia de la otra son:

d’v Gmm, . . v

my— k== R)==/(r)~ (2.1)
d*s, Gmm, . _ r

m = B =R)= s (22)

estas ecuaciones, deben resolverse para determinar la trayectoria que describen
los cuerpos vy las cantidades que se conservan en este sistema.
Sumando las ecuaciones (2.1) y (2.2) se obtiene:



m,r, +myr, =0 (2.3)

Si se define el vector centro de masa dado por

R MR MR, _ Qi (2.4)
m, +m, M
la ecuacion (2.3) queda:
MR=0 =R=0 (2.5)

El momentum total del sistema es:

P=P + P, =m,F, +m,7, = MR (2.6)
Esta ecuacioén indica el momento del centro de masa. De acuerdo con la ecuacion

(2.5) R =constante.esto indica que el centro de masa se mueve con velocidad
constante.

Esto implica que el sistema inercial O y el centro de masa son sistemas inerciales,
por tanto equivalentes. Por lo anterior resulta adecuado estudiar el problema en el
sistema centro de masa.

Figura 1. Movimiento en torno al centro de masa

[ m, CENTRO DE MASAS

De la figura 1 se puede encontrar por adicion de vectores lo siguiente:

>N
I
-

(2.7)

=
+ o+

=

AN
~

Il
Nﬁl



De donde,

- (2.8)
H—h=4,-A=r
de aqui se puede deducir que:
A =——"2 (2.9)
m, -i-m2
de la misma manera,
A, =" 5 (2.10)
m, +I’I’l2

Si se reemplaza las ecuaciones (2.9) y (2.10) en las ecuaciones (2.1) y (2.2) se
llega a:

= Gm,m, - = . Gmm, _
mr, =— r=—ur=—f(r)=-— r 2.11
111 M H f(r) v ( )

= Gmm, = - .. Gmm, _
MAv, = vy = ur = V)= r 212
1p) IY; pr = f(r) J7E ( )
O sea
= 7

ur =f(r)7 (2.13)

siendo u la masa reducida del sistema. Asi este problema queda reducido a uno

unidimensional. De este modo es siempre posible reducir el movimiento de dos
cuerpos alrededor de su centro de masa a un problema equivalente a un solo
cuerpo [2].

2.3 LEYES DE KEPLER

Por medio de las leyes matematicas, derivadas empiricamente por Kepler no sélo
se puede reproducir los datos observados, sino que se puede predecir en un
tiempo dado en qué lugar se encuentra un determinado cuerpo, con qué velocidad
se mueve y que tipo de trayectoria describe si obedece estas leyes.

Es asi como Kepler [3] después de varios afos de trabajo e investigaciones y
basado en una ligera modificacion de la teoria Copernicana, dedujo las tres leyes,
que gobiernan el movimiento de los planetas. Estas representaban los datos



tomados por las observaciones de Brahe satisfactoriamente y con bastante
exactitud.

2.3.1 Primera ley o ley de las conicas y ecuacion d e la trayectoria. De

acuerdo con los resultados de la seccion 2.2 sera suficiente considerar el
problema de una particula de masa u por razones ya expuestas. Teniendo en

cuenta la ecuacion (2.13) se deduce que
Vx f(F)=0 (2.14)
lo que implica que el sistema es conservativo.

De la definicién de vector momento angular dada por

L=Fxp (2.15)
y de momento de fuerza ) )
N=FxF (2.16)
se obtiene: )
-~ d.
N==r (2.17)

Para el caso que nos corresponde F = f(r)i, por tanto
r

N=ixf(r)l=0 (2.18)
r
obteniéndose finalmente
L=0 (2.19)
por lo que
L = cons tan te (2.20)

La ecuacion (2.20) implica que el vector momento angular es constante tanto en
direcciéon como en médulo. Puesto que L es un vector perpendicular a un plano
formado por 7 y p la Gnica manera de que L sea un invariante, para todo tiempo,
es que el movimiento se lleve a cabo en un plano.



Dado que el sistema es conservativo por el teorema de la conservacion de la
energia:

1 -
EZEmV2+V(I”) (2.21)

De la velocidad en coordenadas polares dada por

V=i + 100 (2.22)
el vector momento angular sera
Z:m?x(ﬁ—irréé):mrzé(fxé):mrzélé (2.23)
0 sea .
L=mr’6 =constante (2.24)
entonces
Ezl—m(f2+(r9)2)+V(F) (2.25)

despejandod de la ecuacion (2.24) y reemplazandola en la ecuacién (2.25) se
llega a

E:%mr'2 + +V(F) (2.26)

de la cual se obtiene

dt = (2.27)

De la ecuacion (2.24) se obtiene

2
mr

dt=""—q0 (2.28)

Sustituyendo la ecuacion (2.28) en (2.27) se obtiene



do = dr (2.29)

1
2 (2mE  2mV 1 %
e e

Puesto que la fuerza depende del inverso del cuadrado de la distancia, el potencial
(F =-VV) se da por una relacion de la forma

V(r):—é (2.30)

Haciendo el cambio de variable u =1/r, utilizando la relacion (2.30), e integrando,
por medio de la formula

dx 1 P+ 2m
= arc cos | — (2.31)
J\/a+ﬂx+yx2 N=Y ( Ja J
Donde,
qg=p"-4day. (2.32)
se llega a:
1 mk 2E ,
= I [1+ 1+m pE cos(0 -0 )} (2.33)

Ahora si se define la ecuacién de una conica (ver figura 2):

Se considera O como un punto fijo y M una recta fija. Se toma el polo como O y el
eje polar y su prolongacion perpendicular a M. Sea D la distancia no dirigida de O
a M. Sea P(r,6) cualquier punto del conjunto a la derecha de M y en el lado
terminal del angulo de medida ¢. Ademas en toda seccidon coOnica la razon
constante entre la distancia a un punto fijo PO y la distancia no dirigida de P a
una recta fija (directriz) PM se llama excentricidad e. Esto es,

_

e - |ﬁ| - e|W| (2.34)

v
Como P esta situado a la derecha de M, OP>0; de modo que |§3|:59 y

asimismo como |W| =r yaque r>0. Se deduce que:



r=ePM
De la figura 2 se observa que PM =MO + OT , esto es

PM=D+x=D+rcosf

Reemplazando el resultado de la ecuacion (2.36) en (2.35) se obtiene:

r=e(D+rcos@)

resolviendo la ecuacién anterior para r se obtiene:
1
-=C [1 —e cos(@)] ~.C=eD
r

Figura 2. Definicion de conica.

s

T IF

|
l
|

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

La ecuacion (2.38) es la ecuaciéon de una conica donde e es la excentricidad y D

es la distancia entre el foco y la directriz.

Comparando la ecuacion (2.33) con (2.38) se puede deducir que la 6rbita es

siempre una conica de excentricidad:

2EL

e=.1+
m k*

(2.39)



La drbita depende de valor que pueda tener e. El analisis para determinar la forma
de la orbita es el siguiente:

Si E =0, se deduce de la ecuacion (2.39) que e=1. De la definicion (2.38),
haciendo C =1 y pasando a coordenadas cartesianas se obtiene:

1=\/x2+y2+x

¥ =1-2x (2.40)

de donde

Esta ecuacion representa una parabola.

Si E <0, de la definicién de excentricidad se obtiene que 0 < e < 1. De la definicién
de cdnica se tiene, en coordenadas cartesianas, y nuevamente si C =1:

+yi=l+ef ¥’ -2ex

2ex y? 1
x* + + = 2.41
(e e R ey (2.41)
realizando operaciones algebraicas se llega a:
( 2
x4 j
1-¢’ y’ _
1 t—T—= 1 (2.42)
(1 - ez)z (1 - ez)
sea,
& =—' _ donde a>0 (2.43)
(-}
si 0<e<I, entonces a2(1—62)>0 (2.44)
y puede considerarse b> = az(l—ez) (2.45)
Por lo tanto,
(s
x*+ j
1-¢&° y2
e e (2.46)



Esta ecuacidn representa la ecuacion de una elipse que tiene su eje principal

. 1
sobre le eje x y su centro es (—1 5 ,0).
—e

Si E>0, la excentricidad es e >1. Entonces a’(e*>~1)>0. De modo que puede
considerarse que b> = a?(e* —1). Por lo tanto,

x*+ 2) ,
%-%:1 (2.47)

Esta ecuacion representa la ecuacion de una hipérbola que tiene su eje principal

. 1
sobre el eje x y su centro esta en (——2,0)
e

p K

Para un valor de E =-——
L

se deduce que el valor de la excentricidad es cero, lo

que implica una o6rbita circular.

2.3.2 Ley de las Areas. Kepler al analizar los datos tomados por Brahe,
especialmente los datos de Marte, se preguntaba ¢En qué clase de curva se habia
movido este planeta durante los diversos afios de observacion a los que le dedicé
Brahe? Las observaciones de las posiciones planetarias fueron necesariamente
hechas desde la Tierra. ¢ Se moveria el planeta Marte en una curva sencilla si se
suponia la Tierra en reposo, 0 si se suponia en movimiento, como lo creia
Copérnico? Kepler adopta la idea de Copérnico de que la Tierra gira en torno a su
propio eje mientras 6rbita alrededor del Sol. Realizé innumerables pruebas que le
involucraron largos y laboriosos calculos. Tuvo que reducir cada una de las
mediciones de Brahe, del angulo entre Marte y las estrellas fijas, a una posicion
del planeta en el espacio respecto a un Sol fijo, alrededor del cual la Tierra misma
se movia [3].

Un principio de la dinamica de particulas establece que “cuando la fuerza es
central (fuerza que pasa siempre por un eje fijo), la componente del momento

angular a lo largo del eje es constante”. Por el hecho de que L =constante, el
movimiento debido a una fuerza central estd confinado siempre a un plano, por
esto

mr*@=L=cte (2.48)

Cuando la particula (puede ser un planeta) se mueve de P a P’ (ver figura 3), el
radio vector 7 barre el area sombreada, correspondiente al triangulo OPP’. De
aqui que



dA =area MPP’z%r(rdH)z%rde (2.49)

Y el &rea barrida por unidad de tiempo es

4 1
dd_1,,d0 @:50)
dt 2 dt
cantidad que se conoce como velocidad areolar.
De acuerdo con la relacion (2.48), la ecuacion (2.50) se convierte en:
d—A:L:cte. (2.51)
dt 2 m

gue es constante. Asi la conservacion del momento angular es equivalente a decir
gue la velocidad areolar es constante.

Figura 3. Bajo fuerzas centrales, el vector posicion barre areas iguales en tiempos
iguales

2.3.3 La ley de los periodos. Después del descubrimiento de su segunda ley,
Kepler abandond finalmente su intento de construir movimientos planetarios
mediante combinaciones de movimientos circulares y comenz6 a ensayar varios
Ovalos como posibles oOrbitas. Luego de largos vy dificiles célculos, logré finalmente
uno de sus mas importantes resultados: la llamada primera ley de Kepler o ley de



las orbitas. Encontr6 que cada planeta se mueve siguiendo una Orbita eliptica
alrededor del Sol, con él situado en uno de sus focos.

Posteriormente Kepler se encamind en la tarea de buscar una relacion entre el
tamafo de la 6rbita de un determinado planeta y su periodo, es decir, el tiempo de
revolucion de un planeta girando alrededor del Sol. Luego de muchos intentos
encontrd la relacion precisa que buscaba: la razén entre el cubo del radio de la
Orbita y el cuadrado de su periodo es la misma para todos los planetas.

El semieje mayor es la semisuma de las dos distancias absidales 7 y r,. En

dichos puntos, la velocidad radial es nula por definicion y la conservacion de la
energia implica que las distancias absidales sean las raices de la ecuacion

ro+—r— =0 (2.52)

De la teoria de ecuaciones de segundo grado se sabe que el coeficiente del
término lineal es igual a la suma de las raices cambiadas de signo. Asi, el semieje
mayor sera

gohith K
) 2E (2.53)
2 ; L2 2
—l-— =" =g (-
¢ mka = mk a(l-¢) (2.54)

Teniendo en cuenta (2.53) y (2.54), la ecuacion (2.27) queda

'tz\/zj rdr 0 55
N 2kr0\/ r a(1-¢) (25%)

l/'_
2 a 2

En el caso del movimiento eliptico, que es el mas comun al tratar el movimiento
planetario, la ecuacién (2.55) se integra mediante una variable auxiliar v, llamada

anomalia exceéntrica y definida por:

r=a (l-ecos y) (2.56)

Siendo 0<r, <r,, el abside en el cual » =1, se llama perihelio y el abside en el que
r =1, se llama afelio. Desde el perihelio se mide y .



La sustitucion de r en funcion de y mediante la ecuacion (2.56) en la ecuacion

(2.55) da:
[2m ,
t = 5 amka Hl—e cos (l//)] (2.57)

Se puede ver que la ecuacion (2.57) da una expresion del periodo 7', del
movimiento eliptico, si se extiende la integral a todo el dominio de y igual a 2r:

2
T=2ﬁf”J%;>W:4ima3 (2.58)

Al ver la ecuacion (2.58) cabe recordar que se esta tratando el caso particular de
un sistema de dos cuerpos en que una de las masas es mucho mayor que la otra.
También se desprende de (2.58) que el cuadrado del periodo de un planeta con
respecto al Sol (para nuestro sistema de dos cuerpos celestes) es proporcional al
cubo del semieje mayor de su respectiva Orbita: tercera ley de Kepler para el
sistema Sol-planeta, donde se puede hacer la consideracion de que una masa es
mucho mayor que la otra.

2.4 LA ECUACION VIS -VIVA
Una relacién bastante importante entre la velocidad en la 6rbita y la posicion

puede ser derivada mediante una integracion en la ecuacion que gobierna el
movimiento de los dos cuerpos, dada por:

#:-ufg (2.59)

Al multiplicar escalarmente esta ecuacion por 27, se obtiene:

S - & l"
2(r-r)=—2rﬁ3r-r=2(—’i2 J (2.60)
teniendo en cuenta las siguientes derivadas:
d (. - e - e L d H H 7
—\rr)l=r-r+r-r=2r-r) n —|-—|=- 2.61
dt( ) ( ) dz( rj r’ (261)

Si se reemplaza estos valores en (2.60) y ademas integramos, resulta:



Fo2t.p, (2.62)

gue es equivalente a:
yo2p (2.63)

Donde B es una constante de integracion que puede conocerse al imponer las
condiciones iniciales que existen cuando el cuerpo esta orbitando en el perifoco,
como se observa en la figura 4.

En este caso la distancia » es igual a la distancia perifocal ¢, ademéas conociendo

el valor de la velocidad en un instante dado se puede calcular el valor de la
constante, por lo tanto:

Figura 4. Cuerpo situado en el perifoco

Fuente: Methods of orbit determination for microcomputer. BOULET, Dan. pag. 94.

Ahora bien, el vector velocidad es perpendicular al vector de posicién, entonces
sera igual a:

2
h =|17><F| =rvsen 90° =qv =1’ :h— (2.64)

Para las conicas el momento angular por unidad de masa y en espacial para una
elipse esta definido por:

h=\u q(1+e) (2.65)



Sustituyendo este resultado en la ecuacion (2.63), se obtiene:

reemplazando (2.66) en (2.63) y sabiendo que para una elipse q:a(l—e) se
deduce el valor de la constante B, entonces:

pll—e) 24 pe-u  u (2.67)

si reemplazamos el valor de la constante de integracion en la ecuacion (2.63), se
obtiene:

V= ,u(g —lJ (2.68)

r a

Esta ecuacion es denominada “ecuacion Vis-Viva”. Refleja el hecho de que la
suma de la energia cinética mas la energia potencial del sistema de dos cuerpos
permanece constante. También es muy Util como una medida para determinar el
semieje mayor cuando los vectores posicion y velocidad son conocidos en algun
punto de la Orbita [4].

2.5 EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS POR INTEGRACION NUMERICA

El proceso denominado integracion numérica consiste en calcular la trayectoria del
movimiento de los dos cuerpos, mediante una secuencia de repeticion en
intervalos cortos de tiempo. Esto se hace, conocida la posicién y la velocidad para
algun tiempo dado, es posible calcular su aceleracion mediante la ecuacion de
movimiento. Sabiendo estos datos se puede extrapolar sobre pequeios intervalos
de tiempo para calcular una nueva posiciéon y velocidad, ademas se puede calcular
una nueva aceleracion y de esta forma volver a repetir el proceso.

2.5.1 Las series fy g. Se quiere calcular la posicion y velocidad en un tiempo ¢
del cuerpo de masa m,, a partir de la posicion 7, y velocidad v, dadas en un tipo

conocido ¢,. Para ello se debe obtener 7 que satisface la condicion inicial para un
tiempo ¢, y la ecuacion de movimiento dada por la ecuacion (2.59), para algun
tiempo antes o después de z,. Entonces, se escribe la ecuacion (2.59) mediante
una serie de potencias expandida en un tiempo ¢ alrededor de la posicion 7,, por
lo tanto:



Ny
I

Co+Ct+Cot> +Cyt* +C ot +...

C, +2C,t+3C,t* +4C,1° +...

2C, +6C,t+12C,1% +... (2.69)
6C, +24C, 1 +...

TN
Il Il

r

Evaluando la condicion inicial, en la cual cuando ¢=0= 7 =7,, obteniendo lo
siguiente:

é0 = ’70
C, =7,
. #
C, >
A _h
G = 3/ (2.70)

donde, para algin entero n>0, n!=1-2-3---(n—1)-n.
Sustituyendo el valor de la ecuacion anterior en la ecuacion (2.69), se obtiene:

. R TR
F:?0+?0t+?'05+?0—+?0—+--- (2.71)

Se introducen unas nuevas cantidades para encontrar una solucion a la serie, por
lo tanto se define:

u="+ (2.72)
r .

2= (2.73)

s="Ly (2.74)

de esta manera, la ecuacion (2.59), se convierte en:
F=—ur (2.75)

Ahora, se procede a encontrar las derivadas de las nuevas cantidades, por lo
tanto:



=Y

HFF

3 ,/-_2 =—3uz (276)

i=-3

~

Luego la derivada de z, y teniendo en cuenta la ecuacion (2.75), se tiene:

Z= (17 : ’5)}’—2 + (— ur’ )r_z - 2(;7 : ?Xr;*)r_4 = [(;7 : ?)r_z —u]— 2(17 : ?Xri*)r_4
z=5-2z" (2.77)

Por dltimo se encuentra la derivada para la cantidad s, y usando las relaciones
(2.75) y (2.76), entonces:

s=—2u 2t 43, (2.78)
r r r

Sustituyendo la ecuacion (2.73) y teniendo en cuenta que:

rer

=stu

[

-
la ecuacion anterior se convierte en:
§ = —2uz —2(s +u)z +3uz = —(uz +2zs) (2.79)

Finalmente para reemplazar los valores encontrados, se debe diferenciar la
ecuacion de movimiento representada por la ecuacién (2.75), entonces:

7 =—ur —ur =3uzr —ur
7 :3(lef+uz'}7+uzf)—m7—w7 = —Quz’F + 3us¥ — 6uz’ 7 + 6uzr —u’v (2.80)

;= (3us—15uz2 —uz)?+6uz?
Evaluando las derivadas para ¢, y reemplazando los resultados en la ecuacion
(2.71), después de un arreglo algebraico, se obtiene:

- u , uz 5 3us—15uz’ +u’
" 24

t“+--1?0+[t—%t2+u7rzt4+~~1?0 (2.81)

Definiendo unas nuevas cantidades la ecuacion (2.81) se convierte en:



F=fF+gF (2.82)
donde, estas cantidades son las series f y g, dadas por:

_ 2 2
le_%t2+%t3+3us 152122 +u -

gzt—%t2+u7rzt4+--- (2.84)

(2.83)

Para un calculo numérico, es mas conveniente introducir unos nuevos valores. Por
lo tanto sea,

_ 2
}70 —1,F1: 0,F2: _Z,FS :%,F“ — u(3S 152 +u)
2 2 24

Con estas cantidades las series f y g, se reducen a:
f=1+Ft* +Ft’ + Ft* +-- (2.86)
g=t+Gt’ +Gt* +-- (2.87)

Para obtener el valor de la velocidad, solamente se deriva la ecuacién (2.82),
entonces:

F=fF+gF,. (2.88)

2.5.2 Las series de Taylor. En matemadtica, fisica, ingenierias y muchas otras
areas, es muy Uutil el desarrollo de las series de potencias; a este estudio se le
debe las innumerables contribuciones de muchos mateméaticos y fisicos de los
siglos XVII y XVIII: Gregory, Newton, Jhon y James Bernouilli, Leibnitz, Euler,
Lagrange, Wallis y Fourier entre otros. No obstante, uno de los nombres mas
importes asociados al desarrollo de series de potencias es Brook Taylor. Es por él
gue se desarrolla una solucién al problema de los dos cuerpos por el método de
integraciéon numérica [4]. Como bien se sabe esta solucion por series de potencias
se puede escribir de la siguiente forma:

7:,7()+;?0t+}7;)?+?(;—++i7;)—+~-- (2.89)



Una expresion de este tipo se conoce como una serie de Taylor expandida en el
tiempo. En el cual:

V= —u% (2.90)

Como en el caso anterior utilizamos ciertas cantidades auxiliares que nos ayudan
en el desarrollo de la serie. Teniendo en cuenta que la series de Taylor se pueden
extender o expandir solamente hasta cualquier orden. Sabiendo esto, se definen
las cantidades de la siguiente manera:

y7i 1
3 WE7
r r

U= cl=F-F=1; z=wl (2.91)

Igual que en el caso anterior, si se sustituye el valor de u en la ecuacion (2.90), se
obtiene:

= —ui (2.92)

Ahora, diferenciando algunas de las cantidades nuevas, resulta:

. y7 YA
u= —3r—3r—2 = —3uz
. 1 7
w = —zr—zr—z = 2wz (293)

Expresando los términos 7, u, w, [ Az se los representa como una serie infinita,
por lo tanto:

F=Cy+Ct+Cyt’ +Cit” +-+-

u=1u, +u1t+u2t2 +u3t3 +.e

W= W, + Wit +wytt +wyt +e (2.94)
=1+t + L7 + Lt +--

_ 2 3
z=zytzit+z,t" +zpt +

Se procede, ahora a diferenciar la serie de 7 con respecto al tiempo, para poder
obtener una expresién general para ¢, entonces:

F=C 420, +3G +- -
i} (2.95)
F =28, + 68+



Sustituyendo el valor de 7 Au dado por (2.93) la ecuacion (2.92) se convierte en:
?:—(u0+u1t+u2t2+~~- EO+Elt+Ezt2+~~). (2.96)

Igualando los coeficientes de las potencias iguales al tiempo de las ecuaciones
(2.95) y (2.96), se obtiene:

(2.97)

1 n-2
n(n - 1) ii=0

c, = Uy(,qy cambio n por j+2

1 J
Cia =T 2.kt
( ]

G+1)j+2)m "

Haciendo el mismo procedimiento para u se tiene:
=1y + 2t + 3uzt? 4= —3luoz0 +(ugz) + 2o )t + (ugzy + g2y +upzy O + J (2.98)

Igualando los coeficientes de las potencias iguales al tiempo de la ecuacion
anterior, se obtiene:

UgZ, +U,Z,
2
UyZ, + Uz, +U,z,

3

U, —

u, = -3

(2.99)

De una forma similar, se deducen los otros términos, por lo tanto:



j n=0
l; = Ejl(n +1)6,.0 ¢, (2.100)
n=0
Z; = Z]:Wnlj—n
n=0

De esta manera utilizando estas relaciones para determinar los coeficientes se
puede por medio de un proceso de célculo computacional encontrar el valor de 7
para un intervalo de tiempo ¢, entonces:

F=0Cy+Ct+Cyt’ +Ct° ++-+C 1" (2.101)

donde m es el orden de la serie en expansion de Taylor y el nimero de la mayor
derivada utilizada.

2.5.3 El método Runge -Kutta. Este método es util para la solucion de ecuaciones
de la forma

%=f(x,y) (2.102)
X

Este método numeérico logra la exactitud del procedimiento de una serie de Taylor
sin requerir el calculo de derivadas superiores para llegar a las soluciones de la
forma

Via =V +¢ (x,y,,h) h (2.103)

En esta ecuacion la pendiente ¢ se usa para extrapolar desde un valor anterior y,
a un nuevo valor y,,, en una distancia 4,y se conoce como la funcion incremento.
La funcién incremento se escribe por lo general como

p=ak, +a,k,+...+a,k, (2.104)

donde las a son constantes y las k& son:

kl :f(‘x[’y[)
ky=f(x,+ph y +q,kh)

ky=f(x; +ph, vy, +qyukih+qyk,h) (2.105)

k=f(x;+p, h y, + qn—l,lklh + qn—1,2k2h +..+ qn—l,n—lkn—lh)



donde las k& son las relaciones de recurrencia. Como cada k£ es una evaluacion
funcional, esta recurrencia hace que los métodos Runge-Kutta sean eficientes
para calculos computacionales.

2.5.3.1 Métodos Runge -Kutta de segundo orden. Cuando n=2 se obtiene el
método R-K de segundo orden que son exactos si la solucion de la ecuacion

diferencial es cuadratica. Ademas como los términos cubicos de la distancia # y
mayores son eliminados durante la derivacion el error de truncamiento local es

0 (h’) yelglobal 0 (h*).
En este método la ecuacion (2.103) es

Yin =Y t(aky +ak,) h (2.106)

Para deducir las constantes a«,,a,,p,,q,, Se parte de la serie de Taylor de
segundo orden para y,,, entérminos de y, y f(x,,»,) dada por

of of dv) h*
=Y.+ LV ) h+ | —+——| — 2.107
yl+l yl f(xl yl) (ax ay dx] 2, ( )

La estrategia para este método es el uso de manipulaciones algebraicas de las
constantes. Para ello se expande en series de Taylor la segunda ecuacién de las
(2.104), de lo cual se obtiene

of of
f(x, +ph, v, +qukh)=f(x,,y,)+ p1h5+ q11k1h5+0 (h*) (2.108)

Sustituyendo la primera ecuacion de (2.105) y (2.109) en (2.106), y organizando
términos se tiene:

0 0
Ve =voHlasf(xy ) arf(xip, )] bt a2p16—£+a2q11f(xi,yi)% 10 (1) (2.109)

Igualando las ecuaciones (2.109) y (2.107) se deduce que

a, +a, =1
1

Py =7 (2.110)
1
441 :E



Como hay tres ecuaciones con cuatro incégnitas se debe suponer el valor de una
de ellas para determinar las otras, debido a esto hay un nimero interminable de
métodos R-K de sendo orden.

2.5.3.2 Métodos R -K de quinto orden. Si se necesita de mayor exactitud para
obtener mejores resultados en la solucion de las ecuaciones diferenciales es
recomendable utilizar el método R-K de quinto orden. Por un procedimiento
analogo al anterior se obtiene

Vi =V, + %(71{1 + 32k, +12k, + 35k, + Tk,) (2.111)

donde

(2.112)

3 2 12 12 8
k6 :f(xx +h’yi 7k1h+7k2h +7k3h —7k4h+;k5h]

Con las relaciones anteriores, tratemos ahora el movimiento de los dos cuerpos en
el cual la posicion y velocidad estan determinadas para un tiempo dado ¢,. Si se

define:

f)=v; g(F)=-% (2.113)

A continuacion con la informacion proporcionada se tiene,

di oo AV
= ), o g(7) (2.114)

Ahora se procede a integrar por el método Runge-Kutta aplicando la ecuacion
(2.102) para cada ecuacion diferencial, ya que la expresion anterior es similar a la
forma de la ecuacion (2.112). Con esto se obtienen los siguientes vectores:
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3 2 12 12 8 (2113)
G, = g(?o —71€1h+—k2h —1€3h—7k4h —kshj
Teniendo en cuenta la ecuacion (2.111), el incremento de los vectores son:
7 =— 7k, + 32k, + 12k, + 32k, + Tk,
or 910 Tk, +32k, +12k, + 32k, + 7k
&5 = 9—10 (7G, +32G, +12G, + 32G, +7G,) (2.116)
Por ultimo se aplica la relacion general de la ecuacién (2.111), y siendo
X=x,+& (2.117)

Por lo que los vectores posicion y velocidad en el paso final de la integracion son:

F=F 46 ; V=V, + 6V (2.118)
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3. LA GEOMETRIA DE LAS ORBITAS
3.1 INTRODUCCION

Al estudiar el problema de los dos cuerpos en un campo de solo interaccion
gravitacional se ha visto que este movimiento es mas factible desarrollarlo
reduciéndolo al movimiento de un solo cuerpo. Como ya se sabe, ésta es una
ecuacion diferencial de segundo orden. Cuando se la soluciona se encuentra seis
constantes de integracion. Estas constantes o parametros son los llamados
elementos orbitales y cuando son conocidos pueden describir ciertas
caracteristicas del movimiento. El grupo de elementos es valido para cualquier
tiempo dado y se determina evaluando la posicion y velocidad del movimiento.

Estos elementos orbitales se discutiran en el presente capitulo con el interés de
implementar ain mas lo conocido con respecto al problema de los dos cuerpos,
como por ejemplo introducir un plano en la érbita al sistema de coordenadas que
facilite la derivacidbn de las trayectorias elipticas, hiperbdlicas y parabdlicas
mediante la ecuacion de movimiento. Para ello se debe especificar los diferentes
sistemas de coordenadas celestes para ubicar la posicion, si se requiere, de un
astro determinado.

3.2 SISTEMAS DE COORDENADAS

Para determinar la posicion de un astro en la boveda celeste los astronomos
utilizan varios sistemas de coordenadas, los cuales son los siguientes:

3.2.1 Sistema horizontal. Tiene como plano de referencia el horizonte
matematico del observador. Estas coordenadas permiten ubicar la posicion
aparente de un astro para un observador situado a una latitud y longitud dadas,
para un instante determinado. Las coordenadas son el Azimut y la altura (ver
figura 5).

El azimut (4) de un cuerpo celeste es el angulo contado sobre el horizonte que
comienza a medirse desde el punto cardinal norte en direccion hacia el oriente
hasta la vertical del cuerpo. Se cumple que 0°< 4 <360°.

La altura (%) de un cuerpo celeste es el angulo contado sobre la vertical del
cuerpo, que comienza a medirse desde el horizonte hasta el cuerpo
correspondiente. Se cumple que —90</4<90.



Figura 5. Sistema de coordenadas horizontales

Zenith

3.2.2 Sistema ecuatorial horario. Este sistema tiene como plano de referencia el
ecuador celeste. Las coordenadas son el angulo horario y la declinacion (ver figura
6). El angulo horario (H) de un cuerpo es el angulo contado sobre el ecuador
celeste que comienza a medirse desde el meridiano del observador en direccion
hacia el occidente hasta el circulo de declinacién del cuerpo correspondiente;
0°< H <360°. Se suele especificar el &ngulo horario en unidades de tiempo. Como
la boveda celeste describe una circunferencia completa en 24 horas, entonces
15°=1".

Figura 6. Sistema ecuatorial horario
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La declinacion (6) de un cuerpo es el angulo medido sobre el circulo de
declinacion de este que comienza a contarse desde el ecuador celeste hasta el
cuerpo correspondiente; —90<6<90.

3.2.3 Sistema ecuatorial absoluto. @ Como antes su plano de referencia es el
ecuador celeste. Las coordenadas son la ascension recta y la declinacion (ver
figura 7). La declinacién es el mismo angulo que se definid anteriormente. La
ascension recta (a) de un cuerpo es el angulo medido sobre el ecuador celeste
contado desde el punto vernal en direccion contraria a las agujas del reloj, visto
desde el polo norte celeste, hasta el circulo de declinacién del astro. Al igual que el
angulo horario la ascension recta de un cuerpo se expresa generalmente en
unidades de tiempo; 0°<a <360°.

Este sistema coordenado es absoluto, o sea que es valido para cualquier
observador independiente de su latitud y longitud geografica.

Figura 7. coordenadas ecuatoriales absolutas.
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3.2.4 Sistema ecliptico. En estas coordenadas el plano de referencia es el plano
de la ecliptica. La ubicacibn de un astro se determina por: la coordenada
longitudinal, que se llama longitud ecliptica, 4, que es el &ngulo medido sobre la
ecliptica desde el punto vernal en direccién contraria a las agujas del reloj, visto
desde el polo norte celeste, hasta la semicircunferencia que pasa por los polos

eclipticos (/7 y IT') y el cuerpo. La coordenada latitudinal se llama latitud



ecliptica, g, siendo ésta el angulo medido sobre la semicircunferencia que pasa

por los polos eclipticos y el astro, que comienza a contarse desde la ecliptica
hasta el astro correspondiente. Se cumple que:0< A <2z y —-7z/2<f<n/2.

Figura 8. Coordenadas Eclipticas.
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3.2.5 Sistema geocéntrico del observador.  Este sistema coordenado tiene como
origen el centro de masa de la Tierra. El plano fundamental es el ecuador terrestre
(ET). Las coordenadas geocéntricas son las siguientes: la latitud geocéntrica (¢')

siendo esta el angulo existente entre una linea que pasa por el punto y el centro
del planeta, y el ecuador terrestre; —90°<¢'<90°. Otra coordenada en este

sistema es la longitud geocéntrica (4') que es el angulo medido sobre el ET,
desde el meridiano cero (o de referencia) hasta el meridiano del punto
correspondiente. Su medida puede hacerse hacia ambos lados del meridiano cero,
haciéndose necesario especificar si el angulo es al occidente o al oriente. El
meridiano de referencia se define de tal forma que atraviese cualquier lugar sobre
la superficie de la tierra; este meridiano es el meridiano de Greenwich. Finalmente
se define la distancia radial de un punto sobre la superficie terrestre que es la
distancia en linea recta que existe entre dicho punto y el centro de masa de la
Tierra.



Figura 9. Coordenadas geocéntricas del observador.

3.2.6 Sistema geodésico. Debido a la forma de la Tierra para especificar este
sistema coordenado se ha de usar un esferoide de referencia, el cual queda
determinado cuando se adoptan valores especificos del radio ecuatorial terrestre
a y del achatamiento f.

Las coordenadas geodésicas son: la latitud geodésica ¢ que es el angulo

existente entre la normal al esferoide en dicho punto y el ET, (ver figura 10);
-90°<$<90°. La longitud geodésica A se define de la misma forma que la

longitud geocéntrica A', A =A1'. Finalmente se define la altura » de un observador
sobre el elipsoide como la distancia sobre el esferoide medida a lo largo de la
normal a dicho esferoide.

Figura 10. latitud geodésica
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3.2.7 Coordenadas geogréficas o astrondmicas. Estas son las que se obtienen
cuando se determinan la latitud y la longitud con respecto al polo celeste y al
meridiano local a través de la vertical local.

La latitud geografica ¢'' de un punto sobre la superficie terrestre es el angulo
existen entre la vertical local y el ET, (ver figura 11). debido a que la vertical local
para cada punto se afecta por anomalias gravitacionales locales, asi como
exteriores, existird una pequefia diferencia en direccion entre la vertical de dicho
punto y la normal al esferoide (la que define ¢). Esta inclinacion se conoce con el
nombre de desviacion vertical, siendo asi ésta la diferencia entre latitud geografica
y latitud geodésica.

La longitud geografica A'' para un punto terrestre es el angulo entre el plano del
meridiano astrondémico de dicho punto y el plano del primer meridiano que pasa
por Greenwich. El meridiano astronémico es plano que pasa por el observador y
contiene la vertical y una paralela a la direccion del eje de rotacion [1].

Figura 11. Latitud geografica o astronomica.
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3.3 TRANSFORMACION ENTRE LOS SISTEMAS DE COORDENADA S

3.3.1 Paso de horizontales a ecuatoriales horarias y viceversa.
Representemos las coordenadas horizontales y ecuatoriales horarias de un cuerpo
celeste cualquiera como se muestra en la figura 12. De esta se observa el

triangulo esférico de lados 90— ¢, 90—, 90—/ y de angulos =, 360 — 4, H .



Figura 12. relacion entre coordenadas horizontales y ecuatoriales horarias.

Lados Angulos

90 —¢ =
90—8 360- A4
90— h EH

Utilizando el teorema del seno para triangulos esféricos se obtiene:

sen(90 — &) _ sen(90 — )

3.1
sen(360 —A) senH (1)

utilizando la identidad trigopnométrica para diferencia de angulos, se llega a:
cos & senH =—cosh senA (3.2)

Ahora bien, si se aplica el teorema de los cosenos para un triangulo esférico se
obtiene:

c0s(90 — 5)=cos(90 — §) cos(90 — k) + sen(90 — ¢) sen(90 — 1) cos(360 — A)

send =sen¢ senh+cos¢ cosh cos A (3.3



Nuevamente aplicando este teorema, pero ahora para otro de los lados del
triangulo se tiene:

cos(90 — 1) = cos(90 — 5) cos(90 — $) + sen(90 — &) sen(90 — p) cos(H)
senh =send seng +cosd cos¢ cos H (3.4

Ahora para pasar de horizontales a ecuatoriales horaria, es decir, conocidos ¢,4 y
A . Con la ecuacion (3.3) se obtiene la declinacion, esto es:

5 =sen (Sen¢ senh+cos¢ cosh cos A) (3.5

Al determinar la declinacién 6 se puede calcular el valor de H, con la ecuacién
(3.2) o la ecuacion (3.4), esto es:

H =sen™ (—_ COZZS ;enAJ (3.6)
1= cos”! senh — send seng (3.7)
cos d cos @ '

Para pasar de ecuatoriales horarias a horizontales, es decir, conocidos ¢,0 y H .
Con la ecuacion (3.4) se determina el valor de 4 :

hzsen_l(sen5 seng +cosd cos @ cosH) (3.8)

determinado el valor de % inmediatamente se calcula el valor de 4 con las
ecuaciones (3.2) y (3.3), por tanto:

A=sen™ (—_ coii;enH] (3.9)
= sen! seno — seng senh (3.10)
cos ¢ cosh .

3.3.2 De ecuatoriales horarias a ecuatoriales absol utas. En estos sistemas la
declinacion es la misma, entonces lo Unico que se considera es la relacion entre el
angulo horario y la ascension recta. La conexion se establece a través del tempo
sideral que indica a través del punto vernal. El tiempo sideral local TSL (ver
apéndice A) de un observador en un instante dado se define como el angulo
horario del punto vernal (ver figura 13).



TSL=a+H=H=TSL-«a (3.11)

Figura 13. Relacion entre o, H y TSL .
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3.3.3 De ecuatoriales absolutas a eclipticas y vice versa. Representemos las
coordenadas ecuatoriales absolutas y las eclipticas de un cuerpo celeste
cualquiera como se muestra en la figura 14. el punto vernal estd ubicado
exactamente a medio camino entre los puntos D y D'. De ésta se observa el

triangulo esférico de lados 90— 5, 90 -6, ¢ y de angulos 90 +«a, 90— A4, ¥.

Figura 14. Relacién entre coordenadas ecuatoriales absolutas y eclipticas.
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Aplicando el teorema de los senos para los triangulos esféricos, se obtiene:

sen(90 —5)  sen(90 - p)

sen(90 — 1) - sen(90 + ) (312)
De la que se llega a:
cosd cosa=cos A cosf (3.13)
Aplicando el teorema de los cosenos:
c0s(90 — 5)=cos(90 — ) cos & + sen(90 — B)sens cos(90— 1)
de la cual se obtiene:
send =senfl cose+cos f sene senl (3.14)

Nuevamente aplicando este teorema, pero ahora para otro de los lados del
triangulo se tiene:

c0s(90 — 5) = cos(90 — &)cos & + sen(90 — 5 )sene  cos(90 + )
que es equivalente a:
senfl =send cosE—cosd seng senq (3.15)

Ahora se pueden encontrar otras dos relaciones utilizando el teorema del seno por
el coseno, esto es:

senld cos f=send sene+cosd cosE sen (3.16)
sena cos o =—senf} sene + cos B cose seni (3.17)

Para pasar de coordenadas ecliptica a ecuatoriales, es decir, conocidos 1 y S
determinar a y 6 . De la ecuacion (3.14) se obtiene la declinacion, esto es:

5 =sen (senﬂ cos €+ cos B seng senﬂ) (3.18)

Para obtener el valor de la ascension recta se divide las ecuaciones (3.17) con la
ecuacion (3.13):



a:tgl(_senﬂ sene +cos B cos e senﬂJ (3.19)

cos A cos B

Para pasar de coordenadas ecuatoriales a eclipticas, es decir, conocidos a y &
determinar 4 y £. De la ecuacion (3.15) se obtiene £, esto es:

S =sen (sené‘ COSE—COSO sene sena) (3.20)

Dividiendo la ecuacion (3.16) con la ecuacion (3.13) se halla la relacion para
determinar A, por tanto:

i:tgl(sené‘ sene +cosd cos e senaJ (3.21)

cosa coso

3.4 RELACIONES BASICAS

Considerando un sistema de dos masas, en el cual el cuerpo de masa m, esta
orbitando alrededor de m,, supongamos ademas que este cuerpo esta situado en

el origen de un sistema inercial de coordenadas. El plano de la 6rbita es el plano

xy, donde el eje x esta alineado con el semieje mayor de la trayectoria del
movimiento. En un tiempo dado el cuerpo m, se desplaza del eje x y forma un
angulo 6 con el radio vector de posicion 7. A este angulo se lo denomina
anomalia verdadera del movimiento. La velocidad v que es perpendicular al
vector de posicion y el vector momento angular por unidad de masa se los

representa mediante la figura 15.

Figura 15. Plano de la érbita
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Como ya se sabe el momento angular por unidad de masa esta definido por:



h=7xv (3.21)

de esta manera para el sistema de coordenadas del plano de la orbita estos
vectores estan definidos asi:

h

(0,0,h)
<x, y,0> (3.22)
(+.3.0)

Ny
Il

v

Multiplicando escalarmente la ecuacién (3.21) por # , se obtiene:

h-h=h-(Fxv) (3.23)
00 A
h=xy0 =h(xy—)'cy) (3.24)
Xy 0
h=(xp—xy) (3.25)
3.4.1 Definicion del vector excentricidad. Multiplicando vectorialmente la

ecuacién de movimiento por / , se obtiene:

?xﬁz—ﬁ(?xﬁ)z—’fé(?x(?x?)) (3.26)

Utilizando la identidad vectorial de triple producto, se obtiene:

Fxh = y(”;zrr) (3.27)
r
Ahora teniendo en cuenta la siguiente derivada:
d(F F =7
Bl B 3.28
dt(’J 2 ( )
Considerando la siguiente relacion:
2 (¢xi)=Fxii (3.29)



Reemplazando las ecuaciones (3.28) y (3.29) en la ecuacion (3.27) e integrando
Su resultado se obtiene:

Fxh Z“(LEJ (3.30)
r

donde ¢ es un vector constante de integracion definido por:

?xﬁ_

U

e= (3.32)

N~ | Y

La magnitud del vector e :|é’| se denomina la excentricidad de las conicas, que

determina qué tipo de conica es: una parabola, elipse, hipérbola o una
circunferencia dependiendo del valor que tome la excentricidad.

Multiplicando escalarmente la ecuacién (3.30) y utilizando el triple producto escalar
del célculo vectorial, se obtiene:

. - 2
(Fx7) = ;{r—w-f} (3.32)
r
de la que es facil deducir que:
h2
—=r+é-r (3.33)
y7]

En el caso para el cual la excentricidad de la orbita es igual a cero r seria igual a
una constante. Esto implicaria que la trayectoria del cuerpo seria circular.

En el plano de la érbita en general la excentricidad toma valores distintos de cero,

como se muestra en la figura 16. El angulo entre el eje x y el vector ¢ esta dado
por £. Sila particula esta situada en punto QO de coordenadas (r,«), de esta
manera el angulo entre el eje x y el vector de posicion 7 esta dado por «. Si se

elige como el eje de coordenadas al vector ¢ y al angulo entre ¢ y 7 sera:
O=a-¢& (3.34)

Con el andlisis anterior, si utilizamos la definicion del producto escalar para los
vectores ¢ y 7, se obtiene:

ercost (3.35)

N
I

QY



Figura 16. La excentricidad en el plano de la orbita
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Fuente: Mathematical introduction to Celestial Mechanics. POLLARD, Harry. pag.6
y la ecuacion (3.33) se transforma en:

h2
r= A R i (3.36)

" 1+ecosd 1+ecosd

o= (3.39)
y7,

Esto implica que la orbita siempre sera una seccion conica con excentricidad e,
en un plano fijjo que pasa por el cuerpo situado en el origen del sistema. Esta
conclusion es una generalizacion de la primera ley de Kepler, valida sobre todo
para los cometas cuya Orbita puede ser de cualquier forma.

Analizando la ecuacién (3.35), cuando ¢ =0, entonces r toma valores pequefos,
y por lo tanto e>0. Por consiguiente la magnitud del vector ¢ es igual a la
longitud de la excentricidad cuando el cuerpo se va acercando al punto P ubicando
el foco de la seccion cénica como se puede observar en la figura 16, es decir, que
el vector ¢ define la direccion del perifoco.

El punto P es llamado pericentro y el angulo 6 se conoce como Anomalia
Verdadera del sistema. El pericentro recibe diferentes nombres, depende del
cuerpo que se elija en centro de coordenadas. Por ejemplo si es el Sol, el
pericentro pasa a llamarse perihelio; si es la Tierra, es llamado perigeo; si es una
estrella, es llamado periastro. Y el angulo & se conoce como la amplitud del

pericentro [2].



3.4.2 Relacion entre momento angular y velocidad an  gular. Si se observa la
figura 15 se puede obtener una importante relacion, en el plano de la oOrbita; se
deduce que:

x=rcosd
(3.38)
y =rsen@
Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.25) y (3.38)
h=r6 (3.39)
3.4.3 Relacion entre velocidad y anomalia verdadera . Otra relacion muy

importante para la geometria de las orbitas se la puede deducir a partir de la
ecuacion general de las conicas ya que ella determina la trayectoria del
movimiento, por lo tanto:

p= r(l +ecos 9) (3.40)

Al diferenciar con respecto al tiempo y multiplicarla por r esta ecuacion, se
obtiene:

0=7rr(1+ecos@)—r?0 esend (3.41)

Sustituyendo las ecuaciones (3.39) y (3.40) en (3.41) y despejando » , se deduce
que:

i hesen@ (3.42)
Yo
reemplazando el valor de % en la ecuacion anterior dado por:
h=\pu (3.43)

Resulta que:

F= \/Zesené? (3.44)
P

3.4.4 Relacion entre la anomalia verdadera y el par ametro D. Otra relacion
bastante importante se la deduce partiendo de la ecuacién anterior y también
utilizando la ecuacion general de las conicas. Multiplicando la ecuacion (3.44) por
r y sustituyendo el valor de (3.40), se obtiene:



ro \/;esené?
\/; 1+ecosd

(3.45)

Se define el parametro D que es muy utilizado en el célculo de Orbitas,

particularmente en el caso de érbitas parabdlicas, como:

~
U

=1

D=

de esta forma la ecuacion (3.46) es ahora:

0
D \/;esen
1+ecos@

3.4.5 Relaciéon entre excentricidad, semiparametro y el parametro D.

(3.46)

(3.47)

Esta

relacion parte de la definicion del vector ¢ y reemplazando en la ecuacion anterior

el valor del vector momento angular por unidad de masa, se obtiene:

g:m_ﬁ
U r

Factorizando y organizando términos, se logra:

Sea,

por consiguiente la ecuacion (3.49) es ahora:
€ = A¥ — Bv
Multiplicando escalarmente esta ecuacion por ¢, se obtiene:

e’ = A’(F-7)-24B7 -v + B*(v-¥)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Sustituyendo los valores de la ecuacion (3.50) en la ecuaciéon (3.52), se deduce

que:



) 2 2 \2 .\ 2
g {V__lj g _2£L_EJM+(ZJ . (359
uor por)ouo \u

Reemplazando el valor del pardmetro D y la relacion que existe para la ecuacion
Vis-viva en la ecuacion (3.53), se obtiene:

e2=(“_’") +D—2=(1-1j WD (3.54)

a a a a

Como el semipardmetro p para una elipse esta dado por:
p:a(l—ez):ezzl—ﬁ (3.55)
a

Al igualar las ecuaciones (3.54) con (3.55), se obtiene:

a

o= {1—1)-02 (3.56)

3.5 GEOMETRIA Y TIEMPO

Las leyes de Kepler derivadas en el capitulo anterior, son una relacion geomeétrica
del sistema solar. Estas fueron desarrolladas por éste brillante astronomo con el
objetivo principal de construir un modelo heliocéntrico del universo y también para
calcular la posicion de cualquier astro en un tiempo determinado.

Al aplicar la ecuaciéon (3.25) a la geometria especifica de las orbitas es posible
derivar matematicamente la relacion que existe entre la posicion en el plano de la
Orbita y el tiempo transcurrido para una época dada para cualquier tipo de
trayectoria conica. Estas ecuaciones derivadas matematicamente a partir de esta
ecuacion, son una generalizacion de las leyes de Kepler [3].

3.5.1 Formulacion eliptica.  Para deducir la formulacion eliptica, se considera la
ayuda de un circulo auxiliar el cual circunscribe la trayectoria eliptica del
movimiento como lo muestra la figura 17.

Aqui el circulo auxiliar es de centro K, el cuerpo de masa m, se mueve alrededor
de m, con trayectoria eliptica y se tiene en cuenta el punto B’ que es la proyeccion
de m, en la direccion de ysobre el circulo. El angulo E es proporcional al area

barrida del eje x hasta la linea que une el punto KB’ y se conoce como la
anomalia excéntrica. La distancia del punto B’ al centro del circulo es la longitud



del radio de éste y es siempre constante en cualquier instante dado de tiempo y su
valor es a. La longitud entre el centro del circulo K y el cuerpo m,, es decir, la
distancia focal es ae, donde e es la excentricidad de la elipse. La ayuda del
circulo auxiliar es que las coordenadas x A y no se las expresa en términos de la
anomalia verdadera, sino mas bien en términos de la anomalia de la excéntrica,
con el fin de que la ecuacion de movimiento pueda ser reducida a una forma mas
simple y de esta manera integrarla mas facilmente.

Figura 17. Circulo auxiliar para la formulacion eliptica.
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De la figura se observa que:

ae+x
cos k=

=>x= a(cos E —e) (3.57)
a

como la ecuacion general de una cénica esta dada por:
p=r+e(rcosd)=r+ex (3.58)

sustituyendo la ecuacién (3.57) en (3.58) y teniendo en cuenta el valor de p, se
obtiene

r=a-aecosE =a(l—ecos E) (3.59)

encontrando el valor de y asi,



y2=r’=x*=a’(l-ecosE)’ —a’(cos E—e)’ (3.60)
y? :a2[1—62 —cos’ E(l—e2 )]:a2(1—62 Xl—cos2 E) (3.61)

La ecuacion (3.61), utilizando la identidad trigonométrica fundamental, se convierte
en:

y = asenE~1-¢e” (3.62)

Derivando las ecuaciones (3.57) y (3.62) y reemplazandolas en la ecuacion (3.25),
se obtiene:

h=a’*J1-e’(1-ecos E)E (3.63)

teniendo en cuenta que:

\P:xll—ez AN h=.pu (3.64)
a

Introduciendo estos resultados en la ecuacion (3.63) resulta:

5 di=(1-ecosE) dE (3.65)
a

Integrando la ecuacion anterior, se obtiene:

1/%t = E —esenE (3.66)
a

Donde la constante de integracion tiene un valor igual a cero porque para cuando
la anomalia excéntrica sea igual a cero, se tiene un tiempo igual a cero.
Definiendo to como el tiempo de transito perifocal, entonces la posicion del cuerpo
celeste para cualquier tiempo t conocido se determina por:

n(t—t,)=E —esenE (3.67)

donde n, es conocido como el movimiento medio, dado por

"= £3 (3.68)
a



Al introducir una cantidad M conocida como anomalia media la ecuacion (3.67) se
convierte en:

M = E —esenE (3.69)

La ecuacion (3.69) es la ecuacion de Kepler para orbitas elipticas y ademas tiene
un caso particular de movimiento circular cuando la excentricidad es igual a cero.

Ahora veamos la relacion que existe entre la anomalia excéntrica y la anomalia
verdadera, partiendo de la ecuacion general de una conica y de la ecuacion (3.58),
por lo tanto:

r= a(l—ecosE)
all-¢*) _
m = a(l e CosS E) (370)

Organizando algunos términos llegamos a:

cosl) =——— (3.72)
l-ecosE

Ahora, se suma 1 a la ecuacion anterior. Luego se la multiplica por -1 y se le
adiciona 1 nuevamente, pero a la ecuaciéon original. Finalmente se divide las
expresiones resultantes, obteniéndose lo siguiente:

1-cos@® (2-ecosE)e—1-cosE) (2_€COSE)(256”2%+8)

- = (3.72)
2
1+ cosd ecosE(l+cosE—e) ecosE(zcos %—e)
Utilizando la identidad trigométrica dada por:
1—-cos A4
to24 =52 (3.73)
1+ cos 4

y después de hacer algunos arreglos la ecuacion (3.72) se convierte en:

1g0 = 1[1+—etg£ (3.74)
l—e 2

Esta ecuacion representa la anomalia verdadera en funcién de la anomalia media.

3.5.2 Formulacion hiperbdlica. Al igual que en el caso anterior, para deducir una
formulacioén hiperbdlica se utiliza la ayuda de una figura geométrica auxiliar, sélo



gue en este caso en lugar de un circulo se utiliza una hipérbola auxiliar, como lo
ilustra la figura 15.

Figura 17. Hipérbola auxiliar para la formulacion Hiperbodlica.

a sinh H

e a cosh H

Como se puede observar el centro geométrico de la curvas es el punto C. El
cuerpo de masa m, se mueve alrededor de m, con trayectoria hiperbdlica, donde
en la hipérbola auxiliar es seguido por un punto B’ que es la proyeccion de m, en
la direccién del eje y. Ademas en la hipérbola los rayos asintéticos estan a 45°

grados del eje de coordenadas. La excentricidad es mayor que la unidad y el eje
semieje mayor es menor que la unidad. El parametro H que se proporcional al
area barrida de la figura, se denomina anomalia excéntrica hiperbdlica.

De la figura se obtiene,

xX+ae

cosh H = = x =a(cosh H —e) (3.75)

a

Nuevamente, utilizando la ecuacién general una coénica y haciendo algunos
arreglos se llega a:

p_
e

"~ acosh H —ae = p=aecosahH —ae’ +r (3.76)

Reemplazando el valor de p y organizando términos se obtiene:

r=a(l—ecosh H) (3.77)



Sustituyendo el valor de las ecuaciones (3.75) y (3.77) en la ecuacion (3.61), se
obtiene:

yi= az(l—e2 +cosh’ H(e2 —1))= a2(62 —IXcosh2 H—l) (3.78)
Al aplicar la identidad hiperbdlica dada por:
cosh”® A—senh*A =1 (3.79)

la ecuacion (3.78) se convierte en:

y =*ave® —1senhH (3.80)

Puesto que el valor de excentricidad es mayor que uno y el valor del semieje
mayor es menor que uno, se toma el signo menos en la ecuacion anterior, para
poder obtener un valor positivo de y cuando H toma valores positivos.

Derivando las ecuaciones (3.75) y (3.80) y sustituyéndolas en la ecuacion (3.25),
se obtiene:

h=a’e* —1(ecosh H—1)H (3.81)

como,

h=\up =+u (~a)e*-1) (3.82)

sustituyendo este resultado en la ecuacion (3.81) e integrando, resulta

Kt~ esenhH - H (3.83)
V(-a)

En este caso, también la constante de integracién es cero, porque se define un
tiempo igual a cero cuando la anomalia excéntrica hiperbdlica vale cero. Siguiendo
el mismo procedimiento de la ecuacion de Kepler para el movimiento eliptico, se
define el movimiento medio dado por:

n= |~ (3.84)

De esta manera, para un tiempo conocido t,

M =esenhH — H (3.85)



Esta es la ecuacion de Kepler para un cuerpo que sigue una trayectoria
hiperbdlica.

3.5.3 Formulacién Parabdlica.  Para una Orbita parabdlica en el movimiento de
los dos cuerpos, es bien sabido que la excentricidad es igual a la unidad, es por
ello que la ecuacién general de las conicas es dada por:

Yo,
r= Sp=qgll+e)=2 3.86
TP q(l+e)=2q (3.86)

Pero cuando la excentricidad es igual a la unidad se llega al la conclusion de que
el semieje mayor de la parabola tiende a infinito. De seta manera la ecuacion de
Kepler para o6rbitas parabdlicas se deriva sin utilizar una curva auxiliar, lo que se
hace es utilizar el pardmetro D como la anomalia excéntrica parabdlica. Por lo
tanto,

o
p_peosd (3.87)
1+cos@

Aplicando la identidad trigonométrica dada por:

A send
fg—=——"— 3.88
& 2 1l+cos4 ( )
la ecuacion anterior se convierte en:
o
D =.ptg 3 (3.89)

Como x en coordenadas polares es dada por:
x=rcos6 (3.90)
sustituyendo el valor de (3.86) en (3.90), se obtiene:

_ pcosf

= 3.91
1+cosé ( )
Aplicando las identidades trigonométricas dadas por:
A A A
cosAzcoszz—senz— A cosA=2coszz—1 (3.92)

la ecuacion (3.91) se convierte en:



1 , 0
=—| p—pt ta? = 3.93
x z(p pt 1g 2) (3.93)

reemplazando la ecuacion (3.90) en (3.93), se obtiene:

x:%(p—Dz) (3.94)

Ahora se calcula el valor para y de la misma manera, entonces

p sent

y=rsent = (3.95)

1+cos@

aplicando la identidad trigopnométrica dada por la ecuacion (3.88), la ecuacion
anterior se convierte en:

0
y=p thZ\/;D (3.96)

Sustituyendo las ecuaciones (3.94) y (3.96) junto con sus respectivas derivadas en
la ecuacion (3.25), se obtiene:

h:%(p-Dz)\/;m\/ZDZD (3.97)

Esta expresion es simplificada utilizando las siguientes relaciones:

h=\up = \2qu

) 3.98
4P (3.98)
dt

Sustituyendo (3.98) en (3.97) y organizando términos, resulta
2.[udt = 2qdD + D*dD (3.99)

gue al integrarla, se obtiene:

3

2 i 1= 2qD+DT (3.100)

La constante de integracion es cero, porque D es igual a cero cuando ¢ es igual
a cero para un ¢ igual a cero. Definiendo como en los dos casos anteriores, el
movimiento medio por:



n=Ju (3.101)

Entonces, la anomalia media es:
M =n(t—t,) (3.102)

donde ¢, es el tiempo de transito del perifoco. Por lo tanto, la ecuacion (3.100) se
convierte en:

3

M = qD+% (3.103)

Esta es la forma parabdlica de las ecuaciones de Kepler, también es conocida
como la ecuacién de Barker [3].

3.6 ELEMENTOS ORBITALES

Para describir el movimiento entre los dos cuerpos, no es suficiente con conocer
la posicion y la velocidad de uno de ellos, ya que éstos no revelan claramente el
tamanfo, forma y orientacion de la érbita en el espacio. Para ello existe un grupo
de parametros o elementos que estan directamente relacionados con las
constantes de integracion obtenidas al desarrollar las ecuaciones diferenciales que
gobiernan este movimiento [5].

Estos elementos son los siguientes:

Figura 19. Los elementos orbitales.

| LINEA DE LAS APSIDES
(AL PERICENTRO)

LINEA DE LOS NODOS

¢ a=semieje mayor de la orbita.

¢ e=excentricidad de la 6rbita.



¢ i=inclinacién de la drbita con respecto a algun plano de referencia.
¢ 0 =longitud del nodo ascendente de la orbita.

¢ o= argumento de perihelio de la oOrbita.

¢ T'=Tiempo de paso del cuerpo por el perihelio.

Los elementos a,e especifican respectivamente el tamafio y la forma de la érbita.
Los elementos i, Q2,» sirven para especificar la orientacion del plano orbital en le

espacio. El elemento final, 7', es el tiempo en el cual el objeto orbitante pasa a
través del perihelio de la érbita.

Para una oérbita parabdlica el semieje mayor es reemplazado por el parametro g

llamada distancia pericéntrica y su valor de excentricidad tiene un valor fijo igual a
la unidad.

No obstante, no siempre es posible encontrara los elementos orbitales como se
los acaba de definir. También se utiliza lo siguiente:

M, envez de T para una Orbita eliptica donde M, es la anomalia media para un
instante dado cualquiera ¢, que se llama de referencia, esto es;

a la ecuacion (3.67) se le suma y resta el término nz, y se obtiene:
M=M,+n(t-t,) (3.104)
donde M =n(t, —¢,) es la anomalia media de referencia.

A wenvez de w, donde @ es denominado la longitud del pericentro, en un angulo
gue resulta de la suma de angulos definidos en planos diferentes:

=0+ (3.105)

A L envezde T ode M, para una Orbita eliptica, donde L, es la longitud media
para el tiempo de referencia ¢,. Esta longitud se relaciona con la anomalia media
de referencia mediante:

L =M, +a@ (3.106)
3.7 POSICION Y VELOCIDAD A PARTIR DE ELEMENTOS CLAS ICOS

3.7.1 POSICION EN LA ORBITA



En ocasiones se presenta lo contrario, es decir, conocidos los elementos orbitales
del movimiento, se debe hallar la posicibn para un tiempo dado ¢, es decir,
conocidos para un instante dado los valores de @ y ral igual que 2, i y o que
son cantidades constantes, hallar las componentes del vector posicion 7 para
dicho tiempo.

Para esta transformacion se define un grupo de vectores unitarios ﬁAQ, el
primero de ellos P ubicado en el plano xy y dirigido en la direccién del nodo

ascendente, el segundo Q ortogonal al primero pero definido en el plano de la
Orbita en que se mueve el cuerpo de masa m,, como lo muestra la figura 19.

Figura 20. Definicién de los vectores unitarios P A Q
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<

De la figura se puede observar que:

P=cosQ i +senQ2 j+01€
(3.107)

A A

Q=-senfdcosi i +cos{2cosi j+seni k

de igual manera, para encontrar una relacion entre los vectores unitarios en
coordenadas polares y los vectores unitarios P A Q, nos basamos en la figura 20 y
se puede deducir:

i, = Pcos(w+60)+ Osen(w+6) (3.108)

Teniendo en cuenta que el vector de posicién en coordenadas polares esta dado
por,

(3.109)

=)
Il
N
<>

Sellegaa:



F=rxi+y)+zk = r(l3 cos(w+0)+ Osen(w+ 0)) (3.110)

Reemplazando la ecuaciéon (3.107) en (3.110) e igualando sus respectivas
componentes se obtiene:

x = r(cos(w+8)cos 2 —sen(w+0)sen 2 cos i)
y =r(cos(w+0)sen + sen(w+8) cos 2 cosi) (3.111)
z = r(sen(w+8)seni)

las ecuaciones validas para cualquier tipo de orbita.

Figura 21. Relacion de los vectores i, Aii, con PAQ

Linea de Apsides

Linea de Igs Nodos

3.7.2 VELOCIDAD EN LA ORBITA

Ahora se determinarda la velocidad del cuerpo cuando los elementos orbitales son
conocidos, para algun tiempo dado ¢. Ya que en el calculo de o6rbitas es de gran
interés el conocimiento de las componentes del vector velocidad. Para ello se
parte de la velocidad en coordenadas polares dada por,

F=ri, +r0 i, (3.112)

En este caso, se encontrara la velocidad para cada 6rbita, es decir, se calcula los

valores de A6 para orbitas elipticas, hiperbélicas y parabdlicas y lo sustituimos
en la ecuacion (3.112).

De esta forma, de la figura 21 se observa que el vector unitario para la coordenada
angular en funcién de los vectores P A esta dado por:

ii, =—Psen(w+0)+Q cos(w+0) (3.113)



A partir de la relacion de »con la anomalia excéntrica para una orbita eliptica dada
por la ecuacion (3.59), es posible hallar el valor de 7, esto es:

i = aesenEE (3.114)

Para determinar el valor de E, se utiliza la relacion dada por la ecuacion (3.69),
que al derivarla con respecto al tiempo se convierte en:

F=—" (3.115)
1-ecosE

Sustituyendo (3.115) en (3.114), se obtiene:

2
aensenkE a”ensenkE

" l-ecosE r

(3.116)

El valor de 6 es:

. N h— 2)
gty Aze) (3.117)

2 = 2
r r

Al reemplazar los valores de las ecuaciones (3.116), (3.108), (3.113) y (3.117) en
(3.112), se obtiene:

2 / ‘ - 2i R A
= M(PCOS(W+ 0)+ Qsen(w + 0))+ M(— Psen(w+6)+ Qcos(w+ 9))

r r

Introduciendo los valores de los vectores unitarios P A0 en la relacién anterior e
igualando sus componentes se obtiene:

2 [ ( 2 )
xX= @ ensenk (cos(w + H)COS.Q - sen(w + 0)sen!2 cos i)— aﬂl—e(sen(w + Q)COS.Q + cos(w + 9)€en.(2 cosi)

r r

\/a,uil - '(

sen(w + 6’)sen!2 + cos(w + 68 cos 2 cos z))
B

[ ‘ 2 ’
&cos(wﬁ- 0)seni (3.118)
,

Se hace el mismo procedimiento para calcular la velocidad de una Orbita
hiperbdlica. Derivando la ecuacion (3.77), se obtiene:

2
y= a“ensenE (cos(w + 9)sen!2 + cos(w + 9)cochosi)+
r

. a’ensenE .
=27 sen(w+ 0)seni +

i = —aesenhH H (3.119)

Ahora se halla el valor de H , derivando la ecuacién (3.83), por lo tanto:



n

H=—" (3.120)
ecosh H —1

y el valor de 0 en este caso es:

2
. Jaule* —1)
6= hz _vame (3.121)

2
r r

Sustituyendo las ecuaciones (3.121), (3.120) y (3.119) en la ecuacion (3.112) se
encuentra el valor de la velocidad, entonces:

2
N ( —li
aensenhH .. N au\e ﬁg (3.122)

ur
ecosh H —1 r

Fe=m

Al reemplazar los valores de los vectores unitarios en coordenadas polares en
funcién de los vectores unitarios P AQ y éstos a su vez en funcién de los vectores
unitarios 7,j Ak e igualando sus componentes, se llega a:

2

2
X = M(cos(w + 9)cos Q- sen(w + 9)sen!2 cos i)— @(sen(w + 9)cos Q4+ cos(w + 9)sen!2 cosi)
r r

2 | ‘ 2_ '
y= M(cos(w + Q)SenQ + sen(w+ 0)cos Q2 cosi)+ L1(cos(w +0)cos Q2 cosi — sen(w + 9)sen.Q)
r r

2 / ( 2_ }
g = LT ensenhit sen(w + 0)seni + Vare” -1) cos(w+6)seni (3.123)
r

r

Para la orbita parabdlica se utiliza el parametro D y con éste se calcula una
expresion para r, valiéndose de las ecuaciones (3.94) y (3.96):

r:%(2q+D2) (3.124)

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion anterior, resulta

7 =DD (3.125)
como
D=+=ﬁ (3.126)
+-D?
75

Sustituyendo este valor, la ecuacion (3.126) se convierte en:



= (3.127)

Para una 6rbita parabdlica 0 es:

V2qu

2
7

0=

(3.128)

Realizando el mismo procedimiento de los anteriores casos, se encuentra el valor
de las componentes de la velocidad de una orbita parabdlica, entonces se obtiene:

X = @(cos(w +0)cos Q2 — sen(w+ 0)sen2 cosi) - 244 (sen(w+8)cos Q2 + cos(w + 0)senQ cosi )
r r
y= ﬁ(cos(w + 6’)sen.Q + sen(w + H)COS .Qcosi)-i— 291 (cos(w + H)COS_Q cosi— sen(w + 9)sen[2)
r r
z= &Sen(w + 9)seni + = 244 cos(w + 49)seni (3.129)
r r

3.7.3 La ubicacion de un astro con respecto ala Ti  erra. Si se requiere calcular
la posicion de un astro con respecto al planeta se necesita pasar de las
coordenadas eclipticas heliocéntricas (x,y,z) a unas coordenadas ecuatoriales
heliocéntricas (x',)’,z’). Como el plano del ecuador celeste y el de la ecliptica se
cortan en el punto Aries y asimismo el eje x estd en la misma direccion de este
punto la transformacion entre estos sistemas seria una rotacion de las
coordenadas un angulo & conocido como la oblicuidad de la ecliptica. Por lo tanto:

!

X X
V|=Ri(=¢)y
z' z
xX'=x
V'=ycos¢g— zseng (3.130)

z'=ysens + zcos ¢

Lo siguiente seria encontrar el vector posicién del astro con respecto al Tierra,
esto se halla conociendo, para un mismo tiempo ¢ el vector posiciéon de la Tierra
con respecto al Sol (ver figura 22).



Figura 22. Rotacion alrededor del eje x.

Si se define un sistema de coordenadas ecuatoriales geocéntricas (£,7,{) para
expresar el vector p se tiene:

E=x'"-x",; n=y-y,, {=2-2 (3.131)

Este sistema geocéntrico esta relacionado con las coordenadas ecuatoriales de la
siguiente manera (ver figura 23):

E=pcosAcosg
n=p senicos@ (3.132)

{=p seng
donde p es la distancia entre el cuerpo y la Tierra.

Y sus coordenadas ecuatoriales para un observador ubicado en la Tierra son:

/)
a=1g (fj

5=tg_] L
JET + 1 (3.133)
p=NE +n +¢7



Figura 23. Relacion entre las coordenadas ecuatoriales y las (&,7,¢).

~

H

3.7.4 La posicion de un astro con relacion a las co  ordenadas topocéntricas.
Las coordenadas halladas en la seccién anterior son validas para un observador
situado en el centro de nuestro planeta. Ya que gran parte de los astros estan a
distancias tan enormes comparas con el radio terrestre, la correccion que es
necesario hacer para un observador situado en la superficie terrestre usualmente
no se la tiene en cuenta. Pero si se trata de cuerpos situados a pequefias
distancias, por ejemplo la Luna o satélites artificiales se debe tener en cuenta la
posicion del observador situado en la superficie con respecto al centro del planeta
(ver figura 24).

Figura 24. Determinacion del vector topocéntrico.
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Para calcular las coordenadas de un cuerpo con respecto a un observador situado
en la superficie con coordenadas geocéntricas (¢', 4, p) se debe tener en cuenta

como es el vector posicion del observador con respecto al centro del planeta. Para
un cuerpo cualquiera cerca de la superficie sea, p, su vector geocéntrico; p,el

vector geocéntrico del observador y p, el vector topocéntrico del cuerpo con
respecto al observador. De la figura se tiene:

B, =P, P, (3.134)

De la figura 25 también se observa la relacibn que existe entre el TSL en el
momento de la observacion, la latitud geocéntrica ¢', la distancia radial y el vector

topoceéntrico del observador de coordenadas rectangulares (&,,n,.<,). Se deduce
que:

&y = pcosTSL cos @'
n, = p senTSLcos ¢’ (3.135)
¢, = psend

Y las coordenadas rectangulares topocéntricas (&,,,7,,,<,,) S€ran:
gtzgg_go’. ntzng_ng; é’[:é/g_go (3.136)

Las coordenadas ecuatoriales topocéntricas del cuerpo son:

po=yE +n ]



A =tan™ (’7—] (3.137)

Figura 25. Relacién entre las coordenadas geocéntricas y las nuevas
coordenadas.
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Para una mejor comprension de los temas tratados se hara una aplicacion
especifica para calcular las coordenadas ecuatoriales absolutas del planeta Marte
para el instante 0 horas en tiempo terrestre del 31 de diciembre de 2004.

Para hallar las coordenadas del planeta Marte se necesita poseer los elementos
orbitales de los planetas Tierra y Marte. Hasta ahora se ha observado que en el
problema de los dos cuerpos los elementos orbitales son constantes para todo
tiempo. Pero en sistema de tres 0 mas cuerpos estos empiezan a variar con el
tiempo es por ello que se utilizan datos recientes de estos elementos (ver
apéndice A).

La fecha de referencia es (ver apéndice A) lal3 de septiembre del 2000 a las 0
horas tiempo terrestre. Se empieza calculando el valor de la anomalia media de
referencia mediante la ecuacion (3.106) tanto para Marte como para la Tierra,

M ,, =153.32315
M, =249.29326



Ahora se calcula la diferencia del tiempo en que se quiere calcular los datos (0
horas del 31 de diciembre del 2004) y el tiempo de referencia. Las fechas julianas
de estos instantes son 2453370.5 y 2451800.5 respectivamente, el intervalo de
tiempo entre las dos fechas es:

t—t, =1570

El movimiento medio se lo puede calcular a partir de n(¢—t.) o también se obtiene
el valor directamente del apéndice A, por lo tanto:

n(t—t,), =822.9012774
n(t—1t,), =1547.437059

La anomalia media es segun (3.104)

M, =976.2244274
M, =1796.730319

La anomalia excéntrica se calcula mediante la relacion (3.69) esto es:

E=M + [@JesenE
T

como en la mayoria de los casos las o6rbitas son casi circulares el término

180 o . .
——esenE es pequeiio, lo suficiente como para obtener un valor aproximado de F,
T

que se llama E,:
E,=M

Un valor mejorado de £, llamado E:

E =M+ (@jesenE
T

y asi sucesivamente. Se observara que E, converge hacia un valor determinado

después del cual es irrelevante continuar el proceso. Dependiendo de que tan
grande se el valor de la excentricidad la convergencia sera rapida o lenta. Por
tanto:



E -FE

n n-1

=0
De esta manera para Marte se obtendra:

E,, =971.0254
E,, =971.159595
E,,, =971.1554431
E,, =971.1555685

Lo mismo para la Tierra:

E,, =1796.675631
E,, =1796.674718
E,; =1796.674702
E,, =1796.67472

El radio vector (la distancia entre los planetas y el Sol) sera entonces:

r, =1.569574828
r, =0.983280396

Con estos resultados podemos calcular la anomalia verdadera utilizando la
ecuacion (3.74), por tanto:

0,, =—113.8455528
0, =-3.381369114

Los demas angulos, segun la tabla del apéndice A son:

w, =286.4534, w, =-60.4063
Q,, =49.5600; 2, =163.4000
i,,=1.84967, i, =0.00014

Se calcula ahora las coordenadas rectangulares eclipticas heliocéntricas de
ambos planetas, con las relaciones de la ecuacién (3.111), esto es:



x,, =—1.163250445 x, =—0.164189088
y,, =-1.053741459 ., =0.96947526
z,, =0.006517661286 z, =-2.15553112x10°°

Luego se calculan las coordenadas rectangulares ecuatoriales heliocéntricas de
los dos planetas, tomando el valor de la oblicuidad de la ecliptica ¢=23°26"21.8"
utilizando la ecuacion (3.130):

x',, =-1.163250445 x'; =—0.16418988
V' =-0.969380785 V', =0.88947636
z',, =—0.413176097 z', =0.385634651

Lo siguiente es calcular las coordenadas rectangulares ecuatoriales geocéntricas
del planeta Marte con ayuda de (3.131):

& =-1.146831536
n=-1.1858857145
¢ =-0.798810748

Por dltimo las coordenadas del planeta Marte se calculan utilizando (3.133), por
tanto:

o =58°1938.19"
S =-20°520.04"
p =2.325655

3.8 EL PROBLEMA DE LOS TRES CUERPOS.

En el capitulo anterior se hizo un estudio del movimiento de los dos cuerpos con
algunas suposiciones tales como: considerarlos aislados completamente del
universo y también se consideraba sélo la interaccién gravitacional, dejando atras
cualquier otro tipo de interaccion por ejemplo las interacciones electromagnéticas,
las fuerzas de repulsion o las fuerzas de sustentacion y resistencia. Pero al llegar
a la realidad existe una gran dificultad, pues estos cuerpos si existen y afectan
considerablemente el sistema de los dos cuerpos. Sin embargo, a pesar de que
sus resultados y aproximaciones no son lo que se espera, los dedicados a este
estudio han encontrado que es un buen modelo a seguir para tratar de entender
lo que sucede en nuestro sistema solar.

En el caso de la érbita de un satélite ademas de la presencia de la Tierra se debe
tener en cuenta la presencia de la Luna que afecta considerablemente su



movimiento, ya que es muy masiva comparado con la masa del satélite, o también
al analizar la orbita de la Luna alrededor de la Tierra se debe considerar la
presencia del Sol debido a su gran masa, la cual hace que exista una fuerte
interaccion gravitacional sobre ella. Estos son ejemplos claros del problema de los
tres cuerpos, que igual al problema de los dos cuerpos se pueden encontrar las
ecuaciones que gobiernan este movimiento dependiendo de la escogencia del
origen del sistema de coordenadas. EI mas importante problema es que no existe
una solucion analitica de estas ecuaciones diferenciales. Debido a esto los
estudiosos del tema se han dedicado a solucionarlas bajo ciertas aproximaciones.
Hoy en dia son de gran utilidad los procedimientos realizados a gran velocidad con
las computadoras para los calculos matemaéticos.

El problema de los tres cuerpos principalmente radica en encontrar la solucion de
las ecuaciones diferenciales, es decir, calcular el movimiento de las tres masas
bajo una interaccion gravitacional y cualquier condicion inicial.

Se elige un sistema de coordenadas arbitrario O y se consideran tres cuerpos de
masas m,,m, y m, representados por sus respectivos vectores de posicion 7,7, y

7, . Asimismo se tienen en cuenta los vectores de posicion relativos al las masas,
entonces sea R, el vector relativo del cuerpo de masa m, con respecto a m,, R,

el vector relativo del cuerpo de masa m, con respecto a m, y R,, el vector relativo
del cuerpo de masa m, con respecto a m, .

La fuerza que experimenta el cuerpo de masa m, debido a la presencia de m; y
m, €s:

(7 -7 (3.138)

Para las masas m,,m, ,m, integrando la suma de las ecuaciones (3.138) se tiene:

mF +m,r, + m, = C, (3.139)

Donde la constante de integracién es un vector que representa tres constantes del
movimiento.

Al integrar nuevamente resulta una nueva constante de integracion y si ademas se
tiene en cuenta la definicion del centro de masa se obtendra lo siguiente:
_ Cyt C
Rem = . + 2
my+my+my  myt+ My t+ g

(3.140)



esto significa que el vector centro de masa del sistema se desplaza en el espacio
en linea recta y con movimiento uniforme.

Multiplicando vectorialmente cada una de las ecuaciones (3.136) por 7, 7, ¥ 7,
respectivamente y sumando se tiene:

m 7, X B, + myF, XV, +my7, x 7, =0 (3.141)

de donde:

d . . d, . . d . .
S BTy )y (7 )= (3.142)
Organizando los términos, colocandolos en forma de series e integrando se tiene:
. 3
H = (ZF[ X ml.vl.j (3.143)
i=1

Aqui la constante integracion representa la conservaciéon del momento angular.
Esto es, cuando las masas estan en movimiento los vectores posicion y velocidad
son tales que el vector constante encontrado conserva su magnitud y una
direccion fija en el espacio. La linea a lo largo de la cual se dirige se denomina
linea invariable. Asociada a este plano estd un plano perpendicular a ella y que
contiene el centro de masas, al cual se le llama plano invariable [1].

Para encontrar otra constante de movimiento se multiplica escalarmente cada una
de las ecuaciones (3.138) por 7, /Y 7, y sumando sus resultados se llega a:

R - B _GmlmzA .(_._;) Gm1m3A .(_‘.__L)
mn -Vt mr, Vv, + vy = R Uy -\n—n)+ R Uz -\ —h
12 13
(3.144)
Gy o -7)
R; »n\—h
donde
5. = 3 o_|= =3
R, =r-n=R =] (3.145)
R =R i

y de igual manera los demas vectores I?j k,l?i , Y sus normas.



Ahora bien como,
ﬁ, ; (7, -7, )=-R ; (3.146)

Al sustituir estos resultados en (3.144) se obtiene:

M, -V, + My, -V + my¥y -y = —G[ LY JRLULY S LY S J (3.147)
12 13 R23
Teniendo en cuenta que:

1d, v» . -
N . (vi) = vl i
e 3.148
df1])__1dR, (3.148)
dt R} dt

con estos resultados finalmente se llega a:

(1gme)-ot(mmmm mm)
1 dt Ry, Ry,

Definiendo al término entre paréntesis del lado izquierdo como la energia cinética
del sistema y al término del lado derecho entre paréntesis incluido la constante,
como la energia potencial del sistema, e integrando se tiene:

T+V=E (3.150)

Donde E es la energia total del sistema que ademas es otra constante del
movimiento.

Ahora al igual que en problema de los dos cuerpos se puede elegir como origen

del sistema de coordenada una de las masas. La ecuacion de movimiento seria en
este caso:

#:—ﬁﬂGm{ﬁ——] (3.151)

Eligiendo un sistema de coordenadas cartesiano con origen en una de las masas
digase m, (ver figura 3.20), las distancias que separan sus masas seran:



r=xt+y 4z
= x4y 42" (3.152)
PP =2 +(y=y) +(z-2)

Figura 26. Sistema inercial de los tres cuerpos con el origen en uno de ellos.
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De esta manera se puede expresar la ecuacion diferencial vectorial en términos de
Sus componentes, esto es, para la componente x, por ejemplo, se tiene:

3 3 3

x:-ﬁ“Gm{ﬂ—L] (3.153)
r p r

Teniendo presente lo siguiente:

1 _ ' ' ' '

g i :—(x—x')2+(y—y')2+(Z—Z')2IA=(x 3x) g xx+y)3/+zzj=i3
ox\p) Ox P ox r' r'

o(1)_ (»'-y) 0 xx'+yy'+zz‘j _
wle) o oy r e

1 (Z'—Z) o )C)C'+yy'+ZZ'J _ i‘

g ; - p3 52 rv3 rv3

y ademas sabiendo que:
FoF'= xx'+yy'+zz! (3.154)

La ecuacion (3.153) se reduce a:



x:-ﬁsma—(p (3.155)
r Ox

Donde @ se denomina la funcién perturbadora:

13

® = Gm{l—”j (3.156)
p

Con estos resultados la ecuacion diferencial vectorial es:

F=—LF v (3.157)
r
nota: Si el cuerpo de masa m, es igual a cero el sistema se reduce légicamente al
problema de los dos cuerpos.

3.8.1 Condiciones para oOrbitas circulares. Puesto que el vector momento
angular se conserva para el sistema de tres masas es posible ubicar el origen de
dicho sistema en su centro de masa, asi como tomar el plano &n como el plano de

movimiento; entonces las ecuaciones diferenciales de movimiento son:

2
d ‘fi LU 123 (3.158)
dt m, 0¢&,

2
4, _ 10U (3.159)
dt*  m, on,

2 2 2
kimm, k' mym; k mym,
= + +

U (3.160)

%) "3 31

El movimiento del sistema referido a los ejes que rotan con velocidad angular
uniforme n se determina por la sustitucion:

& =x, cos(nt)—y, sen(nt) (i=123) (3.161)
n,=x, sen(nt)+y, cos(nt) (3.162)

Reemplazando (3.161) y (3.162) en (3.158) y (3.159) se tiene:

-2n—t—n’x, ———=0 (3.163)



i_zn_i_n yl—_—:O (3.164)

Si los cuerpos se mueven en circulos alrededor del origen con velocidad angular
n, Sus coordenadas con respecto a los ejes rotantes son constantes, por lo que:

-n’x, +k2m2L32)+k2m3(x1_—3x3)=0 (3.165)
2 i3

—ntx, +kim, ("2—_3xl)+k2m3 (xz—_j“)=0 (3.166)
"2 X

—ntx, +kim, (’63—_3"‘)+1ch2 (xs _fz) =0 (3.167)
"3 "3

ity ki, T2y, 070 (3.168)
" "3

_n2y2+k2ml (yZ _3y1)+k2m3(y2_:;y3):0 (3.169)
"2 T3

ntyy ki (P TID e, D370 (3.170)
"3 "3

Como el origen esta en el centro de masa las coordenadas cumplen:

m,x, + myx, + myx, =0 (3.171)
MYy +myy, +myy; =0 (3.172)

Las unidades de tiempo, espacio y masa son arbitrarias. Es posible escogerlas tal
que r;, =1y k* =1. Luego, las condiciones para la existencia de soluciones en

las que la orbita sea circular son:

mx, +m,x, + myx; =0 (3.173)

—n’x, +m,(x, —x, ) +m, L;%):() (3.174)
13

—n2x2+m1(x2—x1)+m3(xz—_3x3’)=0 (3.175)

my, +m,y, +m;y, =0 (3.176)



(Vi —¥3)
_n2y1+m2(y1_yz)+m3l—3ys:0 (3177)

T3

(Y2 =Y3)
_n2y2+m1(yz_)"1)+m3%:0 (3.178)

733

3.8.2 Solucion para el sistema en forma de triangul o equilatero. Las
ecuaciones se satisfacen si los cuerpos se mantienen en los vértices de un
triangulo equilatero. Por tanto r,, =r,; =r,; =1, y las ecuaciones de (3.173) a

(3.178) quedan:

mx, + myx, + myx, =0 (3.179)
(my, +my —n*) x; —m,x, —myx, =0 (3.180)
(m,+my —n*) x, —mx, —myx, =0 (3.181)
my, +m,y, +m;y, =0 (3.182)
(my +my=n) y; —myy, —myy, =0 (3.183)
(my+my —n*) y, —myy, —myy, =0 (3.184)

Estas ecuaciones son lineales y homogéneas en x,,x,,..., v,. Para que tenga una

solucion diferente de x, =x, =...=y, =0, que es incompatible con r, =...=1, el
3

determinante de sus coeficientes debe ser cero. Haciendo Zmi =M , la condicion

i=1
para que esto se cumpla es

my (M —n*)* =0 (3.185)

de donde n® =M. Luego, la configuracion triangular equilatera con componentes
iniciales propias de velocidad es una solucion particular del problema de los tres

cuerpos; vy, si las unidades son tales que las distancias mutuas y £* son la
unidad, el cuadrado de la velocidad angular de revolucién es igual a la suma de
las masas de los tres cuerpos [4].

3.8.3 Soluciones para una configuracion en linea re cta. Las ecuaciones
(3.176), (3.177) y (3.178) se satisfacen para y, =y, =y, =0, 0 sea si todos los

cuerpos estan en el eje x. Suponga que se mantienen en orden m,,m,,m, desde
el borde negativo hasta el positivo. Luego x, >x, >x, y r;, =x, —x, =1, quedando
ahora las ecuaciones (3.173), (3.174) y (3.175) en la forma:

mx, +my(1+x, )+ myx, =0 (3.186)



m, +—————+nx, =0 (3.187)
(x5 —x;)

A (14 x,)=0 (3.188)
(x3—x,-1)

Eliminando x, y »n* se tiene que:

m33(1+ X, ) mfx1
(M x,+m,)* (M x, +m, +m,)

m, +(m; +m,) x; + =0 (3.189)

Pero en lugar de adoptar x, como desconocida se puede usar una nueva variable:
x,—x,=4. Claro que x, se expresara e funcion de la nueva variable. Las
relaciones entre x,,x,,x; y 4 son:

m X, +myx, + myx, =0 (3.190)
X, —x, =1 (3.191)
Xy —x, =4 (3.192)

donde
m, +m,; +myA
M

xlz

(3.193)

que sustituida en (3.189), despejando fracciones y dividiendo para factores
comunes, la condicion para soluciones colineales es:

(my +my )A% +(3my +2my )A* + (3my + my )A> — (my +3my )A* — (2my +3ms JA—(my + myyy ) = 0(3.194)

Esta es la ecuacion de Lagrange. Los coeficientes de las potencias de 4 sélo
cambian de signo una vez, asi que s6lo hay una raiz positiva. Por tanto s6lo hay
una posicion de m, tal que x, >x, >x,.

3.8.4 Propiedades dinamicas de la solucion. Como los cuerpos orbitan en
circulos con velocidad angular uniforme alrededor del centro de masa, la ley de
areas se cumple para cada cuerpo separadamente; luego la resultante de todas
las fuerzas que actuan sobre cada cuerpo es constantemente dirigida hacia el
centro de masa.

Sean las distancias de las masas m,,m,,m, desde su centro de masa «a,,a,,a,
respectivamente. Luego la aceleracion centrifuga a la cual esta sujeta m, es

a,=V.'/a,, donde V, es la velocidad lineal de m,. Esto se puede escribir como

1



a, =n’a,. La fuerza centripeta equilibra la centrifuga; luego la aceleracion hacia el
centro de masas es:
a =n’a. (3.195)

O sea que las aceleraciones de los cuerpos hacia su centro de masa comun son
directamente proporcionales a sus respectivas distancias desde este punto.

3.8.5 Soluciones para secciones conicas. Las ecuaciones diferenciales de
movimiento cuando el sistema se refiere a ejes fijos con el origen en el centro de
gravedad del sistema son:

d*¢, :_mz(§1_§2)_m3(§1_§3) (3.196)
dtz 7"1,23 7/'1'33

d2771 =_m2(771_772)_m3(771 —15) (3.197)
dt’ 7’1,23 ”1,33

d*&, :_m1(§2_§1)_m3(§z_§3) (3.198)
dtz }"123 rzy:;s

d*n, :_m1(772_771)_m3(772_773) (3.199)
dlz 1”1,23 1”2’33

d2§3 =_m1(§3—§1)_m2(§3 — &) (3.200)
dtz r1,33 rzy:;s

d’n, _ m(ny—m) my(ny—n,) (3.201)
dtz }"1'33 }"2’33

Suponga que las coordenadas de m,,m,,m, en t=t, son respectivamente
(x,,v,), (x,,9,), (x5,¥;), Y que las distancias respectivas desde el origen son:
r'" n™ " Suponga que los angulos que ", " forman con el eje ¢&

son ¢,,9,,¢,. Luego:

X, = rl(o) cosQ, X, :rz(o) cos @, Xy = r3(0) cos @, (3.202)
M1 :7”1(0) Seng, X, :rzm) seng, X3 =l’3(0) seng, (3.203)
Ahora sean las coordenadas de los cuerpos a cualquier tiempo. Suponga que las

relaciones de las distancias mutuas son constantes; luego las distancias mutuas
en ¢ son:

Pl Pz Pils (3.204)



donde p es el factor de proporcionalidad. Ya que la forma de la figura formada por
los tres cuerpos no se altera, se sigue que:

r=r""p (3.205)

Los radios habran girado a través del mismo angulo 6. De aqui que:

E=r""p cos (0+¢,)=(x,cos 6—ysen @) p (3.206)
n,=r'""p sen (0+¢@,)=(x,sen 0+ y, cos 0) p (3.207)
E=n"p cos (O+¢p,)=(x,cos O—y,sen 0) p (3.208)
n,=r'""p sen (0+¢,)=(x,5en 6 +y,cos ) p (3.209)
E=n""p cos (0+¢,)=(x5cos O—y,sen 0) p (3.210)
Ny = r3(0),0 sen (0+ @, )=(x,sen 6 +y,cos 0) p (3.211)

Las ecuaciones de (3.196) a (3.201) se transformaran por medio de las
ecuaciones (3.196), (3.197), (3.206) y (3.207), después multiplicando los

resultados de las transformaciones por cos € y sen €, y sumando, y luego por
—sen 6y cos 6,y sumando se tiene:

X1

2 2 2 _ _
d’p_, dpdd (dej ), dez_{nh(xl Xy)  ma(X xs)}i (3.212)

oy, 440 140
ar V@ M a P e s ?

hS)

2 2 2 _ _
’p_y, o d0_ (dej ) dez_{mz(yl y2) , ma(y, m}i (3.213)

W T aa " a dt? Tia s p’
Sea
do
227 _ 3.214
PV ( )
Por lo que
dzp_Ld_l//_l//_zz_i mZ(‘xl _x2)+m3('xl _'x3) L (3 215)
2 3 3 3 2 )
dt X0 dt P X, Tia Tis Yo
2 2 _ _
d f_X_ld_w_w_3:_L mz(y13y2)+m3(y13y3) Lz (3.216)
dt ylp d[ p yl ’/'1)2 ’/'1‘3 ,O



Para las ecuaciones (3.198), (3.199), (3.200), (3.201) y de (3.212) y (3.213) se
tiene:

2 2 _ _
dp_ v dv vy 1 m(%ox) maox)l b 509
dt X,p dt p X, Tia Ty3 Y2
d* x, d 2 1 |m - m - 1

p_ N dv_y L m(y i) ms( —ys)L 1 (3.218)
dt yzp dt P y2 1’1,2 7'2,3 P
d? d 2 1 |m,(x,—x m,(x, — X 1

p_ Y dy y b mxs—x) my(% —x)| 1 (3.219)
dt X3 0 dt Y2, X T3 T3 Yo
d? X, d 2 1 |m — m - 1

p Hev v __ 1 1(y33y1)+ 2(y33y2) — (3.220)
dt y3p d[ P y3 7'1’3 7”2’3 p

Las ecuaciones que van de (3.215) a (3.220) son condiciones necesarias para la
existencia de soluciones en las cuales las relaciones de las distancias de los
cuerpos son constantes. Sin embargo hay dos variables por determinar: p y v .

La primera da las dimensiones del sistema por medio de (3.205), y la segunda su
orientacion por medio de (3.214). A fin de que existan las soluciones estas
ecuaciones deben ser consistentes, para lo cual se ha de cumplir:

Y1 _Y2 _ Vs (3.221)

v _y (3.222)

y el sistema de seis ecuaciones:

(X, —x,) (x; —X3)

—n’x, +m, S+ my —=0 (3.223)
12 "3

—n’x, +m, (%, —3x,) +m, (xs —3x3) =0 (3.224)
12 "3

Cntxy +m, 0 sx‘) e, (5 fl) =0 (3.225)
13 Ty

-n’y, +m, (7, _3)}2)+m3 (1 _3)}3)=0 (3.226)



(Y, = V1) (Y, —Y3)

3 + my 3
T2 I3

(ys =) (Vs=2) _, (3.228)

3 + my 3
"3 "3

~0 (3.227)

—nly, +m,

—ntyy +m,

donde »* es el valor constante comun de las llaves en los miembros derechos de
las ecuaciones que van de (3.215) a (3.220). De las ecuaciones (3.223) — (3.228)
se sigue que las ecuaciones del centro de masa

mx, +m,x, + myx; =0 (3.229)
my, +m,y, +myy, =0 (3.230)

se cumplen.

Las ecuaciones (3.221) solo se cumplen si los tres cuerpos estan en linea recta en
t=t,. Asumiendo que se satisface (3.221) y que los cuerpos se mantienen

colineales; luego la resultante de todas las fuerzas, alas cuales cada uno esta
sujeta, se dirige constantemente hacia el centro de gravedad del sistema, y por
tanto la ley de areas con repacto a este punto se cumple. De aqui que:

r’ ﬁ:ci (3.231)
dt

donde las ¢, son constantes, (i=12,3). Teniendo en cuenta (3.205):

,d0 ¢
e (r" )

(3.232)

y luego de (3.214) que dw /dt=0. De aqui que las ecuaciones que van de (3.214)
a (3.220) queden en la forma:

2 2

‘2 PV _ L (3.233)
t* p p
W =c, =constante (3.234)
do _y _ ¢ (3.235)

Z pz pz



que son las ecuaciones diferenciales en coordenadas polares para el problema de
los dos cuerpos. Luego p y 6 satisfacen las condiciones de movimiento para

seccion conica bajo la ley de gravitacion, y se sigue de las ecuaciones (3.205) y de
la definicion de 6 que los tres cuerpos describen secciones conicas similares
teniendo una excentricidad arbitraria [4].

3.9 PERTURBACIONES

Lo expuesto hasta el momento son modelos imaginados para tratar de explicar lo
que en realidad sucede en el universo. El astro mas masivo de nuestro sistema
solar se ve afectado por la existencia de los planetas que giran alrededor de él, es
mas aun, el paso de un cuerpo tan pequefio como un cometa debe perturbar en
algo a este gigantesco astro aunque sea muy poco notorio para nosotros. Los
cometas como al eyectar gases tienen algo semejante a un motor de propulsion,
en ellos existen fuerzas no gravitacionales que perturban notoriamente sus
trayectorias. El primer cometa que se estudié con este tipo de perturbacién fue el
de Encke. El hecho es que en las orbitas de los cuerpos celestes existen
perturbaciones que afectan considerablemente los resultados, ya sea porque
existen mas de dos cuerpos en el universo, o porgue los cuerpos no son
totalmente esféricos, o existen otras fuerzas de interaccion, ademas de la fuerza
gravitacional.

La ecuacion de movimiento de una Orbita perturbada es de la forma:

Fe—LiyF (3.236)
r

Para el caso de los tres cuerpos la perturbacion seria F', pero en este caso podria
ser cualquier otra situacion, por ejemplo la no esferidad de los cuerpos, o fuerzas
aerodinamicas, fuerzas electromagnéticas, fuerzas no gravitacionales presentes
en los cometas y debidas a la eyeccion de gases del nucleo, etc. En tal caso es
que esta fuerza es igual a cero la ecuacion se reduce a la del problema al
problema ya conocido.

Cuando unicamente intervienen mas de dos cuerpos considerando que no afecte
cualquier otro tipo de interaccion, es decir, considerando los cuerpos totalmente
esféricos y despreciando las otras fuerzas como la electromagnética, de repulsion,
etc. La ecuacion de movimiento en este caso es dada por:

V= —%ﬂzm{ﬁ;— li ] (3.237)



3.9.1 El método de Cowell. Considere un cuerpo orbitando de masa m en el
cual son conocidas la posicion y velocidad en un tiempo dado ¢#,a lo largo de las

posiciones 7 y velocidad v, de nmasas perturbando. Por lo tanto, la ecuacion
(3.237) puede escribirse de la siguiente manera:

—

i =—(1+m)= +4, (3.238)
r
Donde g, es el total de las atracciones perturbadoras dada por:
" (P F
a =) m| ———+ 3.239
=2 ( P J (3.239)
ademas
PB=7-F (3.240)

Como la posicion 7 y velocidad v, del cuerpo perturbado se determinan para
algun tiempo por medio de las series f y g o de cualquier otro método analitico,

se asume que toadas las cantidades del lado derecho de la ecuacion (3.238) son
conocidos para cada paso dado de integracion.

Aplicando para este caso el método de Runge-Kutta a la ecuacion (3.238) se
tiene:

—=f() - f)=v (3.241)

dv L - _
d_‘t} =g(m,7,r,d) .. glm7,ra)=—(1+m) T +a, (3.242)
r
El calculo de estas cantidades por cada uno de los seis pasos internos del método
Runge-Kutta [4] es incluido como una parte de la integracion numérica utilizando
s6lo dos de los cuerpos acelerados, de esta manera se tiene que para cada
cuerpo perturbado:
ar _ v, (3.243)
dt
av, 7
— L =—14+m. )~ 3.244
g = e (3:244)



Para la rutina de integracioén de esta perturbacion especial de las funciones de las
ecuaciones (3.241) a través de (3.244) por medio de unos vectores auxiliares
tiene la siguiente forma:

(3.245)
G, = hg(m,7,r.q,), (3.246)

donde ; va de uno aseisy & es el intervalo de tiempo modificado. Por ultimo los
incrementos de los vectores para el cuerpo en movimiento son:

& = L (7F, + 32F, +12F, + 32F, + 7F, )
910 (3.247)
=0 (7G, + 326, +12G, +32G, +7G,)

y por tanto su nueva posicion y velocidad y luego los puntos del préximo paso de
la integracion, es decir, donde se repite otra vez el procedimiento, seran:

+or
(3.248)
+ 0V

:}/‘0
:VO

<

3.9.2 El método de Encke. Al calcular el movimiento de los dos cuerpos por
medio de las series f y g, o cualquier otro método numérico. Este método es

mas favorable ya que los factores de atracciones perturbadas son integrados
numéricamente. Por lo tanto, en este método la Unica diferencia entre la érbita
referente a los dos cuerpos y la érbita de perturbacion es la integracion numerica.
Esta aproximacion es mas beneficiosa que el anterior método pero con el Unico
inconveniente de que los célculos son mas complicados. Es mas, en este método
es necesario ajustar los elementos de la érbita de referencia para tomar en cuenta
las perturbaciones acumuladas. Este procedimiento se denomina Rectificacion.

Segun esto, la aceleracién de los dos cuerpos a lo largo de la érbita de referencia
es:
Po=—(14+m)2 (3.249)

m 3

<3
3

Al restar esta expresion de la ecuacion (3.238) se obtiene:

j+

Y

a, (3.250)

‘fw| ~)

y:#_a:@+m{m_

ENL» |



El calculo se desarrolla de igual forma que el anterior método ya que la posicion y
velocidad encontradas se utilizan nuevamente para repetir el proceso de
integracion y asi sucesivamente. Por lo tanto para algun suceso, el resultado es:

N

=7, + O
(3.251)

<l

=V, +0v

Donde 7,y v, son la posicion y la velocidad y los incrementos & Adv son las

perturbaciones de los vectores calculados por integracion de la aceleracion
diferencial.

Las funciones principales que son integradas numeéricamente para determinar los
incrementos son:

d(or

O)_sow) - rlo)=ov

4(55) o o . (3.252)
:g(m’rm’rm’ ’r’at) g(m’rm’rm’r’r’at):(l-‘rm ___3

dt reor

Teniendo presente que en los pasos de la integracion numérica cada vez se repite
un nuevo procedimiento, esto lleva a afirmar que los vectores posicion y velocidad
7y v _ respectivamente son conocidos al principio de un nuevo paso de

integracion. Ademas la diferencia entre r/3 y 73 disminuye durante cada paso
Vo r

de integracion. El calculo de estas cantidades durante los pasos internos del
método Runge-Kutta es encontrado por integracibn numérica. Las funciones a
integrarse son:

‘;ﬁ =7 (3.253)
t
d‘_;m ;';n
= —(1+ m)r—S (3.254)
% =7 (3.255)
dv oo
= (1 +m)7+at (3.256)

Al igual que en el método anterior la posicion y la velocidad de los cuerpos
perturbados son determinados en el comienzo de cada integracion. De esta
manera para cada cuerpo perturbado durante el intervalo de los pasos de
integracion, se tiene:



d '

. : (3.257)
—L=—(1+m, )

dt ( 1)r3

Las vectores auxiliares para el para la integracion utilizando el método Runge-
Kutta son ahora:

Fy =), (3.258)
G, = '

hg(m’ m’rm’r’r’at )J

donde % es intervalo de tiempo modificado y j =1 a 6. La perturbacién comienza
por:

(3.259)

porque la perturbacion y la orbita de los dos cuerpos coincide en el comienzo de
este paso. En el final de la integracion, los incrementos de la perturbacién para el
cuerpo en movimiento se obtienen de:

& =L (7F, + 32F, +12F, + 32F, + 1F, )
910 (3.260)
& = %(7(;1 +32G, +12G, +32G, +1G, )

Por ultimo la nueva posicion y velocidad del cuerpo estd dada por la ecuacion
(3.251), a saber:

2

F
3.261
o (3.261)

m

+
T

<! N

<! U

3.9.3 Teoria de perturbaciones al problema de los d o0s cuerpos. Como ya se
ha mencionado, los intentos por explicar el movimiento de los cuerpos celestes de
una manera analitica son muchos, unos mas complejos que otros; el hecho es que
cada dia los astronomos y cientificos se preocupan aun mas por averiguar lo que
pasa en el firmamento. La teoria de perturbaciones es un desarrollo matematico
bastante ingenioso y a la vez muy practico que radica fundamentalmente en el
problema de los dos cuerpos.

Al existir otros cuerpos, se tiene:



i=—L7 o, (3.262)
r

donde o es un parametro que indica el grado de magnitud de la aceleracion
perturbativa.

Ahora si determinado cuerpo no sigue una trayectoria eliptica lo que se trata es
obligarlo a cualquier instante, en cualquier punto de la trayectoria a que describa y
se aproxime a una elipse. Por ello si se logra descubrir como estdn cambiando con
el tiempo los elementos que determinan la geometria de una Orbita y su
orientacion, el problema se resuelve hallando los valores de estos parametros.

3.9.4 Variacion de parametros. Como ya se conoce, el movimiento de los dos
cuerpos es descrito por ecuaciones diferenciales de segundo orden que son algo
complicadas de resolver. Ahora bien, el método de variacion de parametros
consiste en expresar una perturbacion a este problema como un sistema en el
cual hay que resolver seis ecuaciones diferenciales, pero de primer orden. Es
decir, en lugar de encontrar las ecuaciones que permitan hallar en el tiempo los
vectores posicion y velocidad de acuerdo con (3.262), es mas viable hallar la
variacion temporal de los elementos orbitales.

El vector de posicién 7 es funcion del tiempo y de cada uno de los elementos
orbitales r = F(a,e,i,Q,w,M,t) por tanto, su derivada total con respecto al tiempo

sera:

di ordt oOrda oOrde ordi oF d) orFdw OF dM
— =t ——t——t——t————+— (3.263)
dt otdt Oadt Oedt 0Oidt 0Qdt owdt OM dt
Introduciendo la cantidad ¢, donde & va de uno a seis, la ecuacion anterior se
convierte en:
dr  orF & OF de,
=—+

S S (3.264)
dt ot Soc, dt

Como se exige que en cada punto de la trayectoria exista una elipse instantanea u
osculadora, entonces se cumple que:

di  oF

—=— 3.265
dt ot ( )

Teniendo presente esto la ecuacion (3.264) es ahora:



.
OF de _ (3.266)
o oc, dt

este término se conoce como condicién de oscilacion.
Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (3.264) se obtiene:

2= 2= 6 = d
d d _9 - or_de (3.267)
dt Ot k=1 ack dt

El lado derecho de la ecuacion anterior es la conocida perturbacion al problema de
los dos cuerpos, por tanto recordando la ecuaciéon (3.157) y remplazandola en
(3.267) se obtiene:

2 -
—%7+vq>=a’"+z (3.268)
k

oF dc,
v ot’ Oc, dt
Como en la érbita instantanea u osculadora en cada punto de la trayectoria se
debe cumplir que:

vo =S L (3.269)

Multiplicando escalarmente la ecuacion (3.266) por aa—r y la ecuacion (3.269) por
C .
J

or .
—— donde ¢, va de uno a seis y restando los resultados se llega a:

dc,

i OF  OF de, _26: o OF de, v O
imo0c, Oc, dt = 0c, Oc; dt oc;
(3.270)

chtﬁck dc, Oc,

dt  ox oc, oy dc, @z dc, oc,

k=1

Zﬂl{af o 6F'6?}dck o0 ox 00y 0w o _ 0@

Expresando este resultado de una manera mas compacta, se tiene:



SRR
;[cj,ck] o o (3.271)

En la cual, el simbolo entre corchetes en la sumatoria se conoce como los
paréntesis de Lagrange.

Segun esta notacién, las ecuaciones de movimiento son:

d d de, 0@
vyl Gl =G

de dc de, 0@
[CZ’C‘]7;+[02’62]7;+"'+[02’c“] dt6 :acz

d de, od
[cﬁ’cl]%+[cﬁ cz] + +[Cﬁ cﬁ] ;; = o, (3.272)

Sabiendo que por su definicion de o simetria para los paréntesis de Lagrange, se
cumple:

3.273
fey.c,]=levvc, ] (3:273)

Se llaga a que sélo doce de los paréntesis de Lagrange son diferentes de cero:
[Q,i] = —[i,Q] = —na’\1-e’seni
V1—-eé’nacosi

2

na‘ecosi

V1-¢é?
/—1 o na (3.274)
2

na’e

1-¢°

[Q,a] = —[a,Q] =

[Q,e] = —[e,Q] =—

[w,a]=—[a,w]=

[w,e]=—[e,w] =~

o.41]= [o1.a] = -



Reemplazando este resultado en la ecuacion (3.272) se llega a:

N1—e’nacosi dQ +\/1—eznad_w_6_@
2 dt 2 dt Oa
natecosi dQ na'e dw 0D

- J1—e? dt _1/1_62 dt e
—naZ\/I—ezseniciZ—?za—(p

Oi
V1—e*nacosi da na*ecosi de ) > .di 00
—— ——na"N1-e”seni—=——

2 dt 1-¢? dt dt 00

2 2
Vli-e'nada na'e @:6@ (3.275)

2 dt  J1—e* dt ow

nada _ 0
2 dt oM

Despejando los resultados de la ecuacion anterior se obtiene:

da 2 0O

dt  naoM

de 1-¢ o0 1-¢ oo

E_ na’e oM - na’e %

di ctgi 0D csci 0D

dt pai-e v pail-e 00

dQ csci oD

E_ na*\1-e* E

. 2
aw___ cigi 00 Al ze o (3.276)
dt na2\/1—62 ol na‘e Oe
M __1-¢ v 200
dt na‘e de na da

Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Lagrange para la mecanica
celeste.
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4. APLICACION DE LA RELATIVIDAD AL CALCULO DE ORBIT AS
4.1 INTRODUCCION

Una teoria fisica es provisional, porque puede llegar el dia en que la
experimentacion la refute y la verifique.

Toda teoria fisica se ve apoyada cada vez que un experimento resulta pero un
solo experimento puede ponerla en problemas, como lo afirmaba Einstein. En
dicho caso hay que empezar a buscar una nueva ley que describa lo que esta
pasando. Es asi como surge la Teoria de la Relatividad, pues la ley gravitacional
de Newton no podia explicar el movimiento del planeta Mercurio correctamente. Al
tratarse este problema con la teoria general de la relatividad (TGR) se obtienen
resultados que predicen que el eje mayor de la elipse de Mercurio debe rotar
alrededor del Sol a un ritmo de 42 segundos de arco por cada siglo, lo que si esta
de acuerdo a la experimentacion; claro que la TGR tampoco es la ultima palabra
en fisica, pues predice su propio fallo cerca de una singularidad.

4.2 ORBITAS PLANETARIAS.

4.2.1 Ecuacion de movimiento en un campo de Schwart  zschild. En la teoria
de Einstein la trayectoria de un cuerpo libre en las cuatro dimensiones sera la
geodésica dada por [1]:

d*x' dx®  dx”?
17 +F”a/; e ?=O (41)

donde dr es el intervalo de tempo propio asociado con el movimiento de una
particula. Este se define igual a ds a lo largo de la linea de universo de la
particula.

Empleando un sistema de coordenadas esféricas, puesto que se va a estudiar un
campo gravitacional producido por una masa con simetria esférica, fijo en el
sistema de coordenadas, se usa r, 0, ¢, ademas de la nueva variable que se
introduce en relatividad (el tiempo t); se determinan los correspondientes simbolos
de Christoffel (ver apéndice B para su calculo):

1 1
My=T'y==N' In=T* ==
2 r

1
| :EN' et I35 = —sen() cos(6)



1 1
'y ==L [P =T == (4.2)
2 r

n=-re [MPyn =3 =ctg(0)
I, = —rsen’(Q)e™

que substituidos en la ecuacion (4.1), para i =2 se tiene

d2‘9+3 dr ﬁ—sen(e) cos(#) (%} =0 (4.3)
S

ds’> r ds ds

Las ecuaciones (4.1) correspondientes a i = 1,3 A 4 son, respectivamente:

2 2 2 2 2
d—z+lN' Mt a +1L' ﬂj —ret 49 —r senz(é?) a9 =0 (4.9
ds® 2 ds 2 ds ds ds

d2¢ 2 dr d¢ do d¢

—t 4+ = — L 42 ctg(@) — —L==0 45

ds® r ds ds ctg(9) ds ds (4.5)
2
Ly dtdr_, (4.6)
ds ds ds

Si orientamos los ejes de manera que el plano 6 =z /2 contenga un elemento de
. . . . . do

trayectoria en un instante cualquiera, se tiene que en este instante — =0[1].
S

Teniendo en cuenta esto, las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6) quedan:

2 2 2 2
d—f+lN' eVt (ﬂj L (ﬂj —r (@j =0 (4.7)
ds 2 ds 2 ds ds
2
92 dr de_, 4
ds r ds ds
2
dH e ddr_y (4.9)
ds ds ds

Las ecuaciones (4.8) y (4.9) se pueden integrar directamente si hacemos lo
siguiente para (4.9): Puesto que las componentes del tensor de Ricci son (ver
apéndice B para su obtencion):



1 1 1, ., L
R,=— N'-—L' N' ——(N')’ =—=0 4.10
TS 2 4( ) r (4.10)
R, =e_L|:1+% r (N'—L')}—lzo (4.11)
R, zeN_{—%N” —%(N'f +%N' L —%}:0 (4.12)

De (4.10) y (4.12) se tiene que L'=-N' de donde L=-N +const. Si r—> o
entonces L y N se aproximan a cero, por lo que:

L(r)=-N(r) (4.13)
Asi (4.11) queda:

e"(1+r N')=1 (4.14)
Sea ¢" =y, entonces se tiene que:
y +ry'=1 (4.15)

Integrando (4.15) se tiene:

2Gm_ v (4.16)

y=1-
r

siendo 2 G m la constante de integracion, m se identifica con la masa productora
del campo. Derivando N,
dy

d 1
N'=—In(y)=— — 4.17
dr @ y dr ( )

Asi, la ecuacion (4.9) se convierte en

d’t 1 dy dt dr

it~ — — —=0 (4.18)
ds~ y dr ds ds
que es lo mismo que:
d dt
—|y — =0 4.19
ds(y dsj ( )
que integrandola da:
a _k (4.20)

ds y



Integrando (4.8) se llega a:

r2d_¢=h
ds

En las ecuaciones (4.20) y (4.21) & y k son constantes de integracion.

Teniendo en cuenta esto y que 6 = /2, la ecuacion (4.4) tendra la forma:

dr v dy (QJZ_L & ("—J
ds® 2 dr \ds 2y dr \ds

o [(42) _
7[@)

Sustituyendo (4.20) y (4.21) en (4.22):
2 2 2 2
droydy (k) 1 dr (d_] _”(g} o
ds® 2 dr \y 2y dr \ds r
L ar\’
Resta por saber qué indica = en (4.23); veamos. Puesto que
S

ds* =—y ' (dr)* —r*(d0)* —r’sen 2(9) (dg)* +y (dt)’
Utilizando en ésta (4.20) y (4.21) ycomo € =7x/2,

ds> ==y~ (dr)* —r? (d9)* +y (d)’
e (8 o (4o (2)
-7 ds ds 4 ds

(ﬂjzzkz‘hz—yv
ds r?

se tiene

sustituyendo en (4.23) se llega a:

ds* 2 r* dr 2 dr }/r3

dr W _dy 1dy W

Puesto que

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)



Q_2Gm

i (4.29)
Entonces se llega a la siguiente expresion:
d’r mG h? 3Gm
Tt :r_3(1_ ; ] (4.30)
Teniendo en cuenta (4.21)
dr_dr dy @.31)
ds d¢ ds '
de la que se tiene, si tenemos en cuenta (4.21):
v dr B 2K (dr)
ds>  dg* P (d_qéJ 432
con lo que la ecuacion (4.30) queda:
odr 2k (arY mG K, 3Gm
— -t || = - (4.33)
rt de r dg r r r
Sea
u= 1 (4.34)
r
con lo que (4.33) queda:
2
Z¢L2t+u=n;2G+3 m G u’ (4.35)

,  Gm
a e

2
Larazénde 3 m G u es 3 h* u*, 6 utilizando (4.21) es 3 (r %j . Para
S

velocidades planetarias ordinarias esta relacion es pequefa. Por ejemplo, el radio

medio de la 6rbita terrestre es r = 1.5 * 10* cm., la velocidad angular es w = 2 * 10°

2
f s

dt 1 . ;
"radlseg., y si —=—, se tiene que 5 ; RN
ds C & ds g

4.2.2 Precesion del perihelio.  Ya se obtuvo la ecuacion de movimiento relativista
de un planeta en un campo se Schwartzschild, la cual es la ecuacion (4.35).



Finalmente se determind, aproximadamente, la magnitud del término , el
cual es muy pequeiio comparado con la unidad, por lo que se puede tratar a (4.35)
como una ecuacion de movimiento a la que se le ha agregado una perturbacion. A

fin de resolver (4.35) se debe prescindir del término y se obtiene asi una
ecuacion aproximada:

(4.36)
Cuya solucion se conoce por mecanica clasica:

(4.37)
Donde es la excentricidad de la orbita y es la longitud del perihelio.
Reordenando (4.35) se tiene:

(4.38)
si se reemplaza el término pequefio ( ) en (4.35) por su aproximacion
newtoniana dada por (4.37), se tiene, siendo
que

(4.39)

Puesto que las 6rbitas planetarias son casi circulares (sus excentricidades son
muy pequefas, por ejemplo para Mercurio ), la contribucion del término

gue contiene es despreciable; tampoco el término: tiene un efecto

significativo en la forma de la orbita, pero el segundo término que contiene
, puede tener un efecto acumulativo en el desplazamiento del perihelio.

Teniendo en cuenta todo esto, simplificamos (4.39) escribiendo:



(4.40)

La solucion de esta ecuacion es:

(4.41)
Si

se tiene que

(4.42)

(4.42) representa una Orbita que es una elipse presesando [2]. EI argumento del
coseno cambia por cuando cambia por

(4.43)

esta ecuacion demuestra que la distancia entre dos perihelios continuos es mayor
que por la cantidad:

(4.44)

esta cantidad da la presesion angular del perihelio por revolucion; se observa que
el perihelio avanza.

Para una ¢rbita casi circular (4.37) queda:

(4.45)

donde es el radio de la orbita. De esto se tiene que el avance angular del
perihelio por revolucién es

(4.46)



Para el planeta Mercurio se tiene que: ,
) y , siendo  la masa del Sol.

Para el planeta Mercurio el valor del corrimiento del perihelio por cada revolucion
es 4.9*107 rad. Este planeta tiene un periodo de 88 dias, completando 415
revoluciones por siglo. De este modo el avance acumulativo del perihelio durante
cien afos vale rad = 42 segundos de arco. Para Venus es solo
9 segundos, para la Tierra es 4 segundos y para Marte es apenas un segundo.
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5. PROGRAMAS MODELO
5.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los programas que se desarrollan en el lenguaje
GWBASIC como aplicacion a al teoria tratada a lo largo de este trabajo. Estos
programas pueden modificarse a gusto del investigador, quien es el encargado de
tomar datos experimentales de los cuerpos celestes. Aqui se presentan los
programas POSVEL1 y TG de manera tal que sea el investigador quien introduzca
los datos segun sea necesarios. Estos dos programas no llevan desde el principio
0 desde su creacion los datos para determinados casos. A los programas que se
presentan en este capitulo, se puede tener acceso gracias al disquete que se
anexa al trabajo.

5.2 PROGRAMA TG.

Listado del programa TG, el cual determina la energia potencial de un cuerpo de
masa M2 orbitando con respecto a otro de masa M1, asi como las velocidades en
el perihelio y en el afelio y el corrimiento del argumento del perihelio de su orbita,
de manera aproximada puesto que se manejan constantes como la velocidad de la
luz, la constante gravitacional, el nimero , etc. Es un programa de tipo general
donde ha de introducirse los datos.

5.3 PROGRAMAF Y G.

Listado del programa F y G, el cual calcula el movimiento orbital de dos cuerpos
por integracion numérica usando series F y G de octavo orden. en este programa
se calcula la posicion y la velocidad en un tiempo t, a partir de la posicion y la
velocidad dados a un tiempo inicial. EI programa aqui presentado incorpora datos
que se requieren para su ejecucion para el planeta Mercurio, los cuales se
tomaron del libro “The Astronomical Almanac”. Teniendo en cuenta esto, es facil
hacerle un cambio para volverlo uno mas general; los cambios se deberian hacer
en los renglones comprendidos entre 1160 y 1200, asi como entre los que van
desde 30000 hasta 30040, que es donde se introducen los datos que se requieren
para que el programa pueda ejecutarse.

5.4 PROGRAMA CLASSEL.

Listado del programa CLASSEL, el cual calcula los elementos clasicos de las
componentes de posicion y velocidad. El ejemplo aqui expuesto toma los datos de
los renglones que van desde 20000 hasta 50050 para introducirlos en los READ
que van en los renglones desde 1200 hasta 1250. si se quiere hacer el programa
mas general es en estos renglones donde ha de hacerse los cambios. Este
programa ejemplo requiere de los siguientes datos: nombre del cuerpo orbitante



(éste dato solo es por informacién), la época, la masa total con relacién a la solar,
el tiempo inicial y las componentes de posicidbn y velocidad iniciales, para
determinar los elementos clasicos del cuerpo orbitante.

5.5 PROGRAMA POSVEL1.

Este programa calcula los elementos de posicion y velocidad teniendo en cuenta
los elementos clasicos. Este programa es una aplicacion de de los temas tratados
en el capitulo cuarto, exactamente en el apartado 4.5. A este programa se ha de
introducir los datos. Al correr el programa se ha de dar los datos de angulos en
grados, pues aunque el lenguaje GWBASIC sélo lee angulos en radianes, se ha
puesto la orden de convertir grados a radianes. La masa que se pide alli va a estar
dada en unidades de masas solares; las distancias en unidades astronomicas.

5.6 PROGRAMA VALOR INICIAL PARA UN MOVIMIENTO ELIPT ICO.

Listado del programa VALOR INICIAL PARA UN MOVIMIENTO ELIPTICO, el cual
determina la posicion y la velocidad del cuerpo una vez se hayan introducido los
valores iniciales de dichos pardmetros: este programa no tiene incorporados
datos, sino que al correrlo él los pide. Los datos necesarios son: la masa reducida,
el tiempo inicial, las componentes iniciales de posicion y velocidad y el tiempo en
el cual se quiere determinarlos posteriormente. Un programa como este, 0 como
los programas TG y el POSVEL1 son generales, los cuales no llevan datos
introducidos, sino que se deben medir primero y luego se han de aplicar en estos
programas para hacer un estudio del cuerpo en cuestion.



6. CONCLUSIONES

Es interesante ver el adelanto cientifico al que se ha llegado hasta el
momento gracias a las leyes de la mecanica newtoniana. Afortunadamente
el movimiento orbital se apoya en dichas ideas.

Cosas como estas nos indican que el universo si estd hecho para ser
comprendido y que con el paso del tiempo se podra llegar a entender su
funcionamiento hasta tal punto en que el hombre no deba més a recurrir de
ideas misticas.

Las leyes de Kepler son una herramienta muy importante para entender el
movimiento orbital. Podriamos decir que dichas leyes son a la mecanica
analitica lo que los postulados de Bhor a la mecanica cuantica. Gracias a
esas extraordinarias ideas ha sido posible que el hombre vaya
comprendiendo mejor el universo que lo rodea.

En el caso de que las leyes de Newton tengan falencias a la hora de ser
aplicadas al estudio de O¢rbitas de cuerpos celestes, se cuenta con una
herramienta mas poderosa que es la teoria general de la relatividad (TGR),
la cual permite reducir esos obstaculos que la primera no logra; claro que la
TGR es muy buena hasta cierto punto, puesto que presenta algunas
dificultades al predecir la existencia de ciertas singularidades en el espacio-
tiempo, donde las leyes fisicas fallan y se hace imposible predecir
acontecimientos.

Se ha hecho una revision del tema de Orbitas de cuerpos celestes,
empezando por la plantear las leyes fisicas que gobiernan los cuerpos
gravitantes, pasando luego a tratar en si el tema de las Orbitas y sus
implicaciones, hasta llegar hacer la revision desde el punto de vista de TGR
del planeta de Mercurio, aunque dicho resultado se podria aplicar a todos
los planetas, pero esto no se realiza porque es Mercurio el que presenta un
resultado mas significativo.

Finalmente se proponen unos programas en lenguaje BASIC para un mejor
entendimiento de lo tratado en el trabajo, para complementar y afianzar
con resultados el estudio de orbitas de cuerpos celestes.



7. RECOMENDACIONES

Que este trabajo sirva a otros estudiantes de la linea de investigacion en
astrofisica para emprender trabajos mas especializados.

Se recomienda a otros estudiantes trabajar mas detalladamente en el
calculo de drbitas con aplicacion de la teoria de la relatividad.

Seria muy conveniente que otro grupo trabaje en el sofware propuesto en
programacion tipo Visual Basic, etc. Para tener mayor versatilidad en el
disefo de la ayuda educativa.
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9. APENDICES
APENDICE A. EL TIEMPO EN ASTRONOMIA.
9.1 INTRODUCCION.

En astronomia el punto vernal es de mucha importancia ya que con este se
especifica el dia sideral, esto es, el tiempo transcurrido entre dos pasos
consecutivos del punto  por el meridiano. Este dia difiere del dia solar verdadero,

el cual es el tiempo que le toma a la Tierra dar una revolucién completa sobre si
misma con respecto al centro del Sol; difiere porque el Sol se desplaza a través de
las estrellas a raz6n de un grado por dia, es por ello que el dia solar verdadero no
es una medida de tiempo confiable ya que varia de dia en dia.

Otra definicidon que utilizan los astronomos es el dia Solar medio que es intervalo
de tiempo que le toma a la Tierra en dar un a revolucion completa sobre si misma
con respecto al Sol medio, este es un sol ideal que esta cerca del sol verdadero
algunas veces adelantandose, otras atrasandose y en otras coincidiendo con él.
Ademas se tiene en cuenta que desplaza a razén de 0.98 grados por dia en
direccion hacia el este.

De esta manera, han surgido en astronomia los conceptos diferentes de tiempo
con algunas diferencias entre ellos, por ejemplo como el sol medio se desplaza a

razon de 0.98561 grados/dia o lo que es lo mismo , entonces el dia
sideral es mas corto que un dia solar medio. En el momento en que se cumplan

las 24 horas de tiempo solar medio, ya se habran acumulado mas de
tiempo sideral. Por tanto:

de tiempo solar medio = de tiempo sideral.
9.2 TIEMPO SOLAR MEDIO (TSOLM).

Para un observador ubicado en la Tierra se define el TSOLM como el angulo
horario del sol medio que aprecia dicho observador, mas doce horas:

donde es el angulo horario del Sol medio.



9.3 TIEMPO UNIVERSAL (TU).

Se define TU al tiempo solar medio para un observador situado en el meridiano de
Greenwich. Conocido este tiempo se puede conocer el TSOLM para un
observador situado en cualquier longitud, ya que a causa de la rotacion de la
Tierra en direccion de oeste a este, por cada 15 grados que un observador este
desplazado hacia el oeste del meridiano de Greenwich, el Sol medio esta
desplazado 15 grados al este de su meridiano, entonces estara retrasado 15
grados o una hora con respecto al meridiano de Greenwich. De igual manera, si
un observador estad desplazado 15 grados al este, el Sol medio esta situado al
oeste de su meridiano y por ello el TSOLM esta una hora adelantado con respecto
al meridiano de Greenwich. Esto es,

(A.1)

Siendo el signo positivo si el observador esta al este, y viceversa.

9.3.1 Fecha Juliana (F.J). Conocer el nimero de dias entre dos fechas bastante
alejadas es un calculo muy tedioso puesto que ha habido cambios en el nimero
de dias de los afios a lo largo de la historia. Por esto se elabora en astronomia el
concepto de fecha juliana. Para ello se tom6 como dia de referencia, para cubrir
un buen lapso, al primero de enero del afio 4713 a.C. a mediodia de Greenwich.
Con esta definicién aparece la de “numero de dia juliano”, que es el numero de
dias transcurridos desde el dia de referencia.

Para un tiempo universal dado:
(A.2)

donde TU se expresa en horas y Jo es el valor de la FJ a cero horas de TU, o
usando la férmula dada en el libro de referencia Almanac for Computers:

(A.3)

siendo que:

representa una funcién de truncamiento que extrae la parte entera de x.

A es el afio. Debe ser un entero perteneciente al intervalo de 1901 a 2099.
M es el mes. Debe ser un entero perteneciente al intervalo de 1 a 12.
D es el dia. Debe ser un entero perteneciente al intervalo de 1 a 31.



9.4 TIEMPO SIDERAL LOCAL (TSL).

Para un observador situado en la Tierra se define TSL como el &ngulo horario
(AH) del punto vernal que aprecia dicho observador. Esto es:

El tiempo sideral medio de Greenwich (TSMG) es igual al angulo medido en
direccion contraria a las manecillas del reloj desde el equinoccio medio a lo largo
del ecuador celeste al plano del meridiano de Greenwich. Si es el TSMG

medido en grados en cero horas del TU, del libro Almanac for Computers se tiene
que:
(A.4)

siendo J el numero de siglos julianos desde J2000.0.

(A.5)

9.5 EL TIEMPO ATOMICO (TA).

El tiempo atdmico se basa en el conteo de los ciclos de una sefial eléctrica de alta
frecuencia que se mantiene en resonancia con una transicion atémica. La unidad
fundamental es el segundo S.I. que se define como la irracion de 9192631770
periodos de la radiacibn que corresponde a la transicion entre dos niveles
hiperfinos del estado fundamental del atomo de cesio 133.

9.6 EL TIEMPO DINAMICO (TD).

El tiempo dinamico es una medida uniforme del tiempo determinado
empiricamente, por la comparacion de observadores con las predicciones de
teorias de mecanica celeste aplicadas rigurosamente. Este tiempo, como se
puede ver al decir observaciones, depende del punto de observacion, por ello se
definen dos tipos de tiempo dinamico:

El tiempo dinamico baricéntrico (TDB) es la variable independiente de las
ecuaciones de movimiento de todos los cuerpos principales del sistema solar con
referencia al baricentro del sistema solar.

El tiempo dinamico terrestre (TDT) es la variable independiente de las efemérides
aparentemente geocéntricas de los cuerpos del sistema solar.



9.7 ELEMENTOS ORBITALES HELIOCENTRICOS REFERIDOS A LA

ECLIPTICA MEDIAY EQUINOCCIO DE J2000.0

Epoca: 13 de septiembre de 2000 (FJ 2451800.5)

Planeta | Inclinacion | Longitud Longitud | Semieje
del nodo | del mayor
ascendente | perihelio

Mercurio 7.00498 48.3301 | 77.4564 ] 0.3871009

Venus 3.39460 76.6781 || 131.8530| 0.7233309

Tierra 0.00014 163.4000 || 102.9937 | 0.9999868

Marte 1.84967 49.5600 || 336.0139 | 1.52357226

Jupiter 1.30437 100.5042 | 15.4305| 5.2044210

Saturno 2.48544 113.6340| 90.6429| 9.5825510

Urano 0.77227 73.9476 | 169.4404 | 19.2012300

Neptuno 1.76856 131.7921| 46.9810 | 30.0476200

Plutén 17.16051 110.2600 || 223.7791 || 39.2362300

Planeta | Movimiento [ Excentricidad | Longitud
medio media
Mercurio | 4.092304000 0.2056291 [ 217.84199
Venus 1.602135000 0.0067470 | 231.32466
Tierra 0.985628700 0.0167348 | 352.28696
Marte 0.524094200 0.0934789 | 129.33705
Jupiter 0.08305250 0.0488689 | 55.58083
Saturno | 0.033231080 0.0564861 | 58.63199
Urano 0.011714390 0.0456617 | 316.48002
Neptuno | 0.005984119 0.0112593 | 306.71426
Pluton 0.004010265 0.2444214 | 240.00032




9.8 FECHA JULIANA

ANOS CENTURIA _

ANO FJ ANO FJ
-1900 1027082.5 600 1940207.5
-1800 1063607.5 700 1976732.5
-1700 1100132.5 800 2013257.5
-1600 1136657.5 900 2049782.5
-1500 1173182.5 1000 2086307.5
-1400 1209707.5 1100 2122832.5
-1300 1246232.5 1200 2159357.5
-1200 1282757.5 1300 2195882.5
-1100 1319282.5 1400 2232407.5
-1000 1355807.5 1500J 2268932.5
-900 1392332.5 1500G 2268922.5
-800 1428857.5 1600 2305447.5
-700 1465382.5 1700 2341971.5
-600 1501907.5 1800 2378495.5
-500 1538432.5 1900 2415019.5
-400 1574957.5 2000 2451544.5
-300 1611482.5 2100 2488068.5
-200 1648007.5 2200 2524592.5
-100 1684532.5 2300 2561116.5
0 1721057.5 2400 2597641.5
100 1757582.5 2500 2634165.5
200 1794107.5 2600 2670689.5
300 1830632.5 2700 2707213.5
400 1867157.5 2800 2743738.5
500 1903682.5 2900 2780262.5
_ ANO ADICIONAL ]
AN FJ ANO FJ ANO FJ ANO FJ
0 0 25 9131 50 18262 75 27393
1 365 26 9496 51 18627 76 27759
2 730 27 9861 52 18993 77 28124
3 1095 28 10227 53 19358 78 28489




4 1461 29 10592 54 19723 79 28854

5 1826 30 10957 55 20088 80 29220

6 2191 31 11322 56 20454 81 29585

7 2556 32 11688 57 20819 82 29950

8 2922 33 12053 58 21184 83 30315

9 3287 34 12418 59 21549 84 30681
10 3652 35 12783 60 21915 85 31046
11 4017 36 13149 61 22280 86 31411
12 4383 37 13514 62 22645 87 31776
13 4748 38 13879 63 23010 88 32142
14 5113 39 14244 64 23376 89 32507
15 5478 40 14610 65 23741 90 32872
16 5844 41 14975 66 24106 91 33237
17 6209 42 15340 67 24471 92 33603
18 6574 43 15705 68 24837 93 33968
19 6939 44 16071 69 25202 94 34333
20 7305 45 16436 70 25567 95 34698
21 7670 46 16801 71 25932 96 35064
22 8035 47 17166 72 26298 97 35429
23 8400 48 17532 73 26663 98 35794
24 8766 49 17897 74 27028 99 36159

MES ADICIONAL
MES FJ MES FJ MES FJ MES FJ
Enero 0 Marzo 59 Julio 181 Nov. 304
Enero(B -1 Abril 90 Agosto 212 Dic. 334
Febrero 31 Mayo 120 Sep. 243
Febrero(B 30 Junio 151 Octubre 273




APENDICE B. CALCULOS EN RELATIVIDAD.

En este apéndice se desarrollan unos célculos matematicos que se han obviado a
lo largo del cuarto capitulo, como es el caso de la obtencion de los simbolos de
Christoffel, las componentes del tensor de Riemann y de Ricci, las componentes
del tensor de curvatura y de las ecuaciones de Einstein en el vacio, llegando a
obtener la solucién de Schwatzschild para un campo estatico simétricamente
esférico, que luego se aplica en el célculo de la ecuacion de movimiento en un
campo de este tipo.

En la geometria de Euclides la distancia elemental entre dos puntos muy
proximos viene dada por

(B.1)
y el movimiento de una masa puntual es rectilineo y uniforme, siempre que sobre

él no actie una fuerza. Un espacio-tiempo que tenga estos espacios euclideos
tridimensionales también tiene lineas de universo rectilineas, las llamadas

geodésicas. Si se toma como dimensiones de este espacio las ,
, el intervalo entre dos puntos proximos tendra la forma

(B.2)

Una masa material de dimensiones despreciables crea a su alrededor un campo
gravitacional permanente imposible de anular en todos sus puntos por la eleccion
de algun sistema de ejes. Si el universo fuera euclideo, el sistema coordenado
MAas conveniente seria un sistema de coordenadas polares, tal que:

, : y (B.3)

y el intervalo correspondiente seré:

(B.4)

Pero la presencia de la masa puntual produce una distorsion del espacio-tiempo,
por lo cual el intervalo tendra la forma:

(B.5)

Haciendo los cambios de variables



: , y (B.6)

se tiene que

(B.7)
Si las nuevas funciones de  son exponenciales, se puede poner

(B.8)
Como : : y entonces el tensor métrico
correspondiente a (B.8) es

(B.9)

Para hallar las nuevas funciones ha de valerse de las ecuaciones de campo de
Einstein. A fin de lograr esto primero se debe determinar los simbolos de
Christoffel para el tensor métrico dado por (B.9). Los simbolos de Christoffel se
determinan por:

(B.10)

Procediendo con el calculo de estos elementos se tiene:

De la misma manera



Los demas simbolos se calculan de la misma manera, llegando a obtenerse:

(B.11)

El tensor de Riemann se da por:
(B.12)

Asi, por ejemplo se calcula sus componentes:

siendo las componentes del tensor de Riemann

(B.13)



Prosiguiendo con los célculos ahora se va a determinar las componentes del
tensor de Ricci, el cual se define como:

(B.14)

Por ejemplo se calcula una de sus componentes de la siguiente manera:

Similarmente se determinan las demas componentes, teniéndose finalmente:

(B.15)

La curvatura escalar tiene la forma:



(B.16)

Siendo

(B.17)

El tensor de curvatura escalar se calcula teniendo en cuenta las ecuaciones
(B.15), (B.16) y (B.17):

de donde se obtiene que

(B.18)

Ahora hay que hallar las componentes de las ecuaciones de campo de Einstein en
el vacio:

(B.19)
En los célculos precedentes se observa que , por lo que . Teniendo
en cuenta esto se puede determinar las componentes de las ecuaciones de

campo. La componente , por ejemplo, se halla asi:

(B.20)



Usando (B.20) y (B.18) se puede determinar (B.19), siendo

De la misma forma para las demas componentes:

De la ecuacion (B.21) se observa que:

gue desarrollandola

por tabla de integrales se llega a

de donde

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)



teniéndose para |, finalmente que

(B.26)
Restando (B.21) de (B.22):

(B.27)
de donde

(B.28)
A grandes distancias , €l tensor métrico (B.9) se debe reducir a aquél de

un espacio-tiempo plano en coordenadas esféricas. En este limite y  tienden
a cero y la constante se hace cero; por lo cual:

(B.29)

entonces
(B.30)

De acuerdo a (B.26) y (B.30) el intervalo para el campo simétricamente esférico
tiene la forma:

(B.31)
La constante  se asocia al valor , siendo la constante de gravitacion
universal y es la masa central.
Haciendo el siguiente cambio de variable

(B.32)

Introduciendo este cambio de variable en (B.31) se llega a



(B.33)

de donde, si y si

(B.34)

Esta es la solucion de Schwartzschild para las ecuaciones de campo.



