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RESUMEN

En el siguiente trabajo se estudia la dinamica de cuerpos celestes en movimiento co-
orbital sin despreciar la masa del asteroide en el sistema sol-jupiter. Para abordar el
problema fue necesario recopilar el fundamento teérico referente al problema de dos
cuerpos, al problema restringido de tres cuerpos, teoria del caos y sensibilidad a las
condiciones iniciales. Con estas herramientas se resuelve numéricamente el problema de
dos cuerpos con diferentes condiciones iniciales y se desarrolla graficas de la secciéon de
Poincaré y elementos orbitales para mostrar que el problema de dos cuerpos no tiene
comportamiento cadtico. Igualmente se estudia el problema circular restringido de tres
cuerpos y el problema de cuerpos celestes en movimiento co-orbital sin despreciar la
masa del asteroide en el sistema sol-jipiter-asteroide que son resueltos numéricamente.
Se encontré que los sistemas son sensible al cambio de las condiciones iniciales, por
tanto ellos tienen indicios de comportamiento caético. Ademas las graficas del radio de
la 6rbita se emplearon para observar cuales cuerpos tienen acercamientos a la orbita de
la tierra. Finalmente, se compara los resultados obtenidos entre los dos sistemas. Ahi
se observaron algunas diferencias entre ellos cuando el tiempo de integracion es largo.



ABSTRACT

In the following work was studied the dynamics of celestial bodies in co-orbital motion
without neglecting the mass of the asteroid in the Sun-Jupiter system. To board the
problem was necessary collect the theoretical basis about the two-body problem, the
restricted three-body problem, chaos and sensitivity to the initial conditions. With these
tools, initially was solved numerically the two-body problem with different initial con-
ditions and were developed plots of the Poincaré section, orbit and orbital elements to
show that the two-body problem does not have chaotic behavior. Likewise the restricted
three-body circular and the celestial bodies problems in co-orbital motion without ne-
glecting the mass of the asteroid in the sun-Jupiter system were performed numerically.
We found that both systems are sensitive to the change on initial conditions, therefore
these have evidence of chaotic behavior. Furthermore the orbits radius plots were used
to see which bodies are nearly to the orbit of the earth. Finally, we also compared the
results obtained in both systems, where was observed some differences between the two
systems when it is built for long integration times.
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GLOSARIO

ANOMALIA EXCENTRICA: es el angulo medido desde el centro de la elipse, que
forma la proyeccion del planeta sobre la circunferencia principal y el eje de la elipse.
Se designa por E. La relacion entre la anomalia media y la anomalia excéntrica es la
llamada Ecuacion de Kepler.

ANOMALIA VERDADERA: angulo que el radio vector forma con la linea de las apsi-
des.

ANO SIDERAL: es el tiempo que transcurre entre dos pasos consecutivos de la Tierra
por un mismo punto de su 6rbita, tomando como referencia a las estrellas. General-
mente usado por los astréonomos, es la medida més exacta de un ano. Su duraciéon es de
366,256436918716 dias siderales. Equivale a 365,256363 dias solares medios (365 dias 6
horas 9 minutos 9,7632 segundos)

ATRACTOR: es un conjunto de puntos en el espacio de fase para la cual la solucion de
la ecuacion después de un largo transito tiende a extinguirse.

ATRACTOR EXTRANO: es asociado al caos donde las trayectorias tienden a disper-
sarse por todo el espacio de fase.

CINTURON DE ASTEROIDES: es una regiéon del Sistema Solar comprendida aproxi-
madamente entre las 6rbitas de Marte y Jupiter. Alberga multitud de objetos irregulares
denominados asteroides o planetas menores.

CAOS: es un comportamiento deterministico aperidédico muy sensible a las condiciones
iniciales.
CONMENSURABILIDAD: relativo a érbitas periddicas.

EXCENTRICIDAD (e): parametro que define la forma de la 6rbita de un cuerpo alre-
dedor de otro. Hace parte de las propiedades de las secciones conicas.

INCONMENSURABILIDAD: relativo a 6rbitas no periodicas.

LONGITUD DEL PERICENTRO: angulo entre la direccién de referencia y el pericen-
tro.

MAINFOLD: es una coleccion de puntos que estan conectados en otra suave muestra
(espacio) tal que los vecinos de cada punto se parecen a los vecinos de una dimension
m; m es la dimensién de el mainifold.

MOVIMIENTO MEDIO: se representa con la letra n, es la velocidad angular de un
astro en una orbita eliptica

ORBITAS HOMOCLINICAS: Segtin Poincaré en el modelo dinamico de los tres cuerpos
existen puntos fijos cuyas las variedades estables e inestables se cortan. Estos puntos de
interseccion son los puntos homoclinicos y las ¢rbitas que pasan por un punto homo-
clinico se denominan 6rbitas homoclinicas. Cualquiera de estas orbitas tiende hacia el
punto de equilibrio cuando el tiempo avanza y cuando retrocede. Esta definicion, apa-
rentemente inofensiva, tiene consecuencias sorprendentes: Poincaré descubrié que las
orbitas proximas a un punto homoclinico tienen un comportamiento muy complicado;
vuelven a cortarse una y otra vez.



PERICENTRO: punto de la é6rbita méas cercano al sol.

PLANO OSCULADOR: plano formado por los vectores tangente y normal en un punto
de una curva

SUBMAINFOLD: sea M un mainfold. Un subconjunto N de M es llamado submainifold
de M si N es un manifold in su propio conjunto.
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1. INTRODUCCION

El estudio del problema de los tres cuerpos empez6 desde que Newton formulé sus leyes
del movimiento; en este sentido él unificé la dindmica celeste y terrestre por eso su Ley
de gravitacion se llama Universal. Posteriores estudios dieron a conocer que el problema
de los tres cuerpos no tiene solucién cerrada, tal como en el problema de los dos cuerpos.
Debido a este problema el matematico Joseph Lagrange quien estudiaba el problema
restringido de los tres cuerpos donde “restringido” se refiere a que dos masas son mucho
mas grandes que la tercera, encontré cinco puntos de equilibrio en la vecindad de dos
cuerpos orbitando, conocidos como Puntos de Lagrange en su honor.

Hoy conocemos que el problema de tres cuerpos es cadtico. Los primeros estudios fue-
ron desarrollados por Henry Poincaré, el present6 en 1889 un articulo sobre el problema
restringido de los tres cuerpos al concurso para conmemorar el sexagésimo aniversario
del Rey Oscar II de Suecia y Noruega. Sus resultados anteriores a esta fecha fueron de
gran importancia; pero el esfuerzo realizado por Poincaré durante los anos 1887 a 1889
fue extraordinario, mas aun si se tiene en cuenta que por en medio tuvo que arreglar un
error esencial cometido en el articulo, que invalidaba su resultado sobre la estabilidad
del problema restringido de tres cuerpos. Sin embargo, al corregir este error, y en poco
menos de medio ano, Poincaré fue capaz de descubrir las érbitas homoclinicas, cuya
existencia es la causa principal de existencia de movimiento cadtico en un sistema. Su
publicacion sobre el problema de tres cuerpos fue la base sobre la cual se sustent6 su
famoso tratado sobre la mecéanica celeste “Les méthodes nouvelles de la mécanique cé-
leste” pero fue en el tercer tomo, que no aparece hasta 1899, es cuando Poincaré llama
homoclinicas a las trayectorias doblemente asintoticas, y después de comprobar que
tipicamente aparecen una infinidad de ellas, hace el siguiente comentario:

“ Cuando se intenta representar la figura formada por estas dos curvas y sus interseccio-
nes en numero infinito donde cada una de ellas corresponde a una solucion doblemente
asintdtica, estas intersecciones forman un tipo de enrejado, de tejido, de red de mallas
infinitamente finas; cada una de estas curvas no puede volver a cortarse con ella misma,
sino que tiene que plegarse sobre ella de una manera muy compleja para volver a cortar
una infinidad de veces todas las mallas del entramado.

La complejidad de esta figura es tan chocante, que ni siquiera intento dibujarla: No hay
nada mds apropiado para darnos una idea de la complicacion del problema de tres cuer-
pos y en general de todos los problemas de la Dindmica para los cuales no hay integral
uniforme y donde las series de Bohlin son divergentes.”

Henri Poincaré

Sin embargo, como prueba clara del avance de Poincaré, no hubo después de él una inves-
tigacion sobre este tipo de comportamiento irregular (exceptuando, quizés, a Birkhoff).
No fue hasta més de setenta anos después, con la entrada en escena de los ordenadores,
que aparecio la posibilidad de la experimentaciéon numérica de modelos que se aplicaban



en diversos campos, con lo que comenz6 una nueva ciencia multidisciplinar, denominada
sistemas dindmicos por los matemdticos, dindmica no lineal por los fisicos, y ciencia no
lineal en general por el resto de disciplinas, donde aparecen frecuentemente fenémenos
de tipo caobtico.

Para realizar el estudio de cuerpos celestes en movimiento co-orbital se considera cuer-
pos hipotéticos, donde se aborda en primera instancia el fundamento teérico en los
capitulos 3, 4, 5 y 6; el problema de los dos cuerpos, problema circular restringido de
tres cuerpos, caos y sensibilidad a las condiciones iniciales y método de Runge Kutta
respectivamente. En la siguiente parte, en el capitulo siete, se utiliza una rutina en len-
guaje C+-+ (vista en detalle en el anexo A.2) para integrar el problema de dos cuerpos,
mediante el método de Runge Kutta y se demostré con el desarrollo del diagrama de
Poincaré que estas orbitas son estables y no sensibles al cambio de las condiciones ini-
ciales. A continuacion en el capitulo ocho, se estudié la dindmica de cuerpos celestes de
masa despreciable, es decir se examind la conmensurabilidad y la inconmensurabilidad
del problema circular restringido de tres cuerpos mediante los mapas de Poincaré y el
comportamiento de los pardmetros orbitales semieje mayor y excentricidad y con las
graficas del radio de la érbita se puede observar como el cuerpo cruza la érbita de la
tierra. Lo anterior se realizo integrando numéricamente las ecuaciones de movimiento
planteadas en el capitulo cuatro mediante otra rutina en lenguaje C++ (Anexo A.3).

Con los capitulos siete y ocho se obtuvo la experiencia necesaria para realizar el nuevo
aporte del trabajo, el capitulo nueve, que es la dindmica de asteroides en movimiento
co-orbital sin despreciar su masa, aqui se plantean las ecuaciones de movimiento para
el problema de tres cuerpos, luego se realiza un cambio de coordenadas tal que el origen
se encuentre en la masa central y finalmente se lleva el sistema, a uno que este rotando,
entre la masa central y la masa del planeta y asi obtener la ecuacion de movimiento del
asteroide en este sistema rotando. De igual manera que en los anteriores se integra las
ecuaciones numéricamente (mirar anexo A.4), utilizando iguales condiciones iniciales
que las que se utilizaron en el capitulo ocho, esto con el fin de compara el comporta-
miento cuando en el sistema se desprecia la masa y cuando no se desprecia la masa
visto en el capitulo diez.
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2. OBJETIVOS
2.1 OBJETIVO GENERA

Estudiar el movimiento de cuerpos celestes en movimiento co-orbital en el sistema Sol-
Jupiter-asteroide.

2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
Identificar algunos indicios de caos en el problema circular restringido.

Estudiar el movimiento de asteroides sin despreciar su masa que se encuentran en
movimiento co-orbital para el sistema Sol-Jupiter-asteroide.



3. EL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS.
Consideremos el problema dinamico de dos masas puntuales bajo interaccion gravita-

cional mutua. Tal problema es llamado el problema de los dos cuerpos y tiene soluciéon
analitica.

3.1 ECUACION DE MOVIMIENTO

La figura 1 indica la disposicién geométrica del problema de dos cuerpos!.

Figura 1: Problema de los dos cuerpos.

=it

Fuente: De esta investigacion.

La ecuacion de movimiento relativo de la masa msy respecto a m; cuando las dos estan
sometidas a interaciéon gravitacional mutua es:

F=—j—. (3.1)

donde 7 es el radio vector que define la posicion de ms respecto a mq, 7 es la aceleracion
inercial de my respecto a m; y se define la masa combinada?® como p = (1 + ms) con
my = 1.

Como consecuencia de la ecuacion (3.1) se deducen la conservacion del momentum
angular especifico (momentum angular por unidad de masa) h, y la conservacion de la
energia especifica (energia por unidad de masa) €. Estos teoremas de conservacion se

expresan de la siguiente manera:
h = cte (3.2)

e=2 K (3.3)

!Methods of Orbit Determination for the Micro Computer. sec. 3.2
2Methods of Orbit Determination for the Micro Computer. sec. 1.6



donde v es la velocidad de my respecto a m;.

Como consecuencia de la conservacion del momentum angular decimos que el movi-
miento se lleva a cabo en un plano llamado plano de la érbita.

Una forma muy tutil de expresar la conservacion de la energia se conoce como ley de

vis-viva la cual esta dada por:
2
v=y|E_H (3.4)
r a

y comparando (3.3) con (3.4) se obtiene

e=-5 (3.5)

3.1 LEYES DE KEPLER

A partir de la integracion de la ecuacién de movimiento relativo se demuestran las tres
leyes® de movimiento planetario establecidas empiricamente por Johannes Kepler:

3.2.1 Primera ley de Kepler

Todos los planetas se mueven en orbitas elipticas con el Sol en uno de sus focos. Esta
ley se generaliza a decir que la 6rbita de los cuerpos celestes es una cénica con el Sol
en uno de sus focos. Mateméaticamente se deduce a partir de la ecuacion (3.1)

Figura 2: Geometria de la elipse, semieje mayor a, semieje menor b, excentricidad e, longitud
del pericentro w y anomalia verdadera v.

f=v+w

apocentro pericentro

foco vacio

direceién .
a #=0 de referencia

Fuente: Methods of Orbit Determination for the Micro Computer. sec. 3.6.

_ P/
Ty ecos(v)’ (36)

esta es la ecuacion de la o6rbita del problema de dos cuerpos, alli v es la anomalia
verdadera y e la excentricidad de la érbita.

3Methods of Orbit Determination for the Micro Computer. sec. 3.4
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definiendo el parametro:
p=h/p (3.7)

se puede escribir la ecuacion (3.5) de la siguiente forma:

p

Ty ecos(v)’ (38)

Las cuatro posibles conicas se especifican de acuerdo a los pardametros geométricos p y
e tal como se muestra en el cuadro 1:

Cuadro 1. Parametros de las conicas

Conica excentricidad | pardmetro
Circunferencia e=0 p=a
Elipse O0<e<l |p=a(l—e?
Parabola e=1 p=2q
Hipérbola e>1 p=ale? — 1)

Asi h para una orbita eliptica se puede escribir en la forma:

h =+/pa(l —e?). (3.9)
3.2.2 Segunda ley de Kepler:

Conocida como ley de las areas establece que una linea que une un planeta con el Sol
barre areas iguales en tiempos iguales:
dA h
— = — = cte. 3.10
a2 °° (3.10)
donde A es el area orbital barrida por el radio vector 7.

3.2.3 Tercera ley de Kepler:

El cuadrado del periodo orbital de un planeta alrededor del Sol es proporcional al cubo
de su distancia media.

Mateméticamente se escribe como:

P2 = <4W2> a. (3.11)

ILL*

donde P es el perfodo, a es el semieje mayor de la 6rbita y u* = k*(my + my) siendo
k = 0,01720209895 la constante gravitacional gaussiana? .

Se define el movimiento medio n como:

o
P

4Methods of Orbit Determination for the Micro Computer. sec. 1.5

n (3.12)
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Se puede remplazar (3.12) en (3.11) y se obtiene
pt = n%a®. (3.13)
Utilizando la geometria de la elipse figura 2 se puede escribir » como

_a(l—¢)

= 3.14
1+ecosv ( )

y las componentes cartesianas centradas en la masa central con el eje x apuntando hacia
el pericentro (Figura 2) son

T =TrCcosv y =rsiny (3.15)

Se puede encontrar las componentes x y y de la velocidad tomando la derivada de las
expresiones (3.15) y sustituyendo en la derivada de la ecuacion (3.14). Esto da

na
I = ——sinv 3.16
T (3.16)
y = —l—L(echosz/) (3.17)
1 —e2
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4. PROBLEMA RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS

Se considera dos cuerpo en 6rbita circular en un plano alrededor de su comun centro
de masa y se supone que la masa del tercer cuerpo es pequena, de manera que sea
despreciable el efecto gravitacional sobre las otras dos masas. A este problema se le
conoce come el problema restringido circular de tres cuerpos que es el que se va ha
estudiar a continuacion.

Se planteara las ecuaciones de movimiento de la particula desde el sistema que rota con
las dos masas para luego encontrar la constante de movimiento de Jacobi.

4.1 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO Y CONSTANTE DE JACOBI

Se considera el movimiento de una pequena particula de masa despreciable moviéndose
bajo la influencia gravitacional de dos masas m; y ms. Se asume que las dos masas
tienen orbitas circulares alrededor de un centro comin de masa y ellas ejercen una fuerza
sobre la particula aunque la particula no afecta las dos masas. Las coordenadas de las
dos masas es dada por (&1, n1, (1) y (&, M2, (2) respectivamente. Tienen separacion
constante, la misma velocidad angular y el centro de masa es comin a las dos.

Se considera el conjunto de ejes &, n vy ( en el sistema inercial referido al centro de masa
(figura 3). Donde ¢ esté a lo largo de la linea de my hasta mas, 1 es el eje perpendicular
a £ y esté en el plano orbital de las dos masas y ( es perpendicular a £ y 7.

Para simplificar la notacion se escoge los siguientes valores como la unidad. Primero se
toma = G(my + my) = 1, si se asume que m; > my se define

ma

b= —2 4.1
= (4.1)

entonces en este sistema las unidades de las dos masa son
pm=Gmi=1—p y jp=Gmy=7[ (4.2)

se define la distancia entre las masas j; y po constante e igual a uno y finalmente
G = 1, y se puede mostrar sustituyendo la ecuacion (3.8) en la tercera ley de Kepler
ecuacion (3.7) que el movimiento medio n es igual a uno, si el parametro gravitacional
= G(my + ms) = 1. Si las coordenadas de la particula en el sistema inercial o sideral
son (&, n, () entonces al aplicar la forma vectorial de la ley de gravitacion, las ecuaciones
de movimiento de la particula son

LT T2
ST T3
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é—':MIClTEC +,LL2C2T§C (45>
donde desde la figura 3

=& =+ (m—n’+(G—¢)° (4.6)

= (&= +(m—n"+ (G-’ (4.7)

Se considera el movimiento de la particula (tercera masa) vista desde un nuevo sistema
de referencia que esta rotando en la direccion positiva con una velocidad angular o
movimiento medio n, la direccion del eje x se escoge tal que las dos masas siempre estan
a lo largo de éste, con coordenadas (z1, y1, 21) = (—pu2, 0, 0) y (22, Y2, 22) = (u1, 0, 0),
donde las coordenadas de la particula son (z, y, z). De la figura 3 se tiene

r? = (x4 po)?* + oy + 22 (4.8)

ry = (=) +y’+ 22 (4.9)

Utilizando los cosenos directores la transformacion de coordenadas es

& cosnt —sennt 0 x
n | =| sennt cosnt 0 y (4.10)
¢ o 0 1 2

derivando con respecto al tiempo:

f —nsennt —ncosnt 0 T
n | = ncosnt —nsennt 0 y |+
¢ 0 0 1 z
cosnt —sennt O T
+ | sennt cos nt Y (4.11)
0 z
é cosnt —sennt 0 T —ny
n | = | seant cosnt 0 Y+ nx (4.12)
¢ 0 0 1

derivando la ecuacion (4.12) otra vez se tiene:

¢ cosnt —sennt 0 i — 2ny — n’x
i | = | sennt cosnt O i+ 2ni — n?y (4.13)
¢ o o0 1 3
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Figura 3: Problema restringido de tres cuerpos.
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Fuente: Solar System Dynamics. sec. 3.2.

Del altimo termino de la ecuacion (4.13) podemos identificar que n, ng es la aceleracion
de coriolis y nz, n?y es la aceleracion centrifuga.

Sustituyendo los términos de la ecuacion (4.13) en las ecuaciones de movimiento (4.3),
(4.4) vy (4.5) se puede obtener las ecuaciones de movimiento en el sistema sinédico
(sistema rotando) dadas por:

i —2ny —ncr = — {,ul 3'u2 + o 3'M1} , (4.14)
1 T3
i+ 2nd —nly = — {%Jr%] , (4.15)
1 2
. H1 H2

Estas aceleraciones se las expresa como el gradiente de una funcién escalar en la siguiente
manera

T —2ny = ?9—[;, (4.17)
iy — 2nx = g—z, (4.18)
ou
Z = — 4.19
y U es
n? ooy M1 2
UZ;(%‘ —|—y)+E+r—2 (4.20)

El primer término del lado derecho de la ecuacion es el potencial centrifugo y los dos
ultimos términos son el potencial gravitacional, los términos 2nz y —2ngy son términos
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de coriolis que dependen de la velocidad de la particula en el sistema sinddico.

Ahora se multiplica las ecuaciones (4.17), (4.18) y (4.19) por &, y y 2 respectivamente
y al adicionar se tiene:

Tx + Yy + 22 — 2nyt + 2nzy = Z—U:E + (;_U + (gg (4.21)
oU oU ouU .

. oes . e . oee _ - . 4‘22

Tx +yy + 2z 8:c$+8 y+az ( )

esto puede ser integrado

di 1
/iz’édt = /xgdt §£i‘2 + Cte; /—dt /dU = U + cte

1 1 1
Aplicando lo mismo a cada termino de (4.22) se obtiene: 51‘2 + 592 + 52"2 =U+C

P4yt =20 - Cy (4.23)

donde C es constante de integracion, 2 + 9% + 22 = v?, el cuadrado de la velocidad de
la particula en el sistema rotatorio por tanto

v?=2U -y (4.24)
2
1
usando la ecuacion (4.20) U = % (z? + y*) + — fr 2 5(1)2 + C;) entonces:
r1 T2
CJ:n2(x2+y)+2<“1 “2>—5c2—y2—22 (4.25)
r1 T2

Entonces 2U — v? = (; es una constante del movimiento. Esto es una integral del
movimiento o constante de Jacobi 6 Integral de energia relativa, que es una integral
para el problema restringido circular.

Las soluciones tienen que ser encontradas por integracién numérica que serdn expuestas
en la seccion (8). Por ahora se mostrara que el valor minimo que puede tomar C'; es 3.
Para empezar se toma las ecuaciones (4.8) y (4.9) con z = 0 y se multiplica por p; y
[ Tespectivamente se obtiene

@ +y? = i + pars — pape (4.26)

Sustituyendo en la ecuacion (4.20) teniendo en cuenta que n =1

1 1 1
U= §u17’1 + 2u2r2 + & + & - 5#1,&2
r? 1 r2 1 1
U= S R 24 )= 4.27
“1(2+r1)+“2<2+r2) SIRLE (4.27)
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r? 1 r2 1
U: 1—_ _1 N m _2 -
( u)<2+7’1)+’u<2+7"2)
r? 1 r2 1 3 3 3 3
S S W 5 S S I . S SR
( “)<2+r1)+“<2+r2)+2 p Motk
3 11 11
U=-+1—-p)|=+— — 12 +pa(=+—= —1)2 4.28
] R TR RN R [V (e

donde se puede notar que el valor minimo de U = 3/2 cuando r; = r, = 1 y por tanto
la constate de Jacobi es C';y = 3

4.2 LOCALIZACION DE LOS PUNTOS LAGRANGIANOS

Los puntos de Lagrange son soluciones estacionarias del problema de tres cuerpos res-
tringido a oOrbitas circulares. Si por ejemplo se tiene dos cuerpos grandes en 6rbita
alrededor de sus centros de masa comun, hay cinco posiciones en el espacio donde un
tercer cuerpo de masa despreciable puede estar.

Para encontrar los puntos lagrangianos se escoge soluciones que mantenga constante
la separacion de los tres cuerpos, esto es que la aceleracion y la velocidad son cero, es

decir
oU _0 oUu B

= _ —— =0 4.29
Ox ’ oy (4.29)
ou oU 0ry  0U 0Ory
A S Tt 4.30
Jxr  Or, Ox * Ore Ox ( )
ou oU o oU 0
v _dvon  dUon_ (4.31)
Oy Org dy  Ory Oy
Usando la forma de U = U(ry, r2) dada por la ecuacion (4.27) y evaluando las derivadas,
se puede escribir las ecuaciones para la localizacion de los puntos de equilibrio como

1 T+ 1 x+
M1 <——2 -+ 7"1) H2 + U2 (__2 + TQ) i =0 (432>
Ty ™ rs T2
1 1
" (——2+r1) LA (——2+r2) LAR (4.33)

utilizando la ecuacion (4.32) y (4.33) se puede obtener los cinco puntos lagrangianos de
donde para Ly y Ls se observa que existe una soluciéon trivial para r; = ro = 1 lo que
implica que:

(+mw)?+y’ =1  (r—m)P?+y*=1

con solucion en los puntos:

1 V3
T == — o, Y= j:T (4.34)
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Figura 4: Localizaciéon de los puntos Lagrangianos.

Fuente: Solar System Dynamics. sec. 3.5.

Los puntos L, y Ls forman un triangulo equilatero con py y ps, siendo r; = ry = 1
y son conocidos como los puntos triangulares de Lagrange. Si se escoge y = 0, en las
ecuaciones (4.32) y (4.33) se puede encontrar los siguientes tres restantes, que son los
puntos co-lineales de Lagrange. El punto L, estd entre las masas py y us, el punto Lo
esté fuera de la masa p9, y el punto L3 esté sobre el lado negativo del eje z. Mediante un
tedioso proceso matematico® se encontrara que estin dados por las siguientes relaciones

para L4 se tiene

8’/“1 . 87‘2

o or !

r+ro=1, rm=x4+ps, 7r9=—2+ 1,

Al sustituir en la ecuacion (4.32) se tiene:

1 1
1 —m+1—T2 — U2 _ﬁ'f‘rQ =0 (435)
2

1-— 3/3
Mz g (1=rs i r3/3) (4.36)
g (L +ry+r3)(1 —r2)?

M2 1/3
(3M1) ( )

(1 —ry +12/3)1/3
A4y +r2)B(1L—ry)

Se define:

(4.38)

a=r

5Solar System Dynamics. sec. 3.6
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Para r, muy pequeno existe una soluciéon en r, = «. Una aproximaciéon de a expandiendo
la ecuacion (4.38), usando series se puede escribir como
1

1
a=ry+ T3+ ST+

3 3

53 ,

R (4.39)

Lo siguiente es utilizar el método de inversion de series de Lagrange® para invertir la

serie anterior y expresar ry como una funcion de a.
1, 14 23 ,
—a—-a? -t - = . 4.40
n=a-gat-gat - oo + (4.40)

para Lo utilizando el mismo proceso anterior se tiene

r—reo=1, rn=x+ o =& — %—%—
1 2 = 1, 1= H2; 2 = M, or _ or
1, 14 31,
_ S Y et 4.41
T a+3a ga 81& + ( )
y para L3 finalmente se puede encontrar
or or
ro—ri=1, m=-x—py, re=—T+ W, 0_9;:8_;:_1
7 7 > 13223 ’
e I A D T (4.42)
12 \ iy 12 \ iy 20736 \ 11
T ( o T [ o 2 13223 [ po ’
N, D (s — (=) == (= 4.43
" 12 ( 1) 1 (m 20736\ ) (4.43)
6 Anexo C
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5. CAOS Y SENSIBILIDAD DE LAS CONDICIONES INICIALES

Hoy conocemos que el problema de tres cuerpos es cadtico. Los primeros estudios fueron
desarrollados por Henry Poincaré en donde después de corregir un error, Poincaré fue
capaz de descubrir las 6rbitas homoclinicas, cuya existencia es la causa principal del
movimiento cadtico en un sistema.

En un problema determinista, por ejemplo en el problema de dos cuerpos donde se es
capaz de resolver la ecuacion de movimiento y calcular el comportamiento del sistema
para cualquier tiempo. Esto no es posible en el caso del problema de tres cuerpos en
donde las soluciones se encuentran mediante métodos numeéricos para conocer la evo-
lucién orbital de la particula de prueba. Sin embargo hay una suposicién implicita que
es la dependencia del estado inicial del sistema esto es porque el fenémeno es llamado
caotico.

Por ejemplo, considérese el movimiento de una particula en un sistema Sol — planeta
— particula. Si el planeta esta en un movimiento circular, el cual es un ejemplo del
problema restringido de los tres cuerpos, los vectores de posicion y velocidad forman un
espacio de cuatro cantidades z, y, £ y ¥ que da a la particula una tinica posicién en un
espacio cuatri-dimensional referido al espacio de fase. Ya que la particula evoluciona,
esta crea una trayectoria en el espacio de fase asi como una trayectoria en el espacio
de configuraciones el plano x-y. Si la particula solo experimenta el campo gravitacional
del Sol entonces el movimiento podria ser enteramente predecible. Sin embargo pertur-
baciones de otros planetas causan regiones en el espacio de fase que llevan a oOrbitas
caodticas; la evolucion de la orbita de la particula de prueba en tales regiones tomara
lugares en una manera impredecible.

Trayectorias caoticas existen en el espacio de fase (una orbita cadtica que visita y re-
visita todas las regiones del espacio de fase se le conoce como atractor 7 extranio ). El
movimiento cadtico tiene la propiedad de mezclar érbitas casi-periddicas y sensibilidad
a las condiciones iniciales; es decir si se escoge dos regiones arbitrariamente pequenas
I e I, de el dominio del movimiento y se sigue una oOrbita que pasa por la region Iy
y eventualmente a través de I, entonces las orbitas son casi-periddicas. Y sensibilidad
a las condiciones iniciales significa que un pequeno cambio en las condiciones iniciales
puede resultar en un gran cambio en la posicion y velocidad después de muchos transitos
o iteraciones.

"Un atractor es un conjunto de puntos en el espacio de fase para la cual la soluciéon de la ecuacion
después de un largo transito tiende a extinguirse.

8atractor extrailo es asociado al caos donde las trayectorias tienden a dispersarse por todo el espacio
de fase. Mirar Classical Mechanics Third Edition, Goldstein Poole & Safko. Seccion 11.3
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5.1 MAPAS DE POINCARE

Una manera de describir la conmensurabilidad y la inconmensurabilidad (si es periédico
o si no es periodico) es mediante el mapa de Poincaré. como ilustra en al figura 5.

Figura 5: Mapa de Poincaré.

Fuente: Classical Dynamics a Contemporary Approach. sec 7.2.2

Escogemos un submainfold ° (multiples) de TQ, que es cruzado por una integral curva, y
se estudia la traza que deja sobre esta, por la integral curva. En la figura IP representa un
submanifold, y una trayectoria muestra la intersecciéon en P de dos puntos. X representa
el conjunto de interseccion de puntos (en la figura 5, ¥ consiste de solo dos puntos).
Y} podria ser un conjunto de puntos donde la trayectoria cruza P. Si las frecuencias
son conmensurables, ¥ contiene un nimero finito de puntos. Si las frecuencias son
inconmensurables, > contiene un nimero infinito de puntos densamente poblados sobre
dicho figura

Desafortunadamente no existe un método general aplicable a ecuaciones diferenciales
para la construccion del mapa de Poincaré pero existe cuatro casos frecuente mente

usados para la construccion de un tipo especifico de mapa de Poincaré. Esos casos son
10.

= En el estudio de la estructura de una o6rbita cercana a una orbita periodica de
una ecuacion diferencial ordinaria

= En el caso donde el espacio de fase de una ecuacion diferencial es periddico, tal
como en fuerzas oscilatorias periddicas.

s En el estudio de la estructura de orbitas cerca de o6rbitas homoclinicas ¢ hetero-

clinicas.!!

= En el estudio de dos grados de libertad de sistemas Hamiltonianos.

9 Mainfold: Multiples, Es una coleccién de puntos que estan conectados en otra suave muestra
(espacio) tal que los vecinos de cada punto se parecen a los vecinos de una dimension m; m es la
dimension de el mainifold. Ejemplo. a) El espacio R™ est4 un n—dimensional manifold. b) La superficie
de una esfera esta en un dos — dimensional manifold.

Submainfold: Submultiples, Sea M un mainfold. Un subconjunto N de M es llamado submainifold de
M si N es un manifold in su propio conjunto. Mirar Fisica Matemaética. Sadri Hassani. Pag(763-767)
OIntroduction to Applied Nonlinear Dynamical System and Chaos. Section 10.4
Hntroduction to Applied Nonlinear Dynamical System and Chaos. Section 21.6

32



Aqui se explicara solo el cuarto caso.
5.1.1 Mapas de Poincaré asociado con dos grados de libertad de sistemas Hamiltonianos

El estudio de sistemas Hamiltonianos de dos grados de libertad puede ser a menudo
reducido al estudio de mapas en dos dimensiones, aunque esta reduccion es tipicamente
local en el espacio de fase. Se describe como esto puede ser hecho.

Se considera un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad dado por

H(x, y, Dz Dy), (z, y, ps» py) € R (5.1)

donde x, y p, son los pares conjugados de las variables. La superficie de energia es

H(J}, Y, Dz, py) =h (52)

es tipicamente tridimensional. En particular si
OH
— #0 (5.3)
Opy

entonces esta es tridimensional y se puede resolver para p, como funcion de z, y, p, y

h
py = py(, Y, pu, h) (5.4)

aqui el conjunto nivel de Hamilton es representado por la gréfica de esta funcion.

Ahora se considera el hiperplano dado por y = cte, entonces el vector normal dado por
este hiperplano es dado por
N =(0, 1, 0, 0) (5.5)

y el vector normal para la hipersuperficie de energia es dado por

VH-(aH OH OH aH) (5.6)

9z’ 9y’ 9p. Op,

lo que implica que VH y N no pueden ser paralelas y por tanto el hiperplano de tres
dimensiones en y = cte, intersecta la superficie de energia de tres dimensiones transver-
salmente en una superficie de dos dimensiones el cual es denotado por .

Desde que la superficie de energia es representada por la ecuacion (5.4) se puede tomar
a ry a p, como coordenadas sobre .

En otras palabras una secciéon o mapa de Poincaré es una rebanada de 2N — 2 dimen-
siones a través de una hiper superficie de energia de 2N — 1 dimensiones constantes en
el espacio de fase de 2N dimensiones.

Para esclarecer la idea, se toma como ejemplo dos osciladores unidimensionales aco-
plados. En donde se adiciona un termino al Hamiltoniano, entonces el movimiento se
vuelve complicado en el espacio de fase cuatro-dimensional (p,, x, p,, y) v es dificil
seguir las trayectorias.
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Es mas conveniente hacer una muestra del movimiento a intervalos regulares y usar la
informacion resultante para deducir algunas caracteristicas generales.

Cuando la energia total de un oscilador doble es fija, la dimensiéon del espacio de fase
es reducida en una dimensiéon y el movimiento es confinado a una regiéon de tres dimen-
siones llamada hiper superficie de energia. Para evitar las complicaciones de trazar esas
orbitas errantes alrededor de una region de tres dimensiones es mas ventajoso estudiar
una rebanada en dos dimensiones o seccién a través de la hiper superficie, la rebanada
es llamada Seccion de Poincaré o Mapa de Poincare.
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6. METODO DE RUNGE-KUTTA 4 (RK4).

Runge-Kutta no es sélo un método sino una importante familia de métodos iterativos
tanto implicitos como explicitos para aproximar las soluciones de ecuaciones diferencia-
les ordinarias (E.D.O’s). Estas técnicas fueron desarrolladas alrededor de 1900 por los
matematicos alemanes Carl David Tolmé Runge y Martin Wilhelm Kutta.

Un miembro de la familia de los métodos Runge-Kutta es usado tan comtinmente que
a menudo es referenciado como “RK4” o como “el método Runge-Kutta”.

Sea la ecuacion diferncial
y=f(y(t), t) (6.1)

con condicion inicial dada por y(ty) = yo. Considerando igualmente un paso At = h se
podra hacer el célculo del valor de y(t + h) = y,+1 con los siguientes pasos:

ki = hf(yn7 tn) (62>
b = hf(t D bt ) (63
ks = hf(yn+ % tn + g) (6.4)
k4 = hf(yn + kg, t, + h) (65>

y el siguiente valor de ¥, es

1
Yn+1 = Yn + g(kl + 2k2 + 2]'{:3 + k4) (66)

6.1 METODO RK4 PARA UN SISTEMA DE DOS ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS

Se plantea un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas

dx
E = f($(t), y(t)v t)? $(tg) = 2o (6 7)
dy
o = 9, y(), 1), ylte) =wo (6.8)
La forma de aplicar el método RK4 es la siguiente
k:pl == hf(xn; Yn, tn) (69>
kyl = h.g(xna yn7 tn) (610)
k. k h
ko = hf(Tn+ =0, Yo+ 2 tat35) (6.11)
2 2 2
k, k h
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Ko Ky h

kps = hf(xz, + —, yp + 2=, t,+ = 6.13
3 = hf@at 50 gt 5 it 3) (6.13)
k. k h
ks = hg(tn+—2, Yo+ -2, ta+5) (6.14)
2 2 2
kﬁx4 = hf([L’n + k’xg, Yn + kﬁyl, tn + h (615)
k’y4 = hg(l’n + kmg, Yn + ky3, tn + h) (616)
y los valores que se obtienen son
1
Tpy1 = Tp+ 6(/%1 + 2kyo + 2ky3 + kpa) (6.18)
1
Yn+1 = Un + é(kyl + 2ky2 + 2ky3 + ky4) (619)

6.2 METODO DE RK4 PARA UN SISTEMA DE DOS ECUACIONES DIFEREN-
CIALES DE SEGUNDO ORDEN ACOPLADAS

El sistema de ecuaciones puede ser escrito como

Az

d2

donde por ejemplo para el problema de dos cuerpos se tiene que

x )

f(xa Y, V;;, %7 t) = _MW’ g(l', Y, VZE: ‘/y7 t) = _MW (622>

para aplicar el método RK4 se debe reducir el orden de las ecuaciones, se obtiene un
conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas como se muestra a
continuacion

dx V,

-V = ‘/za = = y Yy ‘/137 Vyt 6.23

dy Vy

7= Ve o =9y Ve, Vi t) (6.24)

por tanto el método es:

ke = hVg, (6.25)
k’Uzl = hf(xna yna ‘/mna Vyn tn) (626)
Koy = hg(Tn, Yn, Vi, Vi tn) (6.28)
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ko,
ko = h(an-l- 2””) (6.29)

Fz1 ky1 k k, h

ky = h n ) " -y ; Vel Yyl "t = .

o f(x+2,y—|—2,Vn+2,V;,n+2,t+2) (6.30)
k,

kyp = h(\/ynvL 2“) (6.31)
kzl kl k kv h

k, — nt — Yn -y ; Yzl Yyt "t = .

2 hg(x+2,y+2,vn+2,1/yn+2,t+2) (6.32)
ko,

kzs = h VxﬁTZ (6.33)
ka kQ k kv h

k, = h n _re » Y= g V=2 _y2 o+ = )

s f(x+2,y+2,vn+2,‘/yn+2,t+2) (6.34)
ky, ,

kys = h(‘/yﬁ 2‘”) (6.35)
kzo kyo k k, h

kv = h n —~ n == T ez — n = .

kesa = h(Va, +ky,y) (6.37)
Ko, hf (2o + kasy Yn + Kyss Vi + ks Vi + Kuggs ta + h) (6.38)
by = h(Vy, + ko) (6.39)
Koo = hg (2o +kas, Un+kys, Vi + Kooy Vi + oy, tn + 1) (6.40)

y los valores que se obtienen son

the1 = to+h (6.41)
Tpr1 = Tp+ %(k:xl + 2k + 2ke3 + kpa) (6.42)
Vonis = Ug, + é(k:%1 + 2k, , + 2k, . + k) (6.43)
Yni1l = Yo+ %(kyl + 2kyo + 2kys + kys) (6.44)
Voo = vy, + é(kvyl + 2ky, + 2k, + Kuyy) (6.45)
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7. SECCIONES DE POINCARE EN EL PROBLEMA DE DOS CUERPOS.

Como un ejemplo para determinar el mapa de Poincaré, se considera el problema de
Kepler estudiado en la seccion (3.2), para el caso de energias negativas. Usando coor-
denadas cartesianas x, p, = ma, y, y py, = my se expresa la energia I que es constante
del movimiento de la siguiente manera

24

Cuatro coordenadas conforman el espacio de fase del sistema z, y, £, y un espacio de
4-dimensiones. Debido a la constantes del movimiento, el espacio de fase es confinado
a una hiper-superficie de energia. Por lo tanto, para un valor fijo de la constate de
energia solo se requiere tres de las cuatro cantidades que conforman el espacio de fase
para definir la 6rbita de osculacién en un tiempo tnico.

B = (i +°) - (7.1)

Para empezar, se toman tres condiciones iniciales, en este caso xg, yo, T¢, la otra canti-
dad gy es determinada por la constante de energia la ecuacion (7.1), estas condiciones
iniciales son colocadas en la ecuacion de movimiento (3.1) la cual es integrada mediante
el método de Runge Kutta!? donde

f(xv Y, ‘/17 ‘/ya t) = K

T
(22 + y2)3/2

vy

(22 + y2)3/2

siendo pt = 1+ms. Se sabe que el movimiento del cuerpo orbitando el sol es referido a un
sistema de coordenadas rectangulares centrado en el sol. La definiciéon de la constante
heliocéntrica es la constante gravitacional gaussiana dada por £ = 0,01720209895 donde
la longitud, la masa y el tiempo son expresados en unidades astronémicas (AU), masas
solares (sm) y dias, esto es que para una masa igual a uno es equivalente a la masa del
sol y para una distancia igual a uno es equivalente a la distancia que hay entre el sol y
la tierra, por tanto si h = k/24 el paso de integracion que se obtiene es de una hora.

g(l’, Y, V:T? ‘/ya t) = M

Lo siguiente es tomar la hiper-superficie de energia, con y = 0

2

E, = (i + 1) (7.2)

finalmente se obtienen los valores x, & y 3. Para obtener una rebanada de esta superficie
de energia se extrae los valores que cumplen la condicién y = 0 ya que asi se obtiene
las cantidades de x y & y pueden ser graficados siendo éstos puntos los que nos dan la
seccion de Poincaré.

7.1 SECCIONES DE POINCARE PARA EL SISTEMA SOL JUPITER.

12Ver seccion 6.2
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Para el desarrollo de los diagramas de Poincaré se utiliza al sol como la masa central
(my = 1) y Jupiter (mg = 0,000954779) como la masa del cuerpo orbitando al sol. Se
puede obtener la posicion y la velocidad desde los parametros orbitales (semieje mayor
y excentricidad), se utiliza las ecuaciones (3.15) y (3.16) para encontrar las condiciones
iniciales, considerando que el movimiento empieza desde el pericentro v = 0. Luego se
coloca estas condiciones en el programa DosP.C para obtener los datos que se necesitan
para hacer la seccion de Poincaré.

Para empezar con el desarrollo, primero se toma el sistema sol jupiter pero en orbita
circular es decir excentricidad cero (e = 0) y el semieje mayor dado por a = 5,20332 AU,
entonces desde la ecuacion (3.5), la energia es £ = —0,0961842419 y se obtiene las
siguientes condiciones iniciales necesarias para la integracion; xy = 5,20332, zo = 0,0,
y = 0,0 y de la ecuacion (7.2) se encuentra gp.

Figura 6: a. Orbita de jupiter. b. Energia del sistema.

a b
6 0.0972 T T T T T
-0.097 | 4
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Fuente: De esta investigacion.

La figura 6a muestra la 6rbita de jupiter alrededor del sol, se observa que es una 6rbita
circular debido a que se escogidé la excentricidad igual a cero y en la figura 6b se ha
realizado la grafica de la energia ver-sus el tiempo, donde se puede notar que es una
linea recta, esto es una muy buena indicaciéon de que se esté realizando correctamente
la integracion numérica ya que la energia se conserva en todo el tiempo que es como lo
predice la teorfa.

La figura 7 es la seccion de superficie de Poincaré o mapa de Poincaré, aqui se realizo
la integraciéon numérica para un tiempo de veinte mil anos, la figura 7a es la Seccion
de Poincaré, muestra todos los puntos que vota el programa DosP.C y son graficados
mediante un script para GNUPLOT. Lo que muestra la figura 7a es una delgada capa
(figura 8) de la hiper-superficie de energia vista de frente y de un grosor infinitesimal
que es dado por el programa DosP.C, esto es debido al redondeo de las cifras decimales
que hace el computador y por tanto no se puede escoger la rebanada exactamente en
y = 0 si no a un pequeno rango —d < y < 9, con ) muy pequeno.
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Figura 7: Seccion de Poincaré para el sistema sol-jupiter.
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Fuente: De esta investigacion.

En la figura 7b se observa que se ha aumentado el rango de & hasta el méximo valor
y como consecuencia todos los puntos se encuentran concentrados en dos partes de la
grafica y finalmente en la figura 7c, se ha escogido el rango solo para los valores positi-
vos de x y como es de esperarse la seccion de Poincaré efectivamente comprueba que el
movimiento de dos cuerpos es periddico ya que todos los puntas que cruzan esa region
lo hacen siempre por la misma parte.

Figura 8: Capa del Diagrama de Poincaré.

i |

Fuente: De esta investigacion.
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Figura 9: Puntos del Mapa de Poincaré graficados en el tiempo figura 9a es posicion vs
tiempo y figura 9b es velocidad vs tiempo.
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Fuente: De esta investigacion.

Si se grafica la posicion (figura 9a) y la velocidad (figura 9b) por separado con respecto
al tiempo utilizando los puntos del mapa de Poincaré, se puede determinar el periodo
del movimiento desde la gréfica, que aproximadamente es de 11.8289 anos. Ademas la
figura 9c¢ y 9d muestran el comportamiento del semieje mayor y la excentricidad para
un tiempo de 1000 anos en la que se observa que estos parametros orbitales no cambian
son una linea recta.

Ahora el siguiente paso es cambiar las condiciones iniciales manteniendo el mismo valor
de la energia, xy v o, excepto en la velocidad g = 0 + A, donde para la figura 10
A = 0,0001 y para la figura 11 A = 0,001.

El aumento de la velocidad en A = 0,0001 para las gréficas de la figura 10 es equivalente
a 0,1736km/s y en las graficas de la figura 11 el el aumento de la velocidad en A =
0,001 es equivalente a 1,736km/s, con lo que se puede notar que estos cambios en las
condiciones iniciales son grandes y sin embargo el problema sigue siendo determinista
y sus Orbitas en el espacio de configuraciones elipticas. Pero hay una muy pequena
variacion de los parametros orbitales en todo el tiempo debido a la variacion de la
velocidad en x cuando se da la condicién inicial, tal como se muestra en la figura 10c y
10d y también para las figuras 11c y 11d

Ahora uno se puede preguntar: ;Qué sucede si se escoge arbitrariamente un valor de
energia més pequeno?. Con respecto a lo anterior, el valor de energia que se escogio es
E = —0,02 y manteniendo las condiciones iniciales al principio; x¢o = 5,20332, 19 =0y
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yo = 0 y de igual manera de la ecuacion (7.2) se encuentra g, con lo que se obtiene el
mapa de Poincaré mostrado en la gréafica 12a, en la grafica 12b la érbita y los parametros
orbitales en las graficas 12c y 12d.

En la figura 12a esta el mapa de Poincaré para valores positivos de x donde se muestra
todos los puntos para un tiempo de 20000 anos y se observa que todos estan pasando
por la misma parte, esto da a entender que el sistema es conmensurable, la figura 12b
muestra que la o6rbita se ha vuelto eliptica y alargada. Las figuras 12c¢ y 12d muestran
las variaciones experimentadas por la excentricidad y el semieje mayor en 200 anos, se
observa que a medida que la excentricidad aumenta, el semieje mayor también lo hace,
presentandose una coincidencia entre los méaximos de estos elementos orbitales

La grafica 13a es el mapa de Poincaré con otras condiciones iniciales, la componente de
la velocidad &y aumentada en A = 0,0001 y la grafica 13b su oérbita. La grafica 14a es
el mapa de Poincaré, con la componente de la velocidad en &y aumentada en A = 0,001
y la grafica 14b su orbita. La integracion se realizo para 40000 anos y se observa que
los puntos en los mapas de Poincaré tienen las mismas caracteristicas que los anteriores
mapas donde se muestra la conmensurabilidad del sistema. Al igual que la figura 12c
y 12d el comportamiento de los pardmetros orbitales en las figuras 13c y 13d es muy
parecido.

Si los parametros orbitales para Jupiter son: a = 5,20332 AU y e = 0,0484007 se obtiene
las siguientes condiciones iniciales necesarias para la integracion: xo = 4,9514756697,
2o =0, yo = 0 y yo se encuentra desde el valor de la energia £ = —0,0961842419.

La gréafica de la figura 15a muestra el diagrama de Poincaré, a diferencia de los anteriores
que se considero la excentricidad igual a cero, aqui se tuvo en cuenta la excentricidad de
la orbita de jupiter. La integracion se realizd para 20000 anos y como era de esperarse
todos los puntos estan concentrados en dos partes, lo que indica que el movimiento es
periodico.

Finalmente con las mismas condiciones iniciales de la figura 15 excepto la componente
x de la velocidad 9 = 0 + 0,01 se obtiene la figura 16, que es muy similar a la figura
15.

Con todo esto se puede concluir que el problema de dos cuerpos no es sensible al cambio
de las condiciones iniciales, es decir el sistema es determinista.
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Figura 10: a. Mapa de Poincaré para @9 = 0 + A = 0 + 0,0001. b. Orbita. c¢. Semieje mayor.
d. Excentricidad.
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Fuente: De esta investigacion.

Figura 11: a. Mapa de Poincaré para ©9 = 0+ A = 0+ 0,001. b. Orbita. c. Semieje mayor. d.
Excentricidad.
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Fuente: De esta investigacion.
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Figura 12: a. Mapa de Poincaré para ig = 0. b. Orbita. ¢ Semieje mayor. d. Excentricidad
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Fuente: De esta investigacion.

Figura 13: a. Mapa de Poincaré para o = 0,0001.b su orbita. c. Semieje mayor. d. Excentri-
cidad
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Fuente: De esta investigacion.
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Figura 14: a Mapa de Poincaré para 9 = 0,001. b.

X

Figura 15: a. Mapa de Poincaré para el sistema
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Figura 16: a. Mapa de Poincaré para el sistema sol jupiter, para g
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8. INDICIOS DE CAOS EN EL PROBLEMA CIRCULAR RESTRINGIDO.

Ahora se estudiara la conmensurabilidad y la inconmensurabilidad del problema res-
tringido circular de tres cuerpos mediante los mapas de Poincaré ya que el movimiento
en el espacio de fase esta descrito por un sistema no integrable.

Las ecuaciones de movimiento dadas en las ecuaciones (4.14) y (4.15) consiste de dos
ecuaciones diferenciales acopladas no lineales. Las ecuaciones son repetidas aqui:

. . T+ T —
i —2ny —n’sz = — {,ul 3,u2 + p2 3/“} : (8.1)

Ut )
gj+2n$—n2y:—{ﬂ—§+ﬂ—§} : (8.2)

Ut U]
donde pu; = my/(my +ma), po = ma/(m1 +mya), y

ri = (x4 p2)® + ¢ (8.3)
5= (z — )’ + ¢ (8.4)

donde r{ y ro son las distancias de la particula de prueba desde las masas m; y mso
respectivamente.

Las soluciones consisten de un conjunto de valores de z, y, © y ¥ en una secuencia de
iteraciones (tiempos) dados por la integracion numérica, donde estas cantidades denotan
las componentes de la posicion y la velocidad en el sistema rotando.

En la seccion 4 se muestra la constante de movimiento o la constante de Jacobi definida
por

Oyt () 2 (B 2] 55

1 T2

El sistema de unidades es el mismo que se escogio en la seccion (4.1) es tal que mi+mg =
1, el movimiento medio n = 1y G = 1 y de la tercera ley de Kepler (ecuacion 3.11)
se obtiene a = 1 y las coordenadas en el eje = del sistema rotando de m; y msy son
(—p2, 0) v (u1,0) respectivamente.

El espacio de fase es dado por las cantidades x, y,  y v, debido a la constante de
Jacobi el camino de la particula en el espacio de fase es confinado a una superficie, por
lo tanto para un valor fijo de la constante de Jacobi solo se requiere tres de las cuatro
cantidades.

Las ecuaciones necesarias para realizar las graficas de semieje mayor y excentricidad
pueden ser encontradas desde las ecuaciones (3.4) y (3.9) y resulta:

o— F - “—T B (8.6)



e = 1— — (87)

donde v? y h se deben expresar en términos del sistema rotando, esto se hace utilizando
la transformacion de coordenadas ecuaciones (4.10) y (4.12) y se obtiene

vi= (@ = y) et ) (8.8)

h=(z+p)(§+x+p2) —y(@ —y) (8.9)

Se recuerda que se a considerado el problema circular restringido de tres cuerpos donde
las masas del sol y jupiter estan dadas por m; = 0,999046132 y msy = 0,000953868
respectivamente, por tanto p; = 0,999046132, ps = 0,000953868 y la masa del asteroide
es despreciable.

Para estudio de algtun indicio caos en el problema circular restringido de tres cuerpos
se realizara para la particula; diagramas de Poincaré y gréaficas de; libracion en el siste-
ma rotando, del semieje mayor ver-sus el tiempo, la excentricidad ver-sus el tiempo y
también para el radio de la 6rbita ver-sus el tiempo.

Los resultados a continuacion, son simulaciones numéricas de cuerpos celestes hipotéti-
cos. Las figuras 17 a 19, son simulaciones numéricas de cuerpos que orbitan en cercanias
del cinturén de asteroides. Los resultados que se muestran desde la figura 20 a la 24,
son simulaciones numéricas de cuerpos en movimiento co-orbital con el planeta Jupiter.
Para las condiciones iniciales solo se dan valores en z, y, © y 7 es encontrada desde la
constante de Jacobi ecuacion 8.10. Estas condiciones iniciales son colocadas en el pro-
grama JacobiP.C* de el cual se obtiene los datos para desarrollar las diferentes graficas
mediante un script'* en gnuplot.

yo=\/—CJ+x3+ A A g (8.10)
To+ H2  To— f

La figura 17 se tomd condiciones iniciales cerca de la orbita de la Tierra. Se muestra el
diagrama de Poincaré, grafica 17a desarrollado para 10000 periodos orbitales, que tiene
un conjunto de islas que indican que el movimiento es regular, observando esto también
en las graficas del semieje mayor y excentricidad. El cuerpo libra cerca de la érbita de
la tierra y de la orbita de japiter tal como se mira en la gréafica del radio de la o6rbita,
figura 17e. La figura 17b indica la libracién del cuerpo en el espacio de configuraciones
que solo fue realizada para cincuenta periodos orbitales, debido a que si se hace para
més periodos se observaria una mancha entre la region de 0.2 y 0.8 unidades, que es
donde esta confinada la libracion del cuerpo.

En el caso de la figura 18 se escogi6é condiciones iniciales tal que se encuentran entre
Marte y el cinturén de asteroides. En el diagrama de Poincaré, figura 18a, se observa un
comportamiento cadtico de la particula, se observa que las graficas de semieje mayor y

BMirar anexo A.4
MMirar anexo A.5
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excentricidad tienen un comportamiento irregular de la érbita entre cero y doscientos
cincuenta periodos orbitales.

Las condiciones iniciales en la figura 19 también se escogieron cerca de la orbita de
la tierra pero con la constante de movimiento un poco méas grande y en el diagrama
de Poincaré se mira un conjunto de cinco islas en regiéon positiva que indican que el
movimiento es regular y en la figura 19e, el radio de la érbita, cruza la orbita de la
tierra.

La figura 20, se tiene que las condiciones iniciales estan a una distancia de A = 0,018
en las coordenadas x y y del punto lagrangiano L4, una velocidad en la componente
x negativa (to = A, o = 0), la constante de Jacobi es igual a tres, se observa que el
cuerpo tiene un comportamiento regular y la érbita en el espacio de configuraciones es
una 6rbita conocida como 6rbitas de renacuajo. El mismo comportamiento se observa
en la figura 21, pero con una variacion A = 0,020.

Para la figura 22 se da condiciones iniciales mas cerca que la anterior, una variaciéon
A = 0,07 en la posiciéon y una velocidad en la componente = negativa, la constante
de Jacobi igual 3.02 y se escogi6 el valor negativo de la velocidad en al componente y,
el diagrama de Poincaré, que fue desarrollado para 10000 periodos orbitales, es muy
diferente a los anteriores, ya que conforma una sola isla en la regiéon positiva, pero da
indicios de que el movimiento es regular, la figura 22b, la libracién del cuerpo tiene
una 6Orbita no conocida en la bibliografia, las graficas del semieje mayor y excentricidad
tienen un comportamiento regular y el radio de la 6rbita libra entre 0.6 y 0.95 unidades.

Para la figura 23 se escogieron como condiciones iniciales diferentes valores A para las
componentes de la posicion y valores negativos para ambas componentes de la velocidad.
El diagrama de Poincaré indica que el movimiento tiene indicios de caos, tal como se
observa en las graficas de semieje mayor y excentricidad. Se puede notar, en la grafica
23e, que el cuerpo libra cruzando la érbita de la tierra innumerable veces.

Los resultados de la figura 24 son con un cambio de 1x107° en las condiciones iniciales en
la posicion g, yo y la velocidad z( de la anterior. El diagrama Poincaré fue desarrollado
para 6162 periodos orbitales, tiene una concentraciéon de puntos similar al de la figura
23 y el comportamiento del semieje mayor y excentricidad es diferente, mostrando un
comportamiento cadtico y el radio de la érbita también libra cruzando la érbita de la
tierra.

49



Figura 17: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libraciéon (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xy = 2,05,
yo =0, g = 0, 7o es obtenida de la constante del movimiento Cj = 3,02

¥

a

15 T T T T T T 1
0.8 -
1r / \ = 0.6 [ -
L i 0.4 B
0.5 04T ]
o (] 4 2% 1
-0.2 - -
05 \ ﬂ 1 oel ]
1k [ i -0.6 |- B
-0.8 - B
-1.5 Il Il Il 1 Il Il Il -1
-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 1 1
X
0.552 < 0.615 d
032 | P f AL LA I
1% LIl 1 i i |
0545 W ||.| I w\|| ! | ! ‘l ||||.=-‘ 0505 l | l \l\l I (ki ;;
0544
0542 “ |- 0595 | | | 1l
| I h\lill\l LOAREROmERN R BO0
IH\H \||\ HM|\I|‘\H\\!1 0.585 i
0.58
0534 ! 0.575 L ! ! L
0 1000 0 200 400 600 800 1000
tlempu(penndus tiempol(periodos)
0.9 € 3.06 —r
0.8 3.05 | A
0.7 3.04 - B
g'g o 303f B
o1 O 302 B
03 3.01 F -
0.2 3k 4
0.1 L 1 1 L 2.99 L 1 1 L
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
tiempol(periodos) tiempo(periodos)
. . .,
Fuente: De esta investigacion.

Figura 18: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: zg = 0,455,
yo = 0, g = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,051
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Figura 19: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Ex-
centricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: zg = 0,2,
yo =0, g = 0, g es obtenida de la constante del movimiento Cj = 3,07
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Figura 20: a. Diagrama de Poincaré (5000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A = 0,018,
xo = 0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, &9 = 0 — A, 9o es obtenida de la constante
del movimiento Cj = 3,0
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Figura 21: a. Diagrama de Poincaré (5000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A = 0,020,
xo = 0,4990461320 — A, yg = 0,8660254038 — A, g
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Figura 22: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la é6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A = 0,07,
xo = 0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, 9o = 0 — A, yg es obtenida de la constante

del movimiento Cj = 3,02
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Figura 23: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067409208, A, = 0,1242040696, A; = 0,02430380443, o = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — Ay, g = 0— A, 7o es obtenida de la constante del movimiento Cj = 3,0

-

800 1000 o 200

800 1000

3.03 T f

o
w

2.97 L L L L L L L L L
o 20 40 60 80 100 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
tiempo(periodos) tiempo(periodos)

Fuente: De esta investigacion.

Figura 24: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067419208, A, = 0,1242140696, A; = 0,02431380443, o = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — Ay, 9 = 0— A, 7o es obtenida de la constante del movimiento Cj = 3,0
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9. DINAMICA DE ASTEROIDES EN MOVIMIENTO CO-ORBITAL SIN
DESPRECIAR SU MASA

Para completar el siguiente objetivo, o sea el estudio del movimiento de asteroides en
movimiento co-orbital sin despreciar la masa del asteroide, se empieza de las ecuaciones
de movimiento para el problema de tres cuerpos, luego se realiza un cambio de coorde-
nadas tal que el origen se encuentre en la masa central y finalmente se lleva el sistema,
a uno que este rotando, entre la masa central y la masa del planeta y asi obtener la
ecuacion de movimiento del asteroide en este sistema rotando.

9.1 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO, SIN DESPRECIAR LA MASA DEL ASTE-
ROIDE

—

De la figura 25, sean los vectores posicion R., R; v R, con respecto al origen O de tres
cuerpos de masas m., m; y m,. Los vectores 7; y 7, son los vectores posicion de las
masas m; y m, relativas a la masa m,, donde

. 1/2 . 1/2
Fl=ri=(E+n2+A)", Rl=re=(E+n2+ )Y (9.1)
Y 1/2
|70 — 7i| = [(ga - 5@)2 + (M0 — 77i>2 + (Ca — Q)Q] (9.2)
Las ecuaciones de movimiento son:
- 7 7
m.R. = Gmcmir—g5 + Gmcmar—g, (9.3)
23 (Fa - 7:;) f;
mle = Gmimaﬁ + Gmimc— (94)
|ra - Ti|3 r?
maR, = Gmamiw + GmamcE (9.5)
il
las aceleraciones relativas a la masa central son:
7, = R, —R, (9.6)
r, = R,—R. (9.7)
sustituyendo (9.3), (9.4) y (9.5) en (9.6) y (9.7) se obtiene
5 7:; Fa - 7:; Fa
T + G(mc + ml)r—f = Gma (m — 7”_2) (98)

3
T

P+ Glme +me) s = Gmy (f;fp - 1;) (9.9)



Figura 25: Vectores posicion 7; y 7,, de dos masas m; y m, con respecto a m.

m,

Fuente: Solar System Dynamics. sec 6.1

éstas aceleraciones pueden ser escritas como el gradiente de una funcion escalar

771 = Vi(U;+ R;) = (6885 +1 59 +<8C) (U; + Ry) (9.10)
Fy o= VU, +R,) = (éaii + 1) a 5 ) (U, + R,) (9.11)

donde
U - Gw y U, = G<mc7—f_ma> (9.12)

son el potencial de cada masa con respecto a la masa central. El subindice ¢ y a es
incluido en el operador V para enfatizar que el gradiente es con respecto a las coorde-
nadas de las masas m; o m,. El termino R representa el potencial que surge desde las
otras masas secundarias. Desde que r; no sea funcion de &,, 1, vy (, ¥ 7 no sea funcion
de de &;, n; v (;, se puede escribir

Ri = m—GmaF (913)
Gm; i-Ta

R, = ——— mq —Gmi—r i (9.14)
|75 = 7al ry

Ahora se considera el movimiento de la masa m, vista desde un nuevo sistema de refe-
rencia que esta rotando en la direccion positiva con una velocidad angular o movimiento
medio n, la direccion del eje z se escoge tal que las dos masas (m. y m;) siempre estéan
a lo largo de éste, con coordenadas (z., y.) = (0, 0) y (z;, v;) = (1, 0), donde las
coordenadas del asteroide m, son (z,, y,). De la figura 26 se tiene

rl o= a4y (9.15)
Fo =7 = (2 = 2a)* +y;. (9.16)
Escribiendo la ecuacion de movimiento (9.9) del asteroide en sus componentes
= fa gz B 5{1 fz
fa + G(mc + ma)g = Gml m — E (917)
. Na U i
Na + G(mc + ma)é = Gml (m — E) (918)



Figura 26: Traslacion de coordenadas (£, 1) a (z, y)

Fuente: De esta investigacion

y aplicando las ecuaciones de transformacion (4.10), (4.12) y (4.13) a (9.17) y (9.18)

(£ — 203, — nx,) cosnt — (4, — 2nd, — n’y,) sennt

T, cosnt — Yy, sennt

+G(me + my) .
T; cosnt — xgcosnt + yg,sennt  x;cosnt
= Gm; ( A R ) : (9.19)
(£, — 2nyj, — n’x,) sennt — (§, — 2nay — n’y,) cosnt
Ty sennt 4+ y, cosnt
+G(me + myg) . Y
x;sennt — xgsennt + y, cosnt  x; sennt

multiplicando las ecuaciones (9.19) por cosnt y la (9.20) por sennt y adicionando se
obtiene la ecuacion (9.21) y luego multiplicando las ecuaciones (9.19) por (—sennt) y
la (9.20) por cosnt y adicionando se obtiene la ecuacion (9.22) escritas aqui

T T; — X 1
"a_2 'a_ 2(1 G c a_a = G % #__ 9.21
T Ny, — n°x, + G(me +m )7“2 m (‘7"1'—7"@|3 7"12) ( )
fo 4 2ndq — 1y, + G(me + ma)& = Gmy L (9.22)
3 |75 — Tal?

éstas aceleraciones pueden ser escritas como el gradiente de una funciéon escalar V:

oV
T, — 2Ny, = 2
¥ ny, o (9.23)
Vv
Yo + 202, = gya (9.24)



donde V' =V (z, y) es dado por

’fL2

V =
2

(22 +y2) + Uy + Ra. (9.25)
En esta ecuacion el termino 22 + 12 es el potencial centrifugo, U, potencial debido a m..
y R, potencial debido a m;

La constante de movimiento (Constante de Jacobi) se la obtiene multiplicando las ecua-
ciones (9.23) y (9.24) por &, v 9, lo que resulta

v? =2V —Cjp (9.26)

entonces

2G(me +ma) | 2Gmi QGmi(f"'Fa) —dg—da  (9.27)
Tq ‘7“1' - 7aa| Ti

Cyp =n’(zl+y2) +

La constante de movimiento C';p incluye la masa m, del asteroide que en comparacion
de C'y, la desprecia. Es importante recordar que C';p es solo para m; > m,,.

9.2 INDICIOS DE CAOS EN EL MOVIMIENTO CIRCULAR, SIN DESPRECIAR
LA MASA DEL ASTEROIDE

Para estudiar la conmensurabilidad y la inconmensurabilidad en este sistema, se desa-
rrollaréd diagramas de Poincaré, ya que el espacio de fase es de cuatro dimensiones y
existe una constante del movimiento. Ademaéas para observar el comportamiento de la
orbita se realizara graficas de libracion, semieje mayor, excentricidad y radio de la 6rbi-
ta, todo esto mediante el programa JacobiPD.C ', que realiza la integracion numérica
de las ecuaciones (9.21) y (9.22) y se utilizarda como condiciones iniciales las mismas
que en la secciéon 8, esto con el fin de compararlas.

El sistema de unidades que se escogio es tal que la distancia entre el sol y jupiter es
igual a uno (r; = 1), como el movimiento es circular @ = 1 y el movimiento medio n = 1,
por tanto de la ecuacion (3.12) P = 27 y de la ecuacion (3.11) G = 1.

A continuacion se muestra los resultados considerando la masa del asteroide donde se
tomo asteroides esféricos hipotéticos de densidad de 2g/cm?® y tamafios de dos metros,
dos kilémetros y cien kilémetros de diametro.

Las figuras 27, 28 y 29 utiliza las mismas condiciones iniciales que la figura 17, la tnica
diferencia es en la masa del asteroide, donde, para la figura 27 se utilizdé un asteroide
de 2 m, para la 28 uno de 2 km y para la 29 uno de 100 km de diametro. Para las
tres figuras los resultados son muy similares al de la 17 observando un comportamiento
regular en la orbita.

Tal como se observa en la figura 18, las figuras 30, 31 y 32 que utiliza las mismas condi-
ciones iniciales que la 18. [lustran un comportamiento cadtico, pero ademas es sensible
al cambio de la masa del asteroide, esto se mira en los diagramas de Poincaré de las

15 Anexo A.4
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tres figuras, donde son considerables las diferencias. En las tres figuras el semieje mayor
libra en forma caotica pero diferente entre aproximadamente 0.62 y 0.76 unidades, la
excentricidad entre 0.1 y 0.4 y el radio de la 6rbita esta entre 0.4 y 0.9 unidades.

Las figuras 33, 34 y 35 utiliza las iguales condiciones iniciales que la figura 19, excepto
en la masa del cuerpo celeste. Aqui se observa que el comportamiento de la 6rbita es
regular para los tres cuerpos de 2m, 2 km y 100km de didmetro. El semieje mayor
libra regularmente entre 0.517 y 0.522 unidades, la excentricidad entre 0.602 y 0.613 y
el radio de la orbita entre 0.2 y 0.84 donde se puede notar que puede ser catalogado
potencialmente peligroso ya que se acerca a la orbita de la tierra equivalente a 0.192
unidades.

Las simulaciones de las figuras 36, 37 y 38 son realizadas con iguales condiciones iniciales
que la figura 20. Las simulaciones de las figuras 39, 40 y 41 son con iguales condiciones
iniciales que la figura 21. La diferencia como ya se ha dicho anteriormente es en la masa
del cuerpo. Estas figuras presentan cuerpos en movimiento co-o6rbital con Jupiter el cual
presenta Orbitas de renacuajo que es el comportamiento de la mayoria de este tipo de
asteroides conocidos como asteroides Troyanos. El semieje mayor libra entre 0.95 y 1.05
unidades, la excentricidad entre 0,014 y 0.036 y el radio de la 6rbita entre 0.92 y 1.08.

El comportamiento que hay en las figuras 42, 43 y 44 es de una ¢rbita regular e igual
al de la figura 22 ya que tienen iguales condiciones iniciales.

Las figuras 45, 46 y 47 empiezan con idénticas condiciones iniciales que la figura 23, pero
al desarrollar las integraciones con diferentes masas se encuentra resultados diferentes.
Aqui se da pequenos cambios en la posicion y en la velocidad, lo que se observa es que
el cuerpo no sigue librando érbitas de renacuajo si no en orbitas totalmente diferentes
y segin estas integraciones adentrandose al sistema solar y cruzando la érbita de la
tierra periddicamente y donde el diagrama de Poincaré da indicios de que las orbitas
de los cuerpos son caodticas. El comportamiento para las figuras 48, 49 y 50 que son
con un pequeno cambio de las condiciones iniciales que las anteriores o es decir iguales
condiciones iniciales que la figura 24 es segin se observa en el diagrama de Poincaré
orbitas aparentemente regular.
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Figura 27: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libraciéon (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xg = 0,205,
yo = 0, 29 = 0, go es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,02. m, es de 2m.
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Figura 28: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libraciéon (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xg = 0,455,
yo = 0, 29 = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,02. m, es de 2km.
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Figura 29: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xg = 0,455,
yo = 0, &g = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,02. m, es de 100km.
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Figura 30: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xg = 0,455,
yo = 0, 29 = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,051. m, es de 2m.
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Figura 31: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libraciéon (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xg = 0,455,
yo = 0, 29 = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,051. m, es de 2km.
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Figura 32: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xg = 0,455,
yo = 0, 29 = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,051. m, es de 100km.
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Figura 33: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Ex-
centricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: zg = 0,2,
yo = 0, 29 = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,07. m, es de 2m.
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Figura 34: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Ex-
centricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: zg = 0,2,

yo = 0, 29 = 0, go es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,07. m, es de 2km.
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Figura 35: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Ex-
centricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: zg = 0,2,
yo = 0, 29 = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C; = 3,07. m, es de 100km.
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Figura 36: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la orbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A = 0,018,z¢9 = 0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, &9 = 0 — A, o es obtenida
de la constante del movimiento C'j = 3,0. m, es de 2m.
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Figura 37: a. a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A =
0,018,290 = 0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, £ = 0 — A, 7o es obtenida de la
constante del movimiento C'j = 3,0. m, es de 2km.
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Figura 38: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la 6érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A = 0,018,z = 0,4990461320 — A, yg = 0,8660254038 — A, ig = 0 — A, 7y es obtenida

de la constante del movimiento C'j = 3,0. m, es de 100km.
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Figura 39: a. Diagrama de Poincaré (6000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excentri-
cidad. e Radio de la orbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A = 0,020,z9 =
0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, g = 0 — A, gy es obtenida de la constante del
movimiento Cj = 3,0. m, es de 2m.
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Figura 40: a. a. Diagrama de Poincaré (6000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A =
0,020,z9 = 0,4990461320 — A, y9 = 0,8660254038 — A, g = 0 — A, 39 es obtenida de la
constante del movimiento C'j = 3,0. m, es de 2km.
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Figura 41: a. Diagrama de Poincaré (6000P), b. Libraciéon (50P). ¢ Semieje mayor. d Excentri-
cidad. e Radio de la orbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A = 0,020,z9 =
0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, g = 0 — A, gy es obtenida de la constante del
movimiento Cj = 3,0. m, es de 100km.
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Figura 42: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A = 0,07,x9 = 0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, 9 = 0 — A, 9o es obtenida
de la constante del movimiento C'j = 3,02. m, es de 2m.
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Figura 43: a. a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A =
0,07,z9 = 0,4990461320— A, yo = 0,8660254038 — A, g = 0— A, 1y es obtenida de la constante
del movimiento C'j = 3,02. m, es de 2km.
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Figura 44: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A = 0,07,x9 = 0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, 9 = 0 — A, 9o es obtenida
de la constante del movimiento C'j = 3,02. m, es de 100km.
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Figura 45: a. Diagrama de Poincaré (9800P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067409208, A, = 0,1242040696, A; = 0,2430380443, zo = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — A, ©9 = 0+ A, 9o es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,0.
mg es de 2m.
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Figura 46: a. Diagrama de Poincaré (9800P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067409208, A, = 0,1242040696, A; = 0,2430380443, zo = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — A, ©9 = 0+ A, 9o es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,0.
mg es de 2km.
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Figura 47: a. Diagrama de Poincaré (5633P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067409208, A, = 0,1242040696, A; = 0,2430380443, zo = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — A, ©9 = 0+ A, 9o es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,0.
mg es de 100km.
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Figura 48: a. Diagrama de Poincaré (8425P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067409208, A, = 0,1242040696, A; = 0,2431380443, zo = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — A, ©9 = 0+ A, 9o es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,0.
mg es de 2m.
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Figura 49: a. Diagrama de Poincaré (8425P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067419208, A, = 0,1242140696, A; = 0,2431380443, zo = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — A, ©9 = 0+ A, 9o es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,0.
mg es de 2km.
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Figura 50: a. Diagrama de Poincaré (7539P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067419208, A, = 0,1242140696, A; = 0,2431380443, zo = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — A, ©9 = 0+ A, 9o es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,0.
mg es de 100km.
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10. COMPARACION DE RESULTADOS.

En las figuras siguientes se compara los resultados que se obtuvo del sistema cuando la
masa es despreciable, con los sistemas en donde se considera la masa del cuerpo celeste.
Los puntos negros son con masa despreciable, los puntos rojos son con masa de dos
metros, los puntos verdes con masa de dos kilémetros y los puntos en azul con masa de
cien kilémetros de didmetro.

La figura 51 es la combinacion de la figura 17, 27, 28 y 29, como se puede observar casi
todos los puntos coinciden en el mismo lugar lo que significa que el sistema es regular.
Lo mismo sucede en el estado de la figura 53 el cual es la combinaciéon de las figuras
19, 33, 34 y 35.

Ahora, en la figura 52, que es la combinacion de las figuras 18, 30, 31 y 32 muestra una
sensibilidad al cambio de las condiciones iniciales y también a la masa del asteroide tal
como se nota en el comportamiento del semieje mayor y la excentricidad.

Como ya se habia dicho antes, el comportamiento de la figura 54 es equivalente al
comportamiento de los asteroides Troyanos o asteroides en movimiento co-orbital. Esta
figura es la combinacion de las figuras 20, 36, 37 y 38 e igualmente casi todos los puntos
coinciden en el mismo lugar. Esto mismo sucede en la figura 55 que es la combinacion
de las figuras 21, 39, 40 y 41 y también para el estado de la figura 56 donde es la
combinaciéon de las figuras 22, 42, 43 y 44 pero con un comportamiento de la 6rbita
diferente donde el diagrama de Poincaré solo forma una sola isla.

En las siguientes figuras se dan pequenos cambios diferentes a las componentes de la
posicion y la velocidad en la libracion que tenia el cuerpo. Lo que sucede es que el cuerpo
no realiza 6rbitas de ‘“renacuajo” si no otro tipo de o6rbita, a demés los diagramas de
Poincaré da indicios de que el movimiento es cadtico, pero también hay una pequena
influencia de la pequena masa del asteroide. Por ejemplo en la figura 57c (figura 57 es
la combinacion de las figuras 23, 45, 46 y 47), la gréfica del semieje mayor tiene un
comportamiento similar al inicio y luego en adelante el sistema evoluciona diferente.
Similar resultado se encuentra en la figura 58, que es la combinacion de las figuras 24,
48, 49 y 50.



Figura 51: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. Condiciones iniciales: zg = 2,05, yg = 0, 9 = 0, 9o es obtenida de la constante del
movimiento Cj = 3,02
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Fuente: De esta investigacion

Figura 52: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excen-
tricidad. e Radio de la 6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xy = 0,455,
yo = 0, g = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento C'j = 3,051
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Figura 53: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Ex-
centricidad. e Radio de la érbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: xg = 0,2,
yo = 0, g = 0, yo es obtenida de la constante del movimiento Cj = 3,07
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Figura 54: a. Diagrama de Poincaré (5000P), b. Libraciéon (50P). ¢ Semieje mayor. d Excentri-
cidad. e Radio de la orbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A = 0,018,29 =
0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, g = 0 — A, o es obtenida de la constante del
movimiento Cj = 3,0
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Fuente: De esta investigacion
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Figura 55: a. Diagrama de Poincaré (5000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d Excentri-
cidad. e Radio de la orbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales: A = 0,020,z9 =
0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, g = 0 — A, gy es obtenida de la constante del
movimiento Cj = 3,0
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Figura 56: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la orbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A = 0,07,29 = 0,4990461320 — A, yo = 0,8660254038 — A, 9 = 0 — A, g es obtenida
de la constante del movimiento C'j = 3,02
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Fuente: De esta investigacion
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Figura 57: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067409208, A, = 0,1242040696, A; = 0,02430380443, o = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — Ay, g = 0— A, 7o es obtenida de la constante del movimiento Cj = 3,0
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Fuente: De esta investigacion

Figura 58: a. Diagrama de Poincaré (10000P), b. Libracion (50P). ¢ Semieje mayor. d
Excentricidad. e Radio de la o6rbita. f Constante del movimiento. Condiciones iniciales:
A, = 0,067419208, A, = 0,1242140696, A; = 0,02431380443, o = 0,4990461320 — A,,
yo = 0,8660254038 — A, g = 0— Az, 7o es obtenida de la constante del movimiento Cj = 3,0
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Fuente: De esta investigacion
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11. CONCLUSIONES.

= En ambos sistemas; con masa despreciable y apreciando la masa del cuerpo celeste,
se encontré que hay sensibilidad al cambio de las condiciones iniciales, ya que las
orbitas en el espacio de fase son diferentes como se muestra en los diagramas de
Poincaré, lo cual indica que hay indicios de movimiento caético.

= Los resultados indican que para asteroides muy pequenos de dos metros de didme-
tro, la 6rbita es muy similar a la érbita del sistema en el cual se desprecia la masa,
pero se pueden apreciar algunos cambios a medida que se aumenta la masa del
cuerpo celeste. Esto indica, que para estudios mas precisos, en el cual se incluye
largos tiempos de iteracion, se debe considerar la masa del asteroide.

= Se encontré que un cambio en las condiciones iniciales del estado de libracion
de un cuerpo celeste en movimiento co-orbital con Jupiter causa una salida de
su orbita y dependiendo de este cambio en las condiciones iniciales puede existir
posibles acercamientos a la 6rbita de la tierra.



12. RECOMENDACIONES

Desarrollar un software para medir la cantidad de la divergencia exponencial o
conocido como coeficiente caracteristico de Lyapounov v (LCE) de un sistema
dindmico, en el cual este coeficiente sirve para medir si un sistema es cadtico o
no.

Estudiar otros métodos para analizar el comportamiento cadtico tal como ma-

pas de bifurcacion, fractales y en especial para sistemas planetarios el método
MENGO.

Las islas que se encuentran en algunos diagramas de Poincaré esta relacionado
con movimiento en resonancia con el planeta, para entender mejor la dinamica de
estos sistemas, es conveniente estudiar como es la resonancia que existe en estos
sistemas

Desarrollar simulaciones de sistemas planetarios en movimiento co-orbital y ana-
lizar que sucede con los puntos lagranginos del sistema y estudiar si el sistema es
caotico o no.
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ANEXOS
ANEXO A. PROGRAMAS

Diagrama de flujo

Figura 59: Diagrama de flujo

Entradas: ma,
fondiciones iniciales: x, y, v, vy

Desviaciones : deltax, deltay
t=0, ji=0, ji1=0

Encantrar
Pardmatios omilales a, &
Imprimis an archivo 1;
Loxoyovxovy ae,n G

Encuontiavy=rytn v, ) | | =y, v, ) —

Abie tres archivos:
1. Puntas del diagrama de Poincars
2, Puntos de la drbita y paramslros orbitales
3. Punios de Libracidn,

l

Inicia cicloe fOéE:I’B &l método Imprime en archiva 2:

Loy, v, vy

Salidas dal RK4:
XY, VY
Operaciones r, Cj

!

Puntos
de libracion
Ji1=cada && t<50

Escoge puntos del
diagrama de Poincaré
-0.00005<y<y+0.00005

Cies
constanie? Break
Imgprime
tow v, Gj
° Ji+=1, j=t1,
H+=1/1035957.8943

|

=] Cisma sicla for

!

Fin

Fuente: De esta investigacion



Programa DosP.C

#include <iostream>
#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
using namespace std;
main()

{

FILE *pf;
FILE *pf1;

// Declaracién de las variables

double x, vx, y, vy, delta;

double hz, vt, R, a, e;

double k1, 11, k2, 12, k3, 13, k4, 14, qi, sl1, q2, s2, g3, s3, g4, s4;//Estos son los numeros
double t, kg, h, dias, tiempo, limite, hora, cada;

double mu, mi, m2, E, Ep, El;

double ec, yi;

int limitee, cadae;

cout<< "\n\n\t INTEGRACION NUMERICA DE DOS CUERPOS\n\n";

pf=fopen("Poincare.dat", "w");
pfi=fopen("Orbita.dat", "w");

kg=0.01720209895;

hora=0.041666666666;

dias= (hora*1); //si se quiere el paso de un dia se debe multiplicar por 24
h= kg*dias; //una hora

mi=1;
m2=0.000954779;
mu=(m1+m2) ;

tiempo= 50; //en afios
limite = (tiempo*366.256436918716/dias);
limitee = (int) limite;

//Energia
E=-0.0961842419;

//Condiciones iniciales

delta=0.0;

x= 5.20332;

y=0.0;

vx=0+delta;

vy=sqrt(2*E + 2*mu/x - vx*vx);//condicion inicial determinado por la constante E
yi=y;

printf("%10.10f \n", vy);

t=0;
cada=(366.256436918716/12) /hora;
cadae= (int) cada;

int j=0;

//Inicia RK4

for(int i=0; i<limitee; i++)

{

kl=h*vx;

11=h* (-mu*x/pow (sqrt (x*x+y*y) ,3)
ql=h*vy;

s1=h* (-muxy/pow(sqrt (x*x+y*y),3) );

-

k2=h* (vx+11/2) ;
12=h* (-mu* (x+k1/2) /pow (sqrt ((x+k1/2) * (x+k1/2)+(y+q1/2) *(y+q1/2)),3) );
q2=h* (vy+s1/2);
s2=h* (-mu* (y+q1/2) /pow (sqrt ((x+k1/2) * (x+k1/2)+(y+q1/2) *(y+q1/2)),3) );

k3=h*(vx+12/2) ;
13=h* (-mu* (x+k2/2) /pow (sqrt ((x+k2/2) * (x+k2/2) +(y+q2/2) * (y+q2/2)) ,3) );
q3=h*(vy+s2/2);
s3=h* (-mu* (y+q2/2) /pow (sqrt ((x+k2/2) * (x+k2/2) +(y+q2/2) * (y+q2/2)),3) );

k4=h*(vx+13);
14=h* (-mux (x+k3) /pow (sqrt ((x+k3) * (x+k3) +(y+q3) *(y+q3)) ,3) );
q4=h* (vy+s3);
s4=h* (-mu* (y+q3) /pow (sqrt ( (x+k3) * (x+k3) +(y+q3) * (y+q3)) ,3) );

x+=(k1+2%k2+2%k3+k4) /6;
vx+=(11+2%12+2%13+14) /6;
y+=(q1+2%q2+2%q3+q4) /6;
vy+=(s1+2%s2+2%s3+s4) /6;

El= (vx*vx + vyxvy)/2 - mu/sqrt(x*x+yxy);

if (j==cadae){

hz = (x*xvy) - (y*vx);

vt = sqrt( (vx*vx) + (vyxvy) );

R = sqrt( (x*x) + (yxy) );

a = 1/((2/R) - (vt*vt));

e = sqrt(1 -(hz*hz/a));

fprintf (pf1,"%10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f\n", t, x, y, vX, vy, a, e, hz);
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//Rebanada de la superficie de energia en el plano x y vx
if (y>=(y1-0.0005) && y<=(y1+0.0005)){
fprintf (pf,"%10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f \n", t, x, y, vx, vy, E1);

t+=(h/ (366.256436918716%kg) ) ;
j+=1;

}//fin for

//Cierra archivos

fclose(pf);

fclose(pfl);

}

Programa JacobiP.C

#include<iostream>

#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>

#include<math.h>

using namespace std;

cout<< "\n\n\t INTEGRACION NUMERICA DEL PROBLEMA RESTRINGIDO DE TRES CUERPOS CIRCULAR\n\n";
main()

{

FILE #*pf;
FILE *pfl;
FILE *pf2;

// Declaracidén de las variables

double tiempo, h, kg, G, t, tf, dias, limite;

double x, y, vx, vy, ml, m2, mul, mu2;

double kix, kly, k2x, k2y, k3x, k3y, ké4x, k4y, 1lix, 11y, 12x, 12y, 13x, 13y, l4x, 1l4y;
double hora, n, CJ1, Cj, Cjii, U, yi, vyl, CJ12;

double deltax, deltay, deltavx, r, V2, hh, a, e;

double x2, y12, xmul, xmu2, vx2, vy2;

int i;

int limitee, jj, jjl, cada;

// parametros gravitacionales
h=0.0000604398;//equivalente al paso de una hora terrestre
printf("El paso de integracién en horas es: %10.10f \n", h);

tiempo= 10; //nimero de periodos
limite = (103957.8943%tiempo) ;
limitee = (int) limite;

33=0;

jj1=0;

cada=120;

t=0;

// calculo de las posiciones y velocidades de los cuerpos:

n=1;

m1=0.999046132;//masa del sol
m2=0.000953868;//masa de jipiter
mul=mi/(m1+m2) ;

mu2=m2/ (m1+m2) ;

//Condiciones iniciales
deltax=0.07;

deltay=0.07;

deltavx=0.07;

x=0.4990461320-deltax; //x=0.9323666717-deltax;//x=1.068731079;//x=0.205;
y=0.8660254038-deltay; //y=0;

yi=y;

vx=0.0-deltavx;

Cj=3.02; //Constante de Jacobi

if (y==0){

U=0.5*n*n* (x*x) +mul/ (x+mu2) +mu2/ (x-mul) ;

vy=-sqrt (-Cj+n*nkx*x+2*mul/ (x+mu2) +2*mu2/ (x-mul) -vx*vx) ;
CJ1=2%U-VX*VX-Vy*Vy;

}

if (y>0){

U=0.5%n*n* (x*x+y*y)+mul/sqrt ( (x+mu2) * (x+mu2)+y*y )+mu2/sqrt( (x-mul)*(x-mul)+y*y ) ;

vy=-sqrt ( -Cj+n*n* (x*x+y*y)+2*mul/sqrt ( (x+mu2)*(x+mu2)+y*y )+2*mu2/sqrt( (x-mul)*(x-mul)+y*y ) - (vx*vx) ) ;
CJ1=2%U-vxX*VX-Vy*Vvy;

}

printf ("vy= %10.10f \n", vy);
printf("vx= %10.10f \n", vx);
printf ("xo= %10.10f \n", x);
printf("y0= %10.10f \n", y);
printf("La CJ %10.10f \n", CJ1);
printf("La Cj= %10.10f \n", Cj);

// inicia el Runge - Kutta
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pf=fopen("JO1p.dat", "u");
pfi=fopen("JO1.dat", "w");

pf2=fopen("JO1l.dat", "w");
for(i=0; i<limitee; i++)

{

kix=h*vx;

11x=h*( 2*n*vy+n*n*x-mul#* (x+mu2)/pow (sqrt ((x+mu2) * (x+mu2)+y*y) ,3) -mu2* (x-mul) /pow (sqrt ((x-mul) * (x-mul) +y*y) ,3) );
kly=h*vy;
11y=h* (-2*n*vx+n*n*y- ( mul/pow(sqrt ((x+mu2)* (x+mu2)+y*y) ,3)+mu2/pow (sqrt ((x-mul) * (x-mul) +y*y) ,3))*y );

k2x=h*(vx+11x/2) ;

12x=h*( 2*n*(vy+11y/2)+n*n* (x+k1x/2) -mul* (x+k1x/2+mu2) /pow (sqrt ((x+k1x/2+mu2) * (x+ki1x/2+mu2)+(y+k1y/2) * (y+k1y/2)),3)
-mu2* (x+k1x/2-mul) /pow (sqrt ((x+kix/2-mul)* (x+kix/2-mul)+(y+k1ly/2) *(y+k1y/2)),3) );

k2y=h*(vy+11y/2);

12y=h* (-2*n* (vx+11x/2) +n*n* (y+k1y/2) - ( mul/pow(sqrt ((x+kix/2+mu2)* (x+kix/2+mu2)+(y+kly/2)* (y+k1y/2)),3)

+mu2/pow (sqrt ((x+ki1x/2-mul)* (x+k1x/2-mul) +(y+k1y/2) * (y+k1y/2)),3) ) * (y+kly/2) );

k3x=h*(vx+12x/2) ;

13x=h*( 2*n*(vy+12y/2)+n*n* (x+k2x/2) -mul* (x+k2x/2+mu2) /pow (sqrt ((x+k2x/2+mu2) * (x+k2x/2+mu2) + (y+k2y/2) * (y+k2y/2)) ,3)
-mu2* (x+k2x/2-mu1) /pow (sqrt ((x+k2x/2-mul) * (x+k2x/2-mul) + (y+k2y/2) * (y+k2y/2)),3) );

k3y=h*(vy+12y/2);

13y=h* (-2*n* (vx+12x/2) +n*n* (y+k2y/2) - ( mul/pow(sqrt ((x+k2x/2+mu2) * (x+k2x/2+mu2) +(y+k2y/2) * (y+k2y/2)) ,3)

+mu2/pow (sqrt ((x+k2x/2-mul) * (x+k2x/2-mul) + (y+k2y/2) * (y+k2y/2) ) ,3) ) *(y+k2y/2) );

kdx=h* (vx+13x) ;

14x=h*( 2*n* (vy+13y)+n*n* (x+k3x) -mul* (x+k3x+mu2) /pow (sqrt ((x+k3x+mu2) * (x+k3x+mu2) + (y+k3y) * (y+k3y) ) ,3)
-mu2* (x+k3x-mu1) /pow (sqrt ((x+k3x-mul) * (x+k3x-mul) + (y+k3y) * (y+k3y) ) ,3) );

kdy=h*(vy+13y) ;

14y=h* (-2*n* (vx+13x) +n*n* (y+k3y) - ( mul/pow(sqrt ((x+k3x+mu2) * (x+k3x+mu2)+(y+k3y) * (y+k3y)) ,3)

+mu2/pow (sqrt ((x+k3x-mul)* (x+k3x-mul) + (y+k3y) * (y+k3y) ) ,3) ) * (y+k3y) );

x+=(k1x+2*k2x+2%k3x+k4x) /6;
vx+=(11x+2%12x+2%13x+14x) /6

y+=(kly+2%k2y+2%k3y+kdy) /6 ;
vy+=(11y+2*12y+2%13y+14y) /6;

//Parametros orbitales
r=sqrt(x*x + y*y);
U=0.5%n*n* (x*x+y*y)+mul/sqrt ( (x+mu2) * (x+mu2)+y*y )+mu2/sqrt( (x-mul)*(x-mul)+y*y ) ;
Cj11=2%U-vX*VX-Vy*Vy;
if(Cj11<2.9 && Cj11>3.1){break;} //Conservacién de la energia
//Puntos de libracién
if(jj==cada && £<5000){
V2= (vx-y) * (vx-y) +(vy+x+mu2) * (vy+x+mu2) ;
hh=(x+mu2) * (vy+x+mu2) -y* (vx-y) ;
a=1/(2/ (sqrt ((x+mu2) * (x+mu2) +y*y)) - V2/(mul) );
e=sqrt (1-hh*hh/(mui*a)) ;

fprintf (pf1,"%10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f
%10.10f \n", t, x, y, vx, vy, a, e, r, Cjil1);
33=0;

}

if (jjl==cada && t<50){
fprintf (pf2,"%10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f \n", t, X, y, vx, vy);
jj1=0;

}

//Escoje los puntos para el diagrama
if (y>=(y1-0.00005) && y<=(y1+0.00005)){
fprintf (pf,"%10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f %10.10f \n", t, x, y, vx, vy, Cjil);
}

33+=1;

jjt=1;
t+=1/(103957.8943) ;
¥

fclose(pf);
fclose(pfl);
fclose(pf2);

}

Programa JacobiPD.C

#include<iostream>
#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
using namespace std;

cout<< "\n\n\t INTEGRACION NUMERICA DEL PROBLEMA CIRCULAR DE TRES CUERPOS\n\n';

main()

{

FILE #*pf;
FILE *pf1;
FILE *pf2;
//FILE #pf3;
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// Declaracidén de las variables

double tiempo, h, kg, G, t, tf, dias, limite;

double x, y, vx, vy, mc, mi, ma, mu;

double kix, kly, k2x, k2y, k3x, k3y, kéx, k4y, 1lix, 11y, 12x, 12y, 13x, 13y, 1l4x, 1l4y;

double hora, n, CJ1, Cj, Cjll, U, deltax, deltay, deltavx, yl, vyl, CJ12, Ra, Ua, hh, a, e, r, V2;
int i, limitee, jj, jjl1, cada;

// parametros gravitacionales
h=0.0000604398;//equivalente al paso de una hora terrestre
printf("El paso de integracién en horas es: %10.10f \n", h);

tiempo= 10000; //nimero de periodos
limite = (103957.8943*tiempo) ;
limitee = (int) limite;

cada=120;

t=0;

// calculo de las posiciones y velocidades de los cuerpos:

n=1;

mc=0.999046132;//masa del sol

mi=0.000953868;//masa de jipiter

//Masas

ma=0.0000000000000000000000000042; //masa de un asteroide de aproximadamente 2m y densidad 2000Kg/m~3
//ma=0.00000000000000000000000053; //masa de un asteroide de aproximadamente 10m y densidad 2000Kg/m~3
//ma=0.000000000000000004;//masa de un asteroide de aproximadamente 2 km y densidad 2000Kg/m~3
//ma=0.000000000000004; //masa de un asteroide de aproximadamente 20 km y densidad 2000Kg/m~3
//ma=0.0000000000005;//masa de un asteroide de aproximadamente 100 km y densidad 2000Kg/m~3
//ma=0.0000000000042;//masa de un asteroide de aproximadamente 200 km y densidad 2000Kg/m~3
//ma=0.000000000066;//masa de un asteroide de aproximadamente 500 km y densidad 2000Kg/m~3
mu=(mc+ma) ;

//Condiciones iniciales
deltax=0.070;
deltay=0.070;
deltavx=0.070;
x=0.4990461320-deltax;
y=0.8660254038-deltay;
yi=y;

vx=0.0-deltavx;
€j=3.02;

if (y==0){

Ua=mu/x;
Ra=mi/(1-x)-mi*x;
U=0.5*n*n* (x*x)+Ua+Ra;
vy=-sqrt (-Cj+n*n*x*x+2*mu/ (x) +2*mi/ (1-x) -2*mi*x-vx*vx) ;
CJ1=2%U-VX*VX-Vy*Vy;
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if (y>0){

Ua=mu/sqrt (x*x+y*y) ;

Ra=mi/sqrt ((1-x)*(1-x)+y*y) -mi*x;

U=0.5*n*n* (x*x+y*y) +Ua+Ra;

vy=-sqrt (-Cj+n*n* (xxx+y*y) +2*mu/sqrt (x*x+y*y) +2*mi/sqrt ((1-x) * (1-x) +y*y) -2*mi*x-vx*vx );
CJ1=2%U-VX*VX-Vy*Vy;

}

printf ("vy= %26.26f \n", vy);
printf ("vx= %26.26f \n", vx);
printf ("xo= %26.26f \n", x);
printf("y0= %26.26f \n", y);
printf("La CJ1= %26.26f \n", CJ1);
printf("La Cj= %26.26f \n", Cj);

// inicia el Runge - Kutta
pf=fopen("LO1p.dat", "w");

pfi=fopen("LO1.dat", "w");
pf2=fopen("LO1l.dat", "w");

for(i=0; i<limitee; i++)

{

kix=h*vx;

1ix=h*( 2*n*vy+n*n*x-mu*x/pow (sqrt (x*x+y*y) ,3)+mi* (1-x) /pow(sqrt ((1-x)*(1-x) +y*y),3)-mi );
kly=h*vy;

11y=h* (-2*n*vx+n*n*ry-mu*y/pow (sqrt (x*x+y*y) ,3) -mi*y/pow(sqrt ((1-x)*(1-x)+y*y),3) );

k2x=h*(vx+11x/2) ;

12x=h* ( 2%n*(vy+1l1y/2)+n*n* (x+k1x/2) -mu* (x+k1x/2) /pow (sqrt ((x+k1x/2) * (x+k1x/2)+(y+k1y/2) * (y+k1y/2)),3)
+mi*(1-x-k1x/2) /pow(sqrt ((1-x-kix/2)*(1-x-ki1x/2)+(y+k1ly/2)*(y+k1y/2)),3)-mi );

k2y=h*(vy+11y/2);

12y=h* (-2*n* (vx+11x/2) +n*n* (y+k1y/2) -mu* (y+k1y/2) /pow (sqrt ((x+k1x/2) * (x+k1x/2) +(y+k1y/2) * (y+k1y/2)) ,3)
-mi* (y+k1y/2) /pow(sqrt ((1-x-k1x/2)*(1-x-ki1x/2)+(y+kly/2) * (y+k1y/2)),3) );

k3x=h*(vx+12x/2) ;

13x=h*( 2*n*(vy+12y/2)+n*n* (x+k2x/2) -mu* (x+k2x/2) /pow (sqrt ((x+k2x/2) * (x+k2x/2) + (y+k2y/2) * (y+k2y/2)) ,3)
+mi* (1-x-k2x/2) /pow(sqrt ((1-x-k2x/2)* (1-x-k2x/2) +(y+k2y/2) * (y+k2y/2)) ,3)-mi );

k3y=h*(vy+12y/2) ;

13y=h* (-2*n* (vx+12x/2) +n*n* (y+k2y/2) -mu* (y+k2y/2) /pow (sqrt ((x+k2x/2) * (x+k2x/2) + (y+k2y/2) * (y+k2y/2)) ,3)
-mi*(y+k2y/2) /pow (sqrt ((1-x-k2x/2)*(1-x-k2x/2) +(y+k2y/2) * (y+k2y/2)),3) );
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ké4x=h* (vx+13x) ;

l4x=hx*( 2*n*(vy+13y)+n*n* (x+k3x) -mu* (x+k3x) /pow (sqrt ((x+k3x) * (x+k3x) + (y+k3y) * (y+k3y) ) ,3)
+mi*(1-x-k3x) /pow(sqrt ((1-x-k3x)*(1-x-k3x) +(y+k3y) * (y+k3y)) ,3) -mi );

kdy=h* (vy+13y) ;

14y=h* (-2*n* (vx+13x) +n*n* (y+k3y) -mu* (y+k3y) /pow (sqrt ( (x+k3x) * (x+k3x) + (y+k3y) * (y+k3y) ) ,3)
-mi* (y+k3y) /pow (sqrt ((1-x-k3x)* (1-x-k3x) +(y+k3y) * (y+k3y)) ,3) );

x+=(k1x+2%k2x+2%k3x+kdx) /6;
vx+=(11x+2%12x+2%13x+14x) /6;

y+=(k1y+2*k2y+2*k3y+k4y) /6;
vy+=(11y+2%12y+2x13y+14y) /6;

/*if (x>=(0.45) && x<=(0.53)){

if (y>=(0.76) && y<=(0.84)){

fprintf (pf3,"%18.18f %18.18f %18.18f 18.18f 718.18f \n", t, x, y, VX, vy);
s

r=sqrt(x*x + yxy);

Ua=mu/r;

Ra=mi/sqrt ((1-x)*(1-x)+y*y) -mi*x;

U=0.5*n*n* (x*x+y*y) +Ua+Ra;

Cj11=2%U-vX*VX-Vy*Vvy;

i£(Cj11<2.9 && Cj11>3.1){break;}

//Puntos de libracion

if (jj==cada && t<5000){
V2=(vx-y) * (vx-y) +(vy+x) * (vy+x) ;

hh=(x)* (vy+x) -y* (vx-y) ;

a=1/(2/r-V2/mu );

e=sqrt (1-hh*hh/(mu*a)) ;

fprintf (pf1,"%26.26f %26.26f %26.26f %26.26f %26.26f %26.26f %26.26f %26.26f
%10.10f \n", t, x, y, vx, vy, a, e, r, Cjil);
33705

}

if (jjl==cada && t<40){
fprintf (pf2,"%26.26f %26.26f %26.26f %26.26f %26.26f \n", t, x, y, vx, vy);
jj1=0;

}

//Escoje los puntos para el diagrama
if (y>=(y1-0.00005) && y<=(y1+0.00005)){
fprintf (pf,"%26.26f %26.26f %26.26f %26.26f %26.26f %10.10f \n", t, x, y, vx, vy, Cjil);

33+=1;
jij1e=1;
t+=1/(103957.8943) ;
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fclose(pf);
fclose(pfl);
fclose(pf2);
//fclose(pf3);
}

A.5 SCRIPT: se utiliz6 para realizar las tltimas graficas en gnuplot

reset;
clear;
set size 1,1
set origin 0,0
unset key;
set multiplot layout 2,2 scale 0.8,0.9
set xlabel "x";
set ylabel "vx";
plot ’JO2p.dat’ using 2:4 w p ps 0.01 linetype O, ’LO2p.dat’ using 2:4 w p ps 0.01 linetype 1,
’LO2ddp.dat’ using 2:4 w p ps 0.01 linetype 2, ’LO2dddp.dat’ using 2:4 w p ps 0.01 linetype 3;
set xlabel "x"
set ylabel "y"
plot ’J021.dat’ using 2:3 w p ps 0.01 linetype O, ’LO2l.dat’ using 2:3 w p ps 0.01 linetype 1,
’L02dd1l.dat’ using 2:3 w p ps 0.01 linetype 2, ’L02dddl.dat’ using 2:3 w p ps 0.01 linetype 3;
set xlabel "tiempo(periodos)" ;
set ylabel "a"
set xrange[0:1];
plot ’J02.dat’ using 1:6 w p ps 0.01 linetype O, ’L0O2.dat’ using 1:6 w p ps 0.01 linetype 1,
’L02dd.dat’ using 1:6 w p ps 0.01 linetype 2, ’L02ddd.dat’ using 1:6 w p ps 0.01 linetype 3;
set xlabel "tiempo(periodos)" ;
set ylabel "e" ;
set xrange[0:1];
plot ’J02.dat’ using 1:7 w p ps 0.01 linetype O, ’L0O2.dat’ using 1:7 w p ps 0.01 linetype 1,
’L02dd.dat’ using 1:7 w p ps 0.01 linetype 2, ’L02ddd.dat’ using 1:7 w p ps 0.01 linetype 3;
unset multiplot
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ANEXO B. LAGRANGIANO

Se considera el movimiento de la particula (tercera masa) en un potencial V'(7) vista
desde un sistema de referencia que esta rotando con una velocidad angular 0. Para
obtener el lagrangiano de tal sistema, primero se escoge el lagrangiano de un sistema
inercial dado por

. 1
la trasformacion de la velocidad bajo rotacion es
Uine?"cial = Urot + \(_j X T (BZ)

sea U = U, entonces el lagrangiano en el sistema rotando es
L, =0 1 3o 7A\2 1(=
L= gmv +mu.(02 X 7)+ ém(Q x )% = V(1) (B.3)

las ecuaciones del movimiento son:

dv ov’ L= - L =
mE:_8F+2mUXQ+mQX(TXQ) (B.4)

El segundo termino del lado derecho es la fuerza de Coriolis y el tercer termino es la
fuerza centrifuga. El momento y la energia son

mv+m x 7, E=-mi’ — §/L(Q x 7)? 4+ V' (B.5)

p:%: s 2

Para el problema restringido de tres cuerpos el potencial es

VR (B.6)

T1 T2
donde 7 y ro estan dadas por las ecuaciones (4.8) y (4.9).

Para el problema de un cuerpo celeste en movimiento co-orbital sin despreciar su masa
en el sistema sol-jupiter el potencial es

V' =-U, - R, (B.7)

donde U, y R, estan dadas por las ecuaciones (9.12) y (9.14).



ANEXO C. METODO DE INVERSION DE SERIES DE LAGRANGE

El método de inversion de series de lagrange muestra como una variable z puede ser
expresada en funciéon de ¢ en la forma

(=zted(()  (e<1) (C.1)

entonces ( puede ser expresado como un funcién de z usando la relaciéon

(=24 Y Gl (C2)

por tanto para invertir la serie (4.39) se expresa
ro =a+ (=1/3)¢(r2) (C.3)

donde la funcién ¢ es definida por

¢(r2):r§+r§’+;r;‘+--- (C.4)
y
[p(a)]” = a'+2a°+ -
a[¢(a)]2 = 40 +10a* + - -
[p(@))® = a®+--
%[¢(a)]3 = 300+ -

finalmente usando la expresion C.2 y las anteriores relaciones se tiene

rmat S A AT (C5)

‘= j' da] 1

1 1 23
nga—§oz2—§oz3—goz4+~-- (C.6)



