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RESUMEN

A partir de principios termodinamicos se deduce la ecuacion de Lane-Emden de
indice N la cual es resuelta con ayuda de métodos numeéricos. Dicha ecuacién es
establecida a partir del modelo Polytrope de estructura estelar, que con las
condiciones iniciales adecuadas nos muestra una buena aproximacién del interior
de las estrellas.



ABSTRACT

From the thermodynamic premises the Lane-Emden equation of nindex, which is
solved with the aid of numerical methods, is deduced. Such equation is established
from the Polytrope model of stellar structure, which shows, along with the
necessary initial conditions, a good approach from the stars’ interior.



INTRODUCCION

Todos sentimos gran curiosidad por las cosas que observamos en el mundo que
nos rodea, continuamente nos formulamos preguntas acerca de ello. A veces las
respuestas no nos satisfacen y la Gnica manera de acercarse a la verdad es
llevando a abo un estudio cientifico. Dicho estudio realizado por innumerables
astronomos y astrofisicos ha podido construir una base tedrica que de alguna
forma da una idea del universo al que pertenecemos. Por andlisis espectrales y
por consiguiente de energia, la ciencia ha obtenido mucha informacion acerca de
la superficie de una estrella, y gracias a ello, se tiene un conocimiento fisico y se
han disefiado modelos del interior estelar para un mejor entendimiento de su
estructura y evolucion.

Las estrellas se forman en nubes moleculares compuestas de hidrogeno y polvo
interestelar que por accién de la gravedad se contraen hasta llegar a un estado de
equilibrio llamado equilibrio hidrostatico en el cual la presion ejercida por la fuerza
de la gravedad se equilibra con la presion ejercida por la radiaciéon emitida en las
regiones centrales de la estrella como producto de la fusion nuclear. Las estrellas
en primera instancia se ubican en una etapa llamada secuencia principal en la
cual el hidrogeno se transforma en helio como resultado de la fusion de los
nacleos; cuando todo este hidrogeno se ha transformado, las estrellas han
acumulado una masa caracteristica y dependiendo de ella existiran cambios
significativos en su estructura. Se convertirdn en gigantes rojas, en enanas
blancas y si son muy masivas en estrellas de neutrones o agujeros negros.

En este trabajo se describe un modelo de la estructura estelar que con ayuda de
un programa computacional, brinda una idea aproximada del proceso de
formacion de las estrellas, el proceso de mantenimiento de las fusiones y la
formacion de cuerpos celestes que durante su existencia modifican el espacio-
tiempo. Este modelo es llamado polytrope que considera una estrella como una
esfera gaseosa cuyo comportamiento puede estudiarse considerando la teoria
cinética de los gases y otras formulaciones. Este modelo es Unicamente espacial,
es decir, todas las variables estan en funcién de la distancia al centro de la estrella
Yy no se tienen en cuenta las variaciones temporales. La estructura de las estrellas
ha sido desarrollada por muchos cientificos como Lane, Lord Kelvin, Eddington y
Emden y posteriormente Chandrasekhar y Eddington quienes por muchas
décadas se dedicaron a construir modelos estelares.

18



1. OBJETIVOS
1.1 OBJETIVO GENERAL
Realizar un estudio fisico-matematico de la estructura estelar.
1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
? Estudiar el modelo “Polytrope” de estructura estelar.

? Resolver la ecuacion de Lane-Emden para algunos valores del indice
politropico.

? Disefiar un programa computacional en el lenguaje de programacion Microsoft
Visual Basic 6.0 para simular el modelo de la estructura estelar con base en el
estudio fisico-matemético.

19



2. FISICA DEL INTERIOR ESTELAR

En el proceso de formacion de una estrella, particulas de hidrégeno y gas
interestelar se condensan y por accion de la gravedad, se contraen. Esta
contraccion produce una gran cantidad de calor que permitird que las reacciones
nucleares tengan lugar en el interior de la estrella, y una gran cantidad de energia
se libere en forma de radiacion. La presion ejercida por la radiacion mantiene la
estrella en equilibrio, al balancearse con la presion debida a la contraccién
producida por la gravedad. Es asi como en este capitulo se mostrard algunos
principios fisicos que serviran para construir un modelo de la estructura de una
estrella. La teoria cinética de los gases, la termodinamica y la mecanica en
general, son las bases fisicas que sustentan el estudio del modelo polytrope a
discutir, que con las condiciones apropiadas proporcionan una idea aproximada
del proceso de automantenimiento de las estrellas.

2.1 PROCESOS POLITROPICOS

Una estrella experimenta expansiones y contracciones a lo largo de su evolucion,

y lo hace cuasiestaticamente, es decir que el material estelar cambia lentamente
de estado a través de una sucesion de estados de equilibrio. Los procesos
politrépicos son cambios de estado cuasiestaticos en los cuales un sistema
termodinamico cambia a capacidad calorifica constante , esto es™:

? cte
dT )

-
21
"

rr_r_r
donde las unidades de la capacidad calorifica son: C:?2 3K es por eso

gue procesos cuasiestaticos en los cuales la presion P y el volumen V se
mantienen constantes son politrépicos. Los procesos politrépicos fueron
introducidos por primera vez en termodindmica por G. Zeuner, y fueron
ampliamente utilizados por Emden y Helmholtz en el estudio de la estructura
interna de esferas gaseosas en equilibrio hidrostatico?.

Un proceso adiabatico es politropico con capacidad calorifica nula. Un proceso
isotérmico es un proceso politrépico con capacidad calorifica infinita. Este primer

1 PINZON, Giovanni. Un modelo politrépico perturbado del sol para el estudio de oscilaciones no
radiales. Bogota: Universidad Nacional de Colombia, 2000. p. 28

2 CHANDRASEKHAR, Subrahmanyan. An introduction to the study of stellar structure. Chicago:
Dover publications, 1957. p. 40
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tema permitira comprender que tipo de procesos se llevan a cabo en el modelo
polytrope a tratar. A partir de la primera ley de la termodindmica que establece la
conservacion de la energia para sistemas que tienen un nimero muy grande de
particulas se tiene:

dQ ? dU ? PaV .

Si el proceso es adiabatico, entonces dQ ?0, por lo tanto:
du ? ?PdVv 3)
y dado que la energia interna es funcion de la temperatura,
U ?2U(T) 4)
entonces la ecuacion (2) se puede escribir en la forma:

du

Definiendo ? como una funcién de variables fisicas. Entonces la capacidad
calorifica es:

20T 200

Asi la capacidad calorifica a volumen constante es:
C ?2=2 @

Para determinar la capacidad calorifica a presion constante se debe tener en
cuenta la ecuacion de estado:

PV ? nRT 8)

donde N es el numero de moles y R?8.31?10° I mol "K™ es Ia

constante universal de los gases; para una mol la relacion general (8) se reduce a:

21



PV ?RT (9)

diferenciando se obtiene:

PdV ?VdP ? RdT (10)
de (5) y (10) se deduce:
2dU
dQ ? gd— ? R?dT ?2VdP 1)

de la cual se tiene que a P constante, la capacidad calorifica viene dada por:

C ,),)d_Q od_U')R

P 2dT 2,y dT (12)

Las relaciones pertinentes a capacidad calorifica, son también validas para calor
especifico ya que este no es mas que la capacidad calorifica por unidad de masa
o por numero de moles. Combinando (7) y (12) se tiene que:

C.?C, ?R (13)

La teoria cinética de los gases y su modelo molecular del gas ideal, determina

gue la energia cinética translacional total de N moléculas de gas, es N veces la
energia promedio por molécula:

3
Q?2U(T)? > NRT (14)

definiendo también el calor especifico molar como.

,1dQ 1dQ
c P ——=
" ndT AT (15)

22



: 21 Oy 21 . -
medidos en J mol K (es importante resaltar que el calor especifico es la
capacidad calorifica por unidad de masa, es por eso que los resultados

posteriores son los mismos tanto para C; como para C> ).

Si se transfiere energia por calor al sistema a volumen constante, no se realiza
trabajo sobre el sistema, entonces de la primera ley de la termodinamica se nota

que Si: PdV ’) O, entonces:
dQ ? dU (16)

En otras palabras, toda la energia transferida por calor se utiliza en aumentar la
energia interna del sistema, entonces de acuerdo con (15) y (16) se obtiene que:

1dQ ,1dU
"ndT  ndT (17
Al sustituir (14) en (17) C\/ tiene el valor numérico:
? 3 R?12.47Jmol * '"K™
C - S e (18)

para gases monoatémicos, de donde facilmente por medio de (13) se obtiene un

valor para q:> que es:

cp?%R?R?%R?ZOJ?JmoI?”K?l 19)
La razon entre calores especificos, ? , viene dada por:
22% 217 R 20)
¢ G

Facilmente se puede notar que para gases monoatémicos®:

3 FLEURY, P y Mathieu J. Calor, termodinamica, estados de la materia. Madrid: Paraninfo, 1964.
p. 195

23



22% 225167

C,

De la ecuacion (7) para la energia interna U se tiene:

du ?C,dT (1)

dado que R? Nk y con ecuacion (13) es claro que la ecuacién (9) de estado
queda:

PV ? NKT ? (C, ?C,)T (22)

Donde N es el namero de particulas, k?1-3805?10?233 DK?l es la

constante de Boltzmann y Cp es la capacidad calorifica a presién constante,
diferenciando es claro que.

Pav ?(C, ?C,)dT ?VdP (23)

Combinando las ecuaciones (3), (21) y (23) se produce:

C,dT ? 2(C, ?C,)dT ?VdP (24)
por tanto:
dP
y dado que

?7? (26)

Do

Definiendo el indice politrépico N como:

24



n’)i

2?1

1o, 0

? n?1

De las ecuaciones (22) y (25) se obtiene:

°C, .2
7_ ?
Laro 32 ?S gpooS olgp
T 2 C, 9P 2 C 2P
3C, 3
1 2121
Tar2 72171 4p
T 523p

con la ecuacioén (28) se deduce que:

1o 11
T n?1pP

integrando y posteriormente realizando algunas operaciones sencillas se tiene:

1
logT ?n—?llogP
(n?1)logT ? log P
logT "*Y 2 log P
P21

Considerando la ecuaciéon de estado termodinamica:

25
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(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)



(36)

Donde 7 es el peso molecular medio (masa media de las particulas en términos

del la masa del atomo de hidrégeno) y M, ?1.67?10"’27Kg es la masa del
hidroégeno, de aqui (35) puede escribirse:

(n?1)
22 m,P?"" 2m, 2 2 k? 7?0
P?o>—1—5 ? P?PP >— ? P?2o—>
2 K29 2 K2 % 2?7 M, 2
n21
P?K?™" (37)
n?1
K ? ?7—k Zn 50N ?1
donde o’)mH 5 y dado que * * n entonces de aqui se obtiene
la relacion polytrope, donde N es llamado el indice politrépico*:
P?K?’ (38)
2.2 ECUACION DE ESTADO DE UN GAS IDEAL
sea la ecuacion de estado:
P ? nkT (39)

donde N? N/V es el nimero de particulas por unidad de volumen y Kes la
constante de Boltzmann. Se puede rescribir esta ecuacién en la forma:

4FLUGGE, S. Structure stellar, Volumen 51. Berlin: Springer — Verlag OHG, 1958. p. 13
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P? P (?,T,composicion quimica) (40)

lo cual significa que se requiere una expresion para I, en términos de la
densidad y la composicion quimica. Se define la densidad de particulas por metro
cubico como:

?7?7m (41)

donde M es la masa media de la particula, que en términos de la masa del
atomo de hidrégeno, queda:

??2nm,? (42)

Por lo tanto la ecuacion para la presion del gas se convierte en:

? ?
P 2 KT 5 KT" .
Si se define la constante de los gases, R, como:
k
R? —
m, (44)
se obtiene la siguiente ecuacion:
?
p R
gas * o~ (45)

Esta es conocida como la ecuacién de estado del gas ideal para el material
5
estelar”.

° Tomado de la pagina de Internet: http://www.shef.ac.uk/physics/people/vdhillon/teaching/
phy213_eqnstate.htm
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2.3 PRESION DE RADIACION

El camino libre medio de un foton es del orden de centimetros. En este rango los
cambios de emperatura son despreciables frente a la posibilidad de colisiones
con otras particulas.

El material estelar se puede estudiar ro solo a través de las propiedades de un
gas de particulas, sino considerando a un gas de particulas sumado con un gas de
fotones. La presion que ejerce el gas de fotones se denomina presion de radiacion
y es responsable del equilibrio térmico de la estrella.

Suponiendo que el material estelar contiene un ndmero finito de elementos de
volumen, cada elemento de volumen de este material emite un espectro de

radiacion de cuerpo negro. Mediante la formula de Planck para la densidad de

energia ?  emitida por un cuerpo negro a una cierta temperatura T y a una

frecuencia ? , se puede obtener una expresién para la presion de radiacion.
Por la formula de distribucion de Planck para la radiacion de cuerpo negro:

3
2% TP 527

C e 91 (46)

donde ? esta medida en S y h?6.6256?10°*JS es la constante de
Planck , Integrando (46) resulta:

?

n 87 hr) 3 d 3k 4T 4 T4
C3eh9/kT 21 157 Cf)a (47)

Esta ecuacion muestra que la energia de radiacion de cuerpo negro aumenta
rapidamente con la temperatura. Esta expresion constituye la ley de Stefan-
Boltzmann para la radiacion. Esta ley permite también estimar la temperatura de
los cuerpos calientes, aproximando su radiacion a la de un cuerpo negro, donde:

23k 47
) . 2 iy o) ?16 ?3 O ?4
a? 5 5 P 7756437107 Im™ K )

es la constante de radiacién y ??5.76051?10°Wm™ K™ es la

constante de Stefan - Boltzmann. La energia emitida en un volumen V es igual a

4 I .
aVT ” | por consiguiente la energia para un gas de fotones es:

28



1
F?3 vT* (49)

Por lo tanto la presién de radiacion resulta ser®:

a . 1 _,
P, ?2?2—?=al
rad dv 3 (50)

Ahora, la presion total se calcula a partir de:

P? Pgas ? I:)rad (51)
Y por lo tanto:
RPT .1 _,

Esta es conocida como la ecuacion de estado para interiores estelares.
2.4 PESO MOLECULAR MEDIO

Es la masa media de las particulas en el gas en términos de la masa del atomo de

hidrégeno, [Tl . Un célculo exacto del peso molecular medio, ? , es muy

complicado ya que depende de la ionizacion fraccionaria de todos los elementos
en todas las partes de una estrella. Se puede simplificar alguna cosa si se asume
gue todo el material en una estrella estd ionizado completamente. Esto es muy
véalido porque el hidrogeno y el helio son mas abundantes que todos los otros
elementos y se ionizan completamente en el interior de una estrella, entonces:

X ? fraccion por peso del hidrogeno
Y ? fraccion por peso del helio
Z ? fraccion de los otros elementos

Si:

entonces se puede utilizar la siguiente relacion:

® HERRERA, Miguel. Para que sirve la fisica. México: Universidad Nacional Auténoma De
Ciudad de México, 2001. p. 206
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X?2Y?27?1 (53)

Esto significa que en un metro cubico de material estelar de densidad ? , hay una
masa de:

X? de hidrégeno

Y? dehelioy

Z? delosotroselementosmas pesados

Ahora, en un gas completamente ionizado, cada atomo contribuye con

(e?l)/A particulas (€ electrones y un nicleo), donde A es el numero de

particulas del nucleo. Para conocer el nimero total de particulas que conforman la
estrella se debe tener en cuenta que:

? El hidrogeno da 2 particulas por My (un nicleo que contiene un protén y un
electron)

? El helio da 3/4 de particula por My (un nudcleo que contiene 2 protones y 2

neutrones = 4mH y 2 electrones), y

? Elementos mas pesados dan ? 1/2 de particula por My .

El término constante 1/2, es aproximado. (e?])/A?e/A?l/Z. El nimero

total de particulas por metro cubico debido a hidrégeno, helio y otros elementos
es:

L 2X?
hidrogeno ? —

helio?£ y
am,,

, Z?
elementosmas pesados? ——
2m,

30



El nimero total de particulas por metro cubico es entonces dado por la suma
anterior:

2
n?——(8X?3Y?2Z
am ( ) (54)

H

Ahora X?Y?Z?1 yporlotanto Z ?1? X ?Y, obteniendo:

?
n? —(6X?2Y?2
4m ( ) (®5)

H

Recordando que 7 ? NM, ? | entonces”:

4
1 IR
T BX?2Y 22 (56)

2.5. ECUACION DE ESTADO PARA UN GAS DEGENERADO

La ecuacion (45) de estado para un gas ideal a una temperatura T es insuficiente
para célculos e investigaciones mas exactas, por dos razones: la presion de la
radiacion electromagnética en las regiones centrales de las estrellas pueden
hacerse comparables con la presion debida a las particulas, y ademas el gas
formado por los electrones puede estar degenerado. La caracteristica dual onda-
corpusculo de la materia implica que dos electrones no pueden hallarse mas
cercanos que aproximadamente una longitud de onda, y la longitud de onda
disminuye cuando la velocidad relativa aumenta. La fuerza gravitatoria que contrae
la estrella trata de juntar a sus electrones y estos se mueven rapidamente
suministrando la presion para mantener la estrella que de esa forma queda
equilibrada.

Los nucleos en la estrella no resultan afectados por esta gran compresion, ya que
la longitud de onda de una porcidon de materia es inversamente proporcional a su
masa, y los nlcleos son miles de veces mas pesados que los electrones. Se dice
que un gas esta degenerado, cuando la densidad de las particulas se hace tan
grande, que estas pueden producir una distorsion en la funcién de distribucion.
Esto sucede en estrellas que ya terminaron su etapa en la secuencia principal y se
transformaron en enanas blancas o estrellas de neutrones®.

"FLEURY, Op. Cit., p. 195

8 HENBEST, Nigel. El Universo en Explosién. Madrid: Debate, 1982. p. 134
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Primero que todo se considera que los electrones deben obedecer el principio de
exclusiéon de Pauli (dos particulas no pueden tener el mismo estado cuantico en el
mismo instante).

El estado cuantico de un electrén es dado por los seis valores que describen su
posicibn y su momentun, es decir, X,Y,Z, Py py’ P,. No es posible, sin
embargo, saber la posicién y el momentun con completa exactitud al mismo

tiempo. Hay una incertidumbre ?X y?p (de acuerdo con el principio de

Incertidumbre de Heisemberg) en la correspondiente coordenada de momentum y
posicion, tal que:

27p 2 -

47 ®7)

En el centro de la estrella la densidad de electrones aumenta y los electrones se
acercaran cada vez masy tenderan a ocupar la misma posicion.

Si se considera un grupo de electrones ocupando un volumen V enel espacio de
r r
momentun comprendido entre P Y ‘P?? P!, entonces el volumen de una

cascara esférica de radio P y espesor ?pP es:
2
V. ?247?2p°?p (58)

El volumen del espacio de fase ocupado por estos electrones esta dado por el
volumen que ocupan en el espacio de la posiciébn multiplicado por el volumen que
ocupan en el espacio del momentun, es decir:

2
V, 2?42 p?V,2p (59)
El nimero de estados cuanticos en este volumen del espacio de fase es entonces:

. pV,

N 3 P (60)
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Definiendo Np?p como el nimero de electrones en V con momentun

comprendido entre P Y P ? ?P , el principio de exclusién de Pauli nos dice

que®:

8?7 p*Vv
Ns?p ?-——%%——?p 61)

Un gas totalmente degenerado es aquel en el cual todos los estados de momentun

tienden a un valor critico Py (estos resultados son también deducidos teniendo en

cuenta que los electrones son particulas de $in semientero, que obedecen, la
estadistica de Fermi-Dirac. Un gas de fermiones degenerado es aquel que no
interacciona, o lo hace muy débilmente bajo condiciones de energia y

concentracion tales que la temperatura T sea baja en comparacion con la energia

de Fermi e|:. En este caso Py coincide con el momentun de Fermi ﬂ:)10

mientras que los estados con momentun mayor que Py son vacios. Esto ocurre
en el cero absoluto. Por lo tanto:

82 pVv
p7n N2 TRV e
(62)
P? P, N, ?0
El nimero total de electrones, N ,en el volumen V esta dado por:
8’)V "o , 82pV
3h3 (63)

La presion, P , de un gas es la relacion media de transporte de momentun que
pasa a través de una unidad de area. Esto puede escribirse como:

® CHANDRASEKHAR, Op. Cit., p. 358

WKITTEL, Charles. Fisica térmica. Espafia. Reverté, 1973. p. 243
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17N,V p
?g?v—dp (64)

0

P

Donde Vp es la velocidad de un electron con momentun P. Para evaluar esta

integral, se debe utilizar la relacién entre P y Vp dadas por la teoria especial de
la relatividad:

p ? &
) V2 (65)
1?7 £
C2
2
Vp : (66)
m

donde M, ? 9.109389 ?210™ KJ es la masa en reposo del electrén,

combinando las tres expresiones para P, Np y Vp se obtiene:

pr 8 o P
3h'm, ¢

0? ap (67)

22

m.C

Esta ecuacion se conoce como la ecuacion de la presion de un gas totalmente
degenerado. Se debe ahora tener en cuenta dos casos:

1?

2.5.1 Caso no relativista para un gas degenerado. (Es decir Py ?? MC), en
este caso:

2 2 ; (68)
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por tanto:

Po 5
P 7 83? *dp ? —8?3"0
3h'm, 15h°m,
Como
3
N 2 5PV
3h

y dado que la concentracion de electrones es:

n’?E
©V

Se puede concluir que:

’)Es Sne

° 2\ 2

Combinando las ecuaciones (69) y (72) se tiene:

h? [9
P? 3/ nd 3|—
20m, * ° \??

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

2.5.2 Caso relativista para un gas degenerado. (Es decir Py ?? M.C), esto

sucede cuando la velocidad del electrén se aproxima a la velocidad de la luz,
debido a que el gas esta sometido a unas condiciones de presién extremas, en
este caso su momentun se aproxima al infinito porque la energia de las particulas

se incrementa, entonces se puede despreciar 1len comparacion con el término

27 2.2
P°/ M:C” de Ia ecuacion (67), es decir

2 7

22 P 2 2 P
?

? ?

(74)



Por lo tanto:

(8¢) A 3 82 cp,’

P2 2p’dp ?

3 | 12h° (75)
Recordando que:
»N33n, 2"°
?—
Y sustituyendo en la ecuacion (75) resulta:
/3
1237
P?=7—2 hcn
87?2 (77

El objetivo es obtener una ecuacion de estado para un gas degenerado. Para esto

se debe convertir la concentracién de electrones N, a densidad ?.se puede

hacer un argumento similar teniendo en cuenta el peso molecular medio. Por cada
masa de hidrogeno, hay un electron. Para el helio y en los elementos mas
pesados hay aproximadamente la mitad de un electron por cada masa de
hidrégeno. Asi:

272X 2.2?2(1? X) 2, ?(1? X
n, 23 % 305707 X) 3, 202 X) -
2m, 2 2 2m, 2 2m,

donde X es la fraccion de masa de hidrégeno, entonces utilizamos esta
expresion para escribir:

Prs ? K. ? >3 Ecuacion de estado para € casonordativista (79)
Pes ? K,?*"° Ecuacion deestado parad casorelativista (80)

en las cuales:
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K, ? (h?/20me)(3/2)%'*(1? X)/2m,?"® y

(81)
K, ? (hc/8)(3/?)*71? X)/2m, 7"

Por lo tanto en un gas degenerado, la presion depende solamente de la densidad
y es independiente de la temperatura. Las enanas blancas y las estrellas de
neutrones son ejemplos de estrellas en las cuales la presién debida a las
particulas puede hacerse comparable con la presion de radiacion.

2.6. FUENTES DE ENERGIA EN EL INTERIOR ESTELAR

En el proceso de fusion nuclear, elementos ligeros se transforman en pesados.
Los productos de estas reacciones poseen una masa que es menor a la suma de
las masas de los elementos iniciales y la diferencia de masa es convertida en
energia bajo la relacion de Einstein:

E ? mc? (82)

La masa de un nucleo siempre es menor que la suma de las masas de sus
particulas constituyentes, a la diferencia se le denomina la energia de ligadura.

Por niicleo esta energia se expresa como:

Q ?%?Zmp ? Nm, ? mZ, N%c? (83)

Donde M, es la masa del protén, M, es la masa del neutron, A es el nimero

atbmico y corresponde a la suma de la carga nuclear Z y el nimero de
r r
electrones N'y M:Z, N ¢ es la masa del nticleo™.

La astrofisica muestra que la particula mas abundante en el sol o las estrellas es
el nacleo del a&tomo de hidrégeno, o sea, el proton, que al fusionarse con otro se
obtiene la fuente principal de energia en el interior solar, que es la conversion de
hidrogeno en lelio. Los dos mecanismos mas importantes en este proceso de

1 Tomado de la pagina de Internet: http://www.shef.ac.uk/physics/people/vdhillon/teaching/
phy213 fusionl.html
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produccion de energia son “el ciclo de Bethe o del carbono” y el “ciclo de
Critchfield o protén- protén”*?,

2.6.1 Ciclo del carbono. A temperaturas inferiores a los 20 millones de grados,
la cadena proton-proton es el principal medio de produccion de energia, pero a

temperaturas mayores, con masas M ?]-,5'\/'?, domina el ciclo del carbono

como fuente de energia estelar. Las reacciones del ciclo del carbono son las
siguientes:

12 1 13
,C22 H'? _N® 27
13 13 0
NB2 CB2,e°77
13 1 14
,CEB2 H'? _N“?22

14 1 15
CN¥2 H'? .0 27

15 15 0
,0®2 _N®?_e°?7?

15 1 12 4
N2 H'? C2?_He

El proceso empieza con la colision de un proton con un ndcleo de carbono, la cual

i 13 . )
produce una particula < N™ con la emisién simultanea de un rayo gamma. La

. 13 L . _
particula 7N decae en un is6topo del carbono, emitiendo un positron y un

neutrino. El positrén se aniquilara con el primer electréon que encuentre, y el
neutrino abandona la estrella. A continuacién, un segundo protdn colisiona con el
is6topo de arbono y se forma un nucleo de nitrégeno comun. El cuarto paso
ocurre cuando otro protdn colisiona con el nitrégeno y forma una particula
_ 15 . o L

inestable 80 , la cual decae formando un is6topo del nitrogeno, con la emision

de un positrén y un neutrino. El paso final ocurre cuando un cuarto protén colisiona

, ., s 12 , .
con el nucleo del isétopo del nitrégeno, formando 6C , mas un nucleo de helio.

En esta reaccion, la cantidad de energia producida por nucleo de helio formado es
de 25,0 Mev.

12 CASTANEDA, Mauricio y Ewert De Geus, Jeannine. Introduccién a la fisica moderna. Bogota:
Universidad Nacional de Colombia, 1997. p. 323-325
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2.6.2 La cadena protén-protén. En las estrellas con masas menores o iguales a

la masa solar, la energia se produce por la cadena proton-proton. Las reacciones
del ciclo proton-protén son las siguientes™>:

1 1 2 0
H2,H? H??2,,°27?
H22 H? He®2?

,He’?,He’? ,He" ? 2(,H")

En el primer paso, dos protones colisionan y producen un deuterdn, un positron y
un neutrino, este Ultimo escapa de la estrella llevandose parte de la energia
producida; el positron se aniquila con un electron y se emiten dos rayos gamma.

El proceso continua con la colision entre el deuterdn y otro proton, de la cual se
forma el helion que es un is6topo del helio, con la emision simultanea de un rayo
gamma. Esta reaccidén es muy rpida; por esta razén no se encuentra abundancia
de deuterones en las estrellas. El ultimo paso se da cuando dos particulas de
helion colisionan y forman helio con la reemision de dos protones.

El esquema de estos ciclos se muestra en la siguiente figura:

13 CASTANEDA, Op. cit., p. 323 - 325
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Figura 1. Esquemas de los ciclos: (a) del carbono y (b) proton-proton.

Tomada del libro de Mauricio Garcia Castafieda & Jeannine Ewert. Introduccién a
la fisica moderna. Pag. 325
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3. ECUACIONES DE LA ESTRUCTURA ESTELAR

El modelo mas simple de una estrella, normalmente est4 descrito por un sistema
de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas y tres ecuaciones algebraicas. Las

ecuaciones diferenciales muestran la variacion de M (r) (es decir, la masa
dentro de una esfera de radio I ), la presion P(r), la emperatura T y la

luminosidad L(I‘) , como funciones de la distancia radial al centro de la estrella.

Las tres ecuaciones algebraicas son: La ecuacién de estado que asocia la presion,
la temperatura, la densidad ? y la composicién quimica; la ecuacién de la

opacidad y por ultimo la ecuacion para la produccion de energia.
3.1 EQUILIBRIO HIDROSTATICO

Considerando una estrella como una esfera gaseosa, y teniendo en cuenta un
cilindro pequefio en el interior de la esfera, se tiene:

Figura 2. Las tres fuerzas que balancean el equilibrio hidrostéatico

(P 2 dP)"dA
¥/r+dr

Gravitacion

La altura del cilindro es dr y la superficie de la base superior e inferior es dA.
Dado que la variaciéon dr es muy pequefa, suponemos una densidad constante
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dentro del cilindro, entonces, existen tres fuerzas que actuan sobre el cilindro cuya
magnitud es :

L
1. Una fuerza hacia arriba sobre la superficie de la base inferior que se denota Fl :

F,? P(r)dA (84)

2. Una fuerza hacia abajo sobre la base superior del cilindro a una distancia
I ? dr , desde el centro de la estrella:

[ [
F, ? ?2P(r 2 dr)dA (85)
3. Una fuerza gravitacional actuando hacia abajo sobre el cilindro:
F, ?7?G = ?(r)drdA (86)

Por equilibrio hdrostatico y teniendo en cuenta Unicamente la magnitud de los
vectores se obtiene:

P(r)dA? P(r 2dr)dA? G |v|(2r) 2(r)drdA? 0 -
r
Y teniendo en cuenta que:
dP
P(r?2dr)?P(r)?—dr
( )?P(r) ar (88)

Reemplazando la ecuacion (88) en la ecuacién (87) resulta:

dP M (r)
a’??G 2 ?(r) (89)

Esta ecuacidén se conoce como la ecuacion de equilibrio hidrostatico (porque se
dedujo originalmente para fluidos); es una de las ecuaciones basicas que
describen la estructura de una estrella®. Implica que ninguna de las variables

4 HERRERA Op. cit., p. 217
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fisicas (macroscopicas) de la estrella cambia rapidamente en el tiempo, y muestra
el equilibrio que existe entre la fuerza asociada a la presion de las particulas
internas hacia la superficie de la estrella y la fuerza gravitacional.

3.2 ECUACION DE CONSERVACION DE LA MASA

La generacion de energia en el interior estelar se debe a la sintesis de elementos
quimicos, sin embargo esta conversion ocurre a una escala tan relativamente lenta
gue considerar la masa total del sol como constante es una buena aproximacion.

Considerando una estrella como una esfera de volumen V y masa M. El
volumen de un elemento esférico contenido dentro de la estrella es:

dv ? 4?2 r%dr (90)

Y la masa contenida dentro de ese elemento es:

dm ??dV ? 4?r*?dr (91)
por lo tanto:
M(r) ? 42r*?(r)dr (92)
0

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacién de conservacion de la masa, donde
M (I’) es la masa incidente en una estrella de radio I vy dM (I‘) es el
incremento de la masa®®.

3.3 ECUACION DE LA PRODUCCION DE ENERGIA

La energia que se genera en el interior de las estrellas es transferida hacia la
superficie y después es irradiada hacia el espacio. En este proceso la energia que
se pierde por radiacion, es compensada por los procesos nucleares que se
presentan en el interior.

Considerando una estrella con simetria esférica en la cual la transferencia de
energia es unicamente radial, es decir, las variaciones temporales no se tienen en

cuenta. Si L(I’) es la tasa del flujo de energia a través de una esfera de radio

> HERRERA, Op. Cit., p. 217
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I (luminosidad) vy L(I‘ ? dl’) es la tasa del flujo de energia a través de una

esfera de radio I 7dI' . Elvolumen de un cascarén esférico esta dado por:

dv ? 4? rzdr (93)
la masa del cascaron sera entonces:
dm ?4?r??dr (94)
la energia liberada por el cascarén se puede escribir:
dL(r) ? 4?r??dr? (95)
donde € es el coeficiente de produccién de energia y se define como la energia
liberada por unidad de masa por unidad de tiempo (\NKg?l) .

Por conservacion de energia se tiene:
dL(r) 2 L(r 2dr)? L(r) ?24?r??dr? (96)
de donde facilmente se puede mostrar que:

a ? 4212?77

97
dr ®7
Esta ecuacion es llamada la ecuacion de la produccién de energia o ecuacion de
luminosidad. Esta ecuacibn muestra que la tasa de producciébn de energia
depende de la distancia al centro estelar®®.

3.4 ECUACION DE TRANSFERENCIA RADIATIVA

La radiacion se propaga a través de un medio material interaccionando con él. Los
fotones de un haz pueden ser absorbidos o dispersados; es asi como la
interaccion materia-radiacion puede afiadir o sustraer energia de un haz de
radiacion. La energia transferida por metro cuadrado por segundo, es decir, el flujo

18 HIGUERA, Mario. Un laboratorio llamado Universo. Bogota: Universidad Nacional de Colombia,
2003. p. 121
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radiativo Frad, se puede expresar en términos del gradiente de temperatura y de

un coeficiente de conductividad radiativa, ?rad cuyas unidades son

2171 oy 21
JIm~s™ °K ™ como sigue:

dT
|:rad ?7?? rada (98)

Los astronomos generalmente trabajan con lo contrario a la conductividad
radiativa conocido como opacidad que mide la disminucién en la intensidad de los
rayos de luz cuando atraviesan un medio, entonces, una estrella con opacidad
baja, puede radiar su energia rapidamente. Esta opacidad ? ., medida en

m *kg °* es definida por:

3
5 5 4acT
S 3?7

(99)

Donde a? 755?107 Jm™ °K ** es la constante de densidad de

radiaciony C es la velocidad de la luz. Combinando las relaciones (98) y (99) se
obtiene:

4acT?® dT
F?2?——
P? dr (100)

Como el flujo y la luminosidad estan relacionados mediante la ecuacion:
L ?24?r%F (101)
Se puede escribir:

2713
5 ?16? acr<T°>dT
3P? dr

L

(102)

De donde se obtiene:
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ar 2oL

dr 162 acr T3 (103)

Esta ecuacién es conocida como la ecuacidén de transferencia radiativa y es el
gradiente de temperatura que se presentaria en una estrella si toda la energia
fuese transferida por radiacion.

3.5. PROCESOS DE ABSORCION Y DISPERSION DE FOTONES

Si un haz de radiacion se propaga a través de un medio en una direccién
determinada, existe una probabilidad de que un fotén sea absorbido o dispersado
(la interaccion radiacion-materia tiene un cardcter estadistico). Existen cuatro
procesos para dispersar y absorber fotones de los cuales tres implican la
desaparicion de un fotén, mientras que el cuarto altera la direccion del fotén?’.

3.5.1 Absorcion limite-limite (linea atdmica de absorcién). Ocurre cuando un
electron se mueve a partir de un nivel de energia a otro con energia mas alta

debido a la absorcién de un  foton. Si la energia de los dos niveleses E, Y E, |

un fotén de frecuencia ? bb Producira una transicion si:

E,?E ? h?bb (104)

Este proceso es responsable de las lineas espectrales visibles en los espectros
estelares que se forman en las atmdsferas estelares. Los atomos estan altamente
ionizados y solamente una fraccién pequefia contiene electrones en sus niveles.
Ademas, la mayoria de los fotones en interiores estelares son tan energéticos que
es probable causar absorciones libres como lo veremos en el segundo proceso.

3.5.2 Absorcion limite libre (fotoionizacion). Este proceso implica la expulsion
de un electron de una 6rbita debido a h absorcion de un fotén. Un fotén de

frecuencia ?bf convertira un electron con energia E1 en un electrén libre con

energia E3 Si:

E; ? E; ? h?y (105)

" COLLINS, George. The fundamentals of the stellar astrophysics. New York: W.H. Freeman And
Company, 2003. p. 80
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Con tal que el fotdn tenga suficiente energia para quitar el electron del atomo o
del ion.

3.5.3 Absorcidn libre-libre (Bremsstrahlung). Ocurre cuando un electrén libre

?

con energia E3 absorbe un foton de frecuencia ¢ # Yy se mueve a un estado de

energia E4, donde:
E,?E, ?h?, (106)

Este proceso ocurre tanto en atmaosferas estelares como interiores estelares.

3.5.4 Dispersién. Es un proceso en el cual un foton colisiona con un nucleo y no

pierde su identidad después de la colisién, y se cumple si la energia del fotdn
satisface:

h? 2?2 mc® (107)
Donde M es la masa de la particula que produce la dispersion.

3.6 TEOREMA DEL VIRIAL

Una de las necesidades inmediatas de este trabajo es determinar el estado fisico
del interior estelar. Ademas de la densidad, y otros parametros, es muy importante
conocer la temperatura del material estelar que puede calcularse si se conoce la
energia total (térmica mas gravitatoria) de una estrella. Si se divide la ecuacion de
equilibrio hidrostéatico entre la ecuacion de la conservacion de la masa, se tiene
que:

P o MO

dM 4t (108)

Donde G ? 6.67259 ? 10" N mng 72 as la constante de gravitacion

universal. Multiplicando ambos lados de la ecuacion por 4?2 , la ecuacion (108)
se puede escribir:

42 r3dP??2G—= M (r) (109)
r
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Integrando esta ecuacién sobre toda la estrella, se encuentra:

P

3NdP ? 7 ’)G

M(r)
r

dMm (110)

El lado izquierdo de esta ultima ecuacion se puede integrar por partes, dando:

M) 4m
"

3PVE? 3’;PdV’>’? sz;

Ve 0

(111)

Dado que la masa en el centro de la estrella es igual a cero, el volumen de la
misma sera igual a cero, y ademas la presion en la superficie de la estrella es
cero. Por lo tanto la ecuacion (111) se puede escribir como:

5 M(r)
3’,‘PdV’> 73 (112)

0 0

Ahora el trabajo realizado para traer un elemento de masa dM desde el infinito
hasta I sera:

M (f)

M (r)
dMdr ? ?G , dm ? d? (113)

'7’15

La energia potencial gravitacional total de la estrella es la integral de la ecuacion
(113), es decir:

? ’?’?fx_;M(r)dM

114
L (114)

Por lo tanto la ecuacion (112) se puede escribir:

Vs
3PdV?? 20

0

(115)
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Esta ecuacién que es de gran importancia en astrofisica se conoce con el nombre
de Teorema del virial y relaciona la energia potencial gravitacional de una estrella
con su energia térmica'®. La ecuacién (115) es el resultado del teorema del virial

generalizado de naturaleza estadistica'®, donde ? 3’: PdV resulta ser el virial de

Clausius, P es la presidn externa sobre la superficie del sistema y dv

representa un elemento de volumen arbitrario tomado en la region donde Pes
aplicada.

Dentro de todas hs interacciones posibles entre las particulas del sistema se
considera solo la gravitacional, para este caso el virial de Clausius coincide con la
energia potencial ? como lo muestra la ecuacion (114).

Una forma alternativa de este teorema puede escribirse como:

2T.?72 20 (116)

Donde TC es la energia cinéticay ? la energia potencial de las particulas.

Una de las aplicaciones directas del teorema del Virial es el célculo de la energia
total de la estrella, de la siguiente manera:

Considerando un elemento de masa dM a una temperatura [ . De la Teoria
Cinética de los gases, la energia cinética media de una molécula en este elemento
es:

3
E? E KT (117)

Donde K es la constante de Boltzmann. Si existen ON moléculas en el
elemento de masa bajo consideracion®. La contribucion de la energia dnética
debido a este elemento de masa esta dado por:

18 Tomado de la pagina de Internet: http://www.shef.ac.uk/physics/people/vdhillon/teaching/
phy213_virial.html

19 GOLDSTEIN, Herbert. Mecanica clasica. Espafia: Reverté, 1979. p. 101

20 CHANDRASEKHAR, Op. Cit., p. 51
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dT, ? %deN ? %RTdm ? %'-Cp ?C, Tdm (118)

pero la energia interna, dU, del elemento de masa es:
du ? cVTdm (119)
de aqui:

dT. 2 g’b 217U 120

Reemplazando en la ecuacién (118) y teniendo en cuenta que:

CP
?7? C. (121)
se obtiene:
73%91J
T, “ E 27?1 (122)

Reemplazando en ZTC ?7? ?0, setiene:
3?21:U 2?2 20 (123)

Teniendo en cuenta que la energia total E es igual a:
E?2U?7 (124)

Entonces, segun las ecuaciones (122) y (123) se deduce que:

P24
E?2?2%8?2?24N ?W? (125)
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A medida que la estrella radia, su energia gravitatoria disminuye (se hace mas
negativa) y, ademds, la estrella se calienta. En el caso de un gas ideal

completamente ionizado (? ? 5/3), parte de la energia liberada en la contraccion
se radia al exterior y otra parte se almacena como energia interna de la estrella
[9]. La energia total de las particulas E (no se incluye fotones) debe ser negativa
pues las particulas que conforman la esfera estan confinadas a ella, esto ocurre
solamente si ? ?4/3 . Para ? ?4/3 la energia total se hace cero y las

particulas, libres de toda interaccibn se mueven con velocidad constante
apartandose unas de otras; por lo tanto es de esperar que ocurran inestabilidades

dindmicas en la esfera si por alguna circunstancia ? cambia stbitamente
alrededor de®! 4/3.

3.7 TEMPERATURA MEDIA MINIMA DE UNA ESTRELLA

Considerando el teorema del virial:

Vs
37PdV 22 20 126)

0

Y dado que el término energia potencial gravitacional ? se puede escribir como:

M(r) 4
27 9 f)G (127)
0 r
Considerando que I ?Ts, esto significa:
(r) M(r) Mg
0 I's 2rs
El teorema del virial puede ahora expresarse de la siguiente manera:
Vs Mg P

O

ZLpINZON, Op. Cit., p. 18
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la presion P en esta ecuacion esta dada por:

P?Pu?Pa (130)

donde Fz,as es la presion del gas y Rad es la presion de radiacion. Asumiendo por

el momento que las estrellas estan compuestas por un gas ideal con presion de
radiacion insignificante, se puede escribir:

kT?
P ? nkT ? ? (131)

donde N es el nimero de particulas por metro cibico, M es la masa media de

las particulas en el material estelar y K es la constante de Boltzmann. Se puede
obtener entonces para el teorema del wirial:

Mg Mg
?7? ?3')Ed|\/| ?3')k—Td|\/|
o - 0

de aqui se puede rescribir la ecuacion (128) como:

Mg 2
22 237X gv 2 Ms 133
s M 2rg (133)
De donde:
M 2
° MZim
AdM ? G2 134
. okr, (134)

la integral del lado izquierdo es la suma de las temperaturas de todos los
elementos infinitesimales dM . La temperatura media de la estrella esta dada por

esta integral dividida entre la masa total de la estrella, Ms, es decir:

Ms

MsTm 7 TdM (135)
0
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Combinando las dos ultimas expresiones, se obtiene una desigualdad que nos
proporciona la temperatura media minima de una estrella:

Msm

?
Tm ?C g (136)

3.8 GENERACION DE LA ENERGIA

Existen tres fuentes posibles de generacion de energia: la contraccion
gravitacional, las reacciones quimicas y las reacciones nucleares.

La teoria cinética de los gases muestra que en un gas ideal la energia cinética de
una particula se obtiene multiplicando KT/?2 por el numero de grados de libertad,
si las particulas se mueven en tres direcciones, se obtiene 3KT/2. La energia

térmica por unidad de volumen esta dada por 3nkT/2, donde N es el nimero

de particulas por unidad de volumeny Kk es la constante de Boltzmann.
De acuerdo con el teorema del virial, se tiene:

VS
37PdV ?2? 20

0

(137)

Si se asume que el material estelar es un gas ideal; se puede sustituir la expresion
P ? nkT en Ia ecuacion (137), para obtener:

VS
370kTdV 2?2 20

0

(138)

Definiendo la energia total térmica de una estrella, U , como la integral sobre todo

el volumen de la energia térmica por unidad de volumen, 3nkT/2, se puede
escribir:

2022 20 (139)
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3.9. TRANSFERENCIA DE ENERGIA

Hay tres maneras por las cuales la energia puede transferirse en las estrellas:

3.9.1 Conveccion. Transferencia de energia por movimiento total de los
elementos del gas.

3.9.2 Conduccién. Transferencia de energia por el intercambio de la misma
durante colisiones entre las particulas del gas (generalmente electrones).

3.9.3 Radiacién. Transferencia de energia por la absorcion o emisién de los
fotones generados en el gas.

La conduccién y la radiacibn son procesos que implican la transferencia de
energia por interaccion directa, entre las particulas en el caso de la conduccion y
los fotones en el caso de la radiacion (transferencia radiativa). La energia cinética

media llevada por una particula con tres grados de libertad es 3KT /2 deducido a
través del principio de equiparticion de la energia, y es comparable con la que

lleva un foton, 7? ; pero la densidad del numero de particulas en una estrella es
mayor que la de fotones. Un foton en un punto del interior de una estrella viaja

. 22 . . .
aproximadamente 10“M antes de ser absorbido o dispersado, mientras que

. . - 710 S
una particula soélo viaja alrededor de 10 M, esto significa que los fotones

tienen un transporte mayor de energia. En la energia transferida por conduccién
el camino libre medio de los electrones no es lo suficientemente largo; este
mecanismo de transferencia de energia es por tanto insignificante en casi todas
las estrellas de la secuencia principal. La radiacién es el mecanismo dominante
del trasporte de energia en la mayoria de las estrellas ya que el camino libre
medio de los fotones es mas krgo. En la transferencia radiativa de energia, los
fotones emitidos en las partes calientes de la estrella son absorbidos en las partes
mas frias; por lo cual existe un gradiente de temperatura, tal que el flujo neto de
radiacion es hacia el exterior de la estrella. Se dice que una estrella esta en
equilibrio radiativo si la energia liberada en su interior es trasferida hacia el exterior
por radiacion?>. En una esfera gaseosa, el gradiente de temperatura esta
relacionado con la luminosidad a través de la siguiente ecuacion:

dT 3 PR L 2
~ 9 ') % r
dr 2 4dac?T? 79374’” 8 (140)

22 pINZON, Op. Cit., p. 26



En donde @ es la constante de radiacion, C la velocidad de la luz, y ? la

densidad. El coeficiente de absorcion por unidad de masa ? depende de la
densidad, temperatura y composicion quimica.

La transferencia radiativa se hace ineficiente cuando el gradiente de temperatura
excede un valor critico; en este caso, se producen movimientos del gas estelar,
gue transportan la energia mas eficientemente. En estos movimientos
convectivos, el gas caliente sube hacia capas mas frias, donde pierde su energia 'y
baja nuevamente. Este ascenso y descenso de los elementos del gas mezclan el
material estelar, y la composicion de las partes convectivas se hace homogénea.
Si, ademas, los cambios de presion debido a los movimientos establecidos en el
fluido son despreciables, es decir, se sigue manteniendo el equilibrio hidrostatico,
se dice que el fluido se encuentra en equilibrio convectivo.

La expresion que determina el gradiente de temperatura para procesos
convectivos y por lo tanto el equilibrio convectivo es:

dr 2 12T dP
B o023
dr vf’ﬂ ?25 dr (141)

Donde Pes la presion del gas y ? esel exponente adiabatico que es la razén

de los calores especificos a presion y a volumen constante Cp/Q/. La ecuacion

anterior se conoce como el gradiente de temperatura adiabatico, y representa el
hecho de que masas de gases en movimiento deben de estar gobernadas por ka
ecuacion de estado adiabatica®®:

1’?‘l
P

T?2P ° (142)

B HIGUERA, Op Cit., p. 123
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4. ECUACION DE LANE-EMDEN DE INDICE N

Adoptando la hipotesis de equilibrio hidrostéatico, se puede considerar la evolucion
espacial de las estrellas, mas no la temporal, debido a que las reacciones
nucleares responsables de la evolucion son muy lentas. De forma que es posible
tratar la evolucion como si esta ocurriese a través de una sucesion de
configuraciones de equilibrio®*.

El modelo para la estructura interna de las estrellas se puede realizar
representandolo en un instante de tiempo, despreciando la derivada temporal de
las ecuaciones de la hidrodinamica.

Casos mas generales tienen lugar cuando la estrella abandona el equilibrio
hidrostatico, 0 mas aun cuando se considera campos magnéticos y rotacion. No se
los considera en este modelo estatico denominado modelo polytrope.

La ecuacion politropica (37) que relaciona la presion local y la densidad en un
cierto punto de la estrella es la siguiente:

n?1

P(r)? K?2(r) " (143)

K es una constante, y N es el indice politrépico que dependen del tipo de
estrella que se desee estudiar y se encuentra ligado con la densidad; como esta
cambia con la evolucién entonces N puede considerarse como un parametro

qgue determina la evolucién de las estrellas. Otra forma de escribir la anterior
ecuacion es:

n?1
P(r) ,?2?2(r)?n
P 3723 (149

c

Donde ?C y Pc son los valores correspondientes a la densidad central y a la

presion central. Introduciendo una funcion auxiliar ? (I’) definida por:

24 PINZON, Op. Cit., p. 38
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1

22(r)?n
?2(r)? 2572 (145)

2?7 72

C

combinando las ecuaciones (144) y (145) se obtiene:

1

2D(r) 777
?(r)? g%:)g (146)
es decir que:
?2(r)? 22" (147)
y
P(r)? P?"™ (148)
derivando la ecuacion (148):
L 2(m2ppr w9

Tomando la ecuacion de equilibrio hidrostético:

dP . GM (r)?(r) r’ dpP
—?7? ? ??2GM(r
dr r? ?2(r) dr () (150)

diferenciando ambos lados de esta Ultima con respecto a I y teniendo en cuenta
la ley de conservacion de masa (91):

d?r® dP(r)?, G dM (r)

—7 : ? ?24? Gr22(r
dr22(n) dr 3 (") (151)

Se encuentra que:
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1d?r®2 d3 . =%
__r)_ ,)K’)(r) n ’279 24?2 G?(r)

r* dr 5?(r) dr 5 (152)
como:
n’?l n?1
2(r) NN 9’) n'> n?l (153)
entonces:
2 .2 2 1 7?7
1A Ao om0 049 Goo" -
r?drg??"dr % (154)
? 1t ?
’) n ? a?
1.d 22 "K2Yr', 0 d?2, 540 Gone
r2dr?2 27" dr ? (155)
?
donde ? ? ')C con el parametro de distancia a igual a:
1
=71
, , (N?DP, J K(n?1)?"
CPRG?? T RG (136)
Al reemplazar (156) en (155) se tiene:
]_ d ? 2 5 ad? ’?? oo

% Al

Definiendo una nueva variable:

(158)

con
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dd  d? dr ad? (159)
d?> ~d21d2d?_. 1 d?

? 7
dr? d?ggd? Adr  a? d?? (160)

Finalmente se obtiene la ecuacion de Lane-Emden que describe la estructura
completa de una estrella polytrope de indice N

1 d2,,d?2
2 27N
22 d?f)g? d??' - (161)

Las condiciones iniciales de esta ecuacion son independientes del indice N :

?2(?770)?1 (162)
d?
kil
2|, 20 (163)

Elvalor de 2 ? O, corresponde también al valor de I ? 0.
4.1. SOLUCION ANALITICA DE LA ECUACION DE LANE-EMDEN

Esta ecuacién es crucial en todos los modelos politrépicos y su solucion analitica

es posible tan solo para algunos casos particulares?®>, N1 7?20, N? 1yn?5.
Para otros valores es necesario utilizar métodos numéricos.

4.1.1 Caso? N ?0. Laecuacién de Lane-Emden es:

d? 2
737 ??° (164)

23 @

la cual después de una primera integracién queda:

% PINZON, Op. Cit., p. 39
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? ?3
?Zd—'?’?'—?A

d? 3

(165)

donde A es una constante de integracién®®. Una segunda integracién conduce a:

72
? ??'—?A?B

6 7

(166)

B esla segunda constante de integracién que al igual que A se determina por la

condicion inicial:

2(220)?1
en el origen asi:
A?0
por tanto:
B?1
entonces:
) 2
2,717 —
6

la funcion ?, tiene su primeraraizen ? ??; donde:

2, ?/6

4.1.2 Caso 72 N?1. Laecuacion (170) queda:

26 CHANDRASEKHAR, Op. Cit., p. 91
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haciendo el cambio de variable:
? 2
X o 47, ig
? d? d? 5"

dx

\>|><
\)|FA

2
37
?
y reemplazando en la ecuacion (170) se tiene:

1 d ?@dx?xg??ﬁ

224?25 d? o5 0 ?

realizando operaciones y reduciendo términos semejantes se obtiene que:

d?x
d??

?x?0

ésta ecuacion tiene por solucion:
X ? Asen? ? Bcos?
luego:

? ?
5 o X o pSEN? , o COS:
? ? ?

d_ .

X
27

(171)

(172)

(173)

(174)

(175)

A y B son constantes que se determinan por la condicion de la ecuacion (167),

asi:
B?0
se tiene que:
2(220)212 A
2
como:

61

(176)



. sen?

??0

entonces:
A?1
y por tanto:
?
?1 " Ssenc:
2 (178)
de esta calculamos la solucion:
2,27 wrs)

4.1.3 Caso 72 N ? 5. para éste caso se deben considerar las transformaciones
de la ecuacion de Lane-Emden, la cuales servirdn para encontrar la solucion
general®’

Transformacién de Kelvin: se introduce una nueva variable X que dependera de
r:

1 d _dxd
o -
75 ? % o ax (180)
asi:
d 1 d , d
P79 WY _
@ a7 X (181)

y sustituyendo en la ecuacién (161) se obtiene la ecuacion de Lane-Emden:

« 47 ? 2?0

X e (182)

2 CHANDRASEKHAR, Op. Cit., p. 93
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Transformacion para las soluciones N ? 3: Kelvin propone una solucion de la

forma:
? ?ax
asi:
?
?'7? d— 2a? xX°7*
dx

?2"?a? 2 20X’
al reemplazar en (182) se llega:
x*a? (2 ?1)x’ 7?2 a"x"”
y reduciendo términos se obtiene:

? (1??)X 72 ?a"x"™

igualando exponentes se observa que:

??227n?

también

?@??)?a™ ?  a?? (1?7 )’»%

utilizando (201) se encuentra que:
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1
5 22(n?3) 7"

? 7 ———'0
5(n?1)% 5 (189)
para N? 3y ? ?1 setiene la solucion:

1
v 2
5 72(n?3) 7

24?29 ———o X
TaAn?Yt S 4o
0, en términos de ? :
1
? 2n21
759,,2(” 3)7 1 .
5(n?1?5 X (191)

2 n?l

Transformacion de Emden: Emden propone una solucion del tipo:

?2?2AX z (192)
entonces:
d? 221 2 dz
— 27?7 AX Tz 7? AX
dx dx
(193)
2 2
d_?,)A,) (? 2DX ?z?2A? "”1$9A d 22
dx? dx dx
reemplazando en (182) se tiene:
2 29 dz 29 d Z
3 72 3 4
A? (’? ’71) Z?2A? X dX’?A dX2 ?2 2A"Xx (194)

aqui se considera normalmente el caso A? @ con la restriccion N?3y ? ?1,
segln (187) setieneque ? ?27? N? | entonces:
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22372 2?1 y ??47n? ?2

sustituyendo estos valores en la relacidon (194), ésta se transforma en:

de z dz

2R x—2?2 (2 ?Dz? A"Z" 20

dx? dx

haciendo un cambio de la variable radial:

1?x?e‘
7

2

x2 ?e*

por lo cual:

t?2Inx??In?

%o%ﬂooi%oeﬂg

dx ~ dt dx x dt dt

2 2 2
d’z e’?tEf)e?t d_Zo? o2t d Zr)e?th_Z

X’ dt? dt? o | G
sustituyendo (197) y (198), (196) toma la forma:

2
E,?d_z,) dz,),) (? ?0Dz? A™Z" ?0

di> = dt dt

con la relacién (188) se puede mostrar que:
A 2a™ 2% 1?2?2): n?1

y reemplazando en (199) se tiene:
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2
d’z, (22 ?1)%?? (1??)z(z"™ ?) 20 (201)

dt?
como:
»n 9192&99192 202
2N?21? n?l (202)
. 9 . 2 1 . y
si N ?5, entonces (201) es igual a cero y por tanto ¢ E , asi la ecuacion (199)
es:
d’z .1
——?>2(z*?1) 20
dt 4
(203)
d?z
— ’? = (1’) ) ?20
dt®* 4
dz
multiplicando a ambos lados por dt se tiene:
?
d 1 dz 7,)_ 20172 2* )_ o0n
dt 532 ’?dt ’? 3 4 dt
en esta ultima se ha utilizado que:
d ?12dz2°?_ dz d?z
— =7 7?7 — (205)

dt 522dt? 5 dt dt?

integrando la ecuacion (204):

13423, 5,1 ’)z(l’) 7Y dz

272dt?
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12dz? 1,1 4
——72 ?2D?=z2°?—2
2 2dt 7 8 24 (206)

E? ?\/ZD’?EZ2 ’?iz6
dt 4 12

enlacual D es una constante de integracion, para buscar una solucion analitica
exacta se debe cumplir que D ? O, asi:

ﬁ??iz 1?1z4

dt 2\/ 3
dz

2?2 ———

1?1z4
V3

haciendo el cambio de variable de integracion:

(207)

1z4 ? sen’?
3

4
4i dz ? 2sen? cos? d?
3z
(208)
dz
4—sen“? ? 2sen? cos? d?
Z

?
dz , 1 cos:

: d?
Zz 2sen?

integrando
ccsc?d? ??7t?C (209)

67



donde C es una constante de integracién, y como:

2,722
4 2 ’?sec 77
2279
—3Intan'>— 3'7—,)—,)7 CC?
d? 2 27 2 2?7 2 (210)
. 2 tan?—7? ?
o 2279

luego (209) queda:

7?72
Intan?—?? ?t ?C
227
(211)
) ot
tan?—>?? Ce’
227

aplicando las identidades trigonométricas:

) M2 ? ’f)
sen<? ? Qsen'?—’?cos’?—’?o
227 227

279
- tan')E'D
2?7 ? 227
Len?—?°?

227 \/ ,2? 2 (212)
1?tan“?—2
227

2?79
cos'?—'?’? 1

227 2?9 (213)
1? tan?2—?
\ 227

el cambio de variable realizado por (208) transforma de la siguiente forma:
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27?7 2

tan®o—?
14262 4 227
3 ,2? rd (214)
31? tan ’)—’)8
227
en virtud de (211) queda que:
2,72t
}z“ ? ac’e
12c2%2?
(215)
2,72t
Z27?77?, 1xC’e
12 c2e72?
y en funcién del cambio de variable realizado en (197), se tiene que:
2 12C2’>2

igualando esta ecuacién con (192) y de acuerdo con las ecuaciones (187) y (189)
para N ? 5 endonde A? A, se tiene:

/1 1
a?.|— . I
> : ? 75 (217)

22 2
92’? 222 \12c22? 1222?19

se obtiene:

1
2

y con la condicién inicial:

69



2(? 20)212%3C? (219)

entonces:

1

C??=

3 (220)

y finalmente:
2. ? 1
17? 1’? 2
3

ésta es la solucion de la ecuacion de Lane-Emden para N ? 5, que tiende a cero
solamente cuando?®;

?2? 7

Algunas cantidades fisicas de Interés que se pueden obtener cuando se conoce la
funcion de Lane-Emden para un indice dado son:

Radio de la estrella:

1
An? DK 22 2
R?a? 2 J DK B 221

Masa de la estrella: a partir de la ecuacion de la conservacion de la masa (92) y
teniendo en cuenta (147) y (158), se calcula la masa encerrada dentro de una

esfera de radio ?:

M (?) ? 42 a’?°??"ad? (222)
0

reemplazando (159) en (222)

28 CHANDRASEKHAR, Op. Cit., p. 94
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?

2) 2 24?2 a°? doZd???

MOy Gy @23
2) 2 ?24? OOZd?O

M(?) 224287252 23 (224)

introduciendo el valor de a en la dltima ecuacion, se obtiene la expresion para la
masa total:

O(nf)l)K')E o d? 2
')2n n
342G 5 ’):p & 2 (225)

Miorar ? 247

\)

eliminando ? se obtiene la forma para K-

n? 3n
K?NGM "RP" (226)
donde N, es el coeficiente numérico:
n?1
? ?2n
? ?
1 ? 4? ?
N, ? ——=77 ?
n?ls ? %’7d’?n 2 79 (227)
o PN :Bd? 8 ?5
8 3 2077 5}8
1 1
Presion central: la expresion general (37) para la presion P2 K? " 2 K?n 2™
como ? ?1len ? ? 0, entonces?
1n
P, ? K?" (228)

29PINZON, Op. Cit., p. 44
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4.2. PROCEDIMIENTO NUMERICO PARA LA SOLUCION

La ecuacion (161) de Lane-Emden se puede escribir como:

d? o opnp2d?

df) 2 r) df) (229)

Esta ecuacidon se resolvera para obtener ?(?), y entonces con las ecuaciones
(147) y (148) las relaciones ?(r)/?. y P(r)/P.. considerando la primera

derivada d? /d? como una funcion ? (7) desconocida entonces:

d?
) ?7?(?) (230)
y
d? (?) 5 opnp 2
o ?7? '7?—'7 (?) (231)

Con las condiciones iniciales ? (? ? 0) ?1 y ? (? ? 0) ?20. g procedimiento
numérico para revolver este problema, se basa en el método del punto medio
(Runge-Kutta) para dos ecuaciones de primer orden entonces:

?y, 2?2 ?20.5d? (232)
Py, 22, 205077 (233)
? 2 ? 2, 20502(??] ?,)—2_? ) (234)
Y luego:
?.,, 77?2 ?2d? (235)
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2 272, 2d?7? oy (236)

? 2 ?
. ?] N

2, 77?7, ?7d? ????i?llz : ?—7 ? 21272 (237)
? fi21/2 ?

Vale la pena notar que la ecuacién de Lane-Emden tiene una singularidad regular

en el origen ?7?0 ya que en este caso tendriamos una divisién por cero, para
evitarla, se realiza un desarrollo en serie de potencias de la funcién ?(?)

alrededor del origen. Las expresiones para ? (7) y ? (7) cerca de ? ?O, se

calculan de la siguiente manera: Se busca las soluciones en forma de serie de
Taylor como una suma de funciones pares e impares:

? ?
221?72 a2 ?2? b2*" (238)
k?1 k?1

las cuales deben cumplir las condiciones (162) y (163), por lo que las potencias
impares desaparecen, entonces:

? ?1?a???a?*?a?°%?...2a°?* (239)
d?
—~ 22a?2%7?24a.?°?6a?°?
d?.2a1. ?4a,?7° 76,7 ?..... (240)

reemplazando estos resultados en la ecuacién (161), se obtiene:
d- 3 5 7 ‘ 2 2 4 6 n
- 2a,7° 24a,7° 263,27 ?....12 7?°(1? a?? ?a,7* 2a,2° ?2....)" (241)

asi:
62,72 ?20a,?* 242a,2°?...2 72?2 ?2na?"* ?.... (242)

para asi obtener:

2 7) 2121929 N o

6 120 (243)
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de las ecuaciones (147) y (148).

74

2(2) 2217272 N0
3 30
El primer paso es hacer que:
2,27
P 4
?,?1?=d??? —d?
6 120
y
2 29 d2 2 L
3 30
Si ?

(244)

(245)

(246)

(247)

“n esconocida, los valores de la densidad relativa y la presion son obtenidos



5. EL PROGRAMA DE CALCULO

Para la elaboracién del programa de computador que realiza los célculos para
encontrar la solucion de la ecuacion de Lane-Emden, se eligié el lenguaje de
programacion Visual Basic Version 6.0 de la empresa Microsoft Corporation del
afio 1998, con licencia académica de uso de la Universidad de Narifio, Namero:
374-8891493 y Numero de Serie: 84091374889149365448; todo esto enmarcado
dentro de las normas y acuerdos legales existentes para el uso de los programas
en los centros educativos.

Se eligié el lenguaje Visual Basic por la facilidad de su manejo, su potencia y
fortaleza computacionales (muy buena precision en calculos numéricos), porque
es un entorno grafico y orientado a objetos.

5.1 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

El programa de calculo de la solucion de la Ecuacion de Lane-Emden esta
configurado de la siguiente manera: inicia con la presentacion general del
programa y los créditos respectivos.

Figura 3. Pantalla de presentacion general del programa.

T SOLLCAON MUKERICA DE LA ECUACION DE LANE - EMOEN

SOLUCION NIMILRICA DE LA TCUACION
DE LANLE EMDEN

y oo DISERO
PABLO EDILSON CERON MUNOZ
MALURICIOC JULRADD DOLRTILLA

ALBERTO QUIJANO YODNIZA
DIDECTOR
T

=

LINFA DF INVESTICACION EN ASTROFISICA
UNIVELRSIDAD DF MADIND
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Una vez esto finaliza, aparece la pantalla principal donde estan los diversos
menus del programa, que muestra la Figura 4

Figura 4. Pantalla principal del programa.

i PRIGRENA DE CALCULDS

CONDICIONES INICIALES ¥ PARADLETROS DEL MODELO
DENCEPOLITROFICO 1 MASA [z RAINOD =

NCREMENT® q00n IMTERACIONES 0]

a8 | [lomemalls pipd] teew | -
o 1 [} (1] o o

O, 0050 DOGDIG 0 000AT  O.0000 00000 D D000

O 000 0 00R0E 0 DSRS0 0000 0 0000 0 0000

00 50 000006 —0 60500 O 0000 00000 O 0000
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En esta pantalla se ofrecen todas las posibilidades del programa: una opcion para
ingresar los datos iniciales y parametros del modelo, el calculo de la solucion de la
ecuacion de Lane-Emden, la presion, densidad, expresados en unidades c.g.s y
la opcién para ver videos sobre estrellas.

La introduccion de los datos para realizar los célculos es muy sencilla:
simplemente se introduce un valor de la masa M, radio R, indice politrope N e
iteraciones en las respectivas casillas, se activa el boton de calculo y se obtienen
los resultados.

Una de las opciones mas interesantes del programa es la que permite la

visualizacion de cada curva ?(?) para cada indice politrépico y la simulacion

respectiva de la estrella, tomando como patron de escala el sol; para ello, se elige
la opcion simular.

Este programa permite calcular la densidad y la presion central donde los

parametros de entrada son la masa total M | el radio R total y el indice polytrope
n.
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Algunas propiedades generales de ?(?) , Son importantes para la interpretacion
de los resultados: por cada valor del indice politropico se obtiene una ecuacion de
Lane-Emden diferente, desde luego otras soluciones de ?(?), teniendo en
cuenta que las condiciones iniciales son independientes del indice 1N .

Para valores del indice N del polytrope entre 0.0 y 5.0, ?(?) es una funcién

estrictamente decreciente que corta al eje ? en un cierto punto cero de ?(n) :
Por ejemplo ?(N?0) ? 2449; para N?1 setiene ?(N?1) ? 3.14159

para N ?5 no hay corte con el eje ? .

Figura 5. Soluciones numéricas de la ecuacion de Lane-Emden para algunos
indices politropes.

0

1,04

2 4 & ) 10 12 14

g

El significado fisico es claro ya que en ese punto ?(?) es nula. Esto significa por
las ecuaciones (147) y (148) que la densidad y la presidén son ceros por lo que se

ha llegado a la superficie de la estrella. Si N es méas grande que 9, no existiria el
punto cero y el modelo no tendria una superficie. La densidad y la presion
tendrian entonces que encontrar un minimo y comienza a aumentar nuevamente,

una situacion fisica sin sentido. Por lo tanto N debe ser un nimero real entre O y
5. El programa resuelve la ecuacién por iteracion hasta que ? (7) sea negativa.
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Encontrar el valor exacto de ?(n) requiere resolver la ecuacion desde ??0

hasta ?7? ?(ﬂ), un proceso potencialmente grande. Por ejemplo utilizando un
incremento d? ? 0.1 para un polytrope de indice N ? 4podr|'a requerir 150
iteraciones. El mismo paso para N? 0 necesita s6lo 25 iteraciones. Encontrado el

punto ?7?7 (n) para el cual ? (7) ?0, se puede hallar los parametros pedidos

en funcion de la masa y el radio totales escogidos por el usuario (ambos
expresados en unidades solares):

AVE
p 2 0.048?10 M

: dinas/cm?
" (n?1)? (n)°R* (248)
1.42M
Pm ? & 9 /cm? (249)
2?2 2(n)
?. 72— *7qg/cm’
©“ 737 (n) g (250)
R
a? ——
Q(n) R»> (251)
Se calcularon los valores de 7 y ? con el programa para varios indices

polytropes y se compard con los resultados del libro de Chandrasekhar2?. Estos
valores exactos se clasifican en muchos libros de estructura estelar. De esta
manera se usaron como una primera prueba para la exactitud del programa. Mirar
la tabla 1. de resultados para N entre 0 y 4.9 junto con el incremento usado en el

programa y el nUmero de iteraciones que se necesitd para encontrar ?

incremento.

con ese

De esta manera se calcula la estructura de un polytrope con el programa y los
resultados que se obtienen para N ? 5 y un incremento d? ? 0.05 cuando se

escoge unamasa M?2M, yradio R? 3R, se encuentra el valor ? ? 3.65, asf
también se obtiene:
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P. ? 4330?10 dinag cm? (252)

? _?0.105185g/cm’ (253)
?. ? 0.630583g/ cm’ (254)
a? 0.8210radiosolar ? 5.714?10°cm (255)

Tabla 1. Resultados de la solucion numérica de la ecuacion de Lane-Emden para
algunos valores de indices politropes.

N | d? | ter. ?(n) ?2?2(n)*? (n)
Chandrasekhar Chandrasekhar
0.0 |0.05 48 2.450 2.449 4,902 4,899
05 |0.05 55 2.752 2.753 3.789 3.787
1.0 | 0.05 62 3.141 3.142 3.141 3.142
15 |0.05 73 3.654 3.654 2.713 2.714
2.0 ]0.10 43 4.356 4.353 2.407 2.411
25 10.10 53 5.362 5.355 2.185 2.187
3.0 [0.10 69 6.911 6.897 2.018 2.018
35 |[0.20 48 9.645 9.645 1.893 1.893
40 |0.05 299 14.983 14.972 1.7977 | 1.797
45 |0.05 637 31.867 31.836 1.738 1.738
49 10.05 3433 |171.686 | 169.47 1.725 1.7335

Algunos valores para el indice politrépico que fueron desarrollados por varios
cientificos son:

N?1.5 Modelo de una estrella completamente de conveccion donde la presion
de radiacién no juega un papel tan importante. Para esto se utilizé el caso no
relativista de una enana blanca degenerada.

N ? 3 El modelo uniforme de Eddington, se utiliz6 para describir una estrella
enana blanca con degeneracion relativista.

Nn?5 Una aproximacion para la distribucion de estrellas en el grupo globular.

Entonces el modelo se calcula desde una cierta distancia cero. Desde luego que
para N ? 5, el punto cero esta en el infinito.
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5.2 CALCULO DE ERRORES

Cuando se realiza calculos numéricos con dispositivos electronicos, bien sea
calculadoras pequefias o computadores, siempre existe la limitacién en cuanto a la
finitud del dispositivo para realizar las diferentes operaciones matematicas
pertinentes. Estas, muy bien pueden ser infinitas y lo concreto del dispositivo exige
gue haya un limite para la maguina en cuanto a las operaciones que realizay a la
precision que puede alcanzar.

Las limitaciones pueden ser de dos tipos: en lo fisico, es decir, en la capacidad del
manejo de las cantidades numéricas del dispositivo en si mismo y en lo légico, es
decir, en la capacidad del lenguaje o programa computacional para manejar
dichas cantidades®. En el caso del presente trabajo, al abordar el problema de la
precision, la parte fisica no se tiene en cuenta, pues los computadores actuales
son muy potentes y rapidos (aunque no con capacidad infinita), por lo que el
analisis se restringe a la capacidad de manejo que tiene el lenguaje en el cual se
realizaron los diversos algoritmos de calculo.

Se desarrollo un algoritmo en el lenguaje Visual Basic 6.0 y se obtuvo como
resultado que el niumero de bits internos significativos de la mantisa de un nimero
real, con los que trabaja el lenguaje es 52; en tanto que el niumero de digitos
significativos precisos que arroja un proceso de céalculo en este lenguaje es de 15.

En la documentacion ofrecida por el programa respecto a la capacidad del manejo
numerico, se reporta los siguientes valores:

1.- Rango de numeros reales negativos de doble precision que puede manejar: (-
1.79769313486232?10°%, -4.94065645841247 ? 10732%).

2- Rango de numeros reales positivos de doble precision:
(4.9406564584124721073%4 1.79769313486232?103%),

Como el numero de digitos significativos del lenguaje es 15, esto significa que en
operaciones de doble precision (numeros reales de coma flotante), todas las
operaciones realizadas ofrecen con seguridad por lo menos 15 cifras que son
exactas. En el caso de las operaciones trigonométricas, el lenguaje Visual Basic
6.0 ofrece también esta excelente precision, que fue comprobada y comparada
con otros programas de calculo. El software de calculo desarrollado para esta
tesis, realiza muchas operaciones trigonométricas; por ello todas las variables y
constantes implementadas en él son de doble precision.

30 AKRITAS, Alkiviadis G. Elements of Computer Algebra with applications. New
York: John Wiley & Sons Inc. 1989. p. 4.
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En la realizacion del programa software se implemento el procedimiento numérico
para la solucién de la Ecuacion de Lane-Emden descrito en la seccion 4.2 que es
un método iterativo.

Comparando los datos mostrados en la tabla 1 con los tomados del libro de
Shandrasekhar “An introduction to the study of stellar structur” y calculando el

error de los ? no es méas grande que aproximadamente 1% para estos valores de

indice politrope, esto muestra que el programa tiene una exactitud razonable para
el incremento usado.
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6. CONCLUSIONES

? En el desarrollo de este trabajo se ha mostrado como obtener informacién de la
estructura de las estrellas utilizando el modelo polytrope. Las estrellas son
sistemas termodinamicos abiertos que no se encuentran en equilibrio. EI modelo
polytrope considera a las estrellas como sistemas abiertos pero en equilibrio. La
ventaja primordial del de este modelo, es la sencillez en el célculo de las variables
fisicas que nos muestran de forma aproximada como se comporta el interior
estelar. Por consiguiente es un modelo simplemente de acercamiento a la
verdadera naturaleza compleja estelar.

? El modelo empleado tiene Unicamente dependencia espacial, es por eso que
para realizar este estudio de la estructura estelar no se tiene en cuenta la
dependencia temporal en las ecuaciones y se considera un modelo estatico.

? El programa que se realiz6 en el lenguaje de programacion Microsoft Visual
Basic 6.0 soluciona de forma muy adecuada la ecuacion de Lane-Emden para
complementar y afianzar el estudio de la estructura de las estrellas. Es una
herramienta muy util desde el punto de vista pedagadgico.

? Se espera que otros estudiantes de Fisica interesados en el problema utilicen
este trabajo como base para futuras investigaciones.
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Anexo A. Cadigo del programa en microsoft visual basic 6.0

Public x, F, H, i, P, d, m, dr, masa, radio, n
Public Fila, Columna

Private Sub CmdCalcular_Click()
Me.MousePointer = 11

Dim verdadero As Boolean
Dim F12, x12, x1, F1, H12, H1
Dim xm, Hm, Fm, Pc, dm, dc, a

Fila=0
Gridl.Clear
Gridl.Rows=2

'titulos de latabla
Gridl.Row = Fila
Grid1.Col =0
Gridl.Text ="i"
Grid1.Col =1
Gridl.Text = "?=r/a"
Gridl.Col =2
Gridl.Text = "?"
Gridl.Col =3
Gridl.Text="?"
Grid1.Col =4
Grid1.Text = "Log (?/?¢)"
Grid1.Col =5
Grid1.Text = "Log (P/P¢)"
Grid1.Col =6

Gridl. Text = "=2*?2*2 "

‘entrada de parametros iniciales dados
n = Val(TxtIndice.Text)

masa = Val(TxtMasa. Text)

radio = Val(TxtRadio.Text)

dr = Val(TxtIncremento.Text)

If n<0Orn>5Then
MsgBox "n DEBE ESTARENTREOY 5"
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Me.MousePointer =0

Exit Sub

End If

x=0

F=1

H=0

i=0
P=F~"(n+1)
d=F~n
m=-Xx*x*H
Fila=Fila+1
Gridl.Row = Fila
Grid1.Col =0
Gridl.Text =i
Grid1.Col =1
Gridl.Text = x
Gridl.Col =2
Gridl.Text=F
Grid1.Col =3
Gridl.Text=H
Grid1.Col =4
Grid1.Text = 1g10(P)
Grid1.Col =5
Grid1.Text = 1g10(d)
Grid1.Col =6
Gridl.Text = m

X =dr

F=1'-x72/6+x"4*n/120
H=-x/3+x73*n/30
i=i+1

P=F~"(n+1)

d=F"n

m=-x*x*H

Grid1l.Rows = Gridl.Rows + 1
Fila=Fila+ 1
Gridl.Row = Fila

Grid1.Col =0
Gridl.Text =i
Gridl.Col =1
Gridl.Text = Format(x, "###0.0000")

87



Grid1.Col =2

Gridl.Text = Format(F, "###0.00000")
Gridl.Col =3

Grid1.Text = Format(H, "###0.00000")
Gridl.Col =4

Gridl.Text = Format(Ig10(P), "###0.0000")
Gridl.Col =5

Grid1l.Text = Format(lg10(d), "##0.0000")
Grid1.Col =6

Gridl.Text = Format(m, "###0.0000")

Fila=Fila+ 1
Gridl.Rows = Gridl.Rows + 1

fila3inicio d ciclo
i=i+1l
verdadero = True
Do
x12=x+05* dr
F12=F+05*dr*H
If F12> 0 Then
[=05*dr* (-FAn-2*H/X)
H12=H +1
xl=x+dr
F1=F+dr* H12
If F1>0 Then
z=dr* (-F12"n-2* H12/x12)
Hl=H+z

P=F17(n+1)
d=F17n
m=-x1* x1* H1

x=x1
F=F1
H=H1

Gridl.Row = Fila

Grid1.Col =0

Gridl.Text =i

Gridl.Col =1

Gridl.Text = Format(x, "###0.0000")
Grid1.Col =2

Gridl.Text = Format(F, "###0.00000")
Grid1.Col =3
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If H=0Then

Gridl.Text=H
Else

Gridl.Text = Format(H, "###0.00000")
End If

Gridl.Col =4

Gridl.Text = Format(lg10(P), "###0.0000")
Grid1.Col =5

Gridl.Text = Format(lg10(d), "###0.0000")
Grid1.Col =6

Gridl.Text = Format(m, "###0.0000")

i=i+1
Else
verdadero = False
End If
Else
verdadero = False
End If

If i > Val(Txtltera Text) Then verdadero = False
Fila= Fila+ 1 'icrementar lavariable fila
Gridl.Rows = Gridl.Rows + 1 ' incrementar las filas de latabla

Loop Until verdadero = False
'GENERA PARAMETROS

If H<>0Then
xm=x-F/H
Else
xm=0
End If

If x<>0 Then
Hm=H+(xm-x)* (-FAn-2*H/X)
Else
Hm=0
End If
Fm=0
Pc = 904800000000000# * masa™ 2/ ((n+ 1) * (HM " 2* radio  4))
dm=1.42* masa/radio” 3
dc=-dn* xm/3/Hm
ud=-xm* xm* Hm
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If xm <> 0 Then

a= 69600000000# * radio / xm 'radio solar 6.96*10cm
Else

a=0
End If

TxtP.Text = Format(Pc, "0.000E+00")
TxtDM.Text = Format(dm, "###0.000000")
TxtDC.Text = Format(dc, "###0.000000")
TxtUm.Text = Format(a, "0.000E+00")
TxtXF.Text = Format(xm, "###0.00000")
TxtX 2f. Text = Format(ud, "###0.0000")

PICGRAFICA.ScaeMode = 3
PICGRAFICA.Scale (-0.2, 1.2)-(12.2, -0.02)
PICGRAFICA.Line (0, 0)-(0, 1.1)
PICGRAFICA.Line (0, 0)-(12, 0)
PICGRAFICA.CurrentX =0
PICGRAFICA.CurrentY = 1.1

For Fila=1To Gridl.Rows - 1
Gridl.Col =1
Grid1l.Row = Fila
If Gridl.Text <>"" Then
px = CDbl(Grid1.Text)
Else
pX =
End If
Gridl.Col =2
Grid1l.Row = Fila
If Gridl.Text <>"" Then
py = CDbl(Grid1.Text)
Else
py =
End If

If px <>"" And py <>"" Then
PICGRAFICA.PSet (px, py), QBColor(0)
End If
Next

Me.MousePointer =0
End Sub

Private Sub CmdSalir_Click()
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End
End Sub

Private Sub Commandl_Click()
Ifn<0Orn>5Then
MsgBox "n DEBE ESTARENTREOQ Y 5"
Me.MousePointer = 0
Exit Sub
End If

If Val(TxtRadio.Text) > 5 Then
factor = 20
Else
factor =1
End If
Picturel.ScaleMode = 3
Picturel.Scale (-5 * factor, 5 * factor)-(5 * factor, -5 * factor)
Picturel.Line (-5 * factor, 0)-(5 * factor, 0), QBColor(0)
Picturel.Line (O, -5 * factor)-(0, 5 * factor), QBColor(0)

'Dibuja e sol

xradio =1

For angulo = 0 To 360
px = xradio * Cos(angulo * 3.1415926536 / 180)
py = xradio * Sin(angulo * 3.1415926536 / 180)
Picturel.PSet (px, py), QBColor(14)

Next

‘Dibujalaestrella
xradio = Val(TxtRadio.Text)
For angulo = 0 To 360
px = xradio * Cos(angulo * 3.1415926536 / 180)
py = xradio * Sin(angulo * 3.1415926536 / 180)
Picturel.PSet (px, py), QBColor(9)
Next
'Dibuja distancia de la estrella deacuerdo a indice politrope
z=(Va(TxtRadio.Text) * Va(Txtindice.Text)) / 5
For angulo = 0 To 360
px = z* Cos(angulo * 3.1415926536 / 180)
py = z* Sin(angulo * 3.1415926536 / 180)
Picturel.PSet (px, py), QBColor(11)
Next
End Sub

Private Sub Form_L oad()
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'‘Alineacion de |las columnas
Gridl.Row =0
Fori=0To6

Gridl.ColAlignment(i) = 4
Next

'‘Ancho de las columnas
Grid1.ColWidth(0) = 800
Grid1.ColWidth(1) = 800
Grid1.ColWidth(2) = 900
Grid1.ColWidth(3) = 1000
Grid1.ColWidth(4) = 1000
Grid1.ColWidth(5) = 1000
Grid1.ColWidth(6) = 1000

titulos de latabla
Grid1l.Row = Fila
Grid1l.Col =0
Gridl.Text =""
Grid1.Col =1
Gridl.Text = "?=r/a"
Gridl.Col =2
Gridl.Text = "?"
Grid1.Col =3
Gridl.Text="?"
Grid1.Col =4
Gridl.Text = "Log (?/?¢)"
Grid1.Col =5
Gridl.Text = "Log (P/P.)"
Grid1.Col =6
Gridl.Text = "=2*?2*2 "

End Sub



Anexo B. Constantes fisicas fundamentales, cantidades astrondmicas y

notacion.

SIMBOLO CONSTANTE VALOR

a constante de densidad de radiacion 7.55x 10 g m3K*

C velocidad de la luz 299 792 458 m st

G constante gravitacional 6.67 x 101 N m? kg™

h constante de Planck 6.62x10°*Js

¢ constante de Planck reducida 1.05x 103 Js

k constante de Boltzmann 1.38 x 102 J°K?

Me masa del electron 9.11 x 10t kg

My masa del atomo de hidrogeno 1.67 x 10%' kg

Na namero de Avogadro 6.02 x 10%° mol*

s constante de Stefan Boltzmann 567 x 108 W m? °K™*

R constante de gas (k/my) 8.26 x 103 I K1 kg?

e carga del electron 1.60 x 10° C

? constante de radiacion 5.76 x 108 W m2 °k™*

L, luminosidad del Sol 3.86 x 10° W

Mo masa solar 1.99 x 10% kg

r radio solar 6.96 x 108 m

Ter temperatura efectiva del sol 5780 °K

parsec (unidad de distancia) 3.09 x 10 m

SIMBOLO NOMBRE

Q calor

T temperatura

P, Pc, Ps, Pas, Prad presion, central, superficial, gas, radiacion

\Y volumen

U energia térmica total

Cp, Cv calor especifico a presion, y a volumen constante

? relacion entre calores especificos

n numero de moles

n indice polytrope

? peso molecular medio

?, ?¢,?m densidad, central, media

? frecuencia

p momentum

XY 7 fraccion de masa de hidrégeno, helio, elementos
T pesados,
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energia

coeficiente de produccidon de energia

electrén, positréon

opacidad

conductividad radiativa

peso molecular medio

energia potencial gravitacional

masa incidente en una estrella de radior

flujo radiativo
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