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DEPARTAMENTO DE FÍSICA
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A Yitsbhey Giraldo Úsuga por su orientación y sugerencias en el desarrollo de la tesis.

A Alfredo Pasaje y Germán Ramos quienes me enseñaron que la única forma de aprender
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2.14. ANOMALÍAS. 35
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RESUMEN

Se realiza un estudio teórico de los modelos interfamiliares, pertenecientes a los modelos
SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X , basado en el modelo estándar de la fı́sica de partı́culas, el cual
trabaja bajo el grupo gauge local SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)y. Se desarrollan los tópicos más
relevantes, como la construcción del contenido fermiónico con sus respectivos números
cuánticos asociados, para la cancelación de anomalı́as; la adquisición de masa de los
bosones y fermiones presentes en dichos modelos mediante el rompimiento espontáneo
de simetrı́a, por último se encuentran las corrientes cargadas y corrientes neutras y con
ellas los acoples de las partı́culas fermiónicas con Zµ

1 y Zµ
2 .



ABSTRACT

A theorical study of inter-families models, belonging to SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X pat-
terns and based under the local gauge group SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y is done, the most
important topics are developed such as the building of fermions contents with their respec-
tive associated quantum numbers, to reach the cancellation of anomalies, the acquisition
of mass from bosons and fermions present in those models trough the spontaneous sym-
metry breaking. Finally, the charged currents y neutral ones and whit them, the couplings
of fermions particles with Zµ

1 and Zµ
2 are found.



INTRODUCCIÓN

El modelo Estándar (ME)de la Fı́sica de partı́culas describe las partı́culas elementales y
sus interacciones a bajas energı́as, los experimentos realizados concuerdan con la parte
teórica del modelo, el cual se presenta bajo el grupo Gauge local SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)Y ,
donde SU(3)C es el grupo de color en el que se basan las interacciones fuertes, conocida
como Cromodinámica Cuántica, y SU(2)L⊗U(1)Y es el grupo de las interacciones Elec-
trodébiles, la forma de las interacciones esta descrita por el requerimiento de invarianza
de norma, es decir por los acoplamientos de los bosones vectoriales, los cuales median
las interacciones con los campos de materia dados por esta simetrı́a.

A pesar de tantos resultados satisfactorios que ha tenido este modelo, pocos fı́sicos lo
aceptan como la teorı́a definitiva que describe las partı́culas elementales y sus interac-
ciones, debido, a que no puede dar cuenta del número de familias fermiónicas que existen,
tampoco explica la violación de paridad de las interacciones débiles, la cual fue observa-
da por primera vez por Wu, Ambler, Hayward, Hoopes y Hudson en 1957, y porqué no
se presenta en las interacciones fuertes y electromagnéticas, y por último no explica la
diferencia de masa tan grande del quark b y el quark t.

En el ME existen una gran cantidad de parámetros libres (19 o 26 dependiendo si se
consideran los neutrinos masivos o no), esto trae como consecuencia que muchas mag-
nitudes observadas, como la masa fermiónica, los ángulos de mezcla, la fase de violación
de CP etc. sean completamente arbitrarias. Pero además, lo que nos hace pensar en ir
más allá del modelo estándar, es todo un recorrido histórico, desde Newton quien unificó la
teorı́a terrestre con la celeste, luego Hamilton quien fusionó la mecánica con la óptica ge-
ométrica, la de Maxwell con la unión electricidad y magnetismo, la de De Broglie onda
partı́cula y hasta Einstein quien unió en la relatividad general los conceptos de Geometrı́a
y Dinámica, es ası́ como siempre se ha buscado teorı́as de unificación y el mejor logro
será unificar las cuatro fuerzas fundamentales en una sola teorı́a.

Nuestra necesidad actual es buscar un modelo más básico, que permita explicar ciertos
fenómenos que han sido observados y de los cuales no se pueden decir nada. Una exten-
sión del modelo estándar se logra añadiendo nuevos campos fermiónicos (introduciendo
neutrinos con quiralidad derecha), otra manera es aumentando el sector escalar a más
de una representación de Higgses, o extendiendo el grupo gauge local. Tomando como
referencia esta última parte se propone el modelo SU(3)C⊗SU(3)L⊗U(1)X , el cual trabaja
a energı́as más altas que el modelo estándar (por lo que en éstos modelos se considera
al modelo estándar como una teorı́a efectiva)1.

El objetivo primordial del trabajo es ir más allá del modelo estándar y realizar un análisis
parcial de los modelos interfamilias, especı́ficamente aquellos modelos cuyo contenido fer-
miónico no posee cargas eléctricas exóticas, conocidos en la literatura como modelos 331.

1Lo que quiere decir que está contenida en una teorı́a más general.
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Para llevar a feliz término el trabajo, se lo ha desarrollado por secciones de la siguiente
manera:

En primera parte se estudia el modelo estándar (ME), asociado con el grupo Gauge local
SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)y , que nos servirá como guı́a para estudiar nuestros modelos.
Posteriormente se realiza un esbozo de los modelos 331, tanto para una sola familia como
interfamilias, luego se presenta el sector bosónico Gauge y el sector escalar que permite
que los bosones y fermiones adquieran masa, y de esa manera calcular las corrientes
asociadas al modelo con sus respectivos acoples y masas fermiónicas. Por último se pre-
sentan las conclusiones del trabajo.
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1. OBJETIVOS

1.1. OBJETIVO GENERAL

Realizar un estudio fenomenológico del grupo gauge local SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X .

1.2. OBJETIVOS ESPECÍFICOS

Hacer un estudio fenomenológico de los modelos interfamiliares.

Calcular las corrientes electromagnéticas y corrientes cargadas y neutras de los mod-
elos de tres familias.

Determinar los acoples de las partı́culas fermiónicas con Zµ
1 y con Zµ

2 , para estos
modelos.
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2. MODELO ESTÁNDAR

2.1. INTRODUCCIÓN ME.

El modelo estándar es una descripción teórica de campos cuánticos para las interacciones
fuertes y electrodébiles a energı́as alrededor de unos 100 Gev, requiere de 19 parámetros
libres o 26, dependiendo si se consideran los neutrinos masivos o no, tales parámetros no
pueden ser explicados por el modelo pero son necesarios en la teorı́a, sin embargo los
procesos descritos por este modelo, han sido tan satisfactorios que parece tener suficiente
contenido para describir todos los datos existentes. El modelo tiene una estructura teórica
que trabaja espléndidamente.2

2.2. QUARKS Y LEPTONES

Los constituyentes fundamentales de la materia son los quarks y leptones, se los conoce
con el nombre en conjunto de fermiones los cuales poseen espı́n semi-entero, hasta ahora
se conocen 3 clases de familias fermiónicas 3, presentadas en el siguiente cuadro:

Cuadro 1: Familias Fermiónicas.

Quarks Leptones
u(up) e(electŕon)

d(down) νe(neutrino− electrónico)
c(charm) µ(muón)
s(strange) νµ(neutrino−muónico)

t(top) τ(tauón)
b(beauty) ντ (neutrino− tauónico)

Donde la masa se incrementa de arriba hacia abajo, los leptones son singletes de color,
mientras que los quarks son tripletes de color, lo cual trae consecuencias en las interac-
ciones fuertes, ya que los quarks pueden interactuar entre ellos.

El modelo estándar se basa en el grupo de simetrı́a gauge SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)Y donde
SU(3)C hace referencia a la cromodinámica cuántica (QCD) y el SU(2)L⊗U(1)Y a la inter-
acción electrodébil.

La primera familia con sus respectivos números cuánticos se presenta en el cuadro 2.

Los números entre paréntesis son los números cuánticos, que son los mismos par las tres
familias, indican como transforman los campos en el gauge SU(3)C , grupo de interacción
fuerte o del color, SU(2)L grupo de isospı́n débil y U(1)Y grupo de la hipercarga débil. En
el modelo estándar

2F. DONOGHUE, Jhon, GOLOWICH, Eugene, HOLSTEIN Barry R. Dynamics Of The Standard Model; Cambridge University Press. 1992.
3HALZEN, Francis, MARTIN, Alan D. Quarks and Leptons; An Introductory Course In Modern Particle Physics; John Wiley y Sons, Inc. 1984.
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Cuadro 2: Primera Familia Fermiónica.

Sector Lept́onico Sector de quarks

Le =

νe
e


L

eR Lu =

u
d


L

uR dR

(1,2,-1) (1,1,-2) (3,2,1
3
) (3,1,4

3
) (3,1,−2

3
)

los campos están proyectados en dobletes izquierdos y singletes derechos, lo cual afecta
el desarrollo del lagrangiano 4, no se incluyen neutrinos derechos ya que en el ME. se los
considera sin masa.

La carga eléctrica biene dada por

Q = T3 +
Y

2
, (1)

Donde la carga Q es el generador del grupo electromagnético U(1)EM , de la misma
manera Y genera el grupo U(1)Y , que al unirlo con la interacción débil resulta el gauge
SU(2)L⊗U(1)Y . 5 La ecuación (1) es conocida como la fórmula de Gell-Mann-Nishijima 6,
donde T3 es la tercera matriz de Pauli.

Weinberg (1967) y Salam (1968), extendieron el modelo anterior a las interacciones elec-
trodébiles, con el fin de incorporar masa a las bosones gauge (W±,Z0). Lo cual se logra
mediante el rompimiento Espontáneo de simetrı́a (descrito más adelante).

2.3. SIMETRÍA

Tanto la estructura algebraica de grupo como las denominadas álgebras de Lie, tiene la
peculiaridad de ser las estructuras matemáticas que describen el concepto clásico de
simetrı́a. La teorı́a de la relatividad restringida es, en último término, una teorı́a de las
simetrı́as del espacio vacı́o y también del tiempo. Incluso, la definición del concepto de
partı́cula, en el contexto de la teorı́a cuántica de campos, tal como la formuló Eugene
Wigner , esta relacionada con la simetrı́a. Fue en 1915 cuando Emmy Noether pudo probar
que toda simetrı́a, origina una ley de conservación.

2.3.1. Simetrı́as en Clásica. La Fı́sica clásica de Galileo y Newton, desarrollada luego por
Lagrange, Hamilton, etc., como la teorı́a especial de la relatividad formulada por Einstein,
descansan para poder desarrollarse, en la postulación implı́cita de simetrı́a en el contexto
del espacio-tiempo. Esta postulación de simetrı́a para la formulación y desarrollo de las

4QUIGG, Chris. Gauge Theories Of The Strong, Weak, And Electromagnetic Interactions; The Benjamin/Cummings Publishing Company, Inc.
1983.

5Propuesto por primera vez en 1961 por Glashow
6HIGGS, P. W. Phys. Lett. 12, 132. 1964.
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leyes de la fı́sica constituye tanto lo que se entiende por homogeneidad e isotropı́a del
espacio, por una parte, como por lo que llamamos uniformidad al transcurrir del tiempo,
por otra.

2.3.2. Simetrı́a en Cuántica. El modelo actual de la fı́sica de partı́culas está descrito por
un gran núnero de simetrás, que predicen tanto propiedades de conservación, como la
existencia de nuevas partı́culas7.

2.3.3. Teorema de Noether: La invarianza bajo traslaciones, espaciales y temporales,
rotaciones y en general transformaciones de Lorentz, conducen a la conservación de el
momentum, energı́a y momentum angular. Entonces, toda simetrı́a continua conlleva a
una ley de conservación fı́sica. En teorı́a de campos la cantidad invariante es la densidad
lagrangiana 8.

Por ejemplo, una transformación de fase en la forma

ψ(x) → eiαψ(x), (2)

donde α es una constante real,

Deja el lagrangiano invariante L = iψ̄γµ∂
µψ − mψ̄ψ lo cual implica la existencia de una

corriente conservada

∂µj
µ = 0, (3)

donde jµ = −eψ̄γµψ denominada corriente electromagética para el electrón de carga −e
nos da la conservación de la carga, es decir:

dQ

dt
= 0, (4)

Desde el punto de vista fı́sico, la existencia de una simetrı́a implica que alguna cantidad
permanezca sin cambio.

2.4. DERIVADA COVARIANTE

Si en la transformación de fase ψ(x) → eiαψ(x) el parámetro α depende de x, es decir
de la posición y del tiempo, el lagrangiano ya no es un invariante. Para solucionar dicho
problema los Fı́sicos introdujeron la derivada covariante, la cual es una extensión de la
derivada parcial ordinaria.

El reemplazo es el siguiente:

Dµ = ∂µ + i
g1

2
BµY, para U(1)Y , (5)

en la derivada aparece un campo Bu correspondiente al campo fotónico, g1 es la constante
de acoplamiento electromagnética,

7GEORGI, Howard. Lie Algebras In Particle Physics; The Benjamin/Cummings Publishing Company, Inc. 1982.
8GUIDRY, Mike. Gauge Fields Theories; An Introduction With Applications; John Wiley y Sons, Inc.1999.
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Dµ = ∂µ+ i
g1

2
BµY + i

g2

2
τiW

i
u, para SU(2)L ⊗ U(1)Y , (6)

donde g2 es la constante de acople débil; hay tres bosones gauge (Wu) y el fotón (Bµ),

Dµ = ∂µ+ i
g′

2
λαGa

µ, para SU(3)C , (7)

donde a = 1, 2, ..., 8 generando 8 campos gauge (Ga
µ) denominados Gluones, g′ es la con-

stante de acoplamiento fuerte.

En las ecuaciones anteriores, τi son las tres matrices de Pauli, λα , α = 1, 2, ..., 8 son las
8 matrices de Gell-Mann; donde se tiene un total de 12 bosones gauge9, de los cuales,
después del rompimiento de simetrı́a, los 8 gluones y el fotón no poseen masa, mientras
que los bosones W± y Z0 adquieren masa.

2.5. EL LAGRANGIANO

La lagrangiana se define para un sistema no relativı́stico como la diferencia entre la en-
ergı́a cinética y potencial.10

L ≡ T − V, (8)

A través de la cual, podemos encontrar la ecuación de Euler Lagrange11.

d

dt

∂L

∂ẋi
− ∂L

∂xi
= 0, (9)

En teorı́a de campos está dada por:

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
− ∂L
∂φ

= 0, (10)

donde L es la densidad lagrangiana dada en función de L(φ, ∂µφ, x
µ).12

2.5.1. Algunos ejemplos de lagrangianos:

Lagrangiano para un campo real de espı́n cero

L =
1

2
(∂µφ)(∂µφ)− 1

2
m2φ2, (11)

si se reemplaza (11) en (10) se obtiene la ecuación de Klein Gordon para partı́culas es-
calares.

�2φ+m2φ = 0. (12)
9ÚSUGA,Yithsbey Giraldo.“El Potencial Escalar EnSU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X Como Extensíon Del Modelo Est́andar” Universidad De

Antioqúıa. 2002.
10ARFKEN,George B. WEBER, Hans J. Mathematical Methods for Physicists, fourth Edition
11GOLSTEIN, Herbert. Mećanica cĺasica
12De aqúı en adelante cuando nos refiramos al lagrangiano se entendará como densidad lagrangiana.
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El operador D’Alembertiano se define como �2 ≡ ∂µ∂µ = ∂2

∂t2
−∇2 el cual es un operador

invariante, φ es la función de onda para una partı́cula escalar.

Lagrangiano para un campo real de espı́n 1/2

L = ψ̄(iγµ∂µψ −mψ), (13)

si lo reemplazamos en la ecuación (10), se encuentra

iγµ∂µψ −mψ = 0, Ecuación de Dirac (14)

donde se han introducido las matrices gamma, ψ es una función de onda para partı́culas
de espı́n 1/2.

Lagrangiano para las ecuaciones de Maxwell

L =
1

4
Fµν − jµBµ, (15)

Fµν = ∂µBν − ∂νBµ es el tensor de campo cinético, a partir del lagrangiano anterior se
encuentran las ecuaciones de Maxwell

−∂σF σθ + jθ = 0; (16)

lo cual deja invariante los lagrangianos bajo transformaciones de fase globales. Ahora,
para que el lagrangiano no varı́e Bajo una transformación de fase local, se recurre a la
derivada covariante, ası́ por ejemplo para partı́culas de espı́n 1/2 el nuevo lagrangiano
toma la forma:

L = iψ̄γµDµψ −mψ̄ψ = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ + g1ψ̄γ
µψBµ −

1

4
FµνF

µν . (17)

El término cinético es agregado con el fin de tener un significado real; el lagrangiano (17)
se relaciona con la parte electromagnética.

Para las interacciones débiles y fuertes estará dado por:

L = (∂µφ+ ig2

~T

2
. ~Wµφ)†(∂µφ− ig2

~T

2
. ~W µφ)− V (φ†φ)− 1

4
~W µν . ~Wµν , (18)

L = q̄(iγµ∂µ −m)q − g′(q̄γµλaq)g
a
µ −

1

4
Ga
µνG

µν
a , (19)

Respectivamente.

Podemos escribir en definitiva el lagrangiano de interacción cinético que rige para el mod-
elo estándar, aprovechando que ya se han introducido los bosones gauge.13

13ÚSUGA, Yithsbey Giraldo. “El Potencial Escalar EnSU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X Como Extensíon Del Modelo Est́andar” Universidad De
Antioqúıa. 2002.
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Lgauge = −1

4
F µνFµν −

1

4
W µν
l W l

µν −
1

4
Gµν
a G

a
µν , (20)

los tensores de campo son:

Fµν = ∂νBµ − ∂µBν, (21)

W l
µν = ∂νA

l
µ − ∂µA

l
ν + g2εjklA

j
µA

k
ν , (22)

Ga
µν = ∂νg

a
µ − ∂µg

a
ν + g′f jkagjµg

k
ν , (23)

los εjkl y f jka son las constantes de estructura asociadas a los grupos SU(2)L y SU(3)C . l
corre de 1 a 3 para los tres bosones de la interacción débil, y ası́ mismo a corre de 1 a 8
para los 8 bosones de la interacción fuerte.

2.6. ROMPIMIENTO ESPONTÁNEO DE LA SIMETRÍA

Para poder romper la simetrı́a y que lo bosones y fermiones adquieran masa, se debe
incluir el siguiente doblete escalar complejo junto con sus números cuánticos:

φ(1, 2, 1) ≡
(
φ†

φ0

)
, (24)

la cual transforma como un doblete en SU(2)L.

El potencial escalar estará dado en función de un escalar real en la forma:

V (φ) =
1

2
µ2φ2 +

1

4
λφ4, λ > 0, φ ∈ R, (25)

se presentan dos casos:

2.6.1. Caso A µ2 > 0. Al derivar en función de φ, se encuentran tres posibles soluciones

para el potencial mı́nimo, φ = 0 y φ = ±
√
−µ2

λ
, pero las dos últimas no pueden ser solu-

ciones, ya que las condiciones µ2 > 0 y φ real, lo prohı́ben, por tanto la solución válida es
φ = 0, dando un potencial en la forma de la figura 1.

2.6.2. Caso B µ2 < 0. A diferencia del caso anterior las soluciones que ahora serán váli-

das para el potencial mı́nimo son φ = ±
√
−µ2

λ
, ya que el extremo φ = 0 no corresponde a

la minima energı́a, la gráfica que lo representa es la figura 2.

para solucionar el inconveniente, lo que se hace es redefinir el campo escalar φmı́nimo = v
14 y hacerlo fluctuar a través de este mı́nimo. 15

φ(x) = v + η(x), (26)
14Libremente se podı́a elegirφmı́nimo = −v ya que se puede obtenerφmı́nimo = v por reflexíon siḿetrica; y viceversa
15HALZEN. Francis. MARTIN, Alan D. Quarks And Leptons; an introductory course In Modern Particle Physics; John Wiley Y Sons, Inc.1984.
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Figura 1: Potencial efectivo para µ2 > 0.

Figura 2: Potencial efectivo para µ2 < 0.

al procedimiento anterior se lo conoce como rompimiento espontáneo de simetrı́a; donde
η representa las fluctuaciones.

Cuando se trabaja con partı́culas cargadas, el campo escalar debe ser un campo comple-
jo, lo cual se logra con dos campos reales, a fin de poder romper la simetrı́a de SU(2) se
necesita cuatro campos reales de la siguiente manera:

φ =
1√
2

(
φ1 + iφ2

φ3 + iφ4

)
, (27)

se escoge el valor esperado del vacı́o en φ3 es decir φ3 = v y φ1 = φ2 = φ4 = 0, lo que
equivale a tener:

φ =
1√
2

(
0
v

)
, (28)

donde v =
√

−µ2

λ
, será el estado base. Entonces
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φ′ =
1√
2

(
0

v + η(x)

)
, (29)

η es el nuevo escalar neutro, el doblete rompe la simetrı́a gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y , de la
siguiente manera

SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y
↓ 〈φ〉

SU(3)C ⊗ U(1)Q,

donde Q es la carga electromagnética, el rompimiento se debe a la constante v que no
sufre ninguna transformación gauge, ya que se relaciona con el valor esperado en el
vacı́o16.

Cuando se rompe espontáneamente una simetrı́a continua, aparecen bosones no ma-
sivos (teorema de Goldstone), pero lo que se quiere es tener bosones masivos para la
interacción electrodébil, para ello se utiliza el mecanismo de Higgs.

2.7. MECANISMO DE HIGGS Y MASAS BOSÓNICAS

El paso final después del rompimiento espontáneo de la simetrı́a gauge local, es el generar
masa a los bosones, lo cual se logra mediante el mecanismo de Higgs. Manipulando el
doblete escalar (29), en términos de 4 campos reales θ1, θ2, θ3, y η, de tal manera que tome
la forma:

φ′ = eiτ.θ(x)/v
(

0
v+η(x)√

2

)
, (30)

haciendo una transformación gauge de la siguiente manera:

φ′ = e−iα.τ/veiτ.θ/v
(

0
v+η(x)√

2

)
=

(
0

v+η(x)√
2

)
, (31)

para llegar a una forma más sencilla del doblete escalar, ya que α = θ; para encontrar la
masa de los bosones W a

µ se reemplaza la ecuación (31) en el lagrangiano

Lescalar = (Dµφ)†(Dµφ)− V (φ†φ), (32)

Donde el campo escalar esta definido en (31), Dµ es la derivada covariante introducida en
(6), entonces

Dµφ =

[
∂µ −

i

2

(
(g2W3 + g1B)µ

√
2W+

µ g2√
2W−

µ g2 (−g2W3 + g1B)µ

)](
0
v+η√

2

)
, (33)

donde W± = W1µ∓W2µ√
2

, operando (Dµφ)†(Dµφ) se encuentra:

16ÚSUGA Yithsbey Giraldo. “El Potencial Escalar EnSU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X Como Extensíon Del Modelo Est́andar” Universidad De
Antioqúıa. 2002
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(Dµφ)†(Dµφ) =
1

2
(∂µη) (∂µη) +

1

4
W+W−g2

2(v
2 + 2vη + η2)

+
1

4
(−g2W3 + g1B)µ (−g2W3 + g1B)µ

(
v2 + 2vη + η2

2

)
,

(34)

se ha encontrado la masa de los dos bosones cargados, pero queda pendiente la masa
del boson neutro, para ello se utiliza la parte (−g2W3 + g1B)µ(−g2W3 + g1B)µ escrita en
forma de matriz

(−g2W3 + g1B)µ(−g2W3 + g1B)µ =
(
W3µ Bµ

)( g2
2 −g2g1

−g2g1 g2
1

)(
W µ

3

Bµ

)
(35)

al diagonalizar la matriz se obtienen los nuevos campos

Zµ =
−g1Bµ + g2W3µ√

g2
1 + g2

2

, Aµ =
g2Bµ + g1W3µ√

g2
1 + g2

2

, (36)

finalmente se encuentra que el lagrangiano escalar esta dado por:

Lescalar =
1

2
(∂µη)(∂µη) + µ2η2 +

1

4
g2
2v

2W+
µ W

µ− +
1

8
v2(g2

1 + g2
2)ZµZ

µ

+
1

2
g2
2vηW

+
µ W

µ− +
1

4
vη(g2

1 + g2
2)ZµZ

µ +
1

4
g2
2η

2W+
µ W

µ−

+
1

8
η2(g2

1 + g2
2)ZµZ

µ + ..., (37)

los bosones intermediarios tienen la siguiente masa

MW± =
g2v

2
, MZ =

√
g2
1 + g2

2

2
v, (38)

respectivamente. El campo de Higgs fı́sico η 17 ha adquirido una masa de
√

2µ, y el campo
ausente en (37) no posee masa, correspondiente al fotón.

En resumen, el lagrangiano describe los bosones vectoriales Wµ con masa; mediante
el mecanismo de Higgs se pierden los bosones no masivos (bosones de Golstone), per-
diéndose grados de libertad, pero aparecen bosones vectoriales masivos, los cuales crean
un grado de libertad más a los bosones, igualando los grados de libertad; “es como si los
bosones vectoriales se comieran los bosones escalares y se adueñaran de sus grados de
libertad ”18.

2.8. ACOPLES CON EL HIGGS

Los acoples con el Higgs fı́sico η y los bosones vectoriales, se encuentran del lagrangiano
dado en la ecuación (37) con los resultados

17Part́ıcula que aun no ha sido descubierta
18HALZEN, Francis. MARTIN Alan D. Quarks and Leptons; An Introductory Course In Modern Particle Physics; John Wiley y Sons, Inc. 1984.
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g(WWη) =
g2
2v

2
, g(WWηη) =

g2
2

4
, (39)

g(ZZη) = v
4
(g2

1 + g2
2), g(ZZηη) = 1

8
(g2

1 + g2
2),

g1 con g2 están relacionados de la siguiente manera

tan(θW ) =
g1

g2

, (40)

donde θWes el ángulo de mezcla electrodébil.

2.9. MASA PARA LOS FERMIONES

Para encontrar la masa fermiónica, se debe construir el lagrangiano de Yukawa, el cual
acopla el sector escalar con el sector fermiónico, para que sea un invariante la suma de
las hipercargas de cada término debe ser cero

LY ukawa = LY ukawa(leptones) + LY ukawa(quarksu,d), (41)

donde

LY ukawa(leptones) = −Ge
¯̀
LφeR −GeēRφ

†`L

= −Gev√
2
ēe− Geη√

2
ēe, (42)

LY ukawa(quarks,u,d) = −Gdq̄LφdR −Guq̄Lφ̃uR −Gdd̄Rφ
†qL −GuūRφ̃

†qL

= −Gdv√
2
d̄d− Guv√

2
ūu− Gdη√

2
d̄d− Guη√

2
ūu, (43)

φ̃ es el isodoblete escalar conjugado en la representación 2, dado en la forma

φ̃(1, 2,−1) = iτ2φ
∗ =

(
φ̄0

−φ−
)
, (44)

donde φ+∗ ≡ φ− y φ̄0 ≡ φ0∗. φ̃ transforma de la misma manera como lo hace φ bajo la
simetrı́a SU(2)L.

De las dos ecuaciones (42) y (43) se encuentra que las masas tienen el siguiente valor:

Me =
Gev√

2
, Mu =

Guv√
2
, Md =

Gdv√
2
, (45)

Para el electrón e, quark u y quark d respectivamente.

Los coeficientes Ge, Gu y Gd son reales, puesto que la fase puede ser absorbida en los
singletes derechos.
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2.10. CORRIENTES

Para encontrar tanto las corrientes cargadas como las neutras, necesitamos escribir el
lagrangiano fermiónico, el cual se escribe en general de la siguiente forma

Lf = ¯̀
Lγ

µiDµ`L + q̄Lγ
µiDµqL + ēRγ

µiDµeR + ūRγ
µiDµuR + d̄Rγ

µiDµdR (46)

Al reemplazar la derivada covariante para singletes dada en la ecuación (5) y la derivada
covariante para dobletes ecuación (6) se encuentra que el lagrangiano de fermiones para
el modelo estándar es:

Lf = ¯̀
Lγ

µi∂µ`L + q̄Lγ
µi∂µqL + ēRγ

µi∂µeR + ūRγ
µi∂µuR + d̄Rγ

µi∂µdR término cinético

+ g2√
2

[
W+
µ (ν̄eLγ

µeL + ūLγ
µdL) +W−

µ (ēLγ
µνeL + d̄Lγ

µuL)
]

corrientes cargadas

+
1

2
[(g2W3 + g1Y`B)µν̄eLγ

µνeL + (g2W3 + g1YqB)µūLγ
µuL

+(−g2W3 + g1Y`B)µēLγ
µeL + (−g2W3 + g1YqB)µd̄Lγ

µdL

+g1YeBµēRγ
µeR + g1YuBµūRγ

µuR + g1YdBµd̄Rγ
µdR
]
 corrientes neutras (47)

El lagrangiano anterior pertenece al lagrangiano de fermiones para la primera familia del
modelo estándar, donde Y`,Yq,Ye,Yu y Yd, son las hipercargas correspondientes a cada
doblete (Y`,Yq), y cada partı́cula (Ye,Yu y Yd), valores presentados en la tabla (2), al reem-
plazar estos valores y además de tener en cuenta las relaciones (36) y escribir por como-
didad las funciones trigonométricas asociadas al ángulo de mezcla electrodébil θW como
cos θW = CW y sen θW = SW . se obtienen las corrientes neutras Jµ(EM) y Jµ(Z) asociadas
con el Hamiltoniano

H0 = eAµJ
µ(EM) +

g2

CW
ZµJ

µ(Z), (48)

donde

Jµ(EM) = −ēγµe+ 2
3
ūγµu− 1

3
d̄γµd,

Jµ(Z) = Jµ,L(Z)− S2
WJ

µ(EM), (49)

La carga eléctrica toma el valor de e = g1g2/
√
g2
1 + g2

2 > 0, Jµ(EM) es la corriente electro-
magnética, y Jµ,L(Z) es la corriente de quiralidad izquierda

Jµ,L(Z) =
1

2
(ν̄eLγ

−µνeL − ēLγ
µeL + ūLγ

µuL − d̄Lγ
µdL). (50)

Las anteriores corrientes dan cuenta de una amplia variedad de procesos que involucran
interacciones electromagnéticas y débiles19.

19FRAMPTON, Paul H. Gauge Field Theories; The Benjamin/Cummings Publishing Company, Inc. 1987.

31



2.11. MODELO CON DOS FAMILIAS FERMIÓNICAS

Cuadro 3: Segunda Familia Fermiónica.

Sector Lept́onico Sector de quarks

Lµ =

νµ
µ


L

µR Lc =

c
s


L

cR sR

(1,2,-1) (1,1,-2) (3,2,1
3
) (3,1,4

3
) (3,1,−2

3
)

Como los números cuánticos de la segunda familia fermiónica (cuadro (3)), son los mismos
de los de la primera familia, tan solo se duplica los resultados de la sección anterior;
pero al construir el lagrangiano de Yukawa las posibilidades se incrementan , entonces
un modelo que abarque las dos primeras familias fermiónicas, arroja como resultado el
siguiente lagrangiano para quarks u,c

LY (quarksu,c) = −yuuūR(φ̃†Lu)− yucūR(φ̃†Lc)− ycuc̄R(φ̃†Lu)− yccc̄R(φ̃†Lc) + h.c

= − v√
2

(
ū c̄

)
R
U−1
R UR

(
yuu yuc
ycu ycc

)
U−1
L UL

(
u
c

)
L

+ ...,
(51)

ha sido necesario introducir las matrices unitarias UR y UL para poder diagonalizar la
expresión anterior 20

UR

[
− v√

2

(
yuu yuc
ycu ycc

)]
U−1
L =

(
mu 0
0 mc

)
, (52)

con

UL =

(
cos θu sin θu
− sin θu cos θu

)
, (53)

las cantidades mu,mc son las masas para los quarks u′(up) y c′(charmed), y están rela-
cionados con los campos no fı́sicos u y c en la forma(

u′

c′

)
L

= UL

(
u
c

)
L

. (54)

De la ecuación (52) se encuentra después de una cierta cantidad de álgebra

yuu =

√
2

v
mu cos θu; ycu =

−
√

2

v
mc sin θu; (55)

yuc =
√

2
v
mu sin θu; ycc =

√
2
v
mc cos θu.

20El sector lept́onico no presenta mezclas entre los distintos campos, ya que en nuestro modelo los neutrinos no poseen masa
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De la misma forma se tiene para los quarks d,s

LY (quarksd,s) = −yddd̄R(φ̃†Lu)− ydsd̄R(φ̃†Lc)− ysds̄R(φ̃†Lu)− ysss̄R(φ̃†Lc) + h.c

= − v√
2

(
d̄ s̄

)
R
D−1
R DR

(
ydd yds
ysd yss

)
D−1
L DL

(
d
s

)
L

+ ...,
(56)

donde

DL =

(
cos θd sin θd
− sin θd cos θd

)
, (57)

se encuentra

ydd =

√
2

v
md cos θd; ysd =

−
√

2

v
ms sin θd; (58)

yds =
√

2
v
md sin θd; yss =

√
2
v
ms cos θd,

las masas de los quarks d′(down)y s′(strange); md y ms respectivamente, están definidos
por (

d′

s′

)
L

= DL

(
d
s

)
L

. (59)

Las corrientes cargadas toman la forma

LW−f = − g2√
2
[W+

µ (...+ ūLγ
µdL + c̄Lγ

µsL)] + h.c

= − g2√
2
W+
µ

[
...+

(
ū c̄

)
L

(U †
RUL)γµ(D†

LDL)

(
d
s

)]
+ h.c

= − g2√
2
W+
µ

[
...+

(
ū′ c̄′

)
L
γµ(ULD

†
L)

(
d′

s′

)]
+ h.c

(60)

llegamos ası́ al ángulo de Cabibbo θc = (θu− θd)21, y a la matriz que mezcla los quarks d′y
s′22

ULD
†
L =

(
cos θc sin θc
− sin θc cos θc

)
. (61)

2.12. MODELO CON TRES FAMILIAS

Vale la pena mencionar la tercera familia representada por:
Ahora podemos mezclar los tres tipos de quarks

LY ukawa = −ūLmuuR − d̄LmddR + h.c (62)
21N. Cabbibo,Phys. Rev. Lett. 10, 531.1963.
22ÚSUGA, Yithsbey Giraldo, “El Potencial Escalar EnSU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X Como Extensíon Del Modelo Est́andar” Universidad De

Antioqúıa.
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Cuadro 4: Tercera Familia Fermiónica.

Sector Lept́onico Sector de quarks

Lτ =

ντ
τ


L

τR Lt =

t
b


L

tR bR

(1,2,-1) (1,1,-2) (3,2,1
3
) (3,1,4

3
) (3,1,−2

3
)

donde mu = diag(mu,mc,mt), md = diag(md,ms,mb). Para poder encontrar las masas de
estas partı́culas se utiliza la relación mu = ULm

′
uURy md = DLm

′
dDR, siendo UyD matrices

unitarias.

De igual manera como en el caso para dos familias se encuentra la corriente cargada de
quarks

LW−quarks = − g2√
2

W+
µ

(
ū c̄ t̄

)
L
γµ(ULD

†
L)

ds
b


L

+ h.c

 (63)

donde VCKM = ULD
†
L es la matriz unitaria que mezcla los tres sectores de quarks, cono-

cida como la matriz de Cabibbo-kobayashi-Maskawa(CKM)23.

2.13. CROMODINÁMICA CUÁNTICA (QCD)

Al incluir al grupo gauge SU(3)C las expresiones anteriores no se alteran para nada,
se conoce que el color en la QCD, es como la carga eléctrica en la interacción electro-
magnética, cada quark viene en tres colores, red(r), blue(b) y green(g), los cuales pueden
interactuar entre sı́ mediante los gluones, que son las partı́culas intermediarias en la QCD,
hay ocho(8) de ellos a lo largo de la representación SU(3)C .

El lagrangiano de color se define como:

Lcolor = −1

4
Ga
µνG

µν
a + ψ̄(iγµDµ −m)ψ, (64)

dondeDµ es la derivada covariante para el triplete dada en (7), otra caracterı́stica es que la
simetrı́a no se rompe, ya que los bosones correspondientes no tienen masa, quienes son
los responsables de la interacción fuerte que hace que los quarks permanezcan unidos
para formar nucleones. Los generadores del grupo SU(3)C son las ocho matrices de Gell-
Mann las cuales obedecen el álgebra.

[λa, λb] = 2ifabcλc (a, b, c = 1, 2, ..,8) (65)

23RYDER, Lewis H. Quantum Field Theory; Second Edition. Cambridge University press. 1996.
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2.14. ANOMALÍAS

Gracias al rompimiento espontáneo de simetrı́a, se logró demostrar que el modelo estándar
es una teorı́a renormalizable,para el caso de los bosones intermediarios masivos; aho-
ra queda por demostrar si esta libre de anomalı́as, 24 las cuales fueron descubiertas
por Adler(1969-1970), Bell y Jackiew (1969) al estudiar el álgebra de corrientes. Las
anomalı́as surgen cuando una simetrı́a clásica, no es un simetrı́a cuántica, la condición de
invarianza gauge requiere que las anomalı́as se cancelen, por tal motivo cuando se impo-
nen que sean igual a cero derivan en relaciones matemáticas entre los números cuánticos
del contenido fermiónico; más explı́citamente la sumatoria de las hipercargas de las famil-
ias fermiónicas debe ser cero.

Las anomalı́as presentes son:

[SU(3)c]
2U(1)Y : −2a+ b+ c = 0;

[SU(2)L]2U(1)Y : −3a− d = 0;

[Grav]2U(1)Y : −6a+ 3b− 2d+ e = 0;

[U(1)Y ]3 : −6a3 + 3b3 + 3c3 − 2d3 + e3 = 0. (66)

de estos términos se encuentran los valores de las hipercargas para que la anomaĺıa se
cancele, con valores positivos para estados de quiralidad derecha y negativos para los
de quiralidad izquierda. Se obtienen los siguientes valores de hipercargas a = 1/3, b =
4/3, c = −2/3, d = −1 y e = −2 lo que hace que el modelo este libre de anomalı́as y por
tanto renormalizable.

24CHENG, Ta-Pei. And LI, Ling-Fong. Gauge Theory Of Elementary Particle Physics; Clarendon Press. Oxford. 1989.
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3. GENERALIDADES DE LOS MODELOS SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X

3.1. INTRODUCCIÓN

Existen Varias maneras de ampliar el modelo estándar, podemos adicionar nuevos cam-
pos fermiónicos, aumentar el sector escalar a más de una representación de Higgs, o
alargar el grupo gauge local. Escogiendo como base la última forma, muchos autores 25 y
en varias versiones han propuesto, el grupo de simetrı́a SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X , como
el que unifica parcialmente las interacciones débiles y fuertes; muchos de estos modelos
26 poseen inconsistencias fı́sicas, como anomalı́as gauge, corrientes derechas a bajas en-
ergı́as, corrientes neutras que cambian sabor, violación de universalidad etc.

Se asume que el grupo gauge electrodébil SU(3)C ⊗ U(1)X ⊃ SU(2)L ⊗ U(1)Y , además
asumimos que los quarks de quiralidad izquierda son tripletes de color, y los leptones de
quiralidad derecha son singletes de color, transforman bajo las dos representaciones fun-
damentales (3 y 3∗). Los modelos 331 se dividen en dos clases, la primera, son los mode-
los donde las anomalı́as se cancelan para una sola familia, y la otra donde las anomalı́as
se cancelan por interrelación entre familias. 27 Los modelos presentados son de tipo vec-
torial.

3.2. MODELOS DE UNA SOLA FAMILIA

La expresión más general para el generador de carga eléctrica en SU(3)L⊗U(1)X es una
combinación lineal de los tres generadores del grupo gauge.

Q = aT3L +
2√
3
bT8L +XI3, (67)

donde TiL = λiL/2; λiL son las matrices de Gell-Mann para SU(3)L, normalizadas como
Tr(λiλj) = 2δij;I3 = Dg(1, 1, 1) es la matriz unidad 3x3; a y b son parámetros arbitrarios
que serán encontrados aquı́.

Al colocar a = 1 da el isospı́n usual de la interacción electrodébil, y ası́ hemos fijado el
primer valor. De ese modo la ecuación (67) permite un número infinito de modelos en el
contexto de la teorı́a 331, lo cual se lı́mita mediante una serie de condiciones que veremos
más adelante.

Por relación con el isodoblete SU(2)L para una familia, iniciemos con la definición del
triplete para SU(3)L

χL =

ud
q


L

ψL =

e−νe
l


L

,

25ALBRIGTH, C.H. JARLSKOG, C. TJIA, M. Nucl. Phys. B86,535. 1974.
26De aqúı en adelante se nombraran como modelos 331.
27SINGER, M. VALLE, W. F. y SCHETCHTER, J. Phys. Rev. D22, 738. 1980;
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donde qL y lL son singletes en SU(2)L, para quarks y leptones respectivamente. Ahora si
los números cuánticos de (SU(3)L, U(1)X) para χL y ψL son (3, Xχ) y (3∗, Xψ) respectiva-
mente, entonces usando la ecuación (67), se encuentra la relación

Xχ +Xψ = Qq +Ql = −1

3
, (68)

donde Qq y Ql son los valores de carga eléctrica de los singletes qL y lL en SU(2)L , en
unidades de valor absoluto de la carga electrónica.

En órden de cancelar la anomalı́a [SU(3)L]3, se necesitan dos anti-tripletes leptónicos en
SU(3)L con números cuánticos (3∗, Xi), i = 1, 2, con sus correspondientes componentes
derechos. Cada uno de estos multipletes incluye un doblete en SU(2)L y un singlete de
nuevos leptones, los quarks ucL, d

c
L,y q

c
L son anti-tripletes de color, y singletes en SU(3)L,

con números cuánticos en U(1)X dados por Xu, Xd, y Xq, además si cancelamos la
anomalı́a [SU(3)L]3, La hipercargaXα con α = χ, ψ, 1, 2, u, d, q, ... deber ser fijada mediante
las ecuaciones (67) y (68). Las anomalı́as de los vertices [SU(3)C ]2U(1)X , [SU(3)L]2U(1)X ,
[Grav]2U(1)X y [U(1)X ]3 para que se cancelen, se deben cumplir las siguientes relaciones:

[SU(3)C ]2U(1)X : 3Xχ +XU +Xd +Xq = 0

[SU(3)L]2U(1)X : 3Xχ +Xψ +X1 +X2 = 0

[Grav]2U(1)X : 9Xχ + 3XU + 3Xd + 3Xq + 3Xψ + 3X1 + 3X2 +
∑

SinglXls = 0

[U(1)X ]3 : 9X3
χ + 3X3

U + 3X3
d + 3X3

q + 3X3
ψ + 3X3

1 + 3X3
2 +

∑
SinglX

3
ls = 0

Donde Xls son las hipercargas de los singletes leptónicos derechos cargados, necesarios
con el fin de tener una teorı́a consistente.

Ya hemos dicho que tenemos un número infinito de posibles modelos, que se caracterizan
por el valor de b; cuyo valor es el principal factor que determina el valor de las cargas
eléctricas de las partı́culas extras. Pero a fin de excluir partı́culas con cargas eléctricas
exóticas, es decir que en nuestro modelo solo se permiten quarks con carga eléctrica
±2/3 y ±1/3, y leptones con carga ±1 y 0; entonces el parámetro b bajo estas condiciones
únicamente toma el valor de ±1/2 con equivalente sector gauge.

Un modelo libre de anomalı́as es el modelo A, el cual posee un quark extra D de carga
eléctrica Qq = QD = −1/3 para b = 1/2, lo que implica que Ql = 0, por tanto se origina
un nuevo leptón neutro N0

1L. De la ecuación (67) se encuentra Xq = Xd = 1/3, Xu = −2/3,
para encontrar las restantes hipercargas se utilizan las ecuaciones (68) y las relaciones
de anomalı́as, obteniendo Xχ = 0, Xψ = −1/3,

∑
SinglXls = 0 y X1 + X2 = 1/3, por la

condición de las cargas leptónicas ±1 y 0, se tiene la solución X1 = −1/3, X2 = 2/3 y
Xls = 0 con el último resultado podemos concluir, que no necesitamos leptones derechos
cargados en este modelo para cancelar las anomalı́as.

El modelo A es el siguiente:
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Cuadro 5: Modelo A.

Sector de Quarks.

χL =


u

d

D


L

ucL dcL Dc
L

(3,3,0) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1, 1/3)

Sector de Leptones.

ψL =


e−

νe

N0
1


L

ψ1L =


E−

N0
2

N0
3


L

ψ2L =


N0

4

E+

e+


L

(1,3∗,−1/3) (1,3∗,−1/3) (1,3∗, 2/3)

Donde los números cuánticos son los que se encuentran entre paréntesis, para SU(3)C ,
SU(3)L, y U(1)X , respectivamente. Este modelo se encuentra libre de anomalı́as.28

El modelo que se presenta a continuación tiene los mismos multipletes de quarks que los
usados en el modelo A, pero organizados de una manera diferente. Donde se utiliza el
quark extra q = U de carga eléctrica Qq = QU = 2/3, donde b = −1/2, lo que implica la
aparición de un nuevo leptón con carga Ql = −1; las partı́culas del nuevo modelo son:

Cuadro 6: Modelo B.

Sector de Quarks.

χL =


u

d

U


L

dcL ucL Uc
L

(3,3,1/3) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1,−2/3)

Es otro modelo para un sola familia libre de anomalı́as, que ha sido estudiado en la liter-
atura.29

28PONCE, William A. FLÓREZ, Júan Bautista, ŚANCHEZ, Lúıs A. International Journal of modern Physics A, Vol.17, No.5. 2002.
29SINGER, M. VALLE, J. W. F. y SHETCHTER, J. Phys. Rev. D22, 738. 1980

38



Sector de Leptones.

ψL =


e−

νe

E−
1


L

ψ1L =


N0

1

E+
2

νce


L

ψ2L =


E−

2

N0
2

E−
3


L

e+
L E+

1L E+
3L

(1,3∗,−2/3) (1,3∗, 1/3) (1,3∗,−2/3) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)

Existen otros modelos para una sola familia, en los que las cargas de los quarks son −2/3
o 1/3, pero genera leptones con cargas 1/3 y −2/3 respectivamente, lo que corresponde
a leptones con cargas eléctricas exóticas, en forma similar se pueden tener modelos con
Ql = 1 lo que produce Qq = −4/3 es decir quarks con cargas eléctricas exóticas, lo cual
es excluido de los modelos tratados aquı́. 30.

3.3. MODELOS INTERFAMILIAS

En algunos casos los modelos para una sola a familia son incapaces de cancelar la
anomalı́a, por lo que se debe recurrir a las tres familias, donde la tercera familia es tratada
de manera diferente a las otras dos, o las tres familias son tratadas independientemente.

Un ejemplo de modelos interfamilias es el modelo C, el cual resulta de combinar el modelo
A, con el B (se reemplaza 3 ↔ 3∗ en el modelo B a fin de asegurar una única derivada
covariante).

Cuadro 7: Modelo C.

Sector de Leptones, para α = e, µ, τ ;

ψαL =


να

α−

E−
α


L

α+
L E+

αL

(1,3,-2/3) (1,1,1) (1,1,1)

Las anomalı́as desaparecen para este contenido fermiónico. Otro modelo con caracterı́sti-
cas similares es el modelo D, que se estudiará en detalle en la sección 5.

A pesar de que los modelos nombrados no permiten la masa de los neutrinos, han ex-
plicado algunos hechos experimentales de los neutrinos solares. 31 (Para un análisis más
detallado de neutrinos derechos en los modelos 331 mirar Ref.32).

30Un modelo que tiene cargas eléctricas ex́oticas se estudia en: PISANO, F. PLEITZ, V. Phys. Rev. D46, 410. 1992.
31KITABAYASHI, T. phys. Rev. D64, 2001.
32LONG, Hoang Ngoc Institute of Theorical Physics, National Centre for Natural Science and Technology, P.O. Box 429,Bo Ho,Hanoi 10000

Vietnam. 1995
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El sector de quarks para a = 1, 2, que representa las dos primeras familias es:

χaL =


da

ua

Ua


L

uacL dacL Uac
L

(3,3∗, 1/3) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1,−2/3)

Tercera familia de quarks.

χ3L =


u3

d3

D


L

uc3L dc3L Dc
L

(3,3,0) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1, 1/3)

3.4. OTROS MODELOS

Consideremos otros modelos 331 sin cargas eléctricas exóticas para b = 1/2. Comence-
mos definiendo los conjuntos cerrados de multipletes fermiónicos 33 :

S1=[(να, α
−, E−

α );α+;E+
α ] con números cuánticos (1, 3,−2/3); (1, 1, 1); (1, 1, 1);

S2 = [(α−, να, N
0
α);α

+; ] con números cuánticos (1, 3∗,−1/3); (1, 1, 1);

S3 = [(d, u, U);uc; dc;U c] con números cuánticos (3, 3∗, 1/3); (3∗, 1,−2/3);
(3∗, 1, 1/3); (3∗, 1,−2/3);

S4 = [(u, d,D); dc;uc;Dc] con números cuánticos (3, 3, 0); (3∗, 1, 1/3);
(3∗, 1,−2/3); (3∗, 1, 1/3);

S5 = [(e−, νe, N
0
1 ); (E−, N0

2 , N
0
3 ); (N0

4 , E
+, e+)] con números cuánticos (1, 3∗,−1/3);

(1, 3∗,−1/3); (1, 3∗, 2/3);

S6 = [(νe, e
−, E−

1 ); (E+
2 , N

0
1 , N

0
2 ); (N0

3 , E
−
2 , E

−
3 ); e+;E+

1 ;E+
3 ] con números cuánticos

(1, 3,−2/3); (1, 3, 1/3); (1, 3,−2/3); (1, 1, 1); (1, 1, 1); (1, 1, 1).

La cancelación de anomalı́as es presentada en el cuadro (8):

Se observa de la tabla que el modelo A es representado por (S4 + S5), el modelo B es
(S3 + S6) y el modelo C por (3S1 + S3 + 2S4); pero no son las únicas estructuras que se
pueden construir libres de anomalı́as. Otras estructuras son:

(S1 +S2 +S3 +S4), (2S4 + 2S5), (2S3 + 2S6) y (S3 +S4 +S5 +S6) que son modelos para dos
familias, pero modelos que no son realistas.

33Cerrado en el sentido en que se incluyen en cada conjunto las antipartı́culas de las partı́culas cargadas.
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Cuadro 8: Anomalı́as para Si

Anomaĺıas S1 S2 S3 S4 S5 S6

[SU(3)c]2U(1)X 0 0 0 0 0 0

[SU(3)L]2U(1)X -2/3 -1/3 1 0 0 -1

[Grav]2U(1)X 0 0 0 0 0 0

[U(1)X ]3 10/9 8/9 -12/9 -6/9 6/9 12/9

Modelos para tres familias tenemos:
Modelo D: (3S2 + S3 + 2S4)
Modelo E: (S1 + S2 + S3 + 2S4 + S6)
Modelo F: (S1 + S2 + 2S3 + S4 + S6)
Modelo G: (2S4 + 2S5 + S3 + S6)
Modelo H: (S4 + S5 + 2S3 + 2S6)
Modelo I: 3(S4 + S5)
Modelo J: 3(S3 + S6)
A demás del modelo C.

Los modelos a desarrollar son el D y el F, que se diferencian entre sı́, en el hecho, que el
modelo F posee más contenido fermiónico y las tres familias so tratadas independiente-
mente.

Se puede obtener modelos de cuatro, cinco familias etc. pero como en el caso de dos
familias no son del todo realistas.34

34PONCE, William A. FLÓREZ, Júan Bautista, ŚANCHEZ Lúıs A. International Journal of modern Physics A, Vol.17, No.5. 2002.
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4.SECTOR ESCALAR Y SECTOR BOSÓNICO

4.1. INTRODUCCIÓN

Para romper la simetrı́a adecuadamente se necesita un sector escalar apropiado, en forma
general el sector escalar es muy simple, permite encontrar las masa de los bosones gauge
además de la masa de los fermiones. La meta es romper la simetrı́a SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗
U(1)X → SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y → SU(3)C ⊗ U(1)Q, lo que implica la existencia de 8
bosones de Golstone los cuales deben estar contenidos en el sector escalar de la teorı́a;35

y 9 partı́culas restantes por determinar.

4.2. SECTOR ESCALAR

Necesitamos tres tripletes de escalares de Higgs complejos para romper la simetrı́a, lo
que implica tener nueve escalares complejos y 18 reales, dados por

φ1(1, 3
∗,−1/3) =

φ−1φ0
1

φ
′0
1

 con VEV 〈φ1〉 =

 0
0
V

 (69)

φ2(1, 3
∗,−1/3) =

φ−2φ0
2

φ
′0
2

 con VEV 〈φ2〉 =

 0
v√
2

0



φ3(1, 3
∗, 2/3) =

 φ0
3

φ+
3

φ
′+
3

 con VEV 〈φ3〉 =

 v′√
2

0
0


Con la escala de jerarquı́a de masa V � v ∼ 250GeV , escala de masa electrodébil, siendo
v′ ' v. Los escalares neutros son:

φ0
1 =

φ0
1R + iφ0

1I√
2

,

φ
′0
2 =

φ
′0
2R + iφ

′0
2I√

2
,

φ
′0
1 = V +

φ
′0
1R + iφ

′0
1I√

2
,

φ0
2 = v +

φ0
2R + iφ0

2I√
2

,

φ0
3 = v′ +

φ0
3R + iφ0

3I√
2

.

(70)

35GOLSTONE, J. Nouv.Cim. 19,154 1961.
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La parte real φRes conocida como un escalar CP-par ó escalar puro, y la imaginaria φI
como CP-impar ó pseudoescalar. 36

El potencial más general renormalizable que incluye φ1, φ2 y φ3 es:

V (φ1, φ2, φ3) = µ2
1φ

†
1φ1 + µ2

2φ
†
2φ2 + µ2

3φ
†
3φ3 +

µ2
4

2
(φ†1φ2 + h.c) + λ1(φ

†
1φ1)

2

+ λ2(φ
†
2φ2)

2 + λ3(φ
†
3φ3)

2 +
λ4

2
[(φ†1φ2)

2 + h.c] + λ5(φ
†
1φ1)(φ

†
2φ2)

+ λ6(φ
†
1φ1)(φ

†
3φ3) + λ7(φ

†
2φ2)(φ

†
3φ3) + λ8(φ

†
1φ2)(φ

†
2φ1) + λ9(φ

†
1φ3)(φ

†
3φ1)

+ λ10(φ
†
2φ3)(φ

†
3φ2) +

1

2
[λ11(φ

†
1φ1)(φ

†
1φ2) + λ12(φ

†
2φ2)(φ

†
1φ2) + λ13(φ

†
3φ3)(φ

†
1φ2)]

+
1

2
[λ14(φ

†
1φ3)(φ

†
3φ2) + fεijkφ

i
1φ

j
2φ

k
3 + h.c].

(71)

A partir de este potencial se logra hallar el espectro de masas, para el sector escalar
cargado, para el CP-par y CP-impar, encontrando la masa de los higgses y con ellas los
acoples con los bosones W±, Z0. Que se recomienda sea realizado en un proyecto futuro.

4.3. SECTOR BOSÓNICO

Hay un total de 17 bosones Gauge en el grupo en concideración; un campo Gauge Bµ

asociado con U(1)X , correspondiente al fotón, 8 campos gluónicos para SU(3)C , los cuales
permanecen sin masa después del rompimiento de simetrı́a, Y otros ocho asociados con
SU(3)L que podemos escribirlos de la siguiente manera (b = 1/2):37

1

2
λαA

µ
α =

1√
2

 Dµ
1 W+µ K+µ

W−µ Dµ
2 K0µ

K−µ K̄0µ Dµ
3

 , (72)

donde Dµ
1 = Aµ3/

√
2 + Aµ8/

√
6, Dµ

2 = −Aµ3/
√

2 + Aµ8/
√

6, y Dµ
3 = −2Aµ8/

√
6. λi, i = 1, 2, ..., 8

son las 8 matrices normalizadas de Gell-Mann. El operador de carga eléctrica para el
modelo es:

Q =
λ3

2
+

λ8

2
√

3
+XI3, (73)

Q∗ = −λ3

2
− λ8

2
√

3
+XI3,

I3 es la matriz unidad 3x3.

Ahora, para romper la simetrı́a y generar masa de los bosones necesitamos el lagrangiano
de Higgs que se define como:

36Simonetta Filipi, PONCE, William A. y ŚANCHEZ Lúıs A.
37PONCE, William A. FLÓREZ, Júan Bautista, ŚANCHEZ, Lúıs A. International Journal of modern Physics A, Vol.17, No.5. 2002.
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LH = (Dµφi)
†(Dµφi)− V (φ) φi = φ1, φ2, φ3, (74)

La derivada covariante para los tripletes de SU(3)L es

Dµ = ∂µ − i
g2

2
λαA

µ
α − ig1XB

µ, para la representación 3, (75)

D̄µ = ∂µ − i
g2

2
λ̄αA

µ
α − ig1XB

µ, para la representación 3∗. (76)

Con λ̄α = −λ∗α = −λTα , g2 y g1 son las constantes de acople de SU(3)L y U(1)X ; X es la
hipercarga.

Reemplazando el sector escalar y aplicando las derivadas anteriores encontramos

LH =
g2
2

4
(v

′2 + 2V 2)K−
µK

+
µ +

g2
2

4
(v

′2 + v2)W−
µ W

+
µ +

g2
2

4
(v2 + 2V 2)K0

µK̄µ
0

+
V 2

4

[√
2g2D3µ +

2

3
g1Bµ

]2

+
v2

8

[√
2g2D2µ +

2

3
g1Bµ

]2

+
v
′2

8

[√
2g2D1µ −

4

3
g1Bµ

]2

− V (φ).

(77)

De donde se obtienen las masas de los bosones fı́sicos cargados

M2
W± =

g2
2

4
(v2 + v

′2), M2
K± =

g2
2

4
(2V 2 + v

′2), M2
K0K̄0 =

g2
2

4
(2V 2 + v2). (78)

Para encontrar la masa neutra, tomamos la segunda parte del lagrangiano dado en ecuación
(77); que al reemplazar los valores de Dµ

1 ,Dµ
2 y Dµ

3 se obtiene el término de masa

M = V 2

(
g1B

µ

3
− g2A

µ
8√

3

)2

+
v2

8

(
2g1B

µ

3
− g2A

µ
3 +

g2A
µ
8√

3

)2

+
v
′2

8

(
g2A

µ
3 −

4g1B
µ

3
+
g2A

µ
8√

3

)2

.

(79)
Esta ecuación es conveniente escribirla en forma de matriz, ya que se necesita encontrar
los autovalores,

M =
g2
2

4

(
A3 A8 B

)
µ


v2+v

′2

2
−v2+v

′2

2
√

3
−(v

2+2v
′2

2
)δ

−v2+v
′2

2
√

3
v2+8V 2+v

′2

6
−(−v

2+4V 2+2v
′2

2
√

3
)δ

−(v
2+2v

′2

2
)δ −(−v

2+4V 2+2v
′2

2
√

3
)δ (v

2

2
+ V 2 + 2v‘2)δ2


A3

A8

B

µ

. (80)

El δ se define como δ = 2g1/3g2.

Se encuentra que un valor propio es cero, lo que corresponde a la masa del fotón. De este
valor propio se halla que su correspondiente vector propio es:(

3δ
2

√
3δ
2

1
)
Z. (81)
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Donde Z se encuentra normalizado como Z = 1/(1 + 3δ2)1/2 y se define SW = 3δ/2(1 +
3δ2)1/2, entonces el campo fotónico hallado de (81) será:

Aµ = SWA
µ
3 + CW

[
Tw√

3
Aµ8 +

(
1− T 2

w

3

)1/2

Bµ

]
, (82)

un conjunto ortonormal al campo fotónico es:

Z
′µ = −

(
1− T 2

W

3

)1/2

Aµ8 +
TW√

3
Bµ. (83)

Se requiere un tercer campo, el cual debe ser ortonormal a los dos anteriores, este es:

Zµ = CWA
µ
3 − SW

[
TW√

3
Aµ8 +

(
1− T 2

w

3

)1/2

Bµ

]
, (84)

SW y CW son el seno y el coseno del ángulo de mezcla electrodébil ,SW =
√

3g1/
√

3g2
2 + 4g2

1,
y por consiguiente TW = SW/CW .

se hallan dos nuevos campos fı́sicos bosónicos neutros, los cuales están definidos a través
del ángulo de mezcla θ, y Zµ,Z ′

µ.

Zµ
1 = Zµ cos θ + Z ′

µ sen θ

Zµ
2 = −Zµ sen θ + Z ′

µ cos θ.
(85)

El ángulo de mezcla se lo encuentra de:

tan(2θ) =

√
12CW (1− T 2

W/3)1/2[v2(1− T 2
W )− v

′2(1 + T 2
W )]

3(v2 + v′2)(1− T 2
W/3)− C2

W [8V 2 + v2(1− T 2
W )2 + v′2(1 + T 2

W )2]
, (86)

Además se puede hallar la hipercarga Y asociada con el boson gauge.

Y µ =

[
TW√

3
Aµ8 + (1− T 2

W

3
)1/2Bµ

]
. (87)

En el ĺımite θ → 0, la masa del boson neutro es MZ = MW±/CW , y Zµ
1 = Zµ es el boson

gauge del modelo estándar, que se obtiene cuando V → ∞ ó v
′2 = v2(C2

W − S2
W ). En

general θ puede ser diferente de cero, aunque su valor sea muy pequeño, se determina
desde la fenomenologı́a para cada modelo en particular.38

38PONCE, William A. FLÓREZ, Júan Bautista, ŚANCHEZ, Lúıs A. International Journal of modern Physics A, Vol.17
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5. MODELO D

5.1 INTRODUCCIÓN

Las corrientes fermiónicas son diferentes para cada modelo, en esta parte del trabajo
se encuentran las corrientes para el modelo D,39 y las masas de las partı́culas, para lo-
grar dichos objetivos necesitamos desarrollar dos tipos de lagrangianos, el lagrangiano de
fermiones y el lagrangiano de Yukawa, respectivamente. Ya que la parte escalar y bosónica
es la misma para todos los modelos 331, con las corrientes y masas queda desarrollado
en parte el modelo D.

5.2. DEFINICIÓN DEL MODELO

El modelo D, esta conformado de la siguiente manera:

Cuadro 9: Modelo D.

Sector de quarks. Con a = 1, 2, para las dos primeras familias de quarks;

χaL =


ua

da

Da


L

ucaL dcaL Dc
aL

(3,3,0) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1, 1/3)

el sub-ı́ndice 3 me representa la tercera familia.

χ3
L =


d3

u3

U


L

uc3L dc3L Uc
L

(3,3∗, 1/3) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1,−2/3)

Las tres generaciones leptónicas transforman como un antitriplete de SU(3)L, donde el
sector leptónico es:

39SINGER, M. VALLE, J. W. F. e y SCHECHTER, J. Phys. Rev. D22, 738. 1980
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ψαL =


α−

να

N0
α


L

α+
L

(1,3∗,−1/3) (1,1,1)

dondeα = e, µ, τ .

5.3. CORRIENTES CARGADAS

Por analogı́a con el modelo estándar, el lagrangiano de fermiones para partı́culas car-
gadas se define como:

Lf = χ̄aLiγ
µDµχ

a
L + χ̄3

Liγ
µDµχ

3
L + ψ̄αLiγ

µDµψ
α
L, (88)

reemplazando la derivada covariante de SU(3)L, y teniendo en cuenta la representación
que trabaja cada multiplete se obtiene la interacción entre los campos vectoriales cargados
y los fermiones para el modelo D.

HCC =
g2√
2

[W+
µ (ūaLγ

µdaL − ŪLγ
µd3L − ν̄αLγ

µα−L )

+K+
µ (ūaLγ

µDa
L − ŪLγ

µd3L − N̄0
αLγ

µα−L )

+K0
µ(d̄

a
Lγ

µDa
L − ŪLγ

µu3L − N̄0
αLγ

µναL) + h.c]

(89)

a = 1, 2 y α = e, µ, τ , u1L = quark u , u2L = quark c, u3 = quark t, d1L = quark d, d2L =
quark s, d3 = quark b, D1L = quark extra D, D2L = quark extra S, U = quark extra T .

Se puede notar que en la ecuación anterior, tiene contenida la corriente débil del modelo
estándar.

5.4. CORRIENTES NEUTRAS

Para hallar las corrientes neutras, es necesario retomar las definiciones de campos en-
contrados en sección anterior, ecuaciones (82,83,84), para el fotón Aµ,Zµ, y Z ′

µ respecti-
vamente, de las cuales despejamos Aµ8 , y Aµ3 , para encontrar:

Bµ =
TW√

3
Z ′
µ − (3− T 2

W )1/2SW√
3

+ (3− T 2
W )1/2CW√

3
Aµ. (90)

Lo anterior se reemplaza en el lagrangiano de interacción. Que para el modelo se define

Linteracción = +χ̄aLγ
µ(i∂µ + g2

2
λαAαµ + g1XQBµ)χaL quarks izquierdos

+
∑

qaR=uaR,daR,DaR
q̄aRγ

µ(i∂µ + g1XqaR
Bµ)qaR quarks derechos

+χ̄3Lγ
µ(i∂µ − g2

2
λTαAαµ + g1X3Bµ)χ3L tercera familia

+
∑

χ3R=u3R,d3R,UR
χ̄3Rγ

µ(i∂µ + g1Xχ3R
Bµ)χ3R quarks derechos
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+ψ̄αLγ
µ(i∂µ − g2

2
λTαAαµ + g1XψBµ)ψ

α
L leptones izquierdos

+ᾱRγ
µ(i∂µ + g1XαRB

µ)αR leptones derechos . (91)

Donde las hipercargas X, están definidas en el cuadro (9), χ son los tripletes de quarks,
q los singletes de quarks, ψL triplete izquierdo de leptones y αR singlete derecho de lep-
tones.

Podemos encontrar el Hamiltoniano asociado a las corrientes neutras, como se hizo en el
modelo estándar.

H0 = eAµJ
µ(EM) +

g2

CW
ZµJ

µ(Z) +
g1√
3
Z ′µJµ(Z ′), (92)

Las corrientes neutras son:

Jµ(EM) =
2

3
(ūaγ

µua)−
1

3
(d̄aγ

µda)−
1

3
(D̄aγ

µDa)−
1

3
(d̄3γ

µd3)

+
2

3
(ū3γ

µu3) +
2

3
(ŪγµU)− (ᾱ−γµα−)

=
∑
f

f̄γµqff,

Jµ(Z) =JµL(Z)− S2
WJ

µ(EM),

Jµ(Z ′) =TWJ
µ(EM)− JµL(Z ′),

(93)

Donde e = g2SW = g1CW
√

1− T 2
W/3 > 0, es la carga eléctrica, qf es la carga eléctrica de

los fermiones f en unidades de e, Jµ(EM) es la corriente electromagnética.

Las corrientes izquierdas son:

JµL(Z) =
1

2

[
ūaLγ

µuaL − d̄aLγ
µdaL − d̄3Lγ

µd3L + ū3Lγ
µu3L − ᾱ−Lγ

µα−L + ν̄αLγ
µναL

]
=
∑
f

f̄Lγ
µT3ffL,

JµL(Z ′) =S−1
2W (ūaLγ

µuaL − d̄3Lγ
µd3L − ᾱ−Lγ

µα−L )

+ T−1
2W (d̄aLγ

µdaL − ū3Lγ
µu3L − ν̄αLγ

µναL)

− T−1
W (D̄aLγ

µDaL − ŪLγ
µUL − N̄0

αLγ
µN0

αL)

=
∑
f

f̄Lγ
µT9ffL,

(94)

en la cual S2W = 2SWCW , T2W = S2W/C2W , C2W = C2
W − S2

W , T3f = Dg(1/2,−1/2, 0) es la
tercera componente del isospı́n débil, actuando en la representación 3 de SU(3)L (nega-
tiva para la representación 3∗), y T9f = Dg(S−1

2W , T
−1
2W ,−T

−1
W ) es una matriz 3x3 que actúa

en la representación 3 (para la representación 3∗ es negativa). Jµ(Z) es la generalización
de la corriente neutra, que también se haya presente en el modelo estándar.
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Ahora encontremos el Hamiltonianio de corrientes neutras; en la ecuación (92) se reem-
plaza Z ′

µ, Zµ que se despejan de (85),

Z ′µ = Zµ
1 sen θ + Zµ

2 cos θ

Zµ = Zµ
1 cos θ − Zµ

2 sen θ,
(95)

El hamiltoniano neutro es:

HNC =
g2

2CW

2∑
i=1

Zµ
i

∑
f

f̄γµ[aiL(f)(1− γ5) + aiR(f)(1 + γ5)]f

=
g2

2CW

2∑
i=1

Zµ
i

∑
f

f̄γµ[g2(f)iV − g2(f)iAγ
5]f,

(96)

Donde

a1L(f) = cos θ(T3f − qfS
2
W )− g1 sen θCW

g2

√
3

(T9f − qfTW ),

a1R(f) = −qfSW
(

cos θSW −
g1 sen θ

g2

√
3

)
,

a2L(f) = − sen θ(T3f − qfS
2
W )− g1 cos θCW

g2

√
3

(T9f − qfTW ),

a2R(f) = qfSW

(
sen θSW +

g1 cos θ

g2

√
3

)
,

(97)

y

g2(f)1V = cos θ(T3f − 2qfS
2
W )− g1 sen θ

g2

√
3

(T9fCW − 2qfSW ),

g2(f)2V = − sen θ(T3f − 2qfS
2
W )− g1 cos θ

g2

√
3

(T9fCW − 2qfSW ),

g2(f)1A = cos θT3f −
g1 sen θ

g2

√
3
T9fCW ,

g2(f)2A = − sen θT3f −
g1 cos θ

g2

√
3
T9fCW ,

(98)

hay que tener en cuenta que f̄LγµfL = f̄γµ 1
2
(1−γ5)f y ası́ mismo fRγµfR = f̄γµ 1

2
(1+γ5)f ,

al comparar con el modelo estándar, se observa que el ME esta contenido en las ecua-
ciones anteriores ya que g(f)ME

1V = T3f−2qfS
2
W , y g(f)ME

1A = T3f . Los valores de giV , giA; i =
1, 2 se presentan en los cuadros (10,11). Otra manera de probar que el ME. esta contenido
en el modelo D, es haciendo que θ = 0 los acoples de Zµ

1,2 para los fermiones son los que
se hayan en el ME.40

40Un estudio detallado del modelo A, se presenta en: PONCE, William A. FLÓREZ, Júan Bautista, ŚANCHEZ, Lúıs A. International Journal of
modern Physics A, Vol.17, No.5. 2002.
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Cuadro 10: Acoples de Zµ
1 → f̄f.

f g1V g1A

u1,2 cos θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 4

3
S2
W

)
cos θ

2
− sen θ

2(4C2
W−1)1/2

d1,2 cos θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 1

3
S2
W

)
− cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
D1,2

2
3
cos θS2

W − sen θ
(4C2

W−1)1/2

(
−1 + 5

3
S2
W

) sen θC2
W

(4C2
W−1)1/2

d3 cos θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− cos θ

2
+ sen θ

2(4C2
W−1)1/2

u3 cos θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
+ sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2

+ 1
3
S2
W

)
cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
U cos θ

(
−4

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1− 7

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

α− cos θ
(
−1

2
+ 2S2

W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2S2

W

)
− cos θ

2
+ sen θ

2(4C2
W−1)1/2

να
cos θ

2
+ sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
N0
α − sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W − sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

Cuadro 11: Acoples de Zµ
2 → f̄f.

f g2V g2A

u1,2 − sen θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 4

3
S2
W

)
− sen θ

2
− cos θ

2(4C2
W−1)1/2

d1,2 − sen θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 1

3
S2
W

)
sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
D1,2 −2

3
sen θS2

W − cos θ
(4C2

W−1)1/2

(
−1 + 5

3
S2
W

) cos θC2
W

(4C2
W−1)1/2

d3 − sen θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
sen θ

2
+ cos θ

2(4C2
W−1)1/2

u3 − sen θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
+ cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2

+ 1
3
S2
W

)
− sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
U − sen θ

(
−4

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1− 7

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

α− − sen θ
(
−1

2
+ 2S2

W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2S2

W

)
sen θ

2
+ cos θ

2(4C2
W−1)1/2

να − sen θ
2

+ cos θ
(4C2

W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
− sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
N0
α − cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W − cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

donde 1, 2, 3, las tres familias de quarks y α = e−, µ−, τ−, la parte leptónica.

50



5.5. MASAS FERMIÓNICAS

El sector escalar introducido la sección 4, no solo rompe la simetrı́a de una manera cor-
recta, si no que produce términos de masa para los fermiones de los modelos 331 sin
cargas eléctricas exóticas.

Para el modelo D, se tiene:

Lagrangiano de Yukawa
LY = LQY + L`Y , (99)

donde

−LQY = χ̄aL (huamumRφ
∗
3 + hdamdmRφ

∗
1 + hdamdmRφ

∗
2 + hDaDaRφ

∗
1 + hDaDaRφ

∗
2)

+ χ̄3
L (Gd3mdmRφ3 +Gu3mumRφ1 +Gu3mumRφ2 +GUURφ1 +GUURφ2) + h.c.

−L`Y = ψ̄αL (h1αRφ
∗
3) + h.c.

(100)

para a = 1, 2; m = 1, 2, 3, los cuales indican suma ; α = e−, µ−, τ−, parte leptónica y h, y G,
son los acoples de Yukawa de primer órden. De la ecuación anterior se obtiene la masa
de los dos primeros quarks Mua = huamv

′/
√

2 y el término de masa:

MdaDa =

(
hdam

v√
2

hDa

v√
2

hdamV hDaV

)
, (101)

luego del álgebra sobre la matriz se obtiene las masas Mda = 0 y MDa = hdamv/
√

2+hDaV
para completar las masas de las dos primeras familias de quarks.

Ahora para la tercera familia de quarks se halla de la ecuación (100), que Md3 = Gd3mv
′
√

2,
Mu3 = 0, y MU = Gu3mv/

√
2 +GUV . Las últimas dos masas se encuentran a partir de:

Mu3U =

(
Gu3m

v√
2

GU
v√
2

Gu3mV GUV

)
, (102)

Para los leptones se tiene: Mα = h1v
′/
√

2.

Que los quarks da, y u3 no tengan masa no es problema, ya que pueden adquirirla a
través de correcciones radiativas en el contexto del mismo modelo, o introduciendo nuevos
Higgses que no tengan valor esperado en el vacı́o. 41 De igual manera el sector neutro
puede adquirir masa.42

41ÚSUGA, Yithsbey Giraldo. “El Potencial Escalar EnSU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X Como Extensíon Del Modelo Est́andar” Universidad De
Antioqúıa. 2002.

42En el sector neutro esta incluido el neutrino.
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6. MODELO F.

6.1. INTRODUCCIÓN

La estructura básica por desarrollar es igual a la que se presentó en el modelo D, con la
gran diferencia que el modelo F, trabaja con un número mucho mayor de partı́culas, lo que
implica que los cálculos sean más complicados, pero enriquece la teorı́a.

Se inicia definiendo el lagrangiano de fermiones para encontrar las corrientes cargadas y
neutras, y con las corrientes neutras los acoples de Zµ

1 → f̄f y Zµ
2 → f̄f . Por último se

presenta el lagrangiano de Yukawa, para encontrar las masas fermiónicas, del modelo F.

6.2. DEFINICIÓN DEL MODELO

El modelo F , se define como la suma de S1 + S2 + 2S3 + S4 + S6.43

Cuadro 12: Modelo F.

Sector de Leptones.

ψ1L =


να

α−

E−
α


L

α+ E+
α

(1,3,-2/3) (1,1,1) (1,1,1)

ψ2L =


α
′−

ν
′
α

N0
α


L

α
′+

(1,3∗,−1/3) (1,1,1)

ψ3L =


νe

e−

E−
1


L

ψ4L =


E+

2

N0
1

N0
2


L

ψ5L =


N0

3

E−
2

E−
3


L

e+ E+
1 E+

3

(1,3,-2/3) (1,3,1/3) (1,3,-2/3) (1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)

43Definidos en la sección 2.
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Sector de quarks.

χaL =


da

ua

Ua


L

ucaL dcaL Uc
aL

(3,3∗, 1/3) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1,−2/3)

χ3L =


u3

d3

D3


L

dc3L uc3L Dc
3L

(3,3,0) (3∗, 1, 1/3) (3∗, 1,−2/3) (3∗, 1, 1/3)

Con α = µ, α′ = τ y a = 1, 2. El primer cuadro corresponde a S1, el segundo a S2, el
tercero S6, el cuarto a las dos primeras familias de quarks a = 1, 2, que a la vez equivale a
2S3 y el quinto corresponde a la tercera familia S4. Respectivamente.

6.3. CORRIENTES CARGADAS

El lagrangiano de fermiones para las partı́culas cargadas se define como:

Lf = χ̄aLiγ
µDµχ

a
L + χ̄3

Liγ
µDµχ

3
L + ψ̄βLiγ

µDµψβL, (103)

Beta corre de β = 1, 2..., 5. La interacción entre los campos vectoriales cargados con los
fermiones es:

HCC =
g2√
2

[W+
µ (ν̄αLγ

µα−L − ν̄ ′αLγ
µα′−L − ūaLγ

µdaL + ū3Lγ
µd3L

+ ν̄eLγ
µe−L + Ē+

2Lγ
µN0

1L + N̄0
3Lγ

µE−
2L)

+K+
µ (ν̄αLγ

µE−
αL − N̄0

αLγ
µα′L

− − ŪaLγ
µdaL + ū3Lγ

µD3L

+ ν̄eLγ
µE−

L + Ē+
2Lγ

µN0
2L + N̄0

3Lγ
µE−

3L)

+K0
µ(ᾱ

−
Lγ

µE−
αL − N̄0

αLγ
µν ′αL − ŪaLγ

µuaL + d̄3Lγ
µD3L

+ ē−Lγ
µE−

L + N̄0
1Lγ

µN0
2L + Ē−

2Lγ
µE−

3L) + h.c].

(104)

El hamiltoniano de corrientes cargadas, contiene la corriente cargada del modelo estándar.

6.4. CORRIENTES NEUTRAS

A demás de las ecuaciones (82,83,84), para Aµ, Zµ, y Z ′
µ respectivamente, necesitamos
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conocer Bµ, (dado en la sección anterior (5) ), para reemplazar en el lagrangiano de inter-
acción definido como:

Linteracción =ψ̄1Lγ
µ
(g2

2
λiAiµ + g1Xψ1L

Bµ

)
ψ1L +

∑
ψ1R=α−,E−α

ψ̄1Rγ
µ (g1Xψ1R

Bµ)ψ1R

+ ψ̄2Lγ
µ
(
−g2

2
λTi Aiµ + g1Xψ2L

Bµ

)
ψ2L + ψ̄2Rγ

µ (g1Xψ2R
Bµ)ψ2R

+ ψ̄3Lγ
µ
(g2

2
λiAiµ + g1Xψ3L

Bµ

)
ψ3L + ψ̄4Lγ

µ
(g2

2
λiAiµ + g1Xψ4L

Bµ

)
ψ4L

+ ψ̄5Lγ
µ
(g2

2
λiAiµ + g1Xψ5L

Bµ

)
ψ5L +

∑
ψR=e−,E−1 ,E

−
3

ψ̄Rγ
µ (g1XψR

Bµ)ψR

+ χ̄aLγ
µ
(
−g2

2
λTi Aiµ + g1XχaL

Bµ

)
χaL +

∑
χaR=daR,uaR,UaR

χ̄aRγ
µ (g1XχaR

Bµ)χaR

+ χ̄3Lγ
µ
(g2

2
λiAiµ + g1Xχ3L

Bµ

)
χ3L +

∑
χ3R=u3,d3,D3

χ̄3Rγ
µ (g1Xχ3R

Bµ)χ3R.

(105)

Donde las hipercargas X, están definidas en el cuadro (12),χ son los tripletes de quarks,
y ψ representa los leptones.

Podemos encontrar el Hamiltoniano asociado a las corrientes neutras, dado por:

H0 = eAµJ
µ(EM) +

g2

CW
ZµJ

µ(Z) +
g1√
3
Z ′
µJ

µ(Z ′), (106)

las corrientes neutras son:

Jµ(EM) =
2

3
(ūaγ

µua) +
2

3
(Ūaγ

µUa) +
2

3
(ū3γ

µu3)−
1

3
(d̄aγ

µda)

− 1

3
(d̄3γ

µd3)−
1

3
(D̄3γ

µD3)− (ᾱ−γµα−)− (Ē−
α γ

µE−
α )

− (ᾱ′−γµα′−)− (ē−γµe−)− (Ē−
1 γ

µE−
1 )− (Ē−

2 γ
µE−

2 )

− (Ē−
3 γ

µE−
3 )

=
∑
f

f̄γµqff,

Jµ(Z) =JµL(Z)− S2
WJ

µ(EM),

Jµ(Z ′) =TWJ
µ(EM)− JµL(Z ′),

(107)

Donde e = g2SW = g1CW
√

1− T 2
W/3 > 0, qf es la carga eléctrica de los fermiones f en

unidades de e, Jµ(EM) es la corriente electromagnética, y JµL(Z),JµL(Z ′) son las corrientes
izquierdas dadas por:
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JµL(Z) =
1

2

[
ν̄αLγ

µναL − ᾱ−Lγ
µα−L − ᾱ′L

−γµα′L
− + ν̄ ′αLγ

µν ′αL − d̄aLγ
µdaL + ūaLγ

µuaL

+ ū3Lγ
µu3L − d̄3Lγ

µd3L + ν̄eLγ
µνeL − ē−Lγ

µe−L − Ē−γµE− − N̄0γµN0]

=
∑
f

f̄Lγ
µT3ffL,

JµL(Z ′) =S−1
2W (ν̄αLγ

µναL − ᾱ′L
−γµα′L

− − d̄aLγ
µdaL + ū3Lγ

µu3L + ν̄eLγ
µνeL

+ Ē+
2Lγ

µE+
2L + N̄0

3Lγ
µN0

3L)

+ T−1
2W (ᾱ−Lγ

µα−L − ν̄ ′αLγ
µν ′αL − ūaLγ

µuaL + d̄aLγ
µdaL + ē−Lγ

µe−L

+ N̄0
1Lγ

µN0
1L + Ē−

2Lγ
µE−

2L)

− T−1
W (Ē−

αLγ
µE−

αL − N̄0
αLγ

µN0
αL − ŪaLγ

µUaL + D̄3Lγ
µD3L + Ē−

L γ
µE−

L

+ N̄0
2Lγ

µN0
2L + Ē−

3Lγ
µE−

3L)

=
∑
f

f̄Lγ
µT9ffL,

(108)

donde hay que tener en cuenta queN0
3Lγ

µN0
3L = N0

1Lγ
µN0

1L = −N0
1Rγ

µN0
1R, y E+

2Lγ
µE+

2L =
−E−

2Rγ
µE−

2R, y nuevamente S2W = 2SWCW , T2W = S2W/C2W , C2W = C2
W − S2

W , T3f =
Dg(1/2,−1/2, 0) es la tercera componente del isospı́n débil, actuando en la representación
3 de SU(3)L (negativa para la representación 3∗), y T9f = Dg(S−1

2W , T
−1
2W ,−T

−1
W ) positiva

para la representación 3 (para larepresentación 3∗ es negativa). Jµ(Z) es la generalización
de la corriente neutra presente en el modelo estándar, lo cual nos permite identificar a Zµ
como el boson gauge neutro del ME.

Los acoples de los estados fı́sicos Zµ
1 y Zµ

2 están dados por:

HNC =
g2

2CW

2∑
i=1

Zµ
i

∑
f

f̄γµ[aiL(f)(1− γ5) + aiR(f)(1 + γ5)]f

=
g2

2CW

2∑
i=1

Zµ
i

∑
f

f̄γµ[g2(f)iV − g2(f)iAγ
5]f,

(109)

donde aiL, aiR, g2(f)iV , y g2(f)iA se encuentran definidos en la sección anterior (5); ecua-
ciones (97,98).
Los acoples de los fermiones f con g1V , g1A se presentan en el cuadro (13) y con g2V , g2A

en el cuadro (14), respectivamente.
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Cuadro 13: Acoples de Zµ
1 → f̄f.

f g1V g1A

να, νe, N
0
3

1
2

(
cos θ − sen θ

(4C2
W−1)1/2

)
1
2

(
cos θ − sen θ

(4C2
W−1)1/2

)
α−, e− cos θ

(
−1

2
+ 2S2

W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2

+ S2
W

)
− cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
E−
α , E

−
1 , E

−
3 2 cos θS2

W + sen θ
(4C2

W−1)1/2 (1− 3S2
W )

sen θC2
W

(4C2
W−1)1/2

α′− cos θ
(
−1

2
+ 2S2

W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2S2

W

)
− cos θ

2
+ sen θ

2(4C2
W−1)1/2

ν ′α
cos θ

2
+ sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
N0
α − sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W − sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

d1,2 cos θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− cos θ

2
+ sen θ

2(4C2
W−1)1/2

u1,2 cos θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
+ sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2

+ 1
3
S2
W

)
cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
U1,2 −4

3
cos θS2

W − sen θ
(4C2

W−1)1/2

(
1− 7

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

u3 cos θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 4

3
S2
W

)
cos θ

2
− sen θ

2(4C2
W−1)1/2

d3 cos θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 1

3
S2
W

)
− cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
D3

2
3
cos θS2

W − sen θ
(4C2

W−1)1/2

(
−1 + 5

3
S2
W

)
sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

N0
1 − cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
− cos θ

2
− sen θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
N0

2
sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

sen θ
(4C2

W−1)1/2C
2
W

E−
2 cos θ(−1 + 2S2

W )− sen θ
(4C2

W−1)1/2S
2
W − sen θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W
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Cuadro 14: Acoples de Zµ
2 → f̄f.

f g2V g2A

να, νe, N
0
3 −1

2

(
sen θ + cos θ

(4C2
W−1)1/2

)
−1

2

(
sen θ + cos θ

(4C2
W−1)1/2

)
α−, e− − sen θ

(
−1

2
+ 2S2

W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2

+ S2
W

)
sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
E−
α , E

−
1 , E

−
3 −2 sen θS2

W + cos θ
(4C2

W−1)1/2 (1− 3S2
W ) cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

α′− − sen θ
(
−1

2
+ 2S2

W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2S2

W

)
sen θ

2
+ cos θ

2(4C2
W−1)1/2

ν ′α − sen θ
2

+ cos θ
(4C2

W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
− sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
N0
α − cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W − cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

da − sen θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
sen θ

2
+ cos θ

2(4C2
W−1)1/2

ua − sen θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
+ cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2

+ 1
3
S2
W

)
− sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
−1

2
+ S2

W

)
Ua

4
3
sen θS2

W − cos θ
(4C2

W−1)1/2

(
1− 7

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

u3 − sen θ
(

1
2
− 4

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 4

3
S2
W

)
− sen θ

2
− cos θ

2(4C2
W−1)1/2

d3 − sen θ
(
−1

2
+ 2

3
S2
W

)
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− 1

3
S2
W

)
sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
D3 −2

3
sen θS2

W − cos θ
(4C2

W−1)1/2

(
−1 + 5

3
S2
W

)
cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

N0
1

sen θ
2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
sen θ

2
− cos θ

(4C2
W−1)1/2

(
1
2
− S2

W

)
N0

2
cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

cos θ
(4C2

W−1)1/2C
2
W

E−
2 − sen θ(−1 + 2S2

W )− cos θ
(4C2

W−1)1/2S
2
W − cos θ

(4C2
W−1)1/2C

2
W

Donde están representadas todas las familias fermiónicas.
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6.5. MASAS FERMIÓNICAS MODELO F

El sector escalar ya introducido (sección.4), genera la masa apropiada para el modelo
en consideración, a partir del lagrangiano de Yukawa, se encuentran las masas de las
partı́culas fermiónicas, de la siguiente manera:
Lagrangiano de Yukawa

LY = LQY + L`Y , (110)

donde

−LQY =χ̄aL(h1anunRφ1 + h2anunRφ2 + h̃andnRφ3 + λ1amUmRφ1 + λ2amUmRφ2

+ λaD3Rφ3) + χ̄3
L(G1nunRφ

∗
3 + G̃1nunRφ

∗
1 + G̃2ndnRφ

∗
2 + λ′mUmRφ

∗
3

+ λ′1D3Rφ
∗
1 + λ′2D3Rφ

∗
2)+h.c.

−L`Y =ψ̄3L (h1meRφ
∗
m + h2mE1Rφ

∗
m + h3mE3Rφ

∗
m) + ψ̄5L (h′1meRφ

∗
m + h′2mE1Rφ

∗
m

+ h′3mE3Rφ
∗
m) + εabc

[
ψ̄a3L(hmψ

∗b
4Lφ

c
m)
]
+ εabc

[
ψ̄a4L(h′mψ

∗b
5Lφ

c
m)
]

+ ψ̄1L (k1mnαRφ
∗
m + k2mnEnRφ

∗
m) + ψ̄2L (lnα

′
Rφ3) +h.c.

(111)

para a = 1, 2,m = 1, 2,y n = 1, 2, 3 los cuales indican suma ; α = e−, µ−, τ−, parte leptónica,
las constantes h, λ,G, l son los acoples de Yukawa de primer órden. De la ecuación ante-
rior se obtiene las masas fermiónicas.

Para el primer triplete de quarks:
se tiene Mda = h̃av

′/
√

2 y la matriz de masa

MuaUa =

(
h1an

v√
2

λ1am
v√
2

h1anV λ1amV

)
, (112)

luego del álgebra sobre la matriz se encuentran las masas restantes para las dos primeras
familias de quarks Mua = 0 y MUa = h1anv/

√
2 + λ1amV .

Ahora para la tercera familia se tiene Mu3 = G1nv
′
√

2. Y

Md3D3 =

(
G̃1n

v√
2

λ′1
v√
2

G̃1nV λ′1V

)
, (113)

de donde: Md3 = 0,MD3 = G̃1nv/
√

2 + λ′1V . Se ha encontrado las masas de los quarks (9
en total). De manera igual se hará para la parte de leptones.

MeE1 =

(
h1

v√
2

h2
v√
2

h1V h2V

)
, (114)

A partir de la cual Me = 0,ME1 = h2V + h1αv/
√

2, en el desarrollo también se encuentra
ME3 = h′3V , M ′

α = l1v
′/
√

2, la última matriz de masa para las partı́culas cargadas es:

MαEα =

(
k1

v√
2

k2
v√
2

k1V k2V

)
, (115)
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Donde Mα = 0,MEα = k1v/
√

2 + k2V . Pero aún queda pendiente la masa del lepton E2

que se la halla a partir del sector mezclado, contenido en los epsilon ec.(111). ME2 = h′1V .
Con lo queda completo el sector fermiónico cargado.

A hora se trabajará con la adquisición de masa para el sector neutro, que se encuentra
gracias al sector mezclado; de donde se obtiene la matriz de masa neutra:

M(νe,N0
1 ,N

0
2 ,N

0
3 ) =


0 hV −hv/

√
2 0

hV 0 0 −h′V
−hv/

√
2 0 0 h′v/

√
2

0 −h′V h′v/
√

2 0

 , (116)

Después de realizar el proceso matemático se encuentra que los autovalores para la ma-

triz son 0, 0, y ∓
√

h2v2+h′2v2+2h2V 2+2h′2V 2

2
, un auto-valor cero corresponde al neutrino , y el

otro para N0
1 , las masas obtenidas son para N0

2 y N0
3 .

Los fermiones con masa igual a cero, no poseen ningún problema, ya que pueden adquirir-
la por correcciones radiativas en el contexto del mismo modelo.44

44PONCE, W.A.ÚSUGA, Yitsbhey Giraldo y ŚANCHEZ, L. A. The minimal scalar sector of 331 models without exotic electric charge.
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7. CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollo parcialmente los modelos interfamilias D y F, bajo el
grupo gauge local SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X , se encontraron que el número de fa-
milias sin restringir la carga eléctrica es infinito, nos interesamos por dos modelos en
particular sin cargas eléctricas exóticas, uno de ellos ha sido largamente estudiado
en la literatura, mientras que el otro (F) se ha introducido por primera vez en liter-
atura,hasta donde sabemos, tiene como caracterı́stica primordial que las tres familias
son tratadas de manera diferente.

Las anomalı́as triangulares se presentan debido a que cierta simetrı́a clásica no es
una simetrı́a cuántica, Las cuales se cancelan gracias al sector fermiónico introduci-
do, a demás, en un modelo consistente no deben existir anomalı́as, por lo que se
recurre a la cancelación de anomalı́as, los dos modelos trabajados cumplen con los
requisitos para pertenecer a una teorı́a real ya que la sumatoria de cargas es cero .

Los modelos D y F, no son los únicos modelos interfamilias libres de anomalı́as que
se encuentran, para quarks y leptones sin cargas eléctricas exóticas, hay un total de
ocho(8) modelos con estas caracterı́sticas, que serı́an interesantes estudiar, ası́ tam-
bién se tiene modelos para una sola familia,dos familias, cuatro familias, etc. libres
de anomalı́as aunque a excepción de los modelos para una familia y tres familias los
demás no son modelos del todo realistas. “por ahora”

El sector escalar escogido genera las masas de los fermiones y bosones adecuada-
mente, aquellos fermiones ya sean cargados o neutros, con resultado de masa igual a
cero, no presentan problema por que pueden obtener masa en el contexto del mismo
modelo, a través de correcciones radiativas.

Las corrientes (cargadas y neutras) son diferentes para cada modelo y diferente a las
del modelo estándar. Las predicciones a bajas energı́as de los dos modelos no son
iguales, aunque presentan una nueva corriente neutra que se mezcla con la corriente
neutra del modelo estándar, cuando el ángulo de mezcla entre la corriente neutra del
modelo y la corriente neutra del ME es cero se llega a los mismos resultados del ME,
lo cual sirve para probar que los modelos 331 contienen al ME.

Se puede escoger otro sector escalar para producir el rompimiento de simetrı́a, y las
masas de las partı́culas, el cual puede ser aún más sencillo, lo que hace que los
cálculos se compliquen mucho más pero enriquece la teorı́a.
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RECOMENDACIONES

Para aquellas personas que estén interesadas, en realizar estudios sobre este tipo de
modelo, primero se debe estudiar el modelo estándar de la Fı́sica de partı́culas, para luego
adentrarse al desarrollo de modelos en el gauge 331; Especialmente a los Fı́sicos que les
gusta trabajar en altas energı́as puede ser una muy buena alternativa; serı́a provechoso
continuar desarrollando los modelos restantes (G a J), o encontrando los acoples con los
bosones W± y Z0 con el Higgs.
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ANEXOS

Anexo A. ANOMALÍAS:

Se la conoce con el nombre de anomalı́a ABJ por Adler-Bell-Jackiw, ası́ también como
anomalı́a triangular, o anomalı́a quiral o axial, fue encontrada en el análisis del decaimien-
to π0 → 2γ, la importancia de los tres personajes mencionados es que introdujeron la
condición de cancelación de anomalı́a.

Empecemos definiendo la corriente axial, y la corriente vectorial que son la base del de-
sarrollo

ψ̄γµγ5ψ = J µ
A ,

ψ̄γµψ = J µ,
(A.1)

para tener la conservación de la carga eléctrica se cumple que la derivada de la corriente
debe ser cero, pero al aplicarla nos damos cuenta que

∂µJ µ = 0,

∂µJ µ
A 6= 0,

(A.2)

lo que implica que la simetrı́a clásica no es una simetrı́a cuántica.

Más explı́citamente se encuentra que de la ecuación de Dirac ∂µJ A
µ = 2imψ̄γ5ψ ≡ 2mJA

para la corriente axial, la cual no se conserva a menos que m = 0.

Utilizando los diagramas de Feymann

Figura 3: Diagrama del triángulo

para la anomalı́a triangular se encuentra que la contribución fermiónica para la amplitud
es:

Tkλµ(p1, P2) = Skλµ(p1, P2) + Sλkµ(p2, P1) (A.3)

puesto que la segunda gráfica en la figura 3 se obtiene de la primera intercambiando
k ↔ λ, p1 ↔ p2 de las reglas de Feynman se obtiene:
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Skλµ = −(2π)−4

∫
d4k

Tr[γk(kγµ − p1γ
µ)γµγ5(kγ

µ + p2γ
µ)γλkγµ]

(k − p1)2(k + p2)2k2
, (A.4)

con m = 0, las identidades de Ward que se deben cumplir en los vertices son

(p1 + p2)
µTkλµ = 0(Axial), pk1Tkλµ = 0(V ectorial), pλ2Tkλµ = 0(V ectorial), (A.5)

donde Tkλµ(p1 + p2) = Skλµ(p1 + p2) + Sλkµ(p2 + p1)
utilizando las relaciones

(p1 + p2) = (k + p2)− (k − p1),

(p1γ
µ + p2γ

µ)γ5 = −(kγµ − p1γ
µ)γ5 − γ5(kγµ + p2γ

µ),
(A.6)

y teniendo en cuenta las propiedades de las matrices gamma y el álgebra de estas matri-
ces, la integral para la primera identidad de Ward queda

(p1 + p2)
µSkλµ =(2π)−4

∫
d4k

Tr[γkγµγµγ5(kγµ + p2γ
µ)γλkγµ]

k2(k + p2)2

+ (2π)−4

∫
d4k

Tr[γk(kγµ − p1γ
µ)γ5γµγµγλkγµ]

k2(k − p1)2
,

(A.7)

por argumento simétrico Skλµ = pseudotensor de orden 3 por tanto (p1 + p2)
µSkλµ debe

ser un tensor de orden 2, y ya que las integrales dependen únicamente del momentum,
entonces la relación anterior no es posible lo que conlleva a que la integral debe ser cero.

Para pk1Skλµ se tiene bajo los mismos argumentos anteriores

pµ1Skλµ = −(2π)−4

∫
d4k

Tr[p1γ
µ(kγµ − p1γ

µ)γµγ5(kγµ + p2γ
µ)γλkγµ]

k2(k − p1)2(k + p2)2
, (A.8)

e introduciendo
k′µ = (k + p2)µ, (A.9)

se encuentra la nueva integral

pk1Skλµ =− (2π)−4

∫
d4k′

Tr[(k′γµ − p1γ
µ − p2γ

µ)γµγ5k′γµγλ]

k′ − p1 − p2)2k′2

+ (2π)−4

∫
d4k′

Tr[(k′γµ − p2γ
µ)γµγ5k′γµγλ]

(k′ − p2)2k′2
,

(A.10)

donde el resultado debe ser cero por el motivo ya mencionado, de la misma manera para
pλ1Skλµ haciendo k′′ = k − p1 cumpliéndose ası́ las identidades de Ward, pero esta prueba
contiene un error en el hecho de cambios de variables en (A.9), y de la misma manera
en el último cambio, por que se tiene una integral linealmente divergente y al hacer dicho
cambio se convierte en una integral de valor finito.

Trabajando la parte divergente de Skλµ

Skλµ = −(2π)−4

∫
d4k

γkkγ
µγµγ5kγµγλkγµ

k6
, (A.11)
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y haciendo el cambio k′ = k + a la integral anterior se debe expandir en series de Taylor
de la siguiente manera∫

d4kf(k) =

∫
d4k′f(k′ − a) =

∫
d4k′[f(k′)− a

∂f

∂k
+ ...], (A.12)

Utilizando le teorema de gauss para el último término se obtiene una hipersuperficie ∼
k3 entonces f ∼ k−3,y transformando la integral a un espacio Euclidiano k4 = ik0 se
encuentra:

p1Skλµ =
1

8π2
εkλµνp

k
1p
ν
2

p2Skλµ = − 1

8π2
εkλµνp

λ
2p

ν
1,

(A.13)

lo que trae como consecuencia que las identidades de Ward para la corriente vectorial
no se cumplan, mientras que para la axial se cumple debido a que no se realizo ningún
cambio de variable de integración, como las dos identidades (para la axial y vectorial)
no se cumplen al tiempo, los fı́sicos tomaron como la verdadera corriente conservada la
vectorial, ya que conlleva la conservación de la carga lo cual es sagrado en fı́sica.

para que se cumpla lo anterior se redefine la amplitud

T ′kλµ(p1, p2) = Skλµ(p1, p2) + Skλµ(p2, p1) +
1

4π2
εkλµν(p1 − p2)

ν , (A.14)

pero

(p1 + p2)
µT ′kλµ =

1

2π2
εkλµνp

µ
2p

ν
i 6= 0. (A.15)

Por tal motivo la corriente axial no se conserva. Resumiendo queda

pk1T
′
kλµ = 0 (vectorial)

pλ2T
′
kλµ = 0 (vectorial)

(p1 + p2)
µT ′kλµ =

1

2π2
εkλµνp

µ
2p

ν
i 6= 0 (axial)

(A.13)

no se puede exigir que sea invariante vectorial y axial a la vez; es decir que la anomaĺıa
esta presente, para cancelarla se debe tener en cuenta. la cancelación de anomalı́as.

Anexo B. CANCELACIÓN DE ANOMALÍAS:

Consideremos la gráfica 4:

Nos muestra una distribución de la dispersion Neutrino-neutrino, sea Ma,Mb, y Mc las
matrices de acople.

La contribución del triángulo de la parte izquierda es

(1− γ5)(TrM
L
aM

L
b M

L
c + TrML

aM
L
c M

L
b ) = (1− γ5)TrML

a {ML
b ,M

L
c }, (B.1)
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Figura 4: La dispersion ν − ν en el modelo de Weinberg-Salam, involucra el diagrama del
triángulo.

los derechos contribuyen con:

(1 + γ5)TrMR
a {MR

b ,M
R
c }. (B.2)

La anomalı́a desaparece si los γ5 se cancelan entonces

TrML
a {ML

b ,M
L
c } = TrMR

a {MR
b ,M

R
c }, (B.3)

del lagrangiano de Higgs para el modelo estándar se encuentra que ML
a = gIW+ ;ML

b =
gIW− , donde IW± = 1

2
(IW1 ± iIW2 ), y IW1 y IW2 son las componentes del isospin débil, para

encontrar ML
c se reescribe el acople para Z0con θ = θW al reemplazar en el lagrangiano

se tiene

g

cos θ
[
1

2
(ν̄γµν − ēLγ

µeL) + sen2 θ(ēLγ
µeL + ēRγ

µeR)]Zµ = g sec θ(J µ
3 + sen2 θJ µ

EM)Zµ, (B.4)

de aquı́

ML
c = g sec θ(IW3 + sen2 θQ) (B.5)

puesto que los fermiones derechos no se acoplan con W± por no tener isospin débil, la
parte derecha de (B.3) es cero, entonces queda

Tr(IW3L + sen2 θQL){IW+L, IW−L} = 0, (B.6)

puesto que {IW+L, IW−L} = 1 y TrI3 = 1
2
TRτ3 = 0, la sumatoria de carga es:∑

i

Qi
L = 0; (B.7)

la suma de las cargas eléctricas de los fermiones izquierdos debe ser cero para que la
anomalı́a se cancele. Es por eso que en el modelo de Weinberg-Salam con solamente lep-
tones no satisface la cancelación de anomalı́as, cuando se incluye los quarks la anomalı́a
queda cancelada
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Qe +Qν + 3Qu + 3Qd = −1 + 0 + 3, (
2

3
− 1

3
) = 0 (B.8)

para la primera generación y con los tres colores de quarks la anomalı́a quiral desaparece.
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