Algunos resultados derivados del estudio de la Sucesion de Fibonacci médulo 7
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ResuMmEeN. Una de las sucesiones sucesiones numéricas mds conocidas e importantes es la sucesion de
Fibonacci que puede ser construida recursivamente a partir de dos elementos iniciales, Fp = 0, F; = 1,
mediante la ecuacioén de recurrencia F,, =, +F,_, para todo n > 1. Se puede observar que la sucesién
de Fibonacci cumple con fascinantes propiedades, una de ellas es que al considerar la sucesion de sus re-
siduos médulo un entero positivo n, estos residuos aparecen de forma periddica. Un problema de interés
es contar el nimero de ceros que aparece en un periodo simple médulo n, como consecuencia del estudio
de este problema surgen formulas que permiten encontrar el periodo de repeticion de los residuos, en
funcidn del ndmero de ceros en un periodo simple. En nuestra ponencia mostraremos como obtener estas

férmulas.
Iniciamos mostrando algunos conceptos bdsicos de la perspectiva modular de la sucesion de Fibo-
nacci.

Definicion. Para n > 1, k(n) es el menor indice positivo m tal que n | Fi,), es decir el menor entero m

tal que F,, = O(modn).

Ejemplo.
k(2) = 3, pues Fz = 2 es el menor niimero de Fibonacci tal que 2 | F;

k(13) =7, pues F7 = 13 es el menor niimero de Fibonacci tal que 13 | F;
Teorema 3. La sucesion de Fibonacci modulo n es periddica.

El origen de estos estudios se basan en este resultado, es facil probarlo notando que los residuos

siguen la misma ecuacidn de recurrencia de la sucesion.

Definicién. El periodo de repeticion de la sucesion de Fibonacci modulo un entero positivo n, es el

menor entero positivo l(n) tal que
Fiy = 0modn) y Fiy+1 = 1(modn).
Directamente de esta definicion se sigue que para cualquier k € Z,
Fy = 0(modn) y Fi+1 = l(modn) < l(n) | k.

Del teorema 3 y dado que que el residuo del primer término Fy = 0 es 0 para cualquier médulo

(entero positivo) se sigue que.



Corolario. Cada entero positivo divide a un niimero infinito de numeros de Fibonacci.
Proposicion. Sea n un entero, n | F,, & k(n) | m
Teorema 4. k(n) | k(nm)

A continuacion definiremos algunos objetos que dependen de n y serdn necesarios para el andlisis
que se presenta adelante.

Definicion. Sin es un entero positivo, entonces:

1. Denotaremos por s(n) al residuo de Fi,)+1 modulo ny lo llamaremos el multiplicador de F mddulo

n.

2. Denotaremos por B(n) al orden de s(n) modulo n, es decir s(nP" = 1 (méd n) ysin < B(n)

entonces s(n)?™ = 1 (méd n).
Teorema 5. [(n) = k(n)B(n)

En el desarrollo de la prueba del siguiente teorema surge un método para encontrar el nimero de

ceros que tiene un periodo simple la sucesion de Fibonacci médulo n.
Teorema 6. [(n) = gcd(2, 8(n)) - lem[k(n), y(n)] donde y(2) = 1y y(n) = 2 para todo n > 2.

Finalmente presentaremos algunos resultados que son onsecuencia directa del teorema anterior, con

los cuales podremos calcular el periodo de la sucesion para algunos médulos con formas especiales.
Teorema 7. [(2') = 3 x 27!
Teorema 8. [(5") = 4 x 5

PaLABRAS cLAVES. Fibonacci modulo n-Periodicidad-Residuos-Sucesion.
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