Algunos resultados Derivados del estudio de
la Sucesion de Fibonacci médulo m

Carlos Arturo Rodriguez
Yzel WIlly Alay Gomez

Escuela de Matematicas
Universidad Industrial de Santander
Grupo Alcom

Agosto 15 de 2014

Carlos A. Rodriguez, Yzel Wily Alay Gomez
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Periodicidad y Rango de aparicion

Definicion
La sucesion de Fibonacci sigue la ecuacion de recurrencia
lineal homogénea de orden 2

Fn: n—1+Fn—2

donde n es un entero positivotalquen > 2, Fy =1y F, = 1.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Definicion
La sucesion de Fibonacci sigue la ecuacion de recurrencia
lineal homogénea de orden 2

Fn: n—1+Fn—2

donde n es un entero positivotalquen > 2, Fy =1y F, = 1.

Una forma de obtener los nUmeros de la sucesion de Fibonacci
mediante una expresion cerrada, es a través de la conocida for-

mula de Binet.
=g () - ()

Esta expresion es conocida como la formula de Binet.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Proposicion
Los nimeros F,, de la sucesion de fibonacci, cumplen que:
F, | Fy., para toda pareja de naturales k, n.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Proposicion
Los nimeros F,, de la sucesion de fibonacci, cumplen que:
F, | Fy., para toda pareja de naturales k, n.

Corolario
Sim | F,, entonces m | F,, Vk € N.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Observacion

Descomponiendo los nimeros Fibonacci en factores primos,
puede notarse que cada nimero (excepto Iy y Fi2) posee un
factor primo que no es factor de ningn nimero de Fibonacci
anterior. Una prueba de ello puede encontrarse en [3].
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Periodicidad y Rango de aparicion

Observacion

Descomponiendo los nimeros Fibonacci en factores primos,
puede notarse que cada nimero (excepto Iy y Fi2) posee un
factor primo que no es factor de ningn nimero de Fibonacci
anterior. Una prueba de ello puede encontrarse en [3].

A estos factores se les conoce como factores caracteristicos.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Observacion

Descomponiendo los nimeros Fibonacci en factores primos,
puede notarse que cada nimero (excepto Iy y Fi2) posee un
factor primo que no es factor de ningn nimero de Fibonacci
anterior. Una prueba de ello puede encontrarse en [3].

A estos factores se les conoce como factores caracteristicos.

Proposicion
F, y F,y1 son primos relativos, Vk € N.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Teorema
m | nsiysolosiF, | F,
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Periodicidad y Rango de aparicion

Teorema
m | nsiysolosiF, | F,

Proposicion
La sucesion de residuos de la sucesion de Fibonacci vista modulo

m sigue la misma ecuacion de recurrencia que la sucesion de
Fibonacci.
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Periodicidad y Rango de aparicion

En la prueba del siguiente resultado se prueba adicionalmente
que:

» La sucesion de Fibonacci es periodica vista modulo un
entero positivo m.

» La primer pareja de residuos que se repite es la (1, 1)
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Periodicidad y Rango de aparicion

En la prueba del siguiente resultado se prueba adicionalmente
que:
» La sucesion de Fibonacci es periodica vista modulo un
entero positivo m.

» La primer pareja de residuos que se repite es la (1, 1)

Teorema
Dado un entero m, existe n con 1 < n < m?, tal que F,, es
divisible por m.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Observacion

Aunque la sucesion de Lucas sigue la misma ecuacion de re-
currencia que la sucesion de Fibonacci, no se cumple en ella el
resultado anterior.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Observacion

Aunque la sucesion de Lucas sigue la misma ecuacion de re-
currencia que la sucesion de Fibonacci, no se cumple en ella el
resultado anterior.

Se concluye analogamente de la prueba del anterior resultado
gue en la sucesion de Lucas la primer pareja que se repite es la
(1,3), pero a partir de ella no se puede garantizar que siguiendo
la recurrencia de forma inversa se obtenga un residuo 0 para
todo m en los enteros positivos.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Definicion (Rango de Aparicion)

Seam > 1. Al menor indice r (m) tal que F.,,) =0 (mod m),
se le llama el rango de aparicion de m.
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Periodicidad y Rango de aparicion

Definicion (Rango de Aparicion)

Seam > 1. Al menor indice r (m) tal que F.,,) =0 (mod m),
se le llama el rango de aparicion de m.

Ejemplo
1) r(2) = 3 pues F'5 = 2 es el menor numero de Fibonacci tal
que 2 | F; paraalgin i € Z
n|0]|1]2]|3|4|5|6|7|8]9]10
F,|0[1]1]2|3|5]8[13|21[34]55
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Periodicidad y Rango de aparicion

2) r(13) = 7 pues F'; = 13 es el menor nimero de Fibonacci
tal que 13 | F; paraalgin i € Z

n | 0|
F]0]

‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8‘9‘10
1

1
1/1[2[3]5]8]13[21[34]55
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Periodicidad y Rango de aparicion

2) r(13) = 7 pues F'; = 13 es el menor nimero de Fibonacci
tal que 13 | F; paraalgin i € Z

n|0]1 \2\3\4\5\ | 7 |8]9 |10
F.Jof1]1]2[3[5[8[13[21[34]56

3) r(10) = 15 pues F'15 = 610 es el menor nUmero de
Fibonacci tal que 10 | F; para algn i € Z
n|11] 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 |
F, | 89| 144 | 233 | 377 | 610 | 987 | 1597 |
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Periodicidad y Rango de aparicion

Definicion
El periodo de repeticion de la sucesion de Fibonacci moédulo un
entero positivo m, es el menor entero positivo I (m) tal que

Fimy =0 (mod m) Y Fym)41 =1 (mod m)
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Periodicidad y Rango de aparicion

Definicion
El periodo de repeticion de la sucesion de Fibonacci moédulo un
entero positivo m, es el menor entero positivo I (m) tal que

Fimy =0 (mod m) Y Fym)41 =1 (mod m)

Directamente de esta definicion se concluye que

Fr,=0 (mod m)y Fpi1 =1 (mod m) < L (m) | k
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Periodicidad y Rango de aparicion

Observacion

Frm) | Fr(m) CON k € Z*, ahora como m | F,(m) entonces
Luego resulta evidente que los indices para los cuales F,, = 0
(mod m) forman una progresion aritmética. Ademas se puede
notar que [ (m) = r(m) - t, esto es [ (m) es multiplo de r (m).
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Periodicidad y Rango de aparicion

Observacion

Frm) | Fr(m) CON k € Z*, ahora como m | F,(m) entonces
Luego resulta evidente que los indices para los cuales F,, = 0
(mod m) forman una progresion aritmética. Ademas se puede
notar que [ (m) = r(m) - t, esto es [ (m) es multiplo de r (m).

Teorema
Sea p un primo. Entonces p | F;, siy solo si r(p) | n
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Periodicidad y Rango de aparicion

Corolario
Sea m un entero positivo. Entonces m | F,, siy solo sir(m) | n
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Periodicidad y Rango de aparicion

Corolario
Sea m un entero positivo. Entonces m | F,, siy solo sir(m) | n

Teorema
Sea m un entero con factorizacion prima m = pj* - p3? - - - pi*
Entonces el rango de aparicion de m esta dado por

r(m) =lem[r (pT*),...,r (p:k)]
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Ceros en F,, (mod m)

Teorema
r(m) | r (m - n), para todo par de enteros positivos m y n.
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Ceros en F,, (mod m)

Teorema
r(m) | r (m - n), para todo par de enteros positivos m y n.

Definicion
» Sea s(m) el residuo de F,(,,);1 modulo m.
» Sea a(m) el orden de s (m) modulo m, es decir

s(m)*™ =1 (mod m) ysit < a(m) entonces
s(m)t #£1 (mod m).
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Ceros en F,, (mod m)

Ejemplo
Sea m = 13, como F; = 13 entonces r (13) = 7.
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Ceros en F,, (mod m)

Ejemplo
Sea m = 13, como F; = 13 entonces r (13) = 7.

Fr3)41 = Fs =21 =8 (mod 13), asi s (13) = 8
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Ceros en F,, (mod m)

Ejemplo
Sea m = 13, como F; = 13 entonces r (13) = 7.

Fr3)41 = Fs =21 =8 (mod 13), asi s (13) = 8

Por otro lado s (13)* = 4096 = 1 (mod 13) y se verifica que para
t<4s(13)" #1 (mod 13)
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Ceros en F,, (mod m)

Ya vimos que [ (m) = r (m) - t, con el siguiente resultado
caracterizaremos a ¢
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Ceros en F,, (mod m)

Ya vimos que [ (m) = r (m) - t, con el siguiente resultado
caracterizaremos a ¢

Teorema ([2])

L(m) =r(m) - a(m)
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Ceros en F,, (mod m)

Ya vimos que [ (m) = r (m) - t, con el siguiente resultado
caracterizaremos a ¢

Teorema ([2])
I(m)=r(m)-a(m)

Demostracion
Consideremos un periodo simple de F,, modulo m.
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Ceros en F,, (mod m)

Ya vimos que [ (m) = r (m) - t, con el siguiente resultado
caracterizaremos a ¢

Teorema ([2])
I(m)=r(m)-a(m)

Demostracion
Consideremos un periodo simple de F,, modulo m.

011...8108181...8208282...8308383 ...... 01
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Ceros en F,, (mod m)

Particionemos ahora este periodo en subsecuencias asi,

011811 08181...82 08282...83 05383 ...... 01

Ao Ay Ao
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Ceros en F,, (mod m)

Particionemos ahora este periodo en subsecuencias asi,

011811 08181...82 08282...83 05383 ...... 01

Ao Ay Ag
De tal forma que todas las A; tiene la misma cantidad de ele-
mentos, a saber r(m) términos con un solo un cero.
Observando detenidamente se nota que s; = s(m) y que cada
secuencia A; es multiplo de Ay, es decir A; = Ay (mod m)
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Ceros en F,, (mod m)

Particionemos ahora este periodo en subsecuencias asi,

011811 08181...82 08282...83 05383 ...... 01

Ao Ay Ao

De tal forma que todas las A; tiene la misma cantidad de ele-
mentos, a saber r(m) términos con un solo un cero.
Observando detenidamente se nota que s; = s(m) y que cada
secuencia A; es multiplo de Ay, es decir A; = Ay (mod m)

Mas precisamente
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Ceros en F,, (mod m)

Particionemos ahora este periodo en subsecuencias asi,

011811 08181...82 08282...83 05383 ...... 01

Ao Ay Ao

De tal forma que todas las A; tiene la misma cantidad de ele-
mentos, a saber r(m) términos con un solo un cero.
Observando detenidamente se nota que s; = s(m) y que cada
secuencia A; es multiplo de Ay, es decir A; = Ay (mod m)

Mas precisamente

A1 = 5140 (mod m)
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Ceros en F,, (mod m)

Particionemos ahora este periodo en subsecuencias asi,

011811 08181...82 08282...83 05383 ...... 01

Ao Ay Ao

De tal forma que todas las A; tiene la misma cantidad de ele-
mentos, a saber r(m) términos con un solo un cero.
Observando detenidamente se nota que s; = s(m) y que cada
secuencia A; es multiplo de Ay, es decir A; = Ay (mod m)

Mas precisamente

A1 = 5140 (mod m)
A2 = $2A0 (mod m)
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Ceros en F,, (mod m)

Particionemos ahora este periodo en subsecuencias asi,

011811 08181...82 08282...83 05383 ...... 01

Ao Ay Ao

De tal forma que todas las A; tiene la misma cantidad de ele-
mentos, a saber r(m) términos con un solo un cero.
Observando detenidamente se nota que s; = s(m) y que cada
secuencia A; es multiplo de Ay, es decir A; = Ay (mod m)

Mas precisamente

A1 = 5140 (mod m)
A2 = $2A0 (mod m)

Ak = SkAO (mod m)
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Ceros en F,, (mod m)

Se sigue inmediatamente que
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Ceros en F,, (mod m)

Se sigue inmediatamente que

Sk = Sg—1 - $1 (mod m)

Carlos A. Rodriguez, Yzel Wily Alay Gomez

Algunos resultados Derivados del e! io de la Sucesion de Fibonacci mo



Ceros en F,, (mod m)

Se sigue inmediatamente que

Sk = Sg—1 - $1 (mod m)

Sk = Sp_o - 55 (mod m)
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Ceros en F,, (mod m)

Se sigue inmediatamente que

Sk = Sg—1 - $1 (mod m)
Sk = Sp_o - 55 (mod m)
Sk = Sk_3- 57 (mod m)
Sk = Sk_4 - 57 (mod m)
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Ceros en F,, (mod m)

Como «(m) es el orden de s, entonces el periodo simple puede
ser reescrito asi:
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Ceros en F,, (mod m)

Como «(m) es el orden de s, entonces el periodo simple puede
ser reescrito asi:

011...510s1587 ... 3103131 33’03?35{’ ...... 03(1)‘(7”_1)...01
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Ceros en F,, (mod m)

Como «(m) es el orden de s, entonces el periodo simple puede
ser reescrito asi:

011...510s1587 ... S%OS%S% 33’03:{’35{’ ...... 03(1)‘(7”_1)...01

Directamente se relaciona a «(m) con el nimero de ceros en
un periodo simple. Se sigue que [ (m) = r (m) - a(m)
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Ceros en F,, (mod m)

Identidad

Fn-r(m)—f—t =F

rmy+1 - Pt (mod m)
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Ceros en F,, (mod m)

Identidad

Frmyst = Fllyy 11 - 1t (mod m)

Teorema
L (m) = ged(2,a (m)) - lem(r (m), 0 (m))

donde 6 (2) =1y 6 (m)=2param > 2.
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Ceros en F,, (mod m)

Corolario
[ (m) es par para cada m > 2.
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Ceros en F,, (mod m)

Corolario
[ (m) es par para cada m > 2.

Corolario
a(m)=1,2,04
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Preguntas Formuladas

Preguntas formuladas

» Comparando computacionalmete los periodos de la
sucesion de Lucas y Fibonacci, se observa que estos
periodos son iguales en 4 de cada 5 de ellos.
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Preguntas Formuladas

Preguntas formuladas

» Comparando computacionalmete los periodos de la
sucesion de Lucas y Fibonacci, se observa que estos
periodos son iguales en 4 de cada 5 de ellos.

Conjetura

Los periodos de las sucesiones de Lucas y Fibonacci modulo
m, son iguales excepto cuando el m es mdltiplo de 5, en tales
casos el periodo para Fibonacci es cinco veces mayor.
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Preguntas Formuladas

» Si bien la sucesion de Lucas es periodica, este periodo no
puede depender del rango de aparicion del médulo como
se mostr6 para Fibonacci, pues existen infinitos nUmeros
gue no dividen a ningln namero de Lucas.
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Preguntas Formuladas

» Si bien la sucesion de Lucas es periodica, este periodo no
puede depender del rango de aparicion del médulo como
se mostr6 para Fibonacci, pues existen infinitos nUmeros
gue no dividen a ningln namero de Lucas.
¢ Es posible caracterizar los nUmeros que no dividen a
ningln namero de Lucas?
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Preguntas Formuladas

» Si bien la sucesion de Lucas es periodica, este periodo no
puede depender del rango de aparicion del médulo como
se mostr6 para Fibonacci, pues existen infinitos nUmeros
gue no dividen a ningln namero de Lucas.
¢ Es posible caracterizar los nUmeros que no dividen a
ningln namero de Lucas?

» Es posible determinar si en la sucesion de Lucas sus
términos también poseen factores caracteristicos como en
la sucesion de Fibonacci.
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