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INTRODUCCION 44

“No hay camino real para la geometria”

(Figura 1. Euclides)
Fuente: Stewart, 2018.

Euclides de Alejandria. Naci6é aproximadamente, en el afio 365 AC y murié
cercadel afio 265 AC. A pesar de la gran importancia de su investidura como
gedmetra, muy poco se sabe de él. Se dice que era un hombre muy amable
con sus semejantes, en particular, con las personas que mostraban interés
por las matematicas. Su obra inmortal se ha traducido como Elementos;
obra que, junto con la Biblia, la Divina comedia, el Fausto, y el Quijote,
figuran como los libros mas leidos por la humanidad (Stewart, 2018).
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Lecciones de Geometria Elemental, es un libro de texto disefiado como
material de apoyo para el curso de Geometria Euclidiana, dirigido a
estudiantes de Licenciatura en Matematicas y del Programa de Fisica de la
Universidad de Narifio.

El objetivo de este libro, es ampliar los horizontes de los estudiantes, abordando
temas que no pueden ser desarrollados en las clases presenciales debido
a limitaciones de tiempo. El libro abarca varios temas, desde los conceptos
basicos de geometria, como plano, puntos, rectas, segmentos y rayos, hasta
temas mas avanzados, como triangulos especiales, poligonos, la circunferencia
y congruencias, semejanzas y areas.

El libro esta estructurado en siete capitulos, a saber: Elementos de Geome-
tria Euclidiana, Triangulos para la Eternidad, Poligonos, La Circunferencia,
Congruencias, Semejanza y Areas; cada uno con multiples subtemas, cuyos
conceptos, propiedades y teoremas, son ilustrados con representaciones
geométricas, elaboradas por los autores con el software Cabri II Plus, de la
cual dispone licencia la Institucion.

En resumen, Lecciones de Geometria Elemental es un recurso valioso para
estudiantes de Licenciatura en Matematicas y del Programa de Fisica en la
Universidad de Narifio, que busca ampliar los horizontes de aprendizaje en
geometria euclidiana. Con su enfoque riguroso pero accesible, ejemplos
ilustrativos, ejercicios practicos y aplicaciones interdisciplinarias, el libro
proporciona a los estudiantes una sélida base en geometria y les permi-
te explorar conceptos y aplicaciones geométricas interesantes y desafian-
tes, promoviendo el desarrollo de habilidades de resolucién de problemas,
pensamiento critico y razonamiento geométrico.

Los autores
Abril de 2023



CAPITULD 1. &%

ELEMENTOS DE GEOMETRIA EUCLIDIANA

11 CONCEPTOS DE GEOMETRIA

La Geometria estudia las propiedades y medidas de las figuras en el plano
y el espacio. Herddoto, quien vivié en Grecia en el siglo V a de ],C, cuenta el
origen de la Geometria, en los desbordamientos que cada afio tenia el rio
Nilo. Esto hacia que se borraran los linderos de los campos, lo cual tenia
como consecuencia que, los especialistas, es decir, los “tensores de cuerda”,
realizaran nuevas mediciones de las tierras (Escudero, s.f.).

Para dicho estudio se necesitan objetos matematicos, una buena definiciéon
para ellos, la definicion de operaciones, relaciones entre ellos, postulados;
y como se trata de medidas de las figuras, se requiere de las propiedades
de cuerpo y orden de los nimeros reales, como también, de una légica para
razonar y argumentar sobre las propiedades de las figuras, estudiandolas
desde un punto de vista ideal.

1.2 PLANO, PUNTOS, RECTAS, SEGMENTOS Y RAYOS

1.2.1 Términos indefinidos

Segun los Elementos de Euclides, punto, es lo que no tiene partes; linea
recta, es la que yace por igual sobre sus puntos.

En los tiempos en que se escribieron los Elementos de Euclides, muy
seguramente estaba muy clara la expresion yacer por igual. Hoy en dia, se
debe tener una idea mas cercana al concepto de recta, pero no para dar una
definicién precisa, sino para realizar una aproximacidn al concepto.

17



18

En el enfoque moderno, se aceptan ciertos objetos basicos, clasificados como
términos indefinidos; no se hace intento alguno por definirlos; de este modo,
se evita un retroceso sin fin, de una definiciéon a otray el circulo vicioso, donde
dos conceptos se definen uno en términos del otro.

Asi pues, por ahora, se toman como términos indefinidos punto, recta y plano.

Actualmente, es mejor tener una idea intuitiva de estos objetos y concebir
un punto como la huella que deja en un papel un lapiz muy afilado.

Los puntos se denotan con letras mayusculas como 4, B, C, ...; las rectas con

letras mindsculas [, m, n,...; y 1a recta que pasa por los puntos 4, B se denota
por AB.

La idea de recta, se puede tomar como el borde del tablero de un salén de
clase, la cual se prolonga de manera indefinida por sus dos extremos. Por su
parte, laidea de plano es la de una mesa o una laguna cuando esta en calma,
el cual se extiende indefinidamente en todas direcciones.

Como se ve, al prolongar la recta y el plano de manera indefinida, ya se
incluye la idea de infinito (Figura 2).

. [t 1

-
- Recta CDr

Figura 2. Representaciéon de punto, segmento, recta y plano

Fuente: adaptacion de Mi tutorial Digital (s.f.)



1.2.2 Elementos geométricos

Los elementos geométricos se tornan muy interesantes cuando interactian
entre ellos.

Es inevitable trazar rectas en espacios pequefos o grandes. Cuando se trata
de espacios pequefios, no se presentan mayores dificultades, ya que, por
ejemplo, se puede apoyar con una cuerda o una regla. En espacios grandes,
ubicando como puntos, por ejemplo, la tierra, marte, la recta seria un rayo
luminoso, de la tierra a marte. No obstante, hoy en dia se sabe que el sol
tiene un campo gravitatorio muy intenso y curva los rayos luminosos como
lo muestra la Figura 3.

Frente a estos hechos se puede decir que, la recta tal como la concebimos
no es real, solo esta en la imaginacion del ser humano o en un mundo ideal
fuera de €1, donde existen estos objetos matematicos.

El segmento AB serd el conjunto de puntos X de la recta AB tales que X
estd entre Ay B, incluidos A y B, esto es, X € [4,B].

Un punto X esta entre Ay B, si Xestaenlarecta ABy AX + XB = AB.
El segmento abierto AB sera el conjunto de puntos X de la recta AB tales

que X esta entre A y B, excluyendo A y B; esto es, X € (A,B) (Hemmerling,
2005).

Trayectoria
del rayo
luminoso

Figura 3. Curvatura de rayos luminosos

Fuente: adaptacion de Gamow, G. (1983).
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El rayo AB es el conjunto de puntos X de la recta AB tal que X esta del
mismo lado de A que esta B, incluyendo A.

La semirrecta AB es el conjunto de puntos X tales que X esta del mismo lado
de A que esta B, sin incluir A.

De otra parte, cuando se dibuja una recta sobre un plano se observa que
el plano queda dividido en dos semiplanos, es decir, en dos regiones no
acotadas; y ocurre un instante magico, en el cual se piensa jqué tal si se
agrega otrarecta que corte ala primeraj, se la trazay el plano queda dividido
en 4 regiones no acotadas. Si se agrega otra recta que corte a las anteriores,
se forman 6 regiones no acotadas y una region acotada (Figura 4).

Figura 4. Regiones no acotadas de un plano por interseccién de rectas

Fuente: elaboracién propia

Se la trazay el plano queda dividido en 4 regiones no acotadas. Si se agrega
otrarecta que corte a las anteriores, se forman 6 regiones no acotadas y una
region acotada (Figura 4).

Si se continua el proceso de agregar una recta al plano de manera que corte
a las anteriores, pero sin pasar por los puntos de interseccion, se obtiene la
siguiente tabla de valores (Tabla 1):



Tabla 1. Rectas y determinacién de regiones acotadas y no acotadas

Nidmero de Regiones no Regiones
rectas acotadas acotadas
1 2 0)
2 4 0
3 6 1
4 8 3
5 10 6
6 12 10
7 14 15

Es claro que, si es posible realizar la tarea de agregar una recta mas que cor-
te a las anteriores, pero sin pasar por los puntos de interseccidén, el nimero
de regiones no acotadas es 2n, donde n es el nimero de rectas.

Por su parte, el nimero de regiones acotadas merece estudiarse detenidamen-
te; con lo cual, aparece un problema muy interesante, ya que la solucion no es
tan evidente, tal como el caso del nimero de regiones no acotadas.

=" %/ \ ~

Figura 5. Numero de regiones no acotadas por interseccién de rectas

Fuente: elaboraciéon propia
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Una manera de resolver el problema, es formar una escalinata como
se ve en la Figura 5; es decir, se da una recta horizontal y en ella los
puntos A,B,C,D,E,EG, etc. Por cada punto se traza una recta con las
condiciones requeridas; y se observa que, en el primer piso hay n — 2
regiones, en el segundo piso n — 1, hasta llegar al ultimo piso que es
1, donde n es el niimero de rectas.

La suma queda asi:

:(n—l)(n—Z) n

1+2+3+-+n—2 >

> 2.

También se puede contar el nimero de puntos, para lo cual, se tiene
como ayuda la secuencia que aparece en la Figura 6:

_n(n—1)

1+424+-4+n—-2= > ,n> 1.

=%t AN

Figura 6. Niimero de puntos por interseccion de rectas
Fuente: elaboracién propia

El lector puede contar el nimero de segmentos, como también el
numero de rayos que se generan.



1.3 LA RECTA DE CANTOR-DEDEKIND

Se puede denominar asi, a la recta que se menciona en el postulado de
Cantor-Dedekind (Postulado de la regla): a cada punto de la recta le
corresponde un numero real y a cada numero real le corresponde un punto
en la recta.

[ ]
oll L=
> =

Figura 7. Recta de Cantor-Dedekind
Fuente: adaptacion de Hemerling (2005).

Si | es una recta y 0,A son puntos distintos de [, entonces existe una
correspondencia biunivoca entre los puntos de [ y los nimeros reales
(Figura 7), tal que:

a) Al punto O le corresponde el 0 y al punto A le corresponde el 1.
b) Si al punto P le corresponde, el nimero real x, y a Q el nimero
real y, entonces, d(P,Q) = |x — y| = PQ.

De lo anterior se puede plantear el problema de que, dado un nimero real x,
determinar el punto que le corresponde en la recta.

Si el niimero x es entero positivo, basta utilizar el compas y, con centro en A
y radio AO que corta a la recta en un punto B, que corresponde al nimero 2;
con centro By radio B4, se traza una circunferencia que corta a la recta, en
C, que corresponde al nimero 3. Se contintia este proceso hasta obtener el
punto que corresponda a x. Se procede de manera similar, si X es un nimero
entero negativo.

Si X es un numero racional, basta aplicar el teorema fundamental del
paralelismo, y con esto se puede encontrar el punto con regla y compas.

Se puede determinar puntos que corresponden a nimeros irracionales, pero
no a todos. Se puede hallar puntos que estén cercanos al punto que le corres-
ponde por el postulado (Hemmerling, 2005).
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1.3.1 Nimeros construibles

Cuando se puede determinar en la recta, con regla y compas, el punto que le
corresponde al niimero real x, se estd hablando de niimeros construibles, que
de manera sorprendente forman un subcuerpo de los nimeros reales.

Para la construccion de dichos nimeros, se puede utilizar reiteradamente el
teorema de Pitagoras, y el hecho que en un triangulo rectangulo su altura es
media proporcional al producto de los segmentos que determina la altura
sobre la hipotenusa.

Para profundizar en el tema, el lector puede consultar y aplicar el Teorema
de Wantzel, donde se establecen las condiciones necesarias y suficientes para
que un numero sea construible (Navarro, s.f).

Hay una versidon mas sencilla del teoremay es la siguiente: “Un niimero real es
construible, siy solo si, es soluciéon de una ecuacidn algebraica de coeficientes
construibles, de grado a lo sumo 2” (Gentile, 2021).

Por ejemplo,
1445 |V5-1
x= > + >

es construible, ya que si,

1++5

> =c,x=c++vc—1.

Al eliminar el radical, se obtiene x? — 2cx + 2 = 0; los coeficientes
1,—2c, 2 son construibles, por tanto, x es construible.

La ecuacién en la variable xy sin radicales, queda asi: x* — 2x3 —

4x +4 =0.

Si el problema es: dado el punto, hallar el nimero real x que le corresponde,
entonces, el caso se torna dramatico, ya que nuestros instrumentos de medida
son muy precarios.



Cuando se ubica un segmento en la recta l, se determinan 3 conjuntos de
puntos: dos semirrectas y el segmento que, por el postulado de la regla, les
corresponde a los conjuntos de nimeros reales:

P={x€R/a<x<b}=a,b]
Q ={x €R /x < b} = (—,b)
R={x €R /x> b} = (b,+m)

Al realizar un procedimiento semejante con intervalos semiabiertos, se
obtienen los siguientes intervalos de nimeros reales:

(=, al, (a,b],[a,b), b, +0).

Figura 8. Intervalos de niimeros reales

Fuente: elaboracién propia

Cuando se ubica en la recta un intervalo abierto por los dos extremos, como
en la Figura 8, se obtiene los intervalos correspondientes a los conjuntos

(—oo,al, (a,b), [b, +0).
1.4 PUNTO MEDIO DE UN SEGMENTO
Un punto M es el punto medio del segmento ABsi M € /ﬁy AM=MB.
Actualmente, existe una gran contribucion en el tema de construcciones con
el Teorema de Mohr-Mascheroni: “Todo punto constructible con regla y com-
pas es constructible s6lo con compas” (Navarro, s.f.).
A continuacion, se presenta la construccion del punto medio (Figura 9):
1) Se dael segmento AB, puede estar trazado o solo los puntos Ay B.
2) Con centro A y radio AB, se traza la circunferencia c.

3) Con centro By radio BA, se traza la circunferencia d que
corta c en C.
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4) Con centro Cy radio CB, se traza la circunferencia e que
cortaden D.

5) Con centro D y radio DB, se traza la circunferencia f que
cortadenE.

6) Con centro E y radio EA, se traza la circunferencia g que
cortacenF,G.

7) Con centro Fy radio FA, se traza la circunferencia h.

8) Con centro Gy radio GA, se traza la circunferencia i que
corta h en M.

9) M es el punto medio del segmento AB.

Figura 9. Construccion del punto medio de un segmento

Fuente: adaptacién de Kostovski (1980).

Si en el segmento AB se considera el punto arbitrario P, de inmediato se
puede establecer que AP + PB = AB; lo cual, se puede interpretar como la
descomposicion del numero real AB en dos sumandos APy PB (Figura 10).



Figura 10. Descomposicion de un niimero real

Fuente: elaboracién propia

Si se ubica el punto medio M y se halla el punto P"como la reflexién del punto
P sobre el punto M, se observa que se cumple la propiedad conmutativa de la
adicion de los nimeros reales positivos.

Se tiene AP + PB = AB pero AP"+ P'B = ABy ademas AP =
P’B, PB = AP’, por lo que, AP+ PB = AP"+ P'B =PB + AP =
PB + PA (Figura 11).

A P M P’ B

Figura 11. Propiedad conmutativa de adicion de niimeros reales positivos

Fuente: elaboracién propia

En la Figura 12, moviendo el punto P a lo largo del segmento AB, se observa
la propiedad conmutativa de la adicién de los nimeros reales.

.A y =N % .B

Figura 11. Propiedad conmutativa de adicién de niimeros reales positivos

Fuente: elaboracion propia

También aparece la propiedad de elemento neutro para suma de niimeros
reales no negativos.

Cuando P coincide con A4, se tiene AA + AB = AB, es decir, 0 + AB = AB;
y también por lo demostrado, se cumple que, 0 + AB = AB + 0 = AB.
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El punto medio de un segmento, como aplicacidn, por ejemplo, en Fisica, se
tiene la balanza para equilibrar los pesos; en Matematicas, sirve para trazar la
mediana de un triangulo.

Larelacion AP + PB = AB también evoca el lugar geométrico de la elipse.

La cantidad AM = ATB, que se deriva del punto medio, como cosa

curiosa e innovadora, se utiliza sabiamente en la solucién de la ecuacién de
segundo grado por parte del profesor de Carnegie Mellon Po-Shen Loh (Standen
Math, 2022).

, - x :
Muchas férmulas en matematicas llevan esta forma > por ejemplo,

aparece esta expresion en la férmula de la ecuacion de segundo grado.

1.5 ANGULOS

Un angulo es la unién de dos rayos que tienen el mismo punto extremo;
los rayos son los lados y el punto comun es el vértice. Se denota AOB y su
medida por mAOB.

Para medir un angulo, se puede seguir el método utilizado en Babilonia,
que consiste en trazar una circunferencia de centro O y radio 1, y se divide
la circunferencia en 360 arcos de igual longitud, comenzando en un punto
A. Cada arco representa un angulo de un grado. Si el arco de un grado se
divide en 60 partes, cada uno representa un minuto, y si uno de estos arcos
se divide en 60 partes iguales, se obtiene un segundo (Hemmerling, 2005).

Lo extrafio, es que no se puede dividir la circunferencia en exactamente
360 partes iguales ya que de lo contrario se pudiera construir el poligono
regular de nueve lados.

Es por eso que es de particular interés hablar sobre los angulos que si se
pueden construir exactamente con regla y compas, y los que se pueden
trisecar; esto por el contenido histérico que evocan.



210°

L 4

Figura 13. Angulos con regla y compds

Fuente: elaboracién propia

En la Figura 13, moviendo el punto B se generan angulos cuya medida esta
entre 0 y 180 grados.

Por trigonometria, se sabe que,
cos(3a) = 4cos3a — 3cosa.

Si se quiere trisecar el angulo de medida 3q, se requiere el valor de a y ver
si ese resultado es un nimero construible.

Haciendo cos(3a) = k, cosa = x, se tiene 4x3> —3x — k = 0.

De aqui, se obtiene que:

Donde,

_ 3ac - b? _ 2b3 — 9abc + 27a%*d
B B 27a3
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Para la presente ecuacion,

3 k

P=pd= Ty

Al reemplazar en (*) y simplificar, se obtiene:

:%jk+\/k2—1+%jk—\/k2—1.

Dado que, cos (3 a) =k, entonces:

X = %(Vcos(?,a) + isen(3a) + i/cos(Ba) — isen(3af)).

A la anterior ecuacion, se la puede denominar ecuacién de verificacién. Se
reemplaza el angulo que se quiere trisecar y se mira si el resultado es un

numero construible.
Se considera,

Va + ib :u+iv,3\/a—ib:u—iv.
Entonces,

a+ib = (u+iv)>.

Al desarrollar e igualar las partes reales e imaginarias, se tiene:

{ug —3uv? =a
3ulv—v3=bh

Se debe tener en cuenta que en la solucién u, v deben ser reales.

. o1z T .
Con este método se mira si el angulo S S¢ puede trisecar.

( ‘/_ “/_ £ — %) Se resuelve el sistema

ud —3uv? =

3uly —v3 =

MIEEN



) 2 6 2
Y se obtiene u = % £

,que, como se Ve, son construibles.

4 4

1(V6e V2 (V6 2\ V6 V2 (V6 2 V6 V2
(D RS (SD)

X == T—I_T—l_l 4—|—4

Con este método se mira si el angulo  se puede trisecar.

u? — 3uv? = 2
1(3V2 W2 3[V2 iz . 0
X == —_— 4 [——— Se resuelve el sistema
2 2 2 2 2 2 3 W2
3uyv — v’ =—
2
. Ve A2 Ve 2 .
Y se obtiene u = ” + - v = iy ,que, como se Ve, son construibles.

1(V6 V2 (V6 2\ V6 V2
x=z(r+7+l(r‘7)+7+r
i(@ ﬁ))_@+ﬁ

4 4 4 4

Con este método se mira si el angulo — se puede trisecar.
2

1
x = (Vo +i+V0-i)
Se resuelve el siguiente sistema:

{u3 —3uv? =0
uwlv—v3i=1

V3
2’

. 1 .
Y se obtiene u = v = - que, como se ve, son construibles:

V3 1)_\/5
-

rist '
2T T
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Es facil ver que el angulo de medida 3a se puede trisecar, entonces, el angulo
de medida 37a también se puede trisecar.

. . .z . a
Si cos a es construible, entonces también es construible cos (E) ,ya que por

trigonometria se tiene que,

o 1+ cosa , .
cosS ( ) = |— """ el cual es un numero construible.

2 2

El angulo de medida m se puede trisecar, por tanto se puede trisecar el
angulo de medida

El &ngulo de medida 2?n se puede trisecar, por tanto se puede trisecar el
angulo de medida ZT[—nn =12,..

También entran en la lista de angulos con esta propiedad, los de la

. . . 2
siguiente medida: 5_:'n =12, ..

2T
gmen’ =

1.6 RAYOS DE INCIDENCIA Y REFLEXION

Esinteresante como se utilizan las figurasy conceptos geométricos en Fisica.
Por ejemplo, son importantes los &ngulos de incidencia y reflexion. Cuando
un rayo incide sobre una superficie reflectante, que puede ser céncava o
convexa, el dngulo de incidencia es el formado por el rayo incidente y la
normal a la superficie en el punto de incidencia; y el angulo de reflexion, es
el que se forma por la normal y el rayo reflejado (Figura 14).

Las leyes de reflexion son las siguientes (Acosta, 1953):

1) El rayo incidente i, a normal n y el rayo reflejado r y estdn en el
mismo plano, llamado plano de incidencia.
2) El 4angulo de incidencia es congruente con el dangulo de reflexion

FMN = NMP.



Se presenta una animacion con Cabri II Plus, donde, arrastrando el punto
P a lo largo del segmento AB, el rayo luminoso incide en varios puntos
de la superficie reflectante, y hay variaciéon en la medida de los angulos,
manteniéndose la ley de reflexion.

Superficie
reflectante

Figura 14. Leyes de reflexién de la luz
Fuente: adaptacion de Lehmann (1989)

1.7 LAS PERPENDICULARES DE MICHELSON MORLEY

Otro ejemplo de aplicacion en la Fisica, donde se hace uso de elementos y
conceptos geométricos, es el experimento de Michelson-Morley, donde se
utilizan los angulos de 45 y 90 grados.

En Fisica para probar la existencia o no del éter, el fisico Albert Michelson
(1852,1931) y el quimico Edward Morley (1836, 1923) realizaron el expe-
rimento conocido como el Experimento de Michelson-Morley (Figura 15).
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A

A M B

Figura 15. Perpendiculares de Michelson Morley
Fuente: adaptacion de Experimento de Michelson-Morley: https://galileoandeinstein.

phys.virginia.edu/lectures/Michelson-Morley_Sp.htm

El experimento consiste en lo siguiente: un haz de luz monocromatica parte
de la fuente F y llega al espejo semitransparente E puesto a 45 grados con

respecto a la horizontal ﬁque divide al haz en dos rayos perpendiculares
entre si, uno que atraviesa el espejo y se dirige al espejo G y otro que se
refleja en E siguiendo la ley de la reflexion de la luz y se dirige al espejo
H. Los rayos reflejados en G y H, respectivamente, se dirigen a E donde los
rayos son reflejados nuevamente. En el punto D se pone un detector, donde
se realizan las respectivas observaciones y conclusiones como producto de
la interferencia (Fowler, s.f.).

Se realiza una construccién en Cabri II Plus, donde, en camara superlenta,
se recrea el viaje épico de los rayos, que llevan a un resultado importante de
la Fisica. El viaje se realiza moviendo el punto M a lo largo del segmento AB;
cuando el pulso de luz L llega a D, se muestra la conclusién del experimento.

1.8 LAS PARALELAS DE ERATOSTENES

Se cuenta que un alumno le pregunt6 a Euclides sobre qué ganaba él con
sus ensefianzas y Euclides le contesta: "Denle tres monedas a este alumno
para que gane algo con lo que aprende".



Eran otros tiempos, y hoy en dia los profesores estan en la misma posicién
del maestro Euclides, ya que la pregunta la han cambiado los estudiantes, y
en su lugar, preguntan: ;En qué se aplica?

La sociedad hoy en dia reclama que, lo que se aprende, debe tener una
aplicacion en la realidad.

Desde la antigliedad se estaban aplicando los conocimientos geométricos,
y es asi, como Eratdstenes, en el imposible problema para la época, aplica
un teorema de las rectas paralelas y la transversal, para medir el radio de
la tierra.

La historia relata que, a Eratdstenes le contaron que, en cierta época del afio,
en la ciudad de Siena, al medio dia los obeliscos no proyectaban sombra,
y en cambio, en Alejandria, donde él trabajaba, si; y el agua de los pozos
reflejaba la luz del sol.

Entonces, Eratdstenes dedujo lo siguiente: si el sol estaba muy lejos, podria
considerar que los rayos que llegan a la tierra son paralelos, y asi podria
medir el radio de la tierra, midiendo el &ngulo que marcaba la sombra de
un palo ubicado perfectamente vertical en los jardines de la biblioteca de
Alejandria.

El 4ngulo que midi6 es de 7,2°. Necesita la distancia de Alejandria a Siena,
y paga con sus propios recursos a los jefes de caravanas para obtener la
medicion. Esa medicidn fue de 5000 estadios, y un estadio egipcio mide
158,75 metros.

Alejandria

Figura 16. Paralelas de Eratdstenes

Fuente: adaptacion de Lozano (007)
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Lo demas, ya lo sabemos hoy en dia, aplicando regla de tres.

o« d
X 360°
360° 360°
x = " d= 70 5000(158,75) = 39687,500 Km

Lo que da un radio r=6316,461 Km.

El lector puede comparar este resultado con los que se obtienen hoy en dia, y
verd que el resultado es asombroso. Es una labor imposible para aquella época.

Se realiza una representacion grafica, al estilo Ptolemaico con Cabri II Plus,
sobre el fenémeno de los rayos paralelos del sol (Figura 16).

En resumen, Eratdéstenes aplica: conocimientos de fisica, teorema de con-
gruencia de los angulos alternos internos de las paralelas y la transversal
y regla de tres, acompafiado de mucho interés por el problema y una gran
genialidad para resolverlo.

A continuacion, se realiza la demostracién del teorema que se aplica en el
trabajo de Eratdstenes.

TEOREMA. Si dos rectas paralelas se cortan mediante una transversal, los
angulos alternos internos son congruentes.

Figura 17. Demostracion del congruencia de dngulos alternos internos en rectas paralelas

Fuente. Adaptacion de Hemerling (2005)



Hipétesis: p,q rectas cortadas por la transversal ¢, p | g (Figura 17).

Tesis: za = ¢b

Demostracion.

Proposicion

1) piiq
2)za = 2sbosa % Lb

3) Suponer que Za % 4b

4) Sea r una recta que pasa
por Btal que de los angulos
alternos internos son con-
gruentes, es decirZb = Zc

5)rlgq

6) Imposible.

7) za = 2b

1.9 EJERCICIOS

Resolver los siguientes ejercicios:

Argumentos

1) ) Hipotesis

2) Ley de tercero excluido

3) Suposicion temporal.

4) Postulado de la
construccién de angulos

5) Teorema de angulos
alternos internos.

6) 1y 5 contradicen el
postulado de Playfair

7) Regla para negar la
suposicion.

1. Dividir un segmento en 3 partes congruentes de dos maneras distintas.

N

Dividir un angulo en dos partes iguales de dos maneras distintas.

3. Por un punto que esté por fuera de una recta r, trazar una recta perpen-

dicular a r de dos maneras distintas.

4. Por un punto por fuera de la recta r trazar una recta paralela a r de dos

maneras distintas.

5. Lasuma de las medidas de tres angulos que estan en progresion geomé-
trica es 14 grados y la medida de uno de ellos es 4 grados. Hallar las
medidas correspondientes. ; Cuantas soluciones hay?

6. La suma de las longitudes de tres segmentos que estan en proporcion
aritmética suma 45 centimetros. Hallar las medidas de cada segmento.

;Cuantas soluciones hay?
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7. Lasuma delas medidas de 3 dangulos esta en progresién arménica y uno
de ellos mide 10 grados. Hallar la medida de cada uno de ellos. ; Cuantas
soluciones hay?

8. Lasuma de las medidas de dos angulos de un triangulo es 49 grados y su
producto es 551.25. Hallar las medidas de los tres angulos.

Resolver los siguientes ejercicios (Landaverde, s.f.):

1. ;Cuanto mide un angulo que es el que es el doble de su complemento?

¢(Cuanto mide un angulo que es el doble de su suplemento?

3. Una barra de hierro mide 9 m de longitud a la temperatura de 12 grados;
(cudl serd la longitud a la temperatura de 37 grados, si por cada metro y
por cada grado aumenta .014 mm?

4. Dados los angulos adyacentes AOB y BOC, y la bisectriz OD del angulo
BOD, probar que 2A0D = AOB + AOC

5. ¢Cuanto mide el angulo que describe el minutero de un reloj en 20 minu-
tos? ;y el horario?

N



CAPITULD 2. &%

TRIANGULOS PARA LA ETERNIDAD

“Las leyes de la naturaleza estan escritas en el lenguaje de las matematicas
... los simbolos son tridngulos, circulos y otras figuras geométricas, sin
cuya ayuda es imposible comprender una sola palabra”.

Este capitulo se ha denominado
“Triangulos para la eternidad”, para
destacar la importancia de dicha figu-
ra geométrica y de los cientificos que
han utilizado este objeto matematico
para avanzar en las matematicas, la
fisica, la ingenieria y otras ciencias, y
que ha perdurado a través del tiem-
po. Se dan ejemplos de tridngulos que
han sido cruciales en el estudio de
esta disciplina (Vera, 2023),

Es amplio el ment de triangulos que,
de una u otra manera, contribuyen
al avance de la ciencia. En este do-
cumento se tratara brevemente so-
bre algunos de ellos y el lector podra
buscar en otras fuentes, tridngulos
que sean de su interés o lo que seria
fabuloso contribuir con un tridngulo
que llame la atencion de alguien que
esté buscando ese conocimiento.

Galileo Galilei.
(Figura 18).

Figura 18. Galileo Galilei

Fuente: https://culturacientifica.

com/2020/05/13/vida-de-galileo/
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2.1 DEFINICIONES
2.1.1Clases de triangulos

Tridngulo. Sean los puntos 4,B,C no colineales. AABC=ABUBCUCA.
Cada punto se llama vértice y cada segmento, lado. El lado opuesto a cada
vértice se lo denota con la misma letra del vértice, pero mintscula.

Tridngulo escaleno. Un triangulo es escaleno, si y solo si, no tiene dos
lados que sean congruentes.

Tridngulo isésceles. Un triangulo es is6sceles, si y solo si, tiene dos lados
congruentes.

Tridngulo equilatero. Un triangulo es equilatero, si y solo si, tiene sus
lados congruentes.

Tridngulo rectangulo. Un tridngulo es rectangulo, si y solo si, tiene un
angulo recto; el lado opuesto al angulo recto es la hipotenusa, los otros dos

lados se llaman catetos.

Tridngulo acutangulo. Un triangulo es acutangulo si, y solo si no tiene
tres angulos agudos.

Tridngulo obtusangulo. Un triangulo es obtusangulo, si y solo si, tiene un
angulo obtuso.

Tridngulo equidngulo. Un triangulo es equiangulo, si y solo si, tiene tres
angulos congruentes.

(Fuentes: Hemerling (2005) y Landaverde (s.f.)).
2.1.2 Segmentos destacados

Mediana de un tridngulo. Es el segmento de recta que une un vértice de
un triangulo con el punto medio del lado opuesto.

Altura. Una altura de un triangulo es un segmento perpendicular desde un
vértice de un triangulo a la recta que contiene al lado opuesto.



Mediatriz de un segmento. Es la perpendicular en el punto medio del
segmento.

2.1.3 Puntos destacados
Las fuentes de estos conceptos: Hemerling (2005) y Landaverde (s.f.).

Circuncentro. Punto de interseccion de las mediatrices de los lados de un
tridngulo; corresponde al centro de la circunferencia circunscrita.

Incentro. Es el punto de interseccion de las bisectrices de un tridngulo;
corresponde al centro de la circunferencia inscrita.

Ortocentro. Es el punto de interseccion de las alturas de un triangulo.

Excentros. Puntos de interseccion de la bisectriz de un angulo interior y
las bisectrices de los angulos exteriores de los otros dos vértices.

Centroide. Es el punto de interseccion de las medianas de un triangulo.
2.2 EL TRIANGULO SAGRADO EGIPCIO

Los egipcios contaban con una cuerda cuyos extremos estaban unidos y
que contaba con doce nudos separados a distancias iguales.

Se cree que, para trazar perpendiculares, los expertos en esta tarea, ten-
saban la cuerda y quedaba formado un triangulo rectdngulo cuyos catetos
med {an 3 y 4 unidades, y la hipotenusa 5 unidades. Dicho tridngulo, y los
que tienen como medidas 3k, 4k, 5k, donde k es un entero positivo, se uti-
lizan en los ejercicios de trigonometria, en calculo de fuerzas por la facilidad
en el manejo de nimeros enteros, entre otros casos (Wikipedia, 2022a; Mai-
kelnai, 2011).
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Agrastrando el punto M a o largo del
sagmento PO se realiza la siimulacidn

o la tarea de tensar la cuerda fijando
en el punio C y tensando desde kos
puntos Ay B de la misma hasta formar
& ridngulo sagrado

Figura 19. Cuerda con 12 nudos a distancias iguales, cuyos extremos estdn unidos

Fuente: elaboracion propia

En la Figura 19, arrastrando el punto M a lo largo del segmento PQ, se
realiza la simulacion de la tarea de tensar la cuerda fijando el punto C y
tensando desde los puntos a y B de la misma, hasta formar el tridngulo
sagrado (Figura 20)

Amastrando el punto M a ko largo del
segmento PQ se realiza la silmulacion
de la tarea de tensar la cuerda fijando
en el punto C y tensando desde los
puntos Ay B de la misma hasta formar
el indngulo sagrado

Figura 20. Tridngulo sagrado egipcio
Fuente: Triangulo sagrado egipcio: https://es.wikipedia.org
/wiki/Tri%C3%Alngulo_sagrado_egipcio



2.3LARECTADE EULER

Larecta de Euler, es aquella que, de manera asombrosa pasa por el ortocen-
tro, baricentro y circuncentro de un triangulo.

Se puede decir que, un triangulo es variable, cuando alguno de sus elemen-
tos es variable.

Se puede realizar la prueba en un tridngulo variable, para ver qué pasa con
los puntos de la recta de Euler, cuando el triangulo varia.

Se construye un tridangulo ABM, de manera que, la altura se mantenga cons-
tante y puedan variar los lados del mismo, cuando se mueve el vértice M
a lo largo de una recta paralela al lado AB. Se trata de demostrar que, los
puntos de la recta de Euler, describen parabolas cuando se mueve el punto
M (Figura 21).

En el tridngulo ABM se tienen las siguientes coordenadas:
A=(0,0),B = (a,0),M = (¢, h).

Las coordenadas del baricentro, circuncentro y ortocentro del triangulo

2_ 2 —
ABM son respectivamente: 1 = (a—”,ﬁ), C = (E,ﬂ). 0= (t,t(a t)).
3 "3 2 2h h

Al calcular el siguiente determinante:

ra+t h 1‘
3 3
2 _ 2
D= a t at+ h
2 2h
t(a—1t)
t _ 1
| h |

se obtiene |D|=0, lo cual indica que los puntos estan alineados.
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En efecto, la recta que pasa por los tres puntos es:

t?—at+h?* h

h R -3 a+t
Y7377 a a+t (x_ 3)
2 3
_3at—h2—3t2( a+t)_
 hQ2t—a) 3 )’
de donde,
_3at—h2—3t2( a+t)+h
VS T hee—w 3 )3

Para el ortocentro:

—ty= 1, a
xX=ty= hx hx,

representa una parabola que pasa por (0,0),(a,0).

Para el circuncentro:

a1 ., a h
27 " Tt T2
Para el baricentro:
a+t h
X = 3 ,y=§.

representa una recta paralela al eje x que pasa por el baricentro.

Realizando el cambio,

a—+t
3

X — = k(2t — a);

se obtiene,

k h
— — h2 _ 2 _
y h(3at h 3t)+3

que corresponde a una parabola.

Paralos valoresde f = % — % 0,se obtienen las parabolas correspondientes

al ortocentro, circuncentro y baricentro, respectivamente.



Figura 21. Recta de Euler
Fuente: adaptacion de Cexeter (1971

En la Figura 21, se recrea el tridngulo ABM, cuyo vértice M se mueve sobre
una recta paralela al eje x, manteniendo constante la altura y de esta
manera los puntos P de la recta de Euler y por supuesto V,0 y C adquieren
movimiento generando curvas parabdlicas (Cexeter, 1971).

2.4 EL TRIANGULO INFINITESIMAL

En los cursos de Calculo Diferencial, para trabajar el concepto de derivada
es necesario abordar el problema de trazar una recta tangente en un punto
de una curva; el problema se puede resolver con cierta facilidad en algunos
casos, por ejemplo, para el caso de las curvas conicas; pero, en la mayoria de
curvas, no es posible hallar exactamente la tangente en un punto de la curva.

La idea para trazar la tangente en el punto P de una curva continua, es

trazar primero la secante s = PM y debido a la continuidad de la curva
desplazar el punto M a lo largo de la curva, de manera que se aproxime a P.

fashi-f{x)

Q

Figura 22. Tridngulo infinitesimal
Fuente: adaptado de Banach (1967)
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En la Figura 22, a medida que el punto M se aproxima a P a través de la
curva, la secante s se va aproximando a la tangente t. Se puede considerar
el tridngulo PQM, con angulo recto en Q, con catetos paralelos a los ejes
coordenados que se va haciendo cada vez mas pequeno.

Sea a; = m£MPQ, ala medida del angulo que forma la tangente ¢ con el
semieje positivo de las x. En el paso al limite cuando el punto M coincide
con P, se habra trazado la tangente. Se puede decir que,

f+h)—fx)
h

tana = lim = lim(tan ay).
h—0 h—0

En el archivo tridngulo infinitesimal, se pone como ejemplo de curva a una
parabola, donde t es la tangente exacta en el punto P. Se arrastra el punto
M a través de la curva, en direccién a P; en el paso al limite, se observa en
primer plano que, la secante s coincide con la tangente t; y segtn el curso
de Calculo Diferencial, se sabe que, la pendiente de la recta ¢, es la derivada
de la funcién en ese punto.

2.5 EL TRIANGULO ISOSCELES DE LA RELATIVIDAD

Un tema que ha revolucionado la Fisica y la forma de mirar nuestra posicién
en el universo esla teoria de larelatividad. Una de sus aristas es la distorsién
del tiempo, las magnitudes que estén en funcion de él.

Se considera un vagoén que va en movimiento a velocidad v constante, en
linea recta, y dentro, un observador A. De la fuente F del piso del vagon sale
un rayo luminoso y llega hasta el techo, se refleja en el espejo E y llega a la
fuente F (Figura 23).

H B

P M Q

Figura 23. Vagdn con rayo luminoso
Fuente: adaptacion de Bert (2005).



El observador A sabe que la velocidad de la luz es constante, y calcula el

. . - 2FE 21l
tiempo total en recorrer el espacio, y obtiene: t = —== ;1o que observa es

como el rayo de luz viaja perpendicularmente al piso del vagén hacia el espejo
Fy desciende de la misma manera.

Por su parte, para el observador B las cosas son diferentes, ya que él mira
que el rayo que sale de la fuente F recorre un camino mas extenso, debido al
movimiento del vagdn, que, corresponde exactamente la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo; es claro que, la hipotenusa es mayor que cualquiera
de los dos catetos. Se presentan dos posibilidades: la luz viaja mas rapido o
tarda mas tiempo (Figura 24).

La primera no puede darse, dado que uno de los postulados que establece
Einstein para la teoria de la relatividad especial, es: la velocidad de la luz en
el vacio es siempre la misma, independientemente de quién la emita y quién la
mida; por tanto, la luz tarda mds tiempo en recorrer el camino, que se lo puede
llamart’.

K

Figura 24. Tridngulo de la relatividad
El espacio recorrido por la luz es:

FE + FF" = 2FE.

Ahora bien, en la Figura 24, aplicando teorema de Pitagoras, se tiene:

2 2 _ pp2 — f — E - t_
FG* + GE —FE,dondeFG—vz,GE—cz,FE—cz.
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Es decir,

(15) +(:3) =(3)-

Al realizar operaciones y simplificar, se llega a la siguiente expresion:

t
=~
1-(2)
c
De la relaciéon anterior se concluye que t>t.

. . 99
Supongamos que el vagon va a una velocidad v = To0C entonces,

, t 100+/99
t = = t~ 7.1t
99 2 199
AR C
| _ [ 100
(o

Esto es, segtn el observador B el tiempo en que la luz realiza el recorrido
2FE es mas largo que el que mide el observador 4, y mas notorio cuando la
velocidad del vagén es cercana a la velocidad de la luz (Bert, 2005).

En Fisica, entre otros, son notables el plano inclinado, que fue estudiado
por primera vez por Simén Stevin en 1585; la cufia inventada por Herén de
Alejandria; maquinas que, en esencia, son tridngulos, rectangulo e isésceles,
respectivamente (Fernandez & Tamaro, 2004a).

2.6 EL TRIANGULO IMPOSIBLE DE PENROSE-REUTERSVARD

Se dice que, el artista Oscar Reutersvard, en 1934, en tiempos de estudiante,
invent6 la figura que parece ser un tridngulo sélido, pero si se mira
detenidamente no puede existir. En la Figura 25, se mira una figura en el



espacio: moviendo el punto M a lo largo del arco hasta que coincida con N, se
forma el tridngulo imposible de Penrose (Grupo Alquerque, 2013).

Aastrando el punto M a lo largo del arco hazta que coincida con N se forma el
tridngulo imposible de Penrose.

Figura 25. Tridngulo imposible de Penrose-Reutersvdrd (a)
Fuente: adaptacion de Grupo Alquerque (2013).
Este tridngulo fue redescubierto por el fisico Roger Penrose en 1950 y le

llamé “la imposibilidad en su mas pura forma”.

Es fantastico ver que esa figura geométrica se puede dibujar, pero en la
realidad no existe, es para asombrarse y deleitarse mirando (Figura 26).

Arrastrando el punto M a ko largo del arco hazta que coincida con M se forma el
tndngulo imposible de Penrose.

Figura 26. Tridngulo imposible de Penrose-Reutersvdrd (b)

Fuente: adaptacion de Grupo Alquerque (2013).

49



50

2.7 EL TRIANGULO DE SIERPINSKI

En la actualidad, se conocen muchas geometrias y entre ellas aparece la
geometria fractal. Un fractal, es aquella figura que conserva su forma si se le
cambia de escala (Trueba, 2009).

Una de aquellas figuras, es el tridngulo de Sierpinski, cuya construccion se
realiza de la siguiente manera:

Se construye un tridngulo equilatero, se trazan los segmentos que unen los
puntos medios de sus lados y sombrean los triangulos formados, a excepcion
del tridngulo central. Con cada triangulo sombreado que es equilatero, se
realiza la misma tarea, es decir, se traza los segmentos que unen los puntos
medios de sus lados y se sombrea los tridngulos formados, a excepcion del
triangulo central. Este proceso se efectia indefinidamente (Figura 27).

Figura 27. Tridngulos de Sierpinski
Fuente: Trueba (2009).



Ademas de visualizar una linda figura, se puede estudiar sucesiones y
series, contando cuantos tridngulos sombreados y sin sombrear, la suma
de las areas de los triangulos y la suma de los perimetros de las dos clases
de triangulos.

Los triangulos sombreados, se los puede llamar tipo A, los sin sombrear,
tipo B; y se puede estudiar, cuantos se generan de cada clase, en cada paso,
e investigar la suma de las areas y sus perimetros.

Sea p=3l el perimetro del tridngulo inicial.

Se denota por:

e M: numero de tridngulos tipo A

e N:numero de triangulos tipo B

e S:suma de las areas de los triangulos tipo A

e T:suma de las areas de los tridngulos tipo B

e U lasuma de los perimetros de los tridngulos tipo A
V la suma de los perimetros de los triangulos tipo B.

Se obtiene la Tabla 2:

Tabla 2. Datos tridngulos de Sierpinski

Pasos M N A T U v
1 31 1 3 & a 3 1
4 4 EP EP
2 32 3()+1 32 & Tl 3\? 3(1) + 22
42 42 (—) P — X P
2 2
3 33 3(4)+ 1 33 & 37 % 3\3 3(37) +2*
43 43 (-) P | T 53 P
2 2
4 34 3(13) + 1 3¢ & 175 % 3\* 3(175) + 2¢
44 44 (E) P 24
5 35 3(40) + 1 35% 781 25 3 5 3(781) + 28
4 4 2 P 25
n 3 |t m % | (4"=3Ma 3\" |3a,+22"D
=3t, +1 4" 4n (E) P 2n 2
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En cuanto al nimero de triangulos tipo B, resulta una formula recursiva; esto
es, para saber cuantos triangulos hay en un paso, se debe tener el resultado
del paso anterior. Esto se puede solucionar de la manera siguiente.

t; =1,

ty=3+1,
t;=3@+1)+1=32+3+1,
t,=33%2+3+1)+1=33+32+3+1,

313 -1 3"-1

t.o =31 3n"2,4 .1 1= =
n + +---+ 31 5

Como se puede observar en la tabla, la suma de las areas de los triangulos
sombreados es:

n

a 3
lim 4,, = lim 3"E= a lim (—) =a.0=0.

n—oo n—-oo n-oo \4

En la tabla se puede observar que la suma de las areas de los triangulos en
blanco es:

AN — 3Ny
411
lim B —limw—alimmn—_gn)—alim 1_(§)” =a.l=a«a
now ' noe 4n T S 4n T T aSe 4 s

La suma de los perimetros en ambas clases de triangulos es oo.

2.8 EL TRIANGULO EN INGENIERIA CIVIL

Otra aplicacién del tridngulo, se presenta en Ingenieria Civil, debido a la
propiedad de ser indeformable. Esto se puede comprobar, uniendo tres



regletas o barras, de manera que formen un tridngulo y que puedan girar
libremente en los extremos A4,B,C. Se puede ejercer una fuerza en cualquier
punto y el marco triangular permanece rigido.

A s P ( -Y

Figura 28. Tridngulos en Ingenieria Civil

Fuente: adaptacion de Thomsom (1961)

En cambio, en la figura PQMN la unién en M se puede mover libremente
hacia afuera o hacia adentro. Es decir, se puede deformar (Figura 28).

La propiedad de la rigidez del tridngulo, se aplica en algunas estructuras,
como puentes, armaduras de tejados, edificios.

2.9 EL TRIANGULO DE MORLEY

El tridngulo de Morley o milagro de Morley, como lo denominan algunos,
es el tridngulo formado por los puntos de corte de las trisectrices mas
cercana a los lados de un tridangulo arbitrario. Resulta que dicho triangulo
asf formado es equilatero (Coxeter, 1971).

Frank Morley (1860-1937) lo concibi6 como ejemplo de una teoria
geométrica, que estaba investigando, y lo plante6 como una conjetura.

El teorema establece que, los puntos de interseccion de las trisectrices
interiores de los angulos de un triangulo, situadas cerca de los tres lados,
respectivamente, forman un tridngulo equilatero, llamado tridngulo de
Morley (Blog Revista digital de matemadticas Sacit Ametan (s.f).

Pararealizar esta construccion, se trazala base de un triénguloA_B, el angulo
A selo construye de manera que sea el triple de otro con medida «, el angulo

53



54

B se lo construye de manera que sea el triple de otro con medida £. Como la
idea es construir un triangulo, se Como la idea es construir un tridngulo, se
debe cumplir que m£A + m4B < m, entonces debe ser 3a + 3 < my por

elloa+ 4 < g; de esta manera se obtiene el vértice C.

Ahora, mzA + msB + m«C = m,

m«sC T . ’
Luego, — =5 a- B que se puede realizar con regla y compas. Con

7 . 7 . T
esto, en el vértice se construye el angulo de medida — — a — 3, con lo cual,

3
queda trisecado el angulo C y se puede construir el tridngulo de Morley
(Figura 29).

Figura 29. Tridngulos de Morley (a)
Fuente: adaptacién de Coxeter, H. (1971)

Los puntos B,M N permiten modificar los angulos y los lados del triangulo
ABC, y la triseccién se mantiene perfecta en los tres angulos.

Aplicando la férmula de la distancia, el lector puede calcular las longitudes
PQ,QR,RPy verificar que el tridngulo de Morley es equilatero.

El teorema de Morley se puede extender a las trisectrices de los angulos
externos, y para llevar a cabo esa tarea, se debe tener en cuenta que,
msA + msA” =, donde A" es el angulo exterior correspondiente al dngulo
A; y asl, m£ZA" = m — a, que es construible con regla y compas. Lo demas
angulos exteriores se trisecan de la misma manera y resultan mas tridngulos
de Morley (Figura 30).



Figura 30. Tridngulos de Morley (b)

Fuente: Blog Revista digital de matematicas Sacit Ametan (s.f.).
http://revistasacitametam.blogspot.com/2013/02/el-

triangulo-de-morley-otra-maravilla.html

2.10 EL TRIANGULO DE NAPOLEON

Es un tridngulo equilatero, determinado por los baricentros de los trian-
gulos equilateros construidos sobre los lados de un tridngulo arbitrario, a
partir de los lados del mismo (Figura 31).

Esta idea se la atribuye a Napoledn Bonaparte (1769-1821), pero al parecer; el
autor fue Lorenzo Mascheroni (1750-1800) (Dias, 2012).
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Figura 31. Tridngulo de Napoleén
Fuente: adaptacion de Diaz, M. (2012).

Se construye un tridngulo ABC donde el dngulo C sea constante. De esta
manera, el punto C se mueve sobre una circunferencia y se puede hallar el
lugar geométrico que generan, por ejemplo, los vértices y el baricentro del
triangulo de Mascheroni, y se observa que son circunferencias (Figura 31).

2.1 EL TRIANGULO DE PASCAL
Es un triangulo que se debe a Blaise Pascal, quien lo presento en el afio 1654.

En los cursos de matematicas generales, se estudia el binomio de newton
(a + b)™ y su desarrollo; se aprende que, para hallar los coeficientes es muy
facil escribiendo un 1 en un renglén; en el segundo renglén, escribir dos
veces el 1; en un tercer rengldn, escribir el 1 luego el dos, que es el resultado
de sumar los unos del renglén anterior, y luego el uno; en el cuarto renglon,
se escribe el 1 y luego la suma de dos consecutivos del renglon y el ultimo
sera un 1. Este triangulo se debe a Blaise Pascal quien lo present6 en el
afio 1654. Estos numeros se escriben de manera que vayan generando un
triangulo, tal como lo muestra la Figura 32 (Wikipedia, s.f.).



JAVAVAVAVAN

Arrastrando el purito M a lo largo de la recla se va generando el iangulo
de Pascal hasta n=8

A B ¢ D E F G H T W

Figura 32. Tridngulos de Pascal
Fuente: adaptacion de Wikipedia. (s.f.).

Estos nimeros que van apareciendo en cada fila, se denominan nimeros
combinatorios y se representan por:

m!
(n) = mrm =y ™ ENU(Ohm =

Una férmula que se desprende de la formacidn por renglones del Triangulo
de Pascal, es:

m mN_m+1
(n)+(n+1) a (n+1)'
Si se suman los elementos de cada fila, se obtiene: 1,2 ,4,8, ..., 2" 1
es decir,

N CDR R GhEE

Hay muchas mas propiedades en el triangulo de Pascal, para lo cual,
se puede consultar el siguiente enlace: https://es.wikipedia.org/wiki/
Tri%C3%A1ngulo_de_Pascal#Construcci%C3%B3n
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2.12 EL TRIANGULO DE THALES

A Thales de Mileto se lo conoce mas por el teorema fundamental de las
proporciones, pero hay otro teorema que se atribuye a Thales. Si P es un
punto de la circunferencia c de centro O y didmetro AB entonces él AAPB es
rectangulo en P (Figura 33). (Wikipedia, 2023a).

Moviendo el punto M a lo largo del
segmento se pueden apreciar todas la
posibilidades para el punto P
generando el tridngulo de Thales.

El lector puede medir el dngulo APB en
cualquie caso donde se encuente P

Figura 33. Teorema de Thales

Fuente: adaptacion de Prepa8.unam.mx. (s.f.)

2.13 EL TRIANGULO DE VIVIANI

Se puede decir, en este caso, que, todo tridngulo equilatero es de Viviani ya
que se cumple con la afirmacién siguiente: en todo tridngulo equilatero, y
un punto P en el interior del mismo, la suma de las distancias del punto P a
cada uno de los lados, es constante, e igual a la altura del triangulo (Diamond,
2021) (Figura 34).



DATOS DE ENTRADA

MP= 418 cm

MQ= 4,92 om

MR= 159 cm

HK=Alura= 10,67 cm

Figura 34. Tridngulo de Viviani
Fuente: adaptacion de Diamond. (2021).

A continuacién, se realiza una demostracion utilizando areas (Figura 35)

(Cultura cientifica, s.f.).

DATOS DE SALIDA

MP+MQ+MR=1067 cm
Maoviendo el punio M en
€l interior del tridnguio
ABC la suma de las
longptudes de las |
distancias MP. MQ, MR
se maniiene constante.

Figura 35. Demostracion Tridngulo de Viviani

Fuente: adaptacion de Cultura cientifica(s.f.)
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El area del tridngulo ABC es igual a la suma de las areas de los triangulos
AMB, BMCy AMC.

drea AABC = area AAMB + adrea ABMC + area AAMC

Se sabe que el drea de un triangulo es igual a base por altura sobre dos;
entonces:

AB)(HK AB)(MP BC)(M
area AABC = %; area AAMB = ()2#; area ABMC = #;
AC)(MR
area ABMC = ()2#

Como el tridngulo ABC es equilatero, se tiene que AB=BC=AC; con lo cual se
obtiene la siguiente igualdad:

(AB)(HK) _(AB)(MP)  (AB)(MQ)  (AB)(MR)
2 B 2 + 2 + 2 '

De aqui se llega a la igualdad:

@(HK) = @ [MP + MQ + MR].

Se cancela (AZ—B) y finalmente HK=MP+MQ+MR.

2.14 TRIANGULO DE KANIZSA

Esunailusion 6ptica descrita por primeravezpor el psicélogo italiano Gaetano
Kanizsa (Wikipedia, 2023b) en 1955. En la grafica se mira tridngulos que no
existen. el tridngulo blanco y el triangulo de lados incompletos (Figura 36).



/\ Este &5 ol montage de dos gridnguios
pouiiieros qQue MO eosien an cuartn
i rEtin FAZadoR & POSCCIon DG
qui @l chservasar peroiba
L A M
Amasre M hasta la derecha pare scenbuar
|8 ilasedn Ophica

Figura 36. Tridngulo de Kanizsa
Fuente: adaptacion Wikipedia. (2023b).

2.5 EJERCICIOS

Resolver los siguientes ejercicios (Landaverde, s.f.):

1. Las medidas de los angulos interiores de un tridngulo estan en
proporcién geométrica y uno de ellos es de 30 grados. Hallar todas las
soluciones posibles.

2. Las medidas de los angulos interiores de un tridngulo estan en
proporcidén aritmética y uno de ellos es de 50 grados. Hallar todas las
soluciones posibles.

3. Las medidas de los angulos interiores de un tridngulo estan en
proporcidén aritmética y uno de ellos es de 20 grados. Hallar todas las
soluciones posibles.

4. La suma de las medidas de los angulos de un triangulo es 60 grados y
el producto es 800. Hallar todas las soluciones posibles de las medidas.

5. Se daun angulo ABC se pide construir un tridngulo donde la medida de
un angulo sea el doble de la medida del angulo ABC. Hallar el intervalo
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o ®

10.

de numeros reales para la medida del anulo ABC.
Se da un triangulo ABC. Construir otro distinto que tenga la misma area.
Considerar varios casos.
Se tiene un segmento de longitud 48 centimetros. Se divide en 3
segmentos de manera que se pueda construir un tridngulo con las
siguientes condiciones si es posible:

a. Las longitudes de los lados estan en progresion aritmética.

b. Las longitudes de los lados estdn en progresion geométrica.

c. Las longitudes de los lados estdn en progresién armonica.
Determinar las longitudes de los lados en cada caso.
Construir si es posible un tridngulo ABC donde la mediana relativa al
lado AB forme 15 grados con el lado AC y la altura relativa al lado AB
forme 30 grados con el lado AC.
Escriba los pasos para construir un tridngul0 rectangulo donde un
angulo agudo mida 3.75 grados.

(Ejercicios propuestos por los autores)

Escriba los pasos para calcular la altura de un arbol utilizando una
escuadra a 45 grados.

Probar que las bisectrices de dos angulos iguales de un tridngulo
isésceles son iguales.

Probar que dos tridngulos is6sceles son iguales si tienen respectiva-
mente iguales los angulos en el vértice y las alturas correspondientes
a las bases.

Construir un tridngulo isésceles cuyo perimetro mida 15 cm y la base
4 cm.

Probar que si un triangulo tiene la altura que sea al mismo tiempo
bisectriz, dicho tridngulo es isdsceles.

Construir un triangulo isésceles dada la base y un angulo.

Demostrar que en todo tridngulo isdsceles las medianas relativas a los
lados iguales son iguales.

Construir un tridngulo ABC conocidos dos lados AB y B(C, y la mediana
AD.

Dado el tridngulo ABC en que los angulos A y B son iguales, se trazan
desde O, punto medio de la base AB, dos rectas que forman con ella dos



angulos iguales y que cortan los otros dos lados en By E; demostrar que
OD=OE.

10. En un triangulo ABC se traza la mediana BD, que se prolonga en una
longitud DE igual a BD, y se une E con A demostrar que AE=BC.

11. Se traza la bisectriz CD en un tridngulo ABC y se toman sobre los lados
CA y CB longitudes CE y CF iguales. Demostrar que CD es bisectriz del
angulo EDF y que DE=DF.

12.En un triangulo ABC, cuyos lados estan en la siguiente relacion:
AC=BC=2AB, se trazan la mediana AD, y la bisectriz BE del angulo ABD
donde E esta en el segmento AD; ;qué clase de triangulo es ABD y que
propiedades tiene BE?
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CAPITULD 3. &%

POLIGONOS

La vida: el circulo, la mente: el cuadrado, el alma: el poligono,
la sabiduria: la Gran Cara de la Vida (Akifrases, 2023).

Hi ju
3.1 DEFINICION Y ELEMENTOS DE UN POLIGONO

Sea o un plano y en éllos puntos V;, V,, Vs, ..., V,,_1, V,,, n € N —{1,2}; se
exige que tres puntos consecutivos no sean colineales (Figura 37).

:Cll
=

Figura 37. Poligono

Fuente: modificacion Hemmerling (2005)
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Se llama poligono al objeto matematico V;V, U V,V; U V3V, U ..UV, _, V.

Los puntos V;se llaman vértices y los segmentos V,V,,1,1;,V; se denominan
lados.

mV,V, + mV,V; + mV;V, + -+ mV, _,V, = p, es el perimetro del poligono.
LV, £V, ..., £V, 4, £V, se llaman angulos del poligono.

Lados adyacentes, son los pares de lados que comparten un vértice.
Vértices adyacentes, son aquellos que son extremos de un mismo segmento.
Angulos adyacentes, son aquellos cuyos vértices son adyacentes.

Un poligono se llama simple, si V; # V; para i # j, ningtin lado intercepta
a otro en un punto interior y ningin vértice esta en el interior de un lado.

La diagonal de un poligono, es el segmento que une dos vértices no
consecutivos.

Poligono equilatero, es el que tiene sus lados congruentes.
Poligono equiangulo, es aquel que tiene los angulos congruentes.

Angulo externo de un poligono, es aquel que es adyacente y suplementario
de un angulo de un poligono.

Poligono regular; es aquel que es equilatero y equidngulo. Segiin el nimero de
lados, se tiene el tridngulo, cuadrilatero, pentagono, hexdgono heptagono,
octdgono, etc., n-agono (Hemmerling, 2005).

3.2 CUADRILATEROS

Un cuadrilatero, es un poligono de cuatro lados; se tienen los siguientes
(Hemmerling, 2005):

Trapecio. Cuadrilatero de solo un par de lados opuestos paralelos.



Trapecio isésceles. Trapecio de lados no paralelos iguales.
Paralelogramo. Cuadrilatero de lados opuestos paralelos.
Rombo. Paralelogramo equilatero.

Rectéangulo. Paralelogramo de un angulo recto.

Cuadrado. Rectangulo de cuatro lados congruentes.

Hay teoremas completamente desconocidos cuando se cursa la asignatura
de Geometria Elemental, y son de gran belleza, ya que su contenido, de-
mostracidn, es muy sencilla, ademas, se debe tener en cuenta que detras
de una construccién, de una demostracion, estd una persona o un grupo
de personas de carne y hueso, y es importante resaltar su nombre. Gracias
a la apertura de la informacion que ofrece internet, se puede rastrear a los
autores o inventores de un concepto, de un objeto matematico.

En todos los capitulos se menciona la circunferencia a pesar de esto se ten-
dra un espacio aparte para ella.

3.3 TEOREMA DE MARLEN

Sea el rectangulo ABCD y P un punto cualquiera del plano del rectangulo,
entonces, PA% + PC? = PB? + PD? (Figura 38).

La idea para demostrar este resultado, es aprovechar que Cabri II Plus po-
see una herramienta para medir segmentos y angulos, y por esto, se pue-
de construir dos triangulos rectangulos con catetos PA, PC y PB,PD. Si los
tridngulos tienen la misma hipotenusa, quedara demostrado el teorema. Se
construye el tridngulo rectdngulo NQM tal que, QN=PA,QN=PC, y se traza la
circunferencia ¢ que pasa por los tres puntos; con centro N y radio PD, se
traza una circunferencia d que que cortaa cenR.
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Figura 38. Teorema de Marlen

Fuente: modificacién de ds-analitika.com (s.f.)

En el archivo Teorema de Marlen, el lector puede comprobar que el trian-
gulo NRM es rectangulo y RN=PB; moviendo el punto P de manera erratica,
se cumple lo dicho anteriormente.

3.4 TEOREMA DE ARQUIMEDES

En un cuadrilatero inscrito en una circunferencia con diagonales perpendi-
culares, la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados opuestos,
son iguales, e iguales a cuatro (4) veces el cuadrado de la longitud del radio
de la circunferencia (Figura 39) (Amauteach, s.f.).

Figura 39. Teorema de Arquimedes

Fuente: adaptacion de Orihuela J. (s.f.)

68



Sea el cuadrilatero PQRS con las diagonales perpendiculares, inscrito en la

circunferencia c de centro Oy radior. Se traza mque cortaacen T.Ellector
puede comprobar que TQ = SR, midiendo los segmentos con la herramienta
distancia, y que m£PQT = 90°, con medida de angulo.

Por tanto, PQ? + QT? = PT? = (2r)% = 4r2.

De manera similar, se prueba la otra parte.

3.5 TEOREMA DE FAURE

Figura 40. Teorema de Faure

Fuente: modificacién de ds-analitika.com (s.f.)

Sean las cuerdas PQ y RS que se cortan en T (Figura 40). Se trazan los seg-
mentos PS,SQ,QR,RP.

Se cumple que PT? + QT? + RT? + TS? = 4r2.

Por el Teorema de Arquimedes se puede escribir PS? + RQ? = PR? +
QS? = 4r?; ademas, por la perpendicularidad se cumple que:

PS? 4+ RQ? = PT?2 4+ TS? + QT? 4+ RT? = 4r2.
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3.6 TEOREMA DE CHADU

Si PQR es un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia c, de centro
Oy radior,M un punto del arco PSQ, entonces, se cumple que MR=MP+MQ
(Figura 41).

MP+MQ= 9,26 cm

| "W 2T o

MR= 926 cm

Figura 41. Teorema de Chadu

Fuente: adaptacion de Orihuela (s.f.)

La demostracién con Cabri II Plus es simple. Por un lado, se suman las
longitudes de los segmentos MP+MQ, y por otro lado, se mide la longitud del
segmento PQ. Arrastrando el punto M sobre el arco PSQ, se muestra que la
igualdad prevalece (Matematicas y ciencias, 2020).

Hay otros poligonos famosos que entran en la categoria de ilusiones 6pticas,
donde se mira una figura falsa o engafiosa en relacion a la forma, dimensidn,
color etc.

Curiosamente, las figuras que se presentan a continuacion no fueron
estudiadas por fisicos, como se podria pensar, ni por matematicos, sino por
psicdlogos.

3.7 CUADRADO DE KANIZSA

Es una ilusiéon 6ptica inventada por el psicélogo italiano Gaetano Kanizsa en
el aflo de 1955, donde el observador mira un cuadrado que no existe, y se
forma con cuatro circulos que se les ha quitado un sector circular de 900



y se los ubica de manera que, mirando en su conjunto, las partes recortadas
dan la forma de un cuadrado (Figura 42).

CUADRADO 6 KANIZEA

Ex una flusién éptica b
Gastanc Kani

anizen en ol

ol pecilogo mallano
1945, donds o abisrvados
mira un cusdrade que no exisie, ¥ 3¢ forma con custre
clrrulons o we b bt quitado

ubdea de manera gue, mirande
recortadas dan ba formae de wn Cas

[

Figura 42. Cuadrado de Kanizsa

Fuente: adaptacién de Paolera (s.f.)

Al parecer, a los gatos también les encantan los cuadrados; en el enlace
que sigue, se mira un gato que identifica el falso cuadrado de Kanizsa y se
sienta comodamente en él: https://paolera.wordpress.com/2021/05/12/
la-ilusion-de-kanizsa-en-gatos-domesticos/

En el archivo, Cuadrado de Kanizsa, aparece un punto M; se debe arrastrar a
la derecha hasta formar el cuadrado que aparece en la gréafica.

3.8 CUADRADO DE EHRENSTEIN

Es una ilusiéon 6ptica que se debe al psicélogo Walter Ehrenstein (1899,
1961). Consiste en un cuadrado y una serie de circunferencias concéntricas,
cuyo centro es el corte de las diagonales del cuadrado (Figura 43).

Inicialmente, cuando el cuadrado esta solo, se lo mira comun y corriente, pero
cuando se construyen las circunferencias concéntricas, se mira un fenémeno
extraordinario, ya que, los lados del cuadrado parecen curvos (Hmong, s.f.).
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En el archivo, cuadrado de Ehrenstein, se inicia pulsando los botones con el
cuadrado y luego se van agregando las circunferencias y, poco a poco, se van
curvando los lados.

Figura 43. Cuadrado de Ehrenstein

Fuente: adaptaciéon de Hmong (s.f.)

3.9 PARALELOGRAMO DE SANDER

Es una figura engafosa, estudiada en 1926 por el psicologo Friedrich Sander
(1889-1971). Consiste en dos segmentos congruentes, enmarcados en un
paralelogramo; da la apariencia que, la medida de un segmento es mayor que la
del otro (Figura 44) (Wikipedia, 2019).

Figura 44. Paralelogramo de Sander
Fuente: adaptacion de Wikipedia (2019).



Se presenta, en Cabri II Plus, los dos primeros segmentos enmarcados en un
rectangulo, donde se ve claramente que los segmentos en color rojo son iguales
y, luego, moviendo el punto M, el rectangulo se transforma en el paralelogramo
de Sander, donde se observa la distorsién de los segmentos.

3.10 EL POLIGONO EN LA SUMA DE VECTORES

De las clases de fisica de bachillerato, se sabe que, para sumar vectores, se ubica
un vector inicial cualquiera y, el origen de otro vector, se lo hace coincidir con el
extremo del primero, trasladandolo de forma paralela; el extremo de un tercer
vector se lo traslada paralelamente, de manera que, su origen coincida con el
extremo del segundo que ya se traslado, y asi sucesivamente, hasta poner todos
los vectores. El vector resultante de la suma de los vectores, es aquel que va del
origen del primero al extremo del dltimo vector (Figura 45).

Figura 45. Poligono en la suma de vectores (a)

Fuente: elaboracién propia

Se puede realizar la suma de vectores a+c+b+d, arrastrando los vectores segun

la regla descrita anteriormente, y se obtiene la Figura 46. En ella, el vector suma

esta en color rojo y se encarga de cerrar el poligono. Se puede cambiar el orden
de los vectores, pero el vector resultante sera el mismo. b+c+d+a.

Figura 46. Poligono en la suma de vectores (b)

Fuente: elaboracién propia
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Se debe tener en cuenta que, las figuras resultantes no son poligonos simples.
3.11 SUCESION DE POLIGONOS REGULARES

En una circunferencia de radio r = r; seinscribe un cuadrado; en él, se inscribe
una circunferencia de radio 75, en ella, se inscribe un octagono regular; y en él,
se inscribe una circunferencia de radio r3. En esta circunferencia, se inscribe
un hexadecdgono regular, y asi sucesivamente (Figura 47).

Se pide calcular |im 7.

n—oo

Figura 47. Sucesidn de poligonos regulares
Fuente: Kasner (1994)

Se calcula 75.

T
En la Figura 47,se tiene a; = m£AOB = 7=n= AO =r.

Por tanto,
OB &) (71')
cosq, = — =—=>1, = 1,05, = rcos|—
17 0A 1 2z ! 4
T
= rcos (ﬁ)



Ahora,

T om
a, =msC0D = 8 = E,rz =0B,r; = 0C.
De aqui,
oc T3 T
cosa, = op = m — = 13 = 1,005Qy = 1COS (22) cos (23)
También,

T T
a; =msCOD = 16 = E,rg =0C, 1, =0D.

Por lo tanto,

oD n
0C nry

= rccos (;) cos (;) cos (;)

Generalizando se tiene,

m = rcos (%) cos (%) cos (%) ...COS (Zin)

n

— [ Jeos ().

k=1

cosa; = = 1, = 1300505

Zl realizar estos calculos en derive, se obtiene:

10000 1000 10000
TE
s = | [ os () =|[ Jeos )| | [T eos ()

k=1 k=1001

~ (0.6366197879)(1)r.

Lo anterior significa que, el radio de las respectivas circunferencias no tiende a 0, y

que existe y € (0,1), tales que:

y = lim n,.

n—oo
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3.12 PARALELOGRAMO DE VARIGNON

Es el cuadrilatero que se forma trazando los segmentos que unen los puntos
medios de los lados adyacentes de un cuadrilatero PQRS (Figura 48) (Ocampo,
2021).

El lector puede mover el punto A hasta
P, el punto D hasta F, el punto B hasta
R

El punto C hasta S, el punto E hasta S y
el punto V' hazta Q.

Figura 48. Cuadrildtero de Varignon

Fuente: adaptacion de Ocampo-Arellano. (s.f.)

Dicho paralelogramo tiene propiedades importantes, por ejemplo, que el
perimetro es igual a la suma de las medidas de las diagonales, y que el area del
paralelogramo es igual a la mitad del area del cuadrilatero PQRS. La segunda
propiedad se estudiara en el capitulo de areas.

En el archivo Paralelogramo de Varignon 1, trabajado en Cabri II Plus, se
presenta esta figura, y no importa cémo se muevan los puntos Q,R,S, se conserva

la propiedad.

Porsuparte,lapropiedad del perimetro, se presenta en el archivo Paralelogramo
de Varignon 2.

El lector puede arrastrar los puntos 4,B,C,D para hacer coincidir los lados del
paralelogramo con las diagonales del cuadrilatero, guiandose por el color.

Se realiza la demostracidn de la primera parte, las otras se dejan al lector.



Sean B, Q, Ry Slos vértices del paralelogramo y 4, B, Cy D los puntos medios de
los lados PQ, QR, RS y SP respectivamente.

Los puntos D,C son los puntos medios de los lados RS, PS del triangulo PRS y
por el teorema de Thales los segmentos DC y PR son paralelos.

De manera similar se demuestra que los segmentos PRy AB son paralelos.
Luego los segmentos DC y AB son paralelos.

Realizando un razonamiento parecido se demuestra que los segmentos AD y
BC son paralelos.

Por tanto, el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo por tener los lados
opuestos paralelos (Wikipedia, s.f.d).

3.13 LOS CUADRADOS DE VAN AUBEL

Los centros de los cuadrados construidos alrededor de cualquier cuadrilatero,
son extremos de dos segmentos de igual longitud, que se cortan perpendicu-
larmente. Los puntos medios de vértices externos de esos cuadrados vecinos,
también determinan dos segmentos iguales y perpendiculares, que confluyen en
el punto de corte de los primeros, de mayor longitud que ellas y cuya razén en
magnitud es V2 (Figura 49).

N
A
"\

N

N

RAZOM: 1414213562

14,89 cm
1053 cm

Figura 48. Cuadrildtero de Varignon

Fuente: adaptacion de Ocampo-Arellano. (s.f.)
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Se ha creado el archivo Teorema de Van Aubel, en Cabri II Plus. Cuando se
arrastra los puntos sobre los deslizadores, se comprueba la igualdad de los
segmentos verde y azul y la igualdad de los segmentos rojo y negro. Para ver
que los segmentos son perpendiculares, se selecciona la herramienta pregunta,
y en el meny, se pulsa ;Perpendicular? Luego se hace clic en cada segmento y
aparecera un mensaje. “Los objetos son perpendiculares”.

3.14 EL CUADRILATERO DE SACHERI

El quinto postulado de Euclides dice: “Si una recta, al incidir sobre otras dos,
forma del mismo lado, angulos internos menores que dos rectos, las dos rectas
prolongadas al infinito, se encontraran en el lado que estén los angulos menores
que dos rectos”.

Para algunos estudiosos de la geometria, este enunciado no es tan obvio, entre
ellos, el jesuita Givanni Girolamo Saccheri (1667-1733) que, supone que la
proposicion es falsa, para llegar a una contradiccion.

El cuadrilatero de Saccheri se construye de la manera siguiente:

Se traza el segmento AB que se denomina base del cuadrilatero; por los puntos

A,B se trazan los brazos AC, BD de manera que sean perpendiculares a AB, y
AC =BD, finalmente se traza la cumbre CD (Figura 50).

C D C D

[
cima Ll cima
brazo brazo brazo
A b

A base B A base B ase B

Figura 50. Los cuadrildteros de Sacheri

Fuente: modificaciéon de Martinez (2007)



Con respecto a la suma de los dngulos internos del cuadrilatero ABDC, Saccheri
formula tres hipoétesis, con lo cual se presentan tres casos para los dngulos en
la cumbre o cima, asi:

a) LACD = £LABD,m£ACD = m£ABD < 90°
b) LACD = £tABD,m£ACD = m£ABD = 90°
c) 2ACD = £ABD,m£ACD = m£ABD > 90°

La posibilidad c), presenta contradicciones, pero la posibilidad a), de manera
sorprendente, no presenta problemas, y es asi, que, de esta manera, Saccheri
construye la primera Geometria no Euclidiana (Martinez, 2007).

3.15 HEXAGRAMA MISTICO DE PASCAL

Un poligono de gran belleza matematica, es el hexdgono irregular, que se inscribe
en una conica; los tres pares de lados opuestos concurren en tres puntos que son
colineales y la recta que los contiene se llama recta de Pascal, dado que Blaise
Pascal lo enunci6 teniendo apenas 16 afios (Figura 51).

Se puede verificar con Cabri II Plus, utilizando la herramienta pregunta, y
elegir en el menu ;Alineados?, luego seleccionar los puntos BQ,R y se obtendra
una respuesta por parte del asistente geométrico: “Los puntos estan alineados”
(Carrillo, 2020).

Figura 51. Hexagrama Mistico de Pascal

Fuente: adaptacion de Carrillo (2020)
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Ademas, este poligono, es de gran riqueza geométrica, ya que, una vez realizada
la construccion en Cabri II Plus tomando como coénica la circunferencia, se
puede experimentar tomando un punto de la recta de Pascal y ver qué lugar
geométrico se genera cuando se mueve alguno de los vértices del poligono.

Si se toma un punto X de la recta de Pascal y se halla el lugar geométrico que se
genera cuando se mueve el punto 4; se puede postular que, dicho lugar es una
recta paralela al lado CD.

Si se toma un punto X de la recta de Pascal y se halla el lugar geométrico que se
genera cuando se mueve el punto C, se puede postular que dicho lugar es una
hipérbola que se muestra en la Figura 51.

El lector puede postular, qué lugares se generan cuando se toma un punto en
la recta de Pascal y se mueve cada uno de los demas vértices de poligono de
pascal y, si es posible, realizar las demostraciones correspondientes.

3.16 LARECTA DE NEWTON

Alsaac Newton se lo relaciona popularmente con el Calculo y la Fisica, y poco se
conoce en los cursos de bachillerato y en la universidad de sus contribuciones
en la Geometria (Ubeda, 2017). El teorema dice que, “en un cuadrilatero los
puntos medios de las diagonales y el centro de la circunferencia inscrita estan
alineados”.

s 027X +027Ty-254%-222y+10=0

Figura 52. Recta de Newton
Fuente: adaptacion de Ubeda (2017).



Se ha construido tangentes desde los puntos A4,B a la circunferencia de centro
0 y radio r que se cortan respectivamente en los puntos PQ para conformar el
cuadrilatero APBQ (Figura 52).

El punto B, se mueve en la circunferencia de centro Fy radio p (Figura 52).

M,N son los puntos medios de AB,PQ, respectivamente. Para ver que O esta
en la recta MN, en la herramienta de preguntas de Cabri II Plus, se selecciona
(Alineados? y se pulsan los puntos N,O,M, y la respuesta es, los puntos estan
alineados.

Cuando se utiliza la herramienta lugar, se halla el lugar geométrico de los
puntos que genera R cuando se mueve B por la circunferencia.

El resultado, son figuras que no las identifica el programa; pero moviendo
el centro F y modificando el radio p, se logra identificar un lugar geométrico
conocido que identifica el asistente geométrico como una circunferencia cuya
ecuacion aparece en la Figura 52.

3.17 TEOREMA DE PTOLOMEO
En todo cuadrilatero ciclico, el producto de la longitud de las diagonales, es

igual a la suma de los productos de las longitudes de los lados opuestos (Figura
53). (Amauteach, s.f.).

DATO DE ENTRADA DATOS DE SALIDA

) AB= 7.72cm AB.CD=13519 cm
CD= 456cm AD.BC= 18,20 cm
- AD= 528cm AB.CD+AD BC=5339cm
BC= 344 cm ACBD= 533%9cm
AC= 7,72cm
A BD= 692cm

Moviendo los vértices A, B, C o D se madifican los lados del cuadrildtero.

Figura 53. Teorema de Ptolomeo

Fuente: adaptacion de ds-analitika.com (s.f.)
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En el archivo, Teorema Ptolomeo, el lector puede comprobar el teorema,
moviendo sobre la circunferencia cualesquiera de los puntos 4,B,C,D, de manera
que el poligono se mantenga convexo, y los datos de entrada y salida se veran en
la calculadora, conservando la igualdad en los datos en rojo.

3.18 EL CUADRILATERO DE BRAHMAGUPTA

El cuadrilatero de Brahmagupta (590,670) es tan sorprendente que, dadas
las condiciones que se le exigen, parece que no existiera. El Calculo de
probabilidades indica que, cuando mas condiciones se exigen para que un
evento suceda, la probabilidad de que se cumpla, es cada vez mas pequefia.

El cuadrilatero de Brahmagupta, es un cuadrilatero ciclico, que tiene lados
enteros, diagonales enteras y como si esto fuera poco, drea entera y como
consecuencia de tener los lados enteros, el perimetro también resulta entero
(Wikipedia, 2022b).

En el articulo Brahmagupta Quadrilaterals, el autor presenta un listado de
cuadrilateros que cumplen esas propiedades “imposibles”.
Se ha tomado un ejemplo para ilustrar este hecho insélito.

En el cuadrilatero ABCD se tiene AB = 25,BC = 15,CD = 7,DA = 15.
El didmetro de la circunferencia es 25 (Figura 54).

Se traza una circunferencia ¢ de didmetro AB = 25 y se tiene un lado del
cuadrilatero que es el didmetro; luego, con centro en By radio de longitud 15,
se traza una circunferencia que corta a ¢ en C; con centro Cy radio de longitud
7, se traza una circunferencia que corta a c en el punto D.

Estos tres (3) lados se construyen facilmente; lo sorprendente es que, DA debe
ser forzosamente 15, y ahora, forzosamente las medidas de las diagonales y del

area, deben ser nameros enteros.

El lector puede comprobar que estos hechos se cumplen en el archivo
cuadrilatero de Brahmagupta.

Midiendo las diagonales y calculando el area.



Figura 54. Teorema de Brahmagupta
Fuente: adaptacion de Sastry (2002)

3.19 EJERCICIOS

Resolver los siguientes ejercicios (Gusev, 1985):

1.

Las bases de un trapecio son a y b. Determinar la longitud del segmento
que une los puntos medios de las diagonales.

En el triangulo ABC se conocen las medianas p,q,r relativas a los lados a,b,c
respectivamente. Determinar la longitud del lado AC = b.

En los lados AB y BC del triangulo ABC, fuera de €], se han construido los
cuadrados ABDE y BCQM. Demostrar que el segmento DM es dos veces la
mediana BP relativa al lado AC.

K es el punto medio del lado AD del rectangulo ABCD. Determinar el angulo
entre BK y la diagonal AC sabiendo que AD/AB = /2.

Demostrar que, en un tridngulo rectangulo, la bisectriz del angulo recto
divide por la mitad el angulo entre la mediana y la altura desde ese mismo
vértice.

Resolver los siguientes ejercicios (Landaverde, s.f.):

1.

Sobre el lado AB del rectangulo ABCD hallar un punto E, desde el cual los
lados AD y DC se vean bajo dngulos iguales. ;Para cual relacién entre los
lados del rectangulo es soluble el problema?
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12.

13.

14.

15.

Construir un cuadrado, si se conocen uno de sus vértices y dos puntos
ubicados en los dos lados, o sus continuaciones, que no pasan por el vértice
dado (Lidski, 1972).

Construir un paralelogramo dados un lado y las dos diagonales.

Construir un paralelogramo dadas las diagonales y el angulo que forman.
Construir un rectangulo dados un lado y la diagonal.

Construir un rombo dadas las diagonales.

Construir un cuadrado dada la diagonal.

Construir un trapecio dados los cuatro lados.

Construir un trapecio isésceles dadas las bases y un angulo.

. Calcular el valor de los dangulos de un cuadrilatero si valen:

x,1,25x,2x y 1,25x.

. Calcular el valor del angulo formado por las bisectrices de dos angulos

consecutivos A y B de un paralelogramo.

Demostrar que las bisectrices de los angulos de un paralelogramo forman
un rectangulo en todo rectangulo.

Demostrar que, en todo rectdngulo, las bisectrices de sus angulos forman
un cuadrado.

Probar que, si la diagonal de un paralelogramo es bisectriz de uno de los
angulos, el paralelogramo es un rombo.

Demostrar que, si se unen consecutivamente los puntos medios de los lados
de un rombo, resulta un rectangulo.



CAPITULD 3. &%

LA CIRCUNFERENCIA

“El universo es una esfera infinita cuyo centro esta en todas
partes y la circunferencia en ninguna.” (Figura 55)

Pascal.

Figura 55. Blaise Pascal
Fuente: Fernandez & Tamaro (2004b).

Es probable que, las primeras circunferencias fueron vistas en el disco lunar
y solar, en los ojos de la persona que pudo estar al frente de otra, algunas
frutas, luego se miré a la tierra y, de alguna manera, el hombre descubrié
que la tierra era redonda; pero si no fuera por las fotografias que toman los
astronautas de nuestro planeta cuando exploran el espacio, es posible que
no podamos imaginar que nuestro planeta es asi.
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Hoy en dia, por medio de los telescopios, se evidencia que los planetas del
sistema solar son redondos (Fernandez & Tamaro, 2004b).

Una pregunta viable, es ;por qué son redondos?

Sin la ayuda de la ciencia, esto seria un misterio; claro, ademas de todos los
misterios existentes en el universo. La fisica explica la forma de los planetas
aplicando el concepto de gravedad.

Una de las grandes aplicaciones de la circunferencia, en todos los tiempos, ha
sido la rueda; y en la actualidad aparece en muchas representaciones.

En la antigiiedad, se plantea el problema de construir un cuadrado con regla y
compas que tenga la misma area de un circulo dado, lo cual se conoce como la
cuadratura del circulo. Por su parte, Eratostenes consideraba que la tierra era
redonda y se propuso calcular qué tan grande era, y midié la circunferencia de la
tierra con un error del 1%.

4.1 DEFINICIONES

Figura 56. Algunos elementos de una circunferencia

Fuente: elaboacién propia



Circunferencia: conjunto de puntos de un plano que equidistan de otro
llamado centro.

Circulo: superficie plana limitada por la circunferencia que incluye el centro.

Radio: segmento de recta, en el cual, uno de cuyos extremos es el centro y el otro
es cualquier punto de la circunferencia. Ejemplo: Figura 56, OC, OB.

Cuerda: segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia.
Ejemplo: Figura 56, AC, BC AB, OB.

Flecha o sagita: es la parte del radio perpendicular en el punto medio de una
cuerda comprendida entre esta y el arco subtendido por ella.
Ejemplo: Figura 56, FG

Didmetro: segmento de recta que une dos puntos de la circunferencia
pasando por el centro. Ejemplo: Figura 56, AB.

Circunferencias congruentes: dos circunferencias son congruentes si
tienen radios congruentes.

Circunferencias concéntricas: dos circunferencias son concéntricas si estan
en el mismo plano y tienen el mismo centro.

Tangente: una recta es tangente a una circunferencia si se encuentra en el
mismo plano de ella y la toca en un solo punto. Ejemplo: Figura 56, CD.

Secante: es una recta que intercepta a una circunferencia en dos puntos.
Ejemplo: Figura 56, AC, BC.

Arco: es una parte determinada de una circunferencia. Ejemplo: Figura 56,
Arcos GCA, BEG.

Angulo central: es aquel que tiene como lados, radios de la circunferencia, y
cuyo vértice esta en el centro de dicha circunferencia.
Ejemplo: Figura 56, £AO0C, £BOC.

Se dice que el angulo 2BOC intercepta al arco BECy que el arco BEC subtiende
al angulo central £BOC (Figura 56).



Angulo inscrito: es aquel que tiene el vértice en un punto de la circunferencia y
sus lados son dos cuerdas. Ejemplo: Figura 56, ZBCA, 2CAB.

Angulo semi-inscrito: angulo que esta formado por una cuerda y una tangente.
Ejemplo: Figura 56, ZBCD.

Angulo interior: es aquel que tiene el vértice en el interior del circulo. Ejemplo:
Figura 56, ZAHC.

Angulo exterior: es aquel que tiene el vértice en el exterior del circulo y esta
formado por dos secantes, o por una secante y una tangente, o por dos tangentes.
Ejemplo: Figura 56, ZCDA.

Sector circular: parte del circulo comprendida entre dos radios y el arco
interceptado por ellos. Ejemplo: Figura 56, 0BGC

Segmento circular: parte del circulo comprendida entre una cuerda y su

arco correspondiente. Ejemplo: Figura 56, CFBGC (Hemmerling, 2005;
Landaverde, s.f.).

4.2 ROMBO GENERADOR DE UNA CIRCUNFERENCIA

:]

Figura 57. Rombo generador de una circunferencia

Fuente: elaboracion propia



Se parte del rombo ABCM delaFigura 57, el cual se puede deformar arrastrando
el punto M alo largo del segmento PQ; y sean R, S los puntos medios de los lados

AM, CM; se determinan los lugares geométricos que se generan por los puntos
R,S cuando se mueve el punto M, y se encuentra que son la semicircunferencia
izquierda y derecha, respectivamente.

Por la propiedad pitagorica, se tiene que:
x?+y% =12 (%).

Se invita al lector a descubrir x,);1

7 X - X
Ademas, S = (u,v) = (;%); asique, - = u,% = v; entonces, x = 2u,y = 2v.

Al reemplazar en (*), se tiene:

2
u2+v2=(£).
2

4.3 GENERATRICES DE UNA SEMICIRCUNFERENCIA

N /

D C

M

A N

Figura 58. Generatrices de una semicircunferencia
Fuente: adaptacion de Wikipedia (2023a)
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Esinteresante que se puedan trazar circunferencias sin el uso del compas. En este
caso, segun la Figura 58, se trazan: un rectangulo arbitrario ABCD, la semirrecta
—

CB y setomaun punto M en ella, luego se trazalarecta DM.

Por A se traza una recta perpendicular a DM. que la corta en P Finalmente, se
determina el lugar geométrico que genera P cuando se mueve M.

SeanA =(0,0),D = (0,b),C =(a,b),M = (a,v),v<bh

y ‘NA v—b . 5 a
Laecuacionde DM esy = —x + b, la ecuacién de AP es y = —x.

El punto de interseccion de las dos rectas es

P=(xy)= ( ab(b-v) a’b )

a2+(b-v)?’ a2 +(b-v)2

. . b . .
Por simple observacion, el centro debe ser (0, —), al realizar la operacion

2 2
(x—0)*+ (y — %) = (E) que es la ecuacion de una circunferencia.

Segun la figura adjunta se tiene: (AP)?+ (PD)?*=(AD)? que reemplazando por
coordenadas y realizando operaciones algebraicas se llega a la ecuacién

2 2
(x—0)% + (y - E) = (E) que es la ecuacion de una circunferencia de
2 2
b b
centro (O’E) y radio >

Alasrectas DM, AP se las puede llamar generatrices de la semicircunferencia
encontrada.

4.4 MAS GENERATRICES DE UNA SEMICIRCUNFERENCIA

En el caso anterior; las rectas W,ﬁ forman un dngulo de 90 grados (Figura
59). ;Cudl serd el lugar geométrico generado por P, silas rectas forman un angulo
menor o mayor a 90 grados?

En este espacio, se dara un angulo entre 0 y 90 grados; para lo cual, se ha
construido un angulo £EFG, en el cual se puede modificar su medida moviendo
elpunto] .

Se utiliza la herramienta coordenadas o ecuacién y se selecciona la curva roja; en
este caso aparece la ecuacion 0,76x% + 0,76y% — 10x — 4,31y = 0
que corresponde a una circunferencia.



B
10x-431y=0

J 078076y -

E F

Figura 59. Mds Generatrices de una semicircunferencia

Fuente: elaboracion propia

4.5 EL CIRCULO DE APOLONIO

Otra forma de generar la circunferencia, es a partir de dos circunferencias cuyos

radios estén enlarazén = =k y dos puntos fijos F,G 1lamados focos (Pereira,
2014). r

Esta forma de obtener una circunferencia se debe a Apolonio de Pérgamo
(266 a.C-190a.C)

En la grafica se tiene R_FA_ (Figura 60)
B

Figura 60. Circulo de Apolonio

Fuente: modificacién de Profesorenlinea. (2015).
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Se trazan las circunferencias de radios FA,GB, que se cortan en P,Q, cuyos
lugares geométricos generados, cuando se mueve A, es la grafica en color
rojo que parece ser una circunferencia. Veamos que, en efecto, lo es.

Si se hace coincidir FG, FA con los ejes x, y, respectivamente, se tiene que los
puntos P,Q son la interseccién de dos circunferencias.
Como R — k,entonces R = kr; luego, \/x2 + y2 = k\J(x — d)Z + y=2.

r

Al realizar operaciones algebraicas, se tiene que:
(1-d?) x? — 2ad?x + (1 — d?)y? — c?cd* = 0. Expresién que corresponde a
la ecuacién de una circunferencia.

4.6 LA CIRCUNFERENCIA DE FEUERBACH

Si se traza una circunferencia que pase por los puntos medios de los lados
de un tridngulo, resulta que, dicha circunferencia pasa también por los pies
de las perpendiculares en los lados del tridngulo, ademas, también pasa por
los puntos medios de los segmentos que unen los vértices del tridngulo con
el ortocentro (Ocampo, 2021).

Se le adjudica a Karl Wilhelm Feuerbach el descubrimiento de la
circunferencia de los 6 puntos, es decir, la circunferencia que pasa por los
puntos P,Q,R,X,Y,Z (Figura 61).

El matematico Olry Terquem demostré que, el circulo que pasa por los 6
puntos anteriores, también pasa por los puntos U, W,H (Figura 61).

En Cabri II Plus, se ha construido la circunferencia de los nueve puntos, en
un tridngulo que tiene la longitud de la mediana constante. Un punto de la
circunferencia, genera un lugar geométrico cuando se mueve M.

La circunferencia pasa con certeza por P,Q,R, para los demas puntos se
realiza la pregunta en Cabri ;Pertenece? Y obtendremos la respuesta: el
punto esta sobre el objeto.

Se dan las coordenadas de los vértices A = (0,0),B = (a,0),C = (b,c).



.-—‘_/_/—F'_F
.,-’_'—‘_FFF

/_._.a"R -..\_\..- )
0,025 +0,02 %7 - 0,63 + 0,13 xy + 0,37 e 444%-071y-10=0

Figura 61. Circunferencia de Feuerbach

Fuente: modificacion de Ocampo (2021)

Las coordenadas de los puntos medios de los lados, son:

+b
=9 0= (9r= o)

Las coordenadas del pie de la altura BT es:

_ ab? abc
\aZz+ b2’ a2+ b2)

De los cursos de Geometria Analitica, se sabe que la ecuacién de la circunferencia

que pasa por los puntos: P; = (x1,y4), Po = (x3,¥2), P; = (x3,y3), estd dada por
la siguiente expresion:

x2+y: x vy
x¢+yE x; M
x3+ys X ¥

x3+y: x3 V3

e N
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Al reemplazar en el determinante, las coordenadas de T, se obtiene:
-( ab? )2 +( abc )2 ab? abc
a2+b2 a?+b? a?+b? qa2+bh2
a+b 2 c 2 a+b < 1
—) + (- 2
2 2 0
b 2 c 2 '
) +C)
2 2
ol
- 2

Lo cual indica que T esta en la circunferencia de Feuerbach.

ONI(‘:
—

N N T I\J|

Al medir los angulos en los vértices, se encuentra que los cuadrilateros
UVPQ,RVWQ son rectangulos (Figura 61).

4.7 DISCO DE POINCARE

Jules Henri Poincaré (1854-1912) (Garcia, 2005), propone un modelo de
Geometria no-Euclidea con elementos geométricos de geometria Euclidea:
el modelo de disco de Poincaré para la geometria hiperboélica, donde los
puntos estan en el disco y las rectas son arcos de circunferencia contenidos
en el disco y ortogonales a la frontera del disco o bien didmetros del disco
(Ruiz, 1997).

El método para construir una circunferencia ortogonal a una circunferencia
determinada, es localizar dos puntos P en la frontera y un punto R en el
interior del disco. Con la herramienta inversion, se determina el inverso de
R, que se lo puede denotar por S. Se trazan las mediatrices de los segmentos
PR, RS, con lo cual, el punto de corte S, sera el centro de la circunferencia
ortogonal (Figura 62 y Figura 63).



Figura 62. Disco de Poincaré (a)
Fuente: modificaciéon de Hurtado (2019).

Arrastrando el punto P en el interior del circulo
de Poincaré se obienen de igual manera
arcos de circunferencias ortogonales a la
frontera del disco

51 % arastia eol punto Ao B enla frontera se
ira que &l arco puede Comertinse en
diamedro del circulo

i
-

L PR

Figura 63. Disco de Poincaré (b)
Fuente: adaptacion de Ruiz (1997)

En esta grafica, se observa el punto P en el interior del disco, la recta AB
como circunferencia ortogonal a la frontera del disco, y los arcos en color rojo
arterial y azul cielo, que pasan por el punto P, son también ortogonales a la
frontera; ademas, lo mas importante, son paralelas a la recta dada AB.

En este corto espacio, se indica al lector el siguiente mensaje de Lobachevski:
“Por un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas a la recta dada”
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4.8 DISCO DE BELTRAMI-KLEIN

Un modelo de geometria no-Euclidea, fue presentado por Eugenio Beltrami
(1835-1900) y Félix Klein (1849-1925). Consiste, en el conjunto de puntos
del plano que estan en el interior de una circunferencia de centro O y radio
r (Figura 64).

Por el punto P pasan las cuerdas abiertas en color
azul y rojo que son paralelas a la recta AB

Figura 64. Disco de Beltrame-Klein
Fuente: adaptacion de Ruiz (1997d)

Si se dan dos puntos distintos en la frontera del disco, la cuerda que une
los puntos se llama cuerda abierta, ya que se excluyen los extremos. Dicha
cuerda, sera la recta en este modelo (Ruiz, 1997b).

4.9 LAS CIRCUNFERENCIAS DE RIEMANN

Georg Bernhard Riemann (1826-1866), a semejanza de otros, contribuyé a la
creacion de geometrias No-Euclideas. Considera la esfera como el plano y las
rectas circulos maximos, que es la interseccién de la esfera con un plano que
pasa por el centro de la misma (Ruiz, 1997c¢).

En este caso, dos rectas arbitrarias siempre se cortan, por lo tanto, por un
punto exterior a una recta no pasa ninguna paralela (Figura 65).



N El punto M permite modificar el radio de la esfera

El punto N ubica el circula maximo en celeste en
otra posicion.
El punto P mueve el circulo en color rojo en ofra
pane de la esfera
El punto Q permite mirar las circunferencias
maximas desde ofro punto de vista,

M Mo importa como ubique los circulos maximos
rojo y celeste, ellos se intersectan.

Figura 65. Circunferencias de Riemann

Fuente: adaptacién Ruiz (1997c¢)

4.10 CiRCULO DE JOHNSON

El Teorema de Johnson, afirma que, dadas tres circunferencias de igual
radio y con un punto comun, los puntos donde las circunferencias se
cortan, determinan una circunferencia del mismo radio que las anteriores
(Matemelga.Wordpress, 2018).

Lo anterior permite reflexionar sobre las Matematicas, y se puede conjeturar
que, las Matematicas ya estan hechas y el ser humano simplemente las
descubre (Figura 66).

Las circunferencias de centros enA, B, M
han sido construidas con el mismo radio
ON y tienen como punto comin S y se
cortan dos a dos y se las denomina
circunferencias de Johnson.
La circunferencia que pasa por los puntos
P.Q, R tiene el mismo radio que las
anteriores.
El punto N permite modificar el radio de las
circunferencias, Los puntos A, B, M
permiten cambiar de posicion a los centros
de las mismas.

Figura 66. Circulo de Johnson
Fuente: adaptacion de Matemelga.Wordpress (2018)
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4.11 CIRCULOS DE FORD

Los circulos de Ford, son circulos tangentes que tienen centro en
(i 1) radior = = i,j

j'zjz y _ij' .]
son numeros enteros y primos entre si (Wikipedia, 2019b).

Dichos circulos, llevan el nombre del matematico Lester R. Ford, Sr, que
escribio sobre ellos en 1938.

La construccion de estas figuras es dispendiosa, pero la recompensa es poder
admirar el cuadro que se presenta a sus ojos (Figura 67).

El punto M permiate ampliar el cuadro.

Figura 67. Circulos de Ford
Fuente: adaptacion de Wikipedia. (2019b)

La linea recta en la base, se puede considerar como una circunferencia de
radio infinito.

Los circulos de Ford se van haciendo cada vez mas pequefios, y en ese espacio
tan pequefio, caben infinitos circulos.



4.12 CIRCULO TRIGONOMETRICO

Esun circulo concentroen (0,0) yradio 1 (Figura 68). Es Gtil para el estudio de
las funciones trigonométricas y la deduccion de identidades trigonométricas.

— T o

— — | T

/ / AN

Figura 68. Circulo Trigonométrico

Fuente: adaptacién de Erazo (1979)

En el circulo trigonométrico izquierdo, se tiene lo siguiente:

m£AOB = «a,

AB AB
sena:@:T:AB,
0OA O0OA
cosa:@:T:OA,

AB CD CD
tana:a:%:Tz

En el circulo trigonométrico derecho, se tiene:

msAOB = B,
msA0OD = a,
ms£AOC = m£BOD = a — f3,
A =(1,0),B = (cosp, senp),
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¢ = (cos(a — B) ,sen(a — B)),

D = (cosa, sena).

Con estas consideraciones, se tiene que, AC=BD; aplicando la formula de la
distancia entre dos puntos, se tiene la siguiente expresion (Erazo, 1979):

\/[cos(a —p)—1]> + [sen(a —B) — 0] = \/[cos(a) —cos(B)]? + [sen(a) — sen(B)]?.

Elevando al cuadrado y realizando operaciones algebraicas, se obtiene la
siguiente identidad:

cos(a-B)= cos(a)cos(B)+sen(a)sen(p).

413 EL DISCO DE NEWTON

El disco de Newton, es un circulo, que se lo ha dividido en siete sectores
circulares, y se los pinta de rojo, violeta, azul, celeste, verde, amarillo y
naranja (Colaboraeducacion30, s.f-).

Moviendo el punto P se modifica el radio del disco de newton
Moviendo el punto M se hace girar el disco.

M

Figura 69. Disco de Newton
Fuente: modificacién de IDIS. (2023)



Newton descubrié que, la luz blanca lleva dentro todos los colores que
podemos ver, menos el negro, porque es la ausencia de color. Recuerde que,
cuando no hay nada de luz, que todo esta oscuro, las cosas siempre las vemos

negras. El fenémeno que se produce es notorio cuando se lo realiza con un
disco fisico (Figura 69).

El lector puede hacer girar el Disco de Newton virtual y observar el
fenémeno que se produce.

4.4 SISTEMA PLANETARIO FICTICIO

Se presenta un sistema aislado de cuerpos celestes de manera experimental,
donde hay una estrella E que, en torno a ella, gira un planeta F, y cuatro

satélites que giran alrededor del planeta, a diferentes velocidades, sin que se
produzcan colisiones.

El planeta gira en una trayectoria circular, y para un observador en F, los
satélites giran en trayectorias circulares; sin embargo, para un observador

fuera del sistema, mirara curvas maravillosas, diferentes a circunferencias
(Figura 70).

-------------
- .

Y

; El lector puede hallar el lugar

H geométrico generado por los

i " Jpuntos S, T, U, V cuando se

H E Amueve el punto M.
Vi ;

"’*. l“ F
Sream e ‘:'
. .
s 0N ’

Figura 70. Sistema Planetario Ficticio

Fuente: adaptacion de Astrosigma (s.f.)
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4.15 TRANSFORMACION DEL MOVIMIENTO RECTILINEO A CIRCULAR

La primera maquina de vapor, fue creada por Herén de Alejandria en el siglo 1.
Esta maquina se denominaba Eolipila. El vapor entra a la camara C, generando
un movimiento de rotacién (Figura 71) (Como-funciona, s.f.).

CONVERSION DEL MOVIMIENTO
Arrastrando el punto M se recrea el movimiento circular

ocacionado por la expancion de los gases que entran en la
camara C que provoca el movimiento rectilineo del énbolo.

M

Figura 71. Transformacion del Movimiento Rectilineo a Circular

Fuente: adaptacion de Cémo-funciona (s.f.)

4.6 EL MECANISMO DE PEAUCELLIER-LIPKIN

Es un mecanismo compuesto por barras rigidas OP,0Q,LM,MP,MQ,NQ,NP
ideado en 1864 por Charles-Nicolas Peaucellier (1832-1913) y Yom Tov Li-
pman Lipkin, con el fin de transformar el movimiento circular en rectilineo.

En la Figura 72, se tiene que, OP = 0Q, MP = M(Q = NQ = NP. En este
ejemplo, el radio de la circunferencia c es 4 unidades, la circunferencia d

pasa por O y debe estar en el interior de c, OP=5 unidades, MP=3 unidades
(Wikipedia, 2023c).



Arrastrando el punto M
sobre el arco ABC, el
punto N recorre un
segmento de recta

Figura 72.Mecanismo de Peaucellier-Pekin
Fuente: adaptacion de Wikipedia (2023c)

4.177 MECANISMO DE YUGO ESCOCES

Es un dispositivo mecanico que, transforma el movimiento lineal a circular o
viceversa (Figura 73) (Pérez, 2021).

Maovienda el punito M a lo largo de la semirecta se entiende como funciona el mecanismo denominado yugo escoces

Figura 73.Mecanismo de Yugo Escocés

Fuente: adaptacion de Pérez (2021)
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4.8 EJERCICIOS

Realizar los siguientes ejercicios (Landaverde, s.f.):

B

o

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Construir una circunferencia que pase por tres puntos no alineados.
Determinar el centro de una circunferencia o de un arco.

Trazar una tangente a una circunferencia por un punto P, dado en ella
Construir una circunferencia que pase por un punto P y sea tangente a
una recta AB en un punto A dado en ella.

Construir una circunferencia tangente a tres rectas.

Trazar una circunferencia que pase por un punto A y que sea tangente a
otra circunferencia en un punto B.

Trazar una circunferencia tangente a dos rectas, dado el punto de
contacto con una de ellas.

Demostrar que si por uno de los puntos de interseccion de dos
circunferencias secantes, se traza una paralela a la linea de los centros,
la suma de las cuerdas interceptadas en la paralela es doble de la linea
de los centros.

Probar que si el angulo formado por dos cuerdas AB y BC de una misma
circunferencia son iguales, el radio OB divide a la cuerda AC y el arco
ABC en partes respectivamente iguales.

Dado un punto en el interior de una circunferencia, hallar dos puntos de
la circunferencia equidistantes del primero.

Por dos puntos A y B, dados en la recta, trazar una circunferencia
tangente a una paralela CD a la recta dada.

Construir dos circunferencias concéntricas, dados dos puntos de cada
una de ellas.

Por dos puntos A y B, dados en una recta, trazar una circunferencia
tangente a una perpendicular a la recta AB.

Trazar una circunferencia de radio r que pase por un punto P y que se
tangente a una recta AB.

Demostrar que todas las cuerdas iguales de una circunferencia son
tangentes a otra circunferencia concéntrica a la primera.

Dadas una circunferencia O y una recta AB, trazar otra circunferencia
de radio r que les sea tangente.

Construir una circunferencia de radio r que sea tangente a los lados de
un angulo dado.

Demostrar que, si dos circunferencias tangentes exteriormente son



tangentes a una recta en A y B, su tangente comun interior divide al
segmento AB en dos partes iguales.

19. Dadas dos tangentes AB y CD a la circunferencia O, paralelas entre si,
y limitadas por otra tangente AC a la misma circunferencia, demostrar
que el triangulo AOC es rectangulo.

20. Demostrar que si por un punto de la bisectriz de un angulo, se traza una
circunferencia que corte los lados del angulo, las cuerdas determinadas
en ellos son iguales.
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CAPITULD 5. &%

CONGRUENCIAS

“Estos atomos se mueven en el vacio
infinito, separados unos de otros y
diferentes entre si en figuras, tamafios,
posicion y orden; al sorprenderse
unos a otros colisionan y algunos son
expulsados mediante sacudidasal azar
en cualquier direccion, mientras que
otros, entrelazdndose mutuamente
en consonancia con la congruencia
de sus figuras, tamafios, posiciones y
ordenamientos, se mantienen unidos
y asi originan el nacimiento de los

cuerpos compuestos. Figura 74. Demdcrito de Abdera
“Demdcrito Filésofo Griego Fuente: Fernandez & Tamaro
(Figura 74) (20040).

La produccion en serie de algin objeto, hoy en dia estd basada en que ellos
tengan la misma forma y el mismo tamafio, ya sea un electrodoméstico
o una prenda de vestir. En este contexto, la congruencia tiene un papel
fundamental.

Se dice que dos figuras son congruentes, cuando tienen la misma formay el
mismo tamafo; o también, que, son congruentes cuando al superponerlas
coinciden.
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5.1 PROPIEDADES DE LA CONGRUENCIA

Dos segmentos son congruentes cuando tienen la misma medida.
AB = CD s{y solo simAB = mCD.

5.1.1 Congruencia de Angulos. Dos angulos son congruentes, cuando tienen
la misma medida.

£ABC = £PQR siy solo simzABC = mzPQR

5.1.2 Congruencia de Tridngulos. Para determinar si dos triangulos son
congruentes, hay 3 criterios: LAL, ALA y LLL.

5.1.3 Teorema LAL Dos tridngulos son congruentes, cuando dos lados y el
angulo que forman en uno, son respectivamente congruentes a los dos lados
y el angulo que forman en el otro.

5.1.4 Teorema ALA. Si dos tridngulos tienen dos angulos y el lado incluido
de uno congruentes a los dos angulos y el lado incluido correspondientes del
otro, los triangulos son congruentes.

5.1.56 TeoremaLLL. Silos lados de un tridngulo son congruentes a los de otro,
los triangulos son congruentes (Hemmerling, 2005).

5.2 CONGRUENCIA DE SEGMENTOS

Si se miden dos segmentos y las medidas son iguales, o si se superpone uno
sobre otro y coinciden en sus partes, se puede concluir que los segmentos gop

congruentes. mAB = 8.89c¢cm, mCD = 8.89c¢m . Por tanto AB = CD
(Figura 75). R .

TE0 cm

8,89.cm

o

Figura 75. Congruencia de Segmentos

Fuente: elaboracién propia



5.3 CONGRUENCIA DE ANGULOS

Si se miden dos angulos y las medidas son iguales, o si se superpone uno
sobre otro y coinciden en sus rayos, se puede concluir que los dngulos son
congruentes.

Figura 76. Congruencia de dngulos

Fuente: elaboracién propia

En la Figura 76, se observa que mzZABC = 31.7°, m£PQR = 31.7°, por lo
cual,2ABC = 2PQR.

5.4 CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Para determinar la congruencia de triangulos, se puede aplicar algun
criterio de congruencia de estas figuras o superponer uno sobre otro.

Figura 77. Congruencia de tridngulo (a)

Fuente: elaboracién propia
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En la Figura 77 (a), se tiene que mAB = 8.37¢m, mAC = 5.62cm, mBC =
10.58cm.7

mPQ = 8.37cm, mPR = 5.62cm, mQR = 10.58cm se presenta el caso
L.L.L, por lo tanto, se puede concluir que, AABC = APQR.

En el caso anterior, para realizar la superposicion de una figura sobre otra,
se ha utilizado traslaciones y rotaciones.

Se han construido en Cabri Il Plus, para la congruencia de segmentos, angulos
y triangulos, dos archivos adicionales para cada una, donde se muestran
matices, un tanto magicos, y otro de corte real. Por ejemplo, en el caso de la
congruencia de segmentos, en la construccion de corte magico, el segmento a
superponer, se mueve como por un control remoto M (Figura 75 (b)).

A B

Figura 75. Congruencia de segmentos (b)

Fuente: elaboracién propia

La de corte real, es como mover un tronco y colocarlo junto a otro, de la
misma longitud.

B

Figura 75. Congruencia de segmentos (c)

Fuente: elaboracion propia



El extremo A del tronco en color azul se lo hace coincidir con un extremo
izquierdo del tronco en color rojo, extremo B de tronco en azul se lo hace
coincidir con el otro extremo del tronco en rojo (Figura 75 (c)).

En el siguiente ejemplo de congruencia de triangulos, se utiliza la reflexion
sobre unarectadel triAngulo A BD,ya que es imposible analizarla congruencia
utilizando traslacién y rotacion (Figura 78). Para el efecto, se mueve el punto
D de manera vertical, hasta que coincida con C.

Figura 78. Congruencia de tridngulos

Fuente: Hemmerling (2005)

5.5 DOBLANDO EL CIRCULO

Es notable observar que, el circulo tiene una propiedad muy importante, y
es que, trazando cualquier didmetro y doblando por esa linea, coincide una
parte con la otra.

Owev

Figura 79. Doblando el circulo

Fuente: elaboracién propia
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Si ala figura resultante se le traza la bisectriz del angulo llano y se dobla por
esa recta, la mitad de la figura coincide con la otra; y si a la parte resultante
sele trazala bisectriz al angulo de 45° y se dobla por dicha recta, las mitades
coinciden; este proceso se puede extender hasta el infinito (Figura 79).

5.6 DOBLANDO EL CUADRADO

Es curioso ver que, si el cuadrado ABCD se dobla por una de sus diagonales,
el proceso de doblado es semejante al doblado del circulo, y si se contintian
los mismos pasos, el doblado es infinito (Figura 80).

Figura 80. Doblando el cuadrado

Fuente: elaboracién propia

5.7 DOBLANDO EL HEXAGONO REGULAR

Cuando se dobla el cuadrado, queda la sensacién de que, al doblar un
poligono regular de 2n lados, se puede doblar hasta el infinito, de manera
que las mitades coincidan.

Sin embargo, cuando se trabaja, por ejemplo, con el hexdgono regular, se
ve inmediatamente que, el proceso de doblado termina en el segundo paso
(Figura 81).



Figura 81. Doblando el hexdgono regular

Fuente: elaboracion propia

Cuando sehadoblado por segunda vez, de manera que las mitades coincidan,
se obtiene la figura en color azul (Figura 81), que, intuitivamente se puede
decir que no se puede doblar de manera que las mitades coincidan.

5.8 DIVIDIENDO EL CUADRADO

Si por el punto de corte de las diagonales de un cuadrado, se trazan rectas
perpendiculares entre si, el cuadrado queda dividido en cuatro partes
congruentes (Figura 82).

Esta afirmacion se puede demostrar, al descomponer los cuadrilateros en
triangulos y aplicar los casos de congruencia; también es posible imprimir la
figura, recortar los cuadrilateros y superponerlos, para ver si coinciden.

Figura 82. Dividiendo el cuadrado
Fuente: adaptacién de Martin (1961)
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Se puede utilizar Cabri Il Plus y, mediante giros, superponer los cuadrilateros,
que deben coincidir, en caso que sean congruentes.

El resultado de realizar esta tarea, después de superponer los cuadrilateros
en color verde azul y rojo sobre el cuadriladtero amarillo, es el cuadrilatero
en color negro que aparece en la grafica debido a la mezcla de los colores
(Martin, 1961) (Figura 82).

5.9 DIVIDIENDO EL PARALELOGRAMO

Cuando un paralelogramo se divide por una de sus diagonales, queda
dividido en dos triangulos congruentes (Figura 83).

Figura 83. Dividiendo el paralelogramo

Fuente: elaboracion propia

Utilizando Cabri II Plus y mediante un giro de_9>0 grados, con centro de
giro el punto D, y una traslacién en el vector DB, se logra superponer el
triangulo CD B sobre el tridAngulo AD B, concluyendo que son congruentes.
A continuacion, se realiza la demostracién (Hemmerling, 2005).

Hipétesis: La figura ABCD es un paralelogramo.

Tesis: El triangulo ABD es congruente con el tridngulo CDB.

Demostracion:



Proposicion Justificacion

Teorema sobre paralelogramos
AD ~CB Lado comtn a los dos tridangulos y propiedad

reflexiva de la congruencia de segmentos.
AABD =~ ACDB Teorema LLL

5.10 DIVIDIENDO EL TRIANGULO

Cuando en un triangulo arbitrario, se unen mediante segmentos los puntos
medios de los lados, se forman 4 tridngulos congruentes (Figura 84 (a)).

[

Los puntos medos de cualguer nanguio ABC.
determiran cualro ridngulos congruentes. Con los
— . purtos M, Ny P, enlos desizacores se ewdenca
1] e esta Siuacion

Figura 84. Dividiendo el tridngulo (a)
Fuente: adaptacion de Wikipedia (2020)

Figura 82. Dividiendo el tridngulo (b)
Fuente: adaptacion de Wikipedia (2020)
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Se superponen los tridngulos en color verde oliva y el de color amarillo,
mediante una traslacién sobre el tridngulo en naranja y el tridngulo en
verde mediante un giro de 180 grados se superpone sobre el tridngulo
naranja (Figura 84 (b)).

5.11 LA CAPA DEL MOTOCICLISTA

La capa del motociclista tiene forma de un rectangulo, y para guardarla hay
que doblarla hasta que alcance en la mochila.

Algo que pasa desapercibido por muchos motociclistas, es el hecho que,
en el proceso de doblado, se estd utilizando la serie geométrica y la
congruencia; por lo cual, con pocos dobleces, se logra empequeniecer la
capay se la guarda.

Para doblar la capa, el motociclista “elige” una recta que une los puntos
medios de los lados opuestos, y por alli realiza el doblado hasta obtener un
tamafio satisfactorio (Figura 85).

oM

-

Figura 85. Capa del motociclista

Fuente: elaboracion propia

5.12 RECICLAJE DEL OCTAGONO REGULAR

Hoy en dia, estd de moda el reciclaje; en este caso, se va a descomponer
un octdgono regular y utilizar algunas de sus partes para formar un
cuadrado. En tal sentido, se descompone el octadgono regular en 4 poligonos
congruentes y un cuadrado (Figura 86).



La idea es que, con los poligonos congruentes, se debe tratar de formar un
cuadrado mediante operaciones de rotacién y traslacion.

El cuadrado del octdgono no se utiliza para la construccién del cuadrado. A

simpe vista, el lector puede ver que el cuadrado interior (color blanco) del
cuadrado, es méas grande que el cuadrado interior del octdgono (Martin, 1961).

JL

Figura 86. Reciclaje del octdgono regular

Fuente: adaptacion de Martin (1961)

5.13 RECICLAJE DE HEXAGONOS REGULARES

Se tiene tres hexdgonos regulares congruentes (Figura 87): uno completo y
los otros dos descompuestos en tridngulos congruentes.

OvC

Figura 87. Reciclaje del hexdgono regular (a)
Fuente: adaptacion de Martin (1961)
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Con todas estas piezas, se desea construir un hexagono mas grande.

Las piezas consisten, en un hexdgono regular completo, un hexagono re-
gular descompuesto en triangulos congruentes coloreados, y un hexagono
descompuesto en 6 tridngulos equilateros congruentes, de color blanco.

Aplicando operaciones de traslacién a las piezas coloreadas, se obtiene la
Figura 88.

Figura 88. Reciclaje del hexdgono regular (b)
Fuente: adaptacion de Martin (1961)

Es facil ver que, los tridngulos equilateros, producto de la descomposicion
del hexagono regular pequefio, calzan perfectamente en los espacios en
blanco en el hexagono regular grande (Martin, 1961).

5.14 EJERCICIOS
Resolver los siguientes ejercicios:

1. Se tiene un maletin de 26 cm de largo y 20 cm de ancho, una capa de
motociclista de 2 metros de largo y 1.5 metros de ancho. ;Cuantas veces
se debe doblar la capa para que se pueda guardar en el maletin?

2. ;Como se debe doblar una cartulina de dos metros de lado de manera que
se pueda guardar en un maletin de 26 cm de largo y 20 cm de ancho?

3. Se tiene un tridngulo equildtero y desde el baricentro se trazan 3



10.

semirrectas que no pasen por los vértices del tridngulo donde el angulo
formado por dos de ellas sea 120 grados. Probar si los 3 cuadrilateros
que se forman son congruentes.

Se tiene un pentagono regular y desde el centro se trazan 3 semirrectas
que no pasen por los vértices del pentagono donde el angulo formado por
dos semirrectas contiguas sea 72 grados. Probar si los 5 cuadrilateros
que se forman son congruentes.

Se tiene un hexagono regular de 10 cm de lado, recortar de manera
apropiada, ensamblar un rectangulo y determinar sus dimensiones.

Se tiene un octdgono regular de 10 cm de lado, recortar de manera
apropiada, ensamblar un rectangulo y determinar sus dimensiones.
Recortar un hexagono regular en triangulos equilateros congruentes,
ensamblar otra figura geométrica y determinar las dimensiones.
Recortar de manera adecuada un rectangulo de base 18 cm y altura 2
cm en cuadrados congruentes y ensamblar un cuadrado.

(Con un numero par de triangulos congruentes qué figura geométrica
se puede formar?

(Conunnumero impar de tridngulos congruentes, qué figura geométrica
se puede formar?
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CAPITULO 6. %2

SEMEJANZA

A LA DIVINA PROPORCION

A ti, maravillosa disciplina,
media, extrema razon de la hermosura
que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,
4urea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el universo armanico origina.

A ti, mar de los suefios angulares.
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compas ardiente.
Tu canto es una esfera trasparente.
A ti, divina proporcidn de oro.

Rafael Alberti (Studylib, s.f).
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6.1 DEFINICIONES

Se presentan las siguientes definiciones (Hemmerling, 2005):

Razén. Se llama razon, a un nimero de la forma —, que seleemesan,
n

donde, m,n son medidas de cantidades semejantes.

.z . ./ . m 4
Proporcion. Se denomina proporcion a la igualdad de dos razones. o= 7’

que se lee: m es a n como p es a q. Los literales m,n,p, q se les denomina
primero, segundo, tercero y cuarto términos, respectivamente. El primero
y cuarto términos, son los extremos de la proporcion; el segundo y tercero,
son los medios.

En la siguiente proporcidn, x es la cuarta proporcional de tres cantidades

mn,p:
m p
n x

En la siguiente proporcion, x es media proporcional entre el primero y
cuarto términos:

m X
X q

En la siguiente proporcidn, x es tercera proporcional entre m,n:
m n
n  x

6.2 TEOREMA DE THALES

Silasrectas a,b sonparalelasy cortanaotrasrectasp, q, entonces determinan
en ellas segmentos proporcionales (Figura 89) (Prepa8.unam.mx, s.f.).

04 0Q AQ
oB_ 0P BP |



Moviendo los puntos A, B por la recta p se obtienen distintas paralelas a, b.
Mo viendo los puntos C o D por la circunferencia se puede modificar la posicion
5] de la recta p. Moviendo los puntos E o F se puede medificar la posicidn de la
recta q.
o Mo importa como se muevan los puntos i el teorema se i Las
rectas p,q no deben ser paralelas.

QA/OB= Resultado: 7,15

0Q/OP= Resultado: 7,15

AQ/BP= Resultado: 7,15

Figura 89. Teorema de Thales

Fuente: adaptacion de Prepa8.unam.mx (s.f.)

6.3 LAS PARALELAS DE THALES DE MILETO

Cuenta la historia que se le pidié a Thales de Mileto que midiera la altura de
la piramide de Keops y que él, de manera muy sencilla, les dijo que, cuando
la sombra de su cuerpo fuera igual a su estatura, la altura de la piramide
era igual a su sombra, o también, clavando el bastén en la arena tal como lo
muestra la Figura 90 (Edu.xunta.gal, s.f.).

Moviendo el purto M se produce 8 vanacion de
lavs sombras ol baston y b pirdmice al estilo de

Pilolamen.

Purdmede dir
Keaps

Figura 90. Paralelas de Thales de Mileto
Fuente: adaptacion de Quora (2023).
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ElsoloriginalassombrasA B, PH delbastén BC ylapiramide, respectivamente.

Si por el punto C se traza una recta paralelaa AH, ella cortaa PK en R y se
tiene el teorema de Thales:

PH_HK _ HK_PH.QR_PH.BC
PQ QR PQ  PQ

A Thales, también se le atribuye el método para calcular la distancia de un
barco a la costa.

6.4 LA MEDIA PROPORCIONAL

La altura relativa a la hipotenusa de un triangulo rectangulo es media
proporcional entre los segmentos que determina en la hipotenusa.

Para la demostracion, basta poner los tridngulos rectdngulos que se forman
al trazar la altura tal como aparece en la figura, y aplicar el Teorema de Thales
(Figura 91).

Figura 91. Media proporcional
Fuente: Hemmerling (2005)

de donde h? = mn.

3=

n
h



6.5 CUERDAS QUE SE CORTAN EN EL INTERIOR DE
UNA CIRCUNFERENCIA

Sidos cuerdas se interceptan dentro de un circulo, el producto de las medidas
de los segmentos de una cuerda es igual al producto de las medidas de los
segmentos de la otra.

Para la demostracion, basta poner los tridngulos que se forman en el interior
de la circunferencia, tal como aparece en la figura y aplicar el teorema de
Thales (Figura 92).

Figura 92. Cuerdas que se cortan en el interior de una circunferencia

Fuente: Hemmerling (2005)

r

,de donde rs = mn.

m
S

6.6 TANGENTE Y SECANTE
Si se trazan una tangente y una secante desde el mismo punto exterior de
una circunferencia, la medida de la tangente es media proporcional entre la

medida de la secante y su segmento externo.

Para la demostracion, basta poner los triangulos que se forman tal como
aparece en la figura y aplicar el teorema de Thales (Figura 93).
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Figura 93. Tangente y secante

Fuente: Hemmerling (2005)

6.7 TEOREMA DE LA BISECTRIZ

Labisectriz de un angulo de un triangulo, divide el lado opuesto en segmentos
proporcionales a los otros dos lados.

La bisectriz del angulo exterior de un tridngulo, divide exteriormente el lado
opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados (Figura 94).

A /D /a

Figura 94. Teorema de la bisectriz

Fuente: Landaverde (s.f.)
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Por B se traza una recta paralela a la bisectriz que corta a AC en E. Por el
paralelismo, BC=CE.

Al aplicar el teorema de Thales, se obtiene:

AE  AB AE AB CE DB BC DB
— = —,entonces —— 1 =-——1,luego — = — finalmente — =—.
AC ~ AD AC AD AC ~ AD AC ~ AD

Para la bisectriz exterior, se procede de manera similar.
6.8 SEMEJANZA DE DOS CUADRADOS

Dados dos cuadrados de lado arbitrario, ellos son semejantes ya que los
angulos son rectos y el cociente de los lados es el mismo (Figura 95).

SEMEJANZA DE DOS CUADRADOS

Memenda el punto M sobre el segmenta,
el cuadrado verde se reduce al lamaia
bl ot cuadracdo, Se gira un dnguka y
luego se traslada hasta coencidir con el
cusdrada de ko menorn

El punio M pamite girar el cuadrado rogo.

Figura 95. Semejanza de dos cuadrados

Fuente: elaboracién propia

6.9 LA LUPA SIMPLE

Es un instrumento Optico que, permite ver, objetos y letras de tamafio
pequefio, de manera mas grande ( Juntadeandalucia, s.f.).

Fue inventada por el inglés Roger Bacdn en el afio de 1250 (Figura 96).
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Figura 96. Lupa simple (a)

Fuente: adaptacion de Juntadeandalucia (s.f.)

AB es el objeto a ampliar, I/ es la imagen ampliada.

Se presenta un esquema simplificado, donde el objeto a examinar esta entre el

foco Fy la lupa; se mira que, se obtiene una imagen virtual derecha y de mayor
tamafio (Figura 97).

Fu—

-

Tm——— W
- Mapvanck ol purba A aumesta o derminuye la polenca da la nie
Rmvianiio gl panio M 5@ readza o asponenanio de la kpa
Morvandka o purba B s modifica b afea del obyelnn

"C Mevienda o purta C se modifica ol ancke dol sieine
L Tdovienda el purto [F se modifica el radso de la lupa

Figura 97. Lupa simple (b)

Fuente: elaboracién propia
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6.10 EL PANTOGRAFO INFINITO

Esunmecanismo paradibujar una figuraa escala exactaampliando o reduciendo
su tamafio y manteniendo las proporciones (Es.frwiki.wiki, s.f.).

Fue establecido cientificamente por el jesuita Christoph Scheiner, en 1603.

En este apartado, se presenta un pantégrafo ideal, consta de 4 barras rigidas
infinitas FH,NE,NG ,EH (Figura 98).

Las barras FH,NE son paralelas, lo mismo que NG ,EH y pueden girar
libremente en torno a los pivotes G, N, E, H; los puntos EN,M son colineales.
Cuando se mueve el punto M alo largo de una figura, se ponen en movimiento
todas las barras y el punto N describe una figura proporcional a la figura
original. El punto F es fijo.

Si el punto G esta entre F y H, el punto N dibuja una figura reducida; si G
coincide con H, N dibuja la misma figura.

Siel punto G estadellado de H que no esta G, el punto N dibuja una ampliacién
de la figura (Figura 99).

Mowiendo los puntos P, Q, R
0 S se oblienen distantas
figuras para amphar o
reducir.

Figura 98. Pantdgrafo infinito (a)

Fuente: adaptacion de Es.frwiki.wiki (s.f.)
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Figura 99. Pantdégrafo infinito (b)

Fuente: elaboracién propia

En el triangulo FMH, se tiene:
GF NM
HF FM

En el triangulo FMH’, se tiene:
GF NM
HF FM

De las expresiones anteriores, se tiene:
NM N'M’
FM FM

De aqui se puede deducir que NN = k.
MM’



Esto significa que, los trazos que realiza el punto N son proporcionales a los
trazos que realiza M, al recorrer la figura.

6.11 LA PROPORCION DIVINA

Es un ndmero que esta rodeado por una cortina de misterio, ya que, hasta
el nombre lo relaciona con la divinidad; y esa divinidad, para el ser humano,
es uno de los misterios mas grandes sin resolver, y lo hace reflexionar sobre
cémo aparecio sobre la tierra y cudl es su destino en el mismo (Bonell, (2000).

A este numero, también se lo denomina nimero de oro, numero de Dios,
razén extrema y media, razon aurea, razén dorada.
Se representa por ¢ y su valor es:

1445

~ 1.618 ...
2

P

La pregunta que cualquier persona se haria es ;De donde salié este nimero?
(Por qué esta relacionado con la divinidad?

Este nimero se obtiene de la proporcion:

a+b a
=—,a > b.
a b

a, b corresponden a medidas de segmentos que conforman un rectangulo, que
da lugar a la grafica adjunta, donde, de manera aproximada, se encuentran
ciertos rectangulos (Figura 100) (Galo, 2004).
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Figura 100. La proporcion divina (a)
Fuente: adaptacion de Galo (2004)

Segun la teoria euclidiana, un rectangulo encierra la maxima belleza si
resulta semejante a otro formado por su lado mayor y la suma de sus lados
(Figura 101) (Extremiana, s.f.).

a+h

Figura 101. La proporcion divina (b)
Fuente: adaptacion de Galo (2004)



El niimero de Dios es ¢ — % de manera que la proporcion se transforma en:
4

a
b

1+1
_=(p,
%

de donde, @2=@+1.

Al resolver la ecuacion, se obtiene:

1++/5 1—+/5
——~L618 Y =——

Observe que, @ >0y ¥ <0.

(p:

La respuesta a la pregunta ;Por qué esta relacionado con la divinidad? Se
puede encontrar en el tratado de Luca Pacioli (1509) Divina propotione; opera
a tutti glingegni perspicaci e curiosi necessaria, donde aparece el término
Divina. Tiene relacion con la naturaleza y el arte:

a) Ella es una y nada mas que una, y no es posible asignarle otras
especies ni diferencias.

b) Asi como in divinis hay una misma sustancia entre tres personas,
Padre, Hijo y Espiritu Santo, de la misma manera, una misma
proporcidn de esta suerte, siempre se encontrara entre tres
términos.

¢) Dios, propiamente, no se puede definir ni puede ser entendido
por nosotros con palabras; de igual manera, esta proporcion no
puede jamas determinarse con numero inteligible, ni expresarse
con cantidad racional alguna, sino que, siempre es oculta y
secreta y los matematicos la llaman irracional.

d) Asi como Dios jamas puede cambiar y es todo en todo, y esta
todo en todas partes, esta proporcién es siempre la misma
e invariable y de ninguna manera puede cambiarse.
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6.12 DIVISION DE UN SEGMENTO EN MEDIA Y EXTREMA RAZON

Figura 102. Divisién de un segmento en media y extrema razon

Fuente: adaptacién de Landaverde (s.f.)

Sea AB el segmento que hay que dividir. Se construye un triangulo rectangulo

de catetos E, BC dondeBC = %AB,%, se traza la circunferencia c de centro

C y radio CB, se traza la recta ﬁ que corta a la circunferencia c en Di Se
traza la circunferencia d con centro A y radio AD que corta al segmento AB en
F (Figura 102).
AB_AE AB—AD_AE—AB AB — AF
AD AB 4D 4B 4D
AE — DE FB AF
e
AB AF AB

b a a+b a
SiAB=a+ b,AF = a,FB = b,se tiene — = , =
a a+b’ a b

1+ a
= —=—.
a b

. a . 1
Si — =x,seobtienel +— = x.
b X

Al resolver la ecuacion, se tiene:

c—a a
SiAB =c,AF =a,FB =b = ¢ — a,se tiene 7 :E

=a’+ca—-c?=0.



De donde:
a= %(—1 + \/E)

Por tratarse de segmentos, se toma el signo +, entonces,

a=z(V5-1)b=c—a=c—>(V5-1) == (3-5)

E_%(x/ﬁ—l)_

= = Q.
b S(3_

5 (3 —5)
Esto significa que, el rectAngulo aureo tiene como lados, los segmentos que
miden a, b (Landaverde, s.f.).

6.13 RECTANGULO AUREO

Con lo anterior, se puede construir un rectangulo dureo y en él, construir
un cuadrado con el lado de longitud menor, y el rectdngulo que se obtiene,
resulta ser aureo; y proseguir indefinidamente este proceso, con lo cual
resulta la Figura 103 (Matema.ujaen, s.f.).

Figura 103. Rectdngulo dureo

Fuente: adaptaciéon de Portal académico CCH (s,f).
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a
AB = a,AD = b,gz Q.

El cuadrado amarillo tiene como lado b, en el rectangulo EBCF se tiene:
FE=b,EB=a—b.

Se halla el resultado del cociente Lb
a_

Al dividir todas las cantidades por b, se obtiene:

b
b b 1 1
a=b a_b -1 1
b b @

Lo cual demuestra que, el rectangulo EBCF es aureo.

6.14 EL OJO DE DIOS

Es el punto donde convergen todos los rectangulos aureos, que corresponde

al corte de las diagonales BD y CE, que resultan ser perpendiculares
(Unarubiamatematica, s.f.).

Figura 104. El ojo de Dios
Fuente: adaptacion de Cardil (s.f.)
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Se puede llamar rectangulo aureo horizontal, al que tiene como base el lado
mayor, y rectdngulo dureo vertical, al que tiene como base al lado menor
(Imborrable, s.f.).

Se puede notar que, la diagonal BD contiene todas las diagonales de los
rectangulos horizontales, y la diagonal CE contiene todas las diagonales de
los rectangulos verticales, por lo que el punto de corte, sera el denominado
ojo de Dios o firma de Dios (Figura 104).

6.15 DECAGONO REGULAR

Suponga que ABes el lado del decagono regular, entonces el angulo central
tiene como medida 36°, es decir m£AOB = 36°;los angulos iguales miden
72° (Figura 105).

\;—_ﬂ
N

?2,0
AN

rd 360° \
_.f'// --_--

Figura 105. Decdgono regular (a)

Fuente: adaptacion de Landaverde (s.f.)

Si se traza la bisectriz BA del angulo £ABO, se tiene AABO = ACBA vy se
puede establecer la proporcion:

AB_0B . AB_O0A
A~ apssdein T =0

Esto significa que, se debe dividir el radio en media y extrema razoén:

AB=LCA=r—-L0A=r.
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Ellado del decagono regular se puede calcular asi:

[ T
=—-=12—-r?2+rl=0.
r—1 1

Al resolver para [,se tiene:

I (\/g—l) r r
=T = = —,
2 V5+1 @

2

El lado del decadgono regular depende del nlimero de oro. Es curioso, que se
le dé mas protagonismo al pentagono regular, en la relaciéon con el nimero
de oro, y casi no se mencione a este poligono (Landaverde, s.f.) (Figura 106).

Figura 106. Decdgono regular (b)

Fuente: adaptacion de Landaverde (s.f.)

6.16 ELPENTAGONO REGULAR

Para la construccién del pentagono regular, basta unir, saltando un punto, los
vértices del decagono regular ya construido, y se obtiene el poligono ABCDE,
y se considera el cuadrilatero EBCD. Se puede probar que AEBD=ABEC y
como consecuencia EC = BD (Figura 107)



De manera similar, se puede demostrar que EC = EB y asi se puede aplicar
el Teorema de Ptolomeo.

Figura 107. Pentdgono regular (a)
Fuente: adaptacion de Wikipedia (s.f.a)

Representando por 1 la longitud del lado del pentagono regular y por d la
diagonal, se tiene: d? = % + Id.

Al dividir todos los términos por I se obtiene:
(@) 4-1-o
[ l '
Al resolver la ecuacion, se obtiene:
d 1++5

l 2
Se calcula el lado del pentagono regular.

:(p_

Figura 108. Pentdgono regular (b)

Fuente: adaptacion Landaverde (s.f.)
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En Figura 108, m es el lado del decagono regular inscrito en la circunferen-
cia d radio 7, y el lado del pentagono esn.

Se pueden establecer las siguientes relaciones:

(g)z =xQ2r —x) = 2rx — x%;

de donde

(g)z + x? = 2rx; también (g)z +x% =m?

De aqui se puede concluir que:

2
m
2rx =m? » x = —

2r

Entonces,

2\ 2
() +(5) o=

r
Al reemplazarm, se obtiene:

T
= F 3+ 4.
En esta formula aparecen 3y 4, que son los catetos del triangulo sagrado
(wikipedia, s.f.a).
Al aplicar las propiedades algebraicas de ¢, se puede escribir lo siguiente:

n=%,/2+qo.

Se puede observar que los coeficientes del polinomio, dentro del radical,
sonly?2.
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6.17 LATAZA DE ORO

La taza de oro, es la figura que tiene forma de caliz y esta formada por tres
diagonales y unlado del pentagono regular. La copa, es el triangulo amarillo,
y la base, el tridngulo rojo (Figura 109) (Bonell, 2000).

Figura 109. La taza de oro
Fuente: adaptacion de Bonell (2000)

Como se vio, la relaciéon entre la diagonal y el lado del pentagono regular,
es el numero de oro y los tridngulos EAF, BDF son semejantes, entonces se
puede establecer el cociente:

Area(ABDF)

— = p?
Area(AEAF)

6.18 LOS TRIANGULOS DE KEPLER

de manera que la proporcién

’

Recordando que el nimero de Dioses ¢ = £
(Arenzana, 2020): b

a+b_a b
_b!a> )
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Se trasforma, en:
1
1 +a= @,de donde @2 = ¢ + 1.
esto se puede interpretar como:
2
o= (o) +12

Yllevandolaalageometria, en el fondo lo que hay, es un triangulo rectangulo,
donde los catetos miden ‘/E,l y la hipotenusa tiene como medida ¢
(wikipedia, s.f.a).

Figura 110. Tridngulo de Kepler

Fuente: adaptacion de Wikipedia (s.f.a)

En la Figura 110, AB = 1 unidad arbitraria, BC = /9, AC = ¢.

Esta forma de interpretar la expresion algebraica, se la puede llevar a la suma
de nimeros enteros positivos y enunciar la siguiente regla:

Para sumar los niimeros enteros positivos a, b se construye un tridngulo
rectangulo que tenga como medida de los catetos va, Vb, se traza la hipotenusa,
y con ella, se construye un cuadrado, y se calcula el area, que sera el resultado
dea + b.



Es una forma dificil de sumar, pero y si esa fuera la manera inica de sumar,

tendria que realizarse forzosamente.

Kepler, demostr6 una relacion numérica entre los lados de del hexagono,

pentagono y decagono, inscritos en una circunferencia.

Teorema de Kepler

En una circunferencia de radio rellado del pentagono regular, el del hexdgono
regular y el del decagono regular inscritos en ella, forman un tridngulo

rectangulo.

Demostracion

/
i
AN

T— "

Figura 111. Teorema de Kepler (a)

Fuente: adaptacion de Arenzana (2020).

Enlafigura111,04A =1,0C =1,0B = g,entonces

2 T
_ _ 2 — _
BC = (2) tr _2\/5.
T r 5-1 T
OD=BC—-0B==-V5—-—==r V5 =—.
2 2 2 ®

Esta expresion corresponde al valor del lado del decagono regular.
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Ahora

CD =+/0D? 4+ 0cC?
\2 ri+rip2 r T r

(pZ
Esta expresion corresponde al valor del lado del pentagono regular.
Se sabe que, el radio de la circunferencia es igual al lado del hexdgono regular

inscrito en ella, es decir OC.

Con esto queda probado el teorema que da lugar a la Figura 112.

Figura 112. Teorema de Kepler (b)

Fuente: adaptacién de Arenzana (2020)

6.19 EJERCICIOS
Resolver los siguientes ejercicios (Landaverde, s.f.):

1. Determinar la cuarta proporcional a tres segmentos dados.

2. Determinar hallar la tercera proporcional a dos segmentos dados.

3. Dada unarecta A’ B’ como homdloga de AB del tridngulo ABC, construir
un tridngulo semejante a este tltimo.

4. Dado un segmento AB, determinense dos puntos M y N que dividan este



segmento en partes proporcionales a las fracciones 1/2, 3/5, 3/7.

5. Una paralela a un lado de un triangulo determina en uno de los otros dos
lados segmentos de 22 y 14 mm; calcular los segmentos determinados en
el tercer lado que mide 5 cm.

6. Enun tridngulo ABC, AB = 5 cm y BC = 8,5 cm; desde B, se toma en BA
un segmento BD = 3 cm, y en BC, otro BE = 5,1 cm,y se unen los puntos
Dy E; se pregunta si DE es paralelaa AC.

7. La sombra de un monumento mide 10,60 m, y la de una varilla vertical
de un m de altura, situada a su lado, mide, en el mismo momento, 40cm;
;qué altura tiene el monumento?

8. Demostrar que, si en el triangulo ABC una recta BD divide el lado AC en
partes proporcionales a los otros dos lados, dicha recta es bisectriz del
angulo B.

9. El perimetro de un tridngulo es igual a 10,4 cm, y sus lados son entre si
como los nimeros 7,8 y 11; calcular estos lados.

10. Demostrar que las diagonales de un trapecio se cortan en segmentos
proporcionales a las bases del trapecio.

11. Demostrar que la paralela a las bases de un trapecio, trazada en la
interseccion de las diagonales, queda dividida por estas en partes
iguales.

12. Demostrar que, si en un tridngulo ABC se trazan las alturas AD y CE, el
tridngulo AD B es semejante al BEC.

13.En el trapecio.ABCD la base AB = 4 cm, la DC = 4 cmr la altura mide 1,8
cm; calcular la altura EF del triangulo DCE, formado por la base DC y la
prolongacién de los lados AD y BC.

14. La cuerda comun de dos circunferencias secantes divide la linea de los
centros en dos partes cuya razon es 2/3; demostrar que la razén de las
cuerdas paralelas a la linea de los centros, trazadas desde uno de los
puntos de contacto de las circunferencias, es también 2/3.

15. Probar que si por un punto cualquiera O, situado en el interior de un
tridngulo ABC, se trazan OA, OB, OC, cuyos puntos medios respectivos
A',B',C" se unen ordenadamente, los tridngulos ABC y A" B' C' son
semejantes.

16. Demostrar que, si en un triangulo ABC se trazan las alturas BE y CD, se
tiene AE X AC = AD X AB.

17. Las bases y altura de un trapecio son respectivamente B, B y A; calcular
la altura del tridngulo formado por la base mayor y la prolongacion de los
lados no paralelos.
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18.

19.

20.

Dadas dos circunferencias O y O’ que se cortan en A y B, demostrar que
si por B se traza una cuerda que corta las circunferencias en C y D, los
tridngulos ACD y AOO' son semejantes.

Demostrar que los puntos medios de las bases de un trapecio, la
interseccion de las diagonales y la prolongacién de los lados no paralelos,
estan en linea recta.

Por el vértice C de un paralelogramo ABCD se traza una oblicua MN a
los lados del paralelogramo y se prolongan los lados AB y AD hasta M
y N. Demostrar que los tridangulos BMC y DCN son semejantes que
el producto BM X DN es constante, cualquiera que sea la posicion de la
oblicua MN.



CAPITULO 7. 4%

AREAS

“La geometria tiene dos grandes tesoros: Uno, es el teorema de Pitagoras, y
el otro, es el nimero aureo. El primero puede compararse a una medida de
oro, y el segundo a una piedra preciosa.”

7.1 DEFINICIONES

Region triangular: union de un
triangulo y su interior.

Region poligonal: unién de un nimero
finito de regiones triangulares.

Unidad de drea: region formada por
un cuadrado de longitud unitaria y
sus puntos interiores.

Area de una regién poligonal: es el
numero que expresa el nimero veces
que una unidad de area dada esta con-
tenida en una region poligonal (Hem-
merling, 2005).

Johannes Kepler (Figura 113)

Figura 113. Johannes Kepler

Fuente. Davis (s.f)

147



Postulados del drea
Dada la unidad de area, a cada regién le corresponde un Unico nimero
llamado area de la region.

El area de una region poligonal es igual a la suma de las areas de las regiones
en que pueda dividirse.

Si dos poligonos son congruentes, sus areas son iguales.

El 4rea de una region rectangular es igual al producto de la longitud de la
base y la longitud de la altura (A = bh)

Teoremas
El area de un paralelogramo, es igual al producto de su base por su altura.

El area de un triangulo, es igual a la mitad del producto de su base por su
altura.

El area de un trapecio, es igual a la mitad del producto de la suma de las bases
por su altura (Hemmerling, 2005).

7.2 LA METAMORFOSIS DEL TRIANGULO

5 o R

Se puede girar el punto S en
torno al punto U hasta que
coincida con Py la misma
accidn al punto R en tomo al
punio V hasta que coincida
con Q y seforma un
rectangulo de drea igual al
tridnguio POR

Figura 114. Metamorfosis del tridngulo (a)

Fuente: elaboracion propia
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En el tridngulo PQR (Figura 114) se tazala altura TR y en ella el punto medio
PQXTR

M. El area del tridngulo es A = esta expresion se la puede escribir asi:

A= PQ X (?) y se la puede interpretar como el area de un rectangulo de

base PQ y altura X, (Figura 115).

2

Se puede girar el punto S en
torno al punto U hasta que
coincida con P y la misma
accion al punto R entorno al
punto V hasta que coincida
con Q y se forma un
rectangulo de drea igual al
tridngulo PQR

Figura 115. Metamorfosis del tridngulo (b)

Fuente: elaboracién propia

7.3 LA METAMORFOSIS DE UN PARALELOGRAMO

Un paralelogramo, puede transformarse en un rectdngulo y viceversa,
siempre que, conserve su base y altura (Figura 116).
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P a

Moviendo el purio M en la direccidn del vector TR hasta R,
&l paralelogramo se transforma en un rectangulo

Figura 116. Metamorfosis de un paralelgoramo (a)
Fuente: adaptacion de Bolt B. (1989).

Elrectangulo conserva del paralelogramo la base PQ y la altura PT (Figura 117).

P Q@

Moviendo el punto M en la direccion del vector TR hasta R,
&l paralelogramo se transforma en un rectangulo.

Figura 117. Metamorfosis de un paralelgoramo (b)
Fuente: adaptacion de Bolt B. (1989).
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7.4 LA METAMORFOSIS DE UN RECTANGULO

El rectangulo, se puede transformar en un paralelogramo, conservando la base
y su altura; en este ejemplo, se lo transforma hasta que el lado menor sea igual a
PT = vab, (Figura 118) donde a, b son las medidas respectivas de labase y la
altura del rectangulo. El paralelogramo se puede transformar en un cuadrado

delado PT (Figura 119).

P
Moviendo el punto m a lo largo del segmento el rectdngulo se
transforma en un paralelogramo y este a suvez enun
cuadrado.

El lector puede calcular el drea en cada caso.

o

M

Figura 118. Metamorfosis de un rectdngulo (a)

Fuente: adaptacion de Mongge, (s.f.)

Maovienda el punto m a lo largo del segmento el recldnguio se
transforma en un paralelogramo y este a su vez en un
cuadrada

El lector puede calcular el dea en cada caso.

T

-]

Figura 119. Metamorfosis de un rectdngulo (b)
Fuente: adaptacion de Mongge, (s.f.)
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7.5 LA METAMORFOSIS DE UN CUADRILATERO

M

A B R

Menviendo el punto M a lo largo del rayo RS se generan disbntos cudriliteros de igual drea
Cuando & punto M comncide con R ¢ cuadnilitero Se ransiofma en unun ranguio

Figura 120. Metamorfosis de un cuadrildtero

Fuente: adaptacion de Landaverde (s.f.)

El rayo RS es paralelo a la diagonal BN vy, por ello, cuando el punto M se
desplaza por el rayo, el ABNM conserva la altura y la base, por lo cual, el
poligono generado tiene la misma area (Landaverde, s.f.) (Figura 120).

7.6 EL TEOREMA DE PITAGORAS

Elarea del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo,
es igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos
(Figura 121).

Figura 121. Teorema de Pitdgoras (a)
Fuente: adaptaciéon de Wikipedia (s.f.e)



AC? = AB? + BC?.
o lo que es lo mismo:

b? = ¢? + b2,

En la Figura 122, se puede observar en el cuadrado inferior dos propiedades
algebraicas, una visible y otra deducible.

b* =a*+ (b—a)?*+ 2a(b—a), b?
=c2+(b—-c)?+2c(b-0).

El Teorema de Pitagoras, fue demostrado en el siglo VI a. C por el filésofo y
matematico Pitagoras (wikipedia, s.f.b). Una demostraciéon muy sencilla que
se le atribuye, se basa en descomponer un cuadrado grande en 4 triangulos
rectdngulos congruentes entre si y dos cuadrados. Luego se reacomodan
los triangulos rectangulos, como si fueran fichas de un rompecabezas, de
manera que, s6lo quede un cuadrado. Esto es asi, ya que las hipotenusas de
los triangulos rectangulos, forman el cuadrado, y los angulos agudos, son
complementarios, es decir forman angulo recto (Figura 123).

De esta manera, la suma de las areas de los dos cuadrados, es igual al area del
cuadrado que queda solo.

R

P
El lector puede desplazar el punto M hasta el vértice P, el punto N hasta Q y el punto D hasta R
Asi reaizo Pitagoras el teorema que lleva su nombre.

Figura 122. Teorema de Pitdgoras (b)

Fuente: adaptacion de Landaverde (s.f.)
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RD

o=

M P
Ellector puede desplazar el punto M hasta el vértice P, el punto N hasta Q v el punto D hasta R
Asi realizd Pitdgoras el teorema que lleva su nombre

Figura 123. Teorema de Pitdgoras (c)

Fuente: adaptacién de Landaverde (s.f.)

7.7 DEMOSTRACION DE PAPPUS DEL TEOREMA DE PITAGORAS
Laidea de la demostracion, es transformar los cuadrados ABPQ,MCMN en
paralelogramos y finalmente en rectangulos UIJA,IBC], respectivamente
(Figura 124) (wikipedia, s.f.b).

Se trazan las rectas <Q_P, MN que se cortan en K.

En el ABPK se tiene: B_P_EA_B por serlados del mismo cuadrado; £BPK= £ABC
por ser rectos; PK = BN porque la figura PBNK es un paralelogramo; por
tanto, por el postulado LAL, ABPK = AABCy BK = AC.

Se traza la recta UA que corta a QTP’ en L.

Se tiene A(ABPQ) = A(ABKL) porque tienen la misma base y altura.
A(ABKL) = A(UIJA) porque tienen la misma base y altura.

Por propiedad transitiva se cumple: A(ABPQ) =A(UIJA).

El mismo razonamiento se realiza para el cuadrado CMNB:
A(CMNB) =A(1VC(C]).



De manera que,
A(ABKL) + A(CMNB) = A(UIJA) + A(IVC]) = A(UVCA).
Al realizar la lectura de derecha a izquierda, se tiene que:

AC? = AB? + BC?.

Figura 124. Teorema de Pitdgoras - Demostracién de Pappus

Fuente: adaptacién de Wikipedia. (s.f.b).

7.8 PROBLEMA PITAGORICO

En la direccién Dima (2022), se plantea un problema llamativo y consiste,
en que, se da un cuadrado arbitrario PQRS y se pide determinar dos puntos
en la diagonal @S, donde el segmento intermedio, sea la diagonal de un
cuadrado, en el cual, su area sea igual ala suma de las areas de los cuadrados
que tengan como diagonal a los segmentos extremos Dima (2022),

Lo que se mira en el enunciado, es que, en el fondo, esta presente el Teorema
de Pitagoras (Figura 125).
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Figura 125. Problema pitagérico
Fuente: adaptacion de Dima. (2022)

Se traza una circunferencia c con centro en Oy radio arbitrario OA, y en ella
se toma un punto M, y se trazan los segmentos AM , BM,obteniéndose el
triangulo de Thales AMB (Figura 125).

Se trazan las circunferencias de con centros en 4,B y radios AM,BM,
respectivamente, que cortan a ABenC,D.Se construye el cuadrado CDEF'y
se traza DE Por A, B se trazan m,n rectas perpendiculares a AB que cortan a
DE enlos puntos G, H. Se traza ER.

SiER cortaa AB en a J, se trazan las rectas (G7,(IT] que cortan a @en uv,
que son los puntos pedidos.

SiER no cortaa E, se trazan 7, s paralelas a ﬁ que cortan a@ en UV,
que son los puntos pedidos.

7.9 PARALELOGRAMO ELASTICO

Sea el paralelogramo ABCD (Figura 126). Se sabe que AABD = ACDB.
Como se trata de un paralelogramo eldstico, se puede alargar ¢ QD de manera
aue coincida con DC, y achicar AB hasta que coincida con BC y mantener
BD:de esta manera se tendrd AABD = ACBD.



L

A P B

Amasirando el punto M desde A hacia C se produce la transformacion del
tndngulo ABD dilatando el lado AD y contrayendo el lado AB de manera que AD
se fransforme en DC y AB en BC

Figura 126. Paralelogramo eldstico

Fuente: elaboracion propia

7.10 PARALELOGRAMO DE VARIGNON

Es el cuadrilatero que se forma trazando los segmentos que unen los puntos
medios de los lados adyacentes de un cuadrilatero PQRS (Figura 127)
(Ocampo Arellano, s.f.).

Dicho paralelogramo, tiene la propiedad, de que, el area es igual a la mitad
del area del cuadrilatero PQRS.

Para realizar esta demostracion, basta descomponer el paralelogramo en trian-
gulos, y luego retirarlos del paralelogramo, de manera que queden dentro del

cuadrilatero (Figura 128).

Algunos triangulos se han retirado teniendo en cuenta el paralelogramo
elastico.
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Se puede localizar los puntos que permiten retirar los Indngulos de distintos colores
hasta que el paralelogramo quede en blanco.

Figura 127. Paralelogramo de Varignon (a)
Fuente: adaptacion de Ocampo (2021).

Figura 128. Paralelogramo de Varignon (b)

Fuente: adaptacion de Ocampo (2021).



711 LAS LUNULAS DE HIPOCRATES

Una lunula, es la regién comprendida entre dos arcos de circunferencias
de diferente radio que subtienden la misma cuerda (Arenzana, 2019).

El estudio de las lunulas, se debe al gran geémetra y astronomo griego
Hipdcrates de Quios, quien demostré que, algunos tipos de linulas se podian
cuadrar, es decir, se podia construir un cuadrado de igual area que la ltinula.

Figura 129. Linulas de Hipécrates

Fuente: adaptacion de Landaverde (s.f.)

Para el analisis de las liinulas, se debe recordar un corolario del Teorema de
Pitagoras.

Si se construyen tres figuras semejantes, de areas F, F, F, tales como
poligonos regulares, semicirculos, etc. sobre los tres lados de un tridngulo
rectangulo, el area de la figura construida sobre la hipotenusa, es equivalente a
la suma de las areas de las figuras construidas sobre los catetos (Figura 129).

F F, _F 2 .2 2 2
ﬁzﬁzgzk,a + b = c“.
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Entonces,

Fy F, I
=z ﬁzﬁ' de donde F,+F, = F;.

En la Figura 129, se puede establecer:
S = (Sl‘l‘Ll) + (52 + Lz),s = S]_ + 52 + T.

De donde:

(51+L1) + (52 + Lz) = 51 + 52 + T

Finalmente
Li+L,=T.
7.12 EL TEOREMA DE ANNE

Es un teorema que relaciona el tema de las areas en los poligonos y se debe
al matematico francés Pierre-Le6n Anne (wikipedia, s.f.e).

Sea el cuadrilatero convexo ABCD que no sea paralelogramo; I,/ puntos
medios de las diagonalesAC, BDy P un punto en el interior de ABCD, que
forma cuatro tridngulos con los vértices del cuadrilatero (Figura 130).

Area(BPC) + Area(APD) = Area(APB) + Area(CPD) siy solo si P estd en
la recta Tf,que es la recta de Newton.

C

\‘\ DATOS DE ENTRADA | DATOS DE SALIDA
b @ oz
D g ® o ..'.Remﬂn 2133 0m
@ naew .

\\ sozeme | @t Resutado 2133 oy

P =

Figura 130. Teorema de Anne

Fuente: adaptacion de Wikipedia (s.f.c).
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713 CUERDAS QUE SE CORTAN EN EL INTERIOR DE UNA
CIRCUNFERENCIA

Si dos cuerdas se interceptan dentro de un circulo, el producto de las medidas
de los segmentos de una cuerda es igual al producto de las medidas de los

segmentos de la otra.

Esta propiedad se demostro aplicando el Teorema de Thales, pero se puede
realizar una comprobacidn, aplicando areas.

El teorema afirma que rs = mn.

Recordar que este producto, es la férmula del area de dos rectangulos, cuyas
medidas de base y altura, aparecen en la Figura 131.

Algo similar se puede realizar con el teorema de las bisectrices internas y
externas.

1666 cm* n

Moviendo los puntos A, B, C o D de manera que las
cuerdas se corten, se pueden modificar las longitudes:
de las mismas y se obtiene como resultado
diferentes rectingulos de igual drea

Figura 131. Cuerdas que se cortan en el interior de una circunferencia

Fuente: adaptacién de Hemmerling (2005)

7.14 CONSTRUCCION DE UN CUADRADO EQUIVALENTE A UN
RECTANGULO

Sea el rectangulo ABCD. Con centro en R y radio RQ se traza una
circunferencia, que corta a SR en 1. Sea ] punto medio de SI; con centro
en ] y radio JI se traza una circunferencia, y en ella se determina el punto
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V, de manera que SV sea el segmento tangente a dicha circunferencia. Se
construye el cuadrado RTUV (Figura 132).

u

Figura 132. Construccion de un uadrado equivalente a un rectdngulo

Fuente: adaptacion de Mongge (s.f.)

La construccion anterior, se basa en la propiedad de la tangente, de ser media
proporcional entre la secante y la parte exterior.

7.5 LA CUADRATURA DEL TRIANGULO EQUILATERO

Consiste, en recortar el tridngulo equildtero en piezas y ensamblarlo, de
manera que forme un cuadrado (Navas, 2022).

Lo Uinico que viene a la mente, es que debe haber; por decir algo, cuatro piezas
que tengan angulos rectos, para que encajen en las esquinas del cuadrado.

Se trabaja con un tridngulo equilatero de lado 1, de manera que el area
V3 5
sera Tu .

, , . , V3
El 4rea de un cuadrado de 4rea igual, serd!?, de manera que, [2 = ” u?,
4
3
de donde, | = £u.
2



Sea el triangulo equilatero ABC (Figura 133), se traza la mediana CD; el
trlangulo ADC serefleja sobre AD y el triangulo resultante se traslada segiin
el vector AC' dando como resultado BCF; con centro F y radio | = ﬁu se
traza una circunferencia que corta a DCen G, se traza FG que corta a BC en
I,y se determina BH 1 FG.

B

Maovienda el punto B se modifica el lado ded tndngulo
equildtern

Figura 133. Cuadratura del tridngulo equildtero

Fuente: adaptacion de Navas (2022)

El poligono DBHG se traslada segun el vector ﬁ,resultando el poligono

FJKL. Los triangulos en color rojo y verde se trasladan segtn el vector CL

(Figura 133).

De esta manera, el tridngulo equilatero se puede dividir en piezas que, al
ensamblarlas, se puede armar un cuadrado.
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716 EL TANGRAM

El tangram, es un rompecabezas chino, compuesto por siete fichas: cinco
triangulos, un cuadrado y un rombo (Guao.org, s.f.).

Las fichas, se forman al dividir un cuadrado tal como lo muestra la Figura
134,y latarea consiste en, formar figuras con todas las fichas, sin solaparlas.

Lo sorprendente, es la cantidad tan grande de figuras humanas, de animales
y de figuras geométricas, que se pueden armar. Otro detalle del tangram, es
que se puede identificar facilmente, a qué corresponde la figura. Por ejemplo,
se puede asegurar que una figura corresponde a un perro o a un gato.

Dado que, en cada figura se utilizan las siete fichas, las areas de todas las
figuras es igual al area del cuadrado de donde se obtuvieron las fichas.

Se pueden ensamblar, el cuadrado como es obvio, el rectangulo, el triangulo
rectangulo, el trapecio isdsceles, el paralelogramo, el trapecio rectangulo, y

parece increible, el cubo.

Se presenta el ensamblaje del rectangulo.

Figura 134. Rectdngulo ensamblado con fichas del tangram

Fuente: adaptacion de Guao.org (s.f.)



Es divertido jugar a ensamblar figuras, ademads, ayuda a desarrollar el
sentido espacial, la imaginacién y la fantasia.

En el archivo tangram, se puede descomponer el rectdngulo y formar otras
figuras geométricas con las fichas.

7.7 EL STOMACHION DE ARQUIMEDES

Es un rompecabezas geométrico, atribuido a Arquimedes de Siracusa (Siglo
[l a. C.). Consiste, en un conjunto de 14 fichas o piezas, que se han recortado
de un cuadrado, tal como se ve en la Figura 135 (Educaconbigbang, 2016).
El problema consiste en, ensamblar de manera diferente el cuadrado, uti-
lizando todas las fichas; ademas se pregunta, ;Cuantas formas distintas de
ensamblar un cuadrado existen?

®

Moviendo el punic M a lo largo del segmenio se mira pase a paso la construccion del stomachion de Arquimedes.

Figura 135. Stomachion de Arquimedes
Fuente: adaptacion de Educaconbigbang (2016)

Se presenta una solucion, la cual se la observa a simple vista. La idea es
mantener fijas algunas fichas y estudiar donde se pueden cambiar otras, de
manera que se ensamble un cuadrado.

También se pueden calcular las areas de las fichas, asi como también sus peri-
metros.
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718 EJERCICIOS.

Resolver los siguientes ejercicios:

1.

Se tiene un cuadrado de lado 12 cm. Determinar las dimensiones de
todos los rectangulos de base y altura un numero entero que tenga la
misma area del cuadrado.

Construir un paralelogramo que tenga la misma area de un tridngulo. La
base del paralelogramo debe ser la del triangulo.

Resolver los siguientes ejercicios (Landaverde, s.f.):

1.

10.

11.

12.

Determinar el area de un trapecio isésceles si su altura es igual a hy su
lado lateral se ve desde el centro de la circunferencia circunscrita bajo
el angulo a.

A un rectangulo dado circunscribir un nuevo rectangulo, el area del cual
sera igual am? ;Para cual valor de m sera soluble el problema?
Calcular el area de una acera de 5 m de ancho que rodea una plaza
rectangular de 80 m de largo por 55 m de ancho.

Determinar las dimensiones de un rectangulo, sabiendo que su area es
de 10 centimetros cuadrados y la razdén de sus dimensiones es 4/3.
Uno de los catetos de un tridngulo rectangulo mide 4,5 cm, y su area es
de 13,50 centimetros cuadrados; calcular los tres lados.

Si la escala de un plano es de 2 mm por kilometro, ;cudl es el area en
forma de trapecio cuya base y altura miden, en el plano, respectivamente
4,5,3y 2,8 mm?

Calcular el perimetro de un terreno cuadrado de 7482.25 metros
cuadrados.

Dos cuadrados tienen 4 y 5 cm de lado respectivamente; calcular el lado
del cuadrado equivalente a su suma; idem, a su diferencia.

Calcular el area de un triangulo cuyos lados miden respectivamente 13,
14y 15 cm.

Calcular el radio de la circunferencia inscrita y circunscrita al tridngulo
del problema anterior.

;Cudl es el area de un triangulo rectangulo isdsceles cuya hipotenusa
3v2cm?

Demostrar que el area de un poligono circunscrito a una circunferencia
esigual al semiproducto de su perimetro por el radio de la circunferencia.



13.Dados los tres lados de un tridngulo, 6, 8 y 10 cm respectivmente,
calcular el area del triangulo formado por sus tres alturas.

14. En un circulo de 78,54 centimetros cuadrados y por un punto situado a
3 cm del centro, se trazan un didmetro y una cuerda perpendicular a él,
calcular la longitud de ambos segmentos.

15. La diagonal mayor de un rombo mide 5,7 cm, y la menor es igual al lado;
calcular el area de este rombo.

16.Un campo cuadrangular tiene dos lados paralelos de 215 my 175 m
respectivamente y sus otros dos lados forman con la base angulos de 90
y 60 grados; calcular su area.
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CONCLUSIONES %4

La Geometria Elemental es un campo en constante desarrollo, enriquecién-
dose a medida que los investigadores descubren nuevos teoremas y propie-
dades. Los elementos utilizados en la Geometria Elemental, junto con otros
recursos adicionales, proporcionan la base para explorar otras geometrias,
como la Proyectiva, Hiperbélica, Riemanniana, Homoldgica y de Transforma-
ciones, entre otras.

Este impacto de la Geometria no pasa desapercibido en la Ingenieria Civil,
donde su presencia es evidente en la construccién de edificios, carreteras,
polideportivos, puentes y mas. Elementos geométricos como segmentos de
recta, rectangulos en puertas y canchas deportivas, cuadrados y circulos
en ventanas, rombos y tridngulos en rejas, son visibles en numerosas
estructuras. Enel campo delaingenieria,los conceptos de perpendicularidad
y paralelismo desempefian un papel fundamental.

La Geometria ha sido una herramienta crucial para que la humanidad
comprenda la redondez de la tierra y que una zona relativamente pequefia,
determine que los rayos solares son paralelos. Ademas, la geometria nos
invita a explorar la belleza de la naturaleza a través del nimero aureo,
tanto en el reino vegetal como en el animal, y en la escala universal, como
se observa en las formas de las galaxias.
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La Geometria es una compafiera constante en nuestra vida cotidiana:
en la forma rectangular de los libros y cuadernos de los estudiantes, asi
como en las llantas circulares de los vehiculos. Este libro se presenta como
una vitrina geométrica que permite a los observadores explorar diversos
aspectos de este campo, despertando su interés por elementos atractivos,
interesantes, misteriosos o aparentemente inalcanzables.

Finalmente, la Geometria se asemeja a un alimento para el espiritu; explorar
sus conceptosy figuras es un viaje fascinante por un mundo magico. Aquellos
que la estudian y desvelan sus secretos encuentran una fuente inagotable
de conocimiento y satisfaccion.
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