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Resumen

Las teorias gauge abelianas de Chern-Simons (CS) y Maxwell-Chern-Simons (MCS) son estudiadas en
el presente trabajo. El método de Hamilton-Jacobi con la formulacién de Lagrangianos equivalentes de Ca-
rathéodory es empleado para su andlisis. La simetria de gauge local de la teoria se refleja en la presencia de
ligaduras que restringen el espacio de fase. Estas ligaduras se interpretan como ecuaciones diferenciales par-
ciales que deben satisfacer condiciones de integrabilidad. Estas condiciones dan origen a un nuevo conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales, que junto con las iniciales, constituyen el conjunto completo de ecua-
ciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ). La solucién de las EDPHJ implica determinar
sus ecuaciones caracteristicas, lo que permite establecer los grados de libertad de la teoria. A partir de los
campos fundamentales, se deducen las ecuaciones de campo que son consistentes con otras formulaciones.

Palabras Claves: Teorias gauge abelianas, Método de Hamilton-Jacobi, Simetria de gauge local.



Abstract

In this paper there is the study of the abelian gauge theories of Chern-Simons and Maxwell-Chern Simons. The
Hamilton-Jacobi method was used for the analysis.

In this theory, the local gauge symmetry of the theory it is presented as the existence of constraints that restrict the
phase space, these constraints are interpreted as partial differential equations that must comply with the integrability
conditions. With these conditions there is the rise of a new set of partial differential equations and along with the
initial conditions completes the set of Hamilton-Jacobi’s partial differential equations (HIPDE’s). Solving the HIPDE’s
involves determining their characteristic equations which establishes the degrees of freedom of the theory. From the
fundamental fields, the field equations consistent with other formulations are deduced.

Palabras Claves: Abelian gauge theories, Hamilton-Jacobi method, local gauge symmetry.
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Glosario

Campo:

Ecuaciones de Campo:

Transformaciones gauge locales:

Ligaduras:

Sistema singular:

Matriz Hessiana:

Condiciones gauge:

EDP:

EDPH]J:

Paréntesis de Poisson (PP):

Paréntesis de Dirac (PD):

Un campo es una funcién matemética que asigna un valor a cada
punto del espacio-tiempo.

Las ecuaciones de campo son ecuaciones en derivadas parciales
que describen cdmo cambian los campos en el espacio-tiempo.
Estas ecuaciones gobiernan la dinamica de los campos.

Grupo de simetria infinito que depende de un conjunto de r para-
metros definidos en el espacio-tiempo. Son transformaciones de
algin grado de libertad interno, que no modifican ninguna pro-
piedad de las observablesfisicas.

Las ligaduras son ecuaciones que imponen restricciones entre los
campos fundamentales de un sistema fisico. Estas relaciones re-
ducen el nimero de grados de libertad del sistema y pueden surgir
de limitaciones geométricas o fisicas que deben ser satisfechas
por el sistema durante su evolucién.

En un sistema singular existen relaciones entre los campos fun-
damentales de un sistema fisico, por lo que las ecuaciones de
movimiento no proporcionan una solucién tnica para todas las
variables de campo y se requiere un tratamiento especial para
describir adecuadamente la dindmica del sistema.

La Matriz Hessiana es una matriz cuadrada de segundas deriva-
das parciales de una funcién escalar respecto a las variables de
campo. Es utilizada para analizar si una teoria es singular o no.

Son restricciones arbitrarias que se imponen al sistema para eli-
minar la independencia lineal de las ligaduras de la teorfa.

Siglas de ecuaciones diferenciales parciales, las cuales son ex-
presiones matemdticas que poseen una funcién desconocida de
mas de una variable independiente y una o mas de sus derivadas
parciales.

Siglas de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi
y son un conjunto de ecuaciones EDP que permiten encontrar la
dindmica de sistemas regulase y singulares.

Los paréntesis de Poisson en mecénica analitica corresponde a
operadores diferenciales que actia como pieza fundamental en la
definicién de la evolucion temporal de un sistema dindmico en la
formulacién Hamiltoniana.

Los paréntesis de Dirac son una generalizaciéon de los PP, esto
se debe a que los PD permiten definir la evolucién temporal de
una variable dindmica en sistemas singulares, donde los campos
fundamentales de la teorfa no son completamente independientes
debido a la presencia de ligaduras.
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Paréntesis Generalizados (PG): Los paréntesis generalizados definidos en la formulacién de
Hamilton-Jacobi, representan una extension de los paréntesis de
Poisson aplicados a sistemas singulares y presentan una equiva-
lencia con los paréntesis de Dirac.

PG en el gauge de Radiacion (PGR): Son paréntesis generalizado que poseen toda la informacién de
las EDP de una teoria singular estudiada en el gauge de Radia-
cién.

PG en el gauge de Coulomb (PGC): Son paréntesis generalizado que poseen toda la informacién de
las EDP de una teorfa singular estudiada en el gauge de Coulomb.

XI1 Christian Martinez Benavides



Capitulo 1

Introduccion

Existen diversos sistemas en los que la dindmica se desarrolla s6lo en 2 dimensiones espaciales, ejemplos de estos
sistemas se ven reflejados en estudios de superconductividad, materia condensada, efecto Hall cudntico, entre otros y
han permitido darle una gran importancia a las teorfas que se desarrollan en (2+1) dimensiones, es decir 2 dimensiones
espaciales y una temporal [1—4], tal es el caso que su importancia se compara con las teorias desarrolladas en un espacio
tiempo ordinario. Las teorfas gauge que estudian a las particulas fundamentales en 2 dimensiones espaciales presentan
diversas diferencias con las teorias en 3 dimensiones, de tal forma que si se desarrolla la teoria electromagnética para
este espacio bidimensional serd una teoria completamente diferente a la realizada por Maxwell. Esta teoria recibe el
nombre de teorfa de Chern-Simons (CS) y es invariante bajo transformaciones de Lorentz ademds de presentar una
simetria de gauge local.

La Lagrangiana de la teoria CS puede ser considerada como un elemento de acople, que al unirlo con la teoria de
Maxwell se forma una nueva teorfa gauge denominada teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS), de la cual se destaca
el surgimiento de un término topoldgico de masa que estd asociado a los fotones [5,6]. Por otro lado, las teorias gauge
se describen mediante densidades Lagrangianas singulares, con un determinante de la Matriz Hessiana asociada a la
Lagrangiana igual a cero. Esto genera ecuaciones que relacionan las variables del espacio, reduciendo los grados de
libertad del sistema y requiriendo un método efectivo para trabajar con ellos.

En este trabajo,’ se estudi6 la aplicacién del método de Hamilton-Jacobi (HJ) con la formulacién de Lagrangianas
equivalentes de Carathéodory a las teorias de campos de CS y MCS. La organizacion del trabajo es la siguiente:

En el Capitulo 2 se desarroll6 el formalismo de Hamilton-Jacobi para sistemas que cumplen la condicién Hessiana.
Luego, se estudio las implicaciones del rompimiento de esta condicién y cdmo esto determina la existencia de ligaduras
en la definicién de momentos canénicos conjugados las cuales se las interpreta como ecuaciones diferenciales parciales
(EDP). La estructura de estas restricciones se analizaron mediante las condiciones de integrabilidad, lo que permiti6é
determinar si el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ) estd en involucién.

En el Capitulo 3 se estudia la invarianza gauge de la teorfa de CS y se desarrolla el estudio candénico de la misma.
En el Capitulo 4 se aplica el método de HJ a la teorfa de CS para estudiar el surgimiento de las relaciones entre las
variables fundamentales de la teoria conformando asi el conjunto de EDPHIJ, después se estudia la involucién de dicho
conjunto y se calculan las ecuaciones caracteristicas para dar solucién a la dindmica del sistema.

En el Capitulo 5 se aborda la teoria de CS en el gauge de radiacion, lo que constituye un andlisis adicional a los
objetivos principales de este trabajo. Este enfoque adicional se centré en la evaluacion de la independencia lineal de las
EDP de la teorfa. Como la teoria CS posee EDP linealmente dependientes se construyen unos paréntesis generalizados
evaluados a tiempos iguales (PG) que poseen la informacién de estas, finalmente se introducen las condiciones del
gauge de radiacién y se construyen los paréntesis generalizados evaluados a tiempos iguales en este gauge (PGR)

'Quien esté interesado en revisar el documento IATEX de este trabajo, lo puede hacer mediante el siguiente enlace: ht tps :
//www.overleaf.com/read/ddygjznrjzwn.


https://www.overleaf.com/read/ddyqjznrjzwn
https://www.overleaf.com/read/ddyqjznrjzwn

CAPITULO 1. INTRODUCCION

que involucran todas las EDP de la teoria revelando similitudes notables con los paréntesis de Dirac construidos en el
gauge de radiacion.

En el Capitulo 6, se analiza la teoria de MCS desde su formulacién Lagrangiana. Se explora el origen del término
topolégico de masa asociado a los fotones, representados por el campo fundamental A, (¢,x). En el Capitulo 7 se
realiza un estudio equivalente al expuesto en el Capitulo 4, pero con un enfoque especifico en la teoria de MCS.

En el Capitulo 8 se aborda un desarrollo adicional aplicando las restricciones que impone el gauge de Coulomb a
la teorfa de MCS, las cuales reducen los grados de libertad del sistema y permiten fijar los pardmetros indeterminados
que surgen en la teoria. Ademas, se construyen los paréntesis generalizados evaluados a tiempos iguales en el gauge
de Coulomb (PGC) para definir la dindmica del sistema, encontrando similitudes con los paréntesis de Dirac.

Finalmente en los Capitulos 9 y 10 se presenta los resultados mas relevantes del trabajo y las conclusiones, respec-
tivamente.

1.1. Planteamiento del Problema

El presente trabajo tiene como objetivo el estudio de teorias gauge topoldgicas mediante la formulacién de Hamilton-
Jacobi, centrandose en las teorfas abelianas de Chern-Simons y Maxwell-Chern-Simons en (2+1) dimensiones. Estas
teorfas presentan densidades Lagrangianas singulares, lo que da lugar a la existencia de ecuaciones que restringen los
grados de libertad del sistema.

Mediante el método de Hamilton-Jacobi con la formulacién de las Lagrangianas equivalentes de Carathéodory se
pretende determinar todas EDP que surgen en las teorias de CS y MCS, analizar las condiciones bajo las cuales estas
EDP se encuentren en involucion e identificar la arbitrariedad en las ecuaciones de campo generada por las mismas.

Este estudio se centrard en el enfoque clasico presentando un método alternativo a la formulacién de Dirac, su rele-
vancia radica en su contribucién al campo de la fisica tedrica ya que contribuird al entendimiento de las teorias gauge
topoldgicas en (2+1) dimensiones, siendo una herramienta titil para analizar los sistemas singulares y comprender su
dindmica en el contexto de la teorfa cldsica de campos.

2 Christian Martinez Benavides



1.2. OBJETIVOS

1.2. Objetivos

General

Realizar un estudio de teorias gauge topolégicas mediante la formulacién de Hamilton Jacobi.

Especificos

= Analizar el método de Hamilton Jacobi para sistemas singulares.
= Estudiar la teoria de Chern-Simons Pura en (2+1) dimensiones aplicando el modelo de Hamilton Jacobi.

= Aplicar el método de Hamilton Jacobi a la teoria de Maxwell-Chern-Simons.

Christian Martinez Benavides 3



Capitulo 2

Método de Hamilton-Jacobi

Schrodinger introduce la mecénica ondulatoria en cuatro articulos publicados en 1926 [7, 8], sentando las bases
tedricas de la mecdnica cudntica junto con Heisenberg y Dirac, utilizando la analogia 6ptico-mecanica de Hamilton.
La analogia 6ptico-mecdnica se basa en el hecho de que ambas disciplinas, 6ptica y mecdnica, son derivadas de
principios variacionales.

El formalismo de Hamilton-Jacobi (HJ) se basa en la conexién entre tres disciplinas matematicas: la teoria de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO), la teoria de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) y el cdlculo variacional.
Esta conexién se basa en una interpretacién geométrica sélida conocida como «cuadro completo de Carathéodory».
Aunque en la mecdnica clésica tradicional la ecuacién de HJ se relaciona con el formalismo Hamiltoniano a través de
transformaciones candnicas, en el «cuadro completo» se demuestra que el andlisis de HJ es independiente de dicho
enfoque, constituyendo una teoria completa, autbnoma y con resultados muy generales [7,9].

En este capitulo, se explorara el enfoque de las Lagrangianas equivalentes de Carathéodory, que proporciona una
ruta alternativa para obtener la formulacion de Hamilton-Jacobi sin depender del formalismo hamiltoniano; asi mismo,
se analizard el método de Cauchy o de las ecuaciones caracteristicas, que se utilizan para resolver EDP.

2.1. Lagrangianas equivalentes

En mecdnica analitica se puede realizar el estudio dindmico de un sistema mediante el uso de su correspondiente
Lagrangiana, por cuanto esta funcién contiene informacién relevante acerca de la energfa cinética y potencial asociadas
al sistema, permitiendo un andlisis completo de su comportamiento dindmico.

Para determinar la dindmica del sistema fisico, se emplea el principio de minima accién, también conocido como
principio de Hamilton, a partir del cual se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange. Sin embargo, existe una familia
de Lagrangianas que generan las mismas ecuaciones de campo [7], es decir, dos Lagrangianas L(t, ¢*, ¢*) y L(t, ¢*, ¢*)
son equivalentes siempre que se cumpla la siguiente condicién' [9]:

N PN PN A
¢  otog L oagoag T agai

0, 2.1.1)

donde A(t,q",¢") = L(t,q',4") — L(t,q", ") debe cumplir con la condicién (2.1.1), ademds, de satisfacer que cada
elemento de la anterior relacién sea nulo, de esta manera se asegura que las Lagrangianas L(t,q¢’,¢’) y L(t,q¢’,¢%)

'En algunas ecuaciones, la dependencia de las funciones no se expresard explicitamente con el fin de evitar sobrecargar las
ecuaciones, ademads cabe destacar que se utiliza el convenio de suma de Albert Einstein cuando hay dos indices contraidos en un
mismo término.



2.1. LAGRANGIANAS EQUIVALENTES

sean equivalentes. Para determinar la forma funcional de A(t, ¢*, ¢°) se parte del dltimo término de la ecuacién (2.1.1),
tal que
%A
—— =0,
047 0¢"

se propone que A(t, ¢%, ¢*) sea de la forma [9]:

Al sustituir A(t, ¢%, ¢*) en (2.1.1) resulta
0A; DA\ . . (0B 0A
= — - - — =0.
(GQ’ g ) v <5q1 ot )

Por la independencia lineal de cada paréntesis, se establece que estos deben ser igual a cero. Por lo tanto, debe
existir una funcién S(¢, ¢*) que relacione a A;(¢",t) y B(¢",t) de la siguiente manera:

S
Ai = 5.
aq’
oS
B=22,
ot
A partir de lo anterior se reescribe A(t, ¢*, ¢') como
. ;08 0S8 dS
At ¢, (") =¢— +——=— 2.1.2
(t.q".q") Yoi o T ar (2.1.2)

de forma que las Lagrangianas equivalentes deben satisfacer que

- ds
L=L—-—. 2.1.
7 (2.1.3)

Es necesario ahora realizar un andlisis variacional para determinar una
curva que extremize tanto la accién definida por la Lagrangiana original
como para la Lagrangiana modificada [9], en consecuencia se utiliza el
principio de minima accién y se calcula la accién de la Lagrangiana mo-
dificada &f@ alrededor de una curva de comparacién C' que interseca con
la curva original C en los puntos ¢1 y to (Ver fig. 2.1.1) [7]:

~ t2 ds
A = / dt [L - ] :
(€] " dt

Si la curva C representa el maximo de la accidn y por lo tanto la trayec-
toria natural del sistema, implica que al comparar esta curva con cualquier
otra curva C' en su vecindad, matematicamente se debe cumplir que [7]

Figura 2.1.1: Trayectoria dindmica de
una curva de comparacion en el espa-
cio de configuracién.

|Aicy] > |A-

La condicidn asegura que la curva C' sea un extremo de la accién, lo cual es ventajoso para sistemas no conservativos
con accién dependiente del tiempo de manera explicita [7]. El principio de accidn estacionaria no requiere condiciones
adicionales y solo exige calcular la integral entre dos puntos fijos de la trayectoria [9]. De modo que la variacién
6q'(t1) = 0=26q'(t2) y

A =08A—[6S(t2,q") — 0S(t1,¢")],

Christian Martinez Benavides 5



CAPITULO 2. METODO DE HAMILTON-JACOBI

pero considerando que §.5 = g qs; d¢, al evaluar esta variacién en los tiempos ¢, y ¢ que son puntos fijos, la variacién

se anula, por lo que resulta

0A = JA.
Con esto se demuestra que la curva que extremiza la accion de la Lagrangiana original es la misma que extremiza
la Lagrangiana modificada, lo que implica que ambas Lagrangianas son equivalentes.

A través de la funcién S, se construye una Lagrangiana _E(t, q*,4") que al evaluarla en una curva §* = ¢'(t,q")
sea nula, mientras que para otro valor de ¢*, la Lagrangiana L(t, ¢*, ¢*) sea positiva [7,9]. Por lo tanto, el problema se
reduce a determinar una funcién S que cumpla

L(t,q", ") =0, (2.1.4a)
L(t,q",¢") > 0. (2.1.4b)

2.2. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Al calcular la derivada respecto a ¢* = ¢° a la Lagrangiana L, considerando la condicién (2.1.4) y recordando que
S(t,q") no depende de las velocidades generalizadas, se puede determinar que [9]

0S 0L
= —— =p,. 22.1
o~ og ! (22.1)

Al expresar el lado izquierdo de la igualdad como el gradiente de S(t, ¢*), se obtiene VS(t, q*) = p;, esta igualdad
implica que los momentos canénicos son ortogonales a la familia de superficies descritas por S(t,¢*) = o, en el
espacio de configuracién.” Lo anterior se ilustra en la siguiente imagen [7]:

S=0o
S=0y

S=ga,
S=q,
S=aq

Figura 2.2.1: Interpretacion geométrica de la relacién (2.2.1).

Por otro lado, al reemplazar las ecuaciones (2.1.2) y (2.2.1) en (2.1.3), se obtiene la ecuacién de Hamilton-Jacobi
en términos de la Lagrangiana. Esta ecuacién se expresa como

i'pi— L+ 5 =0 (2.2.2)

Sin embargo, la ecuacién de Hamilton-Jacobi se formula especificamente en términos del Hamiltoniano que debe
estar bien definido en el espacio de fase; para lograrlo, es necesario determinar si la Lagrangiana que describe el

’Esta interpretacién guarda similitud con el vector de Poynting S(t, ¢*) en la teorfa ondulatoria de la luz, el cual siempre es
ortogonal al frente de onda [7].
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2.2. ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

sistema es singular o regular, ya que esto determinard si es posible o no despejar las velocidades generalizadas. Por
esta razon, se introduce la matriz Hessiana:
%L
YT 0¢i0¢

(2.2.3)

La regularidad o singularidad del sistema puede ser determinada mediante el andlisis de la matriz Hessiana. Al
considerar la ecuacion de Euler-Lagrange:
OL d (OLY _ 0
dgt  dt \og )

y trabajando con un sistema conservativo,’ esta ecuacién puede ser reescrita de manera andloga a la segunda ley de
Newton [9, 10]:

Wi = Fi(d*,d"),

. . . 2 v . . .,
siendo W;; la matriz Hessiana y F; = qu,i — a?i an =@’ una equivalente de la fuerza en el espacio de configuracién. Para

obtener todas las aceleraciones, es necesario que la matriz Hessiana sea invertible, para ello es conveniente diagonalizar
esta matriz, lo cual es posible debido a la simetria que posee, de manera que cada elemento de la diagonal representa
un autovalor de la matriz, por lo tanto, si existen autovalores nulos, implicard que la matriz no es invertible, reduciendo
el rango de la matriz y dificultando la solucién de la ecuacién diferencial parcial [11].

2.2.1. Sistemas regulares

Para sistemas regulares, se satisface la condicion Hessiana, es decir, det W # 0, lo cual implica que todas las
velocidades generalizadas pueden expresarse como funcién de los momentos canénicos ¢° = 7(t, %, p;). Por lo
tanto, se puede identificar una transformacién de Legendre en los dos primeros términos de (2.2.2) [7, 10], lo que
define la funcién Hamiltoniana Hy(t, ¢, p;) como

Ho(t,q",pi) =n'pi — L,

bajo la definicién de la Hamiltoniana y utilizando la relacién (2.2.1), la ecuacién de Hamilton-Jacobi (2.2.2) puede ser
reescrita asi

0 - . 0S
— ¢ H L — ) =0. 2.2.4

La ecuacioén (2.2.4) corresponde a la ecuacidn diferencial parcial de Hamilton-Jacobi (EDPHJ).

Se ha considerado la existencia de una funcién S(t, %) que no depende de las velocidades generalizadas, con el
propésito de lograr que la accién asociada a L(t, ¢°, ") sea estacionaria y satisfaga la condicién L(t,q", ¢') = 0. De
esta manera, la funcién S(t, ¢*) que cumple con estas condiciones se convierte en la solucién de la ecuacién diferencial
parcial de Hamilton-Jacobi (2.2.4).

Ecuaciones caracteristicas

Utilizando el método de las ecuaciones caracteristicas de Cauchy, es posible obtener las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) que describen la dindmica del sistema a partir de S(t, ¢*) [9, 10]. Mediante este método, se puede
demostrar que para sistemas regulares con n grados de libertad, existen 2n 4+ 1 EDO de primer orden [7,9, 10]:

0Hy

dg = =——dt, (2.2.5a)
Op;
dp; = — aH,O dt, (2.2.5b)
aq*
H,
ds = (Mpi - H0> dt. (2.2.5¢)
Op;

3es decir, que la Lagrangiana no tiene una dependencia explicita del tiempo
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CAPITULO 2. METODO DE HAMILTON-JACOBI

Es posible recuperar el formalismo Hamiltoniano a partir de las dos primeras ecuaciones de (2.2.5). Al calcular el
diferencial total de una funcién dindmica F(t, ¢%, p;) definida en el espacio de fase, se tiene
oF oF oF

aF = g O
™t ag op;

dg" + ——dpi.
Al derivar respecto a dt y emplear las relaciones (2.2.5a) y (2.2.5b), se puede expresar la evolucién temporal de la
variable dindmica en términos de los paréntesis de Poisson (PP) [7, 10]:

dF _ OF

i E*'{F,Ho}-

2.2.2. Sistemas singulares

En mecanica analitica, un sistema singular es aquél que no satisface la condicién Hessiana, es decir que det W = 0.
Esto implica que el sistema no puede determinar de manera tinica todas las coordenadas generalizadas a través de las
ecuaciones de movimiento. En otras palabras, existen restricciones entre las coordenadas generalizadas interpretadas
como EDP, lo que limita los grados de libertad del sistema.

Debido a que la ecuacién de Hamilton-Jacobi requiere que todos los momentos candnicos sean invertibles y las
EDP presentes en el sistema impiden expresar todas las velocidades generalizadas en términos de esos momentos, se
hace necesario aplicar un tratamiento especial para manipular estos sistemas singulares.

Sistema de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi

Sea W una matriz singular de rango m y dimensién n, donde m < n. Segun la definicion (2.2.3), se destaca que la
matriz Hessiana es simétrica y por lo tanto diagonalizable, por ello, existen k = n — m autovalores nulos.

Los autovalores nulos indican la existencia de kK momentos candnicos que no pueden expresarse en términos de las
velocidades generalizadas. Estos momentos candnicos se denotardn entonces

oL
2 = A s Yy = 1a"'7 .
b= oE (el = (L )

Las relaciones anteriores imponen restricciones en los grados de libertad del sistema, lo cual se manifiesta como
EDP. Sisedenotaa H, = — g qu , estas EDP pueden expresarse como [11]

¢. =p. + H.(¢',n") = 0.

En cuanto a los momentos canénicos conjugados asociados a la parte invertible de la matriz Hessiana, se pueden
expresar en términos de las velocidades generalizadas. Por lo tanto, estos momentos candnicos se calculardn mediante
la siguiente expresion [11]:

_ oL 4% = a( % )
Po=gaa = 4" =10 m),
donde {a,b} = {1,---,m}. Con el propésito de determinar la ecuacién de Hamilton-Jacobi, se propone que la
Hamiltoniana del sistema esté dada por [11]
Ho(q',pa) = pan(d'spv) +p24° — L. (2.2.6)

Cabe destacar que, a pesar de la existencia de velocidades generalizadas no invertibles ¢*, el hamiltoniano no
depende de ellas en un espacio en donde los vinculos sean respetados, es decir, cuando se cumple que ¢, = 0. Para
demostrar esto, se calculara la derivada de la Hamiltoniana respecto a estas velocidades [11]:

0H,
oqY

= ¢y Oa
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2.2. ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

por lo tanto, bajo la definicién de la Hamiltoniana (2.2.6), la ecuacién de Hamilton-Jacobi (2.2.2) puede ser expresada
como

aS i

Esta ecuacion se la considera como una ligadura del sistema. Por lo tanto, si se define pg como el momento candnico

conjugado al tiempo, con pg = %—f = 8%50’ es posible combinar este resultado con ¢, de la siguiente manera [10, 11]:

¢O¢ = Pa +H(¥(qiapa) = 07 {aaﬁ} = {Oala' o ak}

Las ecuaciones antes descritas se conoce como el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi
y se denota como EDPHJ.

Ecuaciones caracteristicas

Cada sistema de EDP estd asociado a un conjunto de EDO que describe su dindmica. Al utilizar el método de las
ecuaciones caracteristicas de Cauchy es posible determinar este conjunto de EDO. En el caso de un sistema singular, el
nimero de autovalores nulos de la matriz Hessiana reducen los grados de libertad del sistema. Por lo tanto, es necesario
definir un espacio de fase reducido con 2m coordenadas dependientes, denotadas como (¢%, p, ). Las variables ¢7, al
ser indeterminadas, tienen una importancia similar a la del tiempo y junto con éste, parametrizan el espacio de fase
reducido [q%(q%,t),pa(q?,t)]. Por ende, las 2m + 1 EDO de primer orden se expresan de la siguiente manera* [9-11]:

dq* = 9%a dq®, (2.2.82)
Opa
dp, = — 090 dq®, (2.2.8b)
dq®
ds = <pa OHo _ Ha> dq®. (2.2.8¢)
Opa

Al utilizar las relaciones (2.2.8), es posible reescribir la evolucién de una variable dindmica F'(¢, ¢%, p,,) definida en
el espacio de fase reducido. Al calcular el diferencial total de F'(¢, ¢%, p,), se obtiene
oF oF do" OF

aF = X gt
ot T 9 T o,

dpg.

Al sustituir las ecuaciones (2.2.8a) y (2.2.8b), se determina que el diferencial fundamental estard dado por [11]

oF

F =
d ot

dt + {F, ¢ }dq". (2.2.9)

Ahora bien, al integrar la tercera ecuacion caracteristica (2.2.8c), se puede interpretar esta relacién como una accién
canodnica con ¢¢ variables independientes. Esto conduce a la expresion [11]:

S = / [Padq® — Hadg®). (2.2.10)

En el caso de que el sistema no posea ninguna ligadura, entonces este se caracteriza por « = 0, dg® = dt y
0o = Hjp. Las ecuaciones (2.2.9) y (2.2.10) se reducen a las ecuaciones de accién y de evolucién de una variable
dindmica que se obtuvieron para un sistema regular, respectivamente. Esto lleva a la conclusién de que los sistemas
regulares son un caso particular de los sistemas singulares [11].

*En este trabajo, se citaran los resultados de los calculos obtenidos mediante el método de las ecuaciones caracteristicas de
Cauchy para determinar las ecuaciones (2.2.8), sin incluir la demostracién. Se recomienda consultar las siguientes referencias
[9-11], donde se presentan los cdlculos correspondientes.
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Condiciones de integrabilidad

Hasta el momento se ha pasado por alto el hecho de que el conjunto de EDPHIJ sea completo y por tanto el sistema
sea soluble y sus ecuaciones caracteristicas integrables. En el caso de que el conjunto de EDPHJ no sea completo,
es necesario identificar qué condiciones debe satisfacer el sistema para que al menos exista una solucién integrable y
completa [10, 11].

Las condiciones que el sistema debe cumplir para que el conjunto de EDPHJ sea completo, se aborda mediante
un andlisis geométrico. Sin embargo, este trabajo se limitar4 a citar los resultados derivados de este enfoque.’ Por
consiguiente, se define un conjunto de operadores base X, que forman un grupo continuo y satisfacen la siguiente
relacion:

[Xo, Xp|(F) = C’ZXBXA,(F), (2.2.11)

donde C7) 5 es conocida como la constante de estructura del grupo formado por los operadores X, Por otro lado,
[Xa, X 5] representa los corchetes de Lie, los cuales se definen como [10, 11]

(Ko, Xp](F) = Xo{Xp(F)} — Xp{Xa(F)}.

La ecuacioén (2.2.11) se conoce como la condicién de integrabilidad de Frobenius, la cual establece que cualquier
corchete de Lie que no pueda ser expresado como una combinacidn lineal de las bases X, debe ser afiadido al conjunto
de operadores base. Una vez que se ha ampliado el conjunto de operadores, es necesario calcular nuevamente todos
los corchetes de Lie hasta que todos los operadores resultantes del calculo satisfagan la ecuacién (2.2.11), logrando
asi el cierre del dlgebra de Lie [10, 12].

El operador base X, se relaciona con el conjunto de EDPHJ a través de la siguiente expresion [11]:
XaF(q",p") = {F, ¢a}.

Mediante esta relacion entre los operadores base, el conjunto de EDPHJ y utilizando la identidad de Jacobi para PP:
{{A7 B}7 C} + {{07 A}, B} + {{B7 0}7 A} =0,

es posible demostrar que el conjunto de EDPHJ debe cumplir con la siguiente condicién de integrabilidad de Frobenius
[10,11]:
{0,058} = C 505 (2.2.12)

Ahora, dado que el conjunto de EDPHJ debe ser invariante, la evolucion de cada EDP debe ser nula. Por lo tanto,
su evolucién se puede expresar utilizando el diferencial fundamental de la siguiente manera [10, 11]:

o = {pa, dp}dg’ = O, y,dg” = 0. 2.2.13)

Donde se asume la validez de ¢, = 0. Es necesario que se cumpla la condicioén d¢, = 0, para garantizar que
el conjunto de EDPHJ se mantenga inalterado a lo largo de la trayectoria dindmica del sistema. Esto asegura que
el conjunto de EDPHIJ es completo, esté en involucién y que sus ecuaciones caracteristicas sean integrables [10].
Sin embargo, en la mayoria de los sistemas fisicos, el conjunto de EDPHIJ calculado a partir de la definicién de los
momentos candénicos conjugados no satisface las condiciones (2.2.12) y (2.2.13). Como resultado, el sistema no esta
en involucién y las ecuaciones caracteristicas del conjunto de EDPHJ no son integrables. Por lo tanto, es necesario
calcular la condicién de Frobenius (2.2.12) para el conjunto de EDPHJ, lo que da lugar a nuevas EDP que deben ser
agregadas al conjunto de EDPHJ. Este proceso debe repetirse hasta que el sistema sea cerrado.

A las nuevas EDP se les debe asociar una nueva variable independiente 7, lo cual implica una expansién del espacio
de pardmetros independientes de la teoria, esto debe reflejarse en la definicién del diferencial fundamental de la
siguiente manera:

dF (¢, p*) = {F, o tdr%, (2.2.14)

SEl andlisis respectivo se puede encontrar en las siguientes referencias [9, 11].
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2.2. ECUACION DE HAMILTON-JACOBI

aqui, 7 representa todos los pardmetros independientes arbitrarios de la teoria que estdn asociados a cada EDPHJ, es
decir, si el conjunto de EDPHJ se compone de 1 4+ P EDP, entonces

a=1{0,1,.., P}.

Paréntesis generalizados

La ecuacioén (2.2.14) muestra que la evolucién de una variable dindmica en el espacio de fase es indeterminada, por
la dependencia de los pardmetros arbitrarios 77 asociados al conjunto de EDPHIJ. Por lo tanto, es de interés expresar
la evolucion de dicha variable tinicamente en funcién del tiempo ¢ = 70, para esto, se calcula la evolucién de ¢*
utilizando la ecuacion (2.2.14) [9, 13]:

dop ={¢p, pa}dr?,
expandiendo el indice griego y considerando la condicién de integrabilidad (2.2.13), la expresidn anterior se puede
escribir como

d¢P = {¢Pa ¢0}dt + {¢P7 ¢H}d7H =0.

Al definir una matriz antisimétrica ® pr = {¢p, 5 } construida a partir de los paréntesis de Poisson entre las EDP
y siempre y cuando esta sea invertible, se pueden relacionar las variables independientes del sistema entre si, en este
caso, la relacion anterior se puede expresar de la siguiente manera:

drt = —(@ N L pp, ¢ Ydt.

Por lo tanto, al reemplazar los pardmetros arbitrarios d7'" en el diferencial fundamental (2.2.14), se obtiene

dF<qaapa) :{Fa ¢0}dt + {F7 ¢H}'dTH
=[{F.d0} = {F.ou} (@) {pp, po}] dt,
{F.¢o}*

donde se define a los Paréntesis generalizados (PG) entre dos variables dindmicas F'(¢*, p®) y G(¢%, p*) como [13]

{F.GY* = {F,G} — {F.¢u}(®71)""{¢p.G}.

De esta manera, al introducir los PG, todos los parametros arbitrarios a excepcion del tiempo ¢, se eliminan. Por
ello, la evolucién de una variable dindmica F'(¢%, p®) definida en el espacio de fase se expresa como [13]

dF(q",p") = {F, ¢o} *dt.

Es importante destacar que la condicién de integrabilidad en términos de los PG sigue siendo vélida [9, 13], es decir,

{QSOH d)O}* =0.
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Capitulo 3

Teoria de Chern-Simons Pura

La teoria de CS es una teoria de acople que en conjunto con otras teorias de campos afiade un término topoldgico
de masa a sus campos fundamentales, la caracteristica principal del termino de acople es que es invariante guage lo
que permite mantener todas las simetrias al acoplarla con la teoria de Maxwell en el espacio topolégico de (2 + 1)
dimensiones, la teorfa de CS fue introducida por primera vez por Shiing-Shen Chern y James Harris Simons y ha
demostrado ser de gran importancia en diversas dreas de la fisica, como la teoria de campos cudnticos y la teoria de la
materia condensada [1,4].

La teoria de CS se caracteriza por tener una Lagrangiana singular, que depende del campo gauge y sus derivadas
espacio-temporales en (2+1) dimensiones [5], esta singularidad conduce a una serie de propiedades notables, como la
aparicion de relaciones entre los campos fundamentales de la teoria [6, 14].

En este capitulo se realiza el estudio candnico de la teoria, donde se determina la ecuacién de campo y se define
el espacio de fase de la teorfa,' por lo tanto, es apropiado comenzar con la Lagrangiana que describe la teoria de

Chern-Simons pura, la cual se expresa asi’

Los = [ a0, 45(a)1 A, (@); {a 51} = (0,1,2), (G.0.1)

donde %7 corresponde al tensor de Levi-Civita, A, () es el campo gauge de la teoria de CS y la densidad Lagran-
giana se define como

k
Log = Eeaﬁw (00 A ()] Ay (). (3.0.2)

Teniendo en cuenta la definicién del tensor electromagnético dada por la ecuacion (C.1.2) dada en el apéndice §C.1I,
se puede usar la antisimetria del tensor de Levi-Civita para reescribir la densidad Lagrangiana en términos de F,3(x)
de la siguiente manera:

k «
Zos = 3t PIE,p(2) A, (z).

"Para una mejor comprensién del capitulo, se recomienda al lector consultar el apéndice §C.I.
?Cabe destacar que se maneja la siguiente notacién A(t,x) = A(x) y 9, = B%.
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3.1. INVARIANZA DE LA DENSIDAD LAGRANGIANA

3.1. Invarianza de la densidad Lagrangiana

Surge naturalmente la duda de que como el tensor electromagnético es invariante bajo una transformacion de gauge
local de la forma® A, (z) = As(z) + 10,A(z) [6], entonces ;la Lagrangiana de Chern-Simons pura también es una
invariante bajo una transformacion de gauge local?

Para determinar si (3.0.2) es invariante bajo esta transformacidn, es necesario calcular la densidad Lagrangiana
asociada al campo primado A/ (x) [15], que se denota como .Z” 5. La densidad Lagrangiana .’ ¢g resultante es
k
Los =Zos+ g {2970, [Fop(z)A(z)] — 270,05 Ap(2)A(z) }

que por la antisimetria del tensor de Levi-Civita y la simetria de las derivadas, el dltimo término es cero, obteniendo

Lls=ZLos + 8—ieeaﬁvav [Fop(z)A(z)]. (3.1.1)

Dado que la diferencia entre las dos Lagrangianas es una derivada de una funcién [0,G(z)], se puede demostrar
mediante el principio de minima accién que las dos Lagrangianas conducen a las mismas ecuaciones de campo y por
lo tanto, son equivalentes.4 En consecuencia, se establece que

gcs E,,ﬁ,ﬂc/«s. (3]2)

La invarianza bajo transformaciones de gauge locales dada por la anterior ecuacién, implica que la Lagrangiana de
la teorfa CS es singular, para demostrarlo se procede a determinar la matriz Hessiana asociada a la teorfa, la cual se
define como [6, 16]

"y 0?Z

= = 3 X — . .
Worl@:9) = S GTo00 A, (y)] — 80004, )0@0A,)° < Y) 319

Es conveniente tener presente los siguientes resultados:

0Zcs k

— M uwy
204, ans A

82305 -0
9(0,A,)0(0aAp)

Por la relaci6n anterior, es claro que la matriz Hessiana es nula W,,,,(z, y) = 0, por lo que su determinante es cero.
Como resultado, existen relaciones entre las variables del sistema, reduciendo as{ los grados de libertad de la teoria, lo
que hace que la Lagrangiana de la teoria CS sea singular [6, 16].

3.2. Formulaciéon Lagrangiana

Por medio de la formulacién Lagrangiana se determinan las ecuaciones de movimiento de la teoria en cuestion. Para
la teoria de campos de Chern-Simons, la ecuacién de movimiento describe cémo cambian en el tiempo los campos
cudnticos asociados a particulas que exhiben estadisticas fraccionarias y se conocen como anyones, los cuales son
relevantes para el estudio de fendmenos como la superconductividad y la teorfa cudntica de la informacién [1-3].

Para obtener las ecuaciones de campo, se parte de la definicion de la accién [6, 16]:

(A, (x),0.Ap8(x)) = / L(A,(2),00A5(x)d>r,

3donde e es la carga del electrén y A(z) es un campo escalar arbitrario
“Este resultado se muestra en el apéndice §A.L

Christian Martinez Benavides 13



CAPITULO 3. TEORIA DE CHERN-SIMONS PURA

la cual es un pardmetro que indica la evolucién espacio-temporal del campo gauge. En el caso de la teoria de CS, la
accion asociada es

A (A, (z),04A5(2)) = / d3x£EQB7[8aAﬁ(x)]A7(x),

dado que existen muchas trayectorias posibles definidas por una accidn, se elige la trayectoria que extremiza la accidn,
es decir, aquella para la cual la variacién de la accién es cero:

0 (Ay(x), 0nAg(x)) = /dgméfcg(A.y(x), 00 Ap(z)) = 0.

El principio de Hamilton o minima accidn, establece que al extremizar la accién se obtienen las ecuaciones de
movimiento del sistema, conocidas como ecuaciones de Euler-Lagrange. En el caso de la teorfa de campos de CS, las
ecuaciones de Euler-Lagrange se expresan de la siguiente manera [6, 16]:

0L aﬁ[ 0L }:0’

0A, 0(05Aa)

al calcular las derivadas correspondientes y remplazdndolas en la ecuacién de Euler-Lagrange, se determina la ecuacién
de campo que sigue la teorfa de CS pura:
e . () = 0, (3.2.1)

cabe destacar que la invarianza gauge en la teoria CS se ve reflejada en la aparicion del tensor de campo electromagné-
tico en las ecuaciones de campo, ademds, el tensor de campo s6lo posee primeras derivadas temporales sobre el campo
gauge A, (z), quitando el caracter dinamico a la teoria de CS, resaltando que la importancia de esta teorfa radica
en su estudio como una teoria de acople a otras teorias particulares.

3.3. Formulacion Hamiltoniana

Para hacer el estudio candnico de la teorfa CS es necesario determinar los momentos candnicos conjugados asocia-
dos a los campos A, (z), definidos como [6, 16]

8.,2”05 k 0
"(z) = == = —< "A,(x).
) = Soo, ) ~ 1t )
Al analizar la componente temporal del momento canénico, se puede determinar una relacién entre los campos del

espacio de fase, es decir

k
m(z) = EEOOVA,,((L') =0, (3.3.1)
y se la denota como

¢% (z) = %(x) = 0. (3.3.2)

Al desarrollar la parte espacial del momento canénico I1°(z), se determina su i-ésima componente:

% k v
' (x) = Eeo A, (z),

debido al caracter antisimétrico del tensor de Levi-Civita, el inico valor no nulo se da cuando v = j:

' (z) = ﬁgo’?mj(az), (3.33)

la expresion anterior muestra que el momento candnico no depende de las derivadas temporales del campo gauge, esto
relaciona directamente las variables del espacio de fase imponiendo una restriccion sobre los grados de libertad del
sistema y se la denotada por

¢l (x) = —II'(z) + %sOiﬂ'Aj(a;) =0. (3.3.4)
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Al disponer de los momentos candnicos, es posible realizar una transformacién de Legendre a la Lagrangiana de la
teoria de CS para obtener el Hamiltoniano candénico correspondiente [6, 16]:

Hgvs = /de%COS = /d2$[Hu80AM —D%CS],

donde 7 es la densidad del Hamiltoniano canénico y -Z¢s es la densidad Lagrangiana. Sustituyendo los momentos
canénicos obtenidos anteriormente se determina que el Hamiltoniano es’
0 k 2 . 0ij
HCS = —27 d“xe (81AJ)AO (335)

™

La demostracién del Hamiltoniano se encuentra en el apéndice §A.IIL.
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Capitulo 4

Aplicacion del método de Hamilton-Jacobi a
la teoria de Chern-Simons Pura

La teoria de CS se caracteriza por tener una simetria gauge local, que genera la existencia de relaciones entre los
campos fundamentales de la teoria y reduce los grados de libertad del sistema. Esta reduccion de grados de libertad da
lugar a arbitrariedades en la evolucién de los campos fundamentales, lo que plantea un desafio en su tratamiento.

Mediante la formulacién de Hamilton-Jacobi se determinan todas las restricciones presentes en la teorfa, las cuales
se trabajan como EDP que junto con la ecuacién de Hamilton-Jacobi conforman un conjunto completo de ecuaciones
diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi y también permite identificar la evolucién de la teoria por medio de las
ecuaciones caracteristicas.

4.1. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

La ecuacion de Hamilton-Jacobi asociada al Hamiltoniano (3.3.5) es [9]
Py(x) + Heg(x) = 0,

donde H24(z) es el Hamiltoniano de la teorfa de CS calculado en la ecuacién (3.3.5), Py es el momento canénico
conjugado a la coordenada z° = t y se define como Py = %—f [11]. Ademads, por conveniencia se define este momento
canénico en términos de una densidad de momento:

Pofe) = [ Pam(a).

De esta forma, la ecuacién de Hamilton-Jacobi puede expresarse en términos de la densidad del Hamiltoniano
canonico y la del momento asociado al tiempo, siendo [10]

Pola) + Hs(z) = [ Ealpo(a) + Hds(@)] =0,
N — ———
o (@)
esta expresion se la identifica como una EDP' y se denota mediante ¢% (z) [10,11]:

% (x) = po(x) + HQ2g(x) = 0. 4.1.1)

En particular, las ecuaciones (3.3.2), (3.3.4) y (4.1.1) constituyen el sistema de EDPHJ.

'Se recomienda revisar antes el capitulo §2.
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4.2. CONDICIONES DE INTEGRABILIDAD

La ecuacién (4.1.1) estd relacionada con la variable temporal, ya que P, es el momento canénico conjugado del
tiempo y ademds ¢%(z) contiene al Hamiltoniano canénico que estéd relacionado con la dindmica del sistema. Las
ecuaciones (3.3.2) y (3.3.4) se deben relacionar con una variable arbitraria que dependa del espacio-tiempo, las cuales
se denotan como 791 () y Ti2(x) respectivamente, donde el primer indice se refiere a la componente vectorial del
campo arbitrario y el segundo indice hace referencia a la EDPHJ asociada a este, de tal forma que las variables
independientes que describen la evolucién del sistema fisico son [t, 701 (), Ti2(x)].

En teorfa de campos cada punto en el espacio-tiempo introduce una nueva ligadura en razén de que se trabaja con va-
riables continuas, como resultado, se definen los paréntesis de Poisson entre dos variables dindmicas F'(A(x), II(x)) =
F(z) y G(A(z),(x)) = G(z) evaluados en tiempos iguales como [6, 16]

_ [ 2 [9F(x) 0G(y) _ 6G(y) 6F(x)
L) 6@ zomwn = / i {5.4“(2) STT(2) ~ 0A,(2) oTln() | @12

A partir de los PP, se puede definir la evolucién espacio-temporal de una variable dindmica arbitraria asociada al
sistema. Es decir, la evolucién espacio-temporal de F'(z) estd dada por [9, 11]

dF(z) = /d2y[{F(ﬂf)7¢oo(y)}dt +{F(2), 6" (y) Y101 (y) + {F(2), ¢"5(y) Tz (y)]- (4.1.3)

De acuerdo con la ecuacién (4.1.2), es posible demostrar que los PP fundamentales corresponden a
{A,u,(‘r)7 Hu(y)} = 5/:/52 (X - y)7
{Au(x), A(2)} = 0,
{IL.(y), 11" (y) } = 0,

por medio de los cuales es posible calcular la evolucién de las variables dindmicas y de los campos fundamentales.

4.2. Condiciones de integrabilidad

Las condiciones de integrabilidad implican que las EDPHJ sean constantes en todo el espacio-tiempo. Con el fin de
garantizar que el conjunto de EDPHJ sea completo y por consiguiente sus ecuaciones caracteristicas integrables, dicho
conjunto debe cumplir la condicién de Frobenius introducida en la seccién §2.2.2, es decir, las EDP deben satisfacer
las siguientes relaciones:

)

d¢01(37) 0
0.

d¢>i2 ()

Calculando la evolucién espacio-temporal de cada EDPHJ mediante el diferencial fundamental (4.1.3), se obtiene

= La evolucién de ¢ () es
0 0
dg’) (x) = / Pyl (), 6% (0) bt + ()00 s (v) + (4)50) ) mia(y)]

— [ ] eora ey far

— et [ (o7 A1 x )

™

k 17 [T
=507 A, (@)t = 0.
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CAPITULO 4. APLICACION DEL METODO DE HJ A LA TEORIA DE CS

La condicién de integrabilidad de ¢, () da lugar a una nueva ecuacién diferencial parcial denotada por ¢%(z),
la cual debe ser incluida en el conjunto de EDPHJ. Esta ecuacién se define como

¢%(z) = 707 A;(x). 4.2.1)

= La evolucién de ¢'y(x) es
0
9'sw) = [ (), S0t + 10T rn () + (6'5) 60 )
— [ e{ | et aatmaran - )] i+ |6 y)] dalo) |

k

=5-¢ g0k [dt@z/deAo )% (x —y /dedig (x — )]
T

:%€Oik[dt8,on () + drp2(x)] = 0.

La evolucién de ¢y (z) establece una relacién entre el tiempo ¢ y el campo arbitrario 7;2 (), de modo que
9% Ao () = —%*dtdf Ag(x),

al aplicar a ambos lados de la igualdad €¢;;:

EowfoldekQ(x) = —EOijEOikdtalon(l‘),
(0,6 — 6.6 )dmia(w) = —(6,°6,% — 6,56,")dtof; Ao (),
(2 — 1) Fdrea(z) = —(2 — 1)6,5dtof Ao (),
drja(w) = —dtd] Ao(z). 4.2.2)

La ecuacién (4.2.2) permite establecer la dependencia del pardmetro 75 (z) respecto al tiempo.

Es necesario calcular la condicién de integrabilidad para la nueva EDPHJ (4.2.1). Por lo tanto, se procede a
realizar dicho célculo.

= La evolucién de ¢%(x) es

aity(x) = [ g WHWTM )+ (6% @), 05 (9) ) dria ()]

= [y [958 )67 x - y)] driat)
— <oy [ @y x - y)dnay)
= — "% 0 dra (),
remplazando (4.2.2) en la anterior expresion resulta
de’(x) = —"* T [—dtdf Ao(x)] = d%/afﬁfﬁo
= 07

la anterior relacién establece que la EDP ¢% () es constante en el espacio-tiempo, por lo que ya no surgen mas
EDPHJ.

Se ha demostrado que para cumplir con la condicién de integrabilidad de ¢° (), es necesario imponer una nueva
restriccion al sistema, denominada ¢% (). Esta nueva restriccién no amplia el nimero de EDPHJ, ya que es invariante
en el espacio-tiempo. Por otro lado, la condicién de integrabilidad para la segunda EDP establece una relacién entre
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4.2. CONDICIONES DE INTEGRABILIDAD

el campo 7;5(z) y el tiempo ¢. Las anteriores condiciones de integrabilidad indican la necesidad de imponer la nue-
va restriccién ¢%(z) para lograr un sistema completo de EDPHIJ. Esto implica que el conjunto inicial de variables
independientes es incompleto y requiere la introduccién de nuevas variables independientes que se relacionen con
cada EDP. Por lo tanto, es necesario introducir un nuevo pardmetro en la teoria denominado 7o3(x) que dependa del
espacio-tiempo. De esta manera, el conjunto de EDP con sus respectivas variables son

% (x) = p°(x) — %50” [0F Aj(z)]Ao(z) =0 —t, (4.2.3a)
¢% (z) =T%(z) = 0 S701(2), (4.2.3b)
¢y () = —IT'(z) + %‘EoijAj(x) =0 —7ia(2), (4.2.3¢)
¢%(z) =" 07 Aj(z) =0 —703(2). (4.2.3d)

Al ampliar el nimero de pardmetros independientes del sistema, es necesario incorporarlos a la definicién del
diferencial fundamental (4.1.3), el cual gobierna la evolucion de las variables dindmicas. De este modo, la evolucién
espacio-temporal de una variable dindmica F'(x) se expresa de la siguiente forma:

dF(z) = /dzy[{F(x), ¢%(y)}dt + {F(x), 6" (y) }dro1(y)
+{F(x),0'5(y)}driz(y) + {F(x), 6% (y) }dros],

que de forma compacta se lo reescribe como

dF(z) = /de[{F(x),¢°o(y)}dt + {F(2), ¢ (y)Ydryp(y); P ={1,2,3}. 4.2.4)

Los PP entre las EDP presentes en la anterior definicién se muestran en la siguiente tabla’:

Tabla 4.2.1: Paréntesis de Poisson entre las EDP.

) | %) ¢ (y) _ h) % ()
¢(x) 0 — e [5””14 (@)]0%(x —y) 956" Ag(2)076* (x — y) 0
¢ (x) | 5" [0 A;(y)]8*(x —y) 0 0 0
Fo(a) | A (y) i (x —y) 0 e (x—y) e (x—y)
¢%(2) 0 —e"*076%(x —y) 0

Bajo la nueva definicién de la evolucion espacio-temporal se espera que el conjunto de EDPHJ sea involutivo, por
lo que se debe corroborar nuevamente la evolucién del conjunto de EDPHJ, haciendo uso de la tabla 4.2.1.

La evolucién de ¢, () viene dada por
dg" (z) = / d*y[{#° (2), 6% () bt + {81 (2), " (y) }drup (y)
= / d*yé%(x — y)%EOijafAj(y)dt
=— %dts(”jaf/lj(x)
k

este resultado es consistente con la condicién de Frobenius para el conjunto de EDPHIJ, dado que la evolucién de
#% () estd directamente relacionada con uno de los elementos de dicho conjunto. A continuacién, se desarrolla la

2El cdlculo de los PP entre las EDP se lo desarrolla en el apéndice §B.1
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CAPITULO 4. APLICACION DEL METODO DE HJ A LA TEORIA DE CS

evolucién de ¢ty (x):
d¢'y(x) :/d2y[{¢>i2(fﬂ), ¢0()}dt + {¢%5(x), "5 (y) }drp(y)
= / d2y{ [;reOkiang(y)a%x — y)} dt

+ [2];50’”'52@( - y)} dria(y) + [50ki31f<52(x - yﬂ d703(y)}

:50’«%‘{2’; { / dPydria(y)6*(x —y) + OF / d*yAo(y)dtd® (x — y)}

+ 0t [ dydrs()7(x-3) |

Ak
Ok {% [dTha () 4 OF Ag(x)dt] + 8/fd7'o3(x)} =0.

De la evolucién de ¢%,(x) se determina una relacién entre las variables [t, Tro(2), To3(2)], a partir de la cual se
puede expresar d7j2 en términos de dt y drps de la siguiente manera:

dri () = —0F Ag(z)dt — 2%82”(1703(@. 42.5)

Por lo tanto, el campo 7x2(x) ya no se considera como una variable arbitraria, sino como una variable dependiente
de los pardmetros [t, 703(z)]. Finalmente, la consistencia de ¢%(z) es

do's(x) :/de[{Cf’Os(I), o)}t +{¢%(2), s (y) Ydrop(y)
_ / a2y [~e" 9752 (x — )] dria(y) = —e" 08 dria (x)

) 0 €10 . 0
=Yk GEFT Ay () dt + ?ﬂéﬁfﬁmg(z) =0,

al utilizar la antisimetria del tensor de Levi-Civita y la simetria de las derivadas, se demuestra que la evolucién de
la dltima EDPHIJ es idénticamente cero, por lo tanto, bajo la nueva definicién de la evolucién espacio-temporal [ec.
(4.2.4)], se logra que las EDPHJ sean constantes en el espacio-tiempo.

Como la ecuacién (4.2.5) proporciona una reduccién en el nimero de grados de libertad del sistema, quedando
restringido a las variables [t, 791 (), To3(x)], esta reduccién se debe reflejar en la evolucién de una variable dindmica
del sistema, de modo que la ecuacién (4.2.4) debe ser reescrita:

4 (@) = [ Ey{ [(F@). 650} ~ {F@), 0500t Ao(w)]

+ [{F(2),0%(y)} - 2%{F(z), o" (y) YOV dro3 (y) (4.2.6)

+{F (@), 6" () Ydror (v) }-
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4.3. ECUACIONES CARACTERISTICAS

4.3. Ecuaciones caracteristicas

Se procede al cédlculo de las ecuaciones caracteristicas del conjunto de EDPHJ, para ello es necesario determi-
nar los paréntesis de Poisson entre los campos [A,, (), II#(x)] y el conjunto de EDPHJ, los cuales se presentan a

continuacién’:

Tabla 4.3.1: PP de las variables dinamicas de la teoria CS.

) ¢ () ¢° (y) ¢ (y) %)
Ag(z) 0 5 (x—y) 0 0
A;(x) 0 0 —6;k6%(x —y) 0
(x) | 57"7[0) A;(y)]o ( y) 0 0 0
HZ(ZE) k OkzamA ( ) (X _ y) 0 _%601@52 (X _ y) 8Ok:z’ali€:52 (X _ y)

Dado que las ecuaciones (4.2.4) y (4.2.6) son equivalentes, se puede utilizar cualquiera de ellas para calcular la
evolucién de los campos candnicos.

Por la presencia de EDP en la teoria CS, la dindmica del sistema presenta arbitrariedades debido a la inclusién de
los pardmetros 7,p(z) asociados al conjunto de EDPHJ, lo anterior se refleja directamente en la evolucién espacio-
temporal de los campos A, (z) y IT#(z). Al calcular la ecuacién caracteristica del campo A () utilizando la definicién
(4.2.4), se obtiene

se observa que la evolucién del campo Ag(x) es indeterminada debido a su dependencia con el pardmetro arbitrario
To1(x). Para calcular la evolucién espacio-temporal del campo A;(x), se aplica la ecuacién (4.2.6) de la siguiente
manera:

= [ @{ [{4u0). 6% w) ~ (As(a). o)) Ao(w)] e
F[{A4:(), 6%0) — T {A), &' ()} ()
+{F (@), 6" (1) }dron(v) |

2
= [ @55~ y)lot Ao(w)dt + 0 dma(v)

2
= 07 Ao(w)dt + —= 0] drog (),

dado que la evolucién del campo A;(z) estd relacionada tanto con el tiempo ¢ como con el pardmetro arbitrario To3(),
su evolucién es indeterminada hasta que se fije dicho pardmetro. Por otro lado, utilizando los PP de la tabla 4.3.1 y la
ecuacion (4.2.4) el diferencial del campo IT°(z) es

0

() = [ @yl{1°(a), $40) bt + {0kt ) i (1)

[ g0 A )~y

k ij [QT
=) e 07 Ay(e)

3Los calculos de los PP entre los campos que definen el espacio de fase con el conjunto de EDPHJ se encuentran en el apéndice
§B.IL
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CAPITULO 4. APLICACION DEL METODO DE HJ A LA TEORIA DE CS

como la evolucién de I1°(z) depende del campo indeterminado A;(z), éste también serd indeterminado, finalmente
calculando la evolucién de IT*(x) mediante la ecuacion (4.2.6) resulta

dIT' () = / d"’y{ [{IT (@), % (1)} — {17 (), &% (1) }0] Ao ()] dt
+HW@%¢%w}f%¥H%w¢%@H%Mmdw
+{F (@), 6" (4)}ror (v) }
= / d2y{ {—2’150’”3,15,40@) + ;EOkiang(y)} dt+

. 1 .
001 + o0} | dra(y) po%(x - v

= —Ea?o}c 8kA0(a:)dt + 550’6 akd703($)’

nuevamente se observa que la evolucién de IT¢ () queda indeterminada debido a la presencia del pardmetro 7o3(z) en
el dltimo término.

A partir de las ecuaciones caracteristicas es posible determinar las ecuaciones de campo en el espacio de fase de la
teoria de CS, las cuales corresponden a las derivadas temporales de primer orden de los campos y se determinan dife-
renciando las ecuaciones caracteristicas respecto al tiempo dt, de esta manera se determina que la evolucién temporal
de los campos fundamentales toma la siguiente forma:

Ag(z) =701 (2), (4.3.1a)
() =05 Aolw) + o 0F us(z), @3.1b)
0 " Oijoz 4. _ M Oy
I1°(x) =o€ 0FAj(z) nc Fij(zx), (4.3.1¢)
I (z) = — fsiOka,on(x) + geo’“iagr'og (z), (4.3.1d)
/I

donde se maneja la notacién 7(z) = d7(x)/dt. Es posible obtener las ecuaciones de campo en el espacio de configu-
racién a partir de la evolucién temporal de los campos I1°(z) y IT¢(x).

Para la componente temporal del momento canénico generalizado se debe tener presente que I1°(x) = 0, de manera

que la ecuacién (4.3.1c¢) se reduce a

ko

yma GF(z) =0, 4.3.2)
expresion equivalente a la ecuacion de campo (3.2.1) para la componente temporal o« = 0. De igual forma, para
obtener las ecuaciones de campo restantes se deriva respecto al tiempo la ecuacion (3.3.3) y se reemplaza I1%(x) en la

ecuacion (4.3.1d), como se observa a continuacion:

— "% 9y Ay (z) +-—"%0F Ao (2) :§50k18}f%03 (),
N————’ 47 2

47
—£i0k 9y A (z)
k 0k 0kt 9 -
2@5 F()k =—3¢ 8k703(x),
B ik 4 0y — 3%y ()
An 0k 47T€ jo = € 1703 3

el lado izquierdo de la anterior ecuacion corresponde a las ecuaciones de campo (3.2.1) para a = ¢, es decir

ko .
- = =360 703 (@), (4.3.3)
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4.3. ECUACIONES CARACTERISTICAS

ahora bien, sumando las ecuaciones (4.3.2) y (4.3.3) se identifica que las ecuaciones de campo en el espacio de
configuracién no son idénticamente cero:

k .
Eeaﬂva(x) = 3% 9 03 (2). (4.3.4)

Como consecuencia de que de la dependencia con los pardmetros indeterminados en las ecuaciones de campo en el
espacio de fase (4.3.1) y de configuracion (4.3.4) la dindmica del sistema no es univoca.
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Capitulo 5

Gauge de radiacion para la teoria de
Chern-Simons Pura

En el anterior capitulo, se logré establecer que la evolucién espacio temporal de los campos gauge en la teorfa de
CS depende de los pardmetros arbitrarios 791 (x) y To3(x), por lo que se propone la introduccién de condiciones gauge
en la teorfa de CS, ya que dichas condiciones permiten definir de manera tinica la evolucién de las variables dindmicas
y eliminar la arbitrariedad asociada a los pardmetros 791 () y To3().

Las condiciones gauge son restricciones que se imponen al sistema, lo que resulta en una reduccién de sus grados

de libertad. El nimero de condiciones gauge a imponer coincide con la cantidad de ligaduras que sean linealmente
independientes [0, 16], por tanto, se vuelve esencial identificar esta independencia lineal.

5.1. Independencia lineal de las ecuaciones diferenciales parciales

Con el fin de simplificar los cdlculos, se introduce el siguiente cambio de notacién para el conjunto completo
EDPHJ':

folr) =6 ) = p°(x) — <05 A ()] Ao (a) S, (5.1.1)
01 (z) =¢° (z) = I°(x) —7i(2), (5.1.1b)
0 () =6 (x) = —IT'(2) + %Am) Coma(2), 5.1.1¢)
0s(z) =63 (z) = —TT2(x) — ﬁAl(x) ra(a), (5.1.1d)
O4(z) =¢%(x) = "0 A;(x) —74(2). (5.1.1e)

Al examinar la tabla 4.2.1, se deduce que la EDP 0;(x) es linealmente independiente, ya que el dnico PP distinto
de cero es con la ecuacién de Hamilton-Jacobi 6y (), sin embargo, para evaluar la independencia lineal del conjunto

'El conjunto completo de EDPHJ corresponde a la ecuacién (4.2.3).

24



5.1. INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS EDP

de EDP restante, es necesario construir una submatriz con estas EDP y calcular su determinante:

{02(2),02(y)}  {02(2),03(y)} {02(w),0a(y)}

Osun(x,y) = | {03(x),02(y)} {05(2),03(y)} {03(x),04(y)}
{04(2),02(y)}  {0a(2),05(y)} {0a(x),04(y)}
0 —£ 05
= £ 0 -0 |Fx-vy),
oF —9¥ 0

la anterior submatriz tiene componentes funcionales lo que podria complicar el calculo de su determinante, por lo

tanto es necesario transferir dicha matriz al espacio de los momentos aplicando una transformada de Fourier [15]:
k .
0 &
Osuw(P1,p2) = | 5= 0  —ipr |,
ipp —ip1 0

al expresar O g,;(p1, p2) en el espacio de momentos, sus componentes estdn en términos de las variables del espacio
mas no de funciones, lo que permite verificar que el determinante de la matriz es nulo:

det[©guy(p1,p2)] = 0.

Como la matriz es singular se deduce que existe al menos una EDP linealmente independiente. Identificar esta EDP
resulta fundamental, ya que el nimero de condiciones gauge que se incorporan a una teoria estd vinculado con la
cantidad de EDP linealmente independientes presentes.

5.1.1. Construccion de la ecuacion diferencial parcial linealmente independiente

Para determinar la EDP linealmente independiente se realiza una combinacién lineal de las EDP que conforman la
submatriz © g,;, de la siguiente manera [15]:

04(z) = / dy? [Ca(x,¥)0a(y) + Ca(x,¥)04(y)] , (5.1.2)

con {a,b} = {2,3}, para garantizar la independencia lineal de 04(x), se deben calcular los coeficientes funcionales
Co(x,y) y C4(x,y) de manera que las siguientes condiciones sean satisfechas:

{94(y>7 ?a(y)} =0,
{04(y), 04(x)} = 0,

bajo estas condiciones los coeficientes funcionales Cy,(x,y) y C4(x, y) adoptan la forma [15]:
27 .
02(Xa Y) = ?81 62(X - y)7
2m
Cy(x,y) = — 05 (x — ),
Ca(x,y) =0*(x — ),

remplazando los coeficientes funcionales en (5.1.2), se obtiene
2r 2T . -
O4(x) = / dy? [—kﬁ%@z(y) - 020 (y) + 94@)} 5 (x—y)

2w 21 ~
= —?8{’92(37) — ?8593(1‘) +94

~ 220741 (2)

27 i k- i ij ax
=— ?81» {—H (x) + 47T€07Aj(33)] + %97 Aj ()

92 . 1 ..
:%agﬂm(:c) + 5007 Ay (@),
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CAPITULO 5. GAUGE DE RADIACION PARA LA TEORIA DE CS

Finalmente, la teoria de Chern-Simons esta conformada por el conjunto de EDP:
01(z) =II°(),

Our) =1 () — 1 Ao(a),
0s(r) =T (x) + 1A (),

27 i L 0ijge 4.
04(x) :?81- I (z) + 550 0FAj(x),

donde las EDP 0 (x) y 04(x) son linealmente independientes. Ahora, es necesario analizar nuevamente si existe alguna
otra EDP linealmente independiente, por lo que se construye la submatriz:

0 —£ N\ o

®Sub:< k 5‘”)6()(_}7),
2

como O g,;(x,y) tiene una inversa dada por

P
05, (x,y) = ( ks R )52(X—y), (5.1.3)

k

implica que el determinante det [©g,,(x,y)] # 0, lo que a su vez significa que no existen mds EDP linealmente
independientes.

Debido a la existencia de la matriz inversa (5.1.3) es posible construir paréntesis generalizados evaluados a tiempos
iguales que involucren solo estas EDP, por lo que es conveniente separar éstas EDP en la definicién del diferencial
fundamental (4.2.4) de la siguiente manera:

0F(z) = / Py [{F(2), 000y} dt + {F(@), 0 (y)} drn(y)]s {H} = {1,2,3,4)

= [ E{F@) 60w di + (F(2).80(0) dra(v)
{8(2),0,(y) }drp (y)

+{F(2), 0(y)} dro()]; {a} = {1,4};{b} ={2,3}
:/de {F(2),0,(y)} drp(y) +{F(2),00(y) } dro(y)]; {p, o} ={0,1,4}. (5.1.4)

5.1.2. Paréntesis generalizados

El propésito de los paréntesis generalizados es expresar el diferencial fundamental (5.1.4) en términos de las EDP
linealmente independientes y el tiempo, por lo que se calcula la evolucién espacio-temporal de 6.(v):

df(v) = /d2u [{0e(v), b0 (w)} d7o () +{0c(v), 0a(u)} dra(u)],

debido a que la condicién de consistencia df,,(v) = 0 se debe cumplir, entonces la anterior ecuacién puede ser reescrita
como

/ 0P {8,(0), B ()} dr(us) = — / 0 {0, (v), By ()} dry (1),
—_—

cd
®Sub

/ PuO%, (v, w)dry(u) = - / 0 {0 (v), B, ()} dry (1),

(v,u)

26 Christian Martinez Benavides



5.1. INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS EDP

para despejar dt4(u), es necesario aplicar la inversa de la matriz de EDP [@ Sub(y, )] e integrar respecto a v a
ambos lados de la igualdad:

/d% [O5u(¥: V)], /d2 0, (v, u)dry(u) = — /d% [O5u (¥ V)], / d*u{0.(v), 0, (u)} dry(u),
[ udnata) [ @0 10513, 9)],, O (viw) == [ [ et (031531, 160), 0 0)} o)
/ Pudra(u)d8(y — u) = — / / Pod?u [O50 (v, V)], {8(0). 05 ()} dr (1),
i) == [[ @i (O35, 0ul0). 6o )} o),
remplazando lo anterior en el diferencial fundamental (5.1.4) resulta
aF(x) = [ &y [{F(xwa(y)}dn(y) ~F@. )} [ [ Eodu 033V, (60) balu)) dra]
- [ [{F(ac) d)dra0) ~ [ [ Eodu (F@).60(0)} O34 )], (8e(0). b0 (w) dn] ,
realizando el cambio de variables y <+ u, en el segundo sumando se obtiene
AP(s) = [ @y {F@), 60 dra o) ~ [ [ | Pudody (F), 0} [O3h 0., (6.0),00(0) dra(1)
= [y {{F(ac),ea(y)} = [ s (#0000} [509),, (8:0). 00 03 o),

el término entre corchetes de la anterior ecuacion se define como los Paréntesis generalizados evaluados a tiempos
iguales entre dos variables dindmicas F'(z) y G(z) definidas en el espacio de fase y se denotan como

(F(),G)}* = {F(x),G(y)} - / / Pud?o {F(2),0,(u)} [035,(wv)], {6.00).Gw)}.  (5.15)

Bajo la definicién de los PG, la dindmica del sistema es regida tinicamente por las EDP linealmente independientes
y por el tiempo, por lo que el diferencial fundamental queda

dF (z) = / APy {F(x),0,(y)}F drs(y).

Como los PG incorporan la informacién proveniente de las EDP (5.1.1¢) y (5.1.1d) se reducen dos grados de libertad
en la teorfa CS, la eleccién de grados de libertad es arbitraria por lo que se elige que el espacio de fase del sistema
sea conformado por [A*(x),II(x)]. Dada la equivalencia funcional de los PG (5.1.5) con los Paréntesis de Dirac
construidos con los vinculos de segunda clase, se puede demostrar que los PG fundamentales son

(4 (@), A ()} =T (x — ),
{Ao(x 7 y }1 :62 Xfy)a
{Al(@), B ()} =098 (x —y),

(I (), I ()} ¥ f’“ MR (x — y).

Para afiadir la informacién de las EDP restantes, se vuelve crucial afiadir restricciones al sistema, con el fin de que
todas la EDP sean linealmente dependientes, ya que esto permite la construccién de una matriz de EDP invertible.
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CAPITULO 5. GAUGE DE RADIACION PARA LA TEORIA DE CS

5.2. Gauge de radiacion

Dado que la teorfa de CS posee dos EDP linealmente independientes, se requiere la imposicién de dos condiciones
de gauge [6, 16], en consecuencia se propone realizar el andlisis de la teoria de CS en el gauge de radiacidn, el cual se
caracteriza por imponer las siguientes restricciones [15, 17]:

AO (.’E ) 07
07 Ai(x) =0,
las anteriores ecuaciones son tratadas como nuevas EDP que necesitan ser incorporadas en el conjunto de EDPHIJ y

se les deben asignar pardmetros arbitrarios que dependen del espacio-tiempo, de este modo el conjunto completo de
EDPH]J se compone de

fo() =1°(x) — 522907 A, ()] Ao(a) 1,

61 (z) =°(x) -7 (2),
0a(e) =2LOFTI (2) + J"007 A,(x) (),
O3(x) =Ao() —73(z),
04 (x) =07 Ay (x) Cor(a).

La introduccién de éstos nuevos parametros requiere que el diferencial fundamental se modifique

dF(z) = / a2y [{F (@), o)} dt+ {F(@), 00} druly)] s (P HY = (1,04} (52D

Al incluir las condiciones gauge, se logra eliminar la independencia lineal de las EDP 6, (z) y 62(x), ya que al
construir la matriz de EDP antisimétrica [15]:

0 0 -1 0
0 0 0 £V
ePH(va) = {eP(x)ﬂgH(y)}‘lk = 1 0 0 QWO * 52(X_Y)a
0 £V2 0 0
es posible demostrar que dicha matriz posee la siguiente inversa [15]:
0 0 1 0
0 0 0 s
Oy =| 4 o o o |[Fe-w)
0 £g 0 0

donde el operador % denota la funcién de Green asociada al operador Laplaciano en dos dimensiones y se expresa
como [15,18] ’

Flx—y) = gg*(x—y) = 1= In(x— y)*

Al poder formar la inversa de la matriz de EDP es posible calcular unos PG que involucren todas las EDP del
sistema.
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5.2. GAUGE DE RADIACION

5.2.1. Paréntesis generalizados en el gauge de radiacion
Como las EDP son linealmente dependientes, es posible incorporar la informacién de todas las EDP en los PG y

por medio de la condicién de Frobenius (2.2.13) encontrar la forma funcional de los pardmetros 74 (x), eliminando la
arbitrariedad del sistema, de este modo, al calcular la evolucidn espacio-temporal de ¢p(v) resulta

b (v) = / dPul{0r(v), 00 (w)} ¥ dt + {8p(v), 8, ()} ¥ dry ()] =0,
©pj(v,u)

la anterior ecuacién se puede representar como

/ d*u{0p(v), 00(u)} Xdt = — / PuOp (v, u)dr(u),
aplicando © ;5 (y, v), integrando respecto a v y despejando d7y (i) se obtiene

dru(w) = - [ [ @udvoy Ly ) {600), b0} it

relacién que muestra la dependencia de los pardmetros arbitrarios 7p(x) con el tiempo.

Reemplazando d7y (y) en el diferencial fundamental (5.2.1) resulta

IF(z) = / Py{F(z), bo(y) }Edt — / / / Pudydo{F(z), 0 (5)} X057 (v, v) {0 (v), B0 () ¥ dt

=/d2y[{F(:€)»9o(y)}f _//d2Ud2U{F(x)7QH(U)}I*C—)H}D(ILV){HP(U)’eo(y)}‘lk dt,

el término entre corchetes se lo identifica como los paréntesis generalizados evaluados en tiempos iguales en el gauge
de radiacién (PGR). Asi, los PGR entre dos variables dindmicas F'(x) y G(y) son

{F(2), Gy)}* = {F(x), Gy} —/ dud®o{F(x), 0 (1)} O (u, v){0p(v), Gy},

dada la equivalencia funcional de los PGR con los Paréntesis de Dirac evaluados a tiempos iguales construidos en el
gauge de radiacion,” se puede demostrar que los tinicos PGR fundamentales distintos de cero son [15]

2T 21 1
{Ai(z), Aj(y)}* :?EOijaz(X -y)— s [€0m; 007 — €omi®iy, 07 ] ﬁ(;z(x -y).

Mediante los PGR se expresa el diferencial fundamental en términos del tiempo, estableciendo que la dindmica del
sistema es regida por

dF(z) = / dPy{F(x), 0 (y) ¥ dt.

Por medio de las condiciones gauge se logra eliminar la arbitrariedad producida por los pardmetros 75 (), como los
PGR involucran a todas las EDP, los grados de libertad de la teoria de Chern-Simons pura se suprimen completamente,
hecho que resalta la importancia del estudio de esta teoria como un término de acople a otras teorias particulares.

?La forma funcional de los Paréntesis de Dirac evaluados a tiempos iguales construidos en el gauge de radiacién se encuentran
el la pagina 31 de la referencia [15].
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Capitulo 6

Teoria de Maxwell-Chern-Simons

La teoria de Maxwell-Chern-Simons (MCS) surge al afiadir el término Lagrangiano (3.0.1) de la teorfa de Chern-
Simons (CS) al Lagrangiano que describe la teoria electromagnética en (2 + 1) dimensiones definido en la ecuacién
(C.L.1) del apéndice' §C.I[15]. De esta manera, la Lagrangiana de MCS se define como

1 k
Lyvcs =Ly + ZLos = ~1 wp FP + E&aﬁ’y(aaAﬁ)A»y.

La Lagrangiana de la teoria de Maxwell se construye con el tensor de intensidad de campo, el cual es invariante bajo
transformaciones de gauge locales de la forma A, (z) = A, (x) + 9,A(z) [6,16]. Ademds, se demostrd que la teorfa
CS es invariante bajo esta transformacion, por lo que se concluye de manera directa que la teoria MCS es invariante
bajo una transformacién de gauge local; es decir, al identificar %}, ¢ como la transformacién gauge de Zyrcs, se
debe satisfacer

Lycs = Lucs-

De manera similar a la teoria de CS, MCS presenta singularidades debido a su invarianza bajo transformaciones de
gauge locales, lo que implica que el determinante de la matriz Hessiana es cero [6, 16]. Segun la definicién dada en
(3.1.3), esta matriz adopta la siguiente forma:

0
W(z,y)= 10 (x-y), (6.0.1)
0

o = O
_ o O

la presencia de un autovalor igual a cero implica que el determinante de la matriz Hessiana sea idénticamente ce-
ro det |W,,(z,y)| =0 [6,16], lo que establece la existencia de singularidades, la cuales son de gran relevancia y
requieren un tratamiento especial al estudiar la dindmica de la teorfa.

En el contexto de la teorfa de campos, las singularidades implican que existen relaciones entre las variables dina-
micas de la teoria, las que surgirdn naturalmente al realizar el estudio candnico de la teoria de MCS [6, 16]. Para llevar
a cabo dicho estudio, es necesario desarrollar el formalismo Lagrangiano adecuado.

"Para una mejor comprensién del capitulo, se recomienda al lector consultar el apéndice §C.I.
2El cdlculo de la Matriz Hessiana se muestra en el apéndice §C.1II.
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6.1. FORMALISMO LAGRANGIANO

6.1. Formalismo Lagrangiano

La densidad Lagrangiana de la teoria MCS depende del campo gauge A, (x) y de su derivada temporal 9y A, (x),
de modo que el espacio de configuracién se define por el conjunto de variables [A,,(x), oA, (x)] con {u} = {0,1,2}.
La dindmica del sistema se determina mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange para infinitos grados de libertad, que
se deducen del principio de minima accidén o principio de Hamilton [6, 16]:

0ZLvcs 0Lmvcs
o’ =0 6.1.1
94, P 90540 =" ©.1.D
de la cudl se determina que las ecuaciones de campo son’
k
4fg@ﬂ”Fﬁy(x) + 9 FP(x) = 0, (6.1.2)
7

como las ecuaciones de campo presentan explicitamente al tensor de intensidad de campo, se puede ver la invarianza
gauge natural de la teorfa. Esta simetria local implica que se puede hacer una eleccién de un campo de gauge AL (z)
que no afecte las propiedades fisicas de la teoria. De esta forma, la teoria presenta una gran cantidad de soluciones
fisicamente equivalentes, que se diferencian entre si por la eleccién de una funcién escalar A(x). La invarianza gauge
permite describir la misma fisica de forma equivalente en términos de diferentes potenciales de gauge, lo que resulta
en una gran herramienta para simplificar el andlisis de la teorfa.

6.1.1. Ecuaciones de Maxwell-Chern-Simons

Por la adicién del término topoldgico (3.0.1) en la teoria electromagnética, las ecuaciones de Maxwell se ven
alteradas [15, 19], siendo de interés conocer cudl es la expresion de estas leyes en la teoria de MCS descritaen (2 + 1)
dimensiones.

A partir de las ecuaciones de campo (6.1.2), se pueden determinar los andlogos a la ley de Gauss para el campo
eléctrico y la ley de Ampere, en tanto que, para obtener la ley de Faraday, se recurre al segundo teorema de Noether y
se utiliza la invarianza gauge local. De acuerdo con este teorema, se concluye que el tensor de campo electromagnético
satisface la identidad de Bianchi y es a partir de esta identidad que se obtiene la ley de Faraday [20]. En consecuencia,
las leyes de Maxwell se expresan de la siguiente manera®:

= Ley de Gauss

V-Eng(). (6.1.3)

= Ley de Ampere
8;? n %EOijEj +(V x By); = 0. (6.1.4)

= Ley de Faraday
OB (wxEr =0 (6.15)

En la teoria de Maxwell en (2 + 1) dimensiones, el campo magnético se representa como un escalar dado por la
ecuacion (C.1.4). Por lo tanto, no existe un andlogo a la ley de Gauss para el campo magnético en la teoria de MCS,
ya que dicha ley es producto de una identidad vectorial [21].

3El clculo de la ecuacién de campo se encuentra en el apéndice §C.III.
“La deduccién de las leyes de Maxwell-Chern-Simons se encuentran en §C.IV.
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CAPITULO 6. TEORIA DE MAXWELL-CHERN-SIMONS

6.1.2. Término masivo debido a contribuciones topolégicas

Uno de los resultados mds interesantes de la teoria MCS es la aparicién de un termino de masa asociado al campo
fundamental A, () debido a contribuciones topoldgicas [15], la cual se puede observar directamente al reescribir las
ecuaciones de campo (6.1.2) en términos del vector dual del tensor de intensidad de campo, que se define como [15,19]

« 1 «
Fo(a) = 56" Fiy (a),

aplicando a ambos lados de la igualdad €35, se puede reescribir el tensor de intensidad de campo en términos de su
vector dual de la siguiente manera: ~
Fﬁg(x) = 555aFa(x). (6.1.6)

Remplazando (6.1.6) en la ecuacion de campo (6.1.2) se llega a

(;naﬂ + 5“5787> Fy=0, (6.1.7)

donde 7% es 1a métrica en el espacio de Minkowski en (2 + 1) dimensiones [19]:

1 0 0
n=|[0 -1 o0
0 0 -1

No obstante, la ecuacién de campo (6.1.7) no indica a priori la contribucién de masa por la presencia del término
topolégico. Con la finalidad de llegar a la ecuacién de Klein-Gordon® (KG), es necesario aplicar a ambos lados de la
igualdad el operador (%Wu - sm,,ﬁ”) y realizar las respectivas simplificaciones® [15]:

2
O E, — 0, F, + (2];) F,=0.

Finalmente, al denotar u = % y 0 = 070, y teniendo en cuenta la siguiente identidad:

- 1
0, F" = 56”67(9”1%
= O’
la ecuacién de campo se simplifica como: R
(O+u*)E, =0, (6.1.8)

llegando asf a la ecuacién de Klein-Gordon para un campo vectorial de masa u, lo que permite afirmar que las com-
ponentes del vector dual se propagan como particulas libres con masa u, que surge como consecuencia de afiadir el
término topolégico de CS a la teoria electromagnética restringida a (2+1) dimensiones.

3La ecuacién de KG en teorfa cudntica de campos describe una particula libre, relativista y de masa m [16].
%La demostracion de la ecuacién de campo en términos del vector dual del tensor electromagnético se desarrolla en el apéndice
§C.V.
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6.2. FORMULACION HAMILTONIANA

6.2. Formulacion Hamiltoniana

Dentro del andlisis clasico de la teoria de MCS en el formalismo Hamiltoniano, se busca determinar las ecuaciones
de Hamilton para el sistema. Sin embargo, al estudiar una teoria que se caracteriza por ser singular, es necesario
analizar las relaciones que surgirdn entre las variables que definen el espacio de configuracién [A, (z), I1*(z)], razén
por la cual se hace necesario calcular los momentos canénicos de la teoria MCS, los cuales se definen mediante [0, 16]:

a(py— 9ZMCs  _  roa k oap
H (17) - 8[5)0Aa(a:)] - F (I) + 47_‘_6 AP(JC)’

se observa que debido a la antisimetria del tensor de intensidad de campo y del tensor de Levi-Civita, la componente
temporal del momento canénico es nula:

k
%(z) = —F(2) + 4—500%4,)(:::) =0, (6.2.1)
7
determinado la primera restriccion para la teoria, la cual serd denotada como
¢ 1(x) =T1°(x) =0, (6.2.2)

en cambio la parte espacial del campo IT*(z) es

' (x) = 0; Ao(x) — Do Ai(x) + %sOiﬂ'Aj(a;). (6.2.3)

Como las componentes espaciales del momento candnico presentan derivadas temporales del campo gauge A, (),
esta expresion se considera como una ecuacién dindmica en el espacio de fase y por lo tanto no reduce los grados de
libertad de Ia teoria.

Usando los momentos canénicos I1%(x) y la densidad Lagrangiana %j;cs, se puede obtener el Hamiltoniano
canonico de la teorfa MCS mediante una transformacion de Legendre [6, 16]:

Hycs = /d2x%1\9ICS = /dQI[H%’oAu — Zycs)s

al remplazar los momentos canénicos conjugados al campo gauge calculados anteriormente, se obtiene el siguiente
Hamiltoniano’:

HY g = [ dx [% (T — £ A;)° 4 1 (%9, 4;)° — 2% Ag(0,4;) — AdTTE| . (62.4)

iy

"La demostracién del Hamiltoniano se presenta en el apéndice §C.VI.
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Capitulo 7

Aplicacion del método de Hamilton-Jacobi a
la de teoria de Maxwell-Chern-Simons

La formulacién de Hamilton-Jacobi permite determinar todas las restricciones presentes en la teoria de MCS, las
cuales restringen los grados de libertad del sistema y se interpretan como ecuaciones diferenciales parciales. Estas
EDP junto con la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, conforman el conjunto completo de ecuaciones diferenciales parciales
de Hamilton-Jacobi.

7.1. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

Siguiendo un andlisis similar a lo expuesto en el capitulo §4, se demuestra que la ecuacion de Hamilton-Jacobi se
puede reescribir en términos de densidades [10]. Esta relacién se interpreta como una EDPHJ, por lo tanto, el andlogo
de la ecuacion (4.1.1) para la teorfa de MCS se expresa mediante:

bo(z) = po(x) + Hcs(x) = 0. (7.1.1)

La expresion (7.1.1) es la ecuacién de Hamilton-Jacobi y su variable relacionada es el tiempo, mientras que la EDP
(6.2.2) es una EDP que hace parte del conjunto de EDPHJ y la variable arbitraria asociada a esta se denotada como
71(x), donde el subindice se relaciona con su EDPHJ correspondiente. En consecuencia, la dindmica del sistema se
describe mediante las variables independientes [t, 71 (2)].

Utilizando la definicién de los PP entre dos variables dindmicas evaluadas en tiempos iguales [ver ec. (4.1.2)], se
define la evolucién espacio-temporal de una variable dindmica F(A(z),II(x)) = F(x) como [9,11]

dF(z) = / Py[{F(x), do(y) Yt + {F(x), 61 ()} (1), (7.12)

Segtin la ecuacién (4.1.2), se puede determinar los PP fundamentales de la teoria:

{Au(2), 1" (y)} = 6,/ 0*(x —y),
{Au(z), A”(2)} =0,
{1 (y), 11" (y) } = 0.

8
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7.2. CONDICIONES DE INTEGRABILIDAD

7.2. Condiciones de integrabilidad

Con el propésito de garantizar la integrabilidad del sistema descrito por la teoria de MCS, se requiere que las
relaciones entre las variables que lo componen sean involutivas en todo el espacio-tiempo, es decir, que su evolucién
sea nula. Por lo tanto, es necesario calcular la evolucién de la EDPHJ ¢ (), que corresponde a

0

don(a) = [ Eol{61(0). 6% (w)dt + (D12}t ()

k
:/d2y {4%50}“32/11(1/) + 3ZHk(y)} 62(x — y)dt

= [stkla,fAl(x) + 87511’“(96)} dt = 0.
/I

La condicion de integrabilidad para la EDP ¢;(x) da lugar a la aparicién de una relacién entre las campos del
sistema. Para asegurar que la expresion anterior se cumpla siempre, se debe satisfacer ﬁg%la,’j Ai(x)+ 07 1k (x) = 0,
dicha condicién debe ser interpretada como una nueva EDP y afiadida al conjunto de EDPHJ, definiéndola como

Ll

0ijgz A . LT () =
1€ 07 A;(x) + 0fII'(x) = 0.

¢2($) =

Es importante asegurar la consistencia de esta nueva relacion entre las variables dindmicas del sistema, por lo tanto,
se debe imponer que

La evolucién de una variable dindmica se calcula mediante (7.1.2), resultando:

0 0
doale) = [ Pyl oalekoiTD) it + {Gale)eor T} i (v)
=0.

Se ha demostrado que para cumplir con la condicién de integrabilidad de ¢ (z), es necesario imponer una restric-
ci6n adicional al sistema, denominada ¢ (). Esta nueva condicién no genera una nueva EDPHJ, ya que es invariante
en el espacio-tiempo. El agregar una nueva EDPHIJ al sistema, implica que el conjunto inicial de variables inde-
pendientes es incompleto y requiere la introduccién de nuevas variables independientes que se relacionen con cada
restriccion. Por lo tanto, es necesario introducir un nuevo pardmetro en la teorfa, denominado 75 (), que dependa del
espacio-tiempo. De esta manera, el conjunto de EDPHIJ junto con sus respectivas variables independientes serd

do(z) =p° + Hcs =0 —t,
o1 () =I1°=0 —71(x),
o () zgaol’jamj(x) + 0PI (z) = 0 —7(z).

Es ttil considerar los PP entre los vinculos del sistema, los cuales se expresan en la siguiente tabla':

Tabla 7.2.1: Paréntesis de Poisson entre los vinculos de la teoria MCS.

{} | Po(y) ¢1(y) P2(y)
¢o(x) 0 —pa(2)0%(x — y) 0
¢1(x) | P2(y)d*(x —y) 0 0
¢a2(x) 0 0 0

'El cdlculo de los PP entre los vinculos se desarrolla en el apéndice §D.1I.
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CAPITULO 7. APLICACION DEL METODO DE HJ A LA TEORIA DE MCS

Por la adicién de la variable 72(x) asociada a ¢o(x), es necesario ampliar la definicién de la evolucién espacio-
temporal de una variable dindmica F'(x). Por lo tanto, la expresion (7.1.2) serd redefinida como

dF(z) =/d2y {F(x),do(y) }dt + {F (), 1(y) }dri(y) + {F(2), p2(y) }dm2(y)] (7.2.1a)
=/d2y[{F(w),¢o(y)}dt+{F($)>¢H(y)}dm(y)}; {P,H} ={1,2}. (7.2.1b)

Una vez que se ha definido la evolucién de una variable dindmica utilizando el diferencial fundamental, es necesario
verificar nuevamente las condiciones de integrabilidad de las restricciones.

A continuacién se procede a calcular la evolucién del conjunto de EDPHJ utilizando los PP calculados en la tabla
7.2.1. La evoluci6n de ¢ () es entonces:

0
don(e) = [ Ey[{én(@), 0(0) et + (Gu()eoi e o ()]
= [ @) | o + o)
- {:;Tg()kla,fAl(z) n 8,§Hk(x)} dt = ¢o(x)dt

el resultado es consistente con lo esperado, ya que la evolucién de ¢ (x) es proporcional a un elemento del conjunto
de EDPHJ. Ahora trabajando con ¢o(x):

Aol / ol {oplaom DT + (sl T )

se observa que la evolucién espacio-temporal de ¢2(x) es idénticamente cero, lo que demuestra que no surgen nuevas
relaciones entre las variables al calcular las condiciones de integrabilidad.

7.3. Ecuaciones caracteristicas

Por la existencia de relaciones entre los campos fundamentales de la teorfa de MCS, la dindmica del sistema presenta
una arbitrariedad que se deriva por las EDP que conforman el conjunto de EDPHJ.

Como las ecuaciones caracteristicas del conjunto de EDPHJ corresponden a la evolucién espacio-temporal de los
campos canénicos [A,,(x),I1#(x)], es necesario calcular los PP de los campos con las EDPHJ? presentados en la
siguiente tabla:

Tabla 7.3.1: PP de los campos canénicos con el conjunto de EDPHJ en la teoria de MCS.

Ly $o(y) 1(y) $2(y)
Ap(z) ‘ 0 2(x—y) 0
Ai() (I (y) = 2% A (y) + OF Ag(y)] 6*(x — y) 0 —070*(x —y)
() [ecotay ay(y) + Y1 (3)] 82 — y) 0 0
M) | [9FH() - feonll(y) - (£)" Aily) + %00 Aow)| P(x—y) 0 —Lkops(x—y)

De este modo al calcular la evolucién espacio-temporal de los campos fundamentales de la teoria mediante la
definicién del diferencial fundamental (7.2.1), se obtiene lo siguiente:

?Los PP de los campos candnicos con el conjunto de EDPHI se desarrollan en el apéndice §D.II.
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= Para Ag(x):

0
dAo(z) = / Py [{Ag(zy0(y) bt + {Ao(2), ¢ (y) }ra (y)]

=/d2y52(x —y)dn(y)

dado que la evolucién del campo es proporcional al pardmetro arbitrario 71 (), su evolucién se vuelve indeter-
minada hasta que se fije dicho parametro.

= Para A;(z):
dA(z) = / @y [{Ai(), do(u) }dt + {Ai(x), dsr () b ()]

= [y { 1)~ e an) + 07 4000 e~ 0t} 7 3)

= {H’(z) - ﬁsmm/lm(x) + 3;”A0(x)} dt — 07 dra(z),

como la evolucién espacio-temporal de A;(x) depende del pardmetro arbitrario 72 () su dindmica no es dnica.
= Para I1°(z):
0

an°(a) = [ @y ({1 (w). Go(w)}dt + (1)) ()]

k
- / Pyé?(x —y) [Mso’“a}g/xl (y) + 8,?Hk(y)} dt

= [stkla,fAl(x) + a,fﬂk(x)} dt,
s

la presencia de los campos gauge indeterminados A; () en el diferencial de I1° () produce implicitamente una
arbitrariedad en la evolucién de este campo.

= Finalmente para IT*(z) resulta:

dIT’ () =/d2y {IT'(2), ¢o(y) }dt + {IT"(x), ¢ () }rs ()]

. k E\° ko
_ 2 x ki _ . k _ . 0tk oz
—/d y{ {&cF (y) 471_50%1_[ (y) <471-> Ai(y) + e 3kA0(y)} dt

k 7 T

— EEO kﬁdeg(y)}(Sz(x — y)

k E\° k k
_ z ki _ 17k _ . 0ik nx _ 0ik nx
= |0F F"(z) 747760“@1_[ (z) (47r> Al(x)—i—fms OF Ap(z) | dt e OFdr(x),

por lo que la trayectoria que sigue el campo IT°(x) es indeterminada debido a que su evolucién depende del
pardmetro arbitrario 75 (z).

Las ecuaciones de campo en el espacio de fase corresponden a derivadas temporales de primer orden de los campos
gauge y de sus momentos canénicos conjugados; entonces, mediante las ecuaciones caracteristicas del sistema es
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posible determinar dichas ecuaciones de campo, de este modo, al derivar las ecuaciones caracteristicas de la teoria de
MCS respecto al tiempo se llega a

Ag(z) =11 (), (7.3.1a)

Ai(z) = [H"(x) - %aOimAm(x) + a,on(a;)] — OF (), (7.3.1b)

(z) = {;EOM%A;(Z‘) + ajfﬂk(x)} , (7.3.1¢)

I (z) =0% F7(x) — L 1 (2) — * 2A'(:c) + K oijge (z) — F poij g () (7.3.1d)
J 4r "0 47 ! 47 30 4 AR o

donde se maneja la notacién 7(z) = dr(z)/dt. Para determinar las ecuaciones de campo en el espacio de configuracién
se parte de la evolucién temporal de los campos 11°(z) y II*(z), de manera que al considerar I1°(x) = 0 la ecuacién
caracteristica (7.3.1c) se simplifica

k 1j QT TTTE
Efgojai Aj(z) + 07" (z) =0,

al derivar espacialmente la ecuacién (6.2.3) y reemplazar OF11% () en lo anterior:

OFF () + 24—50 TOFAj(x) =0,

™

1< Ey (@) + 07 F () =0, (7.32)
7

expresion que es equivalente a la ecuacién de campo (6.1.2) para la componente v = 0, mientras que para llegar a las
ecuaciones de campo para el caso a = ¢ se sustituye la ecuacion (6.2.3) en (7.3.1d):

Ti @ ji k 05 k' 0ij e k. 0ij e
' (x) = 07 F7*(z) + EeoijF T(x) + s 107 Ao(x) — it 10772 (2),
al derivar respecto al tiempo (6.2.3) y reemplazar IT° (z) en lo anterior, resulta:

EEZOkFOk(x) + EgZ]OFjO(I) + 0o FY(z) + 0j FV' (z) = Eeowafﬁ(x). (7.3.3)

Con base en los resultados deducidos en (7.3.2) y (7.3.3) la ecuacién de campo en el espacio de configuracién
completa es

koo E oo
v Ba _ ¥ 0ij gz . 3.4
1< Fg, + OgF < 97 7a(x) (7.3.4)

Puesto que la teoria de Hamilton-Jacobi permiti6 identificar la dependencia de las ecuaciones de campo con los pa-
rametros arbitrarios 7 (x) tanto en el espacio de fase (7.3.1) como en el espacio de configuracién (7.3.4), se establece
que la dindmica de la teoria de MCS es indeterminada.
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Capitulo 8

Gauge de Coulomb para la teoria de
Maxwell-Chern-Simons

La presencia de los pardmetros arbitrarios en el diferencial fundamental (7.2.1) genera que la evolucién de cualquier
variable dindmica definida en el espacio de fase no sea univoca. Para evitar la indeterminacién en la dindmica del
sistema, es necesario establecer ecuaciones que relacionen los pardmetros arbitrarios 74 () con el tiempo, de modo
que puedan ser despejados y reemplazados en la definicion del diferencial fundamental.

En la tabla 7.2.1 se observa que las EDP ¢ (z) y ¢2(z) son linealmente independientes entre si, de modo que
la matriz de EDP no es invertible y por tanto la indeterminacién de la teorfa persiste.! Con el fin de generar una
dependencia temporal en los pardmetros arbitrarios, se propone la implementacion de condiciones gauge que hayan
sido estudiadas en otros formalismos, pero aplicando dichas restricciones gauge mediante el método de Hamilton-
Jacobi.

8.1. Gauge de Coulomb

El gauge de Coulomb convencional [6, 15, 17] se define mediante las siguientes restricciones impuestas sobre los
campos:

; k

0=01I"(x) — —

K3 (x) 47{_

0 =07 Ay (),

eOMOT Ay () + 0FOF Ao (),

las anteriores ecuaciones se afiaden al conjunto de EDPHJ expandiendo los indices {P, H} de 1 a 4, esto requiere
la introduccidn de nuevos pardmetros arbitrarios, en consecuencia, el conjunto de EDPHIJ junto con sus respectivas
variables independientes, estd compuesto por

¢0($) :pO + %]\(/)[CS —t,

¢1(x) =I1°(x) = —71 (),
¢a(x) —%5%[82141 () + (“),fl_[k(x) =0 —1o(x),
3(x) =0 0F Ao(x) + %50“8;;’141 () + Of1*(z) = 0 —73(x),
¢a(x) =0FAi(z) =0 —74(x).

'Se realiza un andlisis mas detallado de la independencia lineal de las EDP en el capitulo §5.
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Los dnicos PP no nulos entre las EDP ¢p(x) son [15]

{p1(2), p3(y)} = — V382 (x —y),
{p2(x), da(y)} =V25*(x —y).

Al expandir el conjunto de EDPHI, es necesario redefinir el diferencial fundamental de la teoria de MCS, de esta
manera, la evolucién espacio-temporal de una variable dindmica F'(x) definida en el espacio de fase es

dF (z) = / @y [{F(x), do(y)}dt + {F(x), 61 (y)}dru(y)] . 8.1.1)

Es conveniente definir la matriz antisimétrica ®py(x,y) = {¢p(x), ¢ (y)}, la cual se construye mediante los

paréntesis de Poisson entre las EDP ¢p(z) [15]:

0 0 -1 O
_ 0 0 O 1 9 9
(I)(Xv}’) - 1 0 0 1 vxa (X—y),
01 -1 0
la inversa de la matriz de EDP es [15]
0 1 10
1 _ a1 _ -1 0 0 1 L 200
C (X7Y)—¢' (X7y)_ —1 0 O 0 v%(s (X y)a
0 -1 0 0

nuevamente se ha considerado que el operador % corresponde a la funcién de Green asociada al operador Laplaciano
en dos dimensiones y cumple [15, 18]

8.1.1. Paréntesis generalizados en el gauge de Coulomb

El objetivo de los paréntesis generalizados es expresar el diferencial fundamental (8.1.1) dinicamente en funcién
del tiempo, con el fin de determinar de manera tnica la evolucion espacio-temporal de una variable dindmica bajo la
condicién gauge elegida. Para lograr esto, se procede al célculo de la evolucion de ¢ (v) y al despejar d7y; (y) teniendo
en cuenta la condicién de Frobenius d¢p(v) = 0, se obtiene”

drua(y) = / / Pudv®;;L (v, v) {60 (v), dolu) }dt,

reemplazando d7y (y) en el diferencial fundamental (8.1.1), resulta

1 () = [ y{F o)~ [ [ [ ulyolF @), onw)} 855 0){0r0). 60w} dr.

-/ de[{Fu),%(y)} - [ udo @), ou )i 0 {0r (o), 0w} | at,

el término entre corchetes de la anterior ecuacién se define como los Paréntesis generalizados evaluados a tiempos
iguales en el gauge de Coulomb (PGC) entre dos variables dindmicas F'(x) y G(z) definidas en el espacio de fase y
se denotan mediante:

{F(2), Gy)}* = {F(2),G(y)} — [f dPud*v{F(z), o (u)}@pp(u, v){dp(v), G(y)}.

2E] célculo explicito se realizé en la seccién §5.2.1
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dada la equivalencia funcional de los PGC con los paréntesis de Dirac construidos en el gauge de Coulomb® se puede
demostrar que los tinicos PGC fundamentales no nulos corresponden a [15]

1
(o) )% = (3 - 0505 o ) 220 ),
k 1
(I3 (@) T ()} =1 (c0mi050f — com;0507) 307 (x —¥):

A partir de la definicién de los PGC el diferencial fundamental depende tnicamente del tiempo y toma la siguiente
forma:

dF(z) = / 2y {F (), doly) ¥ dt,

como los PGC incorporan la informacién proveniente de las EDP del sistema, los grados de libertad que en principio
son seis se reducen a dos.

3La forma funcional de los paréntesis de Dirac construidos en el gauge de Coulomb se encuentran el la pagina 54 de la referencia

[15].
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Capitulo 9

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados mas relevantes del estudio del método de Hamilton-Jacobi aplicado
a las teorias de campos de Chern-Simons y Maxwell-Chern-Simons de acuerdo a los objetivos planteados en este
trabajo, ademads, se destacan los resultados adicionales obtenidos del andlisis de las condiciones gauge aplicadas a
dichas teorias.

9.1. Teoria de Chern-Simons Pura

Se logré generalizar la ecuacién de Hamilton-Jacobi (2.2.7) de variables discretas a variables continuas, obteniendo
una representacion en términos de densidades dada por

% () = po + #3g = 0.

A partir de la definicién de los momentos canénicos conjugados de los campos gauge se identificé las EDP ¢, (z)
y ¢"5(x), a cada una de estas EDP se les asocié un pardmetro arbitrario funcién del espacio-tiempo denotados por
To1(z) y Ti2(x) respectivamente.

Para que el sistema sea soluble fue necesario que las EDP satisfagan la condicién de integrabilidad de Frobenius,
de la cual surgi6 la necesidad de imponer una nueva restriccién ¢%(z) al conjunto de EDPHJ, aumentando el nu-
mero de pardmetros arbitrarios debido a que el nimero inicial de variables independientes resulté incompleto. Como
los pardmetros [t, 7o1(x), Ts2(x), To3(2)] determinan la dindmica del sistema, estos fueron incluidos en el diferencial
fundamental de la teoria de CS:

dF (z) = /d2y[{F(x),¢°o(y)}dt+ {F(x), " (y)}drop(y); P={1,2,3}.

El diferencial fundamental est4d conformado por el conjunto completo de EDPHIJ que corresponde a

¢%o(x) = p°(x) — %80” [07 A; ()] Ao(x) = 0 i,

(@) =) = (@),
$ale) = TT(w) — -9 4(x) = 0 (o),
¢5(x) = "0 Aj(z) = 0 —703().
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Mediante la definicién del diferencial fundamental fue posible calcular la evolucién espacio-temporal de los campos
fundamentales de la teoria:

dAo(LL') :dT()l (1‘),
dAz(fE) :a,ng(x)dt — Z%a]deog(I),

ko
M) =" [07 4, (x) dt

} ko 1 ok
diT*(z) = — Eeoma,‘on(x)dt + 5{—:0“8,95057'03(9:),

a partir de las ecuaciones caracteristicas se logré determinar las ecuaciones de campo que rigen al sistema, estas
ecuaciones representadas en el espacio de fase corresponden a derivadas de primer orden de los campos fundamentales:

Ai(z) =701 (),
Ai(z) =07 Ag(z) + 2%6;”%03(3:)7

Hz(m):_EgzokalagA()(x)_'_ieokza]agﬂ)s(x)’

mientras que en el espacio de configuracién las ecuaciones de campo:

k «a i Az .
Ee B’YFB,Y(.Z‘) = 30k OF 13 (),

la presencia de los pardmetros 791 () y 7o3(x) en las ecuaciones de campo vuelve arbitraria la evolucién del sistema,
ésta indeterminacién surgi6 debido a la presencia de dos EDP linealmente independientes dentro del conjunto de
EDPHJ,' puesto que 01 (z) es la inica EDP linealmente independiente dentro del sistema, fue necesario construir la
otra EDP mediante una combinacién lineal de 0 (z), 03(z) y 84(x), obteniendo como resultado:

_3

1] QT 27 TTTE
2€O]8i Aj(x) — ?81‘ " (),

04(z)

dicha EDP fue anexada al conjunto de EDPHJ remplazando a 64(z), de modo que ahora el conjunto de EDPHJ estd
conformado por

01 (x) =I1(2),

Oo() =TT (@) — - Ay(a),

k
93(IE) :H2(l’) + EAl(x),
04(x) =507 A,(w) — 0TI (z),

como 6o (z) y f5(z) son EDP linealmente dependientes, fue posible construir con ellos una matriz invertible y definir
los paréntesis generalizados evaluados a tiempos iguales:

{F(2), G} = {F(2),G(y)} = [[ Pud®v {F(2),05(u)} [O5 (v, )], {0c(v). G(y)}; {a,b} = {2.3},

de manera que la dindmica del sistema se pudo reescribir en términos de los PG y reducir asf los grados de libertad del
sistema:

dF (z) = / @y (F(2), 6, (9)} ¥ dr(y): {0} = {0,1,4}.

"Para determinar la independencia lineal de las EDP fue necesario cambiar la notacién manejada para representar el conjunto
completo de EDPHJ, dicho cambio de notacién se lo realizé en el capitulo §5 en la ecuacién (5.1.1).
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Mediante los PG se logré eliminar las EDP linealmente dependientes, mientras que para eliminar las EDP lineal-
mente independientes se propuso imponer nuevas restricciones a la teorfa correspondientes al gauge de radiacidn,
caracterizado por

Ao(x) Oa
97 Ay (x) =0,

las anteriores ecuaciones se afiadieron al conjunto de EDPHJ y permitieron que este se caracterice por estar confor-
mado tnicamente de EDP linealmente dependientes, las cuales corresponden a

b1(x) =I°(2) —71(z),
02 () 5250”3% (x) — 2%33”1?'(%) =7 (2),
93({17) EA()(.%) _>7_3(x)7
04(1‘) EafAl(lL') %74(1:)7

por lo que fue posible aplicar la condicién de Frobenius para despejar todos los pardmetros arbitrarios 74 (z) en
términos del tiempo:

dra(y) = —//d2ud2v@;{},(y7v){ﬁp(v),Qo(u) *qt; (H, P} = {1,...,4},
eliminando as{ la arbitrariedad del diferencial fundamental:
AP(z) = [ Ey{F(@). ) ¥t

en donde se a definido los paréntesis generalizados evaluados a tiempos iguales en el gauge de radiacién entre dos
variables dindmicas mediante:

{F(2), Gy)}* = {F(2), G} — [ Pud®o{F(2),0u(y)}F Op(u.v){0p(v), Gly) 1,

dada la equivalencia funcional de los PGR con los Paréntesis de Dirac evaluados a tiempos iguales construidos en el
gauge de radiacion, se determind que los inicos PGR fundamentales distintos de cero son

21 1
T

21

= [eomi90F — om0 5] L 2x—y).

52(X - y) 7 V2

{Ai(), 4; ()} =

Como los PGR involucran la informacién de todas las EDP, los grados de libertad del sistema se suprimen com-
pletamente hecho que resalta que la teoria de Chern-Simons pura toma relevancia al ser estudiada como una teoria de
acople.

9.2. Teoria de Maxwell-Chern-Simons

Partiendo del estudio candnico de la teoria de Maxwell-Chern-Simons y mediante un andlisis de integrabilidad, se
determinaron dos restricciones que junto con la ecuacién de Hamilton-Jacobi en términos de densidades, conformaron
el conjunto completo de EDPHI:

do(z) =p° + Hcs =0 —t,

qbl (i) :HO =0 —T1 (LU),

o () zﬁaoijﬁfAj(a:) + 8izHi(a:) =0 —7a(x),
™
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donde t y 7 (x) corresponden a pardmetros independientes asociados a cada elemento del conjunto de EDPHI, dichos
pardmetros establecen la dindmica del sistema, mediante el diferencial fundamental definido por

dF(z) = /dZy {F(x),po(y)}dt + {F(z), ou(y)}dru(y)]; {P,H} ={1,2}.

A partir del diferencial fundamental se pudo establecer el conjunto de ecuaciones caracteristicas del sistema:

dAO (1’) :d’Tl (.’E),

dA;(z) = |TT(z) — —f VM A, (x) + 82’140(35)} dt — dFdre(z),
78
[k
I (z) = an’ﬂla,fAl(x) + a,fnk(x)] dt,

AT (@) = | —=20i TP (4) - (M) Aily) + O F7 (@) + =<0 05 Aoly) | dt
k .
— "0 dra(),

mediante estos diferenciales, se logré determinar la dindmica de la teoria de MCS mediante las ecuaciones de campo,
que en el en el espacio de fase corresponde a

Ay(z) =1 (),
Az(x) = |:Hi(11;’) — ﬁsmmAm(x) + 8on(x)] — 07 1o (),

. k
%(z) = [4”60’“[8,?145(33) + 8,?1‘[’“(3:)} ,

T @ 1ji k j kN k. 0ij oo k. 0ij e
" (x) =07 F7"(x) — EEOin](x) - (477) Ai(x) + Eeojaj Ap(z) — Esojaj To(),

mientras que la ecuaciones de campo en el espacio de configuracion se expresan mediante:

k koo
afr Ba _ 0ij 9z -
o Fg, +0gF e 0j Ta(x).

Como consecuencia de la independencia lineal de las EDP surgieron pardmetros arbitrarios 7 (x) en las ecuaciones
de campo, implicando que la dindmica de los campos no sea univoca, para abordar este problema se propuso realizar
el estudio de la teorfa de MCS en el gauge de Coulomb, el cual impone las siguientes restricciones sobre los campos
fundamentales:

0 zafﬂi(x) — —f EOklﬁ,fAl(x) + 0707 Ag(x),
T
0 =07 A;(x),

estas restricciones permitieron eliminar la independencia lineal de las EDP al afadirlas dentro del conjunto de EDPHJ,
el cual estd conformado por

¢o(x) =p° + jfz\(/)jcs —t,

¢1(z) =II°(z) = 0 —71(2),
ba(z) _%go’”a,ﬂg/xl (z) + OFITF(2) = 0 —7 (),
p3(z) =0FOF Ag(x) + ggo’vla,ﬂgAl (z) + OFITF(2) = 0 —73(x),
pa(z) =0F Ai(2) =0 —71y4(x).
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Nuevamente se recurri6 a la condicién de Frobenius para obtener una relacion entre los pardmetros arbitrarios 7 ()
y el tiempo:

drua(y) = / / Pud?v®yL (y,v) {6 (), dolu)}dt,

dicha relacién permiti6 eliminar la arbitrariedad de la teoria al reescribir el diferencial fundamental dnicamente en
términos del tiempo:

dF(z) = / Py {F (), doly) ¥ dt,

donde se defini6 los paréntesis generalizados evaluados a tiempos iguales en el gauge de Coulomb:

{F(2),Gy)}* = {F(2),Gy)} - / / Pud?v{F(x), 61 (1)}B55 (0, v) {65(0), GW)}.

como la dindmica estd determinada por los PGC y teniendo presente que estos involucran la informacién de todas la
EDP del sistema, los grados de libertad del sistema se reducen de seis a dos. Dada la equivalencia funcional de los
PGC con los paréntesis de Dirac evaluados a tiempos iguales en el gauge de Coulomb se dedujo que los tinicos PGC
fundamentales no nulos de la teorfa son

(A0 001 = (8- 2707 g5 ) x - ),
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Capitulo 10

Conclusiones

Las teorias de campos de CS y MCS se caracterizan por ser invariantes bajo transformaciones de gauge locales, lo
que tuvo como consecuencia de que la Lagrangiana que las describe sea singular, el tratamiento dindmico que se le
da a las teorias singulares es diferente al realizado para teorias regulares debido a la presencia de relaciones entre los
campos fundamentales de la teoria que reducen los grados de libertad de la misma, este tratamiento recibe el nombre
de método de Hamilton-Jacobi para sistemas singulares y requiere que las restricciones encontradas se interpreten
como ecuaciones diferenciales parciales y se mantengan en involucién mediante las condiciones de integrabilidad.

Al someter tanto la teoria de CS como la teoria de MCS a las condiciones de integrabilidad, se determina la nece-
sidad de adicionar nuevas restricciones para mantener involutivas a las EDP de cada sistema, para la teoria de CS se
estableci6 la restriccion ¢’ (z) para mantener involutiva la EDP ¢, (), mientras que en la teorfa de MCS se impuso
¢2(x) para mantener a ¢ () en involucidn, de este modo el conjunto conformado por la ecuacién de Hamilton-Jacobi,
las primeras EDP de los sistemas y la EDP que surge del andlisis de integrabilidad establecen el conjunto completo de
EDPH]J en cada teoria.

A cada elemento de los conjuntos de EDPHJ se le asocié un pardmetro arbitrario 7(z) que depende del espacio-
tiempo con la finalidad de introducir la informacién de cada EDP al diferencial fundamental, el cual describe la
evolucién de las variables dindmicas en el espacio de fase, éste diferencial permiti6 aplicar la condicién de Frobenius
a las EDP para garantizar que cada conjunto de EDPHJ sea completo y por consecuencia obtener una solucién de
los sistemas mediante las ecuaciones caracteristicas, estas ecuaciones permitieron identificar la indeterminacion en la
dindmica de los campos debido a la presencia de los pardmetros arbitrarios 7(z) en las ecuaciones de campo en el
espacio de fase y de configuracion.

Se observé que al aplicar la condicién de Frobenius a las EDP ¢, (z) en la formulacién de CS se obtuvieron
relaciones entre los pardmetros arbitrarios [¢, 7;2(x), T03(2)], esto es debido a dependencia lineal que poseen estas EDP,
lo que permitié introducir la informacién de dichas EDP al diferencial fundamental mediante el uso de los paréntesis
generalizados, reduciendo asf los grados de libertad del sistema, por otro lado, la arbitrariedad que caracteriza a las
ecuaciones de campo de las teorfas de CS y MCS se originé por la presencia de las EDP linealmente independientes.

Con el propdsito de eliminar estas arbitrariedades se propuso un andlisis adicional mediante la imposicién de nuevas
restricciones entre los campos fundamentales que permitan eliminar la independencia lineal de las EDP en cada teoria,
por lo que se consideraron las condiciones del gauge de radiacién y del gauge de Coulomb para las teorias de CS
y MCS, respectivamente, lo anterior permiti6 determinar la dependencia temporal de los pardmetros arbitrarios y
redefinir la dindmica mediante los PGR y PGC, eliminando las arbitrariedades que poseian estas teorias, ademads se
encontrd una equivalencia funcional entre los paréntesis generalizados evaluados a tiempos iguales en cada gauge con
los paréntesis de Dirac evaluados a tiempos iguales en sus respectivos gauge.

Como trabajo para futuras investigaciones, se sugiere la extension de este estudio analizando distintas condiciones
gauge en las teorias de CS y MCS, involucrar interaccién con otros campos como el campo fermidnico o explorar
otras teorias gauge topoldgicas y sistemas singulares en diferentes dimensiones.
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Apéndice A

Teoria de Chern-Simons Pura

A.l. Demostracion ecuacion de equivalencia 3.1.2

Es posible eliminar el segundo sumando de la Lagrangiana primada (ec. 3.1.1), de este modo, se partird de la integral
de la accion asociada a esta Lagrangiana, definida como

caBy

o'[Ag] = / BrLes + / d3zd, {kS

— FaﬁA(a:)} . (AL1)

Es crucial destacar que la contribucién del segundo término en la accién es cero debido a las condiciones de frontera
impuestas en el campo gauge A, () [6, 16]. Dichas condiciones establecen que

0A,(x,t1) =06A,(x,t2) =0, (A.L2a)
lim A, (x,t) =O0. (A.12b)
X—> 00

Al calcular la integral del segundo término de la ecuacion (A.I.1) y expandiendo la suma en el indice ~ se llega a

fecBY

tz t2
/ 320, [Faph(z)] = Si {50‘/30 / d*x / dtdy(FapA) 4 2P / dt / d%@i(FaﬁA)]
me tl tl

k e
= — Saﬁo/thT(FaﬁA)? + EO(BT’/ dt% d?“iai(FaﬁA) ,
8me ! t g

al aplicar la condicién de frontera de extremos fijos ec. (A.l.2a), el primer término de la ecuacién se anula. En cuanto
para el segundo término, se utilizar la Ley de Gauss restringida a dos dimensiones, lo que permite evaluar la integral
en una superficie S que se extiende al infinito. No obstante, debido a la condicién de frontera (A.1.2b), el segundo
término resulta ser cero, de modo que la accion asociada a £’ se reduce a

8me

o'[Ag] = / v Los(Aa, 0Ap), (A.L3)
por lo que la accién asociada a la Lagrangiana de la teoria C-S, es la misma que la definida en la ecuacion (A.L.3).

Este hecho implica que el Lagrangiano del sistema no es Unico y que existen varias Lagrangianas que conducen a las
mismas ecuaciones de campo. Por lo anterior se concluye que

— !/
gcs = gcs,

demostrando asi la relacion (3.1.2).
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A.Il. DEMOSTRACION DEL HAMILTONIANO CANONICO CS

A.Il. Demostracion del Hamiltoniano canonico CS

El Hamiltoniano canénico se obtiene a través de la siguiente expresion:

HO = /dzﬂj[H‘u(l‘)ﬁoA“ 7.,2”03].

Para obtener una expresion explicita, se sustituyen las relaciones (3.0.1), (3.3.1) y (3.3.3) en la transformacion de
Lagrange y se expande la suma sobre el indice p. El resultado es el siguiente

k .
HO :E /d2$ [SOHA]'&)A]' - 5“57(80(145)147]

:ﬁ /d% €% A;00A; — %97 (By Ag) Ay — £97(8;A5) A, ]

:ﬁ d2x [EOij i A]' — 0l 7 Aj - Eioj(aiAo)Aj - Ei‘jo(aiAj)Ao}
:E d2I I:EO” (aZAo)A] - 80” (8ZAJ)AQ} ;

teniendo en cuenta la identidad

el Hamiltoniano canénico puede ser reescrito como
0o_F o 2
H :EE d°x [(@AO)AJ — 2(6114])140]

k . ko
= — % d2.’£60 7(82-Aj)A0 + EEO J ﬁdriAOAj‘

La integral de superficie es nula, ya que se evalian los campos en el infinito y por la condicién de frontera (A.1.2b)
estos son cero en el infinito. Por lo tanto, se obtiene

k .
HO = —27 /d2$50”(6i14j)140.
s

Asi demostrando que el Hamiltoniano candnico es igual a la ecuacién (3.3.5).
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Apéndice B

Aplicacion del método de Hamilton-Jacobi a
la teoria de Chern-Simons

B.I. Calculo de los PP presentes en la tabla 4.2.1

= Cilculo de los PP relacionados con ¢ (x):

{#%(@), %)} 0]
5040} = {1 (o) ~ e 04, 000, T

_ %gow‘ 07 A; ()] { Ao (), () }

| e A )]6(x— ).

Y

(o) ) = {57(@) — 500 (@) Aa(o), T ) + < i)}

:%50i‘jA0(1’)af {AJ (1’), Hk(y)}

k _oij @ 5 k 52
=5 T Ao(2)070,;70%(x —y)

ko
= %sozkAg(x)af(SQ(x —y).

{¢00 (z), ¢03(y)} :
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B.I. CALCULO DE LOS PP PRESENTES EN LA TABLA 4.2.1

= Célculo de los PP relacionados con ¢ ():

k

(30,8500} = {1000 — 3= 0L )] Ao

%EOU [0 A; ()] { Ao (y), T ()}

| ¥ couifgra, ()12 (x — y).

(6% (), 6% (y)} =[0.]
{¢% (), d%5(»)} =[0.]
(6% (x), 0% (y)} =[0.]

= Célculo de los PP relacionados con ¢’ (x):

(0200, 8500} = { ~TT0) + 50,5 0) ~ 5 LA A |

_ %WAO@)@,@:{AJ(@), T (2)}

E
= e Ay (y) 05 (x — y).

27
{<z>z<w>, ")} =[0]
(050,80} = { T o) + ey, T ) + e}
= O Ay (), T ()} — 09 {4 (), 1T (3))
= 552 — ) - 955 x — )
= (M PR (x )
| e (x ),

(o) 50} ={ T + e,00), oL A
=M, (5), T ()
Ok (x — y).

Christian Martinez Benavides 51



APENDICE B. APLICACION DEL METODO DE HJ A LA TEORIA DE CS

= Célculo de los PP relacionados con ¢%(x):

{¢%(x), 6% ()} ={0.]
{6% (@), ¢ (»)} =[0.]
(6%) y}={e°” I + )|

= O”W{A (), 1 (1)}
= %07 8% (x — y).

{6%(x), 0% (y)} =[0.]

B.II. Calculo de los PP presentes en la tabla 4.3.1
Para A,(z):

(Aol 69500} = { o). 1(0) — S04 )] Aol) =
(Ao(e). 04 0) = {Aola) T0(0)} =[x )

(Ao(e). 050} = { 4,00, ~T0) + i)} =
{Ao(@), #%5(9)} = {Ao(2), ™[O Ar(y)]} =

Para A;(z):

(Ao 500} = { Aia).10) — e oL A Aolo) =
{Ai(2). 6% (1)} = {A4i(2). () } =

(o). o)) = { i), ) + M)}

= —{Ai(2),II*(y)} = =66 (x —y).

{Ai(@), %)} = {Ai(z WayA()]}

Para I1°(z):

(1) 650} = {10010 = =M LA Aol |

:%g%i [0Y A; (1)]{Ao(v), °(z)}

_ %EOU (07 A (1)18%(x — ).

(1), ()} = {1°(2), ()} = [0.]
(1°(a). %) = {—H%c) ) + ) -
{I0(), 6% (1)} = {11° (), ™M [ As(w)]} =
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B.Il. CALCULO DE LOS PP PRESENTES EN LA TABLA 4.3.1

Para IT¢(z):
i 0 i 0 k Okl1 oYy
0 (0). 6500} = { @) 170) ~ e 0L Aal) |

:%EOMAO(y)Gz{Az(ZE)y I (y)}

k (Y4
= —55% akAo(y)52(X -y)-

{I'(z), 0% (v)} = {I"(2), I(y) } =

1T o), oy )} = { ). -4 9) e )}

= geokl{Ag (z),1T(y)}

k

Oki g2
= - S ORiS2(x g,
€ (x—y)

{IT' (), 6% (y)} = {11 (2), " [0} A ()]}
— ORI A (2), TT (y) }

= Mg (x—y).
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Apéndice C

Teoria de Maxwell-Chern-Simons

C.I. Teoria de Maxwell restringida en (2 + 1) dimensiones

La teorfa electromagnética de Maxwell se puede extender a cualquier dimensién espacio-temporal, simplemente
modificando el rango del indice espacio-temporal y del campo fundamental A, (z) a un espacio-tiempo de d dimen-
siones, donde u toma valores desde O hasta (d - 1). Bajo esta consideracion, el tensor de campo electromagnético
FW(:L’) conserva su estructura antisimétrica, es decir que satisface ', = —F,,,, ademas, tanto la densidad Lagran-
giana de la teoria como las ecuaciones de campo permanecen inalteradas en este proceso. El cambio mas relevante
en la teorfa es el nimero de campos independientes contenidos en el tensor F),, () , que varfa segtin la dimensi6n
considerada [5].

Es fundamental tener conocimiento de los resultados mds importantes de la teorfa de Maxwell restringida en (2+1)
dimensiones. Para ello, es util partir de los resultados generales de la teoria de Maxwell en d dimensiones espaciales.
En esta teoria, el campo gauge fundamental se define como A, (z) = [A¢(z), A;(z)], donde la componente temporal
Ap(x) corresponde al potencial escalar y la componente espacial A (x) al campo vectorial. La densidad Lagrangiana
asociada a esta teoria es

1
Ly = —ZF;w(I)FW(Qf)v (C.LD)
donde F),, (x) representa el tensor de intensidad de campo, definido como
Fo(z) =0,A,(x) — 0,A,(x). (C12)

Debido a que la teoria de Maxwell es una teoria gauge abeliana, tanto su densidad Lagrangiana como el tensor
F,3(x) son invariantes bajo la transformacién de gauge local:

1
Au(x) = Al (x) = Au(z) + g(?HA(x), (C.L3)

aqui, e representa la carga del electrén y A(x) es un campo escalar arbitrario. Ademds, las ecuaciones de campo
derivadas de la Lagrangiana (C.I.1) también son invariantes bajo la transformacién (C.1.3) y se expresan como

0, F" () = 0.

La descripcién del campo electromagnético en (2 + 1) dimensiones se realiza cuando se considera el rango del
indice espacio-temporal = {0, 1,2}, en esta configuracidn, el tensor de campo electromagnético es una matriz
antisimétrica de 3 x 3, con tres grados de libertad. Dos de estos grados de libertad corresponden al campo eléctrico,
mientras que el tercero se asocia al campo magnético. La representacion matricial de F),,, («) se expresa como sigue [5]

0 7E1 (ZL’) 7E2((£)
Fo(z) = | Ei(z) 0 By(x)
EQ(J}) —Bo(.f(?) 0
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C.IIl. CALCULO DE LA MATRIZ HESSIANA

Note que al restringir la teorfa de Maxwell a (2 + 1) dimensiones, el campo magnético se describe mediante un

grado de libertad, es decir se comporta como un escalar el cudl se define como [5]
1 .. g
BO (ZL’) = F12 (LC) = 560” Fij (.’ﬂ) = 502] &AJ (.T),
mientras el campo eléctrico serd definido mediante la relacién

Ei(x) = Fi(z).

C.II. Calculo de la matriz Hessiana

Teniendo en cuenta que la matriz Hessina se define asi

?Lrcs

Wag(z,y) = P x—-y),
D= paane@an’ Y
entonces es necesario calcular las siguientes derivas
0ZLmcs _ la(F“”FW) ﬁgul/p 8(auAu)A
0(05Aq) 4 0(03Aa) 4 0(05A4)" "
1 00,4, — 0, A,,) O(O\A, — 0,A)) k
— AP 2 1 F 14 14 v _pvpspB a g
g [ I B R T W R I e A o

1 v @ « B co « k «
=— 177‘”‘77 P [(5‘;5 L) Y) Fap + Fu ((5 NG — 6%5 /\)] + 747r€ﬁ PA,
k
— Bo Bap
—— PP Zefory,,

donde se usé la métrica de Minkowski restringida en (2+1) dimensiones y se expresa como

1 0 0
n=10 -1 0
0 0 -1
Calculando ahora la segunda derivada de %);¢s:
02 Lrics _ OFHs — P OF,
0(0,Aa)0(0,Ap) 0(0,Aq) 0(0,Aq)
— ,r];u/,r]ﬁ'y a(aVA’Y) _ a(a’YAV)
0(0,As)  0(0,Aq)
= — "0’ [64,6% — 6%,6%]
:n#anﬁ# _ nuunﬁa’
de manera que la matriz Hessiana se da cuando p = 0 y toma la forma de
0 0 0
Wag(a,y) =10 =0 0= [0 1 0] §(x-y),
0 0 1

ecuacion que corresponde a la expresion (6.0.1).
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APENDICE C. TEORIA DE MAXWELL-CHERN-SIMONS

C.III. Calculo de las ecuaciones de campo para la teoria MCS

Las ecuaciones de campo se determinan mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange dadas por (6.1.1). Utilizando
el resultado obtenido en (C.II.1) y teniendo en cuenta que

0Lvcs Kk 04, k. .
oA, ans Gudu) oo = e (0, A40)0
k [e37h
:EE f (8HAV)a

se pueden reemplazar las derivadas correspondientes en las ecuaciones de Euler-Lagrange obteniendo lo siguiente

_8.,2”Mcs 9 [ajMCS:|

- 0A, 0(05An)

k k
_ auv o _ ba Bap
Tt (0,4,) 85[ F (47r + eP¥PA, )]

0

m
B—rv,p—rpt
k apuv aur «
=1 (€0, A, — X0, A,) + 05 F”

k [e7727 e
et E&‘ s Fuy‘i_aﬁFﬁ .

La cual corresponde a la ecuacién de campo (6.1.2).

C.IV. Calculo de las leyes de Maxwell-Chern-Simons

= Ley de Gauss Tomando el valor particular de o = 0 en la ecuacién de campo (6.1.2) y expandiendo la suma en
los deméds indices de tal forma que

8¢FZO + E€OZJF¢]' = 07

haciendo uso de las definiciones (C.1.4) y (C.L.5), se obtiene

V-E= ﬁBO.
2

resultando asf la ley de Gauss (6.1.3).
= Ley de Ampere Tomando el valor particular de @ = ¢ en la ecuacion de campo (6.1.2), y expandiendo la suma
en los demds indices de tal forma que
0 :a()FOL + ajF’L] + E(SLOJFOJ‘ + EU()FJ‘O)
~—_———
26041 Fj,
k. oij
:aoFiQ + 6jFij + %8 Fjo, (C.IV.I)
pero considerando las ecuaciones (C.1.4), (C.L.5) y la siguiente identidad:
(V X By); = —€i500;Bo = —€i;00; (€oriOk A1)
= *(€Oij€akl)6j8kAl = — (5ik5jl — 5il(5jk) 6j(3'kAl

= 0,0;A; — 0;0;A; = 9;(0;A; — D, A;)
= 0 Fji,

56 Christian Martinez Benavides



C.V. DEMOSTRACION DE LA ECUACION DE CAMPO PARA EL VECTOR F°(z)

la ecuacion (C.IV.1) se reescribe como

0E; k.
o+ B+ (V x Bo)i = 0,

siendo esta la Ley de Ampere (6.1.4).

» Ley de Faraday La identidad de Bianchi para el tensor de intensidad de campo establece que
s"‘ﬁ”(‘?ang =0,
expandiendo los indices griego se llega a
0= EOijaoFij + ainaiFOj + sijoaiFjo
= %8050”&]- + sOijé)iFjo,

y expresando lo anterior en términos del campo magnético y eléctrico se llega a

oB° .
W+(VXE) =0,

demostrando asf la ley de Faraday (6.1.5).

C.V. Demostracion de la ecuacion de Campo para el vector dual del tensor
electromagnético

Remplazando (6.1.6) en la ecuacién de campo (6.1.2) se obtiene
k auv Ba
0 :ES F,, + 0sF
k - .
zﬂso‘“yengﬁ + 05ePE,
k - .
= (0%0% - Y00 EP + 03P F,
k a I vy T
=50 LEP + 03P F,
k-~ -
— Pt (0557 )
21 7T e

k « « I
(277'77 B+€ M&Y) Fﬁ.
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APENDICE C. TEORIA DE MAXWELL-CHERN-SIMONS

Aplicando a ambos lados de la igualdad el operador (%nw — awav), resulta

k k -
= | — — v v aB afy
0 (271_ e 5uaua ) <2ﬂ_7} +e€ 8ry> Fg

k 2 k o k v @ v n
B [(%) Wanaﬁ + %nzwﬁ BW@W - %naﬁfufwa + €auv€ 7 Oy | Fp
k 2 k k ~
= () (;MB + P78, — (¢ bry. + (5561;7 — (5#751,6) 0”0, | Fg
2m (v—7)

. 1 -
=0F, — 8#551/&{ o Fgy + uQFM,

obteniendo asi la ecuacion de Klein-Gordon (6.1.8):

O+ UQ)FM =0.

C.VI. Calculo del Hamiltoniano MCS

Para determinar el Hamiltoniano canénico de la teoria MCS, es necesario calcular las siguientes relaciones:

Partiendo de (6.2.3) resulta

doA; =" + 9;Ag — ZEOZJAj, (C.VLla)
vy
Fz) =T (x) — anifAj(x), (C.VL1b)
y de (C.I.4) se obtiene
1 g 1
BO — §EOUF7Lj — 5 <5012F12 + 5021F21)
1
=3 (Fi2 + Fi2)
= F1p = "0, A, (C.V1.2)

cabe aclarar que se usard la notacién T% T4 = (T%)2,
La densidad Hamiltoniana es
1 k
HYog =TP00As — L =T1P0,Ag + ZFQBFW - 4—aafﬁ(aaAﬁ)Av,
m
trabajando con cada sumando de la expresion
= Para el primer término:
0
HﬂaoA@ :H%QAO + HzaoAl
a koo
=IT" <Hl + BiAO — EOWAJ‘>
4
i i i k oijpyi
=IT'IT* — ApO;IT" + 81(1_[ Ao) — Z& 11 Aj,
7
donde se us6 la identidad T1'9; Ag = — Ao0;IT° + 9;(I1* Ag) y las relaciones (6.2.1), (C.VI1.1a).
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C.VL. CALCULO DEL HAMILTONIANO MCS

= Para el segundo término:

1
- aﬁpaﬂz

1 (Fos F” + FigF™")

(2F0F" + 2F, F'?)

(_FiOFiO + F12F12)

L/ ko0 )\
I — Vi g,
2 ( 47r8 J) *

DO = | =] =

(0.,

1
2
se remplazaron las relaciones (C.VI.1b) y (C.VI.2).

= Para el tercer sumando:

k. k k
Taint P1(0aAp)Ay = - 55057(8014[3)147 T int P1(iAp) A,

= — % [EOij (BQAZ)AJ + Sioj (ale)AJ + Eijo(aiAj)Ao]

B
= - 550” [(GoAi)Aj — (0iAo)Aj + (0:A;) Ao

= — EEO J [F OAj + (81AJ)A0}

= — ﬁ{-:Oij |:<Hl — ﬁTé‘OikAk> Aj + (&AJ)AO}

47

k 1T k ij ? k i
= — 550 ITI Aj + (47750 JAj) — EEO JAO(BZ-A]-).

De modo que la densidad Hamiltoniana queda

1 k
Hies =I700Ap + ZFQBFM B Egam(aaAB)Av
k

o , , k oiives 1/ . 0is 2 0ir 9
=IT"'IT* — AoaiHZ + 81‘(1_11140) — EE “TI A] — 5 (Hl — EE szj) + 5 (E ”&Aj)

7

o k. ko I A 2
—IIIT — 2(IT7) (MEOUAj) + (MsolﬂAJ—) = (HZ - MEOUAj)

— TEOZJHZA]‘ + <47T€0”Aj) — E&‘O”Ao(aiAj),

+ - (%90,4;)° - EEOUAO(@AJ-) — ApOIT' + 0;(IT A ),

1
2
ok I 2 2 5
= (H’L — 471_601]14]‘> — 5 (1_[z — 47{_50”14]‘) + 5 (501‘781‘14]‘)
koo . ,
— EEOWA()(GZ‘AJ‘) — AoaiHl + ai(HZA()),

Tl koo o 1 o ko . .
:5 (Hl — 47(_80”14]‘> + 5 (80”82‘143')2 - ESO”A()(aiAj) — AO(%HZ + 81-(H’A0),
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APENDICE C. TEORIA DE MAXWELL-CHERN-SIMONS

con esto el Hamiltoniano candnico resulta

1/ koo N\ 1, sk .

HC(MCS) :/dzl’ 5 <H7' — 47(_602]14]') + 5 (60”61‘141') — EEO”A()((?@AJ') — Again
+/d21'ai(HiAo),

1/ koo N\ 1, sk N

:/dzl’ 5 <H7' — 47(_602]14]') + 5 (60”61‘14]') — EEO”A()((?@AJ') — Again
0

+?£da ‘Ao),

por las condiciones de frontera (A.1.2) la integral de superficie es nula, por lo tanto

1 ik o ‘1 0ij 2 koo i
—(II* — —¢ ]Aj +*(€ jﬁiAj) 756 jAo(aiAj)onaiH .

Heuces) :/d2$ 5 P 5

Obteniendo asi el Hamiltoniano candnico de la teoria MCS (6.2.4).
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Apéndice D

Aplicacion del método de Hamilton-Jacobi a
la teoria de Maxwell-Chern-Simons

D.I. Calculo de los PP de la tabla 7.2.1

A continuacién se exponen los célculo de los PP entre el conjunto de EDPHI:

Para ¢o () :
{g0(2), é1(y)} :{po . {H%x) - ﬁA (« ﬂ r 5 (0907 4,(x))® - ﬁe“mom@%ﬂ@
~ Ao(@)OIT (@), H°<y>},
= < {Ag(a), T()} 95 Ay () — { Aol), T(y)} 7T ()
- | etiora <>+afni<x>} Px—y).
(e} =5+ § [0~ Ea @] + ] (o] - £ anmorae)
— AT (@), ﬁeO’“azAxy) + a};H’f(y)}
4"; 0k {n@'@) 4’; Oim 4 ()] 9Y5%(x — y) ——Ao S Px—y)

+ 580’”"&%5' 3 (x— y)08, A (),
_ ko iy K _oim i - K oim ys2 .
=1c {{H (x) 1c Am(:c)] {H (x) c Ap(x)| ¢ 00" (x—y)
={0.]
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Para ¢; (z)
(r(a) o)) {100 + 3 |10 — 1At + 5 [0 )
— M A )] A (0)] ~ Ao(w) () |

= O L A0(y), ()} O Au(y) + { Aolw), ()} LTI ()
- | femora) + opmt )] a2 ).

{01(2).01(9)} = {°(2), I°() } =

(01(0), 20} = { T 0), ™00 ) + 01T | =

Para ¢o(x):

(o), n()) ={ {207 ) + 07 )+ 3 [1H0) = M|+ 5 ML)

oo ) 0 )]~ Ao<y>azn’“<y>},

:ﬁgoijaf [ [Hk(y) 4]; Okm 4 ] {A k(y)} _ Ao(y)a,’j {Aj($)71—[k(y)}]

+8$|: 7T Okl |:Hk( ) 4]{7:T€OkmAm(y):| {Al(y),HZ(:E)}
B [somnaﬁlAn(y)] Okl gy {Au(y), Hl(:c)} + %80’“%0(1/)3,‘3 {Au(y), Hl(x)} } ,
:ggmjagc { {Hk(y) _ ﬁTEOkmAm(x)} — Ao(y)a};’} 5jk52(x -y)
i gomaf{ﬁr [Hk(y) _ :;ra(]kmz‘lm(y)] - [50mnf)§nz‘1n(y)] oy
k

+ MAo(y)az}éli(gQ(x -y),

—4’;50%3;0{ [H'%y) - ﬁf%m“lm(gj)} - Ao<y>az}62<x -y)

+8OM3I{4€T [Hk(y)_ 4/<7 gOkm g (y )] _ [ O"‘"E)yA (y )] ay+7Ao( )(’)y} (x—y)7

~ [ A )] O} *M‘SZ(X -¥).

SO0 (91 A, ()] PO 0% x - )
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D.II. CALCULO DE LOS PP DE LA TABLA 7.3.1

{ta(o { e 07 A; () + OF I (x), H”(y)} =
(0a(0), 62000} = { {2107 A ) 4 OFT ), M0 Ay + O{TH 1) |
= £ ougrap {Ay(), ()} — 1M {Auly), 11 (e))

k ) 0
:waaz'm—y — o % (x ~y) =[0 ]

D.II. Calculo de los PP de la tabla 7.3.1

Calculando los PP entre los campos fundamentales de la teoria MCS con el conjunto de EDPHJ. Comenzando con

Ao(l‘)i

k

47T OklAl( ):| % [ OklayAl( )}

(Ao(e). )} ={ Aafe) s+ 5 [0) -

_|_
k
- E&“Ao( )0} Ai(y)] Y)Y ( }

{Ao(x), 61(1)} = {Ao(@), (1)} =M

(Ao(a). ) ={ o) 3 0L A + X (0) =

Para A;(z):

(sta). o) ={ Aie).s? + 3 [0 = e )]+ 3 ML A’

_E ok 00 A1) Ao<y>azn’“<y>},

ar
= [0~ )] (o). T )} = A0 {410, T 1)}
[ = ) + Adr| 20 y)

{A4:@), 610} = {Aula). () =
(A(0), 620} = { Ai(o), 1-=M0L () + )}
=0f {Ai(2), () }

= 078 (x — y).
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Para I19(z)
(10, 0} ={ )" + 5 [ 1°(0) - 4’; M|+ o)
- 1 AL ~ AT ) .
= O L A0 (3), ()} O Au(y) + { Aolw). ()} LTI ()
— mewagm(y) + 82Hk(y)} 5 (x — y).
{I0(2), 61 (1)} = {I°(2), () } =
(00, () = {0, {2402 () + T ) =
Para IT¢(z):
(1), o)} ={ @)+ 5 [140) = e as)| + 5 o)’

_ R o ) ar A )] - Ao<y>a,zn’“<y>},

7

con la finalidad de simplificar el calculo, se procede a desarrollar cada PP no nulo de la anterior relacién:

41 4

_ ﬁ 17k ﬁ 2 kem m ek
= |:4ﬂ_50sz (y) - (47T> (5k 0" — 8k 6y )Am(y)

5 (x —y).

* {ni(m 3 [mro) - e aw)] } e 1) - e A0 8- )

5 (x—y)

& 1) 5 (oL A | = - [0 4,00 40 {Ai). I 0)}
= Lok Fon (1)) (x — )
= SO Fa()x — ¥) — 50T Fan()5(x )
=0} Fri(y)0*(x — y).

& {Hi(x), —IjT(sOklﬁgk’Al(y)} ﬁEOklA oY {Ai(y), 1" (z) }

k 7 @
= Efo FOE Ao(y)6* (x — ).
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D.II. CALCULO DE LOS PP DE LA TABLA 7.3.1

De manera que el PP entre I1°(z) y ¢o(y) es dado por

k k2 koo
et 0) = (45 ) A+ O Faly) + o 0E Ao) | 220x - )
7 7 7

{I'(2), ¢o(y)} =

{I(z), $1(y)} = {IT'(2), I°(y) } =

(T (0), 620} = {IT o), 00 A10) + O1IT) |

=- E€Oklaz {Ai(y), ()} = —Efo FoEs (x — y).
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