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Resumen

En este trabajo se aplica la formulación de Hamilton-Jacobi al campo de Proca, tanto para campos
reales como complejos. La ecuación de Proca, una extensión de las ecuaciones de Maxwell, descri-
be el comportamiento de partículas bosónicas masivas. Este estudio busca proporcionar una des-
cripción alternativa a la teoría canónica tradicional mediante el uso del formalismo de Hamilton-
Jacobi. Se han derivado las condiciones de integrabilidad, las ecuaciones características y se han
construido corchetes generalizados para ambos tipos de campo. Además, se exploran las implica-
ciones de introducir una simetría de gauge local, lo cual ofrece una comprensión más profunda de
la dinámica de los campos bosónicos. Los resultados confirman que la formulación de Hamilton-
Jacobi es una herramienta efectiva para analizar y comprender la dinámica de los campos de Proca,
validando su equivalencia con el enfoque canónico y ampliando el conocimiento en este campo.
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Abstract

This work applies the Hamilton-Jacobi formulation to the Proca field, both for real and complex
fields. The Proca equation, an extension of Maxwell’s equations, describes the behavior of massive
bosonic particles. This study aims to provide an alternative description to the traditional cano-
nical theory using the Hamilton-Jacobi formalism. The conditions of integrability, characteristic
equations, and generalized brackets have been derived for both types of fields. Additionally, the
implications of introducing a local gauge symmetry are explored, offering a deeper understanding
of the dynamics of bosonic fields. The results confirm that the Hamilton-Jacobi formulation is an
effective tool for analyzing and understanding the dynamics of Proca fields, validating its equiva-
lence with the canonical approach and expanding knowledge in this area.
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Glosario

Bosón: Partícula fundamenta de espín entero que obedece el
principio de indistinguibilidad.

Grados de libertad: Número mínimo de coordenadas generalizadas para
determinar el estado de un sistema físico.

Densidad Lagrangiana: Es una función que describe la dinámica de un campo
en teoría de campos.

Cuadrivector potencial: Cuadrivector que combina los potenciales eléctrico y
magnético en un vector de cuatro dimensiones.

Vínculos: Condiciones que ciertos campos o funciones deben sa-
tisfacer debido a simetrías, leyes de conservación o la
estructura de la teoría misma.

Matriz Hessiana: Matriz cuadrada formada por las segundas derivadas
parciales de una función de n variables.

Transformación de Legendre: Es una técnica matemática utilizada para cambiar la
variable dependiente en una función a su derivada res-
pecto de una variable independiente.

Hamiltoniano canónico: Función fundamental en la mecánica hamiltoniana,
describe la energía total de un sistema físico en fun-
ción de las coordenadas generalizadas y los momentos
conjugados.

Lagrangiano equivalente: Es un Lagrangiano que describe la misma física y pro-
duce las mismas ecuaciones de movimiento para un
sistema dado que el Lagrangiano original de la teoría.

Corchetes de Poisson: Estructura matemática fundamental en la mecánica
clásica y en la teoría de sistemas dinámicos. Se uti-
lizan para describir la evolución temporal de las fun-
ciones en el espacio de fases de un sistema dinámico
y tienen una relación estrecha con las ecuaciones de
movimiento de Hamilton.
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Derivada funcional: Una derivada funcional es un concepto extendido de
la derivada clásica, esta mide cómo cambia un funcio-
nal en respuesta a pequeñas variaciones de la función
sobre la cual opera.

EDPHJ: Siglas para ecuaciones de diferenciales parciales de
Hamilton-Jacobi. Estas son utilizadas en la mecánica
clásica para encontrar soluciones y describir la diná-
mica de sistemas físicos conservativos.

Condición de integrabilidad: Condición matemática que asegura que un sistema de
ecuaciones diferenciales tiene una solución única y
consistente.

Ecuaciones características: Son un conjunto de ecuaciones diferenciales totales
derivadas de un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ). Estas ecua-
ciones características permiten encontrar soluciones
del sistema original mediante la determinación de una
congruencia de curvas en el espacio de configuración.

Corchetes generalizados: Extensión de los corchetes de Poisson que se utilizan
en sistemas con vínculos no involutivas dentro del for-
malismo de Hamilton-Jacobi. Los corchetes generali-
zados se introducen para proporcionar una estructura
consistente para el análisis de la evolución del sistema.

Vínculos no involutivos: Los vínculos son no involutivos cuando no conmutan
entre sí bajo los corchetes de Poisson. Esto significa
que los corchetes de Poisson entre las restricciones no
son cero, lo cual implica que las restricciones no for-
man un álgebra cerrada.

Simetría de gauge local: Grupo de simetría infinito que depende de un conjunto
de parámetros definidos en el espacio-tiempo.

Transformaciones gauge locales: Son transformaciones de algún grado de libertad in-
terno, que no modifican ninguna propiedad de las ob-
servables físicas.



Capítulo 1

Introducción

En teoría cuántica de campos, las interacciones fundamentales entre partículas se describen me-
diante campos que pertenecen a grupos de simetría específicos en concordancia con el modelo
estándar de partículas. El más sencillo de ellos corresponde a la teoría de Maxwell del campo
electromagnético, este es un campo gauge asociado a la simetría U(1) que se estudia en la elec-
trodinámica cuántica (QED). Aquí se establece una restricción sobre la masa en reposo del fotón,
la cual es propuesta para ser cero, esto es consecuencia de que la inclusión de un término de masa
generaría inconsistencias con el hecho de que la fuerza electromagnética es de largo alcance (en
caso de tener masa habría un decaimiento exponencial de la fuerza). No obstante, al considerar una
interacción de corto alcance se podría sugerir la implementación de una QED masiva [1].

Producto de esto surge la electrodinámica masiva de Proca, en ella se constituye el modelo más
simple en el que se implementa una masa pequeña a los fotones [2]. A partir de esto, es posible
describir en ella la propagación y las interacciones de partículas bosonicas de espín 1 [3]. El estu-
dio de esta teoría a nivel clásico parte de la densidad Lagrangiana singular propuesta por Proca [4],
la cual involucra una extensión de las ecuaciones de Maxwell. La singularidad de la teoría deviene
en la aparición de ligaduras que no permiten la solución directa de las ecuaciones de movimiento.

Para determinar la dinámica que rige el comportamiento del campo de Proca se ha trabajado,
en el marco de la teoría clásica de campos, mediante el método canónico propuesto por Dirac pa-
ra sistemas con vínculos [5]. Sin embargo, existe un método alternativo y complementario a este
para tratar las particularidades que presenta el estudio del sistema en cuestión, la formulación de
Hamilton-Jacobi. En este trabajo se aplicará la teoría de Hamilton-Jacobi en tres casos diferentes
de la teoría de Proca que ya han sido analizados con el método canónico, de tal forma que sea
posible establecer la equivalencia entre ambos métodos.

En el capítulo 4 se desarrollará el método de Hamilton-Jacobi para el campo de Proca real, es-
te se enfoca en el estudio de partículas sin carga. Aquí, partiendo de corroborar la singularidad de
la densidad Lagrangiana propuesta para el campo real, se discutirán las condiciones de integrabili-
dad, las ecuaciones características y la construcción de corchetes generalizados según se propone

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

en el trabajo de grado, Formulación de Hamilton-Jacobi en teoría clásica de campos [6] y en el ar-
tículo Non-Involutive Constrained Systems and Hamilton-Jacobi Formalism [7]. Luego, el capítulo
5 se centrará en un procedimiento análogo aplicado al campo de Proca complejo, en el cual se trata
con partículas cargadas. En ambos casos el propósito es determinar las ecuaciones de movimiento
para los grados de libertad del sistema.

En el capítulo 6, considerando que es posible construir un Lagrangiano invariante de gauge se-
gún se establece en el informe técnico, Teoria de fotones masivos en las coordenadas de plano
nulo [2], se propone un objetivo adicional a los planteados en primera instancia. Estudiar, a través
de la aplicación de la formulación de Hamilton-Jacobi, las consecuencias que implica modificar la
densidad Lagrangiana de Proca para satisfacer la simetría de gauge local en las ecuaciones de mo-
vimiento, incluyendo en ellas condiciones gauge que sean coherentes con los vínculos del sistema.

Finalmente en los capítulos 7 y 8 se presentarán los resultados y las conclusiones referentes al
desarrollo del trabajo y los objetivos propuestos.



Capítulo 2

Planteamiento del Problema

La ecuación de Proca es una extensión de las ecuaciones de Maxwell, capaz de describir el com-
portamiento de vectores bosónicos masivos tal como su propagación e interacciones, conceptos
directamente relacionados con el desarrollo del modelo estándar de la física. Usualmente su des-
cripción parte de una densidad Lagrangiana singular, la cual puede complicar la interpretación de
la dinámica del sistema.
En orden de ampliar el conocimiento en este campo, en este trabajo se pretende aplicar la formula-
ción de Hamilton-Jacobi al campo de Proca con el propósito de realizar una descripción alternativa
al estudio canónico tradicional, con esto surge la siguiente pregunta de investigación: ¿Como se
describe la teoría del campo de Proca bajo la formulación de Hamilton-Jacobi?

3



Capítulo 3

Objetivos

Objetivo General

Estudiar el campo de Proca mediante la formulación de Hamilton-Jacobi.

Objetivos específicos

Aplicar la teoría de Hamilton-Jacobi a la ecuación de Proca para el campo real.

Aplicar la teoría de Hamilton-Jacobi a la ecuación de Proca para el campo complejo.

Encontrar la equivalencia de la formulación de Hamilton-Jacobi con el método canónico.

4



Capítulo 4

Campo de Proca real

En el año 1936, el físico rumano Alexandru Proca, propone una teoría para el estudio de partículas
masivas de spin 1, añadiendo un término de masa como una extensión a las ecuaciones de Maxwell
[4], inaugurando así el concepto de lo que hoy se conoce como ecuación de Proca. Para llegar a
ella, comúnmente, se desarrolla un estudio del campo de Proca por medio del método de Dirac
para sistemas con vínculos [5], sin embargo, la teoría de Hamilton-Jacobi propone un método
alternativo para tratar con este tipo de sistemas. Este capítulo se centra en aplicar la formulación
de Hamilton-Jacobi en el campo de Proca real (neutro), donde se consideran las interacciones de
partículas sin carga, con el fin de reproducir los resultados del método canónico.
En teoría de campos, la presencia de infinitos grados de libertad evoca la aparición de la densidad
lagrangiana, que, para el campo de Proca real (trabajando con unidades naturales) corresponde
a [3]:

L =
m2

2
Aµ(x)A

µ(x)− 1

4
Fµν(x)F

µν(x), (4.1)

donde se concibe al cuadrivector potencial Aµ (x) = Aµ (t, x⃗), como la variable dinámica que
mejor describe el comportamiento del campo en cuestión. Aquí Fµν se conoce como tensor de
campo electromagnético, definido de la forma:

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ. (4.2)

Sin embargo, para obtener una teoría bien definida, se debe considerar que Aµ estará sometido a
ciertas condiciones de frontera [1]. En primer lugar, tenderá a cero cuando la parte espacial tienda
a infinito,

ĺım
|x⃗|→∞

Aµ (x) → 0, (4.3)

5



6 CAPÍTULO 4. CAMPO DE PROCA REAL

por otro lado, se busca que la acción sea estacionaria, δ
[∫

Ldt
]
= 0, siendo necesario que al hacer

una variación infinitesimal arbitraria,

Aµ (x) → A′
µ (x) = Aµ (x) + δAµ (x) ,

se cumpla que

δAµ (x) |tinicial
= δAµ (x) |tfinal

= 0. (4.4)

Se pueden ver explícitamente las componentes del campo Fµν si se sustituyen los valores del
cuadrivector potencial Aµ = (A0,−Ak) en (4.2), con lo cual las componentes del tensor de campo
electromagnético son

Fµν =


0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0

 → F µν =


0 −Ex −Ey −Ez

Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx

Ez −By Bx 0

 , (4.5)

de lo que se infiere que es un tensor antisimétrico; cabe resaltar que se utilizará a lo largo de todo
el trabajo el convenio de notación donde los índices de letras griegas toman valores de (0,1,2,3) y
los de letras latinas toman valores de (1,2,3).

Es importante resaltar que los sistemas con vínculos son descritos mediante Lagrangianos sin-
gulares, el campo de Proca recae sobre la definición de este tipo de sistemas, infiriendo que su
correspondiente densidad Lagrangiana (4.1) es singular, cosa que se puede comprobar calculando
el determinante de la matriz Hessiana asociada a ella. Se conoce que su expresión matemática es
de la forma

W νβ (x, y) ≡ δ2L

δȦβ (x) δȦν (y)
=

∂2L
∂Ȧβ∂Ȧν

δ3 (x− y) =
∂2L

∂ (∂0Aβ) ∂ (∂0Aν)
δ3 (x− y) (4.6)

donde, por un parte 1

∂L
∂(∂βAα)

= −F βα. (4.7)

Si β = 0, entonces se tiene que 2

∂L
∂(∂0Aα)

= −F 0α = Fα0, (4.8)

1En el Apéndice A.1 se pueden ver los cálculos correspondientes a esta sección.
2Nótese la antisimetría del tensor F 0α en (4.8).
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y derivando de nuevo,

∂2L
∂(∂0Aα)∂(∂0Aβ)

= η0βηα0 − η00ηαβ . (4.9)

Donde η corresponde a la métrica de Minkowski. Por tanto,

W νβ (x, y) =
(
η0νηβ0 − η00ηβν

)
δ3 (x− y) . (4.10)

Recordando que

ηνβ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 , (4.11)

la matriz Hessiana será

W νβ (x, y) =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 δ3 (x− y) . (4.12)

Es evidente que el determinante de esta matriz es igual a cero, con lo cual se afirma que la den-
sidad Lagrangiana del campo de Proca real es singular. Se conoce, del estudio de Dirac, que este
tipo de densidad Lagrangiana impide, desde el punto de vista Hamiltoniano, la resolución de las
ecuaciones que definen los momentos canónicos para expresar todas las velocidades en términos
de las coordenadas y los momentos [8]. De esta forma, la singularidad de la densidad Lagrangiana
implica ligaduras que modifican el número de grados de libertad del sistema en cuestión, las cuales
surgen de la definición de los momentos canónicos conjugados.

En orden de completar la formulación Hamiltoniana, es menester encontrar los momentos canóni-
cos πµ asociados a los campos Aµ, para esto es necesario utilizar como parámetro de evolución a la
coordenada x0, cuyas velocidades relativas asociadas a los campos serán definidas por Ȧµ ≡ ∂0Aµ,
con esto se establece que los momentos canónicos se definen como:

πν ≡ ∂L

∂
(
Ȧν

) =
∂L

∂ (∂0Aν)
.

Donde, recordando la definición (4.2), se determina que,

∂L
∂(∂0Aν)

= F ν0 = πν . (4.13)



8 CAPÍTULO 4. CAMPO DE PROCA REAL

Es aquí donde surge el primer vínculo del sistema [9], pues, de acuerdo al tensor antisimétrico
F µν , se sabe que para el caso ν = 0 se pone de manifiesto que,

F 00 = π0 = 0

Esto, permite definir el primer vínculo del sistema como:

ϕ1 ≡ π0 = 0. (4.14)

Desde el punto de vista de Hamilton-Jacobi se identifica como una ecuación diferencial parcial.
En cuánto al caso en que ν ̸= 0 se deduce que,

πk = F k0 = −Fk0

= −∂kA0 + ∂0Ak

= Ȧk − ∂kA0. (4.15)

Con lo cual se logró construir una ecuación dinámica en el espacio de fase, expresando las compo-
nentes de las velocidades en función de los momentos canónicos y los campos.

En base a esto, ahora, es posible calcular el Hamiltoniano canónico del sistema por medio de una
trasformación de Legendre [10]:

Hc =

∫
d3x

[
πµ (x) Ȧµ (x)− L

]
. (4.16)

Luego, lo que está entre corchetes será reconocido como la densidad Hamiltoniana canónica del
campo de Proca real,

Hc ≡ πµ (x) Ȧµ (x)− L. (4.17)

Recordando (4.1) y en vista de que π0 = 0, al expandir la suma sobre índices, se simplifica la
expresión anterior como3:

Hc =
1

2
πkπk + πk∂kA0 −

m2

2
AµA

µ +
1

4
FkiF

ki. (4.18)

Con lo cual el Hamiltoniano canónico será de la forma,

Hc =

∫
d3x

[
1

2
πkπk + πk∂kA0 −

m2

2
AµA

µ +
1

4
FkiF

ki

]
,

sin embargo, si se considera que,

3Esta simplificación se detalla en el apéndice A.1.
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πk (∂kA0) = ∂k
(
πkA0

)
−
(
∂kπ

k
)
A0,

el Hamiltoniano se reescribe de tal manera que:

Hc =

∫
d3x

[
1

2
πkπk −

(
∂kπ

k
)
A0 −

m2

2
AµA

µ +
1

4
FkiF

ki

]
+

∫
d3x

[
∂k

(
πkA0

)]
=

∫
d3x

[
1

2
πkπk −

(
∂kπ

k
)
A0 −

m2

2
AµA

µ +
1

4
FkiF

ki

]
+

∮
da· [∇ (πA0)] . (4.19)

En lo anterior se empleó el teorema de Gauss en tres dimensiones y, para lidiar con esta integral, se
debe recordar la condición de frontera (4.3), con lo cual, la última integral será igual a cero, pues
dicho termino no es más que una integral cerrada realizada sobre el contorno de una superficie que
se extiende hacia el infinito. Con esto en cuenta, la densidad Hamiltoniana canónica se reduce a,

Hc =
1

2
πkπk −

(
∂kπ

k
)
A0 −

m2

2
AµA

µ +
1

4
FkiF

ki. (4.20)

4.1. Formulación de Hamilton-Jacobi

Habiendo establecido el Hamiltoniano canónico del sistema, se comienza a implementar la formu-
lación de Hamilton-Jacobi; el primer paso es plantear la ecuación de Hamilton-Jacobi. Para ello,
es indispensable definir una función arbitraria que dependerá de las coordenadas y del tiempo, la
función principal de Hamilton [11]; dicha función, denotada como S (x), es una función genera-
dora de transformaciones canónicas, que se define de tal forma que se pueda formar con ella un
Lagrangiano equivalente al Lagrangiano de Proca [12].

De esta manera, la ecuación de Hamilton-Jacobi, se expresa como,

∂S

∂t
+Hc = 0. (4.21)

Para este estudio, es más conveniente trabajar en términos de densidades, por lo que si se define
P t ≡ ∂S

∂t
, la ecuación de Hamilton-Jacobi se reescribe como:

P t +Hc =

∫
d3x

(
pt +Hc

)
.

Así, surge una nueva ligadura del sistema (ϕ0), a partir de la cual, en conjunción con ϕ1, se forma
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ),
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ϕ0 ≡ pt +Hc = 0, (4.22)
ϕ1 ≡ π0 = 0.

Para determinar la evolución dinámica de un sistema de Lagrangiano singular se deben asociar
estas ligaduras con variables independientes que, para el caso de ϕ0 se ha asociado con t debido
a su inherente relación con la dinámica del sistema que brinda la densidad Hamiltoniana [6], sin
embargo, para ϕ1 se define una variable que expandirá el espacio de parámetros independientes.
Dicha variable se denota como ω1 (x) que se considera arbitraria. Con esto en cuenta, la evolución
de una variable dinámica F (x) se expresa por medio de [7]:

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y)

]
. (4.23)

Como consecuencia de la definición del espacio de fase bajo las variables Aµ y πµ, los corchetes
de Poisson entre dos variables dinámicas F [Ai (x) , π

i (x)] = F (x) y G [Ai (y) , π
i (y)] = G (y)

se definen de la forma, 4

{F (x) , G (y)} ≡
∫

d3z

[
δF (x)

δAµ (z)

δG (y)

δπµ (z)
− δF (x)

δπµ (z)

δG (y)

δAµ (z)

]
x0=y0

. (4.24)

Donde x0 = y0 indica que los corchetes deben ser calculados en el mismo instante de tiempo.
En teoría de campos se tiene una ligadura por cada punto del espacio, es por esta razón que en la
expresión (4.23) la integral representa la suma sobre todos estos vínculos en todos los puntos (x).
A partir de esta definición se calculan los corchetes de Poisson fundamentales, que son:

{Aµ (x) , π
ν (y)} = δνµδ

3 (x− y) , (4.25)
{Aµ (x) , Aν (y)} = 0 = {πµ (x) , πν (y)} . (4.26)

4.1.1. Condiciones de integrabilidad para el campo de Proca real

En este punto se debe recordar que todo sistema que sea integrable tendrá que cumplir la condición
de integrabilidad de Frobenius, para lo cual es preciso poder formar un conjunto de EDPHJ com-
pleto que esté en involución con los corchetes de Poisson. Inicialmente el campo de Proca real no
cumple con esta propiedad, las condiciones bajo las cuáles se forma dicho conjunto serán dictadas
por la evolución dinámica de los vínculos (4.22). Por ende, para verificar la integrabilidad de ϕ1 se
exigirá,

dϕ1 (x) = 0, (4.27)

4Se debe destacar que estas variables dinámicas corresponden a funcionales de Ai y πi, ello modifica la definición
de los corchetes de Poisson, Considerando el concepto de derivadas funcionales [10].
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a partir de la ecuación (4.23) se plantea la siguiente integral,

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ1 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y)

]
= 0. (4.28)

De acuerdo a la definición (4.24), los corchetes de Poisson presentes serán5:

{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
=

[
∂y
kπ

k (y) +m2A0 (y)
]
δ3 (x− y) . (4.29)

{
ϕ1 (x) , ϕ1 (y)

}
= 0. (4.30)

Utilizando estos resultados la ecuación (4.29) se reduce a,

dϕ1 (x) =
[
∂x
kπ

k (x) +m2A0 (x)
]
dt = 0. (4.31)

Con lo cual, la condición de integrabilidad ha generado una nueva ligadura, interpretada en el
formalismo de Hamilton-Jacobi como una ecuación diferencial parcial de la forma

ϕ2 ≡ ∂x
kπ

k (x) +m2A0 (x) = 0. (4.32)

Esta ecuación hará parte del conjunto de EDPHJ, de modo que se debe verificar su integrabilidad
exigiendo que

dϕ2 (x) = 0. (4.33)

Nuevamente, esto conduce a que se cumpla,

dϕ2 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y)

]
= 0. (4.34)

Donde:

{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
= −∂x

i ∂
x
kF

ki (x) δ3 (x− y) +m2π0 (y) δ3 (x− y) . (4.35)

Recordando que el producto entre un tensor simétrico y uno antisimétrico es nulo, se concluye,

5Los cálculos de los corchetes de Poisson entre los vínculos están detallados en el apéndice A.2.
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{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
= m2π0 (y) δ3 (x− y) . (4.36)

Por otra parte, {
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
= m2δ3 (x− y) . (4.37)

Sustituyendo estos resultados en (4.34), se llega a,

dϕ2 (x) = m2π0 (x) dt+m2dω1 (x) = 0. (4.38)

Con lo cual, la condición de integrabilidad ha generado una nueva ecuación diferencial parcial
entre las variables independientes del sistema,

m2π0 (x) dt+m2dω1 (x) = 0

−π0 (x) dt = dω1 (x)

−π0 (x) =
dω1 (x)

dt
.

Siendo que ϕ1 ≡ π0 = 0, entonces se puede afirmar que para que se cumpla la condición de
integrabilidad, es necesario que ω1 sea constante respecto al tiempo.

Con la condición de integrabilidad satisfecha, se indica que no hay más ecuaciones diferenciales
parciales en el sistema, a su vez formando el sistema completo de EDPHJ compuesto por:

ϕ0 ≡ p0 +Hc = 0, (4.39)
ϕ1 ≡ π0 = 0,
ϕ2 ≡ ∂x

kπ
k +m2A0 = 0.

A raíz de esto se debe expandir el espacio de variables independientes para relacionar un parámetro
a ϕ2. Esta variable será arbitraria y designada como ω2 (x)

6. Con esto en cuenta, se debe redefinir
el diferencial fundamental (4.23) de la forma,

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(4.40)

Utilizando esto, se debe verificar nuevamente las condiciones de integrabilidad, cuyo resultado se
espera que sean ecuaciones diferenciales que relacionen los campos fundamentales con las varia-
bles independientes [13].

6La arbitrariedad de ω1 y ω2 es fundamental para no modificar la dinámica del sistema al añadir los nuevos vínculos
al conjunto de EDPHJ.
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Para ϕ1:

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ1 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ1 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
= ϕ2dt−m2dω2 (x) = 0,

Por lo tanto, [
∂x
kπ

k (x) +m2A0 (x)
]
dt = m2dω2 (x) . (4.41)

Para ϕ2:

dϕ2 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ2 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
= m2π0 (x) dt+m2dω1 (x) , (4.42)

resultando en

π0 (x) dt = −dω1 (x) . (4.43)

Se resalta el hecho de que en las ecuaciones (4.41) y (4.43) se ha conseguido una relación entre
las variables independientes ω1 y ω2 con el tiempo, lo que da pie a la posibilidad de redefinir la
dinámica del sistema en términos del parámetro temporal, cosa que será analizada en la sección
§4.2.
Estas relaciones, por otra parte, establecen que el conjunto de EDPHJ está completo y las ecuacio-
nes características son integrables.

4.1.2. Ecuaciones características

El método de Hamilton-Jacobi presentado por Carathéodory contiene una poderosa interpretación
geométrica de los sistemas dinámicos, pues, a partir del resultado encontrado de la evolución de
una variable dinámica dF (x), es posible describir las trayectorias dinámicas del sistema asociadas
el conjunto de EDPHJ mediante el método de las ecuaciones características de Cauchy [12], de tal
manera que se obtengan las ecuaciones de movimiento para el campo de Proca real. En base a lo
anterior, se deberá determinar la evolución de las variables dinámicas del espacio de fase (Ai, π

i).

El diferencial de Ai será:

dAi (x) =

∫
d3y

[{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
dt+

{
Ai (x) , ϕ

1 (y)
}
dω1 (y) +

{
Ai (x) , ϕ

2 (y)
}
dω2 (y)

]
.

(4.44)

Donde los corchetes de Poisson corresponden a7:

7Los cálculos de los corchetes de Poisson entre Ai, πi y los vínculos están detallados en el apéndice A.3.
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{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
=

[
πi (y)− ∂y

i A0 (y)
]
δ3 (x− y) , (4.45)

{
Ai (x) , ϕ

1 (y)
}
= 0, (4.46)

{
Ai (x) , ϕ

2 (y)
}
= ∂y

i δ
3 (x− y) . (4.47)

Por otra parte, para el diferencial de πi se tiene:

dπi (x) =

∫
d3y

[{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
πi (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
πi (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(4.48)

Donde:

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
=

[
1

2

(
δij∂

x
k − δik∂

x
j

)
F kj (y) +m2Ai (y)

]
δ3 (x− y) , (4.49)

{
πi (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
πi (x) , π0 (y)

}
= 0, (4.50)

{
πi (x) , ϕ2 (y)

}
=

{
πi (x) , ∂y

kπ
k (y) +m2A0 (y)

}
= 0. (4.51)

Utilizando estos resultados en (4.44) se determina que:

dAi (x) =
[
πi (x)− ∂x

i A0 (x)
]
dt− ∂x

i dω2 (x) . (4.52)

Definiendo Ȧi (x) ≡ ∂0Ai y ω̇2 (x) ≡ ∂0ω2 (x) se llega a,

Ȧi (x) =
[
πi (x) + ∂x

i A0 (x)
]
− ∂x

i ω̇2 (x) . (4.53)

Si se compara con (4.15) (que surge de la definición de momentos canónicos), se puede establecer
para el campo independiente ω2 (x) la condición,

∂x
i ω̇2 (x) = ∂x

i ∂0ω2 (x) = 0,

con lo cual (4.53) se convierte en

Ȧi (x) = πi (x) + ∂x
i A0 (x) . (4.54)
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De igual manera, la evolución dinámica del campo πi (x) en (4.48), se reduce a

dπi (x) =
[
∂x
kF

ki (x) +m2Ai (x)
]
dt, (4.55)

Que se puede escribir como

π̇i (x) = ∂x
kF

ki (x) +m2Ai (x) . (4.56)

La expresión anterior se puede escribir de la siguiente manera:

∂µF
µi +m2Ai = 0, (4.57)

pero, reescribiendo el vínculo ϕ2 como,

∂µF
µ0 +m2A0 = 0, (4.58)

donde se ha sumado el término F 00 = 0, y sumando con (4.57) se consigue:

∂µF
µ0 +m2A0 + ∂µF

µi +m2Ai = 0,

Esta expresión se puede compactar en lo que se conoce como la ecuación de campo de Proca [14],

∂µF
µν +m2Aν = 0. (4.59)

4.2. Corchetes generalizados para el caso de Proca real

El método de Hamilton-Jacobi propone redefinir la dinámica a través de los corchetes generaliza-
dos (CG), de tal manera que las variables independientes sean reescritas en términos de t con el
propósito de eliminar la arbitrariedad generada por la expansión del espacio de variables indepen-
dientes [7].

Ahora, con todos los vínculos encontrados, podemos formar un sistema de ecuaciones de la forma:

ϕ0 = pt +H =0,
ϕ1 = π0 = 0,
ϕ2 = ∂kπ

k +m2A0 = 0.

Para verificar si este sistema de EDPHJ se encuentra en involución, se deben calcular los corchetes
de Poisson entre los vínculos no relacionados al parámetro temporal.{

ϕ1 (x) , ϕ1 (y)
}

= 0,{
ϕ1 (x) , ϕ2 (y)

}
= −m2δ3 (x− y) ,{

ϕ2 (x) , ϕ2 (y)
}

= 0,{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
= m2δ3 (x− y) .
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Con lo cual se afirma que se trabaja con un sistema no involutivo [7]. Es posible definir una matriz
antisimétrica con estos resultados que será de la forma 8

M (x, y) ≡
(
{ϕ1, ϕ1} {ϕ1, ϕ2}
{ϕ2, ϕ1} {ϕ2, ϕ2}

)
=

(
0 −m2

m2 0

)
δ3 (x− y) . (4.60)

Esta corresponde a una matriz funcional (dada la dependencia de la delta de Dirac), cuya impor-
tancia es vital en el formalismo de Hamilton-Jacobi, que propone los corchetes generalizados por
medio de los cuales se consigue determinar los grados de libertad del sistema. Sin embargo, la
definición de los corchetes generalizados involucra conocer la matriz inversa de M (x, y), la cual
se puede demostrar que es de la forma:

(
M−1

)
(x, y) =

(
0 m−2

−m−2 0

)
δ3 (x− y) . (4.61)

Conocida la inversa y dado el hecho de que Mnl (x, y) es regular, los corchetes generalizados se
definen como [6]:

{F (x) , G (y)}∗ ≡ {F (x) , G (y)}−
∫ ∫

d3ud3v {F (x) , ϕn (u)}
(
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , G (y)

}
.

(4.62)

Considerando la forma de la matriz M−1 , al expandir sobre los índices (n,l) se tiene:

{F (x) , G (y)}∗ = {F (x) , G (y)} −
∫ ∫

d3ud3v
{
F (x) , ϕ1 (u)

} (
M−1

)12
(u, v)

{
ϕ2 (v) , G (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
F (x) , ϕ2 (u)

} (
M−1

)21
(u, v)

{
ϕ1 (v) , G (y)

}
,

ya que las demás combinaciones de {n, l} en la matriz son cero.

Ahora, recordando el conjunto de EDPHJ para el campo de Proca real, se puede hacer un conteo
de las variables realmente independientes del espacio de fase. Inicialmente, el espacio de fase se
describe mediante:

(Aµ, π
µ) =

(
A0, π

0, Ai, π
i
)

, (4.63)

donde i = {1, 2, 3}, pero, considerando que π0 = 0 y que A0 depende de πi debido al vínculo
ϕ2, el espacio de variables independientes que constituyen los grados de libertad son únicamente
(Ai, π

i), por tanto, el cálculo de los corchetes generalizados entre los grados de libertad son 9:

{Ai (x) , Ak (y)}∗ = 0 =
{
πi (x) , πk (y)

}∗ ,{
Ai (x) , π

k (y)
}∗

= δki δ
3 (x− y) . (4.64)

8La deducción de la matriz inversa está detallada en el apéndice A.4
9Los cálculos de los corchetes generalizados de esta sección se encuentran en A.4.
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Estos resultados son idénticos al cálculo de los corchetes de Dirac [3], denotando la validez de la
formulación de Hamilton-Jacobi, capaz de reproducir los resultados del método canónico.

Habiendo establecido los corchetes generalizados y los grados de libertad del sistema, la evolución
de una variable dinámica F (x) = F [Ai (x) , π

i (x)] será de la forma:

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt
]

. (4.65)

Sin embargo, dado el conteo de los grados de libertad, la densidad Hamiltoniana canónica, se
verá modificada a razón de que en ella hay aportes de A0, un elemento que no hace parte de los
grados de libertad realmente, por tanto, considerando que según el vínculo ϕ2, se debe cumplir que
− 1

m2∂kπ
k = A0, entonces Hc se reescribe como

Hc =
1

2
πkπk −

(
∂kπ

k
)
A0 − m2

2

(
A0A0 + AjA

j
)
+

1

4
FkiF

ki

=
1

2
πkπk +

1

m2
∂kπ

k∂iπ
i − 1

2m2
∂kπ

k∂iπ
i − m2

2
AjA

j +
1

4
FkiF

ki

=
1

2
πkπk +

1

2m2
∂kπ

k∂iπ
i − m2

2
AjA

j +
1

4
FkiF

ki. (4.66)

Obviamente, esto afecta al vínculo ϕ0, de forma que la dinámica del espacio de fase reducido,
descrita por la nueva Hc conlleva a una forma diferente de las ecuaciones de campo, las cuales se
deducen calculando el diferencial de los campos Ai y πi según lo dicta (4.65). En primer lugar,

dAi (x) =

∫
d3y

[
πi (y)− 1

m2
∂x
i ∂

y
j π

j (y)

]
δ3 (x− y) dt (4.67)

=

[
πi (x)− 1

m2
∂x
i ∂

x
j π

j (x)

]
dt (4.68)

Por lo tanto,

Ȧi (x) = πi (x)− 1

m2
∂x
i ∂

x
j π

j (x) (4.69)

Luego,

dπi (x) =

∫
d3y

[{
πi (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt
]

=
[
∂x
kF

ki (x) +m2Ai (x)
]
dt, (4.70)

Por lo tanto,
π̇i (x) = ∂x

kF
ki (x) +m2Ai (x) . (4.71)
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Las ecuaciones (4.69) y (4.71) conforman las ecuaciones de movimiento del campo de Proca real
en el espacio de fase reducido. A partir de se puede concebir la ecuación de Proca para los grados
de libertad; para ello partimos de la derivada respecto al tiempo de la ecuación (4.69), es decir,

Äi = π̇i − 1

m2
∂i∂jπ̇

j ,

Usando aquí la ecuación (4.71), resulta

Äi = ∂kF
ki +m2Ai − 1

m2
∂i∂j

[
∂kF

ki +m2Ai
]

= ∂kF
ki +m2Ai − 1

m2
∂j∂i∂kF

ki︸ ︷︷ ︸
=0

− ∂i∂jA
i

Dado que el producto de un tensor simétrico por uno simétrico es igual a cero, luego,

∂0∂0Ai = ∂k
(
∂kAi − ∂iAk

)
+m2Ai − ∂i∂jA

i

= ∂k∂
kAi − ∂k∂

iAk +m2Ai − ∂i∂
jAi︸ ︷︷ ︸

i→k y j→i

= ∂k∂
kAi +m2Ai

0 = −∂0∂
0Ai + ∂k∂

kAi +m2Ai

0 =
(
∂0∂

0 + ∂k∂
k
)
Ai +m2Ai.

En el término entre paréntesis se reconoce el operador de D’alambert, con lo cual, finalmente se
llega a

(
□+m2

)
Ai = 0. (4.72)

La ecuación de Klein-Gordon para un campo vectorial.



Capítulo 5

Campo de Proca complejo

En el capítulo anterior se considero el caso particular del campo neutro, no obstante, este trata-
miento es diferente si consideramos la interacción con partículas cargadas, a partir del trabajo de
Proca, se pudo extender la teoría introduciendo el campo de Proca Complejo (cargado), de este
campo se resalta el aumento de los grados de libertad y una nueva ecuación de campo adicional
que provee la parte imaginaria. Durante este capítulo se empleará un procedimiento análogo al
realizado con el campo real, implementando la formulación de Hamilton-Jacobi para comprobar
la equivalencia con el método canónico.

La densidad Lagrangiana del campo complejo está dada por [3]:

L = −1

2
F ∗
µν(x)F

µν(x) +m2Aµ∗(x)Aµ(x). (5.1)

Concibiendo a Aµ∗(x) y Aµ(x) como los campos fundamentales de la teoría que cumplen con
condiciones de frontera similares a (4.3) y (4.4), es decir, en primer lugar tenemos,

ĺım
|x⃗|→∞

Aµ (x) → 0 y ĺım
|x⃗|→∞

A∗
µ (x) → 0, (5.2)

mientras que para una variación infinitesimal de los campos,

Aµ (x) → A′
µ (x) = Aµ (x) + δAµ (x) ,

A∗
µ (x) → A∗′

µ (x) = A∗
µ (x) + δA∗

µ (x) ,

se debe cumplir,

δAµ (x) |tinicial
= δAµ (x) |tfinal

= 0,
δA∗

µ (x) |tinicial
= δA∗

µ (x) |tfinal
= 0. (5.3)

19
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A partir de estos campos se definen los tensores antisimétricos F ∗
µν y Fµν como,

F ∗
µν ≡ ∂µA

∗
ν − ∂νA

∗
µ, (5.4)

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ. (5.5)

Esta densidad lagrangiana también es singular, como se puede comprobar calculando el determi-
nante de su matriz Hessiana1; esta característica se traduce en un sistema con vínculos que, para
el propósito de este trabajo se describirá mediante el formalismo Hamiltoniano, para ello, se es-
tablecen las variables del espacio de fase

(
Aµ, A

∗
µ

)
, cuyos los momentos canónicos (πµ y π∗µ) se

definen por medio de las velocidades relativas a los campos Ȧµ ≡ ∂0Aµ y Ȧ∗
µ ≡ ∂0A

∗
µ de la forma:

πν ≡ ∂L

∂
(
Ȧν

) =
∂L

∂ (∂0Aν)
= F ∗ν0 (5.6)

π∗ν ≡ ∂L

∂
(
Ȧ∗

ν

) =
∂L

∂ (∂0A∗
ν)

= F ν0 (5.7)

Esto, conlleva a la existencia de dos vínculos si se considera el caso donde ν = 0. Primero, en (5.6)
se tiene:

π0 = F ∗00 = 0,

se identifica el primer vínculo del sistema para la parte real,

ϕ1 ≡ π0 = 0. (5.8)

Luego, para (5.7):

π∗0 = F 00 = 0

se identifica el segundo vínculo del sistema para la parte compleja,

ϕ2 ≡ π∗0 = 0 (5.9)

Estos son los vínculos primarios en el formalismo de Dirac para el campo de Proca complejo [3].
Por otra parte, cuando ν ̸= 0 se deducen expresiones útiles si se tiene en cuenta las definiciones
(5.4) y (5.5).

πk = Ȧ∗
k − ∂kA

∗
0. (5.10)

1Se puede comprobar esto en el apéndice B.1
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π∗k = Ȧk − ∂kA0. (5.11)

Estas relaciones permiten despejar las componentes de las velocidades Ȧk y Ȧ∗
k en función de los

momentos canónicos y los campos, por tanto, se interpretan como una ecuación dinámica en el
espacio de fase. Siendo así, conocidos los momentos canónicos, se puede calcular el Hamiltoniano
canónico, el cual es definido por [10]:

Hc ≡
∫

d3x
[
πµ (x) Ȧµ (x) + π∗µ (x) Ȧ∗

µ (x)− L
]

. (5.12)

Lo que está entre corchetes se define como la densidad Hamiltoniana canónica de campo de Proca
complejo,

Hc ≡ πµ (x) Ȧµ (x) + π∗µ (x) Ȧ∗
µ (x)− L. (5.13)

Expandiendo la suma sobre µ y usando los resultados anteriores se tiene que2,

Hc = πkπ∗k + πk∂kA0 + π∗k∂kA
∗
0 −m2Aµ∗Aµ +

1

2
F ∗
kiF

ki, (5.14)

de tal manera que el Hamiltoniano se convierte en:

Hc =

∫
dx3

(
πkπ∗k + πk∂kA0 + π∗k∂kA

∗
0 −m2Aµ∗Aµ +

1

2
F ∗
kiF

ki

)
, (5.15)

pero, teniendo en cuenta las relaciones,

∂k
(
πkA0

)
=

(
∂kπ

k
)
A0 + πk (∂kA0) , (5.16)

y
∂k

(
π∗kA∗

0

)
=

(
∂kπ

∗k)A∗
0 + π∗k (∂kA

∗
0) , (5.17)

el Hamiltoniano se reescribe de la forma

Hc =

∫
dx3

[
πkπ∗k −

(
∂kπ

k
)
A0 −

(
∂kπ

∗k)A∗
0 −m2Aµ∗Aµ +

1

2
F ∗
kiF

ki

]
Al igual que en el campo de Proca real, se aplicó el teorema de Gauss en tres dimensiones haciedo
que la integral de área sea igual a cero teniendo en cuenta las condiciones de frontera, entonces, la
densidad Hamiltoniana es finalmente expresada como:

Hc = πkπ∗k −
(
∂kπ

k
)
A0 −

(
∂kπ

∗k)A∗
0 −m2A∗µAµ +

1

2
F ∗
kiF

ki. (5.18)
2Esta simplificación está detallada en el apéndice B.1
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5.1. Formulación de Hamilton-Jacobi

A partir del Hamiltoniano canónico encontrado, se establece la ecuación de Hamilton-Jacobi de la
forma [6]:

∂S

∂t
+Hc = P t +Hc =

∫
d3x

(
pt +Hc

)
= 0,

donde pt es la densidad de momento canónico asociada a la función principal de Hamilton S (x)
[10]. Con esta ecuación definimos una nueva ligadura ϕ0 para formar el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi para el campo de Proca complejo:

ϕ0 ≡ pt +Hc=0,
ϕ1 ≡ π0 = 0, (5.19)
ϕ2 ≡ π∗0 = 0.

Tal como propone el método de Hamilton-Jacobi, para lograr una descripción completa de la di-
námica del campo, se asociarán variables independientes a cada uno de estos vínculos [6], para ϕ0

utilizaremos el parámetro temporal t, mientras que para ϕ1 y ϕ2 se expande el espacio de paráme-
tros independientes asociando las funciones arbitrarias espacio temporales ω1 (x) y ω2 (x) respec-
tivamente a los vínculos. Con esto se forma un conjunto de variables dependientes (Ai, A

∗
i , π

i, π∗i)
y uno de variables independientes (t, ω1, ω2), con los cuales se determina la evolución de una
variable dinámica F

(
Aµ, A

∗
µ, π

µ, π∗µ) asociada al sistema como [7],

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(5.20)
Por otra parte, los corchetes de Poisson entre dos variables dinámicas,

F (x) = F
[
Aµ (x) , A

∗
µ (x) , π

µ (x) , π∗µ (x)
]

,

G (y) = G
[
Aµ (x) , A

∗
µ (x) , π

µ (x) , π∗µ (x)
]

,

para este caso, se definen de la forma [10]:

{F (x) , G (y)} ≡
∫

d3z

[
δF (x)

δAµ (z)

δG (y)

δπµ (z)
− δF (x)

δπµ (z)

δG (y)

δAµ (z)

]
x0=y0

+

∫
d3z

[
δF (x)

δA∗
µ (z)

δG (y)

δπ∗µ (z)
− δF (x)

δπ∗µ (z)

δG (y)

δA∗
µ (z)

]
x0=y0

(5.21)

Será útil conocer los corchetes de Poisson fundamentales de la teoría que sean diferentes de cero,

{Aµ (x) , π
ν (y)} = δνµδ

3 (x− y) ,{
A∗

µ (x) , π
∗ν (y)

}
= δνµδ

3 (x− y) . (5.22)
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5.1.1. Condiciones de integrabilidad para el campo de Proca complejo

Tal como en el campo de Proca real, el conjunto de EDPJH correspondiente al campo complejo,
no está completo, cosa que impide la correcta descripción de la dinámica del sistema [7]. Nueva-
mente, se puede exigir el cumplimiento de la condición de integrabilidad de Frobenius de todos
los vínculos que será de la forma,

dϕn (x) = 0,

esto deviene en nuevos vínculos generados y, cuando todos los posibles sean encontrados se for-
mará el conjunto completo de EDPHJ.

En primer lugar, para ϕ1 exigimos,

dϕ1 (x) = 0.

Usando la definición del diferencial fundamental(5.20), se tiene que,

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ1 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ1 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(5.23)

Dados los corchetes fundamentales de Poisson en (5.22), se ve directamente que {ϕ1 (x) , ϕ1 (y)} =
0 y {ϕ1 (x) , ϕ2 (y)} = 0, mientras que el corchete restante merece más líneas de cálculo3. Con es-
to, luego de la integración el diferencial se reduce a:

dϕ1 (x) =
[
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x)
]
dt = 0.

Este análisis ha generado una nueva ecuación diferencial parcial que será usada para definir una
nueva ligadura del sistema:

ϕ3 ≡ ∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x) = 0. (5.24)

Por otra parte, haciendo un proceso análogo para ϕ2 se tiene que,

dϕ2 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ2 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
(5.25)

Donde, al calcular los corchetes de Poisson se obtiene:

dϕ2 (x) =
[
∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x)
]
dt = 0.

3El cálculo de los corchetes de Poisson entre todos los vínculos generados están detallados en el apéndice B.2
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Con esto se define una nueva ligadura:

ϕ4 (x) ≡ ∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x) = 0. (5.26)

Estas deben ser agregadas al conjunto de EDPHJ y, por consiguiente se verificará su integrabilidad,
exigiendo que,

dϕ3 (x) = 0 y dϕ4 (x) = 0.

Para dϕ3:

dϕ3 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ3 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ3 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ3 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(5.27)
Calculando los corchetes de Poisson se demuestra,

dϕ3 (x) = m2∂x
jA

∗j (x) dt+m2dω2 (x) = 0. (5.28)

Para dϕ4:

dϕ4 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ4 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ4 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ4 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(5.29)
Análogamente resulta,

dϕ4 (x) = m2∂x
jA

j (x) dt+m2dω1 (x) = 0. (5.30)

Dado que en dϕ3 y dϕ4 se obtuvieron relaciones entre las variables independientes del sistema, la
condición de integrabilidad de Frobenius está satisfecha y no es posible definir nuevas ligaduras
[13]. El efecto de estas definiciones en la descripción de la dinámica del campo se ve reflejada en
la modificación del diferencial fundamental:

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
F (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
. (5.31)

Siendo ω3 y ω4 las nuevas variables independientes arbitrarias asociadas a ϕ3 y ϕ4 respectivamente.
Para verificar la consistencia de (5.31), se puede confirmar que las condiciones de integrabilidad
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en los vínculos conllevan a4:

dϕ1 (x) =
[
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x)
]
dt−m2dω4 (x) = 0,

dϕ2 (x) =
[
∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x)
]
dt−m2dω3 (x) = 0,

dϕ3 (x) = m2∂x
j A

∗j (x) dt+m2dω2 (x) = 0,

dϕ4 (x) = m2∂x
j A

j (x) dt+m2dω1 (x) = 0. (5.32)

De donde se obtienen relaciones entre el parámetro temporal con las variables arbitrarias que se
asociaron a los vínculos: [

∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x)
]
dt = m2dω4 (x) ,[

∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x)
]
dt = m2dω3 (x) ,

−∂x
jA

∗j (x) dt = dω2 (x) ,

−∂x
jA

j (x) dt = dω1 (x) . (5.33)

Estas relaciones establecen que el conjunto de EDPHJ está completo y que las ecuaciones caracte-
rísticas son integrables.

5.1.2. Ecuaciones características

El conjunto completo de EDPHJ permite encontrar las ecuaciones características correspondientes,
para ello, su deducción se reduce a calcular la evolución dinámica de las variables del espacio de
fase usando el diferencial fundamental (5.31).

En primer lugar para Ai se tiene que:

dAi (x) =

∫
d3y

[{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
dt+

{
Ai (x) , ϕ

1 (y)
}
dω1 (y) +

{
Ai (x) , ϕ

2 (y)
}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

{
Ai (x) , ϕ

3 (y)
}
dω3 (y) +

{
Ai (x) , ϕ

4 (y)
}
dω4 (y) . (5.34)

Calculando los correspondientes corchetes de Poisson, el resultado es5,

dAi (x) =
[
π∗i (x)− ∂x

i A0 (x)
]
dt+ ∂x

i dω3 (y) , (5.35)

pero, definiendo Ȧi (x) ≡ ∂0Ai y ω̇3 (x) ≡ ∂0ω3 (x), esto es,

4La forma de obtener cada una de estas ecuaciones es detallada en el apéndice B.3
5El cálculo de los corchetes de Poisson entre las variables del espacio de fase y de los vínculos están detallados en

el apéndice B.4
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Ȧi (x) =
[
π∗i (x) + ∂x

i A0 (x)
]
− ∂x

i ω̇3 (x) . (5.36)

Comparando con Ȧk = ∂kA0 + π∗k (que surge de la definición de momentos canónicos), se infiere
para ω3 (x), la condición,

∂iω̇3 (x) = ∂i∂0ω3 (x) = 0, (5.37)

por tanto

Ȧi (x) = π∗i (x) + ∂x
i A0 (x) . (5.38)

Si tomamos el complejo conjugado en esta ecuación, se determina que,

Ȧ∗
i (x) = πi (x) + ∂x

i A
∗
0 (x) . (5.39)

En cuanto al momento canónico πi y su conjugado π∗i, partimos de:

dπi (x) =

∫
d3y

[{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
πi (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
πi (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

{
πi (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
πi (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y) . (5.40)

Calculando los corchetes de Poisson presentes e integrando se consigue la relación:

dπj (x) =
[
m2A∗j (x) + ∂x

nF
∗nj (x)

]
dt, (5.41)

esto se reduce a,
π̇j (x) = m2A∗j (x) + ∂x

nF
∗nj (x) . (5.42)

Luego, tomando el complejo conjugado, se adquiere una relación similar para π∗j:

π̇∗j (x) = m2Aj (x) + ∂x
nF

nj (x) . (5.43)

Estos resultados son entendidos como las ecuaciones de movimiento relacionadas con el campo de
Proca Complejo.

5.2. Corchetes generalizados para el campo de Proca complejo

Para verificar las condiciones de integralbilidad y completar el sistema de EDPHJ fue necesario
implementar nuevas variables independientes a la descripción matemática del campo. Sin embargo,
la arbitrariedad impuesta por dichas variables se puede eliminar teniendo en cuenta que en la
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sección de ecuaciones características §5.1.2, se halló relaciones directas entre los diferenciales
de las nuevas variables con el diferencial de tiempo. Para ello se introduce el concepto de los
corchetes generalizados (CG), mediante los cuales es posible redefinir la dinámica del sistema [7].
Considerando el sistema de ecuaciones:

ϕ0 ≡ pt +H = 0,
ϕ1 ≡ π0 = 0,
ϕ2 ≡ π∗0 = 0,
ϕ3 ≡ ∂kπ

k +m2A∗0 = 0,
ϕ4 ≡ ∂kπ

∗k +m2A0 = 0.

Los corchetes generalizados, asociados a estos vínculos se definen como [6]:

{F (x) , G (y)}∗ ≡ {F (x) , G (y)}−
∫ ∫

d3ud3v {F (x) , ϕn (u)}
(
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , G (y)

}
.

(5.44)

Donde Mnl corresponde a una matriz funcional regular de la forma6,

M (x, y) =


0 0 0 −m2

0 0 −m2 0
0 m2 0 0
m2 0 0 0

 δ3 (x− y) . (5.45)

Cuya inversa es,

M−1 (x, y) =


0 0 0 m−2

0 0 m−2 0
0 −m−2 0 0

−m−2 0 0 0

 δ3 (x− y) . (5.46)

Ahora, recordando el conjunto de EDPHJ para el campo de Proca complejo, se puede hacer un
conteo de las variables realmente independientes del espacio de fase. Inicialmente, el espacio de
fase se describe mediante:

(
Aµ, π

µ, A∗
µ, π

∗µ) = (
A0, π

0, A∗
0, π

∗0, Ai, π
i, A∗

i , π
∗i)

donde i = {1, 2, 3}, pero, considerando que π0 = 0, π∗0 = 0 y, que A0 y A∗
0 dependen de πi

y π∗i respectivamente, debido a los vínculos ϕ3 y ϕ4, el espacio de variables independientes que

6Esta matriz se construye a partir de los corchetes de Poisson entre los vínculos que no están asociados con el
tiempo, ver el apéndice B.5 para ver la manera de deducir la matriz inversa.
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constituyen los grados de libertad son únicamente (Ai, π
i, A∗

i , π
∗i), de esta forma, se procede a

calcular los corchetes generalizados entre los grados de libertad, de los cuales únicamente son
diferentes de cero, dos de las posibles combinaciones,{

Ai (x) , π
k (y)

}∗
= δki δ (x− y) ,{

A∗
i (x) , π

∗k (y)
}∗

= δki δ (x− y) . (5.47)

Habiendo establecido los corchetes generalizados y los grados de libertad del sistema, la evolución
de una variable dinámica F (x) = F [Ai (x) , π

i (x)] será:

dF (x) =

∫
d3y

{
F (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt.

Dado el conteo de grados de libertad, se puede reescribir la densidad Hamiltoniana canónica,
considerando que según los vínculos ϕ3 y ϕ4 se obtienen las relaciones − 1

m2∂kπ
k = A∗0 y

− 1
m2∂kπ

∗k = A0, de forma que Hc se convierte en

Hc = πkπ∗k −
(
∂kπ

k
)
A0 −

(
∂kπ

∗k)A∗
0 −m2A∗0A0 −m2A∗jAj +

1

2
F ∗
kiF

ki

= πkπ∗k +
1

m2
∂kπ

∗k∂jπ
j −m2A∗jAj +

1

2
F ∗
kjF

kj . (5.48)

Eventualmente, esto cambia la forma del vínculo ϕ0, entonces, la dinámica del espacio de fase
reducido definida por los diferenciales de los grados de libertad se calculan de la siguiente manera:

En primer lugar7,

dAi (x) =

[
π∗i (x)− 1

m2
∂x
i ∂

x
kπ

∗k (x)

]
dt (5.49)

Por lo tanto

Ȧi (x) = π∗i (x)− 1

m2
∂x
i ∂

x
kπ

∗k (x) . (5.50)

Si tomamos aquí el complejo conjugado resulta,

Ȧ∗
i (x) = π∗i (x)− 1

m2
∂x
i ∂

x
kπ

k (x) . (5.51)

Es importante resaltar la diferencia entre esta ecuación con (5.38), generada a partir de la reducción
de los grados de libertad generada por los vínculos. Por otra parte,

dπi (x) =
[
m2A∗j (x) + ∂x

nF
∗nj (x)

]
dt, (5.52)

7El cálculo de los diferenciales está detallado en el apéndice B.5.
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Que se puede reescribir como,

π̇j (x) = ∂x
nF

∗nj (x) +m2A∗j (x) . (5.53)

Finalmente, tomando el complejo conjugado se obtiene,

π̇∗j (x) = ∂x
nF

nj (x) +m2Aj (x) . (5.54)

Las ecuaciones (5.50), (5.51), (5.53) y (5.54) conforman las ecuaciones de movimiento del campo
de Proca complejo en el espacio de fase reducido.Con ellas, es posible encontrar las ecuaciones
del campo de Proca complejo; esto se hace tomando la derivada respecto del tiempo de la ecuación
(5.50), es decir,

Äi = π̇∗i − 1

m2
∂i∂kπ̇

∗k,

pero utilizando la ecuación (5.54), se tiene que

Äi = ∂kF
ki +m2Ai − 1

m2
∂i∂k

[
∂jF

jk +m2Ak
]

= ∂k∂
kAi − ∂i∂kA

k +m2Ai − ∂i∂kA
k

= ∂k∂
kAi +m2Ai,

lo cual se puede escribir de la forma (
□+m2

)
Ai = 0. (5.55)

De forma análoga para el campo complejo se cumple que(
□+m2

)
A∗i = 0. (5.56)

Estas expresiones logran describir el comportamiento del campo de Proca complejo mediante la
ecuación de Klein-Gordon para un campo vectorial.



Capítulo 6

Campo de Proca con simetría de gauge

La teoría del campo electromagnético de Proca describe una teoría de fotones no masivos que no es
invariante de gauge. Sin embargo, por medio de la adición de un campo escalar independiente de
Aµ y πµ a la densidad Lagrangiana, se puede restaurar la invariancia de gauge [2]. En este capítulo,
se analizará la estructura de vínculos correspondiente a un sistema con dicha modificación con el
objetivo de describir su dinámica mediante la formulación de Hamilton-Jacobi.

6.1. Invariancia de gauge local

La adición del término de masa a la densidad Lagrangiana de Proca, mediante la cuál se extienden
las ecuaciones de Maxwell es el motivo del rompimiento en la simetría de gauge, esto se puede
comprobar efectuando una transformación sobre el campo Aµ tal como,

Aµ (x) → A′
µ (x) = Aµ (x) + ∂µΛ (x) , (6.1)

sobre la densidad Lagrangiana1:

L =
m2

2
Aµ(x)A

µ(x)− 1

4
Fµν(x)F

µν(x).

Para recuperar la invariancia se propone modificar el parámetro de gauge Λ de tal forma que el
término de masa se transforme en2,

m2

2

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)2

(6.2)

1Se espera que se cumpla la simetría de gauge cuando al hacer una transformación sobre el Lagrangiano, este no
cambie, en el apéndice C.1 se detalla este proceso.

2Para más información sobre cómo se llega a (6.2) se recomienda revisar el informe técnico [2]
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donde e es una constante de acople y θ es un campo escalar que cumple con, □θ ̸= 0. Este será
invariante de gauge si se realiza una transformación sobre los campos de la forma

Aµ (x) → Aµ (x) + ∂µΛ (x) y θ (x) → θ (x)− eΛ (x) . (6.3)

En base a este cambio, la densidad lagrangiana de Proca se torna en:

L = −1

4
Fµν (x)F

µν (x) +
m2

2

(
Aµ (x) +

1

e
∂µθ (x)

)2

. (6.4)

Se puede probar que se cumple la invariancia de gauge haciendo las transformaciones mencionadas
en el segundo término

(
A′

µ +
1

e
∂µθ

′
)2

=

[
Aµ + ∂µΛ +

1

e
∂µ (θ − eΛ)

]2
=

[
Aµ +

1

e
∂µθ + ∂µΛ− 1

e
∂µ (eΛ)

]2
=

[
Aµ +

1

e
∂µθ

]2
Dado que este término y el tensor electromagnético son invariantes de gauge, se afirma que la
densidad Lagrangiana es invariante de gauge.

6.2. Formulación Hamiltoniana

Dado que la densidad Lagrangiana (6.4) representa un sistema con vínculos, es factible usar un
tratamiento análogo al hecho en los capítulos anteriores para determinar su dinámica. En este
orden de ideas, el primer paso es hallar el Hamiltoniano canónico correspondiente, para lo cual
se reconoce que al ser en esta ocasión Aµ y θ las variables del espacio de fase, sus momentos
canónicos conjugados se definen a partir de las velocidades relativas a los campos ∂0Aµ y ∂0θ de
la forma:

πµ ≡ ∂L
∂(∂0Aµ)

= −F 0µ y pθ ≡ ∂L
∂(∂0θ)

= m2

e

(
A0 +

1
e
∂0θ

)
. (6.5)

Por ende se consiguen dos ecuaciones dinámicas,

∂0Ak = πk + ∂kA0 y ∂0θ = e2

m2pθ − eA0. (6.6)



32 CAPÍTULO 6. CAMPO DE PROCA CON SIMETRÍA DE GAUGE

También se conoce el primer vínculo del sistema, proveniente del tensor de intensidad electromag-
nética que es definido por

ϕ1 ≡ π0 = 0 . (6.7)

Como producto de esto, es factible definir el Hamiltoniano canónico del sistema mediante una
transformación de Legendre,

Hc =

∫
d3x

[
πµ (x) Ȧµ (x) + pθ (x) θ̇ (x)− L

]
. (6.8)

Lo que está dentro de los corchetes, la densidad Hamiltoniana canónica Hc, se reduce de la si-
guiente manera3:

Hc =
1

2
πkπk +

1

2

e2

m2
p2θ + πk∂kA0 − eA0pθ

+
1

4
FkiF

ki +
m2

2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)2

, (6.9)

pero, de acuerdo a lo hecho en el capítulo 2 para llegar a la ecuación (4.20), se puede reescribir el
término πk∂kA0 de tal forma que,

Hc =
1

2
πkπk +

1

2

e2

m2
p2θ −

(
∂kπ

k
)
A0 − eA0pθ +

1

4
FkiF

ki

+
m2

2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)2

. (6.10)

6.3. Formulación de Hamilton-Jacobi

El procedimiento realizado para el campo de Proca real es similar al que se debe usar para esta
nueva densidad Hamiltoniana, puesto que la ecuación de Hamilton-Jacobi,

∂S

∂t
+Hc = 0,

permite definir el conjunto de EDPHJ,

ϕ0 ≡ pt +Hc = 0,
ϕ1 ≡ π0 = 0, (6.11)

y, como consecuencia de esto, la evolución de una variable dinámica F (x), según el método de
Hamilton-Jacobi es

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y)

]
. (6.12)

3Esta reducción está detallada en el apéndice C.2
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Sin embargo, la aparición del par canónico
(
θ, pθ

)
, modifica la definición de los corchetes de

Poisson que, para dos variables dinámicas cualesquiera se definen como [10]:

{F (x) , G (y)} ≡
∫

d3z

[
δF (x)

δAµ (z)

δG (y)

δπµ (z)
− δF (x)

δπµ (z)

δG (y)

δAµ (z)

]
x0=y0

+

∫
d3z

[
δF (x)

δθ (z)

δG (y)

δpθ (z)
− δF (x)

δpθ (z)

δG (y)

δθ (z)

]
x0=y0

. (6.13)

En vista de esto, los corchetes fundamentales de la teoría (diferentes de cero) son:

{Aµ (x) , π
ν (y)} = δνµδ

3 (x− y) ,{
θ (x) , pθ (y)

}
= δ3 (x− y) . (6.14)

6.3.1. Condiciones de integrabilidad

Todo sistema integrable debe cumplir con la condición de integrabilidad de Frobenius, para esto
se debe verificar la integrabilidad de los vínculos como se mostró en los anteriores capítulos. En
primer lugar, para ϕ1 se exige que,

dϕ1 (x) = 0,

esto conlleva a

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ1 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y)

]
= 0. (6.15)

Considerando que los pares canónicos (Aµ, π
µ) y

(
θ, pθ

)
son independientes uno del otro se puede

demostrar que4, {
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
=

[
∂y
kπ

k (y) + epθ (y)
]
δ3 (x− y) , (6.16)

de este modo, el diferencial de ϕ1 se reduce a

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[
∂y
kπ

k (y) + epθ (y)
]
δ3 (x− y) dt

=
[
∂x
kπ

k (x) + epθ (x)
]
dt. (6.17)

De aquí identificamos un nuevo vínculo del sistema,

ϕ2 ≡ ∂x
kπ

k (x) + epθ (x) = 0. (6.18)

Esta ecuación hará parte del conjunto de EDPHJ, por tal motivo, se debe verificar su integrabilidad
exigiendo que

dϕ2 (x) = 0,

4Los corchetes de Poisson entre los vínculos están calculados en el apéndice
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es decir,

dϕ2 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y)

]
. (6.19)

Pero aquí resulta que: {
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
= 0, (6.20){

ϕ2 (x) , ϕ1 (y)
}
= 0. (6.21)

Por lo tanto, se cumple que,
dϕ2 (x) = 0. (6.22)

Que este diferencial de ϕ2 sea igual a cero, indica que no existen más vínculos y el sistema de
EDPHJ es constituido por las siguientes ecuaciones:

ϕ0 ≡ pt +Hc = 0,
ϕ1 ≡ π0 = 0,
ϕ2 ≡ ∂kπ

k + epθ = 0. (6.23)

El efecto de hallar un nuevo vínculo se refleja en la modificación del diferencial fundamental, al
cual se debe añadir una nueva variable que expandirá el espacio de parámetros independientes y
será denotado por ω2. Matemáticamente esto es

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(6.24)
Utilizando este nuevo resultado, se procede a verificar de nuevo las condiciones de integrabilidad.

Para ϕ1:

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ1 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ1 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(6.25)
Recordando lo resultados anteriores se ve fáciltmente que

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[
∂y
kπ

k (y) + epθ (y)
]
δ3 (x− y) dt

=
[
∂x
kπ

k (x) + epθ (x)
]
dt = 0. (6.26)

Para ϕ2:

dϕ2 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ2 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(6.27)
luego de comprobar que,{

ϕ2 (x) , ϕ2 (y)
}
=

{
∂x
j π

j (x) + epθ (x) , ∂
y
j π

j (y) + epθ (y)
}
= 0, (6.28)

y recordando el resultado de los demás corchetes de Poisson se llega a

dϕ2 (x) = 0

Así, tenemos la certeza de las ecuaciones características son integrables.
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6.3.2. Ecuaciones características

Para calcular estas ecuaciones, se parte del diferencial y se considera la evolución dinámica de las
variables del espacio de fase, es decir, se pretende calcular las siguientes integrales:

dAµ (x) =

∫
d3y

[{
Aµ (x) , ϕ

0 (y)
}
dt+

{
Aµ (x) , ϕ

1 (y)
}
dω1 (y) +

{
Aµ (x) , ϕ

2 (y)
}
dω2 (y)

]
.

(6.29)

dπµ (x) =

∫
d3y

[{
πµ (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
πµ (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
πµ (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(6.30)

dθ (x) =

∫
d3y

[{
θ (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
θ (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
θ (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

(6.31)

dpθ (x) =

∫
d3y

[{
pθ (x) , ϕ

0 (y)
}
dt+

{
pθ (x) , ϕ

1 (y)
}
dω1 (y) +

{
pθ (x) , ϕ

2 (y)
}
dω2 (y)

]
.

(6.32)
Luego, calculando los corchetes de Poisson necesarios se demuestra que estos resultados se pueden
escribir como la evolución temporal de las variables del espacio de fase5:

Ȧµ = δkµ
(
πk − ∂kA0

)
+ δkµ∂kω̇2,

π̇µ = δµ0
(
∂kπ

k + epθ
)
+ δµk

[
∂lF

lk −m2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)]
,

θ̇ =
e2

m2
pθ − eA0 + eω̇2,

ṗθ =
m2

e
∂k

(
Ak +

1

e
∂kθ

)
. (6.33)

Finalmente, combinando estas ecuaciones se encuentran las siguientes relaciones6:

∂µF
µν +m2

[
Aν + 1

e
∂νθ

]
= 0 y ∂µ

[
Aµ + 1

e
∂µθ

]
= ∂0ω̇2 . (6.34)

Las cuales se consideran como ecuaciones de Euler-Lagrange a nivel Hamiltoniano y que serán
útiles para implementar las condiciones gauge de la teoría.

5El cálculo de los diferenciales está detallado en el apéndice C.4
6La deducción de estas ecuaciones está en el apéndice C.5
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6.3.3. Condiciones gauge

Dada la dependencia encontrada en las ecuaciones (6.33) sobre la variable independiente ω2 se
infiere que, al recuperar la simetría de gauge en el campo se ha generado una arbitrariedad en las
ecuaciones de movimiento del campo de Proca, esto no es conveniente para una correcta descrip-
ción de la dinámica del sistema, por tanto, se opta por imponer ciertas restricciones que devendrán
en una reducción de los grados de libertad. Estas son conocidas como condiciones gauge y se im-
pondrán tantas como tantos vínculos linealmente independientes hayan en el sistema de EDPHJ.

Dos vínculos serán linealmente independientes cuando el corchete de Poisson entre ambos sea
igual a cero. Analizando (6.23), se puede comprobar que ϕ1 y ϕ2 son linealmente independientes,
con ello, se afirma que es posible implementar dos condiciones gauge, las cuales serán determina-
das de tal manera que sean consistentes con la estructura de vínculos de la teoría [2].

En primer lugar, destacando que π0 = 0 es lógico pensar que una posible condición de gauge se
puede fijar como:

ϕ3 ≡ A0 = 0. (6.35)

Ahora, considerando la primera ecuación de (6.34), eligiendo la componente ν = 0 se tiene que

∂µF
µ0 +m2

[
A0 +

1

e
∂0θ

]
= 0

∂µ
(
∂µA0 − ∂0Aµ

)
+m2

[
A0 +

1

e
∂0θ

]
= 0

−∂µ
(
∂0Aµ

)
+

m2

e
∂0θ = 0

∂0

(
∂kAk +

m2

e
θ

)
= 0

de donde es posible identificar la siguiente condición gauge de la forma

ϕ4 ≡ ∂kAk +
m2

e
θ = 0 (6.36)

Así, el sistema completo de EDPHJ se expande:

ϕ0 ≡ pt +Hc = 0,
ϕ1 ≡ π0 = 0,
ϕ2 ≡ ∂kπ

k + epθ = 0,
ϕ3 ≡ A0 = 0,

ϕ4 ≡ ∂kAk +
m2

e
θ = 0. (6.37)

Con lo cual, se necesita asociar parámetros independientes (ω3 y ω4) a los nuevos vínculos (ϕ3 y
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ϕ4) provocando la modificación del diferencial fundamental:

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
F (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
. (6.38)

6.4. Corchetes generalizados

Para esta sección, partimos de la estructura general mediante la cual los corchetes generalizados
son calculados,

{F (x) , G (y)}∗ ≡ {F (x) , G (y)}−
∫ ∫

d3ud3v {F (x) , ϕn (u)}
(
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , G (y)

}
.

(6.39)
Teniendo en cuenta que los únicos corchetes de Poisson entre los vínculos no asociados con el
parámetro temporal y las condiciones gauge diferentes de cero son 7

{
ϕ1 (x) , ϕ3 (y)

}
= −δ3 (x− y) , (6.40){

ϕ2 (x) , ϕ4 (y)
}

= Dxδ
3 (x− y) , (6.41)

donde se definió Dx ≡ ∇x −m2. Con esto se deduce que la matriz M será

M (x, y) =


0 0 −1 0
0 0 0 Dx

1 0 0 0
0 −Dx 0 0

 δ3 (x− y) . (6.42)

También se puede demostrar que su inversa existe y es de la forma8:

M−1 (x, y) =


0 0 1 0
0 0 0 − 1

Dx

−1 0 0 0
0 1

Dx
0 0

 δ3 (x− y) . (6.43)

Donde 1
Dx

denota la inversa del operador Dx. Con esta información es posible calcular los cor-
chetes generalizados entre las coordenadas generalizadas (Ai, π

i, θ, pθ), de los cuales, los únicos

7Estos corchetes de Poisson se calculan en el apéndice C.6
8Esta demostración se encuentra también en el apéndice C.6
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diferentes de cero son9:{
Ai (x) , π

k (y)
}∗

=

(
δki +

∂x
i ∂

x
k

Dx

)
δ3 (x− y) , (6.44)

{Ai (x) , pθ (y)}∗ = −m2

e

∂x
i

Dx

δ3 (x− y) , (6.45){
πi (x) , θ (y)

}∗
= e

∂x
i

Dx

δ3 (x− y) , (6.46)

{θ (x) , pθ (y)}∗ =

(
1 +

m2

Dx

)
δ3 (x− y) . (6.47)

Sin embargo, considerando el sistema completo de EDPHJ, los grados de libertad, en principio
identificados por (Aµ, π

µ, θ, pθ), se reducen simplemente a (Ai, π
i), puesto que, en primer lugar,

los vínculos ϕ1 y ϕ3 determinan que A0 = 0 y π0 = 0, luego los vínculos ϕ2 y ϕ4 establecen una
dependencia de θ y pθ sobre πi y Ai respectivamente. Otra vez, se debe modificar el vínculo ϕ0,
para eliminar la aportación de grados de libertad superfluos en el Hamiltoniano, teniendo en cuenta
que, según ϕ3 y ϕ4 se deducen las relaciones

1
−e
∂kπ

k = pθ y − e
m2∂kAk = θ .

Con lo cual Hc se convierte en

Hc =
1

2
πkπk +

1

2m2

(
∂kπ

k
)2

+
1

4
FkjF

kj +
m2

2

(
Ak −

1

m2
∂k∂jAj

)2

.

En base a la información anterior y redefiniendo la evolución de una variable dinámica F (x) =
F [Ai (x) , π

i (x)] como

dF (x) =

∫
d3y

{
F (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt, (6.48)

se logran deducir las ecuaciones de movimiento del sistema utilizando los diferenciales corres-
pondientes a los grados de libertad, las cuales son equivalentes a 10

Ȧi (x) =

(
δkj −

∂x
i ∂

x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2

)
πj (x) , (6.49)

π̇i (x) = ∂x
kF

ki (x)−m2

(
δik −

∂x
i ∂

x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2

)[
Aj (x)−

∂x
j ∂

x
l Al (x)

m2

]
. (6.50)

Las ecuaciones (6.49) y (6.50) representan las ecuaciones de movimiento del sistema para los
grados de libertad en el espacio de fase reducido.

9Estos cálculos están detallados en el apéndice C.7
10Los diferenciales de los campos están calculados en el apéndice C.8



Capítulo 7

Resultados

La teoría de Hamilton-Jacobi muestra ser un método bastante intuitivo para describir la dinámica
de un sistema con las particularidades del campo de Proca. Los resultados de este trabajo serán
medidos respecto al éxito en la aplicación de la formulación de Hamilton-Jacobi, corroborada a
través de la reproducción de lo obtenido en el tratamiento canónico del campo de Proca.

Campo de Proca real

Para aplicar la teoría de Hamilton-Jacobi fue necesario analizar las condiciones de integrabilidad de
los vínculos del sistema, esto conllevó a formar el conjunto completo de ecuaciones diferenciales
parciales de Hamilton-Jacobi:

ϕ0 ≡ p0 +Hc,
ϕ1 ≡ π0,
ϕ2 ≡ ∂kπ

k +m2A0.

En este punto se identifica una relación con el método canónico, donde ϕ1 y ϕ2 representan liga-
duras de primera y segunda clase respectivamente, mientras que ϕ0 es un vínculo que representa
información de la dinámica del campo de Proca. Para incluir estos vínculos en la descripción de la
dinámica del sistema, el método de Hamilton-Jacobi, propone definir un diferencial fundamental
de la forma,

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
el cual se usó para verificar las condiciones de integrabilidad de los vínculos, con un próposito
similar al análisis de consistencia que se efectúa mediante el Hamiltoniano primario en el método
de Dirac.

Aquí se establecen las variables independientes ω1 y ω2, las cuales representan una expansión del
espacio de parámetros independientes del cual hace parte el tiempo. En conjunto, estas variables
describirán la evolución del sistema físico en las mismas condiciones.

39
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Al exigir el cumplimiento de la condición de integrabilidad de Frobenius se encontraron las si-
guientes relaciones: [

∂kπ
k +m2A0

]
dt = m2dω2,

π0dt = −dω1.

Estas denotan una arbitrariedad en el sistema, procedente de la expansión del espacio de parámetros
independientes que no permite determinar de forma única la descripción del campo de Proca,
para esto, se construyen los corchetes generalizados, los cuales permiten redefinir la dinámica
de los grados de libertad del sistema (Ai, π

i) únicamente respecto al parámetro temporal, con la
misma premisa que en el método de canónico se definen los corchetes de Dirac. Los corchetes
generalizados para dos variables dinámicas se definen de la forma,

{F (x) , G (y)}∗ ≡ {F (x) , G (y)}−
∫ ∫

d3ud3v {F (x) , ϕn (u)}
(
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , G (y)

}
.

Esto permitió reescribir el diferencial fundamental como,

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt
]

,

de donde se consiguió hallar ecuaciones de movimiento:

Ȧi = πi − 1

m2
∂i∂jπ

j ,

π̇i = ∂kF
ki +m2Ai.

Juntando estas ecuaciones se logró deducir la ecuación de campo de Proca para los grados de
libertad del espacio de fase reducido. (

□+m2
)
Ai = 0.

Campo de Proca complejo

Empleando un proceso similar al expuesto en el caso anterior se consiguen resultados bastante
similares para el campo complejo. Su diferencia radica en que la dinámica del sistema será descrita
por un número mayor de grados de libertad (Ai, π

i, A∗
i , π

∗i).

Este aumento de grados de libertad provoca que el conjunto de EDPHJ se amplíe y mezcle la parte
real y compleja de los campos.

ϕ0 ≡ pt +H = 0,
ϕ1 ≡ π0 = 0,
ϕ2 ≡ π∗0 = 0,
ϕ3 ≡ ∂kπ

k +m2A∗0 = 0,
ϕ4 ≡ ∂kπ

∗k +m2A0 = 0.



41

Donde ϕ1 y ϕ2 reprensentan vínculos de primera clase en el método canónico, mientras que ϕ3 y ϕ4,
son vínculos de seguda clase. Luego, la dinámica del sistema será definida mediante el diferencial
fundamental,

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
F (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
.

En esta ocasión, son ω1, ω2, ω3 y ω4 los parámetros independientes que generan arbitrariedad en la
descripción de la dinámica. De igual manera, la definición de los corchetes generalizados permitió
redefinir la dinámica de tal forma que se encontrasen las ecuaciones de movimiento:

Ȧi = π∗i − 1

m2
∂i∂kπ

∗k,

Ȧ∗
i = π∗i − 1

m2
∂i∂kπ

k,

π̇i = ∂kF
∗ki +m2A∗i,

π̇∗i = ∂kF
ki +m2Ai.

Con ellas se llegó finalmente a las ecuaciones de campo de proca para los grados de libertad del
espacio de fase reducido, (

□+m2
)
Ai = 0,(

□+m2
)
A∗i = 0.

Campo de Proca con simetría gauge

Al examinar el campo de Proca bajo la modificación del Lagrangiano efectuada en el capítulo 6,
se consiguió un sistema de EDPHJ de la forma:

ϕ0 ≡ pt +Hc,
ϕ1 ≡ π0,
ϕ2 ≡ ∂kπ

k + epθ.

Donde se manifiesta una aportación importante por parte del campo escalar θ y su momento canó-
nico pθ a las ecuaciones de movimiento:

Ȧµ = δkµ
(
πk − ∂kA0

)
+ δkµ∂kω̇2,

π̇µ = δµ0
(
∂kπ

k + epθ
)
+ δµk

[
∂lF

lk −m2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)]
,

θ̇ =
e2

m2
pθ − eA0 + eω̇2,

ṗθ =
m2

e
∂k

(
Ak +

1

e
∂kθ

)
.
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Aún cuando aquí se denota una arbitrariedad en la descripción de la dinámica, los vínculos del sis-
tema, proveen la implementación de dos condiciones gauge que expandirán el conjunto de EDPHJ
mediante las relaciones,

ϕ3 ≡ A0,

ϕ4 ≡ ∂kAk +
m2

e
θ.

De esta manera, el diferencial fundamental que genera esta estructura de vínculos es,

dF (x) =

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
F (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
F (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
F (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
F (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
.

Luego, la indeterminación que generan los nuevos parámetros obtenidos se elimina mediante los
corchetes generalizados, cuyo efecto repercute en la reducción de los grados de libertad, de forma
que las ecuaciones de movimiento que describen el sistema se reducen a,

Ȧi (x) =

(
δkj −

∂x
i ∂

x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2

)
πj (x) ,

π̇i (x) = ∂x
kF

ki (x)−m2

(
δik −

∂x
i ∂

x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2

)[
Aj (x)−

∂x
j ∂

x
l Al (x)

m2

]
.



Capítulo 8

Conclusiones

Para implementar la formulación de Hamilton-Jacobi en el campo de Proca fue necesario exigir
el cumplimiento de la condición de integrabilidad de Frobenius para vínculos no involutivos, pro-
piciando la aparición de parámetros indeterminados (ωi), de esta forma, se impedía la definición
única de la dinámica del sistema. La solución a esto, luego de hacer un conteo correcto de los
grados de libertad del sistema, fue construir los corchetes generalizados, los cuales permitieron de-
ducir la ecuación de campo de Proca para el espacio de fase reducido por medio de las ecuaciones
de movimiento del sistema.

La deducción de las ecuaciones de movimiento tanto para el campo real como para el comple-
jo mostró que el comportamiento del campo de Proca puede ser modelado mediante la ecuación de
Klein-Gordon, esto implica que existe una analogía entre las propiedades dinámicas de un campo
escalar masivo con las de un campo vectorial masivo como el de Proca. De esta forma, conociendo
que las soluciones de la ecuación de Klein-Gordon son ondas planas, se obtiene una descripción
familiar de las perturbaciones en este campo.

Por otra parte, también fue posible aplicar la formulación de Hamilton-Jacobi a un campo de Proca
en el cual se recuperaba la invariancia de gauge mediante la adición de un campo escalar apropia-
damente incorporado en la teoría. Las repercusiones concernientes a dicho procedimiento parecen
aumentar los grados de libertad del campo, no obstante, al construir el sistema de EDPHJ con la
incorporación de dos condiciones gauge que surgían de los vínculos del sistema, se demostró que
los grados de libertad seguían siendo Ai y πi, con la salvedad de que en este caso, las ecuaciones
de movimiento ya no se pueden asemejar con solución de ondas planas que se presentaba en los
capítulos 4 y 5.

Finalmente, a lo largo de este trabajo se logró comprobar satisfactoriamente la equivalencia en-
tre la formulación de Hamilton-Jacobi y el método de Dirac para sistemas con vínculos, resaltando
una equivalencia entre las condiciones de integrabilidad y el análisis de consistencia de los víncu-
los. Los resultados encontrados aquí son compatibles a los encontrados en el trabajo de grado,
Tratamiento canónico de la ecuación de Proca para campo real y complejo [3] y el informe técni-
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co, Teoria de fotones masivos en las coordenadas de plano nulo [2]. sin embargo, se encontró un
pequeño fallo en el trabajo de grado citado, puesto que al establecer las ecuaciones de movimiento
para los grados de libertad del espacio de fase reducido se consideró la aportación de grados de
libertad que, en realidad no aportaban, ya que se eliminaban al considerar la forma de los víncu-
los dentro de la densidad Hamiltoniana tanto en el campo real como en el campo complejo, esto
conllevó a una deducción no justificada de la ecuación de campo de Proca.



Apéndice A

Cálculos para el campo de Proca real

A.1. Cálculos preliminares

Demostración de (4.7)

∂L
∂(∂βAα)

=
∂

∂(∂βAα)
[−1

4
Fµν(x)F

µν(x) +
m2

2
Aµ(x)A

µ(x)]

= −1

4

∂

∂(∂βAα)
[Fµν(x)F

µν(x)]

= −1

4
{ ∂

∂(∂βAα)
[∂µAν(x, t)− ∂νAµ(x, t)]F

µν(x

+Fµν(x)
∂

∂(∂βAα)
[∂µAν(x, t)− ∂νAµ(x, t)]}

= −1

4
{ ∂

∂(∂βAα)
[∂µAν(x, t)− ∂νAµ(x, t)]F

µν +

Fµν(x)
∂

∂(∂βAα)
[ηµγηνσ∂γAσ(x, t)− ηνσηµγ∂σAγ(x, t)]}

= −1

4
{δµβδ

ν
αF

µν − δνβδ
µ
αF

µν + Fµν(x)[η
µγηνσδγβδ

σ
α − ηνσηµγδσβδ

γ
α]}

= −1

4
{F βα − Fαβ + Fµν [η

µβηνα − ηνβηµα]}

= −1

4

(
F βα + F βα + F βα − Fαβ

)
= −1

4

(
F βα + F βα + F βα + F βα

)
= −F βα

45
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Demostración de (4.9)

∂2L
∂(∂0Aα)∂(∂0Aβ)

= − ∂F 0α

∂(∂0Aβ)

= − ∂

∂(∂0Aβ)
(∂0Aα − ∂αA0)

= − ∂

∂(∂0Aβ)
(η0γηασ∂γAσ − ηαση0γ∂σAγ)

= −(η0γηασδγ0δ
σ
β − η0γηασδσ0 δ

γ
β)

= η0βηα0 − η00ηαβ

Demostración de (4.13)

∂L
∂ (∂0Aν)

= −1

4

[
∂

∂ (∂0Aβ)
(∂µAν − ∂νAµ)F

µν

]
−1

4

[
Fµνη

µαηνγ
∂

∂ (∂0Aβ)
(∂αAγ − ∂γAα)

]
= −1

4

(
δµ0 δ

ν
β − δν0δ

µ
β

)
F µν − 1

4
Fαγ

(
δα0 δ

γ
β − δγ0δ

α
β

)
= −1

4

(
F 0β − F β0

)
− 1

4

(
F 0β − F β0

)
=

1

4

(
2F β0

)
+

1

4

(
2F β0

)
= F β0.
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Demostración de (4.18)

Hc ≡ π0Ȧ0 + πkȦk +
1

4
FµνF

µν − m2

2
AµA

µ

= πk
(
∂kA0 + πk

)
+

1

4

F00F
00︸ ︷︷ ︸

0

+ F0kF
0k + Fk0F

k0 + FkiF
ki

− m2

2
AµA

µ

= πk∂kA0 + πkπk +
1

4

(
Fk0F

k0 + Fk0F
k0 + FkiF

ki
)
− m2

2
AµA

µ

= πk∂kA0 + πkπk +
1

2
Fk0︸︷︷︸
−Fk0

F k0 +
1

4
FkiF

ki − m2

2
AµA

µ

= πk∂kA0 + πkπk − 1

2
F k0F k0︸ ︷︷ ︸

πkπk

+
1

4
FkiF

ki − m2

2
AµA

µ

Esto es equivalente a la igualdad (4.18)

A.2. Corchetes de Poisson entre los vínculos

Demostración de (4.29)

{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
π0 (x) , pt (y) +H (y)

}
=

{
π0 (x) , pt (y) +

1

2

[
πk (y)

]2
+

1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
+

{
π0 (x) ,−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)−

m2

2
Aµ (y)A

µ (y)

}
=

{
π0 (x) ,−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)−

m2

2
Aµ (y)A

µ (y)

}
=

{
π0 (x) ,−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)

}
− m2

2

{
π0 (x) , Aµ (y)A

µ (y)
}

= −∂y
kπ

k (y)
{
π0 (x) , A0 (y)

}
−m2

2

[{
π0 (x) , Aµ (y)

}
Aµ (y) + ηµγAµ (y)

{
π0 (x) , Aγ (y)

}]
= ∂y

kπ
k (y) δ00δ

3 (x− y) +
m2

2

[
δ0µA

µ (y) + Aγ (y) δ0γ
]
δ3 (x− y)

=
[
∂y
kπ

k (y) +m2A0 (y)
]
δ3 (x− y)
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Demostración de (4.35)

{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
∂x
kπ

k (x) +m2A0 (x) , pt +
1

2

[
πk (y)

]2 − [
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)

}
+

{
∂x
kπ

k (x) +m2A0 (x) ,−m2

2
Aµ (y)A

µ (y) +
1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
=

m2

2

{
A0 (x) ,

[
πk (y)

]2}−
[
∂y
kπ

k (y)
] {

∂x
kπ

k (x) , A0 (y)
}

+m2∂y
k

{
A0 (x) , πk (y)

}
A0 (y)−

m2

2

{
∂x
j π

j (x) , Aµ (y)A
µ (y)

}
+

{
∂x
j π

j (x) ,
1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
= m2

{
A0 (x) , πk (y)

}
πk (y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
∂x
k

{
πk (x) , A0 (y)

}
+m2∂y

k

{
A0 (x) , πk (y)

}
A0 (y)

−m2

2
∂x
j

[{
πj (x) , Aµ (y)

}
Aµ (y) +

{
πj (x) , Aµ (y)

}
Aµ (y)

]
+
1

2
∂x
j

{
πj (x) , Fki (y)

}
F ki (y)

Donde

{
πj (x) , Fki (y)

}
=

{
πj (x) , ∂y

kAi (y)− ∂y
i Ak (y)

}
= ∂y

k

{
πj (x) , Ai (y)

}
− ∂y

i

{
πj (x) , Ak (y)

}
= −∂y

kδ
j
i δ

3 (x− y) + ∂y
i δ

j
kδ

3 (x− y)

=
(
∂x
kδ

j
i − ∂x

i δ
j
k

)
δ3 (x− y)

{
πj (x) , Aµ (y)

}
Aµ (y) +

{
πj (x) , Aµ (y)

}
Aµ (y) = −δjµδ

3 (x− y)Aµ (y)

−Aγ (y) δjγδ
3 (x− y)

= −2Aj (y) δ3 (x− y)

{
A0 (x) , πk (y)

}
= η0s

{
As (x) , π

k (y)
}

= η0sδks δ
3 (x− y)

= η0kδ3 (x− y)
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Por tanto:

{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
=

1

2
∂x
j

(
∂x
kδ

j
i − ∂x

i δ
j
k

)
F ki (y) δ3 (x− y)− m2

2
∂x
j

[
−2Aj (y) δ3 (x− y)

]
+m2η0kπk (y) δ3 (x− y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
∂x
kδ

k
0δ

3 (x− y)

+m2∂y
kη

0kA0 (y) δ
3 (x− y)

=
1

2
(∂x

i ∂
x
k − ∂x

k∂
x
i )F

ki (y) δ3 (x− y)

+m2∂x
j

[
Aj (y) δ3 (x− y)

]
+m2η0kπk (y) δ3 (x− y)

−
[
∂y
0π

0 (y)
]
∂x
0 δ

3 (x− y) +m2∂y
kη

0kA0 (y) δ
3 (x− y)

= −∂x
i ∂

x
kF

ki (x) δ3 (x− y) +m2∂y
kA

k (y) δ3 (x− y)

Demostración de (4.37)

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
∂x
kπ

k (x) +m2A0 (x) , π0 (y)
}

= m2η0s
{
As (x) , π

0 (y)
}

= m2η0sδ0sδ
3 (x− y)

= m2η00δ3 (x− y)

= m2δ3 (x− y)

Demostración de (4.42)

dϕ2 (x) =

∫
d3y

{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y)

+

∫
d3y

{
ϕ2 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y) ,

donde {
ϕ2 (x) , ϕ2 (y)

}
=

[{
∂x
kπ

k (x) +m2A0 (x) , ∂y
kπ

k (y) +m2A0 (y)
}]

dω2 (y)

= m2∂x
k

{
πk (x) , A0 (y)

}
+m2∂y

k

{
A0 (x) , πk (y)

}
= −η0jm2δkj ∂

x
kδ

3 (x− y)− η0jm2δkj ∂
x
kδ

3 (x− y)

pero η0jδkj = δk0 = 0

→
{
ϕ2 (x) , ϕ2 (y)

}
= 0,
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es decir que

dϕ2 (x) =

∫
d3y

[
m2∂y

kA
k (y) δ3 (x− y)

]
dt+

∫
d3y

[
m2δ3 (x− y)

]
dω1 (y)

= m2∂x
kA

k (x) dt+m2dω1 (x)

A.3. Corchetes de Poisson entre los vínculos y los campos fun-
damentales

Demostración de (4.45)

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}

=

{
Ai (x) , p

t +
1

2

[
πk (y)

]2 − [
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)

}
+

{
Ai (x) ,−

m2

2
Aµ (y)A

µ (y) +
1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
=

{
Ai (x) , π

k (y)
}
πk (y)− ∂y

k

{
Ai (x) , π

k (y)
}
A0 (y)

= δki π
k (y) δ3 (x− y)− δki ∂

y
kδ

3 (x− y)A0 (y)

=
[
πi (y)− ∂y

i A0 (y)
]
δ3 (x− y)

Demostración de (4.46)

{
Ai (x) , ϕ

1 (y)
}

=
{
Ai (x) , π

0 (y)
}

= δ0i δ
3 (x− y)

= 0

Demostración de (4.47)

{
Ai (x) , ϕ

2 (y)
}

=
{
Ai (x) , ∂

y
kπ

k (y) +m2A0 (y)
}

= ∂y
kδ

k
i δ

3 (x− y)

= ∂y
i δ

3 (x− y)
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Demostración de (4.49)

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
πi (x) , pt +

1

2

[
πk (y)

]2 − [
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)−

m2

2
Aµ (y)A

µ (y)

}
+

{
πi (x) ,

1

4
Fkj (y)F

kj (y)

}
=

1

2

{
πi (x) , Fkj (y)

}
F kj (y)

−m2

2

[{
πi (x) , Aµ (y)

}
Aµ (y) + Aµ (y)

{
πi (x) , Aµ (y)

}]
=

1

2

(
δij∂

x
k − δik∂

x
j

)
F kj (y) δ3 (x− y)

+
m2

2

[
δµi δ

3 (x− y)Aµ (y) + ηµνAµ (y) δ
ν
i δ

3 (x− y)
]

=
1

2

(
δij∂

x
k − δik∂

x
j

)
F kj (y) δ3 (x− y) +

m2

2

[
Ai (y) + Ai (y)

]
δ3 (x− y)

=

[
1

2

(
δij∂

x
k − δik∂

x
j

)
F kj (y) +m2Ai (y)

]
δ3 (x− y)

Demostración de (4.50)

{
πi (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
πi (x) , π0 (y)

}
= 0

Demostración de (4.51)

{
πi (x) , ϕ2 (y)

}
=

{
πi (x) , ∂y

kπ
k (y) +m2A0 (y)

}
= 0

A.4. Cálculo de los corchetes generalizados

Deducción de la matriz (4.61)

Para su cálculo, se parte de una propiedad inherente a este tipo de matrices:

∫
d3zMnl (x, y)

(
M−1

)lk
(x, y) = δnkδ3 (x− y) . (A.1)
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Donde {n, l, k} = {1, 2}. Proponiendo que la matriz inversa tenga una estructura de la forma

(
M−1

)
(x, y) =

(
Ω1 (x, y) Ω2 (x, y)
Ω3 (x, y) Ω4 (x, y)

)
,

donde las Ω son funciones desconocidas. Para calcularlas se usa la propiedad anterior, resultando
que ∫

d3z

(
0 −m2

m2 0

)(
Ω1 (z, y) Ω2 (z, y)
Ω3 (z, y) Ω4 (z, y)

)
δ3 (x− z) =

(
1 0
0 1

)
δ3 (x− y) , (A.2)

integrando se tiene y multiplicando se llega a

(
−m2Ω3 (x, y) −m2Ω4 (x, y)
m2Ω1 (x, y) m2Ω2 (x, y)

)
=

(
1 0
0 1

)
δ3 (x− y) ,

Por lo cual, se logra reconocer que:

Ω1 (x, y) = 0,

Ω2 (x, y) =
1

m2
δ3 (x− y) ,

Ω3 (x, y) = − 1

m2
δ3 (x− y) ,

Ω4 (x, y) = 0.

Así, la matriz inversa es:

(
M−1

)
(x, y) =

(
0 m−2

−m−2 0

)
δ3 (x− y) .

CG entre los grados de libertad

{Ai (x) , Ak (y)}∗ = {Ai (x) , Ak (y)}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

1 (u)
} (

M−1
)12

(u, v)
{
ϕ2 (v) , Ak (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)21

(u, v)
{
ϕ1 (v) , Ak (y)

}
= 0.
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{
πi (x) , πk (y)

}∗
=

{
πi (x) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
πi (x) , ϕ1 (u)

} (
M−1

)12
(u, v)

{
ϕ2 (v) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
πi (x) , ϕ2 (u)

} (
M−1

)21
(u, v)

{
ϕ1 (v) , πk (y)

}
= 0.

{
Ai (x) , π

k (y)
}∗

=
{
Ai (x) , π

k (y)
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai, ϕ

1 (u)
} (

M−1
)12

(u, v)
{
ϕ2 (v) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai, ϕ

2 (u)
} (

M−1
)21

(u, v)
{
ϕ1 (v) , πk (y)

}
= δki δ

3 (x− y) .

Demostración de (4.67)

dAi (x) =

∫
d3y

[{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}∗

dt
]

=

∫
d3y

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v {Ai (x) , ϕ

n (u)}
(
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , ϕ0 (y)

}
dt

=

∫
d3y

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
Ai (x) , ϕ

1 (u)
} (

M−1
)12

(u, v)
{
ϕ2 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)21

(u, v)
{
ϕ1 (v) , ϕ0 (y)

}
dt,

donde,
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{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}

=
{
Ai (x) , p

t (y) +Hc (y)
}

=

{
Ai (x) , p

t (y) +
1

2
πk (y) πk (y) +

1

2m2
∂y
kπ

k (y) ∂y
i π

j (y)

}
+

{
Ai (x) ,−

m2

2
Aj (y)A

j (y) +
1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
=

{
Ai (x) , π

k (y)
}
πk (y) +

1

2m2
∂y
k

{
Ai (x) , π

k (y)
}
∂y
j π

j (y)

+
1

2m2
∂y
j

{
Ai (x) , π

j (y)
}
∂y
kπ

k (y)

= δki δ
3 (x− y) πk (y) +

1

2m2
∂y
kδ

k
i δ

3 (x− y) ∂y
j π

j (y)

+
1

2m2
∂y
j δ

j
i δ

3 (x− y) ∂y
kπ

k (y)

= πi (y) δ3 (x− y) +
1

2m2
∂y
i ∂

y
j π

j (y) δ3 (x− y)

+
1

2m2
∂y
i ∂

y
kπ

k︸︷︷︸
k→j

(y) δ3 (x− y)

=

[
πi (y) +

1

m2
∂y
i ∂

y
j π

j (y)

]
δ3 (x− y)

=

[
πi (y)− 1

m2
∂x
i ∂

y
j π

j (y)

]
δ3 (x− y) ,

{
Ai (x) , ϕ

1 (u)
}
= 0,

{
ϕ1 (v) , ϕ0 (y)

}
= 0.

Utilizando estos resultados se obtiene

dAi (x) =

∫
d3y

[
πi (y)− 1

m2
∂x
i ∂

y
j π

j (y)

]
δ3 (x− y) dt

=

[
πi (x)− 1

m2
∂x
i ∂

x
j π

j (x)

]
dt
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Demostración de (4.70)

dπi (x) =

∫
d3y

[{
πi (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt
]

=

∫
d3y

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕn (u)

} (
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , ϕ0 (y)

}
dt

=

∫
d3y

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕ1 (u)

} (
M−1

)12
(u, v)

{
ϕ2 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕ2 (u)

} (
M−1

)21
(u, v)

{
ϕ1 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

=

∫
d3y

[
1

2

(
δij∂

x
k − δik∂

x
j

)
F kj (y) +m2Ai (y)

]
δ3 (x− y) dt

=

∫
d3y

[
1

2

(
∂x
kF

ki − ∂x
j F

ij
)
(y) +m2Ai (y)

]
δ3 (x− y) dt

=

∫
d3y

[
1

2

(
∂x
kF

ki + ∂x
kF

ki
)
(y) +m2Ai (y)

]
δ3 (x− y) dt

=

∫
d3y

[
∂x
kF

ki (y) +m2Ai (y)
]
δ3 (x− y) dt

=
[
∂x
kF

ki (x) +m2Ai (x)
]
dt

donde,

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
πi (x) , pt (y) +Hc (y)

}
=

{
πi (x) , pt (y) +

1

2
πk (y) πk (y) +

1

2m2
∂y
kπ

k (y) ∂y
i π

j (y)

}
+

{
πi (x) ,−m2

2
Aj (y)A

j (y) +
1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
= −m2

{
πi (x) , Aj (y)

}
Aj (y) +

1

2

{
πi (x) , Fkj (y)

}
F kj (y)

= m2δijδ
3 (x− y)Aj (y) +

1

2

(
δij∂

y
k − δik∂

y
j

)
δ3 (x− y)F kj (y)

= m2δ3 (x− y)Ai (y) +
1

2
∂y
kF

ki (y) +
1

2
∂y
jF

ji (y)︸ ︷︷ ︸
j→k

δ3 (x− y)

=
[
m2Ai (y) + ∂y

kF
ki (y)

]
δ3 (x− y) .
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De esto resulta que

dπi (x) =

∫
d3y

[
m2Ai (y) + ∂y

kF
ki (y)

]
δ3 (x− y) dt

=
[
∂x
kF

ki (x) +m2Ai (x)
]
dt.



Apéndice B

Cálculos para el campo de Proca complejo

B.1. Cálculos preliminares

Singularidad de la matriz Hessiana en el campo de Proca complejo

Es posible comprobar que es singular calculando el determinante de su matriz Hessiana, la cual se
define de la siguiente manera:

W βα (x, y) ≡ δ2L

δȦβ (x) δȦ∗
ν (y)

=
∂2L

∂Ȧβ∂Ȧ∗
ν

δ3 (x− y) =
∂2L

∂ (∂0Aβ) ∂ (∂0A∗
ν)
δ3 (x− y)

Por una parte se tiene:

57
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∂L
∂(∂βAα)

=
∂

∂(∂βAα)

(
−1

2
F ∗
µνF

µν +m2Aµ∗Aµ

)
= −1

2
F ∗
µν

∂

∂(∂βAα)
(F µν)

= −1

2
F ∗
µνη

µγηνσ
∂

∂(∂βAα)
(Fγσ)

= −1

2
F ∗
µνη

µγηνσ
∂

∂(∂βAα)
(∂γAσ − ∂σAγ)

= −1

2
F ∗γσ (δγβδσα − δσβδ

γ
α

)
= −1

2

(
F ∗γσδγβδ

σ
α − F ∗γσδσβδ

γ
α

)
= −1

2

(
F ∗βα − F ∗αβ)

= −F ∗βα

Si β = 0

∂L
∂(∂0Aα)

= −F ∗0α = F ∗α0

Se deriva de nuevo

∂2L
∂(∂0Aα)∂(∂0A∗

β)
= − ∂F ∗0α

∂(∂0A∗
β)

= −η0γηασ
∂F ∗

γσ

∂(∂0A∗
β)

= −η0γηασ
∂

∂(∂0A∗
β)

(
∂γA

∗
σ − ∂σA

∗
γ

)
= −

(
η00ηαβ − η0βηα0

)
= η0βηα0 − η00ηαβ

Por lo tanto

W βα (x, y) =
(
η0βηα0 − η00ηαβ

)
δ3 (x− y)

Recordando que
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η =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Es decir que

W βα (x, y) =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 δ3 (x− y)

Es evidente que el determinante de esta matriz es igual a cero, con lo cual se afirma que la densidad
lagrangiana del campo de Proca complejo es singular.

Demostración de la ecuación (5.14)

La densidad Hamiltoniana canónica de campo electromagnético es

Hc ≡ πµ (x) Ȧµ (x) + π∗µ (x) Ȧ∗
µ (x)− L

Expandiendo la suma sobre µ y usando los resultados anteriores se tiene que:

Hc = π0Ȧ0 + πkȦk + π∗0Ȧ∗
0 + π∗kȦ∗

k +
1

2
F ∗
µνF

µν −m2Aµ∗Aµ

= π0Ȧ0 + πk
(
∂kA0 + π∗k)+ π∗0Ȧ∗

0 + π∗k (∂kA∗
0 + πk

)
+

1

2
F ∗
µνF

µν −m2Aµ∗Aµ

= πk
(
∂kA0 + π∗k)+ π∗k (∂kA∗

0 + πk
)
+

1

2

(
F ∗
00F

00 + F ∗
0kF

0k + F ∗
k0F

k0 + F ∗
kiF

ki
)
−m2Aµ∗Aµ

= πk∂kA0 + πkπ∗k + π∗k∂kA
∗
0 + π∗kπk +

1

2

(
F ∗
k0F

k0 + F ∗
k0F

k0 + F ∗
kiF

ki
)
−m2Aµ∗Aµ

= πk∂kA0 + πkπ∗k + π∗k∂kA
∗
0 + π∗kπk +

1

2

(
F ∗
k0F

k0 + F ∗
k0F

k0 + F ∗
kiF

ki
)
−m2Aµ∗Aµ

= πk∂kA0 + 2πkπ∗k + π∗k∂kA
∗
0 − F ∗k0F k0 +

1

2
F ∗
kiF

ki −m2Aµ∗Aµ

= πk∂kA0 + 2πkπ∗k + π∗k∂kA
∗
0 − πkπ∗k +

1

2
F ∗
kiF

ki −m2Aµ∗Aµ

= πkπ∗k + πk∂kA0 + π∗k∂kA
∗
0 −m2Aµ∗Aµ +

1

2
F ∗
kiF

ki
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B.2. Corchetes de Poisson entre los vínculos

Entre ϕ1 y ϕ0

{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
π0 (x) , pt (y) +H (y)

}
=

{
π0 (x) , pt (y) + πk (y) π∗k (y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)−

[
∂y
kπ

∗k (y)
]
A∗

0 (y)
}

+

{
π0 (x) ,−m2A∗µ (y)Aµ (y) +

1

2
F ∗
ki (y)F

ki (y)

}
= −∂y

kπ
k (y)

{
π0 (x) , A0 (y)

}
−m2A∗µ (y)

{
π0 (x) , Aµ (y)

}
= ∂y

kπ
k (y) δ00δ

3 (x− y) +m2A∗µ (y) δ0µδ
3 (x− y)

=
[
∂y
kπ

k (y) +m2A∗0 (y)
]
δ3 (x− y) ,

donde se usó

{
π0 (x) , F ki (y)

}
= ηnkηmi

{
π0 (x) , Fnm (y)

}
= ηnkηmi

{
π0 (x) , ∂y

nAm (y)− ∂y
nAm (y)

}
= ηnkηmi∂y

n

{
π0 (x) , Am (y)

}
− ∂y

m

{
π0 (x) , An (y)

}
= ηnkηmi

[
−∂y

nδ
0
mδ

3 (x− y) + ∂y
mδ

0
nδ

3 (x− y)
]

= ηnkηmi
(
∂x
nδ

0
m − ∂x

nδ
0
m

)
δ3 (x− y) = 0

= ηnkη0i (∂x
n − ∂x

n) δ
3 (x− y) = 0

Dado que i ̸= 0

Entre ϕ2 y ϕ0

{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
π∗0 (x) , pt (y) +H (y)

}
=

{
π∗0 (x) , pt (y) + πk (y) π∗k (y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)−

[
∂y
kπ

∗k (y)
]
A∗

0 (y)
}

+

{
π∗0 (x) ,−m2A∗µ (y)Aµ (y) +

1

2
F ∗
ki (y)F

ki (y)

}
= −∂y

kπ
∗k (y)

{
π∗0 (x) , A∗

0 (y)
}
−m2Aµ (y) η

µγ
{
π∗0 (x) , A∗

γ (y)
}

= ∂y
kπ

∗k (y) δ00δ
3 (x− y) +m2Aγ (y) δ0γδ

3 (x− y)

=
[
∂y
kπ

∗k (y) +m2A0 (y)
]
δ3 (x− y) ,
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donde se usó

{
π∗0 (x) , F ∗

ki (y)
}

=
{
π∗0 (x) , ∂y

kA
∗
i (y)− ∂y

i A
∗
k (y)

}
= ∂y

k

{
π∗0 (x) , A∗

i (y)
}
− ∂y

i

{
π0 (x) , A∗

k (y)
}

= −∂y
kδ

0
i δ

3 (x− y) + ∂y
i δ

0
kδ

3 (x− y)

=
(
∂x
kδ

0
i − ∂x

i δ
0
k

)
δ3 (x− y)

Si en el segundo término i ↔ k

=
(
∂x
kδ

0
i − ∂x

kδ
0
i

)
δ3 (x− y) = 0

Demostración de (5.28)

Partimos de,

dϕ3 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ3 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ3 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ3 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
Por una parte,

{
ϕ3 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
∂x
j π

j (x) +m2A∗0 (x) , pt (y) + πk (y) π∗k (y)−
[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)

}
+
{
∂x
j π

j (x) +m2A∗0 (x) ,−
[
∂y
kπ

∗k (y)
]
A∗

0 (y)−m2A∗µ (y)Aµ (y)
}

+

{
∂x
j π

j (x) +m2A∗0 (x) ,
1

2
F ∗
ki (y)F

ki (y)

}
= −∂y

kπ
k (y) ∂x

j

{
πj (x) , A0 (y)

}
−m2A∗µ (y) ∂x

j

{
πj (x) , Aµ (y)

}
+
1

2
F ∗
ki (y) ∂

x
j

{
πj (x) , F ki (y)

}
+m2πk (y) η0l

{
A∗

l (x) , π
∗k (y)

}
−m2η0l∂y

k

{
A∗

l (x) , π
∗k (y)

}
A∗

0 (y) .

Donde,

{
πj (x) , F ki (y)

}
= ηnkηmi

{
πj (x) , Fnm (y)

}
= ηnkηmi

{
πj (x) , ∂y

nAm (y)− ∂y
mAn (y)

}
= ηnkηmi∂y

n

{
πj (x) , Am (y)

}
− ∂y

m

{
πj (x) , An (y)

}
= ηnkηmi

[
−∂y

nδ
j
mδ

3 (x− y) + ∂y
mδ

j
nδ

3 (x− y)
]

= ηnkηmi
(
∂x
mδ

j
n − ∂x

mδ
j
n

)
δ3 (x− y)
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Por tanto:

{
ϕ3 (x) , ϕ0 (y)

}
= ∂y

kπ
k (y) ∂x

j δ
j
0δ

3 (x− y) +m2A∗µ (y) ∂x
j δ

j
µδ

3 (x− y)

+
1

2
F ∗
ki (y) ∂

x
j η

nkηmi
(
∂x
mδ

j
n − ∂x

nδ
j
m

)
δ3 (x− y)

+m2πk (y) η0lδkl δ
3 (x− y)−m2η0l∂y

kδ
k
l δ

3 (x− y)A∗
0 (y)

= m2A∗j (y) ∂x
j δ

3 (x− y) +
1

2
F ∗nm (y)

(
∂x
j ∂

x
mδ

j
n − ∂x

j ∂
x
nδ

j
m

)
δ3 (x− y) ,

recordando que el producto entre un tensor simétrico y uno antisimétrico es nulo (en el segundo
término), se concluye que:

{
ϕ3 (x) , ϕ0 (y)

}
= m2∂x

jA
∗j (y) δ3 (x− y) .

Luego se calcula,

{
ϕ3 (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x) , π0 (y)
}

= m2η0l
{
A∗

l (x) , π
0 (y)

}
= 0.

Y por último,

{
ϕ3 (x) , ϕ2 (y)

}
=

{
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x) , π∗0 (y)
}

= m2η0l
{
A∗

l (x) , π
∗0 (y)

}
= m2η0lδ0l δ (x− y)

= m2η00δ (x− y)

= m2δ (x− y) .

Por tanto:

dϕ3 (x) =

∫
d3y

[
m2∂x

jA
∗j (y) δ3 (x− y) dt+m2δ (x− y) dω2 (y)

]
= m2∂x

jA
∗j (x) dt+m2dω2 (x) .
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Demostración de (5.30)

Partimos de,

dϕ4 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ4 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ4 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ4 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
.

Por una parte,

{
ϕ4 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
∂x
j π

∗j (x) +m2A0 (x) , pt (y) + πk (y) π∗k (y)−
[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y)

}
+
{
∂x
j π

∗j (x) +m2A0 (x) ,−
[
∂y
kπ

∗k (y)
]
A∗

0 (y)
}

−
{
∂x
j π

∗j (x) +m2A0 (x) ,m2A∗µ (y)Aµ (y) +
1

2
F ∗
ki (y)F

ki (y)

}
= −∂y

kπ
∗k (y) ∂x

j

{
π∗j (x) , A∗

0 (y)
}
−m2∂x

j η
µγ

{
π∗j (x) , A∗

γ (y)
}
Aµ (y)

+
1

2
∂x
j

{
π∗j (x) , F ∗

ki (y)
}
F ki (y) +m2η0l

{
Al (x) , π

k (y)
}
π∗k (y)

−m2η0l∂y
k

{
Al (x) , π

k (y)
}
A0 (y) .

Donde,

{
π∗j (x) , F ∗

nm (y)
}

=
{
π∗j (x) , F ∗

nm (y)
}

=
{
π∗j (x) , ∂y

nA
∗
m (y)− ∂y

mA
∗
n (y)

}
= ∂y

n

{
π∗j (x) , A∗

m (y)
}
− ∂y

m

{
π∗j (x) , A∗

n (y)
}

=
[
−∂y

nδ
j
mδ

3 (x− y) + ∂y
mδ

j
nδ

3 (x− y)
]

=
(
∂x
mδ

j
n − ∂x

nδ
j
m

)
δ3 (x− y) .

Por tanto:

{
ϕ4 (x) , ϕ0 (y)

}
= ∂y

kπ
∗k (y) ∂x

j δ
j
0δ (x− y) +m2∂x

j η
µγδjγδ (x− y)Aµ (y)

+
1

2
∂x
j

[
ηnkηmi

(
∂x
mδ

j
n − ∂x

nδ
j
m

)
δ3 (x− y)

]
F ki (y)

+m2η0lδkl δ (x− y) π∗k (y)−m2η0l∂y
kδ

k
l δ (x− y)A0 (y)

= m2∂x
jA

j (y) δ (x− y) +
1

2
∂x
j

[(
∂x
mδ

j
n − ∂x

nδ
j
m

)
Fnm (y) δ3 (x− y)

]
.
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recordando que el producto entre un tensor simétrico y uno antisimétrico es nulo (en el segundo
término), se concluye que,

{
ϕ4 (x) , ϕ0 (y)

}
= m2∂y

jA
j (y) δ (x− y) .

Luego se calcula,

{
ϕ4 (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x) , π0 (y)
}

= m2η0l
{
Al (x) , π

0 (y)
}

= m2η0lδ0l δ (x− y)

= m2δ (x− y) .

Y por último,

{
ϕ4 (x) , ϕ2 (y)

}
=

{
∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x) , π∗0 (y)
}

= m2η0l
{
Al (x) , π

∗0 (y)
}

= 0.

por tanto:

dϕ4 (x) =

∫
d3y

[
m2∂x

jA
j (y) δ (x− y) dt+m2δ (x− y) dω1 (y)

]
= m2∂x

jA
j (x) dt+m2dω1 (x) .

B.3. Integrabilidad con el diferencial fundamental

Demostración del sistema de ecuaciones (5.32)

Utilizando (5.31), se calculará la condición de integrabilidad para todos los vínculos.
Para ϕ1:

dϕ1 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ1 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ1 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
ϕ1 (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
ϕ1 (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
=

∫
d3y

[
∂y
kπ

k (y) +m2A∗0 (y)
]
δ3 (x− y) dt−

∫
d3y

[
m2δ (x− y) dω4 (y)

]
=

[
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x)
]
dt−m2dω4 (x) = 0,.
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Por tanto, [
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x)
]
dt = m2dω4 (x) .

Para ϕ2:

dϕ2 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ2 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ2 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
ϕ2 (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
ϕ2 (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
=

∫
d3y

[
∂y
kπ

∗k (y) +m2A0 (y)
]
δ3 (x− y) dt−

∫
d3y

[
m2δ (x− y) dω3 (y)

]
=

[
∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x)
]
dt−m2dω3 (y) = 0,.

Es decir, [
∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x)
]
dt = m2dω3 (y) .

Para ϕ3:

dϕ3 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ3 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ3 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ3 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
ϕ3 (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
ϕ3 (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
.

Aquí se debe calcular

{
ϕ3 (x) , ϕ3 (y)

}
=

{
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x) , ∂y
kπ

k (y) +m2A∗0 (y)
}

= 0.

Y también

{
ϕ3 (x) , ϕ4 (y)

}
=

{
∂x
kπ

k (x) +m2A∗0 (x) , ∂y
kπ

∗k (y) +m2A0 (y)
}

= m2η0l∂x
k

{
πk (x) , Al (y)

}
+m2η0l∂y

k

{
A∗

l (x) , π
∗k (y)

}
= −m2η0l∂x

kδ
k
l δ (x− y) +m2η0l∂y

kδ
k
l δ (x− y)

= −m2η0k∂x
kδ (x− y) +m2η0k∂y

kδ (x− y)

= 0.

Con lo cual
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dϕ3 (x) =

∫
d3y

[
m2∂y

jA
∗j (y) δ3 (x− y)

]
dt+

∫
d3y

[
m2δ (x− y) dω2 (y)

]
= m2∂x

jA
∗j (x) dt+m2dω2 (x) .

Para ϕ4

dϕ4 (x) =

∫
d3y

[{
ϕ4 (x) , ϕ0 (y)

}
dt+

{
ϕ4 (x) , ϕ1 (y)

}
dω1 (y) +

{
ϕ4 (x) , ϕ2 (y)

}
dω2 (y)

]
+

∫
d3y

[{
ϕ4 (x) , ϕ3 (y)

}
dω3 (y) +

{
ϕ4 (x) , ϕ4 (y)

}
dω4 (y)

]
.

Aquí se debe calcular

{
ϕ4 (x) , ϕ4 (y)

}
=

{
∂x
kπ

∗k (x) +m2A0 (x) , ∂y
kπ

∗k (y) +m2A0 (y)
}

= 0.

Con lo cual

dϕ4 (x) =

∫
d3y

[
m2∂y

jA
j (y) δ (x− y) dt+m2δ (x− y) dω1 (y)

]
= m2∂x

j A
j (x) dt+m2dω1 (x) .

B.4. Corchetes de Poisson entre las variables de espacio de fase
y los vínculos

Para demostrar (5.35) se necesitan los siguientes resultados:

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}

=
{
Ai (x) , p

t + πk (y)π∗k (y)−
[
∂kπ

k (y)
]
A0 (y)

}
+

{
Ai (x) ,−

[
∂kπ

∗k (y)
]
A∗

0 (y)−m2A∗µ (y)Aµ (y) +
1

2
F ∗
ki (y)F

ki (y)

}
=

{
Ai (x) , π

k (y)
}
π∗k (y)− ∂k

{
Ai (x) , π

k (y)
}
A0 (y)

= δki δ
3 (x− y) π∗k (y)− ∂kδ

k
i δ

3 (x− y)A0 (y)

=
[
π∗i (y)− ∂iA0 (y)

]
δ3 (x− y) .
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{
Ai (x) , ϕ

1 (y)
}

=
{
Ai (x) , π

0 (y)
}

= δ0i δ
3 (x− y)

= 0.

{
Ai (x) , ϕ

2 (y)
}

=
{
Ai (x) , π

∗0 (y)
}

= δ0i δ
3 (x− y)

= 0.

{
Ai (x) , ϕ

3 (y)
}

=
{
Ai (x) , ∂

y
kπ

k (y) +m2A∗0 (y)
}

= ∂y
kδ

k
i δ

3 (x− y)

= ∂y
i δ

3 (x− y) .

{
Ai (x) , ϕ

4 (y)
}

=
{
Ai (x) , ∂

y
kπ

∗k (y) +m2A0 (y)
}

= 0.

Para demostrar (5.41) se necesitan los siguientes resultados:

{
π∗j (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
π∗j (x) , pt + πk (y) π∗k (y)−

[
∂kπ

k (y)
]
A0 (y)

}
+

{
π∗j (x) ,−

[
∂kπ

∗k (y)
]
A∗

0 (y)−m2A∗µ (y)Aµ (y) +
1

2
F ∗
ki (y)F

ki (y)

}
= −m2Aµ (y)

{
π∗j (x) , A∗µ (y)

}
+

1

2

{
π∗j (x) , F ∗

ki (y)
}
F ki (y)

= m2Aµ (y) δjµδ
3 (x− y)− 1

2

(
∂x
i δ

j
k − ∂x

kδ
j
i

)
δ3 (x− y)F ki (y)

= m2Aj (y) δ3 (x− y)− 1

2

[
∂x
i F

ji (y)− ∂x
kF

kj (y)
]
δ3 (x− y)

= m2Aj (y) δ3 (x− y)− 1

2

[
∂x
kF

jk (y)− ∂x
kF

kj (y)
]
δ3 (x− y)

=
[
m2Aj (y) + ∂x

kF
kj (y)

]
δ3 (x− y) .

{
π∗i (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
π∗i (x) , π0 (y)

}
= 0.
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{
π∗i (x) , ϕ2 (y)

}
=

{
π∗i (x) , π∗0 (y)

}
= 0.

{
π∗i (x) , ϕ3 (y)

}
=

{
π∗i (x) , ∂y

kπ
k (y) +m2A∗0 (y)

}
= 0.

{
π∗i (x) , ϕ4 (y)

}
=

{
π∗i (x) , ∂y

kπ
∗k (y) +m2A0 (y)

}
= 0.

B.5. Cálculo de los corchetes generalizados

Construcción de (5.45)

Es una matriz antisimétrica que tiene la estructura,

M (x, y) ≡


{ϕ1 (x) , ϕ1 (y)} {ϕ1 (x) , ϕ2 (y)} {ϕ1 (x) , ϕ3 (y)} {ϕ1 (x) , ϕ4 (y)}
{ϕ2 (x) , ϕ1 (y)} {ϕ2 (x) , ϕ2 (y)} {ϕ2 (x) , ϕ3 (y)} {ϕ2 (x) , ϕ4 (y)}
{ϕ3 (x) , ϕ1 (y)} {ϕ3 (x) , ϕ2 (y)} {ϕ3 (x) , ϕ3 (y)} {ϕ3 (x) , ϕ4 (y)}
{ϕ4 (x) , ϕ1 (y)} {ϕ4 (x) , ϕ2 (y)} {ϕ4 (x) , ϕ3 (y)} {ϕ4 (x) , ϕ4 (y)}

 .

Los corchetes de Poisson diferentes de cero son:

{
ϕ1 (x) , ϕ4 (y)

}
=

{
π0 (x) , ∂y

kπ
∗k (y) +m2A0 (y)

}
= −m2δ3 (x− y) ,{

ϕ2 (x) , ϕ3 (y)
}

=
{
π0 (x) , ∂y

kπ
k (y) +m2A∗0 (y)

}
= −m2δ3 (x− y) .

Sustituyendo estos resultados se obtiene:

M (x, y) =


0 0 0 −m2

0 0 −m2 0
0 m2 0 0
m2 0 0 0

 δ3 (x− y) ,

Deducción de la matriz inversa (5.46)

Se parte de una propiedad inherente a este tipo de matrices:

∫
d3zMnl (x, y)

(
M−1

)lk
(x, y) = δnkδ3 (x− y) .
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Proponiendo que la matriz inverza tenga una estructura de la forma

(
M−1

)
(x, y) =


Ω1 (x, y) Ω2 (x, y) Ω3 (x, y) Ω4 (x, y)
Ω5 (x, y) Ω6 (x, y) Ω7 (x, y) Ω8 (x, y)
Ω9 (x, y) Ω10 (x, y) Ω11 (x, y) Ω12 (x, y)
Ω13 (x, y) Ω14 (x, y) Ω15 (x, y) Ω16 (x, y)

 ,

donde las Ω son funciones desconocidas. Para calcularlas se usa la propiedad anterior, resultando,

∫
d3zMnl (x, y)

(
M−1

)lk
(x, y) =


−m2Ω13 (x, y) −m2Ω14 (x, y) −m2Ω15 (x, y) −m2Ω16 (x, y)
−m2Ω9 (x, y) −m2Ω10 (x, y) −m2Ω11 (x, y) −m2Ω12 (x, y)
m2Ω5 (x, y) m2Ω6 (x, y) m2Ω7 (x, y) m2Ω8 (x, y)
m2Ω1 (x, y) m2Ω2 (x, y) m2Ω3 (x, y) m2Ω4 (x, y)

 .

Comparando con δnkδ3 (x− y), se logra reconocer que las unicas componentes diferentes de cero
son:

Ω13 (x, y) = − 1

m2
δ3 (x− y) ,

Ω10 (x, y) = − 1

m2
δ3 (x− y) ,

Ω7 (x, y) =
1

m2
δ3 (x− y) ,

Ω4 (x, y) =
1

m2
δ3 (x− y) .

Así, la matriz inverza es;

(
M−1

)
(x, y) =


0 0 0 m−2

0 0 m−2 0
0 −m−2 0 0

−m−2 0 0 0

 δ3 (x− y) .

Cálculo de los corchetes generalizados para el campo de Proca complejo

El cálculo de estos corchetes es bastante trivial, pues dados los resultados del apéndice B.4, el
cálculo de los corchetes generalizados se reduce a calcular los corchetes de Poisson. Para ejempli-
ficarlo, se calculará enseguida los corchetes generalizados diferentes de cero.
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Primero:

{
Ai (x) , π

k (y)
}∗

=
{
Ai (x) , π

k (y)
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

1 (u)
} (

M−1
)14

(u, v)
{
ϕ4 (v) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)23

(u, v)
{
ϕ3 (v) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

3 (u)
} (

M−1
)32

(u, v)
{
ϕ2 (v) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

4 (u)
} (

M−1
)41

(u, v)
{
ϕ1 (v) , πk (y)

}
=

{
Ai (x) , π

k (y)
}

= δki δ (x− y) .

Luego:

{
A∗

i (x) , π
∗k (y)

}∗
=

{
A∗

i (x) , π
∗k (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
A∗

i (x) , ϕ
1 (u)

} (
M−1

)14
(u, v)

{
ϕ4 (v) , π∗k (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
A∗

i (x) , ϕ
2 (u)

} (
M−1

)23
(u, v)

{
ϕ3 (v) , π∗k (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
A∗

i (x) , ϕ
3 (u)

} (
M−1

)32
(u, v)

{
ϕ2 (v) , π∗k (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
A∗

i (x) , ϕ
4 (u)

} (
M−1

)41
(u, v)

{
ϕ1 (v) , π∗k (y)

}
=

{
A∗

i (x) , π
∗k (y)

}
= δki δ (x− y) .

Se puede comprobar que las demás combinaciones son iguales a cero de forma similar.
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Demostración de (5.49)

dAi (x) =

∫
d3y

[{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}∗

dt
]

=

∫
d3y

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v {Ai (x) , ϕ

n (u)}
(
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , ϕ0 (y)

}
dt

=

∫
d3y

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
Ai (x) , ϕ

1 (u)
} (

M−1
)14

(u, v)
{
ϕ4 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)23

(u, v)
{
ϕ3 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
Ai (x) , ϕ

3 (u)
} (

M−1
)32

(u, v)
{
ϕ2 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
Ai (x) , ϕ

4 (u)
} (

M−1
)41

(u, v)
{
ϕ1 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

=

∫
d3y

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}
dt.

donde,

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}

=

{
Ai (x) , π

k (y) π∗k (y) +
1

m2
∂y
kπ

∗k (y) ∂y
j π

j (y)

}
+

{
Ai (x) ,−m2A∗j (y)Aj (y) +

1

2
F ∗
kj (y)F

kj (y)

}
=

{
Ai (x) , π

k (y)
}
π∗k (y) +

1

m2
∂y
j

{
Ai (x) , π

j (y)
}
∂y
kπ

∗k (y)

= δki δ
3 (x− y) π∗k (y) +

1

m2
∂y
j δ

j
i δ

3 (x− y) ∂y
kπ

∗k (y)

=

[
π∗i (y)− 1

m2
∂x
i ∂

y
kπ

∗k (y)

]
δ3 (x− y) .

Entonces

dAi (x) =

∫
d3y

[
π∗i (y)− 1

m2
∂x
i ∂

y
kπ

∗k (y)

]
δ3 (x− y) dt

=

[
π∗i (x)− 1

m2
∂x
i ∂

x
kπ

∗k (x)

]
dt
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Demostración de (5.52)

dπi (x) =

∫
d3y

[{
πi (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt
]

=

∫
d3y

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕn (u)

} (
M−1

)nl
(u, v)

{
ϕl (v) , ϕ0 (y)

}
dt

=

∫
d3y

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕ1 (u)

} (
M−1

)14
(u, v)

{
ϕ4 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕ2 (u)

} (
M−1

)23
(u, v)

{
ϕ3 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕ3 (u)

} (
M−1

)32
(u, v)

{
ϕ2 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

−
∫

d3y

∫ ∫
d3ud3v

{
πi (x) , ϕ4 (u)

} (
M−1

)41
(u, v)

{
ϕ1 (v) , ϕ0 (y)

}
dt

=

∫
d3y

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
dt,

donde,

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
πi (x) , πk (y)π∗k (y) +

1

m2
∂y
kπ

∗k (y) ∂y
j π

j (y)

}
+

{
πi (x) ,−m2A∗j (y)Aj (y) +

1

2
F ∗
kj (y)F

kj (y)

}
= −m2A∗j (y)

{
πi (x) , Aj (y)

}
+

1

2
F ∗
kj (y)

{
πi (x) , F kj (y)

}
= m2A∗j (y) δijδ

3 (x− y) +
1

2

(
∂y
j δ

i
k − ∂y

kδ
j
i

)
δ3 (x− y)F ∗

kj (y)

= m2A∗i (y) δ3 (x− y) +
1

2

[
∂y
jF

∗
ij (y)− ∂y

kF
∗
ki (y)

]
δ3 (x− y)

=
[
m2A∗i (y) + ∂y

kF
∗ki (y)

]
δ3 (x− y) .

Con lo cuál

dπi (x) =

∫
d3y

[
m2A∗i (y) + ∂y

kF
∗ki (y)

]
δ3 (x− y) dt

=
[
m2A∗i (x) + ∂x

kF
∗ki (x)

]
dt



Apéndice C

Cálculos para el campo de Proca con
simetría gauge

C.1. la densidad Lagrangiana de Proca no es invariante de gau-
ge

Consideramos una transformación del tipo (6.1); en primer lugar, se puede comprobar que el tensor
Fµν , bajo esta transformación si es invariante, es decir,

F ′
µν = ∂µA

′
ν (x)− ∂νA

′
µ (x)

= ∂µ [Aν (x) + ∂νΛ (x)]− ∂ν [Aµ (x) + ∂µΛ (x)]

= ∂µAν (x) + ∂µ∂νΛ (x)− ∂νAµ (x) + ∂ν∂µΛ (x)

= ∂µAν (x)− ∂νAµ (x) + ∂µ∂νΛ (x) + ∂µ∂νΛ (x)

= ∂µAν (x)− ∂νAµ (x) .

Luego, la densidad lagrangiana de Proca se transforma como:

73
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L′ = −1

4
F ′
µν (x)F

′µν (x) +
m2

2
A′

µ (x)A
′µ (x)

= −1

4
Fµν (x)F

µν (x) +
m2

2
[Aµ (x) + ∂µΛ (x)] [Aµ (x) + ∂µΛ (x)]

= −1

4
Fµν (x)F

µν (x) +
m2

2
[Aµ (x)A

µ (x) + Aµ (x) ∂
µΛ (x)]

+
m2

2
[Aµ (x) ∂µΛ (x) + ∂µΛ (x) ∂µΛ (x)]

= L+
m2

2
[Aµ (x) ∂

µΛ (x)+Aµ (x) ∂µΛ (x) + ∂µΛ (x) ∂µΛ (x)] . (C.1)

Con esto se comprueba que el campo de Proca no es invariante de gauge local debido al término
de masa.

C.2. Deducción de la densidad Lagrangiana

Demostración de (6.9)

La demostración de esta simplificación se hace de la siguiente forma
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Hc = πµȦµ + pθθ̇ +
1

4
FµνF

µν − m2

2

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)2

= π0︸︷︷︸
=0

Ȧ0 + πkȦk + pθ∂0θ −
m2

2

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)2

+
1

4

F00F
00︸ ︷︷ ︸

=0

+ F0kF
0k + Fk0F

k0 + FkiF
ki


= πk

(
πk + ∂kA0

)
+ pθ

(
e2

m2
pθ − eA0

)
− m2

2

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)2

+
1

4

(
Fk0F

k0 + Fk0F
k0 + FkiF

ki
)

= πkπk + πk∂kA0 +
e2

m2
p2θ − eA0pθ

−m2

2

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)2

− 1

2
F k0︸︷︷︸
=πk

F k0 +
1

4
FkiF

ki

=
1

2
πkπk + πk∂kA0 +

1

4
FkiF

ki +
e2

m2
p2θ − eA0pθ

−m2

2

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)2

Pero, se sabe que

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)2

=

(
Aµ +

1

e
∂µθ

)(
Aµ +

1

e
∂µθ

)
= AµA

µ +
1

e
Aµ∂

µθ +
1

e
Aµ∂µθ +

1

e2
∂µθ∂

µθ

= A0A
0 +

1

e
A0∂

0θ +
1

e
A0∂0θ +

1

e2
∂0θ∂

0θ

−
(
AkA

k +
1

e
Ak∂

kθ +
1

e
Ak∂kθ +

1

e2
∂kθ∂

kθ

)
=

( e

m2
pθ

)2

−
(
Ak +

1

e
∂kθ

)2

Entonces
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Hc =
1

2
πkπk + πk∂kA0 +

1

4
FkiF

ki +
e2

m2
p2θ − eA0pθ

−m2

2

[( e

m2
pθ

)2

−
(
Ak +

1

e
∂kθ

)2
]

=
1

2
πkπk + πk∂kA0 +

1

4
FkiF

ki +
e2

m2
p2θ − eA0pθ

−1

2

e2

m2
p2θ +

m2

2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)2

Así, la densidad Hamiltoniana se escribe como

Hc =
1

2
πkπk +

1

2

e2

m2
p2θ + πk∂kA0 − eA0pθ

+
1

4
FkiF

ki +
m2

2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)2

.

C.3. Corchetes de Poisson entre los vínculos

Demostración de (6.16)

{
ϕ1 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
π0 (x) , pt +

1

2
πk (y) πk (y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y) +

1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
+

{
π0 (x) ,

1

2

e2

m2
p2θ (y)− eA0 (y) pθ (y) +

m2

2

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)2
}

= −∂y
kπ

k (y)
{
π0 (x) , A0 (y)

}
− e

{
π0 (x) , A0 (y)

}
pθ (y)

=
[
∂y
kπ

k (y) + epθ (y)
]
δ3 (x− y) . (C.2)
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Demostración de (6.20)

{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
∂x
j π

j (x) + epθ (x) , p
t +

1

2
πk (y) πk (y)

}
+

{
∂x
j π

j (x) + epθ (x) ,−
[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y) +

1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
+

{
∂x
j π

j (x) + epθ (x) ,
1

2

e2

m2
p2θ (y)− eA0 (y) pθ (y)

}
+

{
∂x
j π

j (x) + epθ (x) ,
m2

2

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]2}

=
1

2
∂x
j

{
πj (x) , Fki (y)

}
F ki (y) +

m2

2
∂x
k

{
πk (x) ,

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)2
}

+
em2

2

{
pθ (x) ,

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)2
}

,

donde,

{
πj (x) ,

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)2
}

= 2

{
πj (x) ,

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)}[
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

]
= −2δjkδ

3 (x− y)

[
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

]
= −2

[
Aj (y) +

1

e
∂j
yθ (y)

]
δ3 (x− y) ,

{
pθ (x) ,

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)2
}

= 2

{
pθ (x) ,

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)}(
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

)
= −2

e
∂y
k {pθ (x) , θ (y)}

(
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

)
= −2

e
∂y
k

(
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

)
δ3 (x− y) .

Por lo tanto
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{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
= −∂x

i ∂
y
kF

ki (y)︸ ︷︷ ︸
=0

δ3 (x− y)−m2∂x
k

(
Aj (y) +

1

e
∂j
yθ

)
δ3 (x− y)

−m2∂y
k

(
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

)
δ3 (x− y)

=

[
−m2∂x

k

(
Aj (y) +

1

e
∂j
yθ

)
−m2∂y

k

(
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

)]
δ3 (x− y) .

Ahora, considerando la identidad,

∂xf (x− y) = −∂yf (x− y) ,

se observa que

{
ϕ2 (x) , ϕ0 (y)

}
=

[
m2∂y

k

(
Aj (y) +

1

e
∂j
yθ

)
−m2∂y

k

(
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

)]
δ3 (x− y)

= 0

Demostración de (6.21)

Este corchete de Poisson es bastante trivial, ya que considerando los corchetes fundamentales
diferentes de cero en (6.14), se tiene que{

ϕ2 (x) , ϕ1 (y)
}
=

{
∂x
j π

j (x) + epθ (x) , π
0 (y)

}
= 0.

C.4. Evolución dinámica de las variables del espacio de fase

Corchetes de Poisson en (6.29)

{
Aµ (x) , ϕ

0 (y)
}

=

{
Aµ (x) , p

t +
1

2
πk (y) πk (y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y) +

1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
+

{
Aµ (x) ,

1

2

e2

m2
p2θ (y)− eA0 (y) pθ (y) +

m2

2

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]2}
=

{
Aµ (x) , π

k (y)
}
πk (y)− ∂y

k

{
Aµ (x) , π

k (y)
}
A0 (y)

= δkµδ
3 (x− y) πk (y)− ∂y

kδ
k
µδ

3 (x− y)A0 (y)

= δkµ
[
πk (y)− ∂y

kA0 (y)
]
δ3 (x− y)
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{
Aµ (x) , ϕ

1 (y)
}
=

{
Aµ (x) , π

0 (y)
}
= 0

{
Aµ (x) , ϕ

2 (y)
}

=
{
Aµ (x) , ∂

y
kπ

j (y) + epθ (y)
}

= ∂y
kδ

k
µδ

3 (x− y)

Sustituyendo estos resultados en (6.29), se obtiene

dAµ (x) =

∫
d3y

{
δkµ

[
πk (y)− ∂y

kA0 (y)
]
δ3 (x− y) dt+ ∂y

kδ
k
µδ

3 (x− y) dω2 (y)
}

= δkµ
[
πk (x)− ∂x

kA0 (x)
]
dt+ δkµ∂

x
kdω2 (x) .

Corchetes de Poisson en (6.30)

{
πµ (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
πµ (x) , pt +

1

2
πk (y) πk (y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y) +

1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
+

{
πµ (x) ,

1

2

e2

m2
p2θ (y)− eA0 (y) pθ (y)

}
+

{
πµ (x) ,

m2

2

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]2}
.



80 APÉNDICE C. CÁLCULOS PARA EL CAMPO DE PROCA CON SIMETRÍA GAUGE

Estos corchetes de Poisson se calculan de la siguiente manera:

{
πµ (x) , ϕ0 (y)

}
=

1

2
{πµ (x) , ∂y

kAi (y)− ∂y
i Ak (y)}F ki (y)− ∂y

kπ
k (y) {πµ (x) , A0 (y)}

−e {πµ (x) , A0 (y)} pθ (y) +m2 {πµ (x) , Ak (y)}
(
Ak (y) +

1

e
∂k
yθ (y)

)
=

1

2
[∂y

kδ
µ
i − ∂y

i δ
µ
k ]F

ki (y) δ3 (x− y) + ∂y
kπ

k (y) δµ0 δ
3 (x− y)

+eδµ0 δ
3 (x− y) pθ (y)−m2δµk δ

3 (x− y)

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)
=

1

2

[
∂y
kδ

µ
i δ

i
lF

kl (y)− ∂y
i δ

µ
k δ

k
l F

li (y)
]
δ3 (x− y) + δµ0∂

y
kπ

k (y) δ3 (x− y)

+δµ0 epθ (y) δ
3 (x− y)−m2δµk δ

3 (x− y)

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)
=

1

2
δµl

[
∂y
kF

kl (y) + ∂y
i F

il (y)
]
δ3 (x− y) + δµ0∂

y
kπ

k (y) δ3 (x− y)

+δµ0 epθ (y) δ
3 (x− y)−m2δµk δ

3 (x− y)

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)
= δµk∂

y
l F

lk (y) δ3 (x− y) + δµ0∂
y
kπ

k (y) δ3 (x− y)

+δµ0 epθ (y) δ
3 (x− y)−m2δµk

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]
δ3 (x− y) .

Por otra parte, {
πµ (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
πµ (x) , π0 (y)

}
= 0.

Luego, {
πµ (x) , ϕ2 (y)

}
=

{
πµ (x) , ∂y

j π
j (y) + epθ (y)

}
= 0.

Sustituyendo estos resultados en (6.30), se obtiene

dπµ (x) =

∫
d3y

{
δµ0∂

y
kπ

k (y) δ3 (x− y) + δµ0 epθ (y) δ
3 (x− y)

}
dt

+

∫
d3y

{
δµk∂

y
l F

lk (y) δ3 (x− y)−m2δµk

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]
δ3 (x− y)

}
dt

= δµ0
[
∂x
kπ

k (x) + epθ (x)
]
dt+ δµk

{
∂x
l F

lk (x)−m2

[
Ak (x) +

1

e
∂x
kθ (x)

]}
dt.
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Corchetes de Poisson en (6.31)

{
θ (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
θ (x) , pt +

1

2
πk (y) πk (y)−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y) +

1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
+

{
θ (x) ,

1

2

e2

m2
p2θ (y)− eA0 (y) pθ (y) +

m2

2

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]2}

=
e2

m2
{θ (x) , pθ (y)} pθ (y)− eA0 (y) {θ (x) , pθ (y)}

=
e2

m2
pθ (y) δ

3 (x− y)− eA0 (y) δ
3 (x− y) .

{
θ (x) , ϕ1 (y)

}
=

{
θ (x) , π0 (y)

}
= 0.

{
θ (x) , ϕ2 (y)

}
=

{
θ (x) , ∂y

j π
j (y) + epθ (y)

}
= eδ3 (x− y) .

Sustituyendo estos resultados en (6.31), se obtiene

dθ (x) =

∫
d3y

{[
e2

m2
pθ (y) δ

3 (x− y)− eA0 (y) δ
3 (x− y)

]
dt+ eδ3 (x− y) dω2 (y)

}
=

[
e2

m2
pθ (x)− eA0 (x)

]
dt+ edω2 (x) .
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Corchetes de Poisson en (6.32)

{
pθ (x) , ϕ

0 (y)
}

=

{
pθ (x) , p

t (y) +
1

2
πk (y) πk (y)

}
+

{
pθ (x) ,−

[
∂y
kπ

k (y)
]
A0 (y) +

1

4
Fki (y)F

ki (y)

}
+

{
pθ (x) ,

1

2

e2

m2
p2θ (y)− eA0 (y) pθ (y)

}
+

{
pθ (x) ,

m2

2

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]2}

= −m2

e
∂y
k {pθ (x) , θ (y)}

(
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

)
=

m2

e
∂y
k

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]
δ3 (x− y) .

{
pθ (x) , ϕ

1 (y)
}
=

{
pθ (x) , π

0 (y)
}
= 0.

{
pθ (x) , ϕ

2 (y)
}
=

{
pθ (x) , ∂

y
j π

j (y) + epθ (y)
}
= 0.

Sustituyendo estos resultados en (6.32), se obtiene

dpθ (x) =

∫
d3y

{
m2

e
∂y
k

[
Ak (y) +

1

e
∂y
kθ (y)

]
δ3 (x− y)

}
dt

=
m2

e
∂x
k

[
Ak (x) +

1

e
∂x
kθ (x)

]
dt.

C.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange a nivel Hamiltoniano

Demostración de la primera ecuación de (6.34)

π̇µ = δµ0
(
∂kπ

k + epθ
)
+ δµk

[
∂lF

lk −m2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)]
,

Por una parte
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π̇µ = ∂0F
µ0

Primero, considerando el caso en el que µ = 0

∂0F
00 = δ00

(
∂kF

k0 + epθ
)
+ δ0k

[
∂lF

lk −m2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)]
= ∂kF

k0 + epθ + ∂lF
l0︸ ︷︷ ︸

ϕ2=0

−m2

(
A0 +

1

e
∂0θ

)

0 = ∂µF
µ0 −m2

(
A0 +

1

e
∂0θ

)

Luego, considerando el caso en que µ = i

∂0F
i0 = δi0

(
∂kF

k0 + epθ
)
+ δik

[
∂lF

lk −m2

(
Ak +

1

e
∂kθ

)]
= ∂lF

li −m2

(
Ai +

1

e
∂iθ

)
0 = ∂µF

µi −m2

(
Ai +

1

e
∂iθ

)

Sumando estos dos resultados se obtiene

0 = ∂µF
µν −m2

(
Aν +

1

e
∂νθ

)
.

Demostración de la segunda ecuación de (6.34)

Para deducir la segunda ecuación partimos de

θ̇ =
e2

m2
pθ − eA0 + eω̇2.

Derivando respecto a t se tiene que

∂0∂0θ =
e2

m2
∂0pθ − e∂0A0 + e∂0ω̇2.
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Pero, recordando que

∂0pθ =
m2

e
∂k

(
Ak +

1

e
∂kθ

)
,

se reescribe de la forma

∂0∂0θ =
e2

m2

[
m2

e
∂k

(
Ak +

1

e
∂kθ

)]
− e∂0A0 + e∂0ω̇2

∂0∂0θ = e∂kAk + ∂k∂kθ − e∂0A0 + e∂0ω̇2

∂0∂
0θ + ∂k∂

kθ = −e
(
∂0A

0 + ∂kA
k
)
+ e∂0ω̇2

∂µ∂
µθ = −e∂µA

µ + e∂0ω̇2.

Con lo cual se obtiene

∂µ

(
Aµ +

1

e
∂µ∂

µθ

)
= ∂0ω̇2.

C.6. Construcción de los corchetes generalizados

Corchetes de Poisson entre los vínculos y las condiciones gauge

Los corchetes no nulos son dos:{
ϕ1 (x) , ϕ3 (y)

}
=

{
π0 (x) , A0 (y)

}
= −δ3 (x− y)

{
ϕ2 (x) , ϕ4 (y)

}
=

{
∂x
kπ

k (x) + epθ (x) , ∂
y
i Ai (y) +

m2

e
θ (y)

}
= ∂x

k∂
y
i

{
πk (x) , Ai (y)

}
+m2 {pθ (x) , θ (y)}

= −∂x
k∂

y
i δ

k
i δ

3 (x− y)−m2δ3 (x− y)

= −∂x
k∂

y
kδ

3 (x− y)−m2δ3 (x− y)

=
(
∂x
k∂

x
k −m2

)
δ3 (x− y)

=
(
∇x −m2

)
δ3 (x− y)
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Deducción de (6.43)

Se parte de una propiedad inherente a este tipo de matrices:

∫
d3zMnl (x, y)

(
M−1

)lk
(x, y) = δnkδ3 (x− y) .

Proponiendo que la matriz inversa tenga una estructura de la forma

(
M−1

)
(x, y) =


Ω1 (x, y) Ω2 (x, y) Ω3 (x, y) Ω4 (x, y)
Ω5 (x, y) Ω6 (x, y) Ω7 (x, y) Ω8 (x, y)
Ω9 (x, y) Ω10 (x, y) Ω11 (x, y) Ω12 (x, y)
Ω13 (x, y) Ω14 (x, y) Ω15 (x, y) Ω16 (x, y)

 ,

donde las Ω son funciones desconocidas. Para calcularlas se usa la propiedad anterior, resultando,

∫
d3zMnl (x, y)

(
M−1

)lk
(x, y) =


−Ω9 (x, y) −Ω10 (x, y) −Ω11 (x, y) −Ω12 (x, y)
DxΩ

13 (x, y) DxΩ
14 (x, y) DxΩ

15 (x, y) DxΩ
16 (x, y)

Ω1 (x, y) Ω2 (x, y) Ω3 (x, y) Ω4 (x, y)
−DxΩ

5 (x, y) −DxΩ
6 (x, y) −DxΩ

7 (x, y) −DxΩ
8 (x, y)

 .

Comparando con δnkδ3 (x− y), se logra reconocer que las únicas componentes diferentes de cero
son:

−Ω9 (x, y) = δ3 (x− y) ,
DxΩ

14 (x, y) = δ3 (x− y) ,
Ω3 (x, y) = δ3 (x− y) ,

−DxΩ
8 (x, y) = δ3 (x− y) .

Así, la matriz inverza es;

M−1 (x, y) =


0 0 1 0
0 0 0 − 1

Dx

−1 0 0 0
0 1

Dx
0 0

 δ3 (x− y) .
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C.7. Cálculo de los corchetes generalizados

Para calcular los corchetes generalizados diferentes de cero, son necesarios los siguientes corchetes
de Poisson:

{
Aµ (x) , ϕ

0 (y)
}

= δkµ
[
πk (y)− ∂y

kA0 (y)
]
δ3 (x− y){

Aµ (x) , ϕ
1 (y)

}
= 0{

Aµ (x) , ϕ
2 (y)

}
= ∂y

kδ
k
µδ

3 (x− y){
Aµ (x) , ϕ

3 (y)
}

= {Aµ (x) , A0 (y)} = 0{
Aµ (x) , ϕ

4 (y)
}

=

{
Aµ (x) , ∂

y
kAk (y) +

m2

e
θ (y)

}
= 0

{
πµ (x) , ϕ1 (y)

}
= 0{

πµ (x) , ϕ2 (y)
}

=
{
πµ (x) , ∂y

j π
j (y) + epθ (y)

}
= 0{

πµ (x) , ϕ3 (y)
}

= {πµ (x) , A0 (y)} = 0{
πµ (x) , ϕ4 (y)

}
=

{
πµ (x) , ∂y

kAk (y) +
m2

e
θ (y)

}
= −δµk∂

y
kδ

3 (x− y)

{
θ (x) , ϕ1 (y)

}
= 0{

θ (x) , ϕ2 (y)
}

=
{
θ (x) , ∂y

j π
j (y) + epθ (y)

}
= eδ3 (x− y){

θ (x) , ϕ3 (y)
}

= {θ (x) , A0 (y)} = 0{
θ (x) , ϕ4 (y)

}
=

{
θ (x) , ∂y

kAk (y) +
m2

e
θ (y)

}
= 0

{
pθ (x) , ϕ

1 (y)
}

= 0{
pθ (x) , ϕ

2 (y)
}

=
{
pθ (x) , ∂

y
j π

j (y) + epθ (y)
}
= 0{

pθ (x) , ϕ
3 (y)

}
= {pθ (x) , A0 (y)} = 0{

pθ (x) , ϕ
4 (y)

}
=

{
pθ (x) , ∂

y
kAk (y) +

m2

e
θ (y)

}
= −m2

e
δ3 (x− y)
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Demostración de (6.44)

{
Ai (x) , π

k (y)
}∗

=
{
Ai (x) , π

k (y)
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

1 (u)
} (

M−1
)13

(u, v)
{
ϕ3 (v) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)24

(u, v)
{
ϕ4 (v) , πk (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

3 (u)
} (

M−1
)31

(u, v)
{
ϕ1 (v) , πk (y)

}
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

4 (u)
} (

M−1
)42

(u, v)
{
ϕ2 (v) , πk (y)

}
= δki δ

3 (x− y)

−
∫ ∫

d3ud3v
[
δji ∂

y
j δ

3 (x− u)
] [

− 1

Du

δ3 (u− v)

] [
δkj ∂

v
j δ

3 (v − y)
]

=

(
δki +

∂x
i ∂

x
k

Dx

)
δ3 (x− y)

Demostración de (6.45)

{Ai (x) , pθ (y)}∗ = {Ai (x) , pθ (y)}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

1 (u)
} (

M−1
)13

(u, v)
{
ϕ3 (v) , pθ (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)24

(u, v)
{
ϕ4 (v) , pθ (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

3 (u)
} (

M−1
)31

(u, v)
{
ϕ1 (v) , pθ (y)

}
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

4 (u)
} (

M−1
)42

(u, v)
{
ϕ2 (v) , pθ (y)

}
= −

∫ ∫
d3ud3v

{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)24

(u, v)
{
ϕ4 (v) , pθ (y)

}
.
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Considerando los resultados anteriores se tiene que,

{Ai (x) , pθ (y)}∗ = −
∫ ∫

d3ud3v∂u
j

{
Ai (x) , π

j (u)
}[

− 1

Du

δ3 (u− v)

]
m2

e
{θ (v) , pθ (y)}

= −
∫ ∫

d3ud3v∂u
j δ

j
i δ

3 (x− u)

[
− 1

Du

δ3 (u− v)

]
m2

e
δ3 (v − y)

= −
∫ ∫

d3ud3v∂u
i δ

3 (x− u)

[
− 1

Du

δ3 (u− v)

]
m2

e
δ3 (v − y)

=
m2

e

∂y
i

Dy

δ3 (x− y)

= −m2

e

∂x
i

Dx

δ3 (x− y) .

Demostración de (6.46)

{
πi (x) , θ (y)

}∗
=

{
πi (x) , θ (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
πi (x) , ϕ1 (u)

} (
M−1

)13
(u, v)

{
ϕ3 (v) , θ (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
πi (x) , ϕ2 (u)

} (
M−1

)24
(u, v)

{
ϕ4 (v) , θ (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
πi (x) , ϕ3 (u)

} (
M−1

)31
(u, v)

{
ϕ1 (v) , θ (y)

}
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
πi (x) , ϕ4 (u)

} (
M−1

)42
(u, v)

{
ϕ2 (v) , θ (y)

}
= −

∫ ∫
d3ud3v

[
δik∂

y
i δ

3 (x− u)
] [ 1

Du

δ3 (u− v)

] [
−eδ3 (v − y)

]
= e

∂x
i

Dv

δ3 (x− y) .
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Demostración de (6.47)

{θ (x) , pθ (y)}∗ = {θ (x) , pθ (y)}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
θ (x) , ϕ1 (u)

} (
M−1

)13
(u, v)

{
ϕ3 (v) , pθ (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
θ (x) , ϕ2 (u)

} (
M−1

)24
(u, v)

{
ϕ4 (v) , pθ (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
θ (x) , ϕ3 (u)

} (
M−1

)31
(u, v)

{
ϕ1 (v) , pθ (y)

}
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
θ (x) , ϕ4 (u)

} (
M−1

)42
(u, v)

{
ϕ2 (v) , pθ (y)

}
= {θ (x) , pθ (y)}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
θ (x) , ϕ2 (u)

} (
M−1

)24
(u, v)

{
ϕ4 (v) , pθ (y)

}
= δ3 (x− y)

−
∫ ∫

d3udv
[
eδ3 (x− u)

] [
− 1

Du

δ3 (u− v)

]
m2

e
δ3 (v − y)

=

(
1 +

m2

Dx

)
δ3 (x− y) .

C.8. Deducción de las ecuaciones de movimiento

Demostración de (6.49)

dAi (x) =

∫
d3y

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}∗

dt.

Donde

{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}∗

=
{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}

−
∫ ∫

d3ud3v
{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
} (

M−1
)24

(u, v)
{
ϕ4 (v) , ϕ0 (y)

}
.

Aquí se tiene que,
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{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}

=

{
Ai (x) , p

t (y) +
1

2
πk (y) πk (y) +

1

2m2

[
∂y
kπ

k (y)
]2}

+

{
Ai (x) ,

1

4
Fki (y)F

ki (y) +
m2

2

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
j ∂

y
kAk (y)

]2}
=

{
Ai (x) , π

k (y)
}
πk (y) +

1

m2

{
Ai (x) , ∂

y
kπ

k (y)
}
∂y
j π

j (y)

= δki δ
3 (x− y) πk (y) +

1

m2
∂y
kδ

k
i δ

3 (x− y) ∂y
j π

j (y)

= πi (y) δ3 (x− y) +
1

m2
∂y
i ∂

y
j π

j (y) δ3 (x− y)

=

[
δij −

1

m2
∂x
i ∂

y
j

]
πj (y) δ3 (x− y) .

{
Ai (x) , ϕ

2 (u)
}

=
{
Ai (x) , ∂

u
kπ

k (u) + epθ (u)
}

= ∂x
kδ

k
i δ

3 (x− u)

= ∂x
i δ

3 (x− u)

{
ϕ4 (v) , ϕ0 (y)

}
=

{
∂v
kAk (v) +

m2

e
θ (v) , ϕ0 (y)

}
= ∂v

k

{
Ak (v) , ϕ

0 (y)
}

= ∂v
k

[
πk (y)− 1

m2
∂v
k∂

y
j π

j (y)

]
δ3 (v − y)

= ∂v
k

[
δkj −

1

m2
∂v
k∂

y
j

]
πj (y) δ3 (v − y)

con lo cual
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{
Ai (x) , ϕ

0 (y)
}∗

=

(
δij −

1

m2
∂x
i ∂

y
j

)
πj (y) δ3 (x− y)

+

∫ ∫
d3ud3v

[
∂x
i δ

3 (x− u)
] [δ3 (u− v)

Du

]
∂v
k

(
δkj −

∂v
k∂

y
j

m2

)
πj (y) δ3 (v − y)

=

(
δij −

1

m2
∂x
i ∂

y
j

)
πj (y) δ3 (x− y)

+
∂x
i ∂

y
k

Dy

(
δkj −

1

m2
∂v
k∂

y
j

)
πj (y) δ3 (x− y)

=

[(
δij −

∂x
i ∂

y
j

m2

)
πj (y) +

∂x
i ∂

y
k

Dy

(
δkj −

1

m2
∂v
k∂

y
j

)
πj (y)

]
δ3 (x− y)

=

(
δki −

∂x
i ∂

y
k

Dy

)(
δij −

∂v
i ∂

y
j

m2

)
πj (y)

Reemplazando esto en dAi se obtiene,

dAi (x) =

∫
d3y

(
δki −

∂x
i ∂

y
k

Dy

)(
δij −

∂v
i ∂

y
j

m2

)
πj (y) δ (x− y) dt

=

[(
δki −

∂x
i ∂

x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2

)
πj (x)

]
dt.

Demostración de (6.50)

dπi (x) =

∫
d3y

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}∗
dt.

Aquí se tiene que,

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}∗
=

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
−
∫ ∫

d3ud3v
{
πi (x) , ϕ4 (u)

} (
M−1

)42
(u, v)

{
ϕ2 (v) , ϕ0 (y)

}
.

Aquí los corchetes de Poisson se calculan de la siguiente forma:
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{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
=

{
πi (x) , pt (y) +

1

2
πk (y) πk (y) +

1

2m2

[
∂y
kπ

k (y)
]2}

+

{
πi (x) ,

1

4
Fkj (y)F

kj (y) +
m2

2

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
jAj (y)

]2}

=

{
πi (x) ,

1

4
Fkj (y)F

kj (y)

}
+

{
πi (x) ,

m2

2

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
jAj (y)

]2}
.

De calculos anteriores se sabe que

{
πi (x) ,

1

4
Fkj (y)F

kj (y)

}
= ∂x

kF
ki (y) δ3 (x− y) ,

por otra parte, el otro corchete de Poisson,

Cπ =

{
πi (x) ,

m2

2

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
jAj (y)

]2}
,

se calcula así:

Cπ =

{
πi (x) ,

m2

2

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
jAj (y)

]2}

=
m2

2

{
πi (x) ,

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
jAj (y)

] [
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]}
= m2

{
πi (x) ,

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
jAj (y)

]}[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
= m2

[
−δikδ

3 (x− y) +
1

m2
∂y
k∂

y
j δ

i
jδ

3 (x− y)

] [
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
= m2

[
−Ai (y) +

1

m2
∂y
i ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

+

[
∂y
k∂

y
i Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
k∂

y
i ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

= −m2

[
Ai (y)−

1

m2
∂y
i ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

+∂y
i ∂

y
k

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y) .
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Es decir,

{
πi (x) , ϕ0 (y)

}
= ∂x

kF
ki (y) δ3 (x− y)−m2

[
Ai (y)−

1

m2
∂y
i ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

+∂y
i ∂

y
k

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y) .

Luego,

{
ϕ2 (v) , ϕ0 (y)

}
=

{
∂v
kπ

k (v) + epθ (v) , ϕ
0 (y)

}
= ∂v

k

{
πk (v) , ϕ0 (y)

}
= ∂v

k

[
∂v
jF

jk (y)−m2

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]]
δ3 (v − y)

+∂v
k∂

y
k∂

y
j

[
Aj (y)−

1

m2
∂y
j ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (v − y)

= −m2∂v
k

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
δ3 (v − y)

+∂v
k∂

y
k∂

y
j

[
Aj (y)−

1

m2
∂y
j ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (v − y) .

y también,

{
πi (x) , ϕ4 (u)

}
=

{
πi (x) , ∂u

kAk (u) +
m2

e
θ (u)

}
= −∂u

i δ
3 (x− u) .

Utilizando estos resultados en el corchete generalizado, se tiene,
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{
πi (x) , ϕ0 (y)

}∗
= ∂x

kF
ki (y) δ3 (x− y)−m2

[
Ai (y)−

1

m2
∂y
i ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

+∂y
i ∂

y
k

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

−
∫ ∫

d3ud3v
[
−∂u

i δ
3 (x− u)

] 1

Du

δ3 (u− v){
−m2∂v

k

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
+ ∂v

k∂
y
k∂

y
j

[
Aj (y)−

1

m2
∂y
j ∂

y
l Al (y)

]}
δ3 (v − y)

= ∂x
kF

ki (y) δ3 (x− y)−m2

[
Ai (y)−

1

m2
∂y
i ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

+∂y
i ∂

y
k

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

−m2 1

Dy

∂y
i ∂

y
k

[
Ak (y)−

1

m2
∂y
k∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

+
1

Dy

∂y
i ∂

v
k∂

y
k∂

y
j

[
Aj (y)−

1

m2
∂y
j ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

= ∂x
kF

ki (y) δ3 (x− y)−m2

(
δik −

∂y
i ∂

y
k

Dy

)[
Aj (y)−

1

m2
∂y
j ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

+

(
δkj −

∂y
j ∂

y
k

Dy

)
∂y
i ∂

y
k

[
Aj (y)−

1

m2
∂y
j ∂

y
l Al (y)

]
δ3 (x− y)

=

{
∂x
kF

ki (y)−m2

(
δik −

∂y
i ∂

y
k

Dy

)(
δij −

∂y
i ∂

y
j

m2

)[
Aj (y)−

∂y
j ∂

y
l Al (y)

m2

]}
δ3 (x− y)

Reemplazando esto en dπi se obtiene,

dπi (x) =

∫
d3y∂x

kF
ki (y) δ3 (x− y) dt

−m2

∫
d3y

(
δik −

∂y
i ∂

y
k

Dy

)(
δij −

∂y
i ∂

y
j

m2

)[
Aj (y)−

∂y
j ∂

y
l Al (y)

m2

]
δ3 (x− y) dt,

= ∂x
kF

ki (x) dt−m2

(
δik −

∂x
i ∂

x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2

)[
Aj (x)−

∂x
j ∂

x
l Al (x)

m2

]
dt.
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