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Resumen

En este trabajo se aplica la formulaciéon de Hamilton-Jacobi al campo de Proca, tanto para campos
reales como complejos. La ecuacion de Proca, una extension de las ecuaciones de Maxwell, descri-
be el comportamiento de particulas bosénicas masivas. Este estudio busca proporcionar una des-
cripcion alternativa a la teoria candnica tradicional mediante el uso del formalismo de Hamilton-
Jacobi. Se han derivado las condiciones de integrabilidad, las ecuaciones caracteristicas y se han
construido corchetes generalizados para ambos tipos de campo. Ademads, se exploran las implica-
ciones de introducir una simetria de gauge local, lo cual ofrece una comprensién més profunda de
la dindmica de los campos bosénicos. Los resultados confirman que la formulaciéon de Hamilton-
Jacobi es una herramienta efectiva para analizar y comprender la dindmica de los campos de Proca,
validando su equivalencia con el enfoque canénico y ampliando el conocimiento en este campo.



Abstract

This work applies the Hamilton-Jacobi formulation to the Proca field, both for real and complex
fields. The Proca equation, an extension of Maxwell’s equations, describes the behavior of massive
bosonic particles. This study aims to provide an alternative description to the traditional cano-
nical theory using the Hamilton-Jacobi formalism. The conditions of integrability, characteristic
equations, and generalized brackets have been derived for both types of fields. Additionally, the
implications of introducing a local gauge symmetry are explored, offering a deeper understanding
of the dynamics of bosonic fields. The results confirm that the Hamilton-Jacobi formulation is an
effective tool for analyzing and understanding the dynamics of Proca fields, validating its equiva-
lence with the canonical approach and expanding knowledge in this area.
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Glosario

Boson:

Grados de libertad:

Densidad Lagrangiana:
Cuadrivector potencial:

Vinculos:

Matriz Hessiana:

Transformacion de Legendre:

Hamiltoniano candnico:

Lagrangiano equivalente:

Corchetes de Poisson:

Particula fundamenta de espin entero que obedece el
principio de indistinguibilidad.

Numero minimo de coordenadas generalizadas para
determinar el estado de un sistema fisico.

Es una funcién que describe la dindmica de un campo
en teoria de campos.

Cuadrivector que combina los potenciales eléctrico y
magnético en un vector de cuatro dimensiones.

Condiciones que ciertos campos o funciones deben sa-
tisfacer debido a simetrias, leyes de conservacién o la
estructura de la teoria misma.

Matriz cuadrada formada por las segundas derivadas
parciales de una funcién de n variables.

Es una técnica matematica utilizada para cambiar la
variable dependiente en una funcién a su derivada res-
pecto de una variable independiente.

Funcién fundamental en la mecédnica hamiltoniana,
describe la energia total de un sistema fisico en fun-
cién de las coordenadas generalizadas y los momentos
conjugados.

Es un Lagrangiano que describe la misma fisica y pro-
duce las mismas ecuaciones de movimiento para un
sistema dado que el Lagrangiano original de la teoria.

Estructura matemadtica fundamental en la mecdnica
clasica y en la teoria de sistemas dindmicos. Se uti-
lizan para describir la evolucion temporal de las fun-
ciones en el espacio de fases de un sistema dindmico
y tienen una relacion estrecha con las ecuaciones de
movimiento de Hamilton.
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Derivada funcional:

EDPHJ:

Condicion de integrabilidad:

Ecuaciones caracteristicas:

Corchetes generalizados:

Vinculos no involutivos:

Simetria de gauge local:

Transformaciones gauge locales:

CONTENIDO

Una derivada funcional es un concepto extendido de
la derivada clasica, esta mide como cambia un funcio-
nal en respuesta a pequefas variaciones de la funcién
sobre la cual opera.

Siglas para ecuaciones de diferenciales parciales de
Hamilton-Jacobi. Estas son utilizadas en la mecénica
cldsica para encontrar soluciones y describir la dina-
mica de sistemas fisicos conservativos.

Condicién matemadtica que asegura que un sistema de
ecuaciones diferenciales tiene una solucién tnica y
consistente.

Son un conjunto de ecuaciones diferenciales totales
derivadas de un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ). Estas ecua-
ciones caracteristicas permiten encontrar soluciones
del sistema original mediante la determinacién de una
congruencia de curvas en el espacio de configuracion.

Extension de los corchetes de Poisson que se utilizan
en sistemas con vinculos no involutivas dentro del for-
malismo de Hamilton-Jacobi. Los corchetes generali-
zados se introducen para proporcionar una estructura
consistente para el anélisis de la evolucion del sistema.

Los vinculos son no involutivos cuando no conmutan
entre si bajo los corchetes de Poisson. Esto significa
que los corchetes de Poisson entre las restricciones no
son cero, lo cual implica que las restricciones no for-
man un dlgebra cerrada.

Grupo de simetria infinito que depende de un conjunto
de pardmetros definidos en el espacio-tiempo.

Son transformaciones de algin grado de libertad in-
terno, que no modifican ninguna propiedad de las ob-
servables fisicas.



Capitulo 1

Introduccion

En teoria cudntica de campos, las interacciones fundamentales entre particulas se describen me-
diante campos que pertenecen a grupos de simetria especificos en concordancia con el modelo
estdndar de particulas. El mds sencillo de ellos corresponde a la teoria de Maxwell del campo
electromagnético, este es un campo gauge asociado a la simetria U(1) que se estudia en la elec-
trodindmica cudntica (QED). Aqui se establece una restriccion sobre la masa en reposo del fotén,
la cual es propuesta para ser cero, esto es consecuencia de que la inclusion de un término de masa
generaria inconsistencias con el hecho de que la fuerza electromagnética es de largo alcance (en
caso de tener masa habria un decaimiento exponencial de la fuerza). No obstante, al considerar una
interaccion de corto alcance se podria sugerir la implementacién de una QED masiva [1].

Producto de esto surge la electrodindmica masiva de Proca, en ella se constituye el modelo més
simple en el que se implementa una masa pequefia a los fotones [2]. A partir de esto, es posible
describir en ella la propagacién y las interacciones de particulas bosonicas de espin 1 [3]. El estu-
dio de esta teoria a nivel cldsico parte de la densidad Lagrangiana singular propuesta por Proca [4],
la cual involucra una extension de las ecuaciones de Maxwell. La singularidad de la teoria deviene
en la aparicion de ligaduras que no permiten la solucién directa de las ecuaciones de movimiento.

Para determinar la dindmica que rige el comportamiento del campo de Proca se ha trabajado,
en el marco de la teoria cldsica de campos, mediante el método candénico propuesto por Dirac pa-
ra sistemas con vinculos [5]. Sin embargo, existe un método alternativo y complementario a este
para tratar las particularidades que presenta el estudio del sistema en cuestion, la formulacién de
Hamilton-Jacobi. En este trabajo se aplicard la teoria de Hamilton-Jacobi en tres casos diferentes
de la teoria de Proca que ya han sido analizados con el método candnico, de tal forma que sea
posible establecer la equivalencia entre ambos métodos.

En el capitulo 4 se desarrollard el método de Hamilton-Jacobi para el campo de Proca real, es-
te se enfoca en el estudio de particulas sin carga. Aqui, partiendo de corroborar la singularidad de
la densidad Lagrangiana propuesta para el campo real, se discutirdn las condiciones de integrabili-
dad, las ecuaciones caracteristicas y la construccion de corchetes generalizados segun se propone
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en el trabajo de grado, Formulacion de Hamilton-Jacobi en teoria cldsica de campos [6] y en el ar-
ticulo Non-Involutive Constrained Systems and Hamilton-Jacobi Formalism [7]. Luego, el capitulo
5 se centrard en un procedimiento andlogo aplicado al campo de Proca complejo, en el cual se trata
con particulas cargadas. En ambos casos el propdsito es determinar las ecuaciones de movimiento
para los grados de libertad del sistema.

En el capitulo 6, considerando que es posible construir un Lagrangiano invariante de gauge se-
gun se establece en el informe técnico, Teoria de fotones masivos en las coordenadas de plano
nulo [2], se propone un objetivo adicional a los planteados en primera instancia. Estudiar, a través
de la aplicacion de la formulacién de Hamilton-Jacobi, las consecuencias que implica modificar la
densidad Lagrangiana de Proca para satisfacer la simetria de gauge local en las ecuaciones de mo-
vimiento, incluyendo en ellas condiciones gauge que sean coherentes con los vinculos del sistema.

Finalmente en los capitulos 7 y 8 se presentardn los resultados y las conclusiones referentes al
desarrollo del trabajo y los objetivos propuestos.



Capitulo 2

Planteamiento del Problema

La ecuacion de Proca es una extension de las ecuaciones de Maxwell, capaz de describir el com-
portamiento de vectores bosénicos masivos tal como su propagacidn e interacciones, conceptos
directamente relacionados con el desarrollo del modelo estdndar de la fisica. Usualmente su des-
cripcion parte de una densidad Lagrangiana singular, la cual puede complicar la interpretacion de
la dindmica del sistema.

En orden de ampliar el conocimiento en este campo, en este trabajo se pretende aplicar la formula-
cién de Hamilton-Jacobi al campo de Proca con el propdsito de realizar una descripcion alternativa
al estudio candnico tradicional, con esto surge la siguiente pregunta de investigacién: ;Como se
describe la teoria del campo de Proca bajo la formulacién de Hamilton-Jacobi?



Capitulo 3

Objetivos

Objetivo General

Estudiar el campo de Proca mediante la formulaciéon de Hamilton-Jacobi.

Objetivos especificos

= Aplicar la teoria de Hamilton-Jacobi a la ecuacion de Proca para el campo real.
= Aplicar la teoria de Hamilton-Jacobi a la ecuacién de Proca para el campo complejo.

= Encontrar la equivalencia de la formulacién de Hamilton-Jacobi con el método candnico.



Capitulo 4

Campo de Proca real

En el afio 1936, el fisico rumano Alexandru Proca, propone una teoria para el estudio de particulas
masivas de spin 1, afiadiendo un término de masa como una extension a las ecuaciones de Maxwell
[4], inaugurando asi el concepto de lo que hoy se conoce como ecuacion de Proca. Para llegar a
ella, cominmente, se desarrolla un estudio del campo de Proca por medio del método de Dirac
para sistemas con vinculos [5], sin embargo, la teoria de Hamilton-Jacobi propone un método
alternativo para tratar con este tipo de sistemas. Este capitulo se centra en aplicar la formulacién
de Hamilton-Jacobi en el campo de Proca real (neutro), donde se consideran las interacciones de
particulas sin carga, con el fin de reproducir los resultados del método canénico.

En teoria de campos, la presencia de infinitos grados de libertad evoca la aparicion de la densidad
lagrangiana, que, para el campo de Proca real (trabajando con unidades naturales) corresponde
a[3]:

m? 1
L= TAM(Z‘)AM(SIZ) - ZFW(;E)FW(Q:), 4.1)

donde se concibe al cuadrivector potencial A, (z) = A, (t,Z), como la variable dindmica que
mejor describe el comportamiento del campo en cuestion. Aqui F),,, se conoce como tensor de
campo electromagnético, definido de la forma:

Fo, = 0,A, —0,A,. (4.2)

Sin embargo, para obtener una teoria bien definida, se debe considerar que A, estard sometido a
ciertas condiciones de frontera [1]. En primer lugar, tendera a cero cuando la parte espacial tienda
a infinito,

lim A, (z) — 0, 4.3)

|Z|—o00
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por otro lado, se busca que la accion sea estacionaria, 9 [ f Ldt} = 0, siendo necesario que al hacer
una variacion infinitesimal arbitraria,

A (@) = 4, (@) = A, (2) + 64, ().

se cumpla que

54, (x)

= 54, (2)

= 0. (4.4)

tfinal

tinicial

Se pueden ver explicitamente las componentes del campo F),, si se sustituyen los valores del
cuadrivector potencial A, = (A, —A) en (4.2), con lo cual las componentes del tensor de campo
electromagnético son

0 E E, E 0 -E, —-E, —E,
_|-E. 0 -B. B, w_ |EB 0 -B. B,

fw=1_g, B. 0o -B "=le B0 B WY
-E. -B, B, 0 E., -B, B, 0

de lo que se infiere que es un tensor antisimétrico; cabe resaltar que se utilizard a lo largo de todo
el trabajo el convenio de notacién donde los indices de letras griegas toman valores de (0,1,2,3) y
los de letras latinas toman valores de (1,2,3).

Es importante resaltar que los sistemas con vinculos son descritos mediante Lagrangianos sin-
gulares, el campo de Proca recae sobre la definicion de este tipo de sistemas, infiriendo que su
correspondiente densidad Lagrangiana (4.1) es singular, cosa que se puede comprobar calculando
el determinante de la matriz Hessiana asociada a ella. Se conoce que su expresion matematica es
de la forma

0*L

5°L 9L -
Y= 9 00A5) 0 (00 A,)

W8 (z,y) i . = —
B (l’) 5141/ (y) 8A58AV

5 (x — & (r—y) (4.6)

donde, por un parte !

oL
—_— 60&
N05A) FPe, “4.7)
Si 8 = 0, entonces se tiene que 2
oL
——= — _fYa— pa0 4.
8(80Aa) ’ ( 8)

'En el Apéndice A.1 se pueden ver los cédlculos correspondientes a esta seccion.
ZNétese la antisimetria del tensor F'9 en (4.8).



y derivando de nuevo,

82[’ _ nﬂﬁnao . nOOna,B.
9(90Aa)0(00As)

Donde 7 corresponde a la métrica de Minkowski. Por tanto,

WY (z,y) = (™" —n"n") & (x —y).

Recordando que

1 0 0 0
v |0 =1 0 0
T =10 0o -1 o |’
0 O 0o -1
la matriz Hessiana sera
00 00
y 01 00
Wﬂ(xay): 0010 53($_y)'

0 0 01

4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

Es evidente que el determinante de esta matriz es igual a cero, con lo cual se afirma que la den-
sidad Lagrangiana del campo de Proca real es singular. Se conoce, del estudio de Dirac, que este
tipo de densidad Lagrangiana impide, desde el punto de vista Hamiltoniano, la resolucion de las
ecuaciones que definen los momentos canénicos para expresar todas las velocidades en términos
de las coordenadas y los momentos [8]. De esta forma, la singularidad de la densidad Lagrangiana
implica ligaduras que modifican el nimero de grados de libertad del sistema en cuestion, las cuales

surgen de la definicién de los momentos candnicos conjugados.

En orden de completar la formulacién Hamiltoniana, es menester encontrar los momentos candni-
cos 7" asociados a los campos A,,, para esto es necesario utilizar como pardmetro de evolucion a la
coordenada 2, cuyas velocidades relativas asociadas a los campos serdn definidas por A, = 9y 4,,,

con esto se establece que los momentos candnicos se definen como:

s oL

T = =

o(4) @A)

Donde, recordando la definicion (4.2), se determina que,

_OL =" =7,

a<aOAu)

(4.13)
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Es aqui donde surge el primer vinculo del sistema [9], pues, de acuerdo al tensor antisimétrico
F#_ se sabe que para el caso v = () se pone de manifiesto que,

F®=7%=0

Esto, permite definir el primer vinculo del sistema como:
o= =0, (4.14)

Desde el punto de vista de Hamilton-Jacobi se identifica como una ecuacion diferencial parcial.
En cudnto al caso en que v # 0 se deduce que,

T = FM=—Fy
= —0,Ay+ OgAs
= A, — O Ap. (4.15)

Con lo cual se logré construir una ecuacion dindmica en el espacio de fase, expresando las compo-
nentes de las velocidades en funcién de los momentos candnicos y los campos.

En base a esto, ahora, es posible calcular el Hamiltoniano canénico del sistema por medio de una
trasformacién de Legendre [10]:

H, = / &z [w# (@) A, (z) - L] . (4.16)

Luego, lo que esta entre corchetes serd reconocido como la densidad Hamiltoniana candnica del
campo de Proca real,

H. =7t (x) A, () — L. (4.17)

Recordando (4.1) y en vista de que 7 = 0, al expandir la suma sobre indices, se simplifica la
expresién anterior como®:

Lok & m’ 1 ki
HC = 571’ ™ 47 6kA0 — 714“14” + ZszF . (418)

Con lo cual el Hamiltoniano candnico sera de la forma,
1 2 1 .
H, = / R {gw’“wk + o, Ag — %AMA“ + {FuF"|,

sin embargo, si se considera que,

3Esta simplificacion se detalla en el apéndice A.1.



4.1. FORMULACION DE HAMILTON-JACOBI 9

7Tk (8kA0) = ak (WkAo) - (8k7rk) AO,

el Hamiltoniano se reescribe de tal manera que:

2
H, = /d3x |:%7Tkﬂ'k — (8k7rk) Ay — %AMA” + %FMFI”} + /d3x [(% (WkAO)}

1 m2 1 ,
= / d’z {ykw’“ — (Ou*) Ay — - AA" + ZFkF’C} - f da- [V (wAp)]. (4.19)
En lo anterior se empled el teorema de Gauss en tres dimensiones y, para lidiar con esta integral, se
debe recordar la condicién de frontera (4.3), con lo cual, la dltima integral serd igual a cero, pues
dicho termino no es mas que una integral cerrada realizada sobre el contorno de una superficie que
se extiende hacia el infinito. Con esto en cuenta, la densidad Hamiltoniana candnica se reduce a,

L g & k m? 1 ki
He = gr'nt = (Op7*) Ag — 5 ApAt + B EY (4.20)

4.1. Formulacion de Hamilton-Jacobi

Habiendo establecido el Hamiltoniano candnico del sistema, se comienza a implementar la formu-
lacién de Hamilton-Jacobi; el primer paso es plantear la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Para ello,
es indispensable definir una funcién arbitraria que dependerd de las coordenadas y del tiempo, la
funcion principal de Hamilton [11]; dicha funcién, denotada como S (), es una funcién genera-
dora de transformaciones candnicas, que se define de tal forma que se pueda formar con ella un
Lagrangiano equivalente al Lagrangiano de Proca [12].

De esta manera, la ecuacion de Hamilton-Jacobi, se expresa como,

08
— + H.=0. 4.21
5 THe=0 (4.21)

Para este estudio, es mds conveniente trabajar en términos de densidades, por lo que si se define

Pt = %, la ecuacién de Hamilton-Jacobi se reescribe como:

Pt+Hc:/d3x(pt+7-[c).

Asf, surge una nueva ligadura del sistema (¢°), a partir de la cual, en conjuncién con ¢!, se forma
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi (EDPHJ),
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p'+H.=0, (4.22)

70 =0.

¢O
¢1

Para determinar la evolucién dindmica de un sistema de Lagrangiano singular se deben asociar
estas ligaduras con variables independientes que, para el caso de ¢ se ha asociado con ¢ debido
a su inherente relacion con la dindmica del sistema que brinda la densidad Hamiltoniana [6], sin
embargo, para ¢' se define una variable que expandir4 el espacio de pardmetros independientes.
Dicha variable se denota como w; () que se considera arbitraria. Con esto en cuenta, la evolucién
de una variable dindmica F' (z) se expresa por medio de [7]:

dF (x) = / Py [{F (), ¢" (y) } dt + {F (), ¢" (y) } dwr ()] - (4.23)

Como consecuencia de la definicién del espacio de fase bajo las variables A, y 7", los corchetes
de Poisson entre dos variables dindmicas F' [A; (x), 7 (z)] = F (z) y G[A; (y), 7 (v)] = G (y)
se definen de la forma, *

_ [ 5 [ 0F(x) 6G(y) OF (x) G (y)
@), Gy} = / @z LSA# (2)omh () omh ()04, ()] _ - (4.24)

T0=Yo

Donde zy = vy indica que los corchetes deben ser calculados en el mismo instante de tiempo.
En teoria de campos se tiene una ligadura por cada punto del espacio, es por esta razoén que en la
expresion (4.23) la integral representa la suma sobre todos estos vinculos en todos los puntos ().
A partir de esta definicion se calculan los corchetes de Poisson fundamentales, que son:

{Ay(x), 7" ()} = 6,0°(x—vy), (4.25)
{Au(x), Ay (y)} = 0={x"(2), 7" (y)}. (4.26)

4.1.1. Condiciones de integrabilidad para el campo de Proca real

En este punto se debe recordar que todo sistema que sea integrable tendrd que cumplir la condicién
de integrabilidad de Frobenius, para lo cual es preciso poder formar un conjunto de EDPHJ com-
pleto que esté en involucién con los corchetes de Poisson. Inicialmente el campo de Proca real no
cumple con esta propiedad, las condiciones bajo las cudles se forma dicho conjunto serdn dictadas
por la evolucién dindmica de los vinculos (4.22). Por ende, para verificar la integrabilidad de ¢ se
exigira,

do' (r) =0, (4.27)

4Se debe destacar que estas variables dindmicas corresponden a funcionales de A; y 7, ello modifica la definicién
de los corchetes de Poisson, Considerando el concepto de derivadas funcionales [10].
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a partir de la ecuacidn (4.23) se plantea la siguiente integral,

d¢* (x) = / Py [{¢" (2),6° (v)} dt + {8" (x), 0" (y)} dwi (y)] = 0. (4.28)

De acuerdo a la definicién (4.24), los corchetes de Poisson presentes serdn’:
{¢1 (z),¢° (y)} = [8,?771“ (y) +m*A° (y)] 8 (x—vy). (4.29)

{¢' ().¢' (1)} =0. (4.30)

Utilizando estos resultados la ecuacién (4.29) se reduce a,

d¢' (z) = [Opr" (z) + m*A° (z)] dt = 0. (4.31)

Con lo cual, la condicion de integrabilidad ha generado una nueva ligadura, interpretada en el
formalismo de Hamilton-Jacobi como una ecuacion diferencial parcial de la forma

¢* = Ofn* (2) + m?A° (z) = 0. (4.32)

Esta ecuacion hard parte del conjunto de EDPHJ, de modo que se debe verificar su integrabilidad
exigiendo que

d¢* () = 0. (4.33)

Nuevamente, esto conduce a que se cumpla,

d¢® (x) = / d*y [{¢* (2), 4" (v) } dt + {#* (x) , 0" (y) } dwi (y)] = 0. (4.34)

Donde:

{gz52 (z),¢° (y)} = —afﬁlkai (2)0° (z —y) + m?*7° (y) &° (x — v). (4.35)

Recordando que el producto entre un tensor simétrico y uno antisimétrico es nulo, se concluye,

3Los célculos de los corchetes de Poisson entre los vinculos estdn detallados en el apéndice A.2.



12 CAPITULO 4. CAMPO DE PROCA REAL

{0 (@), 0" ()} = m*n° (y) 8* (& — ). (4.36)
Por otra parte,

{gz52 (x) s (y)} =m?25 (x —vy). (4.37)
Sustituyendo estos resultados en (4.34), se llega a,

d¢? (z) = m*n° (z) dt + m2dw, (x) = 0. (4.38)

Con lo cual, la condicion de integrabilidad ha generado una nueva ecuacion diferencial parcial
entre las variables independientes del sistema,

m?*7° (z) dt + mPdw, () = 0
—m(2)dt = dw (2)
— 70 (x> _ dwy (:L‘)

dt

Siendo que ¢! = 7° = 0, entonces se puede afirmar que para que se cumpla la condicién de
integrabilidad, es necesario que w; sea constante respecto al tiempo.

Con la condicion de integrabilidad satisfecha, se indica que no hay mds ecuaciones diferenciales
parciales en el sistema, a su vez formando el sistema completo de EDPHJ compuesto por:

¢ = p"+H.=0, (4.39)
(bl = 0= 0,
¢* = oir"+m?A° =0.

A raiz de esto se debe expandir el espacio de variables independientes para relacionar un pardmetro
a ¢°. Esta variable serd arbitraria y designada como w, (2)°. Con esto en cuenta, se debe redefinir
el diferencial fundamental (4.23) de la forma,

dF (z) = /d3y {F (), 0" ()} dt+ {F (2),¢" (y) } dor (y) + {F (2), 6" (y) } dws (y)] -
(4.40)
Utilizando esto, se debe verificar nuevamente las condiciones de integrabilidad, cuyo resultado se

espera que sean ecuaciones diferenciales que relacionen los campos fundamentales con las varia-
bles independientes [13].

6La arbitrariedad de w y wy es fundamental para no modificar la dindmica del sistema al afadir los nuevos vinculos
al conjunto de EDPHIJ.
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Para ¢':

d¢' (x) = /dBy [{¢' (@), ¢" (W)} dt+ {6 (). () } dwn (y) + {" (), 6" () } dw2 (y)]
= ¢*dt — mPdw, (x) = 0,

Por lo tanto,
[0¢n" () + m?A° (z)] dt = mPdw, (z). (4.41)

Para ¢*:

d¢* (x) = /d3y {6 (2),¢° (y) } dt + {¢" () ,¢" (y) } dwr (y) + {&" () ,¢* (y) } duwz ()]
= m*r" (z)dt + m*dw, (z), (4.42)

resultando en
7 () dt = —dw, (2). (4.43)

Se resalta el hecho de que en las ecuaciones (4.41) y (4.43) se ha conseguido una relacién entre
las variables independientes w; y wo con el tiempo, lo que da pie a la posibilidad de redefinir la
dindmica del sistema en términos del pardmetro temporal, cosa que serd analizada en la seccién
§4.2.

Estas relaciones, por otra parte, establecen que el conjunto de EDPHIJ estd completo y las ecuacio-
nes caracteristicas son integrables.

4.1.2. Ecuaciones caracteristicas

El método de Hamilton-Jacobi presentado por Carathéodory contiene una poderosa interpretacion
geométrica de los sistemas dindmicos, pues, a partir del resultado encontrado de la evolucién de
una variable dindmica dF (z), es posible describir las trayectorias dindmicas del sistema asociadas
el conjunto de EDPHJ mediante el método de las ecuaciones caracteristicas de Cauchy [12], de tal
manera que se obtengan las ecuaciones de movimiento para el campo de Proca real. En base a lo
anterior, se deberd determinar la evolucion de las variables dindmicas del espacio de fase (4;, 7).

El diferencial de A; sera:

dA; (r) = /d3y [{Ai(x),0° ()} dt + {Ai (x), 6" (y) } dwr () + {Ai (2),0° (y) } dws (y)] -
(4.44)

Donde los corchetes de Poisson corresponden a’:

"Los célculos de los corchetes de Poisson entre A;, 7 y los vinculos estén detallados en el apéndice A.3.
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{4 W)} = [ () = 0/ 4 (v)] 6 (z — y), (4.45)
{A;i(x),0" (y)} =0, (4.46)
{Ai(@),8" (v)} =06 (v —y). (4.47)

Por otra parte, para el diferencial de 7* se tiene:

dr' ( / y [{7" (z),¢° ()} dt + {7" (z), 6" ()} dwr (y) + {7" (), ¢* () } dws (y)] .

(4.48)
Donde:
) 1 ) ) ) )
{7 (@), 0" (W)} = |5 (505 = 0.07) F¥ (y) + m*AT(y) [ 0° (x —y),  (4.49)
{7' (@), 0" (W)} ={7"(2). 7" (y)} =0 (4.50)
{7" (2),¢* ()} = {7" (z), 007" (y) + M*A" (y)} = 0. (4.51)
Utilizando estos resultados en (4.44) se determina que:
dA; (z) = [ (z) — 07 Ag (2)] dt — O dws (). (4.52)
Definiendo A; () = 9y A; y wo () = Gow, () se llega a,
A; (x) = [7' () + 0 Ay ()] — 0T (). (4.53)

Si se compara con (4.15) (que surge de la definicién de momentos candnicos), se puede establecer
para el campo independiente w; () la condicidn,

82%.}2 (I’) = 3?80(,@ (.’L’) = O,

con lo cual (4.53) se convierte en

A; (z) =7 (2) + 07 A (2) . (4.54)
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De igual manera, la evolucién dindmica del campo 7° () en (4.48), se reduce a

dr’ (z) = [OFF" (z) + m* A’ (z)] dt,
Que se puede escribir como

7t (x) = OFF¥ () + m* Al (z).
La expresion anterior se puede escribir de la siguiente manera:
0, F" +m2A" = 0,
pero, reescribiendo el vinculo ngZ como,

0F" +m?A’ = 0,

donde se ha sumado el término F'°° = 0, y sumando con (4.57) se consigue:

O™ +m?A° 4 9, F" + m* A" = 0,

15

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

Esta expresion se puede compactar en lo que se conoce como la ecuacién de campo de Proca [14],

. F" +m*AY = 0.

4.2. Corchetes generalizados para el caso de Proca real

(4.59)

El método de Hamilton-Jacobi propone redefinir la dindmica a través de los corchetes generaliza-
dos (CG), de tal manera que las variables independientes sean reescritas en términos de ¢ con el
propésito de eliminar la arbitrariedad generada por la expansion del espacio de variables indepen-

dientes [7].

Ahora, con todos los vinculos encontrados, podemos formar un sistema de ecuaciones de la forma:

" = p'+H =0,
¢1 — 7T0 — 0,
¢2 = (9k7rk -+ mQAO =0.

Para verificar si este sistema de EDPHJ se encuentra en involucion, se deben calcular los corchetes

de Poisson entre los vinculos no relacionados al pardmetro temporal.

{¢" (z),¢' ()} = O,
{¢'(2),0* ()} = —m*& (z—y),
{¢° (x),0*(y)} = 0,
{*(@),0" ()} = m?(x—y).
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Con lo cual se afirma que se trabaja con un sistema no involutivo [7]. Es posible definir una matriz
antisimétrica con estos resultados que sera de la forma ®

v = (1500 60 = (w0 fe-n. (4.60)

Esta corresponde a una matriz funcional (dada la dependencia de la delta de Dirac), cuya impor-
tancia es vital en el formalismo de Hamilton-Jacobi, que propone los corchetes generalizados por
medio de los cuales se consigue determinar los grados de libertad del sistema. Sin embargo, la
definicién de los corchetes generalizados involucra conocer la matriz inversa de M (x,y), la cual
se puede demostrar que es de la forma:

(M™Y) (z,y) = (_ng_g m0_2> 5 (z — ). 4.61)

Conocida la inversa y dado el hecho de que M™ (x,y) es regular, los corchetes generalizados se
definen como [6]:

(F@.CWY = {F@.co- [ [Pulo(F@.o @) )" o {6 0).6 ).

(4.62)

Considerando la forma de la matriz M ~! , al expandir sobre los indices (n,l) se tiene:

(F@.6WY = (F@).6w) - [ [dule(F@),o' @} (M) @) o
—//fm%wmm&wHM4f%mwwwwﬂ@»,

ya que las demds combinaciones de {n, [} en la matriz son cero.

Ahora, recordando el conjunto de EDPHJ para el campo de Proca real, se puede hacer un conteo
de las variables realmente independientes del espacio de fase. Inicialmente, el espacio de fase se
describe mediante:

(A, ) = (Ao, 7", Aj '), (4.63)

donde i = {1,2,3}, pero, considerando que 7° = 0 y que A, depende de 7' debido al vinculo
¢?, el espacio de variables independientes que constituyen los grados de libertad son tnicamente
(A;, ), por tanto, el calculo de los corchetes generalizados entre los grados de libertad son *:

{Al (IL’) s Ak (y)}* =0= {ﬂ—i (l’) vﬂk (y)}* )
{4 (@), 7" ()} = 086% (z — ). (4.64)

8La deduccién de la matriz inversa estd detallada en el apéndice A.4
9Los célculos de los corchetes generalizados de esta seccién se encuentran en A.4.
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Estos resultados son idénticos al calculo de los corchetes de Dirac [3], denotando la validez de la
formulacion de Hamilton-Jacobi, capaz de reproducir los resultados del método candnico.

Habiendo establecido los corchetes generalizados y los grados de libertad del sistema, la evolucién
de una variable dindmica F' (z) = F [A; (z) , 7" ()] sera de la forma:

dF (z) = / Py [{F (z),¢" (y)} dt]. (4.65)

Sin embargo, dado el conteo de los grados de libertad, la densidad Hamiltoniana candnica, se
vera modificada a razén de que en ella hay aportes de Ay, un elemento que no hace parte de los
grados de libertad realmente, por tanto, considerando que segun el vinculo ¢, se debe cumplir que
—#&fﬂk = AP, entonces H,. se reescribe como

1 2 1 .
HC = Eﬂ'kﬂ'k — (0k7rk) AO - m7 (AOAO + AjAJ) + Z_LFkZsz
Loy g, 1 ko i 1 ko i M 1 ki
= éﬂ' ™ + ﬁakﬂ' aﬂ(’ - ﬁ@kﬂ' 81'71' - TAJ'AJ + ZF]WF
Lok k 1 he i M 1 ki

Obviamente, esto afecta al vinculo ¢°, de forma que la dindmica del espacio de fase reducido,
descrita por la nueva H, conlleva a una forma diferente de las ecuaciones de campo, las cuales se
deducen calculando el diferencial de los campos A; y 7’ segun lo dicta (4.65). En primer lugar,

wia) = [Ey[eo - oo )] - @6
- {71 (x) — ﬁ@* o (x)} dt (4.68)

Por lo tanto,
A () = 7 (z) — %a;fa;ﬂ (z) (4.69)

Luego,
dr' (z) = / &y [{7 (x),6° (y)}" dt]
= [GpF" (x) + m* A (x)] dt, (4.70)

Por lo tanto,
7t (x) = OFF¥ () + m* Al (z) . 4.71)
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Las ecuaciones (4.69) y (4.71) conforman las ecuaciones de movimiento del campo de Proca real
en el espacio de fase reducido. A partir de se puede concebir la ecuacién de Proca para los grados
de libertad; para ello partimos de la derivada respecto al tiempo de la ecuacién (4.69), es decir,

1

Ai — 7.'('1 - ﬁaﬁjﬂj,

Usando aqui la ecuacion (4.71), resulta

" ) ) 1 ) )
Ai = 8kaZ + mQAZ - —2818J [8kaZ + mQAZ]
m
. . 1 . )
= 8kaZ + mZAZ - —QGJ@(?ka - &8]'14’
m ~—

=0

Dado que el producto de un tensor simétrico por uno simétrico es igual a cero, luego,

8060141' = 8k (8’“14’ — 8'24’“) + mQAi — @E)JAZ
= OOFAT — 9,0'AF + mPAT — 9,00 A
——
i—kyj—i
= O0FA  + m2A
0 = —0p0°A; + 00" A" + m? A’
0 = (000" + 0x0") A"+ m*A".

En el término entre paréntesis se reconoce el operador de D’alambert, con lo cual, finalmente se
llega a

(O+m?) A" =0. (4.72)

La ecuacion de Klein-Gordon para un campo vectorial.



Capitulo 5

Campo de Proca complejo

En el capitulo anterior se considero el caso particular del campo neutro, no obstante, este trata-
miento es diferente si consideramos la interaccién con particulas cargadas, a partir del trabajo de
Proca, se pudo extender la teoria introduciendo el campo de Proca Complejo (cargado), de este
campo se resalta el aumento de los grados de libertad y una nueva ecuacion de campo adicional
que provee la parte imaginaria. Durante este capitulo se empleard un procedimiento andlogo al
realizado con el campo real, implementando la formulacién de Hamilton-Jacobi para comprobar
la equivalencia con el método canénico.

La densidad Lagrangiana del campo complejo estd dada por [3]:

L= —%F:V(I)F“”(x) +m? A" (2) A, (). 5.1)

Concibiendo a A**(x) y A, (x) como los campos fundamentales de la teorfa que cumplen con

condiciones de frontera similares a (4.3) y (4.4), es decir, en primer lugar tenemos,

lim A, (x) -0 y lim A% (x) =0, (5.2)

mientras que para una variacion infinitesimal de los campos,

Au(x) = A, (r) = Ay () + 04, (2),

A (z) — A;’ (x) = A} (z) +0A; (z),
se debe cumplir,
5AH (x) tinicial 5A# (33’) tfinal — 0,
5A:; ("T) |tinicial = 5‘/4; (x) |tfinal = O’ (5'3)

19
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A partir de estos campos se definen los tensores antisimétricos F;, y £, como,
o = 0, — 0,47, (5.4)
F, =0,A, —0,A,. (5.5)

Esta densidad lagrangiana también es singular, como se puede comprobar calculando el determi-
nante de su matriz Hessiana'; esta caracteristica se traduce en un sistema con vinculos que, para
el propdsito de este trabajo se describird mediante el formalismo Hamiltoniano, para ello, se es-
tablecen las variables del espacio de fase (A#, A;‘;) , cuyos los momentos candnicos (7 y 7*#) se

definen por medio de las velocidades relativas a los campos A, = dy A, y A; = 0o A}, de la forma:

v oL = oL = 0 (5.6)

0 (AV> 9 (00 Ay)

oL _ oL _ o 5.7)

0 (A;) 9 (0o A;)

)
Il

Esto, conlleva a la existencia de dos vinculos si se considera el caso donde » = 0. Primero, en (5.6)
se tiene:

70 = F00 — .
se identifica el primer vinculo del sistema para la parte real,

o' =70 =0. (5.8)
Luego, para (5.7):

71_*0 — FUO =0
se identifica el segundo vinculo del sistema para la parte compleja,
¢ =70=0 (5.9)

Estos son los vinculos primarios en el formalismo de Dirac para el campo de Proca complejo [3].
Por otra parte, cuando v # 0 se deducen expresiones titiles si se tiene en cuenta las definiciones
5.4y (5.5).

™ = AL — OLA;. (5.10)

''Se puede comprobar esto en el apéndice B.1
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™k = A — 0, A. (5.11)
Estas relaciones permiten despejar las componentes de las velocidades Ay y Aj en funcién de los
momentos candnicos y los campos, por tanto, se interpretan como una ecuacién dindmica en el

espacio de fase. Siendo asi, conocidos los momentos candnicos, se puede calcular el Hamiltoniano
canonico, el cual es definido por [10]:

H, = / P [ () Ay (2) + 7 (2) A (2) — £]. (5.12)

Lo que esta entre corchetes se define como la densidad Hamiltoniana candnica de campo de Proca
complejo, ‘ _
He=m" () Ay (x) + 7 (2) A, (1) — L. (5.13)

Expandiendo la suma sobre ;. y usando los resultados anteriores se tiene que?,
1 .
H, = 71 + 7hOp Ay + TFOLAL — mPAF A, + §FkF’“ (5.14)
de tal manera que el Hamiltoniano se convierte en:

H, = / dz® (Hﬁw*’ﬂ + RO Ag + THROLAL — mPAM A, + %FkF’“) , (5.15)
pero, teniendo en cuenta las relaciones,
O (7" Ag) = (k™) Ag + 7" (81 Ao) (5.16)
O (T AF) = (06m™™) Ay + 7 (9, Ay) (5.17)
el Hamiltoniano se reescribe de la forma
H, = /dm3 |:7Tk7T*k — (8k7rk) Ag — (8k7r*k) Ay — mQA“*AH + %F,;F'“

Al igual que en el campo de Proca real, se aplicé el teorema de Gauss en tres dimensiones haciedo
que la integral de 4rea sea igual a cero teniendo en cuenta las condiciones de frontera, entonces, la
densidad Hamiltoniana es finalmente expresada como:

H, = nhn® — (3k7rk) Ay — (8k7r*k) A — m2A*“AM + % ,;"ZF]” (5.18)

’Esta simplificacion estd detallada en el apéndice B.1
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5.1. Formulacion de Hamilton-Jacobi

A partir del Hamiltoniano canénico encontrado, se establece la ecuacion de Hamilton-Jacobi de la
forma [6]:

%—5+H6:Pt+1{c:/d3x(pt+%c):0,

donde p’ es la densidad de momento canénico asociada a la funcién principal de Hamilton S (z)
[10]. Con esta ecuacién definimos una nueva ligadura ¢° para formar el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales de Hamilton-Jacobi para el campo de Proca complejo:

¢0 = pt + HCZO’
o' 0 =0, (5.19)
»* = 7%=0.

Tal como propone el método de Hamilton-Jacobi, para lograr una descripcion completa de la di-
ndmica del campo, se asociaran variables independientes a cada uno de estos vinculos [6], para ¢°
utilizaremos el pardmetro temporal ¢, mientras que para ¢' y ¢? se expande el espacio de pardme-
tros independientes asociando las funciones arbitrarias espacio temporales w; (x) y wq (x) respec-
tivamente a los vinculos. Con esto se forma un conjunto de variables dependientes (A;, Af, 7, 7*)
y uno de variables independientes (f,w;,ws), con los cuales se determina la evolucién de una
variable dindmica F' (AM, Aj T ﬂ*“) asociada al sistema como [7],

dF (z) = /d3y {F(2),6° (y)}dt + {F (x),0" ()} dw: (y) + {F (z),6° (y) } dw2 (y)] -
(5.20)
Por otra parte, los corchetes de Poisson entre dos variables dindmicas,
F(z) = F[A,(z), A
Gly) = G[Au(x), A4 (x), 7" (2),

=
&
3
=
&
S
* *
= =
&

para este caso, se definen de la forma [10]:

[ 4 [0F () 6G(y) SF(z) 6G(y)
{F(z),G(y)} = /d o LSAM (z) omt (2) e (2) 0A, (Z)L;oyo

[ [E S60)._Srw) s60)] 521

0A% (2) om*r (z)  om (2) 0A% (2)

T0=Yo

Seré util conocer los corchetes de Poisson fundamentales de la teoria que sean diferentes de cero,

{Au (), 7" ()} = 6,0° (x—y),
{4 (), 7" (y)} = 5,’:53 (r—vy). (5.22)
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5.1.1. Condiciones de integrabilidad para el campo de Proca complejo

Tal como en el campo de Proca real, el conjunto de EDPJH correspondiente al campo complejo,
no estd completo, cosa que impide la correcta descripcion de la dindmica del sistema [7]. Nueva-
mente, se puede exigir el cumplimiento de la condicién de integrabilidad de Frobenius de todos
los vinculos que serd de la forma,

d¢™ (x) =0,

esto deviene en nuevos vinculos generados y, cuando todos los posibles sean encontrados se for-
mard el conjunto completo de EDPHJ.

En primer lugar, para ¢! exigimos,

do' (z) = 0.
Usando la definicion del diferencial fundamental(5.20), se tiene que,

d¢' (z) = /d?’y [{" (2).¢° ()} dt + {o" (x),¢" (v) } dwr (y) + {" (), 0" (y)} dwr (y)] -
(5.23)

Dados los corchetes fundamentales de Poisson en (5.22), se ve directamente que {¢' (z) , ¢! (y)} =
0y {¢'(x),¢*(y)} = 0, mientras que el corchete restante merece mds lineas de cédlculo’®. Con es-
to, luego de la integracion el diferencial se reduce a:

d¢' (z) = [Opn" (x) + m*A* (z)] dt = 0.

Este andlisis ha generado una nueva ecuacion diferencial parcial que serd usada para definir una
nueva ligadura del sistema:

¢* = ofn” (x) + m2A* (2) = 0. (5.24)

Por otra parte, haciendo un proceso andlogo para ¢ se tiene que,

16 @) = [ Py (e @), 0 W)}t + {8 (@).0' ()} i (1) + {6 (0).6° ()} o ()]
(5.25)

Donde, al calcular los corchetes de Poisson se obtiene:

d¢? (z) = [Opm*™* (x) + m*A° (z)] dt = 0.

3El célculo de los corchetes de Poisson entre todos los vinculos generados estdn detallados en el apéndice B.2
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Con esto se define una nueva ligadura:

¢! (z) = Ofr*™ (2) + m?A° (z) = 0. (5.26)

Estas deben ser agregadas al conjunto de EDPHIJ y, por consiguiente se verificard su integrabilidad,
exigiendo que,

de® () =0 y d¢*(z) =0.

Para d¢?:

16 @) = [ @y (e @), W)} e+ {6 (0).0" ()} o (1) + {6 (0) 6% ()} o ()]
(5.27)
Calculando los corchetes de Poisson se demuestra,

d¢’ (x) = m*F A (x) dt + mdw, (x) = 0. (5.28)

Para do*:

do* () = /d3y [{¢" (x),¢" (v)} dt + {¢" (), ¢" () } dwi (y) + {6" (), 6" (y) } dw2 (y)] -
(5.29)
Andlogamente resulta,

do* () = m*OF A7 (z) dt + mdw, (x) = 0. (5.30)
Dado que en d¢? y d¢* se obtuvieron relaciones entre las variables independientes del sistema, la
condicién de integrabilidad de Frobenius estd satisfecha y no es posible definir nuevas ligaduras

[13]. El efecto de estas definiciones en la descripcion de la dindmica del campo se ve reflejada en
la modificacion del diferencial fundamental:

dF (z) = /d3y [{F(x),¢" ()} dt+{F (z).0" (y)} dwi (y) + {F (x), 9" (y) } dws ()]

+/d3y [{F (). ()} dws (y) + {F (), ¢" (y) } dws ()] - (5.31)

Siendo w3 y wy las nuevas variables independientes arbitrarias asociadas a ¢ y ¢* respectivamente.
Para verificar la consistencia de (5.31), se puede confirmar que las condiciones de integrabilidad
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en los vinculos conllevan a*:

do () [0 () + m*A* (z)] dt — mPdw, (z) = 0,

de* (z) = [ofp7** (z) + m*A% (z)] dt — mdw; (z) = 0,

do?® (z) = m23fA*j (z) dt +m?dws, (z) = 0,

do* (z) = m28§”Aj (z) dt + m?*dw, (z) = 0. (5.32)

De donde se obtienen relaciones entre el pardmetro temporal con las variables arbitrarias que se

asociaron a los vinculos:

(¢ () + m*A* (z)] dt m?dwy (),
[OFm™* (z) + m* A% (z)] dt m?dws (),
—07 A (z) dt dwy (),
—afAj (x)dt dwy (). (5.33)

Estas relaciones establecen que el conjunto de EDPHIJ estd completo y que las ecuaciones caracte-
risticas son integrables.

5.1.2. Ecuaciones caracteristicas

El conjunto completo de EDPHIJ permite encontrar las ecuaciones caracteristicas correspondientes,
para ello, su deduccidn se reduce a calcular la evolucién dindmica de las variables del espacio de
fase usando el diferencial fundamental (5.31).

En primer lugar para A; se tiene que:

dA; (1) = / By [{A; (1), 6 @)} dt + {As (2), 6 (1)} dwn (9) + {Ai (2) 6 ()} dlon ()]
T / By {A (1), 6% ()} duos () + {Ai (2), 6 (1)} duos (1) (5.34)

Calculando los correspondientes corchetes de Poisson, el resultado es’,

dA; (z) = [7* (x) — OF Ao ()] dt + 07 dws (y)., (5.35)

pero, definiendo A, (x) = o A; y ws (x) = Oyws (), esto es,

“La forma de obtener cada una de estas ecuaciones es detallada en el apéndice B.3
SEl célculo de los corchetes de Poisson entre las variables del espacio de fase y de los vinculos estin detallados en
el apéndice B.4
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A; (x) = [ﬂ'*i (x) 4+ 0F Ao (ZE)} — O0fws (x). (5.36)

Comparando con Ak = 8kA + 7 *k ue surge de la definicion de momentos candnicos , S€ infiere
0
para ws (l’), la COHdiCi()Il,

8,'0:)3 (.T) = Oié?owg (.23) = 0, (537)

por tanto

A (z) = 7 (z) + O A (2) . (5.38)

Si tomamos el complejo conjugado en esta ecuacion, se determina que,

A (z) = 7 (z) + O AL (2). (5.39)

En cuanto al momento canénico 7 y su conjugado 7*?, partimos de:
dr' (z) = /d3y {7 (2),¢" ()} dt +{7" (2),¢" (y) } dwr (y) + {7 (x) . & () } dws (y)]
b [Py (e 2).6° 1)} dos )+ {' ()6 ()} den ) (5.40)

Calculando los corchetes de Poisson presentes e integrando se consigue la relacion:
dr? (z) = [m*AY (z) + 05 F*™ ()] dt, (5.41)

esto se reduce a, ' , ,
il (x) = m*AY (z) + Op F* () . (5.42)

Luego, tomando el complejo conjugado, se adquiere una relacién similar para 7*7:
T (x) = mPA7 (z) + OFF™ (z). (5.43)

Estos resultados son entendidos como las ecuaciones de movimiento relacionadas con el campo de
Proca Complejo.

5.2. Corchetes generalizados para el campo de Proca complejo

Para verificar las condiciones de integralbilidad y completar el sistema de EDPHJ fue necesario
implementar nuevas variables independientes a la descripcion matematica del campo. Sin embargo,
la arbitrariedad impuesta por dichas variables se puede eliminar teniendo en cuenta que en la



5.2. CORCHETES GENERALIZADOS PARA EL CAMPO DE PROCA COMPLEJO 27

seccion de ecuaciones caracteristicas §5.1.2, se hall6 relaciones directas entre los diferenciales
de las nuevas variables con el diferencial de tiempo. Para ello se introduce el concepto de los
corchetes generalizados (CG), mediante los cuales es posible redefinir la dindmica del sistema [7].
Considerando el sistema de ecuaciones:

o = pP+H=0,

(bl = 7TO — 0’
¢2 = 7T*0 =0,
¢* = Ot +mPAT =0,

¢t = Ot +m?AY = 0.
Los corchetes generalizados, asociados a estos vinculos se definen como [6]:

(FE@.GWY = (F .60 [ [ duto(p@).o @) ()" @0 {60).6 ]}

(5.44)

Donde M™ corresponde a una matriz funcional regular de la forma®,

0 0 0 -m?

0o 0 -m* 0 3

m? 0 0

Cuya inversa es,

0 0 0 m™?

1 . 0 0 m72 0 3 .
—m™2 0 0 0

Ahora, recordando el conjunto de EDPHJ para el campo de Proca complejo, se puede hacer un
conteo de las variables realmente independientes del espacio de fase. Inicialmente, el espacio de
fase se describe mediante:

* * 0 * __*0 % E— )
(AM,WM,A W“):(AO,W,AO,W ,Ai,ﬂ',Ai,ﬂ')

2

donde ¢ = {1, 2,3}, pero, considerando que 7 = 0, 7 = 0y, que Ay y A} dependen de
y m* respectivamente, debido a los vinculos ¢* y ¢*, el espacio de variables independientes que

®Esta matriz se construye a partir de los corchetes de Poisson entre los vinculos que no estdn asociados con el
tiempo, ver el apéndice B.5 para ver la manera de deducir la matriz inversa.
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constituyen los grados de libertad son dnicamente (A;, 7°, A}, 7*%), de esta forma, se procede a
calcular los corchetes generalizados entre los grados de libertad, de los cuales tinicamente son
diferentes de cero, dos de las posibles combinaciones,

{Ai (m) 77Tk (y)}
{47 (@), 7" (v)}

*

06 (x —y),
686 (x —y). (5.47)

*

Habiendo establecido los corchetes generalizados y los grados de libertad del sistema, la evolucién
de una variable dindmica F' (x) = F [A; (z), 7" (z)] seré:

iF (@) = [ @y {F @), W) d.

Dado el conteo de grados de libertad, se puede reescribir la densidad Hamiltoniana candnica,

considerando que segiin los vinculos ¢® y ¢* se obtienen las relaciones — 10" = Ay

m2
—#ka*k = A°, de forma que H,. se convierte en
. 1 .
H, = 7nFg*— (kak) Ay — (ka*k) Aj — m?A* A" — m2A*”Aj + EF,:‘szZ
1 . ) 1 )
= 7t 4 Wakw*’fajwﬂ —mPAY A+ §F,ij’”. (5.48)

Eventualmente, esto cambia la forma del vinculo ¢°, entonces, la dindmica del espacio de fase
reducido definida por los diferenciales de los grados de libertad se calculan de la siguiente manera:

En primer lugar’,

. 1
dA; (x) = |7 (x) — =070k (x)| dt (5.49)
m
Por lo tanto

A (z) =77 (z) — %aga,fn*’f (z). (5.50)

Si tomamos aqui el complejo conjugado resulta,

A (z) = 7" (2) — %8?8,?7#“ (x). (5.51)

Es importante resaltar la diferencia entre esta ecuacion con (5.38), generada a partir de la reduccién
de los grados de libertad generada por los vinculos. Por otra parte,

dr' (z) = [m*AY (z) 4+ OLF* ()] dt, (5.52)

El célculo de los diferenciales esté detallado en el apéndice B.5.



5.2. CORCHETES GENERALIZADOS PARA EL CAMPO DE PROCA COMPLEJO 29

Que se puede reescribir como,

7 (z) = OFF*™ () + m* A% (z). (5.53)
Finalmente, tomando el complejo conjugado se obtiene,

T () = OFF™ (z) + m* A (z). (5.54)

Las ecuaciones (5.50), (5.51), (5.53) y (5.54) conforman las ecuaciones de movimiento del campo
de Proca complejo en el espacio de fase reducido.Con ellas, es posible encontrar las ecuaciones
del campo de Proca complejo; esto se hace tomando la derivada respecto del tiempo de la ecuacién
(5.50), es decir,

. 1
A =7 — = 0,007,
m
pero utilizando la ecuacién (5.54), se tiene que
. . . 1 .
Ai = akaz + mQAZ - —26@6;6 [@Fﬂk + m2Ak}
m

= 0N — FOA* + mP A — 9,0, A"
= QOFAT+ m2AY,

lo cual se puede escribir de la forma

(O+m?) A" =0. (5.55)
De forma andloga para el campo complejo se cumple que

(O+m?) A" =0. (5.56)

Estas expresiones logran describir el comportamiento del campo de Proca complejo mediante la
ecuacion de Klein-Gordon para un campo vectorial.



Capitulo 6

Campo de Proca con simetria de gauge

La teoria del campo electromagnético de Proca describe una teoria de fotones no masivos que no es
invariante de gauge. Sin embargo, por medio de la adicién de un campo escalar independiente de
A, y 7 ala densidad Lagrangiana, se puede restaurar la invariancia de gauge [2]. En este capitulo,
se analizard la estructura de vinculos correspondiente a un sistema con dicha modificacién con el
objetivo de describir su dindmica mediante la formulaciéon de Hamilton-Jacobi.

6.1. Invariancia de gauge local

La adicion del término de masa a la densidad Lagrangiana de Proca, mediante la cudl se extienden
las ecuaciones de Maxwell es el motivo del rompimiento en la simetria de gauge, esto se puede
comprobar efectuando una transformacion sobre el campo A, tal como,

Ay () = A, (x) = A, (2) + 0, A (2), (6.1)

sobre la densidad Lagrangiana':

m?2 1

L= TA“(x)A“(ac) — ZFW(x)F“”(:E).

Para recuperar la invariancia se propone modificar el pardmetro de gauge A de tal forma que el

término de masa se transforme en?,

m? 1 2
o (Au + g@ﬁ) 6.2)

ISe espera que se cumpla la simetrfa de gauge cuando al hacer una transformacién sobre el Lagrangiano, este no
cambie, en el apéndice C.1 se detalla este proceso.
2Para mds informacién sobre c6mo se llega a (6.2) se recomienda revisar el informe técnico [2]

30
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donde e es una constante de acople y 6 es un campo escalar que cumple con, [J§ # 0. Este serd
invariante de gauge si se realiza una transformacion sobre los campos de la forma

A, (z) > A, (z)+0,A(z) y O(z) = 0(x) —eA(x). (6.3)

En base a este cambio, la densidad lagrangiana de Proca se torna en:

2
L= —iF,W (z) F* (x) + m; (Au (z) + é&ﬁ (1‘)) : (6.4)

Se puede probar que se cumple la invariancia de gauge haciendo las transformaciones mencionadas
en el segundo término

2 r 2
<A; + éaﬂe’) = A, + 0, A+ éau (6 — eA)]
[ 1 1 2
= AM + g@,ﬂ + OMA — EON (6A):|
- 1 2
= |A,+ gaﬂe}

Dado que este término y el tensor electromagnético son invariantes de gauge, se afirma que la
densidad Lagrangiana es invariante de gauge.

6.2. Formulacion Hamiltoniana

Dado que la densidad Lagrangiana (6.4) representa un sistema con vinculos, es factible usar un
tratamiento andlogo al hecho en los capitulos anteriores para determinar su dindmica. En este
orden de ideas, el primer paso es hallar el Hamiltoniano canénico correspondiente, para lo cual
se reconoce que al ser en esta ocasion A, y ¢ las variables del espacio de fase, sus momentos
canénicos conjugados se definen a partir de las velocidades relativas a los campos dyA,, y 0y de
la forma:

— oL _ — L _ m? 1

Por ende se consiguen dos ecuaciones dindmicas,

B A ="+ RhAy y 000 = Saps — eAo. (6.6)
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También se conoce el primer vinculo del sistema, proveniente del tensor de intensidad electromag-

nética que es definido por
pr=r"=0. (6.7)

Como producto de esto, es factible definir el Hamiltoniano canénico del sistema mediante una
transformacion de Legendre,

H, = / P [ () Ay (2) + 9y ()0 (2) — £]. 6.8)

Lo que estd dentro de los corchetes, la densidad Hamiltoniana candnica H., se reduce de la si-
guiente manera’:

1 1e?
He = §7rk7rk + 5@]93 + 70 Ay — eAopy
2

1 4 1 2
voF P T (A 200) . (6.9)
4 2 e

pero, de acuerdo a lo hecho en el capitulo 2 para llegar a la ecuacion (4.20), se puede reescribir el
término 779, Ay de tal forma que,

1 1 e? 1 i
HC = §7Tk’/Tk + 5@]73 — (&mk) AO — €A0p0 + ZszFk
m? 1 2
I (Ak . ;ak9> . (6.10)

6.3. Formulacion de Hamilton-Jacobi

El procedimiento realizado para el campo de Proca real es similar al que se debe usar para esta
nueva densidad Hamiltoniana, puesto que la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi,

08
L H =
o T e 0,

permite definir el conjunto de EDPHJ,

gbo pt+HC:0’
o = 10 =0, (6.11)

y, como consecuencia de esto, la evolucién de una variable dindmica F' (x), segiin el método de
Hamilton-Jacobi es

dF (z) = /d3y {F (), 0° (y)} dt +{F (), 0" (y)} dwr (y)] - (6.12)

3Esta reduccién esti detallada en el apéndice C.2



6.3. FORMULACION DE HAMILTON-JACOBI 33

Sin embargo, la aparicién del par candnico (9, pg), modifica la definicién de los corchetes de
Poisson que, para dos variables dindmicas cualesquiera se definen como [10]:

_ [ . [0F(x) 6G(y)  OF (x) 3G (y)
{F (l‘) ,G(y)} = /d o |:5AM (Z) omH (Z) a omH (Z) 5‘4# (Z):|ro—y0
)

5. [0F (v) 6G (y)  OF (x) 6G (y)
—|—/dz[ ( 50(2)}%:%. (6.13)

En vista de esto, los corchetes fundamentales de la teoria (diferentes de cero) son:

{A, (), 7" (y)} = 6.6 (x—y),
{0().0" (v)} = *(=z—y). (6.14)

6.3.1. Condiciones de integrabilidad

Todo sistema integrable debe cumplir con la condicién de integrabilidad de Frobenius, para esto
se debe verificar la integrabilidad de los vinculos como se mostré en los anteriores capitulos. En
primer lugar, para ¢! se exige que,

do* (x) =0,

esto conlleva a
i @) = [ @y [{6 (0), W}t + {6 @).6' )} dea )] =0, 619)

Considerando que los pares canénicos (A, )y (0, pg) son independientes uno del otro se puede
demostrar que*,

{6 (2).6° (v)} = [O47" () + epo ()] 0° (z — )., (6.16)

de este modo, el diferencial de ¢' se reduce a
46 (0) = [y (o () + epa ()] ° o — )
= [O¢7" (z) + epp ()] dt. (6.17)
De aqui identificamos un nuevo vinculo del sistema,
¢* = Ofn™ (z) + epy (z) = 0. (6.18)
Esta ecuacion haré parte del conjunto de EDPHJ, por tal motivo, se debe verificar su integrabilidad

exigiendo que
d¢* (x) =0,

“Los corchetes de Poisson entre los vinculos est4n calculados en el apéndice
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es decir,
d¢? (x) = /d3y {07 (), ¢° (y) } dt + {¢* (x), 0" () } dwr ()] - (6.19)
Pero aqui resulta que:
{¢* (z),¢" ()} =0, (6.20)
{0 (x),0" (y)} = 0. (6.21)
Por lo tanto, se cumple que,
d¢* (x) = 0. (6.22)

Que este diferencial de ¢* sea igual a cero, indica que no existen mds vinculos y el sistema de
EDPHI es constituido por las siguientes ecuaciones:

¢ = p'+H.=0,

¢! = n' =0,

#? = O + epy = 0. (6.23)
El efecto de hallar un nuevo vinculo se refleja en la modificacién del diferencial fundamental, al

cual se debe afadir una nueva variable que expandira el espacio de pardmetros independientes y
serd denotado por w-. Matemadticamente esto es

dF (z) = /d3y [{F (@), 0" ()} dt+ {F (2),¢" (y) } dor (y) + {F (2), 6" (y) } dws (y)] -
(6.24)
Utilizando este nuevo resultado, se procede a verificar de nuevo las condiciones de integrabilidad.

= Para ¢':
d' (x) = /d3y ({6 (2),¢" (v) } dt + {o" (x) 0" (y) } dwi (y) + {" (), &* (y) } dw2 (y)] -
(6.25)
Recordando lo resultados anteriores se ve faciltmente que
46 () = [y (o () + epa ()] ° o — )
= [057* (x) + epe (x)] dt = 0. (6.26)
= Para ¢*:
dg* (x) = /d3y [{6” (@), 6" (v) } dt + {¢* (), " (y) } dw1 (y) + {6° (), &* (y) } dw2 (y)] -
(6.27)
luego de comprobar que,
{0 (@), 0" (W)} = {07 () + epo (), 0} (y) + epo (y)} = 0, (6.28)
y recordando el resultado de los demds corchetes de Poisson se llega a
d¢* (z) =0

Asi, tenemos la certeza de las ecuaciones caracteristicas son integrables.
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6.3.2. Ecuaciones caracteristicas

Para calcular estas ecuaciones, se parte del diferencial y se considera la evolucion dindmica de las
variables del espacio de fase, es decir, se pretende calcular las siguientes integrales:

dA, (x) = /d?’y [{Au(2),0° ()} dt + {Au (), 0" () } dwr (y) + {Au (x), 0% (1) } dws (v)] -
(6.29)

' (z) = /dgy {7 (2),¢° () } dt + {7" (x), ¢" (1)} dwr () + {7 (), ¢° (y) } dw2 (y)] -
(6.30)

df (z) = /dgy [{0(2),0° ()} dt + {0 (x), 0" (y)} dwr (y) + {0 (), 6 (y) } dw2 (y)] -
(6.31)

dpy () = / &’y [{po (), ¢° (y) } dt + {po (), 0" (y) } dwi (y) + {po (z),¢* (y) } dwo (y)] -
(6.32)
Luego, calculando los corchetes de Poisson necesarios se demuestra que estos resultados se pueden
escribir como la evolucién temporal de las variables del espacio de fase”:

Au = (52 (ﬂ'k — 8kAO) + 5,]331@@2,

= (58 (6k7rk + epg) + (5;; |:8ZF“€ - m2 (Ak + l@;ﬂ)} >
(&

. e2
0 = wpg - GA() + 6(,2]2,

2
) m 1
e e

Finalmente, combinando estas ecuaciones se encuentran las siguientes relaciones®:

OuF™ +m? [A +1070) =0y 9, [A* + L0"0] = Dpin. 634

Las cuales se consideran como ecuaciones de Euler-Lagrange a nivel Hamiltoniano y que serdn
utiles para implementar las condiciones gauge de la teoria.

SEl calculo de los diferenciales esté detallado en el apéndice C.4
®La deduccién de estas ecuaciones estd en el apéndice C.5
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6.3.3. Condiciones gauge

Dada la dependencia encontrada en las ecuaciones (6.33) sobre la variable independiente wy se
infiere que, al recuperar la simetria de gauge en el campo se ha generado una arbitrariedad en las
ecuaciones de movimiento del campo de Proca, esto no es conveniente para una correcta descrip-
cién de la dindmica del sistema, por tanto, se opta por imponer ciertas restricciones que devendran
en una reduccién de los grados de libertad. Estas son conocidas como condiciones gauge y se im-
pondrén tantas como tantos vinculos linealmente independientes hayan en el sistema de EDPHJ.

Dos vinculos serdn linealmente independientes cuando el corchete de Poisson entre ambos sea
igual a cero. Analizando (6.23), se puede comprobar que ¢; y ¢, son linealmente independientes,
con ello, se afirma que es posible implementar dos condiciones gauge, las cuales serdn determina-
das de tal manera que sean consistentes con la estructura de vinculos de la teoria [2].

En primer lugar, destacando que 7° = 0 es légico pensar que una posible condicién de gauge se
puede fijar como:

= Ay = 0. (6.35)

Ahora, considerando la primera ecuacion de (6.34), eligiendo la componente v = (0 se tiene que

1
0, F" 4+ m? {A0+2609] = 0

Oy (0"A” = 0°A*) +m® {AO + %809} =0

2
m
-0, (80A“) + ?806 =0
2
o <8k14k + m—9> =0
e
de donde es posible identificar la siguiente condicion gauge de la forma
m2
gb4 = A+ —0=0 (6.36)
e

Ast, el sistema completo de EDPHJ se expande:

¢0 = pt+Hc:0’

gbl = 7' =0,
& = O +epp =0,
¢ = Ay=0,
m2
(;54 = OLAL+ ?9 =0. (6.37)

Con lo cual, se necesita asociar pardmetros independientes (w3 y wy4) a los nuevos vinculos (¢° y
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¢*) provocando la modificacién del diferencial fundamental:

dF (z) = /d3y {F(x),¢" ()} dt+{F (z).0" (y)} dwi (y) + {F (x), 9" (y) } dw: ()]
+/d3y {F(2),0° ()} dws (y) + {F (), 9" (y) } dws (y)] . (6.38)

6.4. Corchetes generalizados

Para esta seccidn, partimos de la estructura general mediante la cual los corchetes generalizados
son calculados,

{F(2).Gy)} ={F (fv),G(y)}—//dBUng {F (), 6" ()} (M) (u,0) {¢' (v) .G 1)}
(6.39)

Teniendo en cuenta que los tnicos corchetes de Poisson entre los vinculos no asociados con el
pardmetro temporal y las condiciones gauge diferentes de cero son ’

{¢'(2),6° ()} = —0°(z—vy), (6.40)
{6° (x), 0" ()} D% (z —y), (6.41)

donde se definié D, = V, — m?. Con esto se deduce que la matriz M serd

M (z,y) = 8 (x —y). (6.42)

o= O O

0O 0 1 ©
0 0 0 —5

M (z,y) = 1 0 0 é’f 8 (x—vy). (6.43)
0 D%E 0 0

Donde 5- denota la inversa del operador D,. Con esta informacién es posible calcular los cor-
chetes generalizados entre las coordenadas generalizadas (A;, 7,0, pg), de los cuales, los tGnicos

"Estos corchetes de Poisson se calculan en el apéndice C.6
8Esta demostracion se encuentra también en el apéndice C.6
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diferentes de cero son’:

{A; (), = ()} = (5f+@:ﬁ(z’f) 0 (z —y), (6.44)
@m0y = X5y, (645
(@)W} = sy, (6.46)
C@moy = (1+5) 8-, (6.47)

Sin embargo, considerando el sistema completo de EDPHIJ, los grados de libertad, en principio
identificados por (A, 7", 6, pg), se reducen simplemente a (A;, "), puesto que, en primer lugar,
los vinculos ¢! y ¢* determinan que Ag = 0y 7 = 0, luego los vinculos ¢ y ¢* establecen una
dependencia de 0 y py sobre 7' y A; respectivamente. Otra vez, se debe modificar el vinculo ¢°,
para eliminar la aportacion de grados de libertad superfluos en el Hamiltoniano, teniendo en cuenta
que, segtin ¢® y ¢* se deducen las relaciones

_Leakﬂ'kng y —ﬁakAk:H.
Con lo cual H,. se convierte en
iy Lo g e (0 g0y
He=gmm g OT) 4 Bl 5 (A = 250054, )

En base a la informacién anterior y redefiniendo la evolucién de una variable dindmica F' (z) =
F[A; (z), 7" (x)] como

dF (z) = / Py {F(z),¢" (y)} dt, (6.48)

se logran deducir las ecuaciones de movimiento del sistema utilizando los diferenciales corres-
pondientes a los grados de libertad, las cuales son equivalentes a '

. T HT NG Loxd .

Ay () = (5;.6 - %ﬁ) (5; St ) 7 (z), (6.49)
y . AN OTOF A, (x
il (x) = O F" (z) — m? (5;, - ’f) (@ - 7;) [Aj (z) — %;() . (6.50)

Las ecuaciones (6.49) y (6.50) representan las ecuaciones de movimiento del sistema para los
grados de libertad en el espacio de fase reducido.

9Estos célculos estdn detallados en el apéndice C.7
10Los diferenciales de los campos estdn calculados en el apéndice C.8



Capitulo 7

Resultados

La teoria de Hamilton-Jacobi muestra ser un método bastante intuitivo para describir la dindmica
de un sistema con las particularidades del campo de Proca. Los resultados de este trabajo serdn
medidos respecto al éxito en la aplicacién de la formulacién de Hamilton-Jacobi, corroborada a
través de la reproduccion de lo obtenido en el tratamiento canénico del campo de Proca.

Campo de Proca real

Para aplicar la teorfa de Hamilton-Jacobi fue necesario analizar las condiciones de integrabilidad de
los vinculos del sistema, esto conllevé a formar el conjunto completo de ecuaciones diferenciales
parciales de Hamilton-Jacobi:

¢ = p’+He

¢1 7_‘_O

¢2 = 8k7rk+m2A0.

En este punto se identifica una relacién con el método canénico, donde ¢! y ¢? representan liga-
duras de primera y segunda clase respectivamente, mientras que ¢° es un vinculo que representa
informacion de la dindmica del campo de Proca. Para incluir estos vinculos en la descripcion de la
dindmica del sistema, el método de Hamilton-Jacobi, propone definir un diferencial fundamental
de la forma,

aF @) = [ Py[{F @), W)} e+ {F(@).0 )} dos () + {F (0).6" ()} s ()]

el cual se us6 para verificar las condiciones de integrabilidad de los vinculos, con un préposito
similar al andlisis de consistencia que se efectia mediante el Hamiltoniano primario en el método
de Dirac.

Aqui se establecen las variables independientes w; y wo, las cuales representan una expansion del
espacio de parametros independientes del cual hace parte el tiempo. En conjunto, estas variables
describiran la evolucion del sistema fisico en las mismas condiciones.
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Al exigir el cumplimiento de la condicién de integrabilidad de Frobenius se encontraron las si-
guientes relaciones:

[8k7rk+m2A0} dt = m2dw,,
7T0dt = —dwl.

Estas denotan una arbitrariedad en el sistema, procedente de la expansién del espacio de parametros
independientes que no permite determinar de forma tnica la descripcién del campo de Proca,
para esto, se construyen los corchetes generalizados, los cuales permiten redefinir la dindmica
de los grados de libertad del sistema (A;, 7%) Ginicamente respecto al pardmetro temporal, con la
misma premisa que en el método de candnico se definen los corchetes de Dirac. Los corchetes
generalizados para dos variables dindmicas se definen de la forma,

{F(2),Gy)} ={F (fv),G(y)}—//d?’“ng {F (@),¢" ()} (M) (u,0) {6 (v) ,G ()}

Esto permiti6 reescribir el diferencial fundamental como,

iF @)= [ @y[{F@).& W) d].
de donde se consiguid hallar ecuaciones de movimiento:
. ; 1 j
Ai = T — ﬁ@aﬂr ,
it = I+ mPA

Juntando estas ecuaciones se logré deducir la ecuaciéon de campo de Proca para los grados de
libertad del espacio de fase reducido.

(O+m*) A" =0.

Campo de Proca complejo

Empleando un proceso similar al expuesto en el caso anterior se consiguen resultados bastante
similares para el campo complejo. Su diferencia radica en que la dindmica del sistema serd descrita
por un ndimero mayor de grados de libertad (A;, 7', AX, 7*).

Este aumento de grados de libertad provoca que el conjunto de EDPHIJ se amplie y mezcle la parte
real y compleja de los campos.

» = p+H=0,

¢1 = 7T0 — 0,
¢2 = 7_‘_*0 — O,
# = Ot +mPA0 =0,

¢ = Ot +m2AY = 0.
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Donde ¢! y ¢ reprensentan vinculos de primera clase en el método canénico, mientras que ¢® y ¢*,
son vinculos de seguda clase. Luego, la dindmica del sistema serd definida mediante el diferencial
fundamental,

dF (z) = /d3y {F(2),0° ()} dt + {F (z),¢" (y)} dwi (y) + {F (z),¢* (y) } dw2 (y)]
T / By [{F (), 6° (9)} dws () + {F (2), 64 (4)} dwa (9)] .

En esta ocasion, son wq, wo, w3 y wy los pardmetros independientes que generan arbitrariedad en la
descripcion de la dindmica. De igual manera, la definicién de los corchetes generalizados permitié
redefinir la dindmica de tal forma que se encontrasen las ecuaciones de movimiento:

. ) 1
A, = T — —28i8k7r*k,
m
. . 1
A = 7= =00,
m
7.1'2 — akF*Im 4 m2A*z’
ﬁ*i = akaZ + m2Ai.

Con ellas se lleg6 finalmente a las ecuaciones de campo de proca para los grados de libertad del
espacio de fase reducido,

(O+m?) A’ 0,
(O+m?) A" = 0.

Campo de Proca con simetria gauge

Al examinar el campo de Proca bajo la modificacion del Lagrangiano efectuada en el capitulo 6,
se consiguid un sistema de EDPHIJ de la forma:

¢’ = p'+ M,
¢1 = 71_0
¢2 = 0k7rk + €Po.

Donde se manifiesta una aportacién importante por parte del campo escalar # y su momento cané-
nico py a las ecuaciones de movimiento:

A, = 08 (7" — 0k Ag) + 850kt
T = (55 (&mk + 6p9) + (55 [&F”“ —m? (Ak + 1(‘%6)} ,
(&

2
0 = —2])9 — er + 6&)2,
m

2 1
P = L9, (Ak+-ake>.
(& (&
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Aun cuando aqui se denota una arbitrariedad en la descripcién de la dindmica, los vinculos del sis-
tema, proveen la implementacién de dos condiciones gauge que expandirdn el conjunto de EDPHJ
mediante las relaciones,

¢3 = A,

ot = OpAL + m;e.
De esta manera, el diferencial fundamental que genera esta estructura de vinculos es,
dF (v) = /d?’y [{F(2),¢" ()} dt + {F (2),9" () } dwr (y) + {F (x), 9" (y) } dws (y)]
+ [ @y[{F @), 6" (1)} dos () + {F (0).,6" ()} de )]

Luego, la indeterminacién que generan los nuevos pardmetros obtenidos se elimina mediante los
corchetes generalizados, cuyo efecto repercute en la reduccion de los grados de libertad, de forma
que las ecuaciones de movimiento que describen el sistema se reducen a,

, @ T . OFOT .

m

ﬁl(x) — a}ﬂcﬁsz(x)—mQ(élzc_azak) (511_ i J)[Aj(l‘)— 501 l(CL’)

D, J m2 m2




Capitulo 8

Conclusiones

Para implementar la formulaciéon de Hamilton-Jacobi en el campo de Proca fue necesario exigir
el cumplimiento de la condicion de integrabilidad de Frobenius para vinculos no involutivos, pro-
piciando la aparicién de parametros indeterminados (w;), de esta forma, se impedia la definicion
Unica de la dindmica del sistema. La solucién a esto, luego de hacer un conteo correcto de los
grados de libertad del sistema, fue construir los corchetes generalizados, los cuales permitieron de-
ducir la ecuacién de campo de Proca para el espacio de fase reducido por medio de las ecuaciones
de movimiento del sistema.

La deduccién de las ecuaciones de movimiento tanto para el campo real como para el comple-
jo mostré que el comportamiento del campo de Proca puede ser modelado mediante la ecuacion de
Klein-Gordon, esto implica que existe una analogia entre las propiedades dindmicas de un campo
escalar masivo con las de un campo vectorial masivo como el de Proca. De esta forma, conociendo
que las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon son ondas planas, se obtiene una descripcion
familiar de las perturbaciones en este campo.

Por otra parte, también fue posible aplicar la formulacién de Hamilton-Jacobi a un campo de Proca
en el cual se recuperaba la invariancia de gauge mediante la adicién de un campo escalar apropia-
damente incorporado en la teoria. Las repercusiones concernientes a dicho procedimiento parecen
aumentar los grados de libertad del campo, no obstante, al construir el sistema de EDPHJ con la
incorporacién de dos condiciones gauge que surgian de los vinculos del sistema, se demostrd que
los grados de libertad seguian siendo A; y 7, con la salvedad de que en este caso, las ecuaciones
de movimiento ya no se pueden asemejar con solucion de ondas planas que se presentaba en los
capitulos 4 y 5.

Finalmente, a lo largo de este trabajo se logré comprobar satisfactoriamente la equivalencia en-
tre la formulacion de Hamilton-Jacobi y el método de Dirac para sistemas con vinculos, resaltando
una equivalencia entre las condiciones de integrabilidad y el andlisis de consistencia de los vincu-
los. Los resultados encontrados aqui son compatibles a los encontrados en el trabajo de grado,
Tratamiento canonico de la ecuacion de Proca para campo real y complejo [3] y el informe técni-
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co, Teoria de fotones masivos en las coordenadas de plano nulo [2]. sin embargo, se encontrd un
pequeiio fallo en el trabajo de grado citado, puesto que al establecer las ecuaciones de movimiento
para los grados de libertad del espacio de fase reducido se consider6 la aportaciéon de grados de
libertad que, en realidad no aportaban, ya que se eliminaban al considerar la forma de los vincu-
los dentro de la densidad Hamiltoniana tanto en el campo real como en el campo complejo, esto
conllevo a una deduccién no justificada de la ecuacion de campo de Proca.



Apéndice A

Calculos para el campo de Proca real

A.1. Calculos preliminares

Demostracion de (4.7)

oL

0 1 2

0(05A4)

S,y 3 P (@) + T A ) A4 ()

1 0 v
—Zm[Fuu(x)F (I)]

1 (9 ny
1 G O A1) = DA, O} (o

—l—FW(m)%[a"A”(X, £) — 0 A" (x, )]}
1 0

Z{a(aﬁAa)[
F () =2
M 0(05A0)

1
LB — S5OL ™ 4 Fy (o) 7830 — o 8507}

0,A,(x,t) — 0, Au(x, 1) F* +

[nuvnuaaWAa(X’ t) . nuanuyagA’y(X’ t)]}

1 « « vo 14 e
_Z_L{Fﬁ _F B‘FFW[UW"? — 7 Bnu ]}
1
-7 (FPo + FPo 4 FPe — FoF)
1
-1 (FP* 4 FP™ 4 PP 4 FPe)
_ fbe
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Demostracion de (4.9)

L  gFve
(8o An) (D0 A5) (B Ay)
0
- _ A — 9> A°
3(00A5)( )
0
T 0(0As) (0770770, Ao = 0" 05A3)
= —("n*76365 — n"n*7656%)
08,.a0 00, af

= 0N =n"n
Demostracion de (4.13)
oL 0
- = _ Hv
5 (G0A,) Sy O =) T

| —— N E——|

0
MO, VY _
FNVn T] 8 (30A5) (804‘/47 a’YAO‘>:|

(484 — oyoh) Fr — iFC” (6567 — 6308)
= — (P = F7) -
1

B0 Z B0
2F7) + 1 (2F

[ =l = =

i
Sy

(7~ %)

B
_ =



A.2. CORCHETES DE POISSON ENTRE LOS VINCULOS

Demostracion de (4.18)

2

. . 1
70 Ag + 7 Ay + 1B P %AMA“

1 : 2
™ (Ao + ") + 1 (FOOFOO + Fou F + Fyo F* + Fka) — %AMA“

0

1 N om?
O A + T8+ < (B F™ + FloF* + FuF™) — T4, A"

1

1 om?
T Ay + TR 4 = Fo FYO 4 ~ PN — %AHA“

2~~~ 4
_ FkO
1 1 . om?
O Ag + 7" 2Fk0Fk0 + 5 B (PR — 5 A

k

7T7T

Esto es equivalente a la igualdad (4.18)

A.2. Corchetes de Poisson entre los vinculos

Demostracion de (4.29)

{¢' (z),¢"

{7 (x),p' (y) +H (y)}

~ P @+ 0+ R )

(v)}

{0 @), ot ) Ao ) — A ) 2 )}

— {WO (), — [0¢7" (y)] Ao (y) —

SE

4, (y) A" <y>}
= {7 @)~ [0 )] A4 W)} - T {7 (2), Au () A ()}
= 9" (y) {=° (), Ao ()}

7 @ AW A0 ()4 0N
= OV (y) 606% (= — )+— [0p A" (y) + A7 (y) 03] 8% (z — y)
— [8};%’“ (y) +m2A° (y )} 53 (x —y)
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Demostracion de (4.35)

2

(@@} = {oret @ mea @)+ 5 [ 0] - B 0] A )}
+ {8,f7rk (z) + m2A° (z), —EAM (y) A (y) + iFm (y) F™ (y)}
_ 7 {4 @), [ )]} - o } {OF7" (2), Ao ()}
+m0) {A° (z) , 7" ()} Ao (y) — 7 {3ij (2), Au (y) A* (y) }
+{ore @), Fu ) 7 )]

= m* {A (), 7" (y)} 7" (y) — [OF7" ()] OF {7" (=), Ao ()}
+m?0) { A° (z), 7" (y)} Ao ()

S [ @) A ()} 4 () + {7 (2). A" () A4, ()]
—1—%396 {7T] )y Fri (y } F*¥ (y)

Donde

{7Tj (JU) s F (y)}

{7 (z ayA ) YAy, (v)}

= ay{wﬂ ()} =0V {7 (x), Ak (y)}
—3};’55’53( ) +095]0% (z — y)

(007 — 0761) 0° (= — )

{n7 (x), Au ()} A" () + {77 (), A" (1)} A (y) = —616° (z —y) A" (y)
— A7 (y) 620° (x — y)
—247 (y) 0% (x — y)

{A°@). 7w} = 1" {A @) ()}
7708(55(53 (x—y)
,’70]653 (l'—y)
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Por tanto:

1 4 o m? .
§3f (007 — 0767) F* (y) 0° (z — y) — 7356 [—247 (y) 6° (z — y)]
+m’n% 7k (y) 6 (x — y) — [O47" (v)] 05656° (x — y)
+m*oyn Ay (y) 6° (xz — y)

1 ,
= 5(3%75—3Zaf)sz(y)53(I—y)

+m?07 [A7 (y) 8° (x — y)] +m*n** 7" (y) 0° (z — y)

— [887r0 (y)} 06”53 (x —y) + mQGgUOkAO ) 53 (x —y)
= —OFOLFM (2)6° (x —y) + m*OL AF (y) 6° (x — y)

{6" (2),¢° ()}

Demostracion de (4.37)

{9 (2),0' (W)} = {0r" (2) +m*A° (x),7° (y)}
= m*n® {A (), 7" (y)}
= mn"6,0° (z —y)
= m’n"8 (v —y)
= m* (x —y)

Demostracion de (4.42)

de® (z) = / Py {e® (x),¢" ()} dt + {¢* (x), 0" (y) } dw: (y)
+ [ @y{d @), 0 ()} dun o).
donde

{0 (), 0" ()} = [{oFn" (x) + m*A° (x), 007" (y) + m*A° (y) }] dws (y)
= m?of {ﬂ'k (z),A° (y)} +m?d} {AO (z), 7" (y)}
= —"m?*65058° (x — y) — nmP85050% (v — y)
peron”dr = 465 =0
— {¢2 (l')7¢2 (y)} =0,
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es decir que

do* (r) = /dgy [m*0} A (y) 6° (x — y)] dt + /d?’y [m?6% (x — y)] dwi (y)
= m207 A (z) dt +mPdw, (2)

A.3. Corchetes de Poisson entre los vinculos y los campos fun-
damentales

Demostracion de (4.45)

(@@} = {A s+ 5 [ 0 - 0 )] 4

+ {Ai (z), —%AM (y) A" (y) + iFk (y) F* (y)}

= {Ai(@), 7 ()} 7" (y) — O {Ai (x), 7" () } Ao (v)
= 67 (y)0* (v —y) = 5;0}6" (x — ) Ao (y)
= [ (y) — 0/ Ao (y)] 6* (x — )

Demostracion de (4.46)

{4i(2), 0" (v)}

Il
—
}
—~~
S
SN—
3
o
—~
<
N~—
—

Il
o

Demostracion de (4.47)

{Ai(2), 0" (y)} = {Ai(2), 9" (y) +m*A° (y)}
MES® (x —y)
o6 (x —y)
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Demostracion de (4.49)

(=@ W) = {x @5 [ 0 - B ) A ) - A ) 4 )
(w0 1R P W)
= {7 @) By )} FY ()

—5 {7 (@) 4 @)} 4 () + Au (9) {7 (), 4 ()]

O — 5L07) FM (y) 8* (x — )

+

6% (x — y) A* (y) + " Ay (y) 676° (x — y)]

= L (sor— o) P ) )+ T [A )+ A )] - )

1, . : . , ,
= |3 (0208 — 6,07) F™ (y) + m* A’ (y) | 6° (z — y)

Demostracion de (4.50)
{r'(@),0" (1)} = {r"(2),7" (1)} =0
Demostracion de (4.51)
{7'(2),¢° ()} = {7' (2),0¢7" (y) + M*A° (y)} =0

A.4. Calculo de los corchetes generalizados

Deduccion de la matriz (4.61)

Para su célculo, se parte de una propiedad inherente a este tipo de matrices:

[ ) 0" ) = 576 @ - ). A1)
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Donde {n, [, k} = {1,2}. Proponiendo que la matriz inversa tenga una estructura de la forma
(M) (2,y) = ( o (m’w)
’ P (z,y) Q(z,y))
donde las €2 son funciones desconocidas. Para calcularlas se usa la propiedad anterior, resultando
que
0 —m?\ [Q'(z,y) Q*(z,y) 10
3 ) ) 3 o — 3 o
/d z (m2 0 ) <Q3 (y) O(zy) 5 (x — 2) 0 1 6 (x—vy), (A.2)

integrando se tiene y multiplicando se llega a

—m?*Q (l’, y) —m*Q* (1:7 y) _ Lo 53 (.CL' . )

m*Qt (z,y)  m*Q* (z,y) ) \0 1 v

Por lo cual, se logra reconocer que:

O (z,y) = 0,
1
P (r.9) = 50"z,
1
O (ry) = 30"z —y),
O (z,y) = 0.

Asi, la matriz inversa es:

-2
(M) (2,y) = (_72_2 " > % (z —y).
CG entre los grados de libertad

{4 (2), A, (v)} = {Ai(2), A ()}
- / / Pud®v {A; (), 6" (u)} (M) (u,0) {¢? (v), A ()}

= [ [ e {4 @) 6 @} O o) {6 @) A )
0.
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{7 @, = u} = {='@)." 6}
— //d3ud3v {7'(z),¢" (W)} (M _1)12 (u,0) {¢* (v) " ()}
//&ﬁww (W} (M) (u,0) {¢! (v), 7" (1)}

= 0.

{Ai@), = )} = {Ai@), 1)}
—//dgudgv {4;,0" (u 71)12 (u,0) {¢” (v), 7" ()}
//d3ud3v {4;, 0% ( ) u,v) {¢' (v), 7 (y)}

= 0F*(x

Demostracion de (4.67)

dits) = [ @y[{A@) @ W) i
— [ (a8 W)
= [y [ [ iai@. ey 00" ) {6 0). 6 o)} at
— [ #viae. S w)a
=@y [ [ @@ ot ()" @ (e 0,6 @) de

_ / d3y / / Pud®v {A; (), 0% ()} (M) (u,0) {¢" (v),6° ()} dt,

donde,



54 APENDICE A. CALCULOS PARA EL CAMPO DE PROCA REAL

{A4i(2),6°(»)} = {Ai(x).,p' () +H ()}

~ {a@a o)+ 5 0 0+ ot W e o)

{46 -4 004 W)+ 1R P )}

= {A@) W} W)+ g0 {A0), 7 )} 8 ()
b0 {4 (), 7 ()} O (1)

- AR (9) + 55 O00%5" (2 — ) Ol (3)

S, PP Y (x —y) 8,%’7?1“ (y)

22]1
= W()ﬁ@—y%P—3WWW()§@—y)
ZWy’W)5Ww—w
2 —~—

k—j

:[ @H"3w¢w<ﬂﬁ@—w

= [ - oo )| e - ),
{4 (0), 6" (@)} =0,

{6" (v).¢" (y)} =0.

Utilizando estos resultados se obtiene

dA; (z) :!/fyk%) 2@@3(45%x—mw

= %() waﬂ(ﬂﬁ
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Demostracion de (4.70)

ini@) = [Pyl{r @), P W)

donde,

_ / dy {7 (), 6" (1)

}dt

[y [ [ @t ix @0 @} ()" (w0 {6 0). ) de

- / dy {7 (), 6° (1)

}dt

—/d3y//d3ud3v {7ri (z), 0" (u)}( )12 (u,v {¢2 O(y)}dt
_ / iy / / Pudbo {1 (@), 6 ()} (M) (u,0) {64 (0v) ,6° ()} dt

d3

d3

d3

Il
T T Y

{7 ().¢" ()}

Y

Y

Y

1T 1T
N = N = N =

((Yak 5,07) F* (y) + m* A’ (y)} 8 (x — ) dt
(OEFS = 07 () + A ()| 0 (o = )

((9kF’“ + 0P F™) (y) + m* A’ (y)} 6% (x —y)dt

d*y [82? F¥ (y) + m*A' (y)] 6° (x — y) dt
PEM (z) + mPA (z)] dt

{7r y) + He(y )}
{w‘ (@) )+ 57 ()7 (5) + 50k 1) 02 ()}

+ {wf <x),—m7Aj () A7 (y) + isz‘( ) F™ (y)}
i {x (), A5 ()} 40 () + 5 (' (@), Fiy ()} F (0)
m*58° (x —y) A (y) + 5 (310} — 510Y) 87 (e — y) Y ()

‘ 1 ‘ 1
m*6* (x —y) A’ (y) + SO F™ (y) + S0YF7 (y)6° (z — y)
2 PN
j—k

[m* A" (y) + Oy F™ (y)] 6° (z — y).
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De esto resulta que

ari (@) = [ dymtal )+ OLF" ()] 6 (@ ) d
= [OPFF (z) + m® A" (z)] dt.



Apéndice B

Calculos para el campo de Proca complejo

B.1. Calculos preliminares

Singularidad de la matriz Hessiana en el campo de Proca complejo

Es posible comprobar que es singular calculando el determinante de su matriz Hessiana, la cual se
define de la siguiente manera:

6L 0*L 0*L

Wwhe (z, : . =~ B (x—y) =
) = S A ) oAA Y T Sy 0@y

& (z —y)

Por una parte se tiene:
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oL 0 1
—_F P 4 mP AR A
I(95Az) a(é)ﬂAa)( g )
0

1
__F v
2 Fwgg,any )

— I f* phrpre F
2 uljn 77 a(aﬁAa)( ’Y(T)
1

— __[F*
2 w594,

1 *YOo ag g
= —SF"7 (5307 — 5500)

(0,4, = 0545)

- ! (F*70367 — F*176567)

2
1
- _ = *Ba _ *af
S (72— o)
— _F*Ba
Sif=0
oL
— _F*Oa _ F*aO
0(00As)
Se deriva de nuevo
a2£ B aF*Oa
(00 Aa)0(00A%) (00 A%)
8ij“0

— oo~ 79
T 5 (00A%)

- _ Oy o * *
77 77 a(aoAz) (a'YAO' aUA'Y)

- (nOOnocB o n()ﬁnon)

— nﬁﬁnao . 7700,'7a6

Por lo tanto

WP (z,y) = (n”n*® —n"n*?) 6* (x — y)

Recordando que
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3
I
O O O
o
|
—

Es decir que

00 0O

. 0100
WIB (ZL‘,y)Z 0010 53(I—y)

0 0 01

59

Es evidente que el determinante de esta matriz es igual a cero, con lo cual se afirma que la densidad

lagrangiana del campo de Proca complejo es singular.

Demostracion de la ecuacion (5.14)

La densidad Hamiltoniana candnica de campo electromagnético es
H. =7t (z) A, (x) + 7 (x) A; ()= L

Expandiendo la suma sobre ;1 y usando los resultados anteriores se tiene que:

. . . . 1
H, = n°Ag+ 78 A, + 7 0A; + R AL+ S " = m2A* A,

. . 1
= 74, + ¥ (8kA0 + W*k) + 7 0A + n*k (8kA8 + 7rk) + —F" FH — mQA“*AM

2

= 7 (Ao + 1) + 7 (9 A5+ 7*) +

= T O Ay + T+ TFOAL + TR 4 S (B RO+ F FYO + B M)

TR e

= 7O Ay + T 4+ RO AL+ TR 4 3 (FpgF™ + FiF™ + FF™)
1 .
= 70, Ag + 2 m*F 4 RO A — FHROFRO 4 EF,;-F’“ —m?A" A,
1 .
= 7O Ay + 2T + RO AL — mh R 4 5F,;;F’“ —m?AM A,

1 .
= 7 L b O Ag + 0L AL — mzA“*AM + §F,;"ZF’“

(FJOFOO + FJkFOk + F];kOFkO + F]:ZFIW)

— m2AM A,
— m2AP A,

—mPAM A,
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B.2. Corchetes de Poisson entre los vinculos

Entre ¢' y ¢°

{o" (), ()} = {="(@).p" () +H(y)}
= {7 (). (y) + 7" (y) 7" (y) — [@i’ﬁk()} o(y) — [OF* (y)] A5 (v)}

{“@) A () A () + 5 i () P ﬁ

= (y){w } m2A* (y {7T ), A (y
= 8}6%’“()553@— )+m2A“()5053(x—)
= [%i7" (y) + m* A (9)] 8° (= — ).,

donde se uso

(@ W) = ™ {7 (@), Bn ()
= "y {7’ (z ) 0yA (y) = 24 An (y) }
0" ™0y {70 (x), Am (y) } — 04 {7° (2), An () }
"™ -0y, 53( —y) + 8%,0,0° (x — )]
77nk:nmz (ax(SO o 89050 ) 53 (33 )

(95— 07) 8% (v — ) =
ado que i # 0

|
S

Entre ¢’ y ¢°

{¢* (@), ()} = {7°(=),p
= {7 (@), 0" (y) + 7 () 7 (y) = [R7" ()] Ao () — [47* (v)] A5 (v)}

+{ﬂ%mfm&mwwAww+§ﬂuwF“@ﬁ

= =t W) {r (2), AL ()} — m* A () {770 (), A ()}
= ™ (y) 606% (x — y) +m*A7 (y) 630° (x — y)
[ () + m2A ()] 8 (0 — ),
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donde se usd

{7 (=) Fi ()}

{7 (), OLAT (y) — 0L AL (v) }

= R (2), A} ()} — 9 {7° (2), A% (v)}
—0p078° (x — y) + 07 030° (x — y)

(0k07 — 076y) 6° (= — )

Si en el segundo término i <> k

(0760 — 9700) 6 (2 ) = 0

Demostracion de (5.28)

Partimos de,

d6? (z) = / &y [{6* (2), 8 (1)

Por una parte,

{¢° (@)

Donde,

" (y)}

{m’ (@

sz

bt +{¢* (2), 0" () } dwr (y) + {¢* (2), 6" (y) } dws (y)]

{0977 (z) + m*A* (), p' (y) + 7" (v) 7 (y) — [O47" ()] Ao (v) }
m (x) + m*A* (z), — [0)7™* ()] Ay (y) — m*A™ (y) A, (y) }
),

{a%ﬂ ™ (2) + m* A (x F;;Z( ) F* (y)}
—oU* (y) O {7 (2 (y)} —m*A™ (y) 05 {7 (x), A, (v)}

1
+§Fm y) o7 {’/T] ), F¥ ()} +mPa® (y) ™ {4 (), 7" ()}

m*n"Op { A7 (), 7 (y)} A5 (y)

W} = 2™ {x (x), Fum ()}
= ™y {ad ( )0yA (y) — 94, A ()}
= ™™oy ! (x), Am ()} — 0% {7 (x), An (y)}
= i [~ o) 53( — ) + V.51 5% (2 — )]
= "™ (05,05, — 02,00) 0% (x — y)
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Por tanto:

{(;53 (z),¢° (y)} = 8,Z7Tk (y) 8r5]53 (x —y) + m>A™ (y) 8;?(52(53 (x —y)
1 4
B ) O (0, — 555%) 8 (a — )
+m*7* (y) n”0f 6% (z — y) — m*n” 061 6° (x — y) Aj (y)

= A () 055 () + L FT () (0058 — 070500 6 (r ),

recordando que el producto entre un tensor simétrico y uno antisimétrico es nulo (en el segundo
término), se concluye que:

{07 (2),0° ()} = M7 A (y) & (x —y).

Luego se calcula,

{¢°(@),¢' (v)} = {op~" +m2A*°( ). 7 (y)}
— 2 Ol {A* (y)}
= 0.

Y por dltimo,

{¢° (@), ¢’ (v)} = {o"" +m2A*O($)a7T ()}
— 2 {A* ()
0l555( —?/)
- m2n°°5 (z—y)
= m?*(z —vy).

Por tanto:

d¢® (r) = /d3y [m%fA*j (y) 8% (x — y) dt +m?S (x — y) dw, (y)]
= mQOfA*j (z) dt +m?dws, (z).
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Demostracion de (5.30)

Partimos de,

63

¢’ (z) = /dBy [{¢" (). 0" ()} dt + {9 (x),¢" (v) } dwr (y) + {&" (), 0" (y) } dw (y)] -

Por una parte,

{0" (), 0" ()} = {977 (x) + m* A% (z),p" (y) + 7" () 7 (y) — [O}7" ()] Ao ()}
+{0m () + m?A° (2), — [O07* (y)] AG (v)}
o ) 0 @) A () 4, )+ 5 ) R )
= —pm* (y) O {7 (), Ag (y) } — mPO " {7 (), A2 (y) } Ay (y)
507 {7 (2), B ()} B () + ™ { A ), 7 ()} 7% ()
—m* " {L A (), 7" (y) } Ao ()

Donde,
{7T x), Fr (y)} = {W*] (x), Fom (?J)}
= {7 (@) 0045, (9) — 05 ()
= o {n (@), A ()} — 01 {0 (@), 45 )}
= [—0v80,6% (z — y) + OL015% (z — y)]
= (8;26% - 87355{;1) 5 (x —y).
Por tanto:

{6*(2),0° ()} = O™ (y) 91646 (v — y) + m*OT 1616 (x — y) A, (y)
+50; ("™ (05,67 — 9261) 6° (x — y)] F* (y)
+m2n oS (x — y) 7 (y) — m*n*oYors (x — y) Ao ()
= mRA () (z —y) + 507 [(9.0h = 0:0%,) Fum (y) 6° (x = y)]
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recordando que el producto entre un tensor simétrico y uno antisimétrico es nulo (en el segundo
término), se concluye que,

{¢" (z),¢° (y)} = m?*OVA (y) 6 (x —y).

Luego se calcula,

{6 (@),0" ()} = {dFm"( +m2A0() ™ (y)}
= m’ Ol{Az ™ (y)}
= m’n"o)d (z y)
= mgé(x—y).

Y por tltimo,

{¢" (). ¢ ()} = {opn +m2A0 (2), 7 (y) }
— {A ()}
= 0.

por tanto:

do* () = / &’y [m*0F A7 (y) 6 (x — y) dt +m? (x — y) dwy (y)]
= mPOT A (z) dt +m’dw, (z).

B.3. Integrabilidad con el diferencial fundamental

Demostracion del sistema de ecuaciones (5.32)

Utilizando (5.31), se calculard la condicién de integrabilidad para todos los vinculos.
Para ¢':

a6 (v) = / Py 161 (2).6° )y dt + {6" (2).6' (1)} den (1) + {6 (2) . 6 ()} don ()]
T / By [{8' (2),6° (1)} dws () + {6 (1), 6" (4)} duon ()]

_ / dy [Ol* (y) + m2A™ (4)] & (x — y) dt — / &y [m? (z — y) duws (4)]
= [OF7" (x) + m*A* (2)] dt — m’dw, (z) = 0,
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Por tanto,
[0¢m" (x) + m* A (z)] dt = m’dw, (z).
Para ¢*:
dg® (z) = / Py [{6° (2), 0" (v) }dt + {¢* (x), 9" () } dwr (y) + {&° (), ¢* () } dws (y)]
+ [ @y {6 @), 6" 1)} dos () + {6 (0).,6° ()} dn ()]

= [oFm** () + m*A® (z)] dt — mPdw; (y) = 0.
Es decir,
[ (@) + m?A° ()] dt = mPducs ().
Para ¢%:
16 (@) = [ @yl @) 6 W} dt+ (S (0). 6 ()} don () + {6 (0).,6% () e ()]
+ [Py @) )b dan () +{6° 2,0 (1)} dwn )]

Aqui se debe calcular

{6°(@),¢° (v)} {0i" (2) + m? A (2), Of* (y) + m* A (y) }
0.

Y también

{0°(@),0" ()} = {OF"" (2) +m*A* (x), 007" (y) + m*A° () }

= m*n"op {7 (), A (y) } + 0”0 { A (), 7 (y) }
—m*n" 0560 (x — y) + m*n* 960 (x — y)
—m?*n™ 058 (x —y) + m*n" o6 (x — y)
0.

Con lo cual
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¢’ (x) = / &Py [m*0Y AY (y) 6% (x — y)] dt + / d*y [m?0 (x — y) dw, (y)]
= mPOTAY (z) dt + m’dw, (z).

Para ¢*
d¢* (z) = /d3y [{¢" (). ¢" ()} dt + {¢* (), 0" (y) } dwi (y) + {&" (2), 0" (y) } duws (y)]
" / ay [{6" (2), 6 ()} duos () + {6" (), 6" (9)} s ()]

Aqui se debe calcular

{¢" (x),0" ()} {3 z) +m*A° (z), 00" (y) + m*A° (y) }

Con lo cual

d6* (z) = / dy [m20 49 (y) 6 (& — ) di + m26 (z — y) dr ()]
= mPOTAY (z) dt + m’dw, (z).

B.4. Corchetes de Poisson entre las variables de espacio de fase
y los vinculos

Para demostrar (5.35) se necesitan los siguientes resultados:

{4 (2),¢" (y)} = {Ai(@).p" +7" @) 7" (y) — [0e7* ()] 4o (v)}
+{ O™ ()] A5 (y) — m>A™ (4) A, (y) + L, (y) ¥ <y>}

- 2
= {A (z),n" y)}w (v) 3k{A (y>}A0(y)
= 010 (z —y) 7™ (y) — 0u0f0° (o — )Ao(y)
= [ (y) — 9 A0 ()] 8 (x — ).
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{Az (ZL’) 77T0 (y>}
6;0% (x — y)

{A; (), " (y) + m> A (y) }
= RO} (x —y)
= 8 (v —y).

{4i(2), ¢ (v)}

{Ai (), 0" (1)} = {Ai(2), 007" (y) + m*A° ()}
0

Para demostrar (5.41) se necesitan los siguientes resultados:

{79 (2),0° ()} = {77 (2),p" + 7" () 7™ (y) = [O7" (v)] Ao ()}
{7 )= 0™ 0] 43 ()~ A () A () + 5P ) PR ()}
= A ) {7 (@), A ()} + 5 {7 (@) F ()} ()
= WA ) P (r ) — 5 (956 — 5§01) 0% (w — ) M )
= WA () 5 (2~ y) — 5 [FFF () — OFFY ()] 8 (e — )
= W ()8 (e~ ) — 5 [OLF (y) — OFFY ()] (2 — )
= [mPA (y) + OFFY ()] & (x — y).

{m(2),¢' (y)} = {7 (x), 7" (y) } = 0.
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{r(2),¢" ()} = {7 (2),7° (y)} = 0.
{m* (y)} = {7* (z), 007" (y) + m*A* (y)} = 0.
{m* (y)} = {7* (z), 007" (y) + m*A° (y)} = 0.

B.5. Calculo de los corchetes generalizados

Construccion de (5.45)

Es una matriz antisimétrica que tiene la estructura,

{08 (x), 0 ()} {0!(2),0* (W)} {o)(x), 0> (W)} {0 (x),0" (W)}
M (2,y) = {0 (), 0 ()} {6 (), 0% ()} {6 (), 0> (W)} {9 (x),0" (W)}
{07 (), 0 ()} {&° (), (W)} {6 (), (W)} {9 (x),0" (W)}
{08 (), 0" ()} {6" (), 0* (W)} {¢"(x), 0> W)} {¢"(x),0" (W)}

{6" (2),¢" (v)} = {7°(2),007*" (y) + m*A° (y)} = —m*6 (z — ),
{0°(2),0° (1)} = {7"(2),007" (y) + m*A ()} = —m?6° (x — y).

Sustituyendo estos resultados se obtiene:

Deduccion de la matriz inversa (5.46)

Se parte de una propiedad inherente a este tipo de matrices:

/d?’zM”l (z,y) (M_l)lk (z,y) = 663 (. — ).
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Proponiendo que la matriz inverza tenga una estructura de la forma

) By en n
(Mil) <x>y) = QQ ([L’, Z) QIO (.ﬁ’,%y) Qll x:?/) le (.CE’,?!{y) ’
( (

(z,y
O (2,y) QM (z,y) QP (z,y) Q°(z,y)

donde las €2 son funciones desconocidas. Para calcularlas se usa la propiedad anterior, resultando,

Cm2OB (2,y) —m2QM (z,y) —m2QY (z,y) —m2Q (z,y)

2079 20910 20011 20712
3 2l N | P (zy) —mPQY (2, y) —mPQY (zy) —mPQ (2, y)
[ Y @i = | T sl w e e (e
m*Q' (z,y)  m*P(z,y)  mPQP(x,y) mPQ(z,y)

Comparando con §"¥6% (x — y), se logra reconocer que las unicas componentes diferentes de cero
son:

O (ry) = ——0t @y,
1
O (ry) = ——8t @ —y).
1
V' (0,y) = —0@—y),
1

Q(ry) = —0"(x—y).

Asi, la matriz inverza es;

0 0 0 m?
0 0 m=2 0
(M 1) (ZE, y) - 0 _m—2 0 0 53 ([E - y)
—m2 0 0 0

Calculo de los corchetes generalizados para el campo de Proca complejo

El cédlculo de estos corchetes es bastante trivial, pues dados los resultados del apéndice B.4, el
célculo de los corchetes generalizados se reduce a calcular los corchetes de Poisson. Para ejempli-
ficarlo, se calculard enseguida los corchetes generalizados diferentes de cero.
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Primero:

{Ai(@), 7™ ()} = {Ai(2). 7" ()}

Luego:

Se puede comprobar que las demds combinaciones son iguales a cero de forma similar.



B.5. CALCULO DE LOS CORCHETES GENERALIZADOS

Demostracion de (5.49)

ii(e) = [yl @ W) i
= [ @ (a8 w)
=@y [ [ dudoaa) o ) ()" o) {6 0), 6 )} d
~ [ Eviae @)
(u,0) {" (v) 0" (y) } dt

_/d3y//d3ud3v {Ai (z),¢° (u)

- / Py { A (1), ¢ (y)) dt.

3 (

- / dy / / Pud®v {A; (z), 6 (u)} (M
}(
1 (

~— ~— ~— ~—

[\

w
—~
S
e
N—
=
-
w
—~
<
~
<
o
—~~
<
N—
—
QL
=

donde,
() 0} = {0 )+ ol ) )}
{4 o) =A% ) 45 ) + 555 0) P )}
= {A @) W)} ) + 50 {Ae), ()} O ()
= 50 (1 — ) w () + 50U (o — ) Ol (0)
= |70 - oot )] ).
Entonces

ia) = [Ey]et - oot )] 8 @ - pa

= [W*i (x) — %5’?8}5%” (l’):| dt
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Demostracion de (5.52)

(@) = [y @) 0]} )
= [ Euix @, W)

- / d*y / / dPud’v {7 (x),¢" ()} (M~)" (u,0) {6 (v) ,¢° (4)} dt
— [ Ey{n @0 W)

donde,
(7@ W} = {70 ) )+ ot o )
+ {ﬂi (z), —m*A" (y) A; (y) + %Fl:] (y) F¥ (y)}

= A () {7t (), A ) + 2B ) {7 (), Y (9)
= A () 655° (x— ) + 3 (916}~ OL61) 6 (¢ — ) Y (0)
= WA ()6 e~ y) + 5 [0V () - O ()] 8 2~ )
= [m*A" (y) + GF™ ()] 0° (z —y).

Con lo cual

ani (@) = [y [mta )+ OF ()] 8 o - )
= [mPA* () + OFF** ()] dt



Apéndice C

Calculos para el campo de Proca con
simetria gauge

C.1. ladensidad Lagrangiana de Proca no es invariante de gau-
ge

Consideramos una transformacién del tipo (6.1); en primer lugar, se puede comprobar que el tensor
F,..,, bajo esta transformacion si es invariante, es decir,

F, = 04, (x) = 0,4, ()
Ou[Av (x) + O A (2)] = 0, [Ay (z) + 9 (2)]
8 A, (x )—1-8 I\ (z) — 0,4, (x) + 0,0,A (x)
A, (z) — 0,A, (x) + 0,0,A (x) + 0,0,A (x)
_ 8,LA (z) — a VA, (z).

Luego, la densidad lagrangiana de Proca se transforma como:

73
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r 1 / Iuy m’ / Ty
L = _ZF’W () F™ (x) + 7’4# (z) A (z)
= LB @) P )+ " (A, () + 0,0 (][4 () + 97 0)]
— _ime (z) F* (z) + mTQ [Ay () A (2) + Ay (2) OA ()]

m2

+10 147 () B (2) + B (@) 07 (o)

= L+ m? (A, (2) 9"A () +A* (x) 9,A () + DA () DA (2)]. C.1)

Con esto se comprueba que el campo de Proca no es invariante de gauge local debido al término
de masa.

C.2. Deduccion de la densidad Lagrangiana

Demostracion de (6.9)

La demostracion de esta simplificacion se hace de la siguiente forma
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, o1 2 1 2
He = 7'A,+ peb + ZFWFW — (Au + g@,ﬂ)
1

2
(4,1 200)

FOOFOO + FOkFOk + FkOFkO + Flek;z
——

=0

e? m? 1 2
= 7rk’ <7rk —+ 6kA0) +p9 (ﬁpg — €A0> - 7 (A,u + ga,ﬂ)

SERNE

= 7TO A0+7Tk/lk+p9800—
=0

L1
4

1 .
+Z (Fk;OFkO + Fk;OFkO + szsz)

2

e
= 7frk 4 7k, Ay + wpg — eAppe
m? 1 S| 1 .
e - __FkOFk:O _Fisz
2 (“+ea“9) g~ Tt

=gk

2

1 1 . e
= §7rk7rk + 7*0, Ag + 1}7’;”117"‘7Z + ﬁpg — eAppe

m? 1 2
Y

Pero, se sabe que

1 2 1 1
(4+100) = (a,+100) (s Lovo)
1 1 1
= A A"+ gAﬂaﬂe + gAﬂaue + gaueaﬂe
= AgA° + leaoe + 1Aoaoe + 12809809
e e e
- (AkA’“ + %Aka’fe + éAkake + 6—12@96’“9)

- (o (1 o)

2

Entonces
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2

1 1 - e
H, = §7Tk71'k + 7RO, Ag + ZFkiFkZ + ng — eAppe

m? e 2 1 2
) (s o
2 m2 e
Ly ok k 1 ki e? 2
= —mr + 71 0Ay + ZF;%F + 2P — eAoppg

Le , m? 1 ?
——— — | Ax + =0x0
2m2p9+ 2 ( k+e g )

Asi, la densidad Hamiltoniana se escribe como

1 e?

1
bk - —pp 4+ 70 Ao — eAops
m

Hc:§7T7T+§

1 m? 1.\’
+=F "+ — [ A+ =00 ) .
4 2 e

C.3. Corchetes de Poisson entre los vinculos

Demostracion de (6.16)

(0@ @) = {2+ 57 007 ()~ B8 0] o () + 3P ) )}

+ {WO (z), %%pﬁ (y) — eAo (y) o (y) + m7 (Ak (y) + 23;‘1’9 (y)> }

= =" () {7° (2), A ()} — e {m" (2), 4 (1)} po ()

= [0f7" (y) + epo ()] 6* (x — v)) (C.2)
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Demostracion de (6.20)

{¢°(2),¢" (v)}

donde,

{orm @)+ em @)t + 324 074 0

n {afwj () + epo (2) . — [V (1)] Ao (9) + P (y) F™ <y>}

4
+ {8f7rj (x) + epg (), %%pg (y) — eAo (y) po (y)}
+ {a;ﬂwf () +epa o). 3 |40 ) + 2010 ) }

%83“" {n/ (%), Fu ()} F* (y) + m?a;f {ﬂ’“ (x), (Ak (y) + 252’9 (y)) }

e {pa @), (4 )+ 2opo <y>)2} ,

{Wﬂ‘ . (4 + Loto <y>)2} - 2w, (A + 100 ) 40+t

Por lo tanto

= <288 = 9) [ 4 + 1040 )]

- 2w law]ie-y,
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((0), 8 )} = —FalF™ (1)6° (v — y) — 207 (AJ‘ <y>+1ag,‘9) 5 (2 — y)
—— —— e

=0

o (4 5) + 1030 ) ) (o -
= {—mQ@f (Aj (y) + 18;9) — m*o (Ak (y) + 1859 (y))] & (x—vy).
e e
Ahora, considerando la identidad,

Ouf(x—y)=—-0,f(xz—y),

se observa que

(@@} = [t (4w + 1ope) - oy (4w + 2ok ) |- )
~ 0
Demostracion de (6.21)

Este corchete de Poisson es bastante trivial, ya que considerando los corchetes fundamentales
diferentes de cero en (6.14), se tiene que

{9252 (x), } {3‘”7TJ )+ epg (x),m 0 (y)} = 0.

C.4. Evolucion dinamica de las variables del espacio de fase

Corchetes de Poisson en (6.29)

(@) @0} = {0 + 574 007 ) = [0 0] Ao () + 3700 0) P )}

2m 2
= {4 @7 W} 0) O {4 () 7 (1)} Ao v)
= 850 (2 —y) 7" (y) - 5‘55,’253 (& — )AO ()
_ 5’“[ "(y) — 1A (9)] 6° (& — y)

+ {AM (©), gzt ) = A i) n () + 5 | A0 )+ 000 1) }
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{AM (ZL’) ’ gbl (y)} == {AM (x) ,71‘0 (y)} =0

{Au@),0* ()} = {Au(@), 9 (y) +epo (v)}
= 8}:5553 (x —y)

Sustituyendo estos resultados en (6.29), se obtiene

dA, () = /dgy {8 [7* (y) — 0] Ag (y)] 0° (x — y) dt + 8}676° (x — y) duws (y) }
= (55 (7" (z) — OF Ag (z)] dt + 5ﬁ8,fdw2 (x).

Corchetes de Poisson en (6.30)

1

{7 (2),6° (y)} = {W” ()" + 57 () 7 (y) = (07" ()] Ao () + 3 Fha (y) I (y)}

2
Le o,

+ {w” (@), 5 3P (y) — eAo () po (y)}

n {wﬂ @), [+ Lot ) }



80 APENDICE C. CALCULOS PARA EL CAMPO DE PROCA CON SIMETRIA GAUGE

Estos corchetes de Poisson se calculan de la siguiente manera:

{m"(2),¢"(v)} = % {7 (), 00 A (y) — OY Aw ()} F™ (y) — 9" (y) {m" (), Ao ()}

e () Ao )} o () + 0 {* (2) A )} (44 )+ 1050 0)
= S [0 — N R () () + " (1) 840° (2 — )
et (o = ) pn ()~ 2008 0 = ) (40 )+ 000 )
= [0SO (y) — LSO ()] 8 — ) + BOUT () ° (2 — )
Fifem ()80 — )~ w200 (o~ ) (44 )+ 000 )
= S (O )+ OUF ()] 5 (o — )+ B0 ()8 (2 — )

e ()8 (2 = ) — w08 o= 3) (Au ) + 2000 )
= GLOF" (y)&° (v —y) + 6ol (y) 6° (x — y)

Fifem ()80 — )~ w0 | Ac )+ 900 )] 00— ).

Por otra parte,
{7 (@), ¢ W)} = {7" (2), 7" (W) } = 0.
Luego,
{n" (x),¢° (y)} = {7 (x),0V7 (y) + epo ()} = 0.

Sustituyendo estos resultados en (6.30), se obtiene

dro* () = /d3y {sh0rm" (y) 0° (x — y) + dhepe (y) 6° (z —y) } dt
b [y starrt )8 o - ) - s | A4 ) 4 000 )] 600 )

= 5[ (2) + epo (x)] dt 4 5 {afFlk (z) — m? [Ak () + 2050 (x)} } .
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Corchetes de Poisson en (6.31)

(0. W) = {060+ 37 0 ) - o 0] 4+ 1) P )}

+{e<> a0 A () + T | A+ 000 ) }

= 020 (o () — eda () (8 2) 20 ()

62

= 500 (y) 0 (z —y) —edo (y) 6 (x —y).

{9(37),@51 (?/)} = {0 (aj) ,7T0 (y)} =0.

{0(2).¢6" ()} = {0(2),0}7" (y) +epo (v)}
= eég(x—y).

Sustituyendo estos resultados en (6.31), se obtiene

0 (x) = d?’y{[ © oo ()8 (& — ) — eAo (1) 8° (2 — y) dt+e63<x—y>dw2<y>}

62

= {ng —eAp (z } dt + edws ().



82 APENDICE C. CALCULOS PARA EL CAMPO DE PROCA CON SIMETRIA GAUGE

Corchetes de Poisson en (6.32)

(@)W} = w0+ g w0}
+

{po(z), 0" ()} = {po (), 7° ()} = 0.
{po (2),0* W)} = {po (&), 07 (y) + epo ()} = 0.

Sustituyendo estos resultados en (6.32), se obtiene

tn(o) = [er{" 0 A+ )] - par

- %875 [Ak (z) + éé)};@ (@} dt.

C.5. Ecuaciones de Euler-Lagrange a nivel Hamiltoniano

Demostracion de la primera ecuacion de (6.34)

= 55 (akﬂ'k + 6])9) + (5;: |:81Flk - m2 (Ak + 18,@9)} s
e

Por una parte
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it = G FH°

Primero, considerando el caso en el que p1 = 0

1
80F00 == 58 (akaO + 6]?9) + (52 |:81F”€ - m2 (Ak + gﬁkﬁ)}

1
= 8ka0 + €Po + 8lFl0 - m2 (AO + —609)
N——— (&

$*=0

0 = 8uF‘LLO - m2 <A0 + 2809)

Luego, considerando el caso en que j1 = ¢

. A A 1
60FZ° = 9 <aka0 + 6])9) + 0y, [&F”f — m? (Ak + géke)}
, 1
= 01F” — m2 (Az + 581(9)

. 1
0 = O, —m? (Ai + —aie)
e
Sumando estos dos resultados se obtiene

0= 0,5~ (4,4 70,9,
e

Demostracion de la segunda ecuacion de (6.34)
Para deducir la segunda ecuacién partimos de

. 62
0= —2]99 — er + 6@2.
m

Derivando respecto a ¢ se tiene que

2
60809 = %80]99 - 680140 + 680(,;)2.
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Pero, recordando que
m? 1
Oopg = — 0Ok (Ak + —3k9> ,
e e
se reescribe de la forma

2 2

1
OO0l = e—{ﬁak (Aﬁgake)} — ey Ay + By

m2 | e
00000 = eOpAg + 0pOL0 — edyAg + edowo
000°0 + 0,00 = —e (aoAO + 8kAk) + edowa
0,0"0 = —ed, A" + edyws.

Con lo cual se obtiene

0, (A“ + éaﬂaﬂe) = Dotin.

C.6. Construccion de los corchetes generalizados

Corchetes de Poisson entre los vinculos y las condiciones gauge

Los corchetes no nulos son dos:

{o" (2),0° (1)} = {7"(x), A ()} = =6° (x — )

(2(2).6' ()} = {a,fw’%mepe (2), VA, <y>+ﬁe<y>}

= 050/ {7" (x), Ai ()} +m* {po (x) .0 (y)}
= —0rrets (u — ) — 2 (3 — )
=~ (x —y) —m?0* (x —y)

= (070 —m?) &° (x —y)

= (V,—m?) & (z—y)
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Deduccion de (6.43)

Se parte de una propiedad inherente a este tipo de matrices:

/d3z]\/[”l (z,y) (M’l)lk (z,y) = 66 (. —y).

Proponiendo que la matriz inversa tenga una estructura de la forma

—1 _ z,y Y LY LY
(M )(:v,y) = 0? (Ly) 010 x,y) Ol x, ) 012 x,y) ’

( (z,y (
Q¥ (z,y) Q% (z,y) QP (z,y) Q' (z,y)

donde las €2 son funciones desconocidas. Para calcularlas se usa la propiedad anterior, resultando,

—39 (:(E, y)) —%10 (EB, y)) —%“ ((x, y)) —%12 ((x, y))
. Ik | DB (z,y) DM (x,y) DY (x,y) D (z,y
/d M () (M) () = | “p (z,9) Q (z,y) @ (z,y) Q! (z,y)

_DZQS (ZL’, y) _DzQﬁ (ZL’, y) _DIQ7 (ZL’, y) _DIQS (ZL‘, y)

Comparando con §"¥§% (x — y), se logra reconocer que las tinicas componentes diferentes de cero
son:

—0(z,y) = & (z—y),
D:c914 (l‘, y) - 53 ("E - y) s
O (z,y) = & (z—y),
—D, Q% (z,y) = & (x—y).
Asi, la matriz inverza es;
O 0 1 0
0 0 0 —=+
1 _ D, 3 _
0 D% 0



86 APENDICE C. CALCULOS PARA EL CAMPO DE PROCA CON SIMETRIA GAUGE

C.7. Calculo de los corchetes generalizados

Para calcular los corchetes generalizados diferentes de cero, son necesarios los siguientes corchetes
de Poisson:

(4@, W)} = & [+ (1) - A0 ()] & (2 — y)
(4@, 6 @)} = 0
{Au(x), 0> ()} = 0p6;0° (x—vy)
{4, @).6' W)} = {Au(@), A0 ()} =0
(0.0} = {46+ Do)} o
{m (@), 6 )} = 0 |
{7 (x),¢* (y)} = {7"(2),9/7 (y) +eps(y)} =0
{7 (2),¢° (y)} = {7"(x), A (y)} =0
(@0t} = {o* @0 ) + 00 | = -0t (- )
{0(x),0'(v)} = 0 |
{0(2).6° ()} = {0(2),0n" (y) +epa(y)} = e’ (v —y)
[0@).6' W} = (9@ A} =0
(0.0} = {6). 30+ "0 | =0
{pe(x)a¢l(y)} =0 '
{po(x),6° ()} = {po(2),07 (y) +epo(y)} =0
{po(2),0° (W)} = {po(x), A (y)} =0
O R L T
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Demostracion de (6.44)

{Az (I) 77Tk (y)}*

5k53 =)

//d3ud3 5]83"(53

(5k 8;290) o)

Demostracion de (6.45)

{Ai(2),pe (y)}

{Ai (), po (y)}

— / / Pud’v {A; (z),¢
- / / Pudv { A, (2) 6
—//d?)ud?’v{Ai (2). 6" (u)
—//d3ud3v{A,- (2), 6" (w)
—//d?’ud%{Ai (@), 6 (u)

87
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Considerando los resultados anteriores se tiene que,

W@} = - [ [y (a5 w0} |- 50 - 0] 10000 0)

— / / dPud?v0"5]6° (x — u) [—Diué?’ (u— v)} %53 (v—y)
— —//d?’ud%ai“é?’ T —u) [—Di&% (u — v)] ﬁ253 (v—1y)

2 ay
— 3 _

an
_ 3 _
B eDé(x y).

Demostracion de (6.46)

{r'(2).0(y)} = 0 (y)}

//ﬁm%h (w))
//fw%h (w))
//&m%h (w))
//ﬁm%h (w)
- / / Pudv [5,0Y6° (x — u)] [ia (u—v)} [—ed® (v —y)]

= 6E53 (x —y).
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Demostracion de (6.47)

{0(x).po ()} = {0(x).po(v)}

= <1+D—x)(53(1’—y).

C.8. Deduccion de las ecuaciones de movimiento

Demostracion de (6.49)

dita) = [ Ey{aita) 6 ) dr

Donde

{Ai@@),6" )} = {Ai@),6" W)}

) / / udo {A; (), 6% ()} (M) (u,0) {6" (v)

Aqui se tiene que,

/ / dsud%{e ()} (M) (u,0) {6 (v),
63 —

(x
2
//ddudv [€6° (z — u) {—%(53 (u— v)] M 53 (v—1y)

" ()}

89
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(@ W) = {4@ o 0+ 57 0 0+ s O )
+ {Ai (), }le () ¥ () + - [Ak (y) — %6;’3,% (y)] }

= (A, W)} ) + g (A ) 0t ()} 0 (o)
= 50 (1~ ) () + 0L (2 — ) O ()

= 7' (y)*(z—y)+ miayayﬂj ()6 (x —y)

_ {5%‘. _ ia@‘ay} ()6 (z — ).

J m2 v Y

{Ai(@),0* ()} = {Ai(x), 07" (u) + epg (u) }
= 076F8% (z — u)
= 070° (x —u)

m2

(000} = (a0 + 000
= 811; {Ak (U) ) (bo (y)}
= 0|7 ) - e ()] 0w

1 .
= 0|8 - 00 7 () 0= )

con lo cual
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(A P = (8- o) w ) -
+ / / dPud®v [076° (x — u)] {—53 (1;?; U)} oy (5? - a,gi;’ )  (y) 8° (v —y)

m

- (52 - —axay) i (y) & (- y)

4k Dy n&d’“ — —8”8y) T(y) & (z —y)
- K(s;‘. - 6;‘1(? ) ™ (y) + a;jy <5J akay) ™ (y )} 0% (z — y)

oroy ; oo .
- (%) (5 5w
Yy

Reemplazando esto en dA; se obtiene,

Y O OroYN
ey = [y (o= 208) (-3 ) o ot - pa

Y

x )T . OFO% 4
— K(Sf — —82)8’“) (5} -7 23 ) m’ (x)] dt.
T m

Demostracion de (6.50)

ar' (@)= [ dy{r @), 0" )} dr

Aqui se tiene que,

{r'(x),¢" ()} = ), 0" (y)}
//d3udgv {7 (x (v)} (M71)42 (u,v) {¢* (v),¢" ()} -

Aqui los corchetes de Poisson se calculan de la siguiente forma:
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(=@} = {7 @50+ 5 0 W)+ 5 o )

2
v {wf (), 1P ) P )+ |40 ) — 01024, o) }

2

. 1 . ) m 1 2
- {ro s rw {w@ (). |4t~ 00004, ) } .
De calculos anteriores se sabe que

) 1 . .
{7 @ 3P P 0 =P )8 - ),
por otra parte, el otro corchete de Poisson,

m2

. _ {Wz- (), % [Ak (y) — %8‘2&% (y)T} :

se calcula asi:

c. = {ﬂi (z), mTQ {Ak (y) — %(91‘33?143' (y)r}
(v @ [ - oo ] |4 - otera| )
= {0, A ) = 000 ] [ An) - sotela )]

A 1 A 1
|00 )+ st )| [k ) 0ol )]

Il
3

1
= [ A) 0O )] o )
+[ororas ) - otetoror )] 4o - )
1
= —m? [Ai (y) — ﬁag’a;%, (y)} 5 (x—y)

1
+0; 0y, [Ak (y) = —5 00/ A (y)] & (z—y).
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Es decir,

{7"(z),6° ()} = OF" (y) & (z —y) —m? |:Az' (y) — %0?55% ()| 6 (z—y)

1 .
+010) | Ac () — 501004, (1) ° (o ).

Luego,

{6° (). ¢" ()} = {Opm" (v) +epp (v),0" ()}
= g {r"(v),¢" (v)}

, 1
= ooy () - [ - A )| | 0= )
1
+OLOYD) |4 0) — 0000 A )] 80—
1
= g | A (5) = B0 A )] 6 (0 0)

1
FOLOUD A, (5) — s0tel ()| (0 ).

y también,

(v @0t ) = {7000+ 0}
= —9"0° (z —u).

Utilizando estos resultados en el corchete generalizado, se tiene,

93
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{7 (2),0°(9)} = GFF(y) & (x —y) —m? {Ai (y) - %05’05’141 (y)] 8 (z —y)
#1044 (5) — z0L0 A1) 8 (2~

= / / d*ud’v [-0}'6° (v — u)] Diu53 (u =)

1 1
{=mat | - Sovara)| +aroter |4, ) - ot bt -

= 0P )8 (=) - [A ) - 00t )] )

1
110} |40 (1) ~ 000t A ()| 8 (2~ )
L
Dy

1 1
00010107 | 4, () — L0t )| (2 - )
)

1
000, | ()~ 3000 )| ° (o )

0; 0y
D

— OTF ()8 (= ) — mi? (6%; -
y Yy
]

. 070 - L yoy 3
+ 07 = =5 ) VO | Ay () = 0 AL(y) | 6° (w — )
Y

)[40 - o] e - v

= {or @ - (5 28) (-2 [0 - 2L b -y

D, m m

Reemplazando esto en dr’ se obtiene,

dr' (z) = / dydr F¥ () 6° (x — ) dt
. Y Y o 0Y9Y YoV A
ot [y (5~ 22 (5 - 22 [0 - 2250 50 oy

2 2
y m m

, AN ) 0 0f A
= OpF" (z)dt —m? (52_@@) (5}— : J) {Aj(x)——J : l(‘”)]dt.

D, m2 m2
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