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Introducción Campo de Proca real Campo de Proca complejo Campo de Proca con simetría gauge Conclusiones

Posibilidad de una QED masiva

• Las interacciones fundamentales entre partículas se describen mediante campos.
• La QED establece una restricción sobre la masa en reposo del fotón, la cual espropuesta para ser cero.
• Al considerar una interacción de corto alcance se podría sugerir la implementaciónde una QED masiva.
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¿Cómo incorporar la masa?
• La propuesta más simple para implementar la masa se da en la electrodinámicamasiva de Proca. A partir de esto, es posible describir la propagación y lasinteracciones de partículas bosonicas de espín 1 (como laW± y la Z0).

Tratamiento clásico
• Para determinar la dinámica que rige el campo de Proca se ha utilizadotradicionalmente el método de Dirac para sistemas con vínculos.
• Existe un método alternativo y complementario a este para tratar las particularidadesque presenta el estudio del sistema en cuestión, la formulación de Hamilton-Jacobi.
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¿Qué propone la formulación de Hamilton-Jacobi?
Este método contiene una poderosa interpretación geométrica basada en el método deLagrangianos equivalentes de Caratheódory,

L̄ = L− dS
dt (1.1)

Donde S es una función generadora de una transformación de coordenadas en el espaciode configuración, para la cual la dinámica es invariante. A partir de esto se deduce laecuación de Hamilton-Jacobi,
∂

∂t
S(t, q) + H

(
t, q,

dS
dq

)
= 0. (1.2)
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Planteamiento del problema

• Se pretende aplicar la formulación de Hamilton-Jacobi al campo de Proca con elpropósito de realizar una descripción alternativa al estudio canónico tradicional.
• ¿Como se describe la teoría del campo de Proca bajo la formulación deHamilton-Jacobi?
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Objetivos

GeneralEstudiar el campo de Proca mediante la formulación de Hamilton-Jacobi.
Específicos
• Aplicar la teoría de Hamilton-Jacobi a la ecuación de Proca para el campo real.
• Aplicar la teoría de Hamilton-Jacobi a la ecuación de Proca para el campo complejo.
• Encontrar la equivalencia de la formulación de Hamilton-Jacobi con el métodocanónico.
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Densidad Lagrangiana de Proca
En teoría de campos, la presencia de infinitos grados de libertad evoca la aparición de ladensidad Lagrangiana:

L =
m2
2 Aµ(x)Aµ(x)−

1
4Fµν(x)Fµν(x), (2.1)

Donde:
ĺım

|⃗x|→∞
Aµ (t, x⃗) → 0 y Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ (2.2)

La singularidad de la densidad Lagrangiana implica ligaduras que modifican el número degrados de libertad del sistema en cuestión.
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Formulación Hamiltoniana
Los momentos canónicos se definen como:

πν ≡ ∂L
∂
(
Ȧν

) =
∂L

∂ (∂0Aν) = Fν0. (2.3)
De esta definición se derivan dos resultados importantes,

Ȧk = ∂kA0 + πk y ϕ1 ≡ π0 = 0 . (2.4)
Mediante una transformación de Legendre es posible definir la densidad Hamiltonianacanónica,

Hc ≡ πµ (x) Ȧµ (x)− L. (2.5)
o mejor,

Hc =
1
2πkπk −

(
∂kπ

k
)
A0 − m2

2 AµAµ +
1
4FkiFki. (2.6)
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Formulación de Hamilton-Jacobi
Se parte de la ecuación de Hamilton-Jacobi,

∂S
∂t + Hc = 0 → Pt + Hc =

∫
d3x (pt +Hc

)
= 0 . (2.7)

En primera instancia la estructura de vínculos será definida por:
ϕ0 ≡ pt +Hc = 0 y ϕ1 ≡ π0 = 0 . (2.8)

A partir de esto, el método de Hamilton-Jacobi establece que la evolución de una variabledinámica se describe como:
dF (x) =

∫
d3y [{F (x) , ϕ0 (y)} dt+ {F (x) , ϕ1 (y)} dω1 (y)] . (2.9)
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Corchetes de Poisson
Los corchetes de Poisson forman una estructura sólida para determinar la evolución de unsistema.

{F (x) ,G (y)} ≡
∫

d3z
[
δF (x)
δAµ (z)

δG (y)
δπµ (z)

− δF (x)
δπµ (z)

δG (y)
δAµ (z)

]
x0=y0

(2.10)
A partir de esta definición se calculan los corchetes de Poisson fundamentales, que son:

{Aµ (x) , πν (y)} = δνµδ
3 (x− y) (2.11)

{Aµ (x) ,Aν (y)} = 0 = {πµ (x) , πν (y)} (2.12)
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Condiciones de integrabilidad
Todo sistema que sea integrable tendrá que cumplir la condición de integrabilidad deFrobenius. Este no es el caso del campo de Proca.

dϕ1 (x) =
[
∂xkπ

k (x) +m2A0 (x)
]
dt = 0 (2.13)

Esto genera un nuevo vínculo de forma que el sistema de EDPHJ se convierte en:
ϕ0 ≡ p0 +Hc = 0
ϕ1 ≡ π0 = 0 (2.14)
ϕ2 ≡ ∂xkπ

k +m2A0 = 0
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Expansión del espacio de parámetros independientes
Las consecuencias de incluir un nuevo vínculo se reflejan en la evolución del diferencialfundamental:
dF (x) =

∫
d3y [{F (x) , ϕ0 (y)} dt+ {F (x) , ϕ1 (y)} dω1 (y) + {F (x) , ϕ2 (y)} dω2 (y)] .

(2.15)Al evaluar la integrabilidad de los vínculos se deben obtener ecuaciones diferenciales querelacionen las variables independientes,[
∂xkπ

k (x) +m2A0 (x)] dt = m2dω2 (x) y π0 (x) dt = −dω1 (x) (2.16)
Se da la posibilidad de redefinir la dinámica del sistema en términos del parámetrotemporal.
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Ecuaciones características

Es posible describir las trayectorias dinámicas del sistema asociadas el conjunto de EDPHJ.
Ȧi (x) = πi (x) + ∂xi A0 (x) π̇i (x) = ∂xkF

ki (x) +m2Ai (x) (2.17)
Uniendo estas dos ecuaciones se deduce la ecuación de campo de Proca.

∂µFµν +m2Aν = 0. (2.18)
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Corchetes generalizados
Ahora se redefinirá la dinámica del sistema para eliminar la arbitrariedad generada por laexpansión del espacio de variables independientes. Los corchetes de generalizados sedefinen por:
{F (x) ,G (y)}∗ ≡ {F (x) ,G (y)}−

∫ ∫
d3ud3v {F (x) , ϕn (u)}

(
M−1)nl (u, v){ϕl (v) ,G (y)

} .
(2.19)Donde,

M (x, y) ≡
(
{ϕ1, ϕ1} {ϕ1, ϕ2}
{ϕ2, ϕ1} {ϕ2, ϕ2}

)
=

( 0 −m2
m2 0

)
δ3 (x− y) . (2.20)
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Conteo correcto de los grados de libertad
Inicialmente, el espacio de fase se describe mediante:

(Aµ, πµ) =
(
A0, π0,Ai, πi

) . (2.21)
Los corchetes generalizados entre los grados de libertad son:

{Ai (x) ,Ak (y)}∗ = 0 =
{
πi (x) , πk (y)

}∗ , (2.22){
Ai (x) , πk (y)

}∗
= δki δ

3 (x− y) . (2.23)
La densidad Hamiltoniana canónica, se verá modificada,

Hc =
1
2πkπk +

1
2m2∂kπk∂iπ

i − m2
2 AjAj +

1
4FkiFki. (2.24)
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Ecuaciones de movimiento
Con esto en cuenta, la evolución de una variable dinámica F (x) = F

[
Ai (x) , πi (x)

] seráde la forma:
dF (x) =

∫
d3y {F (x) , ϕ0 (y)}∗ dt. (2.25)

De manera que las ecuaciones de movimiento se convierten en:
Ȧi (x) = πi (x)− 1

m2∂xi ∂xj πj (x) y π̇i (x) = ∂xkF
ki (x) +m2Ai (x) (2.26)

Finalmente es posible establecer la ecuación de Proca para los grados de libertad,
(□+m2)Ai (x) = 0. (2.27)
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Un proceso análogo
Densidad Lagrangiana

L = − 1
2F∗µν(x)Fµν(x) +m2Aµ∗(x)Aµ(x). (3.1)

Momentos canónicos generalizados

πν ≡ ∂L
∂(Ȧν)

= ∂L
∂(∂0Aν) = F∗ν0 y π∗ν ≡ ∂L

∂(Ȧ∗ν)
= ∂L

∂(∂0A∗ν) = Fν0 (3.2)
Densidad Hamiltoniana canónica

Hc = πkπ∗k −
(
∂kπ

k
)
A0 −

(
∂kπ

∗k
)
A∗0 −m2A∗µAµ +

1
2F∗kiFki. (3.3)
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Formulación de Hamilton-Jacobi
El aumento de grados de libertad hace más grande sistema de EDPHJ,

ϕ0 ≡ pt +H = 0,
ϕ1 ≡ π0 = 0,
ϕ2 ≡ π∗0 = 0, (3.4)
ϕ3 ≡ ∂kπ

k +m2A∗0 = 0,
ϕ4 ≡ ∂kπ

∗k +m2A0 = 0.
De forma que el diferencial fundamental se escribe de la forma:
dF (x) =

∫
d3y [{F (x) , ϕ0 (y)} dt+ {F (x) , ϕ1 (y)} dω1 (y) + {F (x) , ϕ2 (y)} dω2 (y)]

+

∫
d3y [{F (x) , ϕ3 (y)} dω3 (y) + {F (x) , ϕ4 (y)} dω4 (y)] . (3.5)
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Corchetes generalizados
Los corchetes generalizados mantienen la misma definición,
{F (x) ,G (y)}∗ ≡ {F (x) ,G (y)}−

∫ ∫
d3ud3v {F (x) , ϕn (u)}

(
M−1)nl (u, v){ϕl (v) ,G (y)

} .
(3.6)La matrizM en esta ocasión es de la forma:

M (x, y) =


0 0 0 −m2
0 0 −m2 00 m2 0 0
m2 0 0 0

 δ3 (x− y) . (3.7)

Nuevamente los grados de libertan son reducidos por los vínculos del sistema únicamentea (Ai, πi,A∗i , π
∗i). Los corchetes generalizados entre estos son:{

Ai (x) , πk (y)
}∗

= δki δ (x− y) y {
A∗i (x) , π

∗k (y)
}∗

= δki δ (x− y) (3.8)
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Ecuaciones de movimiento para los grados de libertad
Usando la misma definición de diferencial fundamental con la densidad Hamiltoniana,

Hc = πkπ∗k +
1
m2∂kπ∗k∂jπ

j −m2A∗jAj + 1
2F∗kjFkj, (3.9)

se encuentran las ecuaciones de movimiento del espacio de fase reducido:
Ȧi (x) = π∗i (x)− 1

m2∂xi ∂xkπ∗k (x) π̇j (x) = ∂xnF∗nj (x) +m2A∗j (x)

Ȧ∗i (x) = π∗i (x)− 1
m2∂xi ∂xkπk (x) π̇∗j (x) = ∂xnFnj (x) +m2Aj (x)

Usando estas ecuaciones nuevamente se consigue la ecuación de Klein-Gordon,
(□+m2)Ai = 0 y (□+m2)A∗i = 0 .
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Simetría local de gauge
La adición del término de masa provoca el rompimiento de la simetría de gauge.

Aµ (x) → A′µ (x) = Aµ (x) + ∂µΛ (x) . (4.1)
Para recuperarla se propone que,

m2
2

(
Aµ +

1
e
∂µθ

)2 (4.2)
De manera que las transformaciones

Aµ (x) → Aµ (x) + ∂µΛ (x) y θ (x) → θ (x)− eΛ (x) , (4.3)
garantizan la invarianza local de gauge.
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Formulación Hamiltoniana
Densidad Lagrangiana

L = − 1
4Fµν (x) Fµν (x) +

m2
2

(
Aµ (x) +

1
e
∂µθ (x)

)2 . (4.4)
Momentos canónicos generalizados

πµ ≡ ∂L
∂(∂0Aµ) = −F0µ y pθ ≡ ∂L

∂(∂0θ) =
m2
e
(
A0 + 1

e∂0θ
) . (4.5)

Densidad Hamiltoniana canónica

Hc =
1
2πkπk +

1
2
e2
m2 p2θ −

(
∂kπ

k
)
A0 − eA0pθ + 1

4FkiFki +
m2
2

(
Ak +

1
e
∂kθ

)2 . (4.6)
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Formulación de Hamilton-Jacobi
El aumento de grados de libertad hace más grande sistema de EDPHJ,

ϕ0 ≡ pt +Hc = 0,
ϕ1 ≡ π0 = 0,
ϕ2 ≡ ∂kπ

k + epθ = 0. (4.7)
De forma que el diferencial fundamental se escribe de la forma:
dF (x) =

∫
d3y [{F (x) , ϕ0 (y)} dt+ {F (x) , ϕ1 (y)} dω1 (y) + {F (x) , ϕ2 (y)} dω2 (y)] .

(4.8)
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Ecuaciones características
Ȧµ = δkµ

(
πk − ∂kA0

)
+ δkµ∂kω̇2,

π̇µ = δµ0
(
∂kπ

k + epθ
)
+ δµk

[
∂lFlk −m2 (Ak + 1

e
∂kθ

)] ,
θ̇ =

e2
m2 pθ − eA0 + eω̇2,

ṗθ =
m2
e
∂k

(
Ak +

1
e
∂kθ

) . (4.9)
Mediante estas se pueden deducir las ecuaciones de Euler-Lagrange a nivel Hamiltoniano,

∂µFµν +m2 [Aν + 1
e∂

νθ
]
= 0 y ∂µ

[
Aµ + 1

e∂
µθ

]
= ∂0ω̇2 . (4.10)
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Condiciones gauge
Al recuperar la simetría de gauge en el campo se ha generado una arbitrariedad en lasecuaciones de movimiento del campo de Proca. Para ello imponemos las condicionesgauge,

ϕ3 ≡ A0 = 0 y ϕ4 ≡ ∂kAk + m2
e θ = 0. (4.11)

Añadiendo estos dos vínculos al EDPHJ se obtiene,
dF (x) =

∫
d3y [{F (x) , ϕ0 (y)} dt+ {F (x) , ϕ1 (y)} dω1 (y) + {F (x) , ϕ2 (y)} dω2 (y)]

+

∫
d3y [{F (x) , ϕ3 (y)} dω3 (y) + {F (x) , ϕ4 (y)} dω4 (y)] . (4.12)
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Corchetes generalizados
La matrizM en esta ocasión es de la forma:

M (x, y) =


0 0 −1 00 0 0 Dx1 0 0 00 −Dx 0 0

 δ3 (x− y) . (4.13)

Donde se definió Dx ≡ ∇x −m2. Los corchetes generalizados entre los campos delsistema son:{
Ai (x) , πk (y)

}∗
=

(
δki +

∂x
i ∂

x
k

Dx

)
δ3 (x− y) {Ai (x) , pθ (y)}∗ = −m2

e
∂x
i

Dx
δ3 (x− y)

{
πi (x) , θ (y)

}∗
= e∂x

i
Dx
δ3 (x− y) {θ (x) , pθ (y)}∗ =

(1+ m2
Dx

)
δ3 (x− y)
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Ecuaciones de movimiento para los grados de libertad
considerando el sistema completo de EDPHJ, los grados de libertad, en principioidentificados por (Aµ, πµ, θ, pθ), se reducen simplemente a (Ai, πi). Usando la mismadefinición de diferencial fundamental con la densidad Hamiltoniana,

Hc =
1
2πkπk +

1
2m2

(
∂kπ

k
)2

+
1
4FkjFkj +

m2
2

(
Ak −

1
m2∂k∂jAj

)2 . (4.14)
se encuentran las ecuaciones de movimiento del espacio de fase reducido:

Ȧi (x) =
(
δkj −

∂x
i ∂

x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2
)
πj (x) ,

π̇i (x) = ∂xkF
ki (x)−m2 (δik − ∂x

i ∂
x
k

Dx

)(
δij −

∂x
i ∂

x
j

m2
) [

Aj (x)−
∂x
j ∂

x
l Al(x)
m2

] . (4.15)
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Conclusiones
• Se exigió el cumplimiento de la condición de integrabilidad de Frobenius paravínculos no involutivos, propiciando la aparición de parámetros indeterminados (ωi),de esta forma, se impedía la definición única de la dinámica del sistema. Por ello seconstruyeron los corchetes generalizados, los cuales permitieron deducir la ecuaciónde campo de Proca para el espacio de fase reducido por medio de las ecuaciones demovimiento del sistema.

• La deducción de las ecuaciones de movimiento tanto para el campo real como parael complejo mostró que el comportamiento del campo de Proca puede ser modeladomediante la ecuación de Klein-Gordon, esto implica que existe una analogía entre laspropiedades dinámicas de un campo escalar masivo con las de un campo vectorialmasivo como el de Proca. De esta forma, conociendo que las soluciones de laecuación de Klein-Gordon son ondas planas, se obtiene una descripción familiar delas perturbaciones en este campo.
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Conclusiones
• Fue posible aplicar la formulación de Hamilton-Jacobi a un campo de Proca en el cualse recuperaba la invariancia de gauge. Se notó que parecen aumentar los grados delibertad del campo, no obstante, al construir el sistema de EDPHJ con laincorporación de dos condiciones gauge que surgían de los vínculos del sistema, sedemostró que los grados de libertad seguían siendo Ai y πi, pero las ecuaciones demovimiento ya no se pueden asemejar con solución de ondas planas.

• Se logró comprobar satisfactoriamente la equivalencia entre la formulación deHamilton-Jacobi y el método de Dirac para sistemas con vínculos, resaltando unaequivalencia entre las condiciones de integrabilidad y el análisis de consistencia delos vínculos. Los resultados encontrados aquí son compatibles a los encontrados enel trabajo de grado, Tratamiento canónico de la ecuación de Proca para campo real y
complejo y el informe técnico, Teoria de fotones masivos en las coordenadas de
plano nulo .
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Conclusiones

• Se encontró un pequeño fallo en el trabajo de grado citado, puesto que al establecerlas ecuaciones de movimiento para los grados de libertad del espacio de fasereducido se consideró la aportación de grados de libertad que, en realidad noaportaban, ya que se eliminaban al considerar la forma de los vínculos dentro de ladensidad Hamiltoniana tanto en el campo real como en el campo complejo, estoconllevó a una deducción no justificada de la ecuación de campo de Proca.
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