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Introduccion
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Posibilidad de una QED masiva

Las interacciones fundamentales entre particulas se describen mediante campos.

La QED establece una restriccion sobre la masa en reposo del fotén, la cual es
propuesta para ser cero.

Al considerar una interaccién de corto alcance se podria sugerir la implementacién
de una QED masiva.
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¢;Como incorporar la masa?

La propuesta mas simple para implementar la masa se da en la electrodinamica
masiva de Proca. A partir de esto, es posible describir la propagacion y las
interacciones de particulas bosonicas de espin 1 (como la W= y la Z°).

Tratamiento clasico

Para determinar la dinAmica que rige el campo de Proca se ha utilizado
tradicionalmente el método de Dirac para sistemas con vinculos.

Existe un método alternativo y complementario a este para tratar las particularidades
gue presenta el estudio del sistema en cuestién, la formulacién de Hamilton-Jacobi.
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:Qué propone la formulaciéon de Hamilton-Jacobi?

Este método contiene una poderosa interpretacion geométrica basada en el método de
Lagrangianos equivalentes de Caratheddory,

[=L-% (1.1)

Donde S es una funcién generadora de una transformacién de coordenadas en el espacio
de configuracion, para la cual la dindmica es invariante. A partir de esto se deduce la
ecuacién de Hamilton-Jacobi,

0 ds
as(t, q)+H (t,q, %> =o. (1.2)
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Planteamiento del problema

Se pretende aplicar la formulacién de Hamilton-Jacobi al campo de Proca con el
proposito de realizar una descripcion alternativa al estudio candnico tradicional.

¢Como se describe la teoria del campo de Proca bajo la formulacion de
Hamilton-Jacobi?
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Objetivos

General
Estudiar el campo de Proca mediante la formulaciéon de Hamilton-Jacobi.
Especificos

Aplicar la teoria de Hamilton-Jacobi a la ecuacién de Proca para el campo real.
Aplicar la teoria de Hamilton-Jacobi a la ecuacién de Proca para el campo complejo.

Encontrar la equivalencia de la formulacion de Hamilton-Jacobi con el método
canénico.
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Densidad Lagrangiana de Proca

En teoria de campos, la presencia de infinitos grados de libertad evoca la aparicion de la
densidad Lagrangiana:

2

L= %AN(X)A“(X) - LllFm,(x)FW(x), (2.1
Donde:
|ﬁ|||'m A“ (t,)‘(*) —0 vy F;u/ = a[.l,Al/ - 8VAM (2.2)
X|—00

La singularidad de la densidad Lagrangiana implica ligaduras que modifican el nGmero de
grados de libertad del sistema en cuestion.
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Formulacion Hamiltoniana

Los momentos candénicos se definen como:

oL oL
V= — = = F¥°. 2.
"= S A)  9(00A) 23

De esta definicion se derivan dos resultados importantes,

Ac=0Ao+T¢ y ¢'=1°=0. (2.4)
Mediante una transformacién de Legendre es posible definir la densidad Hamiltoniana
candnica,
He =7 (x)Au(x) — L. (2.5)
0 mejor,

1 m? 1
He = Eﬂ' k- (8;(71' )Ao — 7AMA“ + é_‘rFkiF . (2.6)
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Formulaciéon de Hamilton-Jacobi

Se parte de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi,
B tHo=0 — P +H=[dx(p'+Hc)=o0. (2.7)
En primera instancia la estructura de vinculos sera definida por:
°=pt+H., =0 y ¢'=1°=0. (2.8)

A partir de esto, el método de Hamilton-Jacobi establece que la evolucién de una variable
dindmica se describe como:

dF (x) = /d3Y [{F (x), 6% ()} dt + {F (x), 6" (v)} dwr (¥)]. (2.9)
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Corchetes de Poisson

Los corchetes de Poisson forman una estructura sélida para determinar la evolucién de un
sistema.

5. | OF(x) 0G(y) OF (x) G (y)
(£(9.G0)) = [ [ Do @) o @A),

A partir de esta definicion se calculan los corchetes de Poisson fundamentales, que son:

{Au(), 7 (n)} = 0:6°(x—y) (2.11)
{Au(x), A (v)} = o={n"(x),7" (v)} (212)
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Condiciones de integrabilidad

Todo sistema que sea integrable tendra que cumplir la condicion de integrabilidad de
Frobenius. Este no es el caso del campo de Proca.

e (x) = [8’,(‘71"( (x) + m2A° (x)] dt = o (2.13)
Esto genera un nuevo vinculo de forma que el sistema de EDPHJ se convierte en:

¢O = po +Hc=0
@' =0 (2.14)
¢2 6,)((7rk + m?A° = o
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Expansion del espacio de parametros independientes

Las consecuencias de incluir un nuevo vinculo se reflejan en la evolucién del diferencial
fundamental:

dF (x) = /d3y [{F (x), 6% ()} dt + {F (x), " (v)} dwr () + {F (x) , 6 ()} dwz (v)] -

(2.15)
Al evaluar la integrabilidad de los vinculos se deben obtener ecuaciones diferenciales que
relacionen las variables independientes,

[O%mk (x) + m2A° (x)] dt = m?dw, (x) 'y 7° (x)dt = —dw, (X) (2.16)

Se da la posibilidad de redefinir la dinamica del sistema en términos del parametro
temporal.
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Ecuaciones caracteristicas

Es posible describir las trayectorias dindmicas del sistema asociadas el conjunto de EDPHJ.
Ai(x) =7 () + 04 () 7 (x) = RFK (x) + m2AT (x) (2.17)
Uniendo estas dos ecuaciones se deduce la ecuacion de campo de Proca.

O F" + m?A” = o. (2.18)
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Corchetes generalizados

Ahora se redefinira la dindmica del sistema para eliminar la arbitrariedad generada por la

expansion del espacio de variables independientes. Los corchetes de generalizados se
definen por:

(FO.60)" = (F0.6W)- [ [ dudrv (F.o @) ()" ) {¢ 0.6 0)}

(2.19)

(10061 {6 _ (o —m?\ o,
M(X’y)_({¢2,¢1} {¢2’¢2})_<m2 o )63()( y)- (2.20)

Donde,
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Conteo correcto de los grados de libertad

Inicialmente, el espacio de fase se describe mediante:

(A, ) = (Ao,’/TO,A,',’/Ti) . (2.21)

Los corchetes generalizados entre los grados de libertad son:
(A (), A )Y =0 = {7 (9,7 ()}, (2.22)
{A, (x), 7 (y)} = 5k83 (x — y). (2.23)

La densidad Hamiltoniana canénica, se vera modificada,

_1kk1akaim2j1ki
Hc = Eﬂ' s +ﬁ kT O —7A]A +ZFk'F . (2.24)
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Ecuaciones de movimiento

Con esto en cuenta, la evolucién de una variable dinamica F (x) = F [A; (x) , 7' (x)] sera
de la forma:

dF (x) = /d3y {F(x),¢° (y)}" dt. (2.25)
De manera que las ecuaciones de movimiento se convierten en:
Ai(x) =7 (x) = =008 (x) y 7 (x) = GFF9 (x) + m2AT (x) (2.26)
Finalmente es posible establecer la ecuacion de Proca para los grados de libertad,

(0+m?) Al (x) =o. (2.27)
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Un proceso analogo

Densidad Lagrangiana

£ = R WP (0 + A (0, (39

Momentos candnicos generalizados

v

T oL _ _ oL __ E*v0

a(A)) ~ (0 Y T = 5 T 000An) T

(3.2)
Densidad Hamiltoniana canénica

1 .
He = mhatk - <8k7rk) Ao — ((‘3k7r*k) AG — mPAA, + ~Fft. (3.3)
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0®00

Formulaciéon de Hamilton-Jacobi

El aumento de grados de libertad hace méas grande sistema de EDPHJ,

®° = p'+H=o0,

¢' = w°=o,

¢* = 7°=o, (3.4)
P = Ga+ mPA*©© = o,

¢* = Gt + m2A° =o.

De forma que el diferencial fundamental se escribe de la forma:

F0) = [ EYHFR.° W+ F.6 ()} dor (1) + (F(). 07 (1)) s (1)
+ [ @yIE .8 ()} dos () + (F ). 6% ) s 0] (35
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Corchetes generalizados

Los corchetes generalizados mantienen la misma definicién,

(FO.6WY = 1F0.60)- [ [ v (F.o @} ()" @) {d (.60}

(3.6)
La matriz M en esta ocasion es de la forma:
O o o -m?
o o —m? 3
MOGY)=10 m o o | x=v)- (37)
m?> o o o

Nuevamente los grados de libertan son reducidos por los vinculos del sistema Gnicamente
a (A;, ', Af 7r*‘). Los corchetes generalizados entre estos son:

(M), ™)} =86 (x—y) v {A(x),m*(y)} =356 (x—y) (3.8)
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Ecuaciones de movimiento para los grados de libertad

Usando la misma definicién de diferencial fundamental con la densidad Hamiltoniana,
1 . . 1 .
He = a4 — g o — m*AYA; + —FjFY, (3.9)
m? 2 9

se encuentran las ecuaciones de movimiento del espacio de fase reducido:

Ai (x) = 74 (x) — #8,?‘8,1‘#*" (x) 7l (x) = OXF (x) + m2A¥ (x)

A () = 7 (x) — 0T () 7 () = O5FY (x) + Al (x)
Usando estas ecuaciones nuevamente se consigue la ecuacion de Klein-Gordon,

(O+m)A =0 y (O+m?)A"=o0.
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Simetria local de gauge

La adicion del término de masa provoca el rompimiento de la simetria de gauge.
Au(x) = AL (X) = Ay (x) + 9N (x) . (4.1)
Para recuperarla se propone que,
m? 1 2
M (a,+ 10 9) 2
) < ut S0 (4.2)
De manera que las transformaciones
Ap(X) = AL () +0A(x) Yy O(x) = 0(x)—eA(x), (4.3)
garantizan la invarianza local de gauge.
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Formulacion Hamiltoniana

Densidad Lagrangiana

£ == 2Fu (P () + 2 (A () + 20,0 (x)>2. (4.4)

oL _ _ o _m
B(Dohn) — —F Y P =550 = e (Ao + 2000) - (4.5)

Densidad Hamiltoniana canénica

1 k. 1€, < k) 1 m2< 1 >2
= - ——pf — (O™ ) Ao — €A —FiF 4+ — (A + =00) . 6
He = _mm" + b ™) Ao oPo +  FiaF + - (At 20k (4.6)
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Formulaciéon de Hamilton-Jacobi

El aumento de grados de libertad hace mas grande sistema de EDPHJ,
¢° = p'+Hc=o0,
¢1 7.‘_0 — O,

O— O™ + epp = 0. (47)

De forma que el diferencial fundamental se escribe de la forma:

dF (x) = / Py [{F (%), ¢° (V) } dt + {F (x), ¢" ()} dw: (v) + {F (x) , & (v)} dw2 (y)] -
(4.8)

23/30



Campo de Proca con simetria gauge
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Ecuaciones caracteristicas

Au = 0 (7= 0o ) + kdrcin,

1
o= gt <8k7rk + ep9> + o [a,F’k —m? (Ak + ;aka)} ,
A 2
0 = — Py —eAo+ew,
m

. m? 1
pg = —0k <Ak + —3k9) . (4.9)
e e
Mediante estas se pueden deducir las ecuaciones de Euler-Lagrange a nivel Hamiltoniano,
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Condiciones gauge

Al recuperar la simetria de gauge en el campo se ha generado una arbitrariedad en las
ecuaciones de movimiento del campo de Proca. Para ello imponemos las condiciones
gauge,
3 — — 4 — m*y _
P=Ac=0 Yy ¢*=0A+ T0=o0. (4.11)

Anadiendo estos dos vinculos al EDPHJ se obtiene,
dF (x) = / Py [{F(x),¢° ()} dt + {F (x), &' (v)} dw: (y) + {F (x) , & (v) } dw2 (v)]
4 [ @rF .8 () dos () + (F ). 6% )} oo (). (412
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Corchetes generalizados

La matriz M en esta ocasion es de la forma:

(o] (o] —1 O
(0] (o] o D

M(x,y) = T o o oX B (x—vy). (4.13)
o -Dp, 0o O

Donde se definié Dy = V, — m?. Los corchetes generalizados entre los campos del
sistema son:

(), 7)) = (0 + BE) P lc—y) A0 P} =~ (x—v)

(71(x),0(y)}" = el (x—y) {000.po ()} = (145) 8 (x—v)
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Ecuaciones de movimiento para los grados de libertad

considerando el sistema completo de EDPHJ, los grados de libertad, en principio
identificados por (A, 7", 6, py), se reducen simplemente a (A,~, 7r’). Usando la misma
definicién de diferencial fundamental con la densidad Hamiltoniana,

Tk k 1 k)2 1 ki m? 1 2
He = 2 2m2 (akﬂ ) - ZFkiF T (Ak - WakajAj) . (4.14)

se encuentran las ecuaciones de movimiento del espacio de fase reducido:
. (koo N AN
A (x) = (5,. — A (51— L) (x),

# () = g (x) — m? (8, — 5 (5~ TE) [y () - L2

(4.15)
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Conclusiones

Se exigi6 el cumplimiento de la condicion de integrabilidad de Frobenius para
vinculos no involutivos, propiciando la apariciéon de pardmetros indeterminados (w;),
de esta forma, se impedia la definicién Unica de la dindmica del sistema. Por ello se
construyeron los corchetes generalizados, los cuales permitieron deducir la ecuaciéon
de campo de Proca para el espacio de fase reducido por medio de las ecuaciones de
movimiento del sistema.
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Conclusiones

Se exigi6 el cumplimiento de la condicion de integrabilidad de Frobenius para
vinculos no involutivos, propiciando la apariciéon de pardmetros indeterminados (w;),
de esta forma, se impedia la definicién Unica de la dindmica del sistema. Por ello se
construyeron los corchetes generalizados, los cuales permitieron deducir la ecuaciéon
de campo de Proca para el espacio de fase reducido por medio de las ecuaciones de
movimiento del sistema.

La deduccidén de las ecuaciones de movimiento tanto para el campo real como para
el complejo mostré que el comportamiento del campo de Proca puede ser modelado
mediante la ecuacién de Klein-Gordon, esto implica que existe una analogia entre las
propiedades dindmicas de un campo escalar masivo con las de un campo vectorial
masivo como el de Proca. De esta forma, conociendo que las soluciones de la
ecuacion de Klein-Gordon son ondas planas, se obtiene una descripcion familiar de
las perturbaciones en este campo.
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Conclusiones

Fue posible aplicar la formulacién de Hamilton-Jacobi a un campo de Proca en el cual
se recuperaba la invariancia de gauge. Se notd que parecen aumentar los grados de
libertad del campo, no obstante, al construir el sistema de EDPHJ con la
incorporacion de dos condiciones gauge que surgian de los vinculos del sistema, se
demostrd que los grados de libertad seguian siendo A; y 7', pero las ecuaciones de
movimiento ya no se pueden asemejar con solucién de ondas planas.
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Conclusiones

Fue posible aplicar la formulacién de Hamilton-Jacobi a un campo de Proca en el cual
se recuperaba la invariancia de gauge. Se notd que parecen aumentar los grados de
libertad del campo, no obstante, al construir el sistema de EDPHJ con la
incorporacion de dos condiciones gauge que surgian de los vinculos del sistema, se
demostrd que los grados de libertad seguian siendo A; y 7', pero las ecuaciones de
movimiento ya no se pueden asemejar con solucién de ondas planas.

Se logré comprobar satisfactoriamente la equivalencia entre la formulacién de
Hamilton-Jacobi y el método de Dirac para sistemas con vinculos, resaltando una
equivalencia entre las condiciones de integrabilidad y el analisis de consistencia de
los vinculos. Los resultados encontrados aqui son compatibles a los encontrados en
el trabajo de grado, Tratamiento candnico de la ecuacion de Proca para campo real y
complejo y el informe técnico, Teoria de fotones masivos en las coordenadas de
plano nulo .
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Conclusiones
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Se encontré un pequeno fallo en el trabajo de grado citado, puesto que al establecer
las ecuaciones de movimiento para los grados de libertad del espacio de fase
reducido se consider6 la aportacion de grados de libertad que, en realidad no
aportaban, ya que se eliminaban al considerar la forma de los vinculos dentro de la
densidad Hamiltoniana tanto en el campo real como en el campo complejo, esto
conllevé a una deduccién no justificada de la ecuacion de campo de Proca.
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