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INTRODUCCION

A lo largo de la historia, los matemaéticos han desentrafiado misterios,
resuelto enigmas y descubierto patrones ocultos en el tejido mismo del
universo. En este libro se presentan teoremas que son como perlas que
brillan en el vasto campo de la matematica, ofreciendo una visién tnica
de lanaturaleza de los nimeros, las formas y las relaciones. Desde la Serie
Armoénica, que diverge, hasta la Ley de Reciprocidad Cuadratica, pasando
por los Sélidos Platénicos y las propiedades sorprendentes de los
cuadrados, los rectangulos y los tridngulos, cada teorema nos desafia a
explorar un aspecto especifico de las matemadticas y a descubrir su

impacto en nuestra comprensiéon del mundo.

A medida que nos adentramos en cada uno de los teoremas, iremos
desvelando sus enunciados intrigantes, examinando sus demostraciones.
No obstante, este libro no solo trata de férmulas y calculos abstractos;
uno de los objetivos es hacer que la matematica cobre vida, revelando su

belleza y relevancia en la vida cotidiana.

Ya sea que se trate de un lector avido de conocimientos matematicos, un
apasionado de los desafios intelectuales o simplemente alguien curioso
por descubrir el encanto de los teoremas, el libro Perlas Matemdticas
invita a unirse a este emocionante viaje. Exploraremos desde la
demostracién de que v/2 no es racional, hasta el fascinante mundo de las

curvas y las areas, evidenciando sorpresas matematicas en cada capitulo.

A lo largo de estas paginas, se encuentran conceptos familiares y otros

posiblemente nuevos, todos en la perspectiva de inspirar asombro y




Introduccion

gratificacion intelectual. Al final del recorrido se espera despertar la
curiosidad y el amor por la matematica, demostrando que la resolucion
de problemas y la bisqueda del conocimiento pueden ser experiencias

gratificantes y apasionantes.

Asi que, invitamos a sumergirse en estas Perlas Matemdticas y a dejarse
maravillar por los tesoros que se ocultan en los teoremas matematicos.
iPreparese para desafiar su mente y descubrir la fascinante belleza de la

matematica!

El libro esta organizado en 10 capitulos y en cada uno se aborda un
teorema, el cual se destaca por su belleza, aplicabilidad y, en muchos
casos, por su singular demostracién. En su orden se presentan los
siguientes teoremas: La Serie Armonica, S6lidos Platonicos, Teorema de
Haga, Relacién del Area de un Tridngulo con el de sus Medianas, Primer
Teorema de los Elementos de Euclides, Irracionalidad de la Raiz
Cuadrada de 2, Teorema de Holditch, Teorema de Thébault, Teorema de

Pitagoras, y Ley de la Reciprocidad Cuadratica.

Los autores

Junio de 2023



CAPITULO 1.
SERIE ARMONICA

1.1 CONTEXTO DE LAS SERIES NUMERICAS

Dada una sucesion infinita de nimeros reales {a,, a,, as, ...}, se define su

serie como la sumatoria de los términos a4, a,, as, ... asi:
S:a1+a2+a3+"'

esta suma se expresa de manera compacta con la utilizacién del operador

sigma, como:

S = a;

)
i=1

Para un determinado niimero natural n, la expresion

Sp = a;

n
i=1

se denomina Suma Parcial. Estas sumas sirven para determinar el

caracter convergente o divergente de las series.
Por ejemplo, para la sucesion natural (n) = {1,2,3, ...}

la serie correspondiente, es:

S=Zi:1+2+3+---

=1
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que es divergente porque cada una de sus sumas parciales es mayor que

la anterior en un ntimero superior a 1.

Las sumas parciales de la serie de los naturales, en concordancia con la

anécdota de Karl Gauss, se corresponden con la expresion:

i n(n +1)

De hecho,

Esto indica que, la sucesién de las sumas parciales puede hacerse tan

grande como se quiera o imagine.

Ala sucesidn de los inversos de la sucesion de nameros naturales:

6=z

le corresponde la siguiente serie, denominada Serie Arménica:

il—1+1+1+
i 2 3

i=1

UJIH
——

serie que requiere especial atencion por su crecimiento lento y sosegado
pero que supera cualquier cota superior, por inmensa que sea, COmo se

demuestra en este capitulo.
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Dado que la sucesion natural contiene infinitos subconjuntos que se
pueden determinar de distintos modos, es interesante indagar sobre la

convergencia de su correspondiente serie de inversos.

Por ejemplo, para la sucesion (n!) ={1,2,6,24,..}, puede ser

procedente, pero no facil, estudiar la convergencia de la serie

. . 1 1 1 1
correspondiente de inversos S = 2?21; =T+ +-++-

Igual, partiendo desde cualquier niimero natural se puede ir saltando de
acuerdo con un orden establecido y formar una serie. Iniciando en 100 y
siguiendo el orden natural es posible saltar de uno en uno de acuerdo con la
sucesion de los nudmeros triangulares y obtener la sucesién

{100,101,103,106,110,115,121, ... } que determina la serie de sus inversos

1 1 1 1 1 1 , I
—+-—+—+-—+—+-—+-, posiblemente incomoda para el
100 © 101 = 103 = 106 110 115

estudio de su convergencia.

De forma similar se puede estudiar la serie de los inversos determinados
por sucesiones de salto, tomando como comodin cualquier sucesion,
como la secuencia de Bernardo Recaman, cuyo crecimiento es lento y
curioso (Bellos, 2011; pp. 338-339). La sucesiéon de Recaman se define

como sigue:

ay, = 0;

a(n) =a(n—1) —nsia(n—1) > nyno figura ya en la sucesion,
a(n) = a(n — 1) + n en caso contrario.

Algunos de los términos de la Sucesién de Recaman son:

{0,1,3,6,2,7,13,20,12,21,11, 22,10, 23,9, 24,8, 25,43,62,42,63,41,18,42, ... }
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de este modo, la serie de sus inversos, exceptuando el correspondiente al
primer término por la indeterminacion que se alcanza, es
1 1

L4opopiily 1y
376 2 7 13

cuya convergencia resulta poco simple de determinar.

Y con ella se pueden producir otras series de salto o trampolin; por
ejemplo, iniclando en el 2, se produce la sucesion
{2,2,3,6,12,14,21,34,54,66,87, ...}, a su vez, determina la serie de sus
inversos multiplicativos como una parte de la Serie Armonica:
L
2 2 3 6 12 14 21
de la que resulta complejo resolver lo atinente a su convergencia. Igual, si
se parte desde 100 y se utiliza la misma Sucesién de Recaman como
esquema de salto, se encuentra la sucesion

{100,100,101,104,110,112,119,132,152, ... } la cual reproduce la serie

. T . 1 1 1 1 1 1
mver multipli 1 — Tt T -t — T —T
de sus inversos multiplicativos 00 + 0o + To1 + Toa + 1o + e + --- que

acarrea misterioso comportamiento en el estudio de su convergencia.

De algunas sucesiones contenidas en la secuencia natural, suele resultar elemental

el estudio de su convergencia. Por ejemplo, la sucesion de las potencias de 2:
(2™) =1{2,4,8,16,32,64, ...}
cuya correspondiente sucesion de inversos, es:
(L-fiit )
2n 2°4’8°16" "

serie que converge a 1.
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Retornando a indagar un poco el comportamiento de la serie arménica se

presenta la Tabla 1, en la que aparecen de manera aproximada algunas

sumas parciales con una aproximacién decimal.

Tabla 1

Sumas parciales de la Serie Arménica para valores dados de n

n
Z 1
n r
i
i=1
10 2.928968253
100 5.187377517
1000 7.485470860
10000 9.787606036
100000 12.09014612
1000000 14.39272672

Como se aprecia, la suma de los diez primeros términos ni siquiera llega a 3,
los cien primeros producen un valor que supera por poco a 5 y siguiendo asi,
con el primer millén de términos no se supera al 15. Este crecimiento lento,
misterioso y posiblemente por la escasez de instrumentos de calculo, hicieron
pensar que la serie convergia a algin valor y la demostracién afirmativa o
negativa de este hecho, habia puesto en jaque no sélo a matematicos

aficionados, sino también a profesionales (Clawson, 1999; pp. 69-74).

El primero en demostrar que la serie armoénica diverge, fue el obispo de
la ciudad francesa Lisieux, ubicada a 160 kilometros al oeste de Paris y a
orillas del rio Touques, Nicolas Oresme y que aqui se presenta, como una
prueba fehaciente de la genialidad y la sencillez del pensamiento humano,

que en Oresme se atreve a mostrar el poder de la visualizacién de las
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cantidades mezclando las relaciones de orden con la propiedad asociativa

de la adicion.

1.2 SOBRE EL AUTOR DEL TEOREMA

Nicolas Oresme nacié el 1 de enero de 1323, en un pueblo que pertenecid
a la antigua Alemania, hoy Normandia, cerca de Caen. Al parecer, fue
proveniente de una familia de labradores; de alli su origen humilde y de
escasos recursos econdmicos. Consigue una beca del Colegio de Navarra,
institucién para aquellos que no podian costear sus gastos en la
Universidad de Paris y con ello da un salto oportuno para afianzar su

progreso académico (Fernandez & Tamaro, 2004).

Hacia 1348 se dedica a estudiar teologia en Paris, alcanzando su doctorado en
1356; ano en que le nombran Gran Maestro (grand-maitre) del Colegio de
Navarra. Se sabe también que, en 1364 era dean (cargo eclesiastico cristiano)
de la catedral de Ruan. En 1369 hace una traduccién de las obras aristotélicas
a peticion del rey Carlos V de Francia (llamado el Sabio), quien le concede una
pension en 1371. Con este apoyo real alcanza el obispado en Lisieux por el afio

de 1377, lugar donde muere en 1382.

Oresme es considerado uno de los grandes académicos e intelectuales
europeos que existieron antes de la aparicidn de la peste negra, época en
que la epidemia arras6 un alto porcentaje de la poblaciéon de ese
continente, impactando de manera negativa la innovacion intelectual en
la Edad Media en toda esa regiéon del mundo. La obra intelectual y
académica de Oresme ha sido mas visitada por estudiosos anglosajones

que por franceses.

En su obra Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum

aparecen las contribuciones de Oresme para las Matematicas. En esta
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obra, introduce una forma grafica, pionera del Método Cartesiano para
representar velocidades y en el que, de manera creativa genial,
representa el movimiento uniformemente acelerado. Oresme propuso
una configuracién en la que la cualidad 'uniforme’ se correspondia con
una linea recta de la intensidad, paralela a la longitud; y era 'disforme’ si
se trataba de una recta no paralela (uniformemente acelerada) o si era
una curva no uniformemente acelerada. Por tanto, Latitudo o Intensidad,
representaba la velocidad y Longitudo representaba el tiempo; de modo
que el area de la figura representaba, por su parte, el espacio o distancia
recorrida. Con esta idea y su representacion presento lo fundamental del
Teorema de Merton de la velocidad media, teorema propuesto por

matematicos del Merton College de Oxford.

Estas formas de representacién de Oresme fueron utilizadas por
Leonardo, Cardano y Galileo, entre otros académicos de Alemania,

Francia e Italia.

1.3 EL TEOREMA

Teorema. La serie armonica diverge.

En otras palabras, las sumas parciales de la serie armdnica crecen

indefinidamente.
Demostracion

Nicolas Oresme, por el afio 1350, surtiéndose de la asociatividad y de
propiedades evidentes de las desigualdades, realizé una demostracion
repleta de belleza por su simplicidad y genialidad en la aplicacién de la

propiedad asociativa de la adicion.
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Su demostracion se basa en que, la suma de un conjunto finito de m fracciones

heterogéneas, con igual numerador 1 y positivas, de la forma:

Para el efecto, Oresme toma la serie armoénica:

5—1+1+1+1+1+
N 2 3 4 5

y hace asociaciones de 2™ términos a cada paso, seguin la sucesioén natural

(n), asi:

S—1+1+<1+1>+<1+1+1+1)+<1+1 + +1)+
B 2 \3 4 5 6 7 8 9 1 16

que resulta mayor que:

1+1+<1+1)+<1+1+1+1)+<1 PRI )
2 \4 "4 8 8 8 8 16 ' 16 16 /)7

Esta ultima expresion es igual a:

L4op2p 2 8
2 4 8 16

y de esta manera se encuentra la relacion:

1 1 1 1 1
1 +§+ §+E +§+ §+ -+ < § (que es la suma de la Serie Armonica).
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Bueno, y aqui, otro hecho evidente: infinitos unos, infinitos medios,
infinitos centésimos o infinitos gugolésimos (Un gugol equivale a un uno
seguido de 100 ceros), suman el infinito y por ello, S no tiene otra
alternativa que crecer de manera desmesurada a pesar de que lo haga con
lentitud, tal como se ha evidenciado y en consecuencia, S es el infinito.

Con esto termina la demostracion.

Nicolas Oresme, quien demostré el caracter divergente de la serie

armdonica, también probo la igualdad:

iz_1+2+3+4+ _,
202 22 23 7 4 N

Esto mueve a revisar el infinito potencial y reconocer que sélo en el

ualtimo momento, cuando se tienen todos los términos de las anteriores

. . 4 , .
sumatorias, se obtiene 2 o 7 segununau otra sumatoria.

1.3.1 Argumentacion

Nicolas Oresme ha legado a la humanidad un prototipo de demostracién
elegante, fundamentada en la importancia de manejar de forma adecuada
propiedades de las operaciones, en este caso, la propiedad asociativa de
la adici6én, conjuntamente con una relacién de orden; y también en la
capacidad de intuir la forma de organizar los sumandos en grupos de
potencias de dos para enrutarse en la consecuciéon de una suma infinita

de medios. Esta forma de pensar, sélo es dable a mentes entrenadas y con
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alta capacidad de visualizaciéon. De un problema complejo que habia
puesto en jaque a matematicos profesionales, emerge una solucion

elemental, simple, entendible y clara.

Esta demostracion caracterizada por su sencillez, ensena que, en el ambito de
los célculos aritméticos es recomendable acudir a las propiedades de las
operaciones. De hecho, quien bien las utiliza, es considerado como un acucioso

estudiante y amante de las matematicas.
1.3.2 Otras demostraciones

1.3.2.1 Aplicacion de un principio del infinito

Es util detenerse a repetir que el uUnico objeto S tal que
S+ 1=5=S5—1eselinfinito (o), lo que indica que al sumar uno al

infinito, no cambia su naturaleza.

Este hecho, ligado a la identidad

(1 1 )_n(n+1—n)_ n 1 laui
nn n+1 nn+1) —n(n+1)—n+1paracuaqu1ern

constituyen los artificios utilizados por Jakob Bernoulli para desarrollar
s . . . - 1,1

una demostracidén de la divergencia de la serie armonica, S = 1 + St3t

1 : o D

" + -+, sustentada en la propiedad asociativa de la adicién (Amster, 2008;

pp. 64-67).

En efecto,

¢ 1)+(1 1)+(1 1)+(1 1)+ — 1 (por destruccién de paréntesis)
> 273 3732 275 =1 (por destruccién de paréntesis
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en los puntos suspensivos " se entromete el infinito potencial,

mientras que en la expresién " = 1" se cuenta con todos los sumandos,
con todos los términos, con los infinitos términos, asi, ya se han dado

todos los pasos y por ello se esta en el infinito actual.

En consecuencia, es posible escribir igualdades como la siguiente:

(1 1)+(1 1)+(1 1)+<1 1)+ 1
2 3/ \3 4/ " \4 5/ 5 6 -2
Y de acuerdo con esto, es factible escribir una multitud infinita de igualdades
que se dispone en una tabla de infinitos renglones, en la que se hace evidente
la “agrupacion de términos semejantes” en la suma de todos los términos a

izquierda de todas las igualdades. Para ello, se reconoce a S como la suma de

los inversos de la secuencia de los nimeros naturales.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(1-2)+G-3)*G-2)*G-3+G8 G35 +G-5+G3) + =
(1 1)+(1 1)+(1 1)+(1 1)+(1 1>+(1 1>+(1 1>+ _1
2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 )
(1 1)+(1 1)+(1 1)+<1 1>+<1 1>+<1 1)+ _1
3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 3
(1 1) (1 1 1 1 1 1 1 1) _1
27575 6)+(6 7>+(7 8>+(8 9)t =%
1 1)+(1 1>+(1 1>+(1 1>+ _1
(5 6/ "\6 7)7\778/ 78 9/ "5

GG GPeet

Con esto, basta aplicar el principio aristotélico de que, si a cosas iguales,

se les agrega cosas iguales, se siguen cosas iguales. De modo que, al sumar
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los términos del lado izquierdo y del lado derecho, respectivamente, se

obtiene lo siguiente:

Lado izquierdo:

1+2<1 1>+3(1 1)+4(1 1)+ _1+1+1+1+
2 2 3 3 4 4 5 2 3 4 5

Lado derecho:

o4 g oo
2 3 45
Y como estas cosas son iguales es claro que S = -1+ S, o lo que es lo

mismo S =5+ 1.

De modo que, S no tiene otra alternativa que ser el infinito co; dado que S
es el inico objeto matematico que no cambia de naturaleza al sumarle 1.
Dicho de otro modo, la serie armdnica diverge al infinito; esto es, S puede
hacerse tan grande como se desee y asi su crecimiento sea lento en
exceso, puede hacerse en algin momento mas grande que un Gugol o mil
Gugol o un Gugol-plex, quedando estos nimeros, en todo momento, muy

pequefios, en la distancia.
1.3.2.2 Demostracion por reduccion al absurdo

El matematico chileno Marco Renedo divulga una demostracion de la divergencia

de la serie arménica por reduccion al absurdo (Amster, 2019; pp. 35-38).

En efecto, al suponer que la serie converge a un nimero determinado M,
se tiene:
1

1+1+1+1+ +.=M
2 3 4 5 o



Capitulo 1. Serie armonica

suma que se puede dividir en dos grupos, una con denominadores pares

y otra con impares, asi:

M—<1+1+1+1+ )+(1+1+1+1+1+ )
2747638 3'5°7'9 '

El primer grupo, se puede escribir como:

1 1 1 1 1
—<1+—+—+—+—+---)=

M.
20" "27374"5 2’

y en consecuencia, la suma del otro grupo debe ser la otra mitad; es decir:

1+1+1+1+1+ Y
3 5 79 T2

Por Propiedad de Monotonia, se cumplen, de manera estricta, las

siguientes desigualdades:

1>1 1>1 1>1
" 576’ 78 9 10"

W[ =
e B

1>1 >
2’

Al sumar término a término todas ellas, se encuentra que:

R I
3'5°7'9 2 468

y como,

+1+ _Y
8 )

]

N~

+

1+1
2 4

NI
NI
NI

., M
se llega a la conclusidn contradictoria: 5=
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Este absurdo se obtiene al suponer que la serie arménica converge a un
real M, por lo cual, por estar contra el principio de no contradiccion, se

tiene que la serie armonica es divergente.

La serie armoénica, por analogia con la serie natural, contiene cualquier

parte n-ésima de ella misma, pues es suficiente tomar,

S —1+1+1+ —1(1+1+1+ )
%_n 2n  3n n 2 3 ’

parte que, con toda evidencia, diverge al infinito, y al tiempo, también lo

hace toda serie de la forma:

5_21_<1+1+1+>
* Lii+ta \1+a 2+a 3+a ’

oo
i-1

cualquiera que sea a en el conjunto de los nimeros reales.

De este modo, para cualquier natural Q, la serie:

i 1
i+11+Ql

es divergente; en otras palabras, la sucesion de sumas parciales:

[ee]
1
——— no es acotada.
). iTo
i+1

1.3.2.3 Sucesion de inversos de numeros primos

Las consideraciones de comparacién anteriores llevaron a Nicolas
Oresme a demostrar que la sucesién de los inversos de los nimeros

primos también es divergente; demostracion que se presenta de modo
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resumido, siguiendo el modelo de reduccién al absurdo, en la que se

utiliza la serie convergente:
/1
S ()=
 \2!

=1

En efecto, al suponer que la serie de los inversos de los primos converge,

se tiene:

21_11111_L P
__§_|_§ §+7+H+ para algun real L.

p primo P

En consecuencia, es posible escoger una cola infinita de la serie, menor

que cualquier niimero; asi, existiria un determinado k para el cual,
[ee]
Z 1
i=k+ p

. : 1 : S
siendo cada p; un primo y el 5 se ha escogido por conveniencia (Se puede

NIH

seleccionar cualquier otro real menor que uno).

Ahora bien, si Q = p;1p, ... px es producto de los primos no tomados en la
cola, es claro que los divisores primos de 1 + iQ no estan en el segmento

finito fuera de la cola p; p,_py independientemente del i que se tome y

. X
todas las fracciones de la forma Trig parecen en el desarrollo de

t
(Z;-x;k“%) para algin t € N gracias al cumplimento del Teorema

Fundamental de la Aritmética; en particular, aparece una fracciéon ﬁ y

t
L . ./ 1\ .
t términos mas en la expansion de (Z?‘;Hl;) siendo x > 1.
i
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] o1 1\¢ .
Asi, se cumple la relaciéon o < ( ka1 ;) paraalgunt € N y en forma
L

t
general se cumpliria que Y;/_ 11+ 0 = <Xz 1(21 k+1 ) < iz 1( ) <1

1 _1 . . . . .
ya que Y21 o <,y setiene de inmediato la inecuacion Zle <
L

para cualquier r, hecho imposible puesto que Y72 es divergente y se

1—11 +0i

puede hacer tan grande como se quiera; de este modo, la sucesién de

sumas parciales S, = Y1 no es acotada.

l—11 Q

A este hecho absurdo se lleg6 pensando en que la suma de los inversos de

los primos configura una serie convergente y en consecuencia la verdad

1 1

estd en que lo contrario es cierto. De modo que la serie ., primoy, =3 +

Z+i4islies divergente.
3 5 7 11

o . 1 1
Y también, siendo la serie ¥, primos =3 t3+ctot ;- no acotada,

se puede hacer tan grande como se desee o se piense, y para que ocurra
eso, la lista de niimeros primos necesariamente debe ser infinita; esto
evidencia que los nimeros primos son infinitos, y tal como se sabe, en la
medida en que se avanza por la serie natural se hacen escasos, cabe la
posibilidad de encontrar abundancia de los mismos al alcanzar un
intervalo impropio con extremo inferior lo suficientemente grande. Esto
sugiere el hecho de que en el primer millon de términos solo existen

78499 numeros primos, cuya suma de inversos ni siquiera supera al 4.

1.3.3 Desviacion

De las series de nimeros surgen anomalias numéricas significativas
cuando interviene el infinito potencial, anomalias que derivan del
incumplimiento de algunas propiedades, en especial, las propiedades

conmutativa y asociativa de la adicion. El orden en que aparecen los
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sumandos y la forma en que se agrupan o asocian algunos de ellos, cobra
importancia. Piénsese por ejemplo, en la suma de infinitos unos
Yiei1=14+1+1+ -, esta suma diverge; es decir, puede sobrepasar
cualquier cota por grande que se disponga, va mas alla del gugol o del

gugol-plex, avanzando, lenta, sosegada, sostenida, pero con energia.

En cambio, la serie alterna Y52,(—1)"'=1-1+1-1+1.. puede
entenderse como una suma infinita de ceros: %2, 0=(1-1)+ (1-1) +
(1-1)..=04+0+0+-, que es cero; u organizada de otra forma,

P (=Dt=1-1-1)-(1-1D++=1+0+04+0+--=1; o
podemos organizar n primeros unos y dejar los n unos negativos al final de la cola,
en el infinito, para que operen: Y72, (-1 ' =n+ (1 -1+ (1 —-1) + - =

n+ 0+ 0+ 0+ -+ = n, haciendo que la suma, sea cualquier nimero entero.

Pensar en esta serie alternada de unos, es inferir desde la igualdad:

Ll —r 42— 4 = ¥R (=1,

1+r -

que haciendo r = 1, también muestra que Y5, (-1)"" 1 =1-1+1-

141 —-=2
2

Desde la suma de infinitos reales aparecen asombrosas anomalias; la
. - . o 1 1,1, 1 .

serie armonica por ejemplo, Zi:ﬁ =1+ > + 3 + " + -+ diverge; es tan

grande que rebasa cualquier cota, crece con lentitud, al punto que solo

para sobrepasar al nimero 5 son necesarios cientos de términos; pero su

. (-t 1 1 1 .
serie  alterna Y2, Ty — 1—;t;—;+ tiene asombroso

. . 1 1 1. 1 5 1.1
comportamiento; las sumas parciales 1 — =5 1-— > =+ 359 1-— 3 + 3

% = %, que en aproximacion decimal son 0,5; 0,83333; 0,583333,..,, se
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acercan de manera oscilante e inexorable al valor 0,693147 que coincide

con el nimero real trascendente In(2).

Causa asombro la ocurrencia de que la suma infinita de ndmeros
racionales no sea un racional, contrario a cuando los sumandos resultan
ser una cantidad finita de ellos. Pero no solo eso, si atendemos a la
oportunidad brindada por La Paradoja de Tristram Shandy de Bertrand
Russell (Culturacientifica, 2013) y como ocurre en la escritura de
autobiografias en las que el autor puede saltar dias y regresar a estos en

cualquier momento, podemos ordenar los sumandos, por ejemplo,
1

1,1 1,1,1 1 . .
como 1+ sttt tgtg—to también otros ordenes y hacer

que las sumas parciales converjan a cualquier nimero real.

El infinito se puede utilizar como criterio de abundancia; asi, a sabiendas
de que la serie armodnica diverge, partes de ella divergen o convergen. Por

ejemplo, la serie de los inversos de los cuadrados perfectos converge,

1 1,1 2 .
Zf‘;li—2=1+2—2+3—2+---:? y como se ve lo hace a un numero

trascendente; en cambio, la serie de los inversos de los nimeros primos
o 11,1 ,1,1,1 ,
Xip primo > =3 totototot diverge, se puede hacer tan grande

como se quiera, lo cual significa que hay mas numeros primos que
cuadrados perfectos, hecho misterioso e insondable por lo irregular de la
distribucion de los nimeros primos frente ala de los cuadrados perfectos,
en las que, la distancia entre ellos configura la secuencia de los nimeros

impares y por ello se pueden localizar con facilidad.

Jacob Bernoulli (1654-1705) prob6 que la serie de los inversos de los

1 .
cuadrados Z?‘;li—z es convergente, y Leonard Euler demostré que

1 m? L. . . e iy .
Yitq = = - utilizando funciones trigonométricas. También encontro que
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. 1 1 1 1 1 2
Zi:lm =1+ 5+ + = dando paso a que la suma de los

1

. 1,1, 1 1
inversos de los cuadrados de los pares sea ;{2 CrE- 2 tatatet

2 2
T .7 e .
~ 5 Euler también encontré la suma de la serie alternante

Estos resultados son importantes pues determinan que sumas infinitas
de niimeros racionales producen irracionales, en este caso trascendentes
y vinculan de manera misteriosa y asombrosa al trascendente 7, a la

longitud de la circunferencia.

Todo esto asegura que con las series se debe tener cuidado. Por ejemplo,
si se quiere calcular la suma infinita 1 + 3 + 3% + 3% + --- que de hecho
diverge y para inyectarle alma finita se le llama S =1+ 3 + 32 + 33 +
= ¥% 3% pequefios malabares algebraicos consiguen ver como
S=1+3+32+33+--=1+3(1+3+32+33+--)=1+3S§ y
asi S = —%. Gran fiasco, ;como asi que la suma de enteros positivos que

atodas luces diverge, resulta igual a un racional puro y ademas negativo?
De hecho, esta suma infinita también se puede escribir como S =1+ 3 +

32(1+ 3+ 32 +3%3+ ) =4+ 9S conlo que se llega al mismo resultado
1

deS =-—-.

2
Esto ocurre con las infinitas progresiones geométricas de razon n,
S=14+n+n?+n3+--sobrelas que, con el mismo malabar algebraico,
se evidencia que en la medida en que se avanza potencialmente hacia el

infinito por ellas, su suma (siendo divergente) se aproxima a cero, puesto

1 .
que S = — —y lo hace por valores negativos.
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También ocurre lo contrario, sumas infinitas que al cumplir ciertos

. s 1 1 1
requisitos resultan convergentes, como ocurre con E + ; + ; + .=

1 . .
Z;";l; que converge en virtud a que sus sumas parciales crecen con

lentitud extrema, aunque esta razén se quede corta, puesto que existen

sumas infinitas que crecen con extrema lentitud y no son convergentes.



CAPITULO 2.
SOLIDOS PLATONICOS

2.1 CONTEXTO

Pitagoras, el fundador de una secta obligada al secretismo figura como el
transformador del conocimiento aritmético y geométrico de la época.
Varios resultados surgieron por simple contemplacién referidos a los
numeros triangulares y cuadrados. Por ejemplo, las sumas parciales de la
serie de los numeros impares son cuadrados perfectos, un nimero
cuadrado se descompone en la suma de dos triangulares consecutivos y
los triangulares son las sumas parciales de la secuencia de ndmeros
naturales. Existen vestigios anecdéticos dificiles de creer sobre su
personalidad, como el hecho de que habia convencido a su séquito el

haber nacido con un fémur de oro (Paulus, 1998; pp. 256-258).

A Pitagoras se debe el haber fortalecido el estudio de teoremas en forma
abstracta, un poco alejados de la practicidad que imprimen el dibujo y los
modelos. Se asegura que él, con sus seguidores, bien llamada escuela
pitagdrica, fueron los descubridores de los numeros irracionales y de la
construccién de los poliedros regulares llamados sélidos platénicos,

ligados de manera mitica a la composicién del universo.

Euclides, en sus célebres Elementos, hace un esfuerzo diligente y
secuencial para llegar hasta la proposicion 47 en el Libro [, en que
demuestra el llamado Teorema de Pitagoras, teorema que ensefia que
cuadrado mas cuadrado es cuadrado y que al parecer es una herencia de
los babilonios y egipcios. En el Libro XIII, capitulo final de su obra,

termina con la construcciéon de los Sélidos Platénicos. De este libro se
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disponen a continuacidn las proposiciones pertinentes a la construcciéon

de los poliedros regulares (Euclides, 1998), as:

La Proposicién 13, referida a la construccién del tetraedro, pide construir
una piramide, envolverla en una esfera dada y demostrar que el cuadrado

del didametro de la esfera es una vez y media el del lado de la piramide.

La Proposicidén 14, exige construir un octaedro y envolverlo en una esfera,
como en la proposiciéon anterior, y demostrar que el cuadrado del

diametro de la esfera es el doble del cuadrado del lado del octaedro.

La Proposicién 15, pide construir un cubo y envolverlo en una esfera,
como la piramide, y demostrar que el cuadrado del didmetro de la esfera

es el triple del cuadrado del lado del cubo.

La Proposicion 16, se dirige a construir un icosaedro y envolverlo en una
esfera, como en las figuras antedichas, y demostrar que el lado del

icosaedro es la recta sin razén expresable llamada menor.

La proposiciéon 17, pide construir un dodecaedro y envolverlo en una
esfera, como en las figuras antedichas, y demostrar que el lado del

dodecaedro es la recta sin razén expresable, llamada Apotema.

La proposicion 18, de manera escueta, exige poner los lados de las cinco

figuras y compararlos entre si.

Con esto termina, no solo el capitulo o Libro XIII, sino el discurso de los
Elementos propuestos por Euclides. Como se ve, no existen mas y
tampoco hay mayores referencias respecto de la existencia de otros
poliedros regulares, sin demostrar que solo son cinco, Euclides parece

que lo sabia desde los estudios pitagéricos del que, de forma anecdoética,
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también se sabe que por divulgar este secreto, Hipaso de Metaponto fue

desterrado de la orden y botado al mar a su suerte.

Los so6lidos platénicos o regulares son poliedros convexos, cuyas caras
son poligonos regulares, todas congruentes entre si; ademas, a cada uno
de sus vértices llega el mismo nimero de aristas (grado del vértice) y
todos los angulos sélidos son iguales. Como formas tridimensionales,
tienen gran belleza impregnada de misterio por su nimero reducido. Solo
son cinco. El nombre lo reciben en honor a Platon, filésofo griego (-427 a.
C.-347 a.C.),aquien se atribuye haberlos estudiado en primera instancia.
Otros nombres de estos cuerpos tridimensionales de alta regularidad son
cuerpos cosmicos, solidos pitagoricos, poliedros platonicos o poliedros

regulares convexos (Paulus, 1998; pp. 208-210).

Al parecer, el primer gedmetra griego en estudiar estos cuerpos fue
Teeteto, contemporaneo de Platon. Como todos los cuerpos
tridimensionales convexos, incluso los no regulares, cumplen la formula
V +C—A=2enlaqueV representa el nimero de vértices del s6lido; C
alude al numero de caras y A corresponde al nimero de aristas; férmula
descubierta por el suizo Leonhard Euler, uno de las mas prolificos y
versatiles matematicos que hayan existido. La expresion V +C — A4 = 2
recibe el nombre de Féormula de Euler o Férmula Caracteristica de Euler

(Paulus, 1998: 210).

Los Solidos Platonicos son cinco: el tetraedro, el cubo o hexaedro, el
octaedro, el dodecaedro y el icosaedro. Resulta imposible construir otro
solido diferente de los cinco anteriores que cumpla todas las propiedades
exigidas de convexidad y regularidad en cuanto a la congruencia de sus
caras y la igualdad respecto del grado de sus vértices. El grado esta

referido a la cantidad de aristas que confluyen a un vértice.
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La convexidad de un poliedro, significa que, el segmento que une dos

puntos en el interior del sélido, también queda en el interior (Tabla 2).

Tabla 2

Poliedro convexo

Todo poliedro convexo tiene 1la
particularidad de que en cada vértice
convergen al menos tres caras. Ademas,
en ese vértice, la suma de los dngulos de
cada una de las caras se obliga a ser

menor a los 360° porque, siendo igual a

este valor, el poliedro se aplanaria y no
se puede pensar en su interior; en
consecuencia, tampoco en  su

convexidad.

Tabla 3

Poliedro aplanado

El grafico a izquierda, muestra Ia

evidencia de que, si la suma de los

angulos en un vértice es igual a 360°, el

go"r_l 90° poliedro se aplana, impidiendo su
90 2 90° convexidad.

De otro lado las caras de los poligonos

regulares que configuran el sélido al

menos deben tener tres lados (Tabla 3).
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Por las anteriores circunstancias, se tiene que si las caras del posible
sélido platonico son tridngulos equildteros, siendo cada angulo del
tridngulo de 60° en el punto de convergencia, pueden confluir 3,4 0 5
caras. No es posible que concurran 6 caras pues se coparian los 360°

suscitando aplanamiento del sélido en ese vértice.

Si en cambio las caras son cuadrados, la Unica alternativa es que confluyan 3,

ya que con cuatro se vuelven a completar 360° y el cuerpo se aplanaria.

Tabla 4

Poliedro pentdgono regular

Por ltimo, si las caras son
pentagonos regulares, sus angulos a
los vértices son de 108°, lo que abre
la posibilidad de que en cada vértice

108° N del sélido se apeguen tres caras.

Pensar en que las caras sean hexagonos
es imposible, pues sus angulos internos
* son de 120° y por ello, tres caras
armarian los 360° que hacen que la

forma se aplane (Tabla 4).

Este recuento de las caras no es una demostracion de la existencia de
Unicamente cinco sélidos platénicos, pero es una evidencia de que solo
existen las posibilidades anexas a la siguiente tabla dispuesta de acuerdo

al numero de caras (Tabla 5)
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Tabla 5

Relacién de sdlidos platénicos

Coincidencia en

Suma de los

pentagonos

Sélido Nombre angulos de
cada vértice
coincidencia

Tres

Tetraedro 180°
triangulos
Tres

Hexaedro 270°
cuadrados
Cuatro

Octaedro 240°
tridngulos
Tres

Dodecaedro 324°
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Cinco
Icosaedro 300°
triangulos

Wy

Al parecer, los pitagdricos lograron demostrar que solo existian cinco
solidos platonicos. La demostracion que se dispone a continuacién se
aleja de la pitagorica porque hace uso de la férmula caracteristica de

Euler V + C — A = 2, que vivi6 en el siglo XVIII.

2.2 SOBRE EL AUTOR

Leonhard Euler es un matematico nacido en Basilea, Suiza en 1707, su muerte
acontecio en San Petersburgo en 1783. Fue alumno del eminente matematico
Johann Bernoulli en la universidad de Basilea y admirado por ¢él, hecho
curioso dado el caracter caprichoso de los miembros de la familia Bernoulli

(Newman, 1979; pp. 75-76).

Obtuvo su grado en 1723 y en 1727 fue invitado por Catalina [ para convertirse
en asociado de la Academia de Ciencias de San Petersburgo en donde también
laboraba Daniel Bernoulli. Seis afios mas tarde pierde la vision de su ojo
derecho; esto no impidio su laboriosidad en el campo matematico ni la calidad
de sus descubrimientos. Federico II el Grande, lo invita a trabajar en la
Academia de Berlin en 1741, alli estudio y escribié sobre calculo integral
modificando sus aspectos teoricos, elaboré nuevas demostraciones de
resultados geométricos y renovo los métodos algebraicos. Mas adelante
encontro resultados en el campo de las ecuaciones diferenciales y colabor6

con el progreso de la teoria de las funciones trigonométricas, logaritmicas y
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exponenciales; en estas ultimas, fue quien primero utilizé el simbolo e como

base de los logaritmos naturales.

En su obra Introductio in analysim infinitorum publicada en 1748, expuso el
concepto de funcion que se utiliza ain; en geometria, encontr6 hallazgos sobre
los antiguos conceptos como el ortocentro, el circuncentro y el baricentro de

un tridngulo y modifico el tratamiento de las funciones trigonométricas.

Después de su muerte ocurrida en 1783, nace el proyecto de publicar la
totalidad de su obra, consistente en mas de ochocientos tratados. Hasta el
momento, no existe otro matematico que haya escrito tanto como él y que haya

dedicado su trabajo cientifico a campos tan diversos.

2.3 TEOREMA

Teorema

Tan solo existen cinco solidos platonicos: el tetraedro, el hexaedro, el

octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.
Demostracion

La demostracion de este hecho se fundamenta en la formula caracteristica de
Euler V + C — A = 2 que satisface todo poliedro convexo (Tabla 6).
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Tabla 6

Niimero de aristas de un sélido regular

-
>

Llamando g al ntimero de aristas que se conectan
con un vértice, y [ al nimero de lados que conforma
una cara en un solido regular, aparecen dos formas

‘ naturales de calcular el niumero de aristas que

configuran a cualquiera de estos cuerpos a saber

gV

A="—
2
P
2

. ., 4 I~ ,
La primera expresion A = ‘97 aparece porque al multiplicar el numero de

vértices por el grado que es el mismo en cada nodo, cada arista queda contada
dos veces, por la simple razén de que una arista es el camino de union entre
dos vértices. De este modo, para obtener el numero exacto de aristas que

conforman el sélido regular, el producto gV debe dividirse por 2.

. -y lc ,
Lo mismo ocurre con la expresion 4 = - [ es el niimero de lados de cada uno

de los poligonos regulares que son las caras del solido. En el producto [C cada
arista se cuenta dos veces porque cada una de ellas es el sector de vecindad en
el que colindan dos caras. Esto justifica que a tal producto hay que partirlo por

dos para obtener el nimero exacto de aristas A.
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De cada una de estas expresiones se llegaa V. = % yC = % y al reemplazarlas
. 24 | 24 .
en la formula de Euler produce ” + 5 A =2 de la cual se obtiene la
. 2,2 _

ecuacion A (5 +o- 1) =2.

Ademas, en cada solido es claro que cada uno de los parametros A, C y V se
obligan a ser mayores o iguales que 1 y en particular, para convertirse en un
poliedro regular convexo se debe cumplir que g = 3yl = 3, de lo contrario,
no hay posibilidad de que exista poliedro alguno.

. 2 2 . .

Siendo A (E +I- 1) =2 vy dado que A >0 de manera estricta se sigue
G + % - 1) > 0, también en modo estricto. En consecuencia, se tiene que

2 2 : . . 2
7> 1-— 5 de donde se sigue la inecuacion | < ngz' En este momento, se puede

determinar entonces, lo que debe satisfacer el parametro [ en concordancia con los
valores que tome g = 3, de modo que, si g = 3, se encuentra [ < 6. Asi, en este

caso, [ puede tomar los valores 3,4 0 5, porser [ > 3.

Con estas consideraciones es factible llenar de manera parcial una tabla de

posibilidades para los valores de g y [ como sigue (Tabla 7):

Tabla 7

Tabla con valores posibles para g y | (a)

g 1
3 3
3 4
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Si g = 4 se consigue [ < 4 lo que hace que la tinica posibilidad sea [ = 3.
29

Recuérdese que [ < =

. 10 . .
Si g = 5 se encuentra [ < ~ ¥ en consecuencia se tiene l=3.

Para valores superiores de g se encuentran imposibilidades para [ ya que por
la estructura de los so6lidos [ = 3 y si, por ejemplo g = 6 se consigue [l < 3y

estos dos hechos se hacen imposibles (I = 3 y [ < 3 es absurdo). Igual si

14 . . :
g=7,1< - es decir [ < 3, cosa que de nuevo es imposible.

Con todo esto la tabla de posibilidades para los dos parametros en juego queda

como sigue (Tabla 8).

Tabla 8
Valores posiblespara g y L (b)

g )
3 3
3 4
3 5
4 3
5 3

Ahora bien, desde A G + % - 1) = 2 se consigue la funcion de dos variables

A(g, D) = % para completar la tabla con los valores de A.
g+i=
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De modo que, por ejemplo, para el primer renglon A = A(3,3) = 63_

T
Il
o

La tabla se completa como sigue (Tabla 9).

Tabla 9
Valores posibles para g, ly A

9 l A
3 3 6
3 4 12
3 5 30
4 3 12
5 3 30

En este momento vale la pena recordar que ya se habian establecido las

formulas V = % yC = ? que deben satisfacer los posibles solidos platonicos,
. . 24 24

ellas son funciones de dos variables V(4, g) = 5V CADh=C= - con las

cuales se completa la tabla final con todos los valores, disponiendo también el

nombre del poliedro (Tabla 10).

Tabla 10
Valores posiblespara g, Ly A, Vy C

g l A % C Nombre

3 3 6 4 4 Tetraedro

3 4 12 8 6 Hexaedro
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3 5 30 20 12 Dodecaedro
4 3 12 6 8 Octaedro
5 3 30 12 20 Icosaedro

Asi culminan todas las posibilidades y, con ello, termina la prueba, en la que,

en efecto, se ha demostrado que tan solo existen cinco solidos platonicos.

2.3.1 Argumentacioén

Es una generalidad de que los matematicos profesionales realicen
demostraciones de teoremas de unicidad por la via de la contradiccion,
también llamada de reduccion al absurdo. Si se fija bien, este teorema es de
unicidad, pero se encamina por un modelo de demostracion constructivo y
deductivo, va examinando posibilidades, haciendo cuentas, utilizando las

propiedades de las inecuaciones y utiliza herramientas de algebra elemental.

El hecho de so6lo llevar cuentas, de pensar en la configuracion de funciones,
de examinar las tablas que se completan paso a paso, se perfila en lo deductivo
y justo deriva en establecer tablas. Es un trabajo de estilo sistematico, se
enhebra dentro de la ingenieria de sistemas y en consecuencia a nuestro juicio,
le imprime belleza al teorema y a su demostracion cuyo resultado se apega a

los misterios que cunden en la matematica.

2.3.2 Desviacion

Con sentido recreativo se dispone a continuacion una lista grafica de patrones
bidimensionales que derivan en la construccion de los cinco solidos platonicos
de los que, vale recalcar que, para el hexaedro o cubo se conocen trece
patrones y existen al menos dos para los demas solidos. En el listado que sigue,

se disponen cuatro de ellos (Vélez, 1996; pp. 132-137).
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Figura 1. Tetraedro

El tetraedro limitado por cuatro triangulos equilateros, unidos de tres en tres

(Figura 1).

Tabla 11

Patrones del Hexaedro regular o cubo

El hexaedro regular o cubo, limitado por seis cuadrados congruentes ligados

de tres en tres (Tabla 11).
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VAN

\V

Figura 2. Octaedro regular

El octaedro regular, limitado por ocho triangulos equilateros, ligados de

cuatro en cuatro (Figura 2).

Figura 3. Dodecaedro regular

El dodecaedro regular conformado por doce pentagonos regulares unidos de

tres en tres (Figura 3).

VAVAVAVAVAN
VVVVV

Figura 4. Icosaedro regular
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El icosaedro regular, configurado por veinte tridngulos equilateros, unidos en

cada vértice de cinco en cinco (Figura 4).

Otra particularidad de los solidos aparece en que sus areas y volimenes
dependen de los numeros irracionales, excepto para el cubo. Tales formulas
se disponen a continuacion, en la siguiente tabla, en la que a es la longitud de

la arista para cada sélido (Tabla 12).

Una particularidad final: los sélidos platonicos son elementos que se ligan a
los juegos de azar, pues se convierten en excelentes elementos probabilisticos
en cuanto que, cada uno, se adopta como dado en la que cada cara otorga la
misma probabilidad de ocurrencia; asi, el octaedro es un dado de ocho caras;
el dodecaedro, un dado de doce caras y el icosaedro es un dado de veinte caras.
Y bien, el mas conocido, el cubo, que es el dado mas comercializado y, de
hecho, el tetraedro que se reconoce como un dado que, vuela poco por tener

solo cuatro caras, cada una con altas posibilidades de ocurrencia.

Tabla 12

Areas y voliimenes de los sélidos platénicos

Sélido Area Volumen
Tetraedro V2a? E a3
12
Hexaedro 6 a? a®

Octaedro 2v/3 a?

<5
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Dodecaedro 3 /25 + 105 a2 15+ 745 a3
4
Icosaedro 5v3 a? 5V3+5 a3

12




CAPITULO 3.
TEOREMA DE HAGA

3.1 CONTEXTO

La Papiroflexia es una actividad escolar, originaria del Japén y arraigada
en su cultura, ha dado origen a resultados matematicos no descartables.
Es lamentable que logren simularse pocos resultados entre los varios que
emergen de ella. Con esta técnica se hace facil calcular la bisectriz de un
angulo, la mediatriz entre dos puntos, el punto medio de un segmento,
trisecar un angulo, que es uno de los clasicos problemas imposibles en el
modelo sintético y otros resultados mas. Es extensa la lista de hechos que
se alcanzan con esta actividad; vale la pena indagar por sus resultados,

que también se demuestran de manera formal.

El teorema de Haga es uno de los hechos que proviene de la Papiroflexia
u Origami. En este capitulo el teorema se demuestra a través de los
criterios de semejanza y se hace una simulacién que cabe en cualquier
asistente de geometria dinamica (AGD) como GeoGebra o Cabri II Plus.
Contrario al modelo fisico real (Que es oportuno hacer en el aula, en este
caso con papel en mano), en un AGD es posible hacer una extensioén que
compromete al infinito. En la simulacién del teorema juega papel
preponderante el uso de la mediatriz que se hace equivalente al
mecanismo virtual de doblar el papel. El hecho de que originalmente el
Teorema de Haga permita dividir un segmento en tres partes iguales,
queda resuelto al efectuar la simulacion, y es el resultado fundamental

propuesto en el teorema.

La simulacién parte del doblado de papel como se indica y que equivale al

calculo de una mediatriz entre dos puntos. La extension del teorema
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determina 20 funciones racionales que se convierten en recursos didacticos
que median los conceptos de limite, infinito y funcién, y solo por eso, el
teorema no solo resulta util, sino a la vez, se impregna de una riqueza didactica

incomparable por el vinculo que posee con el mundo tangible.

La Papiroflexia, doblado del papel u Origami, brinda alternativas que
convierten conceptos geométricos en artefactos o instrumentos que se
utilizan en la solucién de problemas. Por ejemplo, “juntar” los lados de un
angulo trazado en papel, significa calcular la bisectriz de ese angulo;
efectuar la doblez por un punto de un mismo lado, es trazar una
perpendicular al mismo; hacer que en un doblez se sobrepongan dos
puntos, es calcular la mediatriz del segmento determinado por esos
puntos. Justo, esta ultima accién permite dividir, de manera inmediata,
cualquier segmento en tres partes iguales, resultado que se conoce como

el Primer Teorema de Haga.

Este resultado fue enunciado como Teorema de Haga por el Dr. Koji
Fusimi en 1979. Mas tarde el propio Kazuo Haga descubrio
construcciones similares a la anterior, por lo que lo renombré como

Primer Teorema de Haga (Grupoalquerque, s.f.).

3.2 SOBRE EL AUTOR

Existe muy poca referencia sobre el teorema en estudio y su descubridor
y solo se sabe que fue enunciado por el Dr. Koji Fusimi en el seminario
“Mathematics Seminar”, enero 1979, con el nombre de "Teorema de
Haga". Mas tarde, el propio Kazuo Haga afiadié el ordinal tras descubrir
otras dos construcciones geométricas relacionadas con la anterior, a las

que llamé segundo y tercer teorema respectivamente.
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Kazuo Haga es un matematico y entomélogo japonés, nacido en 1934 y
dedicado al origami, manifestacién cultural oriental, desde donde ha
escrito buena cantidad de libros y realizado aportes a esta rama y a la
matematica. Al tiempo, es un excelente profesor de biologia, retirado.
Famoso por su libro Origamics: Mathematical Explorations Through Paper
Folding (Origami: exploracién matematica a través del plegado del papel),
libro que tiene una traduccién al inglés por las profesoras Josefina C.
Fonacier y Masami Isoda. El libro contiene el material publicado en
japonés por el profesor Haga, que se publicé hasta 2008. En su trabajo,
siempre ha relacionado la exploracién, indagacién e investigacion

matematica a través del plegado de papel (Facebook, s.f.).

Es necesario comentar que los contenidos de los trabajos del profesor
Haga envuelven el plegado de un cuadrado de papel. No solo se aprecia el
contenido matematico de sus exploraciones, sino también, como
resultado de obras de significacion artistica. Dicho libro, se divide en diez
capitulos, que contienen conceptos desarrollados y descubiertos con

estudiantes de escuela basica secundaria.

El libro referenciado inicia con el ejemplo del doblez de un cuadrado de
papel en el que se dobla un vértice sobre el punto medio de un lado
opuesto, hecho que compromete la existencia del triangulo fundamental
de lados 3-4-5 que para la Geometria Sintética, es un tridngulo rectangulo
fundamental, que origina una infinitud de triadas pitagéricas (3n, 4n, 5n).
Mas adelante presenta otros resultados de gran colorido, historias de
reyes y princesas como motivacion, todo concerniente al plegado de
papel. Luego, avanza con plegados de rectangulos, a los que llama,
Rectangulos Plateados, equivalentes en tamafio al formato de carta A4,
llamado papel tamafio carta, y con él, obtiene subdivisiones de un

intervalo en cualquier niimero de partes iguales.
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3.3 PRIMER TEOREMA DE HAGA

Sea un cuadrado de vértices A, B, Cy D. Si se pliega el cuadrado sobre si
mismo, llevando el vértice D al punto medio del lado AB, entonces, el lado
DC cortard al lado BC en un punto F, tal que la distancia entre B y F es

igual a las dos terceras partes del lado del cuadrado.
Demostracion

La demostracidon puede hacerse de forma elemental, advirtiendo que al
ejecutar el doblez, como se ha indicado, esto es, que el vértice D caiga en
cualquier parte del lado AB del cuadrado y no solo en su punto medio, se
conforman tres tridngulos rectangulos semejantes ADE, BFD y CFG ya
que los angulos en los vértices A4, B y C son rectos, los angulos 4AED y
4FDB son complementarios del angulo 4ADE y en consecuencia son
iguales y a su vez, los angulos 4GFC y £BFD son opuestos por el vértice
y por ello tienen la misma medida. Asf, el angulo 4CGF es congruente con

los angulos 4AED y 4FDB (Figura 5).

Figura 5. Primer teorema de Haga

La semejanza entre estos tres tridngulos y la relaciéon pitagérica
establecida en el Teorema 47 del Libro I de los Elementos de Euclides,

permiten establecer nueve funciones racionales, siempre que x
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pertenezca al intervalo [0, a] al ubicar el lado AB del cuadrado de longitud

a sobre el eje x.

De la semejanza entre los triangulos ADE, BFD y CFG se sigue % = % de
donde BF = ADAXEBD; pero AD =x y BD =a—x lo que hace que
escribamos en primera instancia que BF = %

Ahora bien, en el triangulo rectangulo ADE, al llamar AE =y, y a

sabiendas que AE + ED = a al aplicar el teorema de Pitagoras, se
determina que DE = ,/x% + y2 por lo cual y + {/x? + y2 = a, 0 mejor

JZ i =a—y.

Al elevar al cuadrado y simplificar la ecuacion anterior resulta la

a’?-x? _ (@+0)(a-x)

expresion y = y siendo AE =y al remplazar en

2a 2a

xX(a—Xx) p e 2ax
X@Y) finalmente se llega a la ecuacion BF = —.
AE at+x

BF =

Con estos datos de semejanza, se ha encontrado con facilidad que

BF = % donde AD = x. Desde alli, es natural que si D es el punto medio
del lado AB, se dispone que x = %, al remplazar en la expresion inicial, se

: 2 L 1 -
consigue BF = - a. Esto significa que CG = 3@ queasuvez sefala que el

punto G triseca al lado del cuadrado, con lo cual termina la prueba.

De hecho, al ubicar al vértice D en alguna divisidn particular del lado AB

se encuentra una division igualmente especial de lado del cuadrado.

En Tabla 13, aparece paso a paso, la simulacién del plegado del cuadrado

de papel, incluso, cuando D es el punto medio sobre el lado AB.
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Tabla 13
Simulacidn del plegado del cuadrado de papel

Aqui se dispone el punto D en otra

: 1 2
S1AD =7 aentonces BF =3a posicién cualquiera del lado AB.

3.3.1 Argumentacion

La belleza del Primer Teorema de Haga, radica en que nace del sentido
practico que tiene el plegado del papel, actividad mundana, casi un juego
divertido de caracter artistico y en apariencia, sin ningin vinculo con la
matematica y en especial, con resultados geométricos. Su demostracion
fluye de la semejanza entre tridngulos rectangulos y del Teorema de
Pitagoras y como viene a continuacidn, el surgimiento de una buena
cantidad de funciones racionales, incluso que sometido el plegado a una
extension utilizando un Asistente de Geometria Dindmica - AGD,

atravieza el infinito y otros conceptos concebidos en el area del analisis.

En cierto sentido, esta actividad se cubre de riqueza didactica

comprensible a cualquier estudioso de las funciones racionales. Su
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belleza se irradia del sentido practico del plegado que en esta ocasién es
unico, un solo plegado del que brota de manera simple un buen campo de
accién en el algebra, en la geometria y en el andlisis. Con un solo
movimiento, un segmento (el lado del cuadrado) queda dividido en tres
partes iguales. Esto es lo interesante, es lo que hace bello el teorema: su

simpleza y los conocimientos relacionados que dinamiza.

3.3.2 Desviacion

La simulacién que se establece en un AGD (Figura 5), parte de haber
construido el cuadrado ABCD y ubicar un punto arbitrario sobre el lado
AB del cuadrado que remplaza al vértice D original. Uno de los postulados
de la Papiroflexia, asegura que, la ubicacién de un punto sobre otro en un
trozo de papel, equivale a construir la mediatriz; el segmento EG es parte
de la mediatriz entre los puntos D del cuadrado original y el ubicado en
el lado AB; asi E, es la interseccion entre esta mediatriz y el lado AD. Lo
que sigue, es trazar el segmento ED, y desde el extremo D, levantar la
perpendicular DC que se tomaigual al lado del cuadrado. Desde C se traza
una perpendicular que corta al lado BC, también en G, como lo hace la
mediatriz. Con esto se completa la simulacion del doblado del papel segtin

los requisitos del Teorema de Haga.
3.4 DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS

G

20

Al B
D

Figura 6. Una aplicacién del Primer Teorema de Haga
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De la semejanza entre los tridngulos EAD, DBF y CGF y el uso del teorema
de Pitagoras aparecen las siguientes expresiones que se adoptan como
funciones, en cuanto el punto D puede caer en cualquier parte del lado
AB del cuadrado original (Figura 6). De manera inicial, el dominio de cada

funcién es el intervalo [0, a], siendo a el lado del cuadrado (Tabla 14).

Tabla 14
Funciones como expresiones algebraicas en aplicacion del Primer Teorema

de Haga:de1a 9

AEAD | AD = fi(x) =x | AE = f,(x) a? + x?
0 — 32 ED = f3(x) = a
- 2a
_ _ 2 2
ADBF BF = f,(x) DB = f5(x) FD = f,(x) = a“+x
_ 2ax =a—Xx a-+tx
T a+x
AGCF FC = f,(x) GC = f3(x) GF = fo(x)
_x(a—x) _(a—x)? _(@a—x)(a®+x?)
 a+x T 2a — 2a(a+x)

Estas funciones como expresiones algebraicas posibilitan simplificaciones
dramaticas; por ejemplo, a partir de que se conoce desde el cuadrado fisico del

papel que BF + FG + GC = a, se expresa este hecho como:

2ax  (a—x)(@®+x*) (a—x)*

a+x 2a(a + x) 2a

para cualquier valor que tome a.

. . ., . 6x (3—x)(9+x2
Por ejemplo, si a =3 la expresion se convierte en ox y Gm0(0+x)
3+x 6(3+x)

(B-x)% _
+2 =3,
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Este ejemplo constituye un buen ejercicio de simplificacion de

expresiones algebraicas.

2 2

a“+x x(a—x) ,
+———==a y asi otras
atx at+x

También, FD+ FC =a y por ello,

relaciones algebraicas, desde donde se hallan identidades que alumbran

al algebra.

3.5 SOBRE LA PARTICION

Al considerar la funcién f,(x) = % se obtienen particiones del lado BC

de acuerdo con la posicidn del punto D sobre el lado AB. Al adoptar uno
de los postulados de la papiroflexia, que s6lo permite dividir un segmento
en dos partes mediante la coincidencia de los puntos extremos del mismo,

las partes en que se puede dividir un segmento son potencias de 2 y las

posibles ubicaciones del punto D sobre AB son de la forma — y por ello
ny\ _ 2an

fa (;) " nta2”

Si el lado AB se divide en 8 partes iguales es claro que:

HE) =5k =56G) =505 =5:G) =) =Sva5) =%

n
2

Debido a que todo niimero natural m se puede escribir comom = n + 27,
donde 0 < n < 27 se tiene, mediante este procedimiento que el lado BC

se puede dividir en cualquier nimero de partes iguales.
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3.6 EL AREA DEL TRAPECIO

Figura 7. Area del trapecio como aplicacién del Primer Teorema de Haga

El trapecio OEDCG (Figura 7) determina la funcién de area

x?—ax+a? . i
a(COEDCG) = —,—— que es una parabola con vértice en el punto

3a? s . .
P (g,%), y de hecho, el minimo valor del area determinada por este
cuadrilatero aparece cuando x = % El foco de esta parabola esta en el

3a%+4 3a%—4

8

punto P (% ) y su directrizeslarectay =
Resulta claro que una construcciéon simple, nacida de la papiroflexia,
simulada en una aplicacién de geometria dinamica, ha permitido
establecer en este caso puntual, una infinidad de parabolas, al igual que

una infinitud de funciones racionales. Al tener una férmula de ubicacion

a 3a’+4
E;

de los focos de las infinitas parabolas como P ( ) resulta claro que

el lugar geométrico descrito por estos puntos es una nueva parabola, cuya

ecuacion cartesiana es 3x2 — 2y + 1 = 0 (Figura 8).
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3x2-2y+1=0

a (2,71;0,00)

Figura 8. Pardbola como aplicacion del Primer Teorema de Haga
La ecuacién 3x2 — 2y + 1 = 0 se lleva a la forma clasica x? = 4 (%) (y - %)
con lo cual se determina que su foco es F (O, %) y sudirectriz, larectay = %

3.7 SOBRE EL LIMITE

En cada una de las funciones, mediante la operacion de arrastre del punto
D, sobre el segmento AB, hacia cada uno de los valores extremos que se
corresponden con los nimeros reales 0 y a, se puede evidenciar el
comportamiento de la funcién definida por cada uno de los lados de los

tres tridngulos semejantes.

2_.2
2ax del tridngulo AEAD y como se

a?-x?

. . . . a .
aprecia en la Tabla 15 se evidencia que Lim = — mientras
x_)0+ 2a 2

a

Por ejemplo, al tomar AE = f,(x) =

a?-x?

Lim = 0.

x—-a~ 2a
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Tabla 15

Aplicacién concepto de limite con el Primer Teorema de Haga

DB

(a-x)(a?+x?)
2a(a+x)

(a—x)?
como se muestran en el graflco anterior se evidencia que le 2a =
x—0+

Al considerar las funciones GC = fy(x) = (a x) Y GF = fo(x) =
2 _ 2,2

Lim (e-)(@®+x?) _ mlentras que Lim —— e _ = Lim Gl ()

x—at 2a(a+x) x—a~ 2a x—>a+ 2a(a+x)

En la Tabla 16, se presentan otros ejemplos de limite relacionados con la

aplicacion del Primer Teorema de Haga.

Tabla 16

Otros ejemplos de limite como aplicacion del Primer Teorema de Haga

mo

-
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3.8 SOBRE LA EXTENSION

;Qué ocurre si x bordea lo negativo?

Figura 9. Extensién del Primer Teorema de Haga - Caso a

Para hacer que x pueda tomar valores negativos la construccién se
modifica, como se indica en la Figura 9, definiendo al punto D en el

segmento B'B que es el dominio donde persiste la simulacion.

De hecho, B’ es el simétrico de B respecto del origen; EG es parte de la
mediatriz entre el vértice D del cuadrado original y el punto D, ubicado
en el segmento B'B sobre el eje x; el punto G es la interseccion entre la
mediatriz EG y un segmento previamente definido BC del cuadrado
original DIABCD, mientras que E es la interseccién entre la mediatriz EG
y el lado AD del cuadrado inicial, que al final debe ocultarse. DC se toma
perpendicular al segmento DE y de igual longitud que AB (Figura 10). El
resto, consiste en completar la simulacidn, como puede apreciarse en el

modelo tangible del teorema (con un cuadrado de papel).
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Figura 10. Extension del Primer Teorema de Haga - Caso b

Cuando x pertenece al intervalo (a(l - \/f), a) y la simulacion se hace de
manera precisa, el punto H es la interseccion entre la mediatriz de los
puntos D y el segmento AB que subyace en el eje x del cuadrado original,

y de alli, se completa la construcciéon como se indica en la Figura 11.

Figura 11. Extensién del Primer Teorema de Haga - Caso ¢

Al hacer que x bordee lo negativo, como se ve en la Figura 11, se mantiene la
semejanza entre los tres tridngulos AEAD ~ AGBH ~ ADCH esto es asi,
puesto que loslados ED y GH son paralelos, por ser partes constitutivas de los
lados opuestos de un cuadrado. Esta relacién de semejanza entre los tres
triangulos se mantiene hasta el momento en que perduran las nueve funciones

determinadas por los tridngulos mencionados cuando x pertenece al intervalo

[a(l — \/E), 0] las cuales se presentan en la Tabla 17.
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Tabla 17
Funciones como expresiones algebraicas en aplicacion del Primer Teorema

de Haga: 10 a 18

AEAD AD = x) =x AE = x a? + x?
Fro) Fin) = o=
a? — x2 2
T 2a
ADCH DC = xX)=a CH = X a(a? + x?
e Fa b = fay = S
2a2x ac—Xx
Y
AGBH HB = f16(x) GB = f1,(x) GH = fi5(x)
3 x3 —2ax? — a’x B x? — 2ax — a? _ (a? + x*)(x? — 2ax — a?)
- a? — x? - 2a 2a(x? — a?)

Una forma de verificar que las funciones estan bien definidas consiste en
contrastar el lugar geométrico determinado por la expresion algebraica

en su dominio y su funciéon general que la absorbe. Por ejemplo, el

x%2-2ax—a?

segmento GB determina la funcion f;,(x) = — definida en el

intervalo [a(1 — v2), a] que da lugar al lugar geométrico que se muestra

en la Figura 12 para lo cual, se ha tomadoa = 7.

Figura 12. Funcién f17 de la Tabla 17
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Al aplicar la expresion definida por f;,(x), es claro que absorbe al sector

[a(l - \/E), a]; la grafica obtenida corresponde a la Figura 13.

De hecho, se puede aprovechar para establecer caminos cuyas expresiones
algebraicas al ser simplificadas son drasticas. Por ejemplo, a partir de que

CH + HG + GB = |—a| = a al remplazar por los valores funcionales se

encuentra que 2a%x +(a2+x2)(x2—ZClX—az) x2-2ax—a?
q x2—qa? 2a(x%2-a?) 2a

= q; resultado que

se puede aprovechar para desarrollar habilidades algebraicas.

Cuando x toma valores negativos en el intervalo [a(l—\/f), a] la
simulacidn permite la evidencia de mantener, no dos, sino tres tridngulos
semejantes mediante la prolongacién del lado CB y de este modo se

encuentra que AEAD ~ ADC] ~ AHB]J.

Figura 13. Funcion fi7 de Tabla 17 con prolongacion del lado CB
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Tabla 18
Funciones como expresiones algebraicas en aplicacion del Primer Teorema

de Haga: de 19 a 27

Triangulo
AEAD AD = AE = 2+ x?
fi9(x) f20(x) ED = f21(x) _ a x
= —x a? — x? 2a
- 2a
ADC] DC=f(x) =a DJ = fo3(x) 2a%x
= “ ) = foa(0) = ——
a(a? + x?) xt—a
ST a2
AHBJ BJ = fr5(x) BJ = fr5(x) H] = f57(x)
B 2a%x —ax? + a’ _ 2a’x — ax? +a® 3 (a? + x»)(2a*x — ax? + a®)
- x2 —q? - x2 —q? - 2ax(a? — x2)

Se debe recordar aqui que DC = x y justo, dentro de la simulacidn, al
aproximar el punto D hacia la ubicacién de B’ se observa la forma en que
los segmentos DJ y CJ adquieren longitudes desmesuradas (Figura 13 y
Tabla 18) hecho que se escribe como:

a(a?+x2) 2ax

xél?ﬂ% = fo3(x) = xélf}# iz @ Yxélﬂ}l+f24(x) = xélZ’}lJr ez °

Figura 14. Funciones f23y f24 de Tabla 18

Esta situacién sorprende y como se ve, estd mediada por la simulaciéon

(Figura 14).
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3.9 DE LAS TRIADAS PITAGORICAS

Cada uno de los triangulos rectadngulos, a través de las expresiones
algebraicas que definen las longitudes de sus lados, determinan Triadas

Pitagoricas excepcionales.

Por ejemplo, en el intervalo [—a, a(1 — v2)] desde el tridngulo AHBJ, se

2 2

(Zazx—ax2+a3) _ ((a2 +x2)(2a2x—ax2+a3))2
- 2ax(a?-x2)

2a2x—ax2+a3)

x2—q2

tiene la expresién (
2ax

la cual genera triadas pitagéricas con fracciones que, con pocas
operaciones algebraicas, se reduce a la forma conocida: (x? — y?)?2

+(2xy)? = (x? + y?)?,1a cual fue utilizada por el pueblo babilonio.

En el siguiente aparte, se demuestra que esta es la tinica forma de generar

triadas pitagéricas de nimeros naturales.

En efecto, sean a, b y ¢ nimeros naturales, tales que, a? + b? = ¢?, con

mcd(a, b, c) = 1. Se presentan varios casos.

Caso1

Que a y b sean nimeros pares, asi a = 2ry b = 2s, por esto 4(r? + s%) = ¢?
de donde 4 es un divisor de c?, lo que a su vez infiere que ¢ es un niimero
par. Asi las cosas, mcd(a, b, ¢) # 1, hecho que contradice la hipétesis. Asi

que no se puede presentar este caso.

Caso 2

Si a y b son nimeros impares se tienequea =2r+1yb =2s+1yen
consecuencia se tiene que a’+4+b?=4r’+4r+1+4s>+4s+1
= 2(2r% + 2r + 252 + 2s + 1) = c? y el hecho de que c? sea divisible por

2, implica que ¢ también lo sea; esto es, c = 2t, y asf, c? = 4t2.
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En definitiva, se tiene que 2(2r? + 2r + 252 + 25 + 1) = 4t? de donde
2(r> +r+s%+s)+1=2t%, hecho absurdo, pues contraviene el
principio de no contradiccién pues una misma cantidad resulta par e

impar a la vez. Por ello este caso tampoco puede darse.

Caso 3

Que a sea impar y b sea par. Se toma a = 2m — 1y b = 2n, se infiere de
inmediato que a? + b? = 4m? —4m + 1 + 4n? = 2(2m? — 2m + 2n?) + 1 que

2

debe serigual a c2. En este punto se ve que c? es un ntimero impar.

Siendo 4m? —4m + 1+ 4n? = ¢?> como se busca, es facil ver que
4n? + 4(m? —m) + 1 = ¢?, en consecuencia, para conformar el trinomio

2

cuadrado perfecto, es necesario hacer que n = m“ — m, obteniendo asi

4n? + 4n+1 = c? omejor (2n + 1)? = c?; de donde, c = 2n + 1.

Ahora bien,n = m? —myporello,c = 2m? —2m+ 1 =m? + (m — 1)2.

De igual modo, es claro que a = m? — (m — 1)y b = 2m(m — 1).

En conclusion, se ha demostrado que las Triadas Pitagoéricas generatrices
son de la forma [m? — (m — 1)%, 2m(m — 1), m? + (m — 1)?] y solo de
esa forma, lo que coincide con lo que conocian los babilonios en el siglo

VI antes de nuestra era.

Algo mas, la demostracion establece en un punto que ¢ = 2n + 1y siendo
n = m(m — 1), es el producto de dos nimeros naturales consecutivos, en
consecuencia, es par, asi,n = 2t y por ello, ¢ = 4t + 1y c se ha dispuesto
como la suma de cuadrados. Este hecho coincide con el resultado de la
Teoria de Numeros, que aduce que, solo los primos de la forma

p = 4t + 1 se pueden escribir como la suma de dos cuadrados perfectos.
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RELACION ENTRE EL AREA DE UN TRIANGULO Y EL DE SUS MEDIANAS

4.1 CONTEXTO

Una mediana en cualquier triangulo ABC es el segmento cuyos extremos
son uno de los tres vértices del tridngulo y el correspondiente punto

medio del lado opuesto.

Existen otras lineas importantes, pero la mediana es sui géneris por el

hecho de que subyace en el interior de todo triangulo.

Tabla 19

Medianas de un tridngulo

Existen mas particularidades y es posible que a futuro, algiin amante de
las matematicas y de la geometria, descubra otra, tal como pasé en la
época antigua griega, en la que, algiin gedbmetra por ensayo, observo que
las tres medianas de un tridngulo concurrian en un punto; y lo mismo
pasé con otros cuantos triangulos de diferente forma, hasta que se logra
la demostracién de que, en efecto, las tres medianas de cualquier
triangulo son concurrentes. Ese punto de concurrencia se simboliza como

G y se denomina Baricentro o Centro de Gravedad, el cual constituye el
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punto de equilibrio de una ldmina triangular uniforme de igual densidad.
El Baricentro es uno de los puntos notables de cualquier tridngulo y

merece estudio especial, dadas las propiedades que tiene (Tabla 19).

La escuela obliga al estudio de otros puntos notables, los cuatro sobresalientes
son: Baricentro, Ortocentro, Circuncentro e Incentro; pero la verdad, es que los
académicos han encontrado mas de treinta mil puntos notables para un
tridngulo hasta el momento y la lista sigue en ascenso. Es tanta la abundancia
de puntos distinguidos de un triangulo que la gran mayoria carece de nombre.
Esta circunstancia, de tanto punto notable, subraya el llamado que debe hacer

la escuela hacia el estudio del triangulo.

Como dato de interés, la Enciclopedia de Centros del Tridngulo (ETC segtin
su denominacion original en inglés, Encyclopedia of Triangle Centers)
contiene informacién en internet sobre miles de tipos de puntos o
"centros" asociados con la geometria de un tridngulo. El sitio de internet
es mantenido por su autor, el matematico estadounidense Clark

Kimberling, profesor en la Universidad de Evansville.

En la primera grafica de la Tabla 19, se ha representado algo que ocurre
con toda mediana: S es el punto medio del lado AB, y justo, la mediana CS
permite la division del tridngulo original en dos regiones triangulares de
igual area. Por su parte, en el centro se muestra la forma de calcular el
Centro de Gravedad G de la figura, en la que es suficiente el trazo de dos
de sus tres medianas. El centro de gravedad describe como lugar
geomeétrico una recta para todos los tridngulos que tienen la misma area,
es decir, que subyacen entre dos paralelas. A la derecha se ha establecido
el hecho de facil demostracién, y es que, el Centro de Gravedad G

determina los tridngulos ABG, BCG y CAG que tienen igual area.
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Tabla 20

Medianas de un tridngulo

Como si esto fuera poco, en toda mediana, la distancia del centro de
gravedad a su vértice correspondiente es el doble que del mismo centro
de gravedad al otro extremo, que es el punto medio del lado opuesto del
vértice extremo de la mediana. En la

Tabla 20 se ha representado el caso en el que GC = 2GS y también esta
representada en la grafica a la derecha, la suma de los vectores AG, BG y

CG, que es el vector nulo.

Se han descrito en este contexto, propiedades que emergen desde las
medianas de un tridngulo; algunas de ellas tienen un sustrato geométrico;
otras, tienen caracteristicas fisicas por el dinamismo que arraigan y

varias de ellas se vinculan con la aritmética.

En esta seccion se estudia un resultado sobre el estudio de los triangulos,
en especial de la mediana, que esta relacionado con su area y en

consecuencia, con la cantidad; esto es, con la aritmética.

La utilizaciéon de un software de Geometria Dindmica para estudiar
aspectos de Geometria Euclidiana es un campo fértil de trabajo, en el cual,
la experimentacion, exploracién y visualizaciéon juegan un papel de

singular importancia. Dada la versatilidad de esta drea no es extrafio
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encontrar o reencontrar, en Geometria Euclidiana, resultados que llaman

la atencidén por su sencillez de formulacion y demostracion.

Como se ha dicho, aqui se presenta un resultado y su demostracion, que
relaciona el drea de un triangulo con el area del tridngulo que tiene por

lados las longitudes de sus medianas.

Inicialmente se pens6 que este resultado era nuevo, sin embargo, una
férmula para calcular el area de un triangulo en funcién de sus medianas
puede verse en Mathworld (s.f.); de manera que, lo Gnico que puede ser

novedoso, si es que lo es, es la demostracion que se indica en seguida.
4.2 SOBRE EL AUTOR

Saulo Mosquera Lépez es Licenciado en Matematicas y Fisica de la
Universidad de Narifio. Realizé6 estudios de especializaciéon en
"Ensefianza de la Matematica" en esta institucion y de maestria en
"Matematicas" en la Universidad del Valle. Autor de textos y articulos
relacionados con matematicas y Educacion Matematica. En 2021 publicé
en la Editorial de la Universidad de Narifio el texto “Construcciones
Geométricas con GeoGebra”. Considera como objetos de interés los
fendmenos que subyacen a la utilizaciéon de Software educativo, en
particular GeoGebra, para promover el desarrollo de pensamiento

matematico en el aula.
4.3 TEOREMA

Teorema. Si con las longitudes de las medianas de un tridngulo dado, se

construye un nuevo triangulo (tridngulo mediano), el area de este

triangulo mediano es " del area del tridngulo original.
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Figura 15, Area de un tridngulo construido con las medianas de otro tridngulo
Demostracion

Sea ABC un tridngulo con medianas AE, BF y CD. La demostracion se
divide en dos etapas (Figura 15); en la primera, se trata de la construccion
del tridngulo y de la verificaciéon de que los lados del tridangulo tienen
como longitud, la longitud de las medianas del triangulo original; y la

segunda, trata del calculo del area del tridngulo.
Primera etapa

Sea F’ el simétrico de F respecto de E y consideramos el tridngulo CDF".
Dado que los segmentos EF’ y 4D son paralelos y congruentes, el
cuadrilatero EF'DA es un paralelogramo, por lo que los segmentos AE y

DF’ son congruentes y paralelos.

Por otro lado, las diagonales, BC y FF' del cuadrilatero BFCF’ se cortan
en su punto medio E, por tanto, este cuadrilatero es un paralelogramo.
Asi que BF y CF’ son paralelos y congruentes, por lo cual, los lados del
triangulo CDF’ tienen como longitud la longitud de las medianas €D, AE

y BF del triangulo ABC.
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Segunda etapa

Consideramos el tridngulo ABC con base BC y altura CH (Figura 15). Dado

que D es punto medio de AB, I es punto medio de FE, por lo que F’'l es una
mediana del tridngulo CDF’ y por tanto, FI = IE = %IF’.
Luego IF’' = FF' — FI = FF' —~IF, es decir FF' =ZIF, asi que, IF' = >FF’,

con lo que se tiene [F' = %AB.

Adicionalmente, nétese que J es punto medio de CH, por lo cual, se hace

concluyente que:

Area(ACDF") = Area(ACIF') + Area(AIF'D)

1 1
= IF' X C] + 5 1F' x JH

1
= SIF' % (C] +JH)
= 3 1AB X CH
_Z(E )

3
= ZArea(AABC).
Y con esto, termina la prueba.

4.,3.1 Argumentacion

Se destaca el resultado, como se expuso en su comienzo, por lo simple de
su formulacion en la que se emplean términos, objetos y conceptos

conocidos y de uso recurrente y frecuente, a saber: tridngulo, mediana,
. 3 . .
area, — 0 su equivalente 75%. Pero, sobresale lo particular de su

demostracién que se fija en superponer algunos elementos para que

fluyan principios, ideas y conceptos mayores, como el de congruencia,
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paralelismo y otros objetos, como paralelogramos y mas triangulos a los
que se recurre de manera ordenada para establecer la veracidad del
resultado. Subyace en la demostracion, la habilidad de prever que la
simetria central sobre un punto se convierte en una pieza fundamental de

la argumentacion.

En el fondo, lo particular de la demostracion, radica en haber tenido la
capacidad de ver de manera distinta, de visualizar, de observar con la
razon, de mirar con una capacidad que va mas allad de la percepcién
sensorial. Visualizar, es una de las tareas que debe entrenar y dinamizar
la escuela y a la que todos los profesores deben obligarse a comprometer
en sus actos pedagégicos. A la escuela no se debe asistir tan solo a
aprender a sumar, restar, multiplicar, dividir; también, a medir, contar,
tasar, conjeturar, visualizar, inferir, deducir, tareas todas que tienen un

trasfondo matematico importante.

4.3.2 Desviacion

Se tiene un resultado: el area de un triangulo que tiene como lados las
longitudes de las medianas de un tridngulo dado, es " el area del tridngulo

original. ;Qué se puede hacer con él, en qué se aplica?

Como todo resultado matematico, aparece primero a convivir en el
mundo de las ideas, en ese mundo abstracto y etéreo en el que se
configura sin que interese en primera instancia, el sentido practico de uso
material. Es posible que un arquitecto, por proponer un ejemplo, planee
una obra fundamentada en este resultado, asi como pintores han legado
sus obras recreando el niimero de oro u otros que han construido iglesias

con sustrato proporcional de la raiz cuadrada de dos.
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Pero, la matematica es involutiva, se aplica en la misma matematica y

desde alli pueden encontrarse resultados vinculantes con otras areas.

Contrario a lo realizado en la demostracién anterior, de ligar una nueva
figura a una dada, es posible desligar y reacomodar de manera iterada el
triangulo nuevo, cuya dependencia con el anterior esté referido a que se
construye desde su mediana, tal y como aparece en la Figura 16, en la que
se ha tomado como figura inicial, un tridngulo equilatero, y proceder a
indagar, ;qué ocurre en el infinito? Y en este infinito, ;Cudl es la suma de

todas las areas de esa constituciéon arquitecténica?

Figura 16. Sucesién de tridngulos, cada uno tiene como drea el 75% del

drea del anterior

De algiin modo, se encuentra una sucesién de valores reales, que indican
el valor del area de los triangulos {a,}. Para este caso, si se llama al area

del primer tridngulo 1, es decir a; =1, se encuentra la sucesiéon
a 3 9 27 81
"4’16’ 64’ 256’

. 3\n-1
ésimo a,, = (Z) .

...) 0 mejor, la sucesén determinada por el término n-

Una inspeccidon visual de lo que ocurre con la secuencia de triangulos hace
. . 3\"1 . . .
conjeturar que Lim (Z) = 0 y debido a eso, interrelacionando con las
n—oo
. ;. . . 1
series numéricas, se evidencia, desde que —=1+r+ r24+r34+rt4...
que se estd frente a una serie convergente, puesto que

—-1<|r|]<1l0sea—-1< |%| < 1 conlo cual, la suma de la serie:
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S=1+%+G)2+(—)3+(—)4+~-~esigualaS=1} =4.

-P|w|

Increible, la suma infinita de las areas de los tridngulos de la Figura 16 es
4; esto es, debajo de esa escala multicolor de tridngulos medianos,

permanece oculto el nimero 4.

En términos didacticos es bueno preguntar, cudl es el area total de los
triangulos de la Figura 16 si el triangulo inicial tiene area 2. En este caso,
la caravana multicolor de triangulos tendria escondido en su seno, el

numero 8,



CAPITULO 5.
PRIMER TEOREMA DE LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES

5.1 CONTEXTO

Mariano Mataix Lorda (Mataix, 1986), divulgador de las matematicas, en
el capitulo introductorio del libro Historias de Matemdticos y Algunos
Problemas titulado: La fuente griega de la historia de la matemadtica,
menciona una escala de gigantes sobre los hombros de quienes, por
repetir lo proferido por Newton, se aupé Euclides para escribir su obra
de los Elementos, mientras estaba al mando de la gran biblioteca de
Alejandria bajo la sombra de Ptolomeo I. En esa lista aparece Thales,
quien al parecer fue el primer griego en viajar a Egipto donde se habia
desarrollado la geometria por razones de agrimensura, referida a los
desbordamientos del Nilo. Luego aparece Mamercos y la gran Hippias de
Elis; enseguida estd Pitagoras quien estudié los teoremas, por vez
primera, en forma abstracta. En este recorrido histérico y progresivo
sigue Anaxagoras de Clazomeno; tras él, viene Hipdcrates de Quios
célebre por las ldnulas y por ser el primero en escribir unos Elementos; y
Teodoro de Cirene. Continda Platon, gran defensor de la matematica y de
la geometria, como lo atestiguan sus discursos. La lista se agranda con
Leodamas de Thasos, Arquitas de Taranto y Theeto de Atenas, que
agregaron a estas dos ramas de la ciencia, buena cantidad de teoremas,
impregnandole caracteristicas mas cientificas. Prosiguen Neoclide con su
discipulo Le6n, compositor de unos nuevos Elementos. Continta la lista
con Eudosio de Cnido, Amyclas de Heraclea, Menecmo e Hinostrato
quienes perfeccionaron el conjunto de teoremas de la geometria. Sigue el
desfile con Theudios de Magnesia, quien redacté unos nuevos Elementos,

y Atheneo de Cyzique. Menciona a continuacién a Hermotimo de Colofén
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que aumenté las proposiciones de los Elementos y también estudio

lugares geométricos, sigue Filipo de Medma (Mataix, 1986; pp. 15-21).

Y por fin, en este relato, aparece Euclides, conocido como el autor de los
Elementos, dando a cada uno de los conocimientos alli expresos
demostraciones irrefutables, siendo que los geémetras anteriores no
habian logrado el rigor que se requeria. Euclides propone un Sistema
Axiomatico regio, basado en términos primitivos, términos secundarios,
definiciones, axiomas y postulados, que se dinamizan bajo el motor
inferencial de la l6gica aristotélica. Asi, propone un modelo riguroso, en

el que, afio tras afio, el volumen de teoremas aumenta de forma generosa.

Mataix aduce que el historiador francés Tannery en su obra Historia de la
Geometria Griega, escribe, refiriéndose a la magna obra de los Elementos

de Euclides y a su autor:

“Muchas cosas, verdaderamente, parecen ofrecer la verdad y
deducirse de los principios de la ciencia, pero se separan de estos
principios hacia el error y engafian a los espiritus superficiales.
Euclides ha dado también los procedimientos que emplea la
inteligencia clarividente, y gracias a los cuales es posible ejercitar
a los debutantes en el estudio de la Geometria, para que
reconozcan los paralogismos y eviten los errores. En el escrito que
titulé W evdaqya, en el que ha realizado este trabajo, es donde
enumer$ separadamente, y en orden, los diversos géneros de
falsos razonamientos, ejercitando para cada uno nuestra
inteligencia mediante teoremas de todo tipo, donde opone lo
verdadero a lo falso, y donde hace concordar con la prueba, la
refutacidn del error. Asi, este libro tiene por objeto el ejercicio y

la purificacion de la inteligencia, mientras que, los Elementos, son
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una guia segura y completa para la contemplacién cientifica de los

objetos de la Geometria” (Mataix, 1986; pp. 15-21).

De otro lado, es util mencionar que la mas importante de las operaciones
aritméticas es la division; por ella se reconoce un nimero par o un impar,
incluso a los nimeros primos que revelan la estructura de cualquier
nimero compuesto. Establecida esta importancia, aparece el interés de
buscar en el texto magno de Geometria, que es la obra Los Elementos de
Euclides, la forma que ensefiaria de dividir un segmento en varias partes
iguales, pero solo se encuentra referencia a dividir magnitudes en dos.
Problemas como calcular el punto medio o trazar la bisectriz de un angulo
o trazar las medianas de un tridngulo, se abordan con naturalidad y a
fondo. En este sentido, la Proposicion 9 del Libro I indica la forma de
dividir un dngulo rectilineo en dos partes iguales y justo la Proposiciéon

10, ensefia la manera de partir un segmento en dos partes iguales.

Pero no enseia a trisecar un segmento o un angulo. La inquietud pierde
su valor con este capitulo en donde se demuestra que, para dividir un
segmento en cualquier numero de partes, es suficiente haber aprendido
a dividirlo en dos, lo que realza el valor del Primer Teorema de los
Elementos. Nadie sabe si el mismo Euclides se dio cuenta de este hecho
fundamental y monumental que compromete al infinito potencial: si
puedo dividirlo en dos, puedo dividirlo en cualquier cantidad de partes
iguales, por grande que sea tal cantidad y en consecuencia no se hace
pertinente ensenar tal operacion, ;para qué?, si todo funciona a partir de

la divisién por dos.

Un estudiante de geometria que no haya perdido su capacidad de asombro,
debe sorprenderse con lo asegurado, pues, el primer teorema de los

elementos, acaso el mas simple entre todos, tiene un alcance ilimitado por
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forma y por niimero. Por forma, en el sentido de que cualquier segmento, sin
importar su longitud, pueden partirse en dos secciones de igual longitud:
todos los segmentos del mundo pueden bisecarse con el ardid del triangulo
equilatero; y por numero, dado que un segmento cualquiera puede
fraccionarse en un ndmero arbitrario de partes iguales con solo tener la
cantidad deseada descompuesta en dos sumandos, es decir, tener bajo la
manga dos pasos anteriores. El que el método se impregne de un caracter

aditivo, es sorprendente y asombroso.

Con esto, se demuestra que la geometria, las matematicas y en general,
las ciencias, contienen hechos sencillos, fundamentales y en su esencia,
arrastran y contienen eventos sorpresivos, llamativos y faciles de

entender y cohesionar.

Aqui se muestra un procedimiento iterativo que elabora la particion de
un segmento en longitudes iguales, encausandolo dentro del método de
demostraciéon denominado induccién matematica. El método se afinca en
el Teorema I de Los Elementos de Euclides, teorema de tipo constructivo
que construye un tridngulo equilatero a partir de un segmento dado, cuya
solucion se soporta en las cualidades que tienen las figuras geométricas,
en este caso, las de tener tres lados iguales entre si. En el primer paso, se
divide un segmento en dos partes iguales, recurriendo a la construcciéon
orientada de dos tridngulos equilateros y aplicando el procedimiento

senalado por Euclides en la Proposicion 10.

5.2. SOBRE EL AUTOR DEL TEOREMA

De Euclides, se sabe poco, si se compara con su obra Elementos; vivié en
el reinado del rey egipcio Ptolomeo I, quien lo convencié de ponerse al

mando de la gran biblioteca de Alejandria. Como anécdota, se cuenta que
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Ptolomeo I le inquirié a Euclides, si no tenia para la Geometria un camino
mas corto para su aprendizaje, a lo que, el autor de los Elementos le
respondié: “No hay en Geometria un camino expreso para los reyes”.
Euclides fue platénico y bastante ligado a su filosofia, al punto que, en el
libro XIII, en sus ultimas proposiciones, se dedica a la construccion de los

llamados sélidos platonicos (Euclides, 1991; pp. 1-5).

De Euclides también se conocen otras obras de contenido matematico
como Optica, Catréptica y el libro Sobre las divisiones. Sin embargo, Los
Elementos es la reina de reinas entre sus obras, por el orden que su autor
establece en ellas. Por ejemplo, el Libro I es un esfuerzo titanico y bien
elaborado, paso a paso, sin pausa y con ritmo, hasta tener la absoluta
posibilidad y seguridad de poder demostrar la Proposicion 47 que es el
llamado Teorema de Pitagoras. En esta obra, la elecciéon que hace Euclides
de los teoremas, los problemas tomados como elementos y la variedad de
los razonamientos, hacen de su obra un ejemplo irrefutable, aunque
controvertido y criticado. Con seguridad, en el momento histérico de su
escritura, existian mas resultados de los que Euclides escogi6 para su
libro. Muchos de los teoremas son los reciprocos de otros, pero, su obra
es una red que se sostiene de una muy entrafiable y fuerte sutileza. Un

legado para la humanidad.
5.3. EI TEOREMA

De la magna obra (Euclides, 1991) que viene impregnada de notas, que la
hacen un excelente compendio didactico, se ha tomado el Teorema I, de

manera fiel.
Proposicion I.

Construir un tridngulo equilatero sobre una recta finita dada.
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Demostracion
Sea AB la recta finita dada.
Asfi pues, hay que construir sobre la recta AB un triangulo equilatero.

Describase con el centro A y la distancia AB, el circulo BPD y con el centro
B yla distancia BA, describase, a su vez el circulo BPE y a partir del punto
P, donde los circulos se cortan entre si, tracese las rectas PA y PB hasta

los puntos A4, B (Figura 17) (Euclides, 1991; pp. 201-202).

P

VA
\/

Figura 17. Construccion de un tridngulo equildtero

Y puesto que el punto A es el centro del circulo PDB, AP es igual a AB, por
definicion 15 (Definicion de circulo); puesto que el punto B es a su vez el
centro del circulo PAE, BP es igual a BA (Definiciéon 15); pero se ha
demostrado que PA es igual a AB, por tanto, cada una de las rectas PA,
PB es igual a AB. Ahora bien, las cosas iguales a una misma cosa son
también iguales entre si, por tanto, PA es también igual a PB; luego, PA,

AB y BP son iguales entre si.

Por consiguiente, el tridngulo ABP es equilatero y ha sido construido

sobre la recta finita dada AB, que es lo que habia que hacer.
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5.3.1 Argumentacion

La sutileza de la demostracion irrumpe la belleza del resultado. Si bien, el
teorema en si mismo es un ejemplo constructivo cuya demostracion cabe
en un renglén, es al mismo tiempo el encadenamiento del modo de
argumentacién Modus Ponendo Ponens o modo de afirmar afirmando
que en su conjunto arma un silogismo hipotético elemental. Es la prueba

clara de que lo bello, también cabe en lo simple.

En el entretejido de la lectura de Los Elementos, en varias ocasiones se
acude a este teorema para demostrar otros hechos constructivos, como
el trazo de la bisectriz de un angulo o la divisién de un segmento en dos
partes de igual longitud. Por lo visto, este primer teorema tiene un fin
practico, es decir, una respuesta positiva a la pregunta necia: ;Y esto para

qué sirve?

5.3.2 Desviaciéon

A la pregunta esbozada en el parrafo anterior, se le puede anexar como
respuesta que, este primer teorema también sirve para dividir un

segmento en la cantidad de partes iguales que se requiera.

El teorema de Thales (Eves, 1985) proporciona el fundamento teérico
para dividir geométricamente un segmento dado en cierto nimero de
partes iguales y es posible utilizar un software de caracter geométrico,
como GeoGebra, para implementar dicho método. En este aplicativo es
suficiente establecer una orden de caracter aritmético-geométrico, para
realizar este trabajo, definiendo previamente el segmento AB a partir de
dos puntos A y B y a continuacidn, utilizar la instrucciéon

k+(B—A)

secuencia <A + Jk,1,n — 1>.
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expresién en la cual, n representa el nimero de partes en la cual se quiere

dividir el segmento.

En un intento diferente por contribuir a incentivar el estudio de la relacién
existente entre la geometria y la aritmética, se presenta un método para dividir
un segmento en partes iguales, cuyo soporte tedrico fundamental esta en el
Teorema I de Los Elementos de Euclides (Eves, 1985: 101 105) que estudia el
problema de la construccién de un triangulo equilatero a partir de un
segmento. De manera explicita, se estudia un procedimiento iterativo sobre la
particion de un segmento en longitudes iguales, encausandolo en el método de
demostracion de induccion matemadtica. El primer paso consiste en dividir un
segmento en dos partes iguales, recurriendo a la construccién orientada de

tridngulos equilateros.

53.2.1 Procedimiento iterativo centrado en triangulos equilateros

Es abundante la literatura sobre resultados relacionados con la mas
simple de las figuras en geometria como lo es el tridngulo, en particular,
del triangulo equilatero. Por ejemplo, el Teorema de Napoleén (Coxeter,
1984; pp. 45-46), asegura que, dado un triangulo cualquiera, si sobre cada
lado y hacia el exterior del triangulo inicial se construyen tridngulos
equilateros, los centroides de ellos, es decir, los puntos de corte de sus

medianas, son los vértices de un nuevo triangulo equilatero.
Teorema

Si se divide un segmento AB en n partes iguales y sobre cada una de ellas

y del mismo lado se construyen n tridngulos equilateros de lado —

mientras que del otro lado se construye un tridngulo equilatero de lado

AB y se unen el vértice externo de este triangulo con los n vértices
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externos de los n tridangulos mediante segmentos, estos definen n puntos

de interseccion con 4B, que lo dividen en n + 1 segmentos iguales.
Demostracion
Paso 1.

Paran = 1 se considera un segmento AB y se lo divide en dos segmentos
congruentes. La Figura 17 es el vestigio de la divisién de un segmento en
dos partes iguales y se acerca a la solucion presentada por Euclides; tal

construccién se constituye en el paso 1 de la demostracion.

Figura 18. Divisién de un segmento en dos partes iguales

De la construccién es claro que el segmento AB queda dividido en dos

partes iguales (Figura 18).

Para indicar cémo actua el procedimiento iterativo, a continuacion, se

procede a trisecar un segmento, tomando el caso adicional n = 2.

Dado que ya es posible dividir un segmento en dos partes iguales se
utiliza tal posibilidad para construir, de un lado, un tridngulo equilatero,
en el cual, uno de los lados es el segmento AB y en el otro semiplano,

determinado porla recta AB dos tridngulos equilateros de lados AM y MB
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donde M es el punto medio de AB. El resto es trazar los segmentos que
unen los vértices externos al segmento original, tal y como reza el

teorema. Este proceso se ilustra en la Figura 19.

En el grafico ala derecha (Figura 19) se tiene de la semejanza de los tridngulos

AFE y MFC que AF = 2FM, es decir AF = 2F =§m y por ello

FM = %m,perom = %E,porlo que AF = %AM =

X ~AB = ~AByde
2 3

wIN

la simetria de la construccion se deduce que FM = MG y AF = GB.

De la primera igualdad se sigue FG = %m = %ﬁ con lo que se ha

demostrado que F y G trisecan el segmento AB.
A B F G
v A B
E
E
F G c b
A B
E
E

Figura 19. Tiseccion efectiva de un segmento
Paso 2.

Suponemos que para cualquier n en los naturales todo segmento se puede

subdividir en n partes iguales, y en el Paso 3 demostramos que se puede
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partir en n + 1 secciones de igual longitud. De este modo se parte del

supuesto que el punto F de la Figura 20, divide al segmento AB en n

__ 4B
partes iguales, y asi AF = —

Paso 3.

El Paso 3 es el de generalizacién y puede verse que teniendo el segmento
AB dividido en n partes iguales, la reproduccién iterativa de la

construcciéon muestra lo siguiente.

De la semejanza de tridngulos DEF y CEA, habida cuenta que AC = nDF
se tiene que AE = nEF o lo que es mejor EF = %E Ademas AF = %E
por el supuesto el paso 2 y como AE = AF — EF se consigue de inmediato
que AE = %E — %ﬁ asi AE +%ﬁ = %E o si se quiere (nTH)ﬁ =
%E de donde finalmente se halla que AE = ﬁﬁ siendo A un extremo

del segmento dado.

Figura 20. El caso general de la divisién de un segmento

Con esto se ha demostrado que todos los segmentos de la divisién AE =
EG = ---tienen igual longitud y por ello el método iterativo funciona para

todo n en el conjunto de los naturales.
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Con esto, termina la prueba.

Como ilustracion, la Figura 21 presenta la aplicacion del teorema para

dividir un segmento AB en cinco partes iguales.

Uno de los detalles que se advierte en el procedimiento grafico, es la simetria
que existe en la construcciéon, de la que se desprende la igualdad de los

subsegmentos que se ubican en los extremos A y B de cada segmento.

C

WAVAV/AVAN

B

Figura 21. Divisién de un segmento en cinco partes iguales

5.3.2.2 El Caracter aditivo del procedimiento

El procedimiento explicado posee un caracter de estructura aditiva, de
modo que, al disponer de las formas de particionar AB, por ejemplo, en 5
y 7 secciones iguales, y alado y lado se construyen los cinco tridngulos de
igual lado, y del otro los siete, se unen los vértices no pertenecientes al
segmento original, de modo que no se crucen con lado alguno de los

triangulos, se obtiene la divisién de AB en 12 partes iguales.

Figura 22. G siempre estd entre Ay F
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El caracter adititivo de este procedimiento de particién, se demuestra en
cada caso, por semejanza de tridngulos y se fundamenta en la regla de
proporcién de un segmento, la cual, asegura que siempre que G esté entre
Ay FyAG= % GF, se tiene AG = % AF; hecho que se utiliz6 en la
demostracion del teorema anterior (Figura 23).

Siguiendo el procedimiento constructivo, si de un lado de AB se han

a5
m

o]

construido m triangulos equilateros de lado y del otro lado n

.z 12 AB
tridngulos equilateros congruentes de lado - los segmentos que unen los

vértices externos de los mismos, sin que corten lados de tales tridngulos,
cortan a AB en n +m — 1 puntos que lo dividen en n + m sectores de

igual longitud (Figura 23).

m

D

Figura 23. Division de un segmento en m + n partes iguales
Demostramos Unicamente que la primera subdivision tiene longitud — AB.

En efecto: de la semejanza de los tridngulos AMD y EMC se tiene

57 _ M¥r 5 m ——= - 1—=

AM = ;ME y por ello, AM = mAE, pero resulta que AE = EAB y en

consecuencia AM = -2 x ~ 4B, esto es, AM = ——4B. Lo cual, asegura
m+n m m+n

que AB queda dividido en m + n sectores de igual longitud.



Capitulo 5. Primer teorema de los elementos de Euclides

La prueba de que las otras subdivisiones conseguidas, en concordancia
con el procedimiento descrito, tienen igual longitud, procede por
semejanza de tridngulos y recurre con frecuencia a la simetria de la

construccién. A continuacion, se proponen algunos ejemplos.
Ejemplo 1.

Aqui se muestra la particiéon de un segmento AB en cinco partes desde su

biseccién y triseccion (Figura 24).

Figura 24. Division de un segmento en cinco partes, a partir de su

biseccion y triseccion

Es suficiente ver que los triangulos AGC y FGE son semejantes ya que los
angulosen Ay F miden 60° y los angulos en G son opuestos por el vértice
y puesto que los tres dngulos son congruentes, se sigue que los tridngulos

son semejantes y en consecuencia, tienen sus lados proporcionales.
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Asi,

Q|
A3

= % estoes AG = %ﬁ y por lo explicado AG = gﬁ y puesto

gENE

que este ultimo segmento es la tercera parte del original, se encuentra

AB.

o

que G=§*§ﬁ=

vl =

Ahora bien, el método de induccién matematica asevera de manera
retrospectiva que, se puede dividir un segmento en n partes de igual
longitud, puesto que ya se ha dividido en n — 1 partes iguales. En
consideracion a esto, el segmento GB se divide en cuatro partes iguales,
una de las cuales, HB es igual, por simetria, con AG. La consecuencia

general esta en que se ha dividido el segmento AB en cinco partes iguales.

Por otro lado, la construccion de tridngulos equilateros, con un lado sobre
el segmento AB es un entramado de segmentos paralelos; los vértices que
no estan en este segmento se ubican en sendas paralelas, alado y lado de
este y en consecuencia, al unir los vértices de la manera constructiva
indicada, se convierten en secantes del segmento AB que definen una

particién en subsegmentos de igual longitud.

El caracter aditivo del procedimiento de particién de un segmento AB en
subsegmentos iguales, permite recurrir a la descomposicién de un

numero para ejecutar la tarea con efectividad, hecho que se puede hacer
de B] (parte entera) maneras diferentes, si se quiere partir AB en n

partes iguales, recurriendo a la construccién repetitiva de tridngulos
equilateros. En la Figura 25 se presenta la particiéon en ocho desde la

descomposicién 8 = 6 + 2.
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Figura 25. La divisién de un segmento en ocho partes a partir de la

descomposicion 8=6+2

En este caso, es recomendable partir el nimero, en lo posible, en dos
pares. La construccion anterior podria utilizar la particion de un
segmento en cuatro partes, para lograr la divisién de AB en ocho partes
iguales. A continuacién, se presenta la division en doce partes,

recurriendo a la descomposicién 12 = 8 + 4 (Figura 26).

Figura 26. La division de un segmento en doce partes a partir de la

descomposicién 12=8+4

De hecho, también es posible tomar el arreglo del doce como 12 = 10 + 2

que se indica en la figura 10 (Figura 27).
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Figura 27. La division de un segmento en doce partes a partir de la

descomposicién 12=2+10

Esta forma de dividir un segmento en partes iguales, hace notar el vinculo

existente entre la geometria y la aritmética.
Ejemplo 2

Como se ha mencionado, para demostrar que cada subsegmento posee la
medida requerida, necesita de la semejanza de tridngulos. A continuacion,
se presenta una demostracion, aludiendo a la particién en once como

11 = 3 + 8, para el subsegmento que sigue al inicial (Figura 28).

Figura 28. La division de un segmento en once partes a partir de la

descomposicion 11=3+8
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De la semejanza de los triangulos ACL y PCH se tiene AC = 2@ y asi

C=%ﬁ y por ello, @:%ﬁ, de donde se obtiene que

De la semejanza de los tridngulos PDI y ZDL se sigue PD = %ﬁ y por tanto

P_:%ﬁ; y siendo PZ = AZ — AP se deduce queﬁ:%(ﬁ_ﬁ)
= i(l,l) AB, o mejor, PD = > 7B. Por esta razén y dado que, CD
11\3’8 v

CP + PD, con los debidos remplazos, se observa, cémo efectivamente, CD =
30— 5-—= 1-—

—AB +—AB = —AB.

88 88 11

Razonamientos similares se realizan para verificar que cada particion

corresponde a la onceava parte del segmento AB.

Obsérvese lo interesante que resulta tomar semejanzas adecuadas entre
los tridngulos y recurrir a las sumas y restas de segmentos contenidos en

el original.



CAPITULO 6.
LA IRRACIONALIDAD DE RAIZ CUADRADA DE 2

6.1 CONTEXTO

;Qué tienen en comun los simbolos e, 7, V163, 1, 02.Si, representan ndmeros
y por curioso que resulte, cada combinacion de ellos, también representa un
numero. Ademas, con tan pocos simbolos y los de las operaciones basicas, es
posible representar una infinitud de ellos; algunos, con trazas epistemolégicas

en su existencia (Fresan & Rué, 2013; pp. 5-7).

El niimero cero (0) representa la nada y en la operatoria aritmética, juega un
importante papel; lo mismo el uno (1), nimero que da origen a la secuencia
infinita de los nimeros naturales, trampolin para la construcciéon de los
numeros enteros que son la base de los racionales y por ende, de los irracionales

que hacen de los reales un mundo completo y continuo.

V163 es similar a v/2 y constituyen ejemplos de los miembros de la gran
familia de los ndmeros irracionales algebraicos al ser raices de ecuaciones con
coeficientes enteros. Este conjunto de irracionales algebraicos es numerable;
contrario a los irracionales trascendentes, como e y m que tienen un origen

distinto y configuran un conjunto innumerable.

Figura 29. Area de un circulo de radio 1 igual a
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El niimero m estd ligado a la circunferencia, y su trascendencia fue
demostrada en 1822 por el matematico aleman Ferdinand Von
Lindemann; su origen esta referido a la razé6n entre la longitud del arco

de una circunferencia y la longitud de su didmetro (Figura 29).

El niimero e tiene connotacion diferente, esta ligado a las series, en
variados casos como en e, los numeros trascendentes resultan de

expresiones como la suma de infinitos sumandos tal como ocurre con el

trascendente Zf‘;oﬁ = 0,210001000000000000000001000 ... nimero

configurado de modo que la distancia entre dos unos consecutivos sigue

el orden factorial de constitucion de ceros. Pero, no siempre una serie

convergente define un trascendente, como en el caso de S=1+ % +%

+%+ % + -+ que, en virtud de la propiedad asociativa de la adicion, se
: 1 1,1,1, 1 . 1

escribeS=1+-(1+-+-+=-+—+-),esdecir,§ =1 +=Syporello
2 2 4 8 16 2

S = 2y asi, S es un nimero natural.

La ultima serie, arriba representada, es una manera distinta y poco
1

. . 1 1
corriente de representar al natural 2. Sin embargo, e = 1 + TR

1 : ., .
+; + -+ cuya aproximacion decimal es

2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574
966967627724076630353547594571382178525166427... es uno de
los infinitos reales trascendentes y tiene el privilegio de ser un nimero

con mayor uso en el mundo de la ciencia.

En el texto de los matematicos espanoles, Javier Fresan y Juanjo Rué

(Fresan & Rue, 2013), Qué sabemos de los ntimeros trascendentes, aparece
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el excelente relato de la combinacion e conocida como la constante

de Ramanujan, en honor al célebre matematico hindd Srinivasa
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Ramanujan Alyengar. Con este niimero, el gran divulgador matematico
norteamericano Martin Gardner publicé en la revista Scientific American
de abril de 1975, asegurando como broma que esta constante era un
nimero entero. Nada tan lejos de la “realidad”; pues se trata de un
numero trascendente, a pesar de estar demasiado cerca del entero
262537412640768744, como lo determiné por primera vez, el

matematico francés Charles Hermite en 1859 (Fresan & Rué, 2013: p. 6).

Se puede ahondar este galimatias historico sobre la constitucion de los
numeros reales R, aduciendo que, seleccionado al azar uno de tales
numeros, lo mas probable es que resulte ser un real trascendente. Pero
no es la intencion. El propésito es argumentar sobre la belleza de la
demostracién de la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos. En tal
sentido, es necesario replicar que los antiguos griegos no aceptaban en su
aritmética intuitivamente geométrica, la existencia de los nimeros
negativos y menos la del cero. Sin embargo, sus procesos matematicos
deductivos dieron con el descubrimiento de una nueva clase de nimeros,
los irracionales, hallazgo que se convirtié6 en escollo para el cabal

entendimiento de sus teorias.

Clawson (1999: 95), en su texto Misterios Matemadticos, asegura que, para los
pitagoricos los ndmeros eran los atomos que constituian el universo; en su
principio, existia la Unidad (el uno), una ménada “Limitada” y sin extension,
rodeada de otra ménada ilimitada que era el principio de la extension y del

espacio. Los niimeros eran el vehiculo para interpretar el mundo.

La caracteristica sobresaliente de todo era la armonia representada en
relaciones correctas de los numeros enteros. Asi, los principios
geométricos de las figuras se establecian por las subsecuentes

estructuras aritméticas que las relacionaban. El ejemplo tipico es el del
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tridngulo rectangulo de lados (3,4, 5), de donde emerge una infinitud de
triangulos semejantes de lados enteros, satisfaciendo la relacion
pitagérica mas famosa, utilizada con anticipacién por egipcios y
babilonios: a? + b? = c¢?, en este caso 32 + 42 = 52 (Figura 30) y que se

estudia en detalle en el Capitulo 9.

Figura 30. Tridngulo rectdngulo de lados en proporcién 3:4:5

Al parecer, el obstinado de Hipaso de Metaponto debi6 preguntarse: ;Y si
se toma un cuadrado de lado 1, ;cudl es la longitud de su diagonal?
Buscando la respuesta, demostraria para todos los cuadrados de lados
igual a la unidad que de ninguna manera su diagonal podia ser una

fraccién, un ndmero racional (Figura 31).

Figura 31. Cuadrado de lados iguales a la unidad y diagonal \/2
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6.2 SOBRE EL AUTOR DEL TEOREMA

A todos gustaria de manera vivida conocer los detalles historicos que se
reflejan en la biografia de los hombres que interesan, sobre todo, los que
han cambiado el rumbo académico de las teorias y de las ciencias y que al
final, se convierten en el reflejo mental mas cercano a la realidad que cada

humano merece poseer.

Hipaso de Metaponto, en latin, Hippasos Metapontinos (siglo VI a.C),
filosofo y matematico presocratico griego, miembro de la escuela
Pitagorica, nacido en Metaponte; fue expulsado de la escuela pitagérica
por demostrar la existencia de los nimeros irracionales. Es considerado
uno de los filésofos pitagéricos mas antiguos. Existen diferentes
versiones sobre su muerte, se dice que murié ahogado, defendiendo la

ciencia, después de ser desterrado de la escuela pitagorica.

Hipaso, naci6 por el afio 500 a.C. como miembro de la escuela pitagdrica
fundo6 el Grupo de los Acusmaticos, que él mismo dirigia, mientras el
grupo de los matematicos era dirigido por Pitdgoras. No existen escritos
de su parte, pero en su obra académica parece haber asegurado sobre la

infinitud del universo, del que afirmaba que esta en continuo movimiento.

A Hipaso se le tiene como uno de los pitagdéricos mas importantes de la
época temprana, se sabe que construyé un dodecaedro, descubri6 la
inconmensurabilidad, siendo pionero de esta teoria que impide la
comparacion de algunas medidas y que también escribi6 una obra en
contra de Pitdgoras. Hipaso, probdé la existencia de los nimeros
irracionales, rompiendo la regla del silencio o del secretismo de los

pitagoéricos. Esto al parecer habria hecho que los expulsaran de la escuela.



Capitulo 6. La irracionalidad de raiz cuadrada de 2

Al parecer, Hipaso fue maestro de Heraclito de Efeso y en sus trabajos
matematicos importantes de relieve, aparece la demostracion de la
irracionalidad de la raiz cuadrada de 2 y con ello, del descubrimiento del

conjunto de los ndmeros irracionales, o al menos de su origen.

En el ambito de la fisica, realizé estudios en teoria musical, acustica y
resonancia. Se sabe que realizé experimentos alrededor de este orden de
cosas, con discos de bronce de igual didmetro y distinto grosor, y que
entre sus pensamientos arraigados estaba el de sostener que el fuego era

la causa u origen de todas las cosas.

Los documentos mas antiguos dan diferentes versiones de su muerte. Al
parecer, murié durante un naufragio en circunstancias misteriosas.
Algunas fuentes afirman que se suicidé como autocastigo y otros, como
Jamblico, refieren que fue tirado al mar por haber descubierto y

divulgado la irracionalidad de la raiz cuadrada de 2 (Wikipedia, s.f.).
6.3 TEOREMA

El descubrimiento de la raiz cuadrada de 2 como un ntimero irracional,
se atribuye al pitagoérico Hipaso de Metaponto, quien fue el primero en

producir la demostracion de la irracionalidad, utilizando geometria.

La demostracion clasica de que V2 es irracional, es decir, que no entra en

razén, o mejor, que no se puede escribir de la forma Z siendo p y ¢q

numeros naturales primos entre si, retine gran belleza por su simplicidad.
Aupada en el modelo de razonamiento indirecto, llamado demostracién
por Reduccion al Absurdo, utiliza un aspecto basico de la teoria de

numeros y es el concepto de paridad.
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Siendo la divisién la reina de las operaciones, el primer concepto que se
aprende en la escuela, permite la particién de los nlimeros naturales en
pares (P) eimpares (I) y con él, a través de la multiplicacién, se encuentra

la siguiente tabla, para estas dos clases de nimeros.

Tabla 21

Multiplicacion de las clases entre pares e impares

X P | X 0 1
P p p 0 0 0
| p I 1 0 1

La tabla de multiplicacién de las clases entre pares e impares, es isomorfa
con la de la misma operaciéon regular entre los numeros {0,1}. En
cualquiera de los casos, se colige que, para que un namero sea par, la
descomposiciéon en sus factores primos (Teorema fundamental de la
aritmética) debe contener al menos un factor par. En otras palabras, no

puede ser el caso de que un producto de nimeros impares, sea par.

Teorema

V2 no es racional.

Demostracion

Al suponer que V2 sea un niimero racional, nos obligamos a pensar en la
existencia de dos naturales p y g, primos entre si, es decir sin factores

comunes, o tales que MCD(p, q) = 1, que permiten que v2 = S' Si esto fuese

posible, se tiene de inmediato p? = 2¢?, lo que indica que p? es un nimero
par; pero para que esto ocurra, de acuerdo ala
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Tabla 21, lo Gnico posible es que p sea par; es decir, debe existir un natural m
tal que p = 2m y por ello se tiene que p? = 4m? = 2q? lo que lleva a la
igualdad g = 2m?. Esto indica, de nuevo, que g es par, lo que a su vez, la

Tabla 21 sefiala que q inevitablemente es par; o sea, existe un natural s tal que

q = 2s.

En sintesis, pensar en que v/2 es racional ha supuesto la existencia de dos
nameros p y q sinfactores comunes diferentes a 1 y tal suposicion ha derivado
en que necesariamente deben tener al menos como factor comtinal 2 y esto es
una abierta contradiccion que vulnera la consistencia légica de la teoria, pues

se tiene que p y q son y no son primos entre si, al mismo tiempo.

En la matematica no se puede trasgredir, ni el principio de no
contradiccion, ni el principio de identidad, ni el principio del tercio
excluido y por ello es imposible pensar que v/2 fuese un nimero racional,

porque de hacerlo, se estd violentando las bases intimas de esta ciencia.

Este hermoso teorema demuestra dos cosas elementales: no se puede pensar
en la existencia de un triangulo rectangulo iso6sceles, cuyos lados midan
nimeros enteros, y que la expansion decimal e infinita de este nimero no
tenga periodo, se extienda sin limite, conteniendo en sus cifras a cualquier
numero, al precio de tu camisa, a tu nimero telefénico, tu cédigo postal, tu
estatura, el nimero que indica una edad, y marcha por la pared, se desliza en
la mesa, huye por los intersticios de la puerta, por las aldabas, se escapa entre

las bisagras y es inalcanzable, no cabe en un tablero.

V2 ~1.41421356237309504880168872420969807856967187537694
8073176679737990732478462107038850387534327641572735013
8462309122970249248360558507372126441214970999358314132
226659275055927557999505011527820605714...
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6.3.1 Argumentacion

El camino de la demostracién, por reduccidén al absurdo, es apetecido por
los matematicos profesionales para demostrar teoremas de unicidad y en
el caso de la demostracion de la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos,
brinda una traza simple de admirable belleza, pues se une al manejo de

unas ideas aritméticas basicas. En sintesis, al suponer la existencia de dos

niimeros naturales p y g, primos entre si que hacen v/2 = s, se sigue que

no son primos entre si. Ser primos entre si, indica que, a lo sumo uno de

ellos puede ser par; pero de ser cierto que v2 = s, se ha concluido que los

dos, necesariamente deben ser pares, y alli radica lo contradictorio; por

esta razon, no es dable pensar en tal posibilidad.

Pero aparte de manejar ideas simples, la belleza se incrementa por su
brevedad; no es rayana en argumentos abundantes y eso la hace
doblemente bella y como se ha dicho, apostamos un millén de délares a
que nadie en el mundo tiene la capacidad de construir un tridngulo
rectdngulo isdsceles cuyos lados tengan como medida, de manera

exclusiva, a nimeros naturales.

6.3.2 Demostracion adicional

Tomada de Amster (2008: 90).

Los ndmeros reales se particionan en dos grandes conjuntos, con
profundas caracteristicas que los hace rebeldemente irreconciliables, los
racionales y los irracionales. Los racionales son aquellos que prestan
oidos a aquello que aseguran los mayores a los jovenes, y es que, siempre
hay que entrar en razdn; en este caso, la razdén resulta ser la aproximacién
decimal del cociente de dos nimeros enteros y su expansion decimal

infinita tiene la caracteristica de ser periddica, es decir, siempre hay un
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bloque de cifras decimales que se repite de manera incesante. De este
2 . . . .
modo, 3= 0,6666 ... es un nimero racional, con periodo de longitud 1,

que en este caso es 6.

El nimero 0,24242424 ... en consecuencia, es un racional con periodo 24,

de longitud 2 y de hecho, debe ser un nimero que se obliga a entrar en

razény en efecto, 0,24242424 ... = -

La longitud de los periodos es arbitraria y puede estar constituida por
cifras distribuidas de manera caprichosa. Asi, un bloque repetitivo puede
ser 100100011015 desde cualquier momento en que se vaya recorriendo

el nimero.

Asi, el nimero: 25,7778100100011015100100011015100100011015 ...

es un namero de los que entran en razon, es un numero racional.

Asi como la imaginacion es intuitivamente perversa, puede inclinarse por
pensar en un numero con expansion decimal sin periodo, como aquel
constituido por ceros y unos, con parte entera 1, de modo que la distancia
entre dos unos se mide por la cantidad de ceros entre ellos, de tal modo
que esa cantidad siempre aumenta en uno. Describir este niumero resulta

mas complicado que verlo:
1,01001000100001000001000000100000001000000001 ...

Con solo cambiar la parte entera de este nimero ya tenemos una infinitud
de nimeros que carecen de periodo, que no pueden entrar en razon.
Igual, si después de la coma, en su expansiéon decimal disponemos unas
cuantas cifras, por decir algo, un milldn de sietes y luego la azarosa cola
aperiédica de ceros y unos. Este conjunto de numeros, es de los

irracionales, y en cantidad es un conjunto que supera en infinitud a la
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infinitud de los racionales. Es decir, en la recta real se encuentran mas
irracionales que racionales; dicho de otro modo, al escoger un real

arbitrario, la probabilidad de que se trate de un racional, es nula.

El conocimiento de la aparicion en el mundo académico de los nimeros

irracionales se endilga a los pitagoricos que parece vivieron con horror el

momento de descubrir que la raiz cuadrada de 2, V2, no era racional.

Como se ha dicho, la demostracion se atribuye a Hipaso de Metaponto,
pero en este momento se va a reconstruir una original del matematico
Tom M. Apoéstol, que Paul Amster, matematico argentino, califica como un

verdadero poema (Amster, 2019).

Si V2 fuera racional, existirian dos niimeros enteros p y g tales que el
cuadrado de Z es justamente 2.Y de alli se desprende p? = 2q2 = ¢% + q°.
Aqui viene la conexion geométrica. La tltima igualdad significa que existe

un tridngulo rectangulo isésceles de lados enteros p y q, de catetos q y de

hipotenusa p (Figura 32).

q

Figura 32. Tridngulo rectdnglo de catetos q e hipotenusa p: q* + q* = p?

Se traza ahora un arco de circunferencia de radio g, con centro en el

vértice superior del tridngulo. Tal arco corta a la hipotenusa del triangulo
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en el punto L y por alli se traza la tangente al arco de circunferencia

(Figura 33), con lo cual se obtiene el grafico de la Figura 33.

q C
Figura 33. Tridngulo rectdnglo de catetos q e hipotenusa p, con arco de

circunferencia de radio q

Ay B vuelven a ser los lado de un triangulo rectdngulo isdsceles, por
semejanza con el tridngulo original y por ello A = B = C, segmentos que

miden p — q.

El hecho de que B = C se debe a que el punto de interseccién entre la base
del triangulo y la perpendicular por L es un punto exterior a la
circunferencia de radio g, que se ha trazado desde el vértice superior del
tridngulo y tales rectas son tangentes a la circunferencia; por esto, el
punto de interseccién mencionado equidista de los puntos de tangencia

de esos segmentos (Figura 34).

S B

Figura 34. Triangulo rectdngulo isésceles de lados enteros: catetos p — q,

hipotenusaq — (p —q) = 2q —p
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El tridngulo rectangulo isésceles también tiene lados enteros de catetos

p — q y de hipotenusaq — (p — q) = 2q — p.

Este procedimiento se puede repetir de manera iterativa, obteniendo una
secuencia infinita de tridngulos cada vez mas pequefios y todos con lados
enteros. Asi, estos lados forman una secuencia infinita de triangulos
rectangulos isdsceles, con lados de dimensién entera, donde cada
triangulo tiene medidas estrictamente menores que el anterior. Pero esto
es imposible ya que los ndmeros enteros positivos no admiten un decenso
infinito; en otras palabras, no existe una secuencia de nimeros naturales
infinita estrictamente decreciente; cualquier secuencia decreciente de
manera estricta, solo puede ser finita y al maximo, terminar en 1 (Amster,

2019; pp. 128-130).

Esta imposibilidad, marca a su vez la imposibilidad de pensar en la
existencia de un triangulo rectangulo isésceles cuyas medidas de sus
lados sean enteros. De manera irremediable, todo tridngulo de esta
forma, con catetos iguales en su medida a un entero, es tal que su

hipotenusa debe ser, en su medida de longitud, una entidad no entera.

6.3.3 Desviacion

Dado por sentado que V2 es un niimero irracional ya se esta frente a una

infinita coleccién de irracionales: v3,v5,V7,... e incluso, de una gama de

irracionales que se disfrazan con los ropajes mas absurdos: V2 + V2,

\/2 ++/3, \/2 -2, .., pero ;qué decir de aquellos radicales anidados
infinitos?. Este tipo de engendros tuvieron su nacimiento en la creativa
inspiracién de Srivinasa Ramanujan Alyengar, cada uno de ellos encarna

una imagen sui genéresis.
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Por ejemplo L = \/2 + \/2 ++vV2++V2+ - es 2 debido que al elevar al

cuadrado se tiene L? = 2+\]2+\/2+ 242+ estoesl?=2+1L

ydealli, .2 — L —2 = 0, 0lo que es lo mismo, (L — 2)(L + 1) = 0.

Pero la expresion solo contiene niimeros positivos, de modo, que el iinico

valor posible es L = 2. Qué forma tan linda de escribir al sucesor de la

unidad,estoes,\/2+\/2+ 24+V24+--=2.

Con el mismo malabar algebraico se comprueba que cada uno de los naturales

puede disfrazarse de radical infinito, asi J 30 + J 30++v30++v30+:-=6.

Pero, jcuidado! También es posible producir irracionales como

\/1+\/1+ 1+v1+-- =%§queeselnﬁmerodeoro.

Y entre tanto arrobamiento de imaginacion, pensar en radicales anidados

alternantes, como \/2 + \[1 ++/2 4+ +/1+ - ynumeros asi, que desbordan

la imaginacidn.
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CAPITULO 7.
EL TEOREMA DE HOLDITCH

7.1 CONTEXTO

Muchos magos se apegan al conocimiento matematico para lucubrar
trucos y en efecto, tales malabares de prestidigitador, explicados desde
las matematicas, se convierten en resultados elementales que asombran
por su simplicidad y por su misterio. La geometria estd llena de
resultados sorpresivos que una vez demostrados, se convierten en
verdades ineluctables. Uno de estos hechos, es el llamado Teorema de
Holditch, que transforma el calculo del area de una corona amorfa, o de
forma disimil e irregular, en el calculo del area de una elipse, forma
conocida por su aspecto simétrico y regular. Asi, lo irregular se

transforma en algo conocido e indiscutiblemente bello por su apariencia.

El Teorema de Holditch es un resultado geométrico sobre areas de curvas
planas, publicado en 1858. Este descubrimiento fue el centro de atencion
de muchos matematicos en ese tiempo, resultado ampliamente estudiado
y que suscitd generalizaciones. A pesar de su encanto, el teorema fue
olvidado y las investigaciones en ese campo no se estudian en la

actualidad. La belleza del descubrimiento anima a acudir a su rescate.

Figura 35. Teorema de Holditch
Fuente: Researchgate (s.f.),
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Para una curva cerrada arbitraria, una cuerda cualquiera que permanece
fija en su dimensiéon une dos puntos de esa curva y se toma un punto
cualquiera de dicha cuerda que define una figura cuya area coincide con
la de una elipse cuyos semiejes son las longitudes de los trozos de la
cuerda, al girar tal cuerda por la curva una vuelta completa. La figura es
una especie de corona alrededor del area limitada por la curva original y
en el caso en que la curva sea una circunferencia, cualquier punto que se
tome sobre la cuerda determina una corona circular cuya area, como lo
describe el teorema, es igual al area de la elipse cuyos semiejes son los

dos segmentos de la cuerda particionados por el punto (Figura 35).

En este capitulo, por circunstancias descriptivas, se adopta el caso de la
curva como circunferencia para que el problema se torne facil de

entender, sin que pierda su calidad de asombro y misterio.

[A]

Figura 36. Teorema de Holditch - El caso de la circunferencia

La intencién es demostrar que el drea de la corona [A] — [P] = mab,
donde a es la longitud del segmento AP y b la longitud del segmento PB,

siendo P un punto arbitrario en la cuerda AB (Figura 36).
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7.2 SOBRE EL AUTOR

La presente seccidn, constituye una adaptacién de Hmong (s.f.).

El reverendo Hamnet Holditch, (1800-1867) fue un matematico inglés,
presidente de Gonville and Caius College en Cambridge. En 1858
introdujo el resultado en geometria conocido como el Teorema de
Holditch. Naci6 en 1800 en King's Lynn, hijo de George Holditch, piloto y
capitan de puerto. Educado en King's Lynn Grammar School, se matricul6
en Gonville and Caius College, de 1a Universidad de Cambridge en 1818 y
se gradud en 1822. En Gonville and Caius College, Holditch fue miembro
junior desde 1821 y senior desde 1823 y ocupd los puestos universitarios
de profesor de hebreo y griego, registrador, mayordomo, salarista (1823-
28), tesorero (1828-31), y presidente hasta su muerte, que ocurrié el 12

de diciembre de 1867.

Aunque Holditch escribié diez articulos matematicos, estuvo ocioso como
tutor. John Venn, estudiante universitario en Caius en la década de 1850
y becario de Caius desde 1857, indic6 que Holditch, a pesar de su sucesién
de cargos universitarios, "mas alld de unos pocos alumnos privados,

nunca particip6 en el trabajo educativo".

Holditch fue un matematico ingenioso y creativo, probablemente se habria
distinguido si se hubiera visto obligado a trabajar en problemas de esta area
del conocimiento. Destacado por su extrema timidez. Debido a un antiguo
desaire, durante muchos afios se ausenté por completo de Hall y Chapel y
pocos miembros del colegio lo conocian, incluso de vista, a tal punto que una

vez, un estudiante le mostro el colegio, tomandolo por un extrafio.
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7.3 TEOREMA DE HOLDITCH

El Teorema que el matemadtico inglés Reverendo Hamnet Holditch

propuso en 1858, dice:

“Supongamos una curva cerrada, convexa vista desde su exterior, es
decir, sin concavidades exteriores ni puntos singulares, en la que se
inscribe una cuerda AB de longitud fija. Un punto P de ésta divide la
cuerda en dos segmentos PA = ay PB = b. La cuerda se desplaza con
sus extremos AB siempre apoyados en la curva de partida de manera
que llegue a dar una vuelta completa en torno de ella. Asi, el punto P
dibujard otra curva cerrada interior a la primera (el lugar geométrico
de P en la maniobra) de tal manera que entre las dos curvas se
constituye una corona cuya drea vale wab. Es decir, la misma drea que

tiene una elipse de semiejes a y b.” (Gaussianos, s.f.).

La forma mas sencilla de probar un caso particular del teorema es cuando
la curva de partida es una circunferencia. En ella aparecen dos
circunferencias: la grande de radio R, que es la curva de partida
conteniendo a la cuerda AB y la pequefia de radio r que es el lugar

geométrico de P al dar la cuerda una vuelta completa (Figura 37).

X

Figura 37. Teorema de Holditch - El caso de la circunferencia
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Demostracion

El area limitada por una curva suave definida en coordenadas polares es

2 . .
A==[*"12(0) d6, que se utiliza en la demostracién.
2Jo

La potencia de P, respecto de la circunferencia grande, se puede expresar

como el producto ab, o como (R+71)(R—71)=R?—r2

ab = R? — 12,

Es decir,

Al multiplicar por m ambos miembros de la ecuacién anterior, se tiene:

mab = m(R? — r?); de modo que, ab es igual al 4rea de la corona circular.

En este caso particular, para ir asentando AB sobre su circunferencia, no
ha hecho falta someter AB a ninguna traslacién, ha bastado con girar el
segmento. Otra cosa de notar en la misma situacion es que la interseccion
de AB en una determinada ubicacion, con la misma cuerda 4B, en la
posicion sucesiva, tiende a situarse en el punto medio de AB cuanto
menor sea el angulo girado; asi, sila distancia entre A y A’ se acerca a cero,
el punto de interseccidn de los segmentos AB y A'B’ es el punto medio de
cualquiera de ellos. Esto es importante a la hora de aplicar el calculo

integral en la demostracién del teorema.

La Figura 38 se ha despojado de lo innecesario, se ha reducido mucho el
valor de 8 (el &ngulo de giro de AB a su siguiente posicidn) precisamente
para aparentar su tendencia a cero y por ello, se lo ha denotado como 46
. Se ha afiadido la circunferencia que pasa por el punto medio de AB yes

concéntrica con las otras dos (la mas pequefia de las tres).
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Figura 38. Teorema de Holditch - dngulo de giro de AB tiende a cero

Los dos tridngulos casi horizontales, que tienen su vértice mas agudo en
el punto medio de AB, cuando 46 tiende a cero son iguales, y ademas,
isésceles (de acuerdo con el calculo infinitesimal) (Figura 39). El

triangulo de la izquierda (en el que A es un vértice) tiene un area igual a
% de su base por su altura, y es un elemento infinitesimal de area. La base,
es el lado pequeio de longitud 46, siendo el angulo diferencial de 8 y el

radio —; este valor del radio es también el de la altura del tridngulo (nos

a+b
2
hemos situado en el terreno del calculo infinitesimal). El drea de ese
triangulo, integrada a toda la circunferencia, resulta ser el area de la
corona que determinan las circunferencias: la grande y la mas pequeia.
Sillamamos [A] al rea del circulo mas grande y [Q] a la del mas pequefio,

a+b

se tiene [A] — [Q] = %fozn (T)Z do.

ﬂ E
‘M’,‘ B
A V

D

Figura 39. Teorema de Holditch - demarcacion de tridngulos semejantes
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Llamando [P] al area del circulo intermedio (ése cuya circunferencia es el
lugar geométrico de [P]) y mirando al triangulo de la derecha STU (no el

grande que tiene B como vértice, sino el mas pequefio con vértice S), se tiene:

N2
[P]-[Q] = % fozn (aTb) d@, puesto que la altura o radio del triangulo EBS

a+b

-b . . s
esr(0) = - = b= aT Restando de la primera ecuacidn, la tltima, entre

5 .2
estas que tienen integrales, queda: [A] — [P] = % fom <(‘12Lb) — (aTb) >olo

que es lo mismo [A] — [P] = %fozn ab df = %[0]5” = mab.
Es decir, el area de la corona determinada por las circunferencias mayor
e intermedia (la de partida y la del lugar geométrico de P) vale mab, tal
como se queria demostrar. La demostracion, que resulta comoda a partir
de una circunferencia, es valida para cualquier otra curva de partida que
retina las condiciones del enunciado del teorema, puesto que el resultado
no depende de la forma de la curva sino tan solo de a y de b. El que el
limite superior de la integral sea 2m, no evoca a una circunferencia, sino
al hecho de que por ser cerrada, la curva de partida (que puede ser

oblonga) ha de ser recorrida en una vuelta completa de 27 radianes.

7.3.1 Una explicacion grafica

Parala demostracion del teorema, se ha recurrido a la férmula del calculo

de 4reas de curvas determinadas en coordenadas polares,

_1 21 2
A=1[""r2(6)de.

A continuacidn, con ayuda de graficas, se expone la situacion explicada,
con el claro objetivo de que se comprenda no solo la demostracion, sino
la potencia magnifica del resultado; digamos, la transformacién
inmediata de un area correspondiente a una region irregular a una

conocida, concretamente que corresponde al area de una elipse.
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Se trata de calcular el area de una corona circular entre dos circulos
concéntricos, donde AB es una cuerda, P es un punto elegido al albur de
tal cuerda y el circulo interior es el lugar geométrico de P cuando la
cuerda se desliza por la circunferencia grande de radio arbitrario.
Ademas, d(A,P) = ay d(P,B) = b. Al area del circulo grande se le llama
[A] y ala del circulo interior, [P] (Figura 40).

Si M es el punto medio de la cuerda AB, esta describe una circunferencia

cuya area es [Q].

Figura 40. Teorema de Holditch - explicacion grdfica

Si DE es una cuerda de igual longitud que AB, el punto de interseccién de
las dos cuerdas S, tiende a ser M cuando la distancia entre D y A tiende a
cero (Figura 40). En este sentido, el tridngulo DAS puede considerarse
isosceles y se convierte en un elemento de area de la corona entre estos
dos circulos, tridngulo de base 46 y altura r(0) = aTH) y por ello, el area
de esa corona, es:

(41 - [Q] = 12" (%2) s (1)

2

Del mismo modo, el tridngulo STU (Figura 41) es un elemento de area de

la corona entre los circulos interiores al original, en la que considerado
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STU is6sceles, la distancia TU se toma como la base A6 y la altura o radio

s b -b
del tridngulo, es en este caso, r(0) = % —b= aT y por ello, la corona

2
circular tiene como area total [P] — [Q] = %fozn (aTb) de (2)

E
"E’,n B
A ”/

D

Figura 41. Teorema de Holditch - elemento de drea de una corona

Al restar (1) y (2) se tiene:

[4] - [Q] ~ (IP] — [QD) = [4] - [P] = 2 7" (%) a0 — 2 [" (52) a0 =

%fozn abdf = %[9]3"=nab, que es el drea de una elipse cuyos semiejes

miden a y b (Figura 42).

Figura 42. Teorema de Holditch - drea de una elipse
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7.3.2 Argumentacion

No existen palabras para describir la belleza de este resultado magico, una

corona irregular, amorfa, no convexa, se transforma, de manera inmediata, en

una convexa, de forma regular, conocida y simétrica. Es como sacar desde un

vestido de camisa con mangas cortas, rosas de la nada.

Start

Holditch (1858)

yellow area =rs ® (

for every
“convex” closed curve

Figura 43. Teorema de Holditch - otra representacion grdfica

Fuente: Geogebra (s.f.).

La Figura 43, sefiala dos de esas formas, dos figuras, de esas que pululan

en internet y que rinden tributo al resultado examinado en este texto.

Justo, el gran Euclides, con la demostracion del llamado Teorema de

Pitagoras, en el que demuestra que cuadrado mas cuadrado es cuadrado,

abre el hermoso campo denominado de transformacién de areas, que

tiene diversidad de resultados, como el que asegura que, todos los

tridngulos contenidos entre dos paralelas, tienen igual area, y que

establece una clase infinita de tridngulos de diferente forma, con algo en

comun, su area.
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Es razonable asombrarse de este resultado, que reivindica la potencia del
calculo integral, con la dindmica establecida por los lugares geométricos y la
geometria de las cdnicas, temas a los que se acude con regularidad en las aulas

escolares, y que aqui, se han mezclado de manera natural, simple y sabia.

Como se ha visto, el Teorema de Holditch es un resultado clasico sobre
areas de curvas planas, generadas por el movimiento de segmentos. Esta
construccion esta estrechamente relacionada con otros tipos de curvas
como, por ejemplo, curvas paralelas, curvas de anchura constante o
curvas de bicicletas como la cicloide y similares, e intimamente con los
lugares geométricos. En la situacion bidimensional de Holditch, se define
el caso expuesto, pero se puede estudiar mas a fondo. Por ejemplo, el
modo de evitar movimientos retrégrados en el segmento que se va
moviendo por la curva original, lo que ha obligado a que la curva de
partida defina una regién convexa. En el enunciado del Teorema de
Holditch aparece el area de una elipse oculta y esto es lo magico: dentro
de infinitas superficies de formas indefinidas, aparece oculta una elipse
de dimensiones precisas. Tan solo este resultado, anima a continuar en el

derrotero del aprendizaje de las maravillosas matematicas.



CAPITULO 8.
TEOREMA DE THEBAULT

8.1 CONTEXTO

La matematica no puede desligarse de la geometria; la forma, que es el
objeto de abstraccion de la geometria, tiene que ver con las dimensiones
y con la cantidad, ademas, en si misma es fuente de transformaciones, que
no son mas que funciones, tema que se estudia al interior de la
matematica en areas como el analisis. Este vinculo inveterado mantiene
una riqueza natural, muchos resultados geométricos sorprenden por su
sencillez y son de obligatoria demostraciéon deductiva, tal y como lo

realiz6 Euclides en su magna obra Los Elementos (Scoop, s.f.).

El Modelo Sintético de Geometria, también denominado Euclidiano, es
una fuente inagotable de resultados que se disponen como pruebas,
problemas, desafios y retos dentro del mundo académico. Algunos son
atribuidos a los mecenas y amantes de la ciencia que se convierten en
protectores de mentes brillantes. Incurren en hechos fortuitos, como las
cartas acontecidas entre el marqués de L’Hopital y Jacques Bernoulli. Las
misivas de Bernoulli contenian lo que ahora se denomina la Regla de
L'Hopital, de la cual, este ultimo es un simple transcriptor. Sin embargo,
este principio de tanta utilidad en el calculo y analisis persevera en rendir

homenaje al marqués.

Igual, puede ser la ocurrencia con el Teorema de Napoleodn, de quien se sabe,
fue amigo de la ciencia, y por ello, un espiritu condescendiente, amigo y
protector de cientificos notables. Sin embargo, dada la simpleza del resultado,

cabe la posibilidad de que haya sido su descubridor, aunque no, quien
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demostro la veracidad del hecho. La sencillez del resultado es justo, lo que le
hace sorprendente, maravilloso y hasta misterioso como muchos, incluso,

aquellos que se descubriran en adelante.

El Teorema de Napoledn afirma que el tridngulo determinado por los
centros de gravedad, o baricentros de los tridngulos equilateros,
construidos exteriormente sobre los lados de un tridngulo cualquiera, es
equilatero (Figura 44). Como una extension del resultado, resulta que
ocurre lo mismo, si los tridngulos se construyen hacia el interior de un

triangulo arbitrario.

Este hecho es pasado por alto en la ensefianza escolar. Su belleza y
simplicidad, parece no poseer el brillo suficiente para iluminar los espiritus

y mentes de los jovenes que se forman en las instituciones educativas.

El teorema de Napoledén, como su nombre lo indica, se atribuye a
Napole6n Bonaparte (1769 1821). El teorema estd publicado en el
calendario The Ladies' Diary de 1825, es decir cuatro afios después de la
muerte de Napoleén. Su demostracion utiliza un poco de
transformaciones rigidas y de semejanza, en este caso de homotecias. Por

ello, la demostracion utiliza recursos de la Geometria Transformacional.

Figura 44. Teorema de Napoledn



Capitulo 8. El teorema de Thébault

Al efectuar sobre el tridngulo MLC una rotaciéon de 30° centrada en C,
seguida de una homotecia de razén v/3 con centro en el mismo punto C,
los puntos M y L se transforman en A y X, por lo que el segmento AX es
igual a rafz cuadrada de tres veces el segmento ML. Dado que los
tridngulos YCB y ACX se obtienen uno a partir del otro por una rotacién
centrada en C con un angulo de 60°, resulta que los segmentos AXy YB
son iguales puesto que el uno se produce desde el otro a través de una
transformacioén rigida y como tal, preserva distancias. Se reitera el mismo
razonamiento a los tridngulos MAN y NBL, tomando como centros de
rotaciéon los puntos A y B respectivamente y las homotecias
correspondientes sobre los mismos puntos, para establecer que los
segmentos AX, YB y CZ son iguales entre si y que guardan la misma
relacion entre cada uno de sus lados con la longitud de los lados del
triangulo MNL, razén igual a V3 . Todo esto, demuestra que el triangulo

MNL es equilatero.

Igual se puede demostrar que si los tridngulos equilateros se configuran
hacia el interior del triangulo base, sus centros de gravedad son los

vértices de un nuevo triangulo equilatero.

Establecido este teorema, una mente acuciosa, puede inferir e indagar si
el resultado se puede extender a otras formas poligonales. Por ejemplo,
tomar cualquier cuadrilatero y estudiar si los centros de gravedad de los
cuadrados construidos por el exterior (interior) del mismo, son los
vértices de un cuadrado. Igual, si el poligono fuese un pentagono, en el

que la dificultad aparece en el calculo de su centro de gravedad.

Una respuesta positiva, para el caso de un cuadrilatero, la brinda Victor

Thébault, siempre que el cuadrilatero que se tome sea un paralelogramo.
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8.2 SOBRE EL AUTOR

Victor Michael Jean Marie Thébault (1882-1960) fue un matematico
francés mejor conocido por proponer los tres problemas de geometria
que se relacionan en este capitulo. El nombre del Teorema de Thébault o
Thebo es utilizado por algunos autores para referirse al primero de estos
problemas, y por otros, para indicar el tercero. En 1909 ocup6 el primer
lugar en un examen competitivo, que le otorgd un certificado para
trabajar como profesor de ciencias en los colegios de profesores

(Wikipedia, s.f.b; Culturacientifica, 2022.).

Thébault public6 gran cantidad de articulos en revistas de matematicas
en todo el mundo y aparte de los articulos regulares, también contribuyd
con muchos problemas y soluciones originales que aparecen en las
secciones de problemas en diversas revistas. Public6 mas de 1000
problemas en revistas matemadticas; sus contribuciones a la seccién de
problemas del «American Mathematical Monthly» comprenden mas de
600 problemas y soluciones. En reconocimiento a sus contribuciones, el

gobierno francés le otorgd dos titulos nobiliarios.

Victor Thébault, naci6 el 6 de marzo de 1882 en Ambriéres-les-Grands,
en Mayenne, Francia. Estudi6 en Laval entre 1898 y 1901. Entre los afios
1910y 1923 abandon6 la ensefianza para trabajar como superintendente
en una fabrica en Ernée y en 1924 pasé a ser inspector jefe de seguros en
Le Mans, cargo que ocup6 hasta su jubilacion en 1940. Fallecié el 19 de

marzo de 1960.

Su alejamiento del mundo de la ensefianza no impidié6 que Thébault
dejase de interesarse por las matematicas, siendo sus principales areas

de interés la teoria de ndmeros y la geometria. Colaborador asiduo de
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varias revistas matematicas, contribuyé en ellas con el planteamiento y
resoluciéon de diversos problemas. En particular, en la revista American
Mathematical Monthly, circulan cerca de 600 problemas propuestos por
él, algunos con sus soluciones. La mayor parte de sus problemas tratan

sobre la geometria del tridngulo y del tetraedro (Culturacientifica, 2022).

El gobierno francés, gracias a los aportes realizados por Thébault, lo
nombro Officer de I'Instruction Publique, e incluso el gobierno de Bélgica
en 1935, lo nombr6 Chevalier de 1'Ordre de la Couronne, por su

colaboracioén con las revistas Annales y Mathesis.

8.3 EL TEOREMA DE THEBAULT

8.3.1. Primer Teorema (Problema 1)

Dado un paralelogramo cualquiera, se traza de modo externo (o interno),
en cada uno de sus lados un cuadrado y se calcula su centro de gravedad
(corte de las diagonales); el cuadrilatero que tiene como vértices los
centros de los cuatro cuadrados, es también un cuadrado. La diferencia
de areas de los dos cuadrados, externo e interno es el doble que la del

paralelogramo inicial (Figura 45).

A

cl

B (o]

e

C

Figura 45. Teorema de Thébault
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Los centros de los cuadrados construidos a los lados del paralelogramo

se encuentran en los vértices de un nuevo cuadrado.
Razonamiento geométrico.

Podemos ver que los puntos 4, B, C y D son los centros de los cuadrados
y conforman un cuadrado de centro en O puesto que los segmentos AC y
BD que tienen la misma longitud, se cortan de manera perpendicular en

0, siendo este el punto medio de tales segmentos (Figura 45).

La consecuencia inmediata es que el cuadrilatero ABCD es un cuadrado,
puesto que cada uno de los triangulos AOB, BOC, COD y DOA es isésceles,
con angulos iguales de 45° en la base, conformando un grupo de cuatro

triangulos congruentes.

)

Figura 46. Teorema de Thébault-Problema 1

En la Figura 46 se observa la construccion de los cuadrados de los centros
de gravedad de los cuadrados externos alrededor del paralelogramo y
también de los internos. La suma de las areas de los cuadrados externo e
interno es la suma de las areas de dos cuadrados construidos sobre lados

consecutivos del paralelogramo, bien externa o internamente.
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8.3.2, Segundo Teorema (Problema 2)

Si sobre dos lados consecutivos de un paralelogramo de modo externo (o
interno) se trazan tridngulos equilateros, los vértices externos de los dos
tridngulos con el vértice no utilizado del paralelogramo, son los vértices

de un nuevo tridngulo equilatero. La diferencia de areas entre esos dos

triangulos es % del area del paralelogramo original.

Figura 47. Teorema de Thébault-Problema 2

Dado el paralelogramo ABCD, se construyen los tridngulos ABE y ADF;
se observa que los angulos FDC y EBC tienen la misma amplitud por la
configuracidn del paralelogramo inicial y en consecuencia, los triangulos
FDC y EBC son congruentes al tener parejas de lados de igual longitud.
Asi, los lados FC y CE son iguales, lo que hace que el triangulo FEC se
catalogue inicialmente como is6sceles. Pero el tridngulo EAF también es
congruente con los dos anteriores por las razones expuestas; asi, el lado
EF tiene la misma medida que FC y en consecuencia, el tridngulo EFC es

equilatero (Figura 47).
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Cc

Figura 48. Teorema de Thébault-Problema 2 - Tridngulos internos

Igual circunstancia ocurre cuando se construyen triangulos equilateros
de modo interior. En este caso, se han trazado los tridAngulos ADG y ABH

para constituir el triangulo equilatero GHC (Figura 48).

E&c
v

Figura 49. Teorema de Thébault-Problema 2-Tridngulos internos y externos

En la Figura 49 aparecen los dos triangulos: el de los tridngulos por el

exterior, y el de por el interior. La diferencia entre las areas de los

. 3 . o
triangulos es 3 del area del paralelogramo inicial.
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Figura 50. Teorema de Thébault-Caso particular

Un caso particular del teorema en mencidn, se replica en la Figura 50 y
esta referido al cambio de un paralelogramo cualquiera por un cuadrado:
si sobre dos lados consecutivos de un cuadrado se trazan de manera
externa (interna) sendos triangulos equilateros, los vértices de los
triangulos que no pertenecen al cuadrado con el vértice del cuadrado que
no esta en uso, son vértices de un nuevo triangulo equilatero. Ademas, la

diferencia de las areas de los dos triangulos equilateros, externo e interno

es ; del area del cuadrado original.

En la Figura 50 se observan los tridngulos isdsceles congruentes AFE,
BEC y DFC que tienen como lados iguales, el lado del cuadrado y cuyos
angulos agudos miden 15° en virtud de que, por ejemplo, el &ngulo en D,
para el tridangulo DFC, mide 90° + 60° = 150° y por ello, cada uno de los
angulos agudos en F y C mide 15°, pues, completan los 30°. De este modo,

por composicién, se configura el tridngulo equilatero FEC.

Para el caso en que se tracen los triangulos equilateros interiores, se tiene
que los tridngulos AMD, ALM y ABL son is6sceles y congruentes pues los
pares de lados iguales tienen la misma longitud que la del lado del

cuadrado (Figura 51).
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A : B
Figura 51. Teorema de Thébault-Caso particular-Tridngulos al interior del cuadrado

Ademas, DM = MC y LB = LC y con ello ML = MC = CL, con lo que el

triangulo MLC es equilatero.

Una forma alternativa es la de examinar los triangulos isésceles y
congruentes ALM,DCL y BMC cuyos pares de lados iguales tienen la
misma longitud que la del lado del cuadrado original y que reproducen la

relacion ML = MC = CL (Figura 52).
También se tiene que las lineas AM y AL trisectan al angulo recto en A.

Por ultimo, hay que destacar que la diferencia de areas entre el tridngulo

. 3 .,
externo e interno es 5 el area del cuadrado.

Figura 52. Teorema de Thébault-Caso particular-Otra forma Tridngulos al

interior del cuadrado
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8.3.3 Tercer problema (Un caso de colinealidad)

Al tomar un triangulo arbitrario ABC y D un punto mévil en el lado BC se
determinan los puntos @ incentro del tridngulo ABC y K el circulo

circunscrito al tridngulo.

Figura 53. Teorema de Thébault-Caso de colinealidad

Referidos al séptimo caso del problema de Apolonio, se calculan
finalmente, N como centro del circulo tangente a DC, DA,y Q y P centro
del circulo tangente a DB, DA y Q; entonces, P, Q y N estan alineados
(Figura 53). El séptimo caso del problema de Apolonio es el de la
construcciéon de la circunferencia tangente a dos rectas y a una

circunferencia que subyace en el espacio interior entre ellas.

El calculo de N y P puede hacerse por la via de la intersecciéon de
parabolas, cuyas directrices son uno de los lados donde no esta apoyado

el punto D ylarecta AD.

8.3.4 Argumentacion

Los resultados geométricos de las figuras mas simples como el tridngulo,
el circulo, el cuadrado y los cuadrilateros llenan grandes volimenes de

textos y lo seguiran haciendo, en la medida que investigadores y amantes
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de la matematica y la geometria contintien imprimiendo la pasién por su
trabajo. Los resultados aqui expuestos, ahondan en la belleza por su
simplicidad y porque su demostracién obedece a principios faciles de
entender, comprender y accionar, incluso, de aquellos que requieren la

aplicacion de la geometria transformacional.

El estudio de estos tres problemas entusiasma y anima, empuja al espiritu
aocuparse y recrearse en la geometria, en particular, en sus tres modelos:
sintético, analitico y de transformaciones y conduce a que profesores
incluyan en sus actos pedagoégicos el estudio de estos resultados, dado
que los resultados que emergen pueden motivar a los nuevos

matematicos y gedmetras en ciernes que habitan las escuelas.

De otro lado, se ha expuesto que estos tres problemas son ampliaciones del
teorema de Napoleon, e igual, se ha hecho una apertura mayor, estudiando las
relaciones entre las areas de los cuadrados que brotan de su estudio. Igual,
como un problema iterativo, puede pensarse en lo que ocurriria si aplicamos

el principio constructivo a los cuadrados que surgen.

En gran sentido, la belleza de lo que se ha llamado el Teorema de
Thébault, se asienta en lo facil de su formulacidn, en lo asombroso de su
resultado y en que es un ejemplo de lo que puede llamarse, la ampliacion

de un resultado conocido.

Por otra parte, y con sentido didactico, el mundo moderno actual, dispone
de asistentes geométricos dindmicos como Cabri II Plus y GeoGebra, uno
de ellos con licenciamiento, pero el segundo de libre acceso, que permiten
ejecutar paso a paso las demostraciones de caracter transformacional
aqui expuestas y que son la evidencia de su veracidad. La percepcion
visual no prueba las hipoétesis, pues, el laboratorio de certeza de los

resultados matematicos y geométricos seguira siendo la razon.



CAPITULO 9.
EL TEOREMA DE PITAGORAS

9.1 CONTEXTO

Nada tan subyugante y atractivo como el Teorema de Pitagoras: desde la
relacién numérica a? + b? = ¢? emerge un fluido infinito de triadas
pitagoricas (a, b, ¢) entre las cuales sobresale (3,4,5), porque cumple con
32 + 42 = 52 y esla tnica constituida por naturales consecutivos y desde alli,
brota la infinitud (an, bn, cn) de las mismas, a través de cada nimero natural
n. La forma de configurar otras triadas basicas era conocida por los babilonios.
Con solo tomar x >y, toda terna (x2 — y?,2xy,x? + y?) es pitagérica

porque (x? —y?)? + (2xy)? = (x? + y?)2.

Desde la ecuacién a? + b? = c? aparecen inquietudes como la del tltimo
teorema de Fermat que asegura que la expresion a™ + b™ = c" es
imposible para n = 3, teorema que puso a prueba el talento de
matematicos profesionales por mas de 350 afios, demostrado de manera
erronea por el matematico britanico Andrew Wiles en 1993 y corregido

por él mismo dos afios mas tarde.

Algunos historiadores aseguran que, el Teorema de Pitdgoras se
descubri6 en la India, pero fue Pitdgoras quién primero dio una
demostracién irrebatible y ademas los Egipcios, se dieron cuenta de ello
al ver que siempre que construian un triangulo de lados 3, 4 y 5, resultaba
rectangulo. Cantor infiere que con este triangulo, Pitagoras realizé el
descubrimiento del teorema. Cantor encontré vestigios de papiros de los
tiempos de la 12%* dinastia egipcia, en los que aparecen extracciones de

raices cuadradas y en los que estan trazadas expresiones de la forma:
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3\2 1,2
2 () - (142

4 4
82 + 62 = 102;

24 (142) =(242) )
2) 2)

162 + 122 = 202.

Tales hacia el afio 585 a. C. y Pitdgoras por el afio 540 a. C. aparecen en el
ambito académico entre los primeros matematicos, de ser pioneros al ver
los circulos y los cuadrados y los numeros alejados de la realidad y
demostrar cosas que eran evidentes para tales entes en el mundo de las
ideas y asi obtener otros teoremas poco visibles y demostrados con el
rigor de la l6gica. Son los pioneros en intervenir en el mundo de las ideas

(Paulus, 1998; pp. 256-258).

Con seguridad, no fue el propoésito de Pitdgoras ni el de Euclides, ligar el
teorema con el calculo de distancias, pero no puede escaparse de ello. Por
ejemplo, su aplicacién en la medida de la longitud de la diagonal de todo
cuadrado, encierra en su seno y enmarca al irracional v/2. De este modo,
si Mathew camina hacia el oriente 16 Km en una jornada y en el mismo
dia Brigitte recorre hacia el norte 12 Km, al final del dia a Mathew y

Brigitte los separa en linea recta, una distancia de 20 Km (Figura 54).
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Brigitte ...

le) ; Mathew

Figura 54. Teorema de Pitdgoras-un ejemplo para el cdlculo de distancias

El Teorema de Pitdgoras es una herramienta poderosa, sin ella, el estudio
de temas del andlisis se hace imposible, pues no se puede definir el

término de vecindad y sin esto, el concepto de limite se hace complejo.

Por ejemplo, la distancia entre los puntos P(a,b) y Q(c,d) en el Plano

Cartesiano R? se obtiene con la aplicacién de dicho teorema.

Jle—a) +(d-b) | s

P(a.b) ) J

Figura 55. Teorema de Pitdgoras-Formula de la distancia

No hay otro camino, el uso del teorema de Pitdgoras consigue que la

distancia entre los puntos Py Q es d(P,Q) = +/(a —c)2+ (b —d)? enla

métrica natural o euclidea (Figura 55).
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Una demostracion secular de la validez del teorema recurre a la
combinacién evidente entre el dlgebra y la geometria, por cuanto, hay dos
maneras precisas de ubicar un cuadrado de lado c y cuatro triangulos
rectangulos de lados a, b y ¢ dentro de un cuadrado de lado a + b, tal
como se observa en la Figura 56. Este es un hecho que observo Euclides y
que estudia a fondo en el Libro I de Los Elementos: en el cuadrado de lado
a + b, siendo a y b los segmentos que forman el angulo recto, se puede

descomponer de dos formas complementarias (Paulus, 1998, p. 258).

Figura 56. Teorema de Pitdgoras-Cuadrado de lado a + b

Los dos cuadrados de la Figura 56 tienen la misma area, pues sulado es a + b.
El cuadrado a izquierda advierte que (a + b)? = c? + 4 (%) =c? + 2ab
mientras que el cuadrado a derecha tiene 4rea (a + b)? = a? + b?
+4 (a?b) = a? + b% + 2ab y desde la légica aristételica se implica que cosas

iguales a una tercera son iguales entre sf; de modo que a? + b? + 2ab
_ 2 . . . . .
=c“+ 2ab. Y si a cosas iguales quitamos cosas iguales es suficiente

deshacerse de 2ab para hallar al fin de cuentas que a® + b% = ¢2,

Otra demostracion del Teorema de Pitagoras, conocida como el Método Indio,

parece elaborada por Bhaskara y en la que dibuja sobre un cuadrado de lado
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¢ que es la hipotenusa, cuatro triangulos interiores y diciendo “mira”, por

simple inspeccién, muestra que c? = 4az—b + (a — b)? = a? + b? (Figura 57).

Figura 57. Teorema de Pitdgoras-Método Indio o Demostracién Bhaskara

Fuente: Soto (2003: 81).

El teorema es una propuesta geométrica que relaciona las areas de los
cuadrados construidos sobre cada uno de los lados de un tridngulo
rectangulo. En la demostracién de Bhaskara, la ubicaciéon correcta de
sendas copias del tridngulo rectangulo y el cuadrado central, que los
mismos configuran sobre el cuadrado de lado c, hacen evidente, por la via

de la diseccién que c? = a? + b? (Figura 58).

Figura 58. Teorema de Pitdgoras
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El teorema advierte que A + B = C en términos de las areas sefialadas en
el grafico anterior o lo que es lo mismo, en relacién a las medidas de los

lados, que a? + b? = ¢? (Figura 59).

Una generalizaciéon mantiene la relacién correspondiente para figuras
semejantes, distintas al cuadrado, que respeten la proporcionalidad
respecto de las longitudes de los lados del tridngulo rectangulo, incluso

para semicircunferencias.

N

Figura 59. Teorema de Pitdgoras-Demostraciéon Bhaskara -

Generalizacion

Si se respetan las proporcionalidades, se sigue cumpliendo A+ B = C

(Figura 59).

El resultado del teorema fue descubierto por los babilonios y utilizado
por los pitagéricos, para que, desde alli, emergiera la infinita e
innumerable lista de nimeros irracionales y ensefia de manera clara que

cuadrado mas cuadrado es igual a cuadrado.
9.2 EUCLIDES

Adaptacion de Euclides (1991; pp. 7-15).

Lo que mas se sabe de Euclides, el gran escribidor de los Elementos, texto

que cambia la orientacién del pensamiento cientifico, es que fue profesor
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en Alejandria y por la magna razén que mas ha interesado su obra que su
vida; se le conoce como el “Elementador”, dado que los Elementos es una
obra elemental, es decir, basica, al punto de ser criticada, revisada, y
punto de origen para otros modelos geométricos. En la traduccién de
Maria Luisa Puertas Castafios, se lee la aseveracion de E. M. Forster, a la
hora de presentar a Euclides en su célebre guia de Alejandria, asegura:
“Nada sabemos de él: a decir verdad, hoy lo consideramos como una rama

del saber mas que como un hombre”.

Existen dos cosas seguras: la primera, que Euclides fue mas joven que los
discipulos de Platén y mayor que Arquimedes y al tiempo, coetaneo con
el instaurador de la dinastia ptolemaica. La segunda, es que fue profesor
he hizo escuela en Alejandria, donde dirigi6 su gran biblioteca a

instancias de Ptolomeo I, su protector.

La referencia mas antigua sefiala a Euclides como profesor en Alejandria
y proviene de Pappo, en donde al parecer, Euclides y su escuela
estudiaban la matematica elemental, dispuesta por aquella época, y al
mismo tiempo la investigacién avanzada, de la cual surge el método
axiomatico, a la que tuvieron que plegarse los cientificos posteriores
como Conodn, Arquimedes y Apolonio; con lo cual, el método, que de hecho
se sujetaba a errores, alcanz6 la propagacion, el impulso y la dimensién
acarreada hasta ahora, para encontrar el dominio corregido y apropiado

tal como se utiliza hoy.

Se estima que para el afio 300 a. C, Euclides era ya un hombre maduro y
por ello, los Elementos se suelen fechar con tal afio. Como poco se sabe
del autor se han propagado leyendas, como aquella de que un oyente en
su escuela, al escuchar la demostracidn del primer teorema de su texto,

preguntdé sobre el tipo de ganancia que podia alcanzar con eso, alo que el
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maestro le pidié a un sirviente “Dale tres 6bolos, pues necesita sacar
provecho de lo que aprende” y la segunda, por una réplica de su protector
Tolemeo Séter, de si habifa un camino menos fatigoso que los Elementos,
para aprender geometria, a lo que Euclides de forma cortante respondi6
que “No hay camino de reyes en geometria”. Estas dos anécdotas, mas que
ciertas, parecen afirmaciones de alto significado pedagdgico, siendo el
conocimiento en si mismo, valioso, edificante y se alcanza con una cuota

de esfuerzo y sacrificio.

Algunos arabes han propuesto una historia audaz respecto del origen de
Euclides, aducen que fue hijo de Naucrates, nieto de Zenarco y de
Berenice, que tuvo que nacer en Tiro y vivido en Damasco y que los
Elementos eran casi una copia del trabajo de un carpintero llamado
Apolonio. Todo este revuelto de historias, anécdotas, leyendas y
malentendidos, aumenta con el pasar del tiempo y han torpedeado

recorrer la traza verdadera de su vida y en ocasiones de su obra.

De las obras escritas por Euclides, se disponen dos: los Elementos y los
Datos, que son complementarias. Otra de sus obras es Fendmenos, en la
que se dedica a la astronomia sustentada en la geometria esférica con
aditamentos de la geometria plana de sus Elementos. Una cuarta obra es
Optica, en la que estudia la perspectiva y la visién directa. Un quinto
tratado es Sobre Divisiones de Figuras y una mdas denominada los
Porismas; obras que se traducen en una gravisima pérdida para la
humanidad y donde al parecer, Euclides aborda cuestiones que no se
pueden ni siquiera intuir ahora, pero de alto sentido matematico. Una
obra adicional es Sobre Cénicas, en la que debi6 estudiar las secciones
como la parabola, la elipse, la hipérbola y sus deformaciones que son la
recta y la circunferencia. Un texto adicional es Sobre Superficies en la que

estudiaba las areas de algunas superficies como el cilindro, el cono, la
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esfera y algunos s6lidos de revolucion. Catdptrica, es otra de sus obras, en
la que se ocupa de los espejos. También se atribuyen a Euclides dos
tratados mecanicos, uno llamado Sobre lo Ligero y lo Pesado y otro
titulado Sobre la Palanca, obras en las que interrelaciona la geometria con

la mecanica.

El alto renombre de Euclides estd sentado sobre su tratado de elementos
matematicos y geométricos de su época. El libro Los Elementos se
transformo, alaluz de los fil6sofos y académicos es un texto incontestable
y perfecto de exposicién cientifica, no solo de geometria sino de
matematicas. Todo el conocimiento aritmético alli vertido, se estudia
desde un compendio geométrico que revitaliza el gran vinculo existente
entre estas dos ramas del conocimiento. Los Elementos, ponen de relieve
que, por aquella época, la matematica y la geometria no estaban
escindidas. Los Elementos contienen 132 definiciones, 5 postulados, 5
nociones comunes o axiomas y con tan poco y a la mano el motor de
inferencia de la logica aristotélica, presenta 465 proposiciones

demostradas y distribuidas en 13 libros.

Pero los Elementos estan lejos de ser un texto escolar, ni siquiera un libro
corriente, no tiene un propdsito, carece de dedicatoria, de indice, de un
prologo que sefiale los objetivos que tienen los argumentos, entre algunos
detalles. Los Elementos son un largo discurso dirigido a convencer a sus
coetdneos y discipulos a su cargo, pues esta obra fue escrita durante su

permanencia en Alejandria.

Su obra magna comprende la geometria plana que estudia en los libros I
al IV; la geometria del espacio, que revisa en los libros XI a XIIl y justo en
este ultimo, finaliza con teoremas dirigidos a los so6lidos platénicos; la

teoria generalizada de la proporcion se revisa en los libros Vy VI; y la



142

Perlas matematicas

teoria aritmética, en los libros del VII al IX. El libro X, es particular, pues,

aparece asentada en él un estudio extenso de la inconmensurabilidad.

9.3 EL TEOREMA

Proposicion 47

En un tridngulo rectangulo, el cuadrado construido sobre el lado que
subtiende el angulo recto es igual (equiextenso) a la unién de los

cuadrados construidos sobre los demas lados.

Vale la pena, antes de revisar la demostracién y en este punto, argiiir la
anécdota comentada por John Allen Paulus en su texto, Mds alld de los
numeros. Cuenta que, el fildsofo Tomas Hobbes se aficioné a la geometria
desde la visita a la casa de un amigo; en su biblioteca encontr6 abierto el
libro Los Elementos de Euclides justo en la proposicién 47 y exclamd, “Por

1”

D... jEsto es imposible!” Entonces, leyé su demostracion, la cual, lo remitié
aleerla proposicion anterior y esta lo condujo a la anterior, asi, hasta que
llegé a la primera. Este hecho lo convirti6 en aficionado a la geometria.
Mas adelante, el mismo Hobbes cometeria errores, al creer que con su

habilidad geométrica, resolveria el problema de la cuadratura del circulo.

No vamos a hacer lo de Hobbes, pero si a asegurar que al menos la

demostracion del teorema se sustenta en las proposiciones 35, 36,37,38y 41.

Las proposiciones 35 y 36 rezan lo mismo: los paralelogramos que estan

sobre la misma base y entre las mismas paralelas, son iguales entre sf.
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AN LS

Figura 60. Proposiciones 35y 36 de Los Elementos

Como lo indica la Figura 60, es posible que los paralelogramos compartan
0 no sus bases. Estas proposiciones acunan en su seno la férmula del area
de estos objetos geométricos, que es area = b X h, donde b es la longitud

de la base y h la distancia entre las paralelas.

Las proposiciones 37 y 38 aseguran que: los tridngulos que estan sobre la

misma base y entre las mismas paralelas son iguales entre si (Figura 61).

Figura 61. Proposiciones 37 y 38 de Los Elementos

Como en el caso de los paralelogramos, lo tridngulos pueden o no
compartir sus bases, e incluso, compartir tan solo una parte cuando se
solapan. Y también nos encontramos frente al caso de tener a mano

infinitos tridangulos y paralelogramos con la misma area. En este caso,

. . . bxh
subyace la férmula de area para tridngulos, area = -
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La Proposicion 41 asegura: si un paralelogramo tiene la misma base que
un triangulo y esta entre las mismas paralelas, el paralelogramo es el

doble del tridngulo (Figura 62).

Figura 62. Proposiciones 41 de Los Elementos

En la demostracion que sigue, se relaciona las proposiciones en las que se

basa la demostracion.

Demostracion

Sea ABC un tridngulo rectangulo que contiene el angulo BAC como recto;
se trata de demostrar que el cuadrado construido sobre BC es igual a los

cuadrados construidos sobre los lados BA y AC (Figura 63).

Sobre BC se describe el cuadrado BDEC y sobre los lados BA, AC los
cuadrados GB y HC (Proposicién 46); a través de A, se traza AL, paralela

bien a BD o a CE y se trazan, ademas, las rectas AD y FC.

Entonces, como cada uno de los dngulos BAC, BAG son rectos, se sigue
que, con lalinea BA y sobre el punto A sobre ella, las dos rectas AC, AG no
caen del mismo lado, y hacen angulos adyacentes iguales a dos rectos. En

consecuencia, CA queda en la misma recta que AG (Proposicion 14).
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Figura 63. Demostracion Teorema de Pitdgoras

Por la misma razén BA queda en la misma recta que AH y dado que el
angulo DBC es igual al angulo FBA, porque cada uno de ellos es recto, al
sumar a cada parte el &ngulo ABC, se encuentra que el angulo total DBA

es igual al angulo total FBC.

Y desde que DB esigual a BC y también, los segmentos FB, BA son iguales,
se encuentra que los dos lados AB, BD son iguales a los lados FB, BC
respectivamente y el angulo ABD es igual al angulo FBC; en consecuencia,
la base AD es igual a la base FC y el triangulo ABD es igual al triangulo
FBC (Proposicion 4).

Ahora bien, el paralelogramo BL es el doble del triAngulo ABD porque
ellos estan construidos sobre la misma base y estan entre las mismas

paralelas BD, AL (Proposicién 41).

Y el cuadrado GB es el doble del tridngulo FBC porque los dos estan
construidos sobre la misma base FB y estan entre las mismas paralelas

FB, GC (Proposicion 41).
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Y como dobles de cosas iguales son cosas iguales entre si, se concluye que

el paralelogramo BL es igual al cuadrado GB.

De forma similar, al trazar AE, BK se puede probar que el paralelogramo
CL es igual al cuadrado HC y por ello, el cuadrado total BDEC es igual a
los dos cuadrados GB, HC siendo que el cuadrado BDEC se ha descrito
con BC y los cuadrados GB, HC sobre los lados BA, AC.

En sintesis, se ha demostrado que el cuadrado construido sobre BC es igual a

los cuadrados construidos sobre BA, AC (Figura 63) (Soto, 2003: 76-78).

9.3.1 Argumentacion

La belleza de este resultado se sustenta en diferentes vertientes; una es
que aparece desde el seno de una de las figuras mas simples de la
geometria plana como es el triangulo y se relaciona con otra igualmente
sencilla, el cuadrado. Mas adelante se da paso a que los lados del tridngulo
rectdngulo pueden sostener figuras semejantes, que mientras guarde la
proporcion referida a sus lados y la relaciéon entre las areas de tales
figuras, se mantiene. Algo misterioso aparece aqui y por ello otros
estudiosos han venido encontrando demostraciones del mismo hecho,
haciendo que, una y otra y otra prueba, verifiquen de manera

contundente esta realidad idilica, pasmosa y subyugante.

Euclides en su demostracién, de manera magica convierte tridngulos en
rectangulos, rectangulos en rectdngulos de distinta forma y rectangulos
en cuadrados, teniendo a mano tan solo una regla y un compas, abriendo
el camino del estudio de la transformacién de areas de donde emergen
los rompecabezas para evidenciar su teorema y la inquietud de
transformar otras figuras en cuadrados; en particular, el problema de la

cuadratura del circulo de cuya imposibilidad solo se conoceria mas tarde.
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La sencillez y lo elemental que se hace transformar poligonos en

cuadrados, es lo que realza la belleza del teorema.

El interés sobre este teorema, su belleza y su simplicidad, han hecho que
aparezcan demostraciones tangibles en forma de puzles y juguetes que se
consiguen en tiendas de corte didactico, esto hace que el teorema sea uno
de los pocos que se puedan tocar y percibir con los sentidos. Estos
juguetes extienden la veracidad del teorema al mundo tridimensional,
siempre que sus piezas tengan el mismo grosor; asi, la relacién se

mantiene con la suma de los volimenes de las piezas (Figura 64).

Figura 64. Teorema de Pitdgoras - Modelo tridimensional

Fuente: Educacion 3.0 (s.f.).

Es util subrayar en la majestuosidad de este teorema; desde el
pensamiento de algunos criticos antiguos, como Proclo, que escribe:
“Quienes se han preocupado por investigar en la historia pasada,
encontraran que atribuyen este teorema a Pitagoras y aseguran que
sacrificé un buey en honor a su descubrimiento. Por mi parte, mientras
observo no sobre quien fue el que descubri6 este maravilloso teorema,
admiro mas al autor de los Elementos, no solo por lo rapido que elabora

la demostracidn sino porque es muy sencilla y lucida” (Soto, 2003: 77).
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Mataix asegura: “Muchas cosas, verdaderamente, parecen ofrecer la
verdad y deducirse de los principios de la ciencia, pero se separan de
estos principios hacia el error y engafian a los espiritus superficiales.
Euclides ha dado también los procedimientos que emplea la inteligencia
clarividente, y gracias a los cuales es posible ejercitar a los debutantes en
el estudio de la Geometria, para que reconozcan los paralogismos y eviten
los errores. En los Elementos, Euclides ha realizado este trabajo, en donde
enumerd separadamente y en orden los diversos géneros de falsos
razonamientos, ejercitando para cada uno nuestra inteligencia mediante
teoremas de todo tipo, donde opone lo verdadero a lo falso y donde hace
concordar con la prueba la refutacién del error. Asi, este libro tiene por
objeto el ejercicio y la purificacion de la inteligencia, los <<Elementos>>
son una gufa segura y completa para la contemplacién cientifica de los

objetos de la geometria” (Mataix, 1986; pp. 20-22).

Plutarco también asigna el descubrimiento de este teorema a Pitagoras, y
junto con Proclo, se preocupan, a partir de alli, de formalizar la teoria de
los irracionales, y esto porque el nimero /2 aparece como constante de
proporcionalidad sobre la diagonal de un cuadrado respecto de
cualquiera de sus lados. Es decir, desde el teorema emerge una teoria que
en su momento causd graves problemas al desarrollo de la aritmética
griega y este hecho nutre al resultado de incomparable belleza y de

singular misterio.

La discusion sobre los niimeros irracionales comenzaria mucho mas tarde, por
una pregunta que surge de inmediato: ;asumiendo que Pitagoras evidencié la
veracidad del teorema sobre uno o dos triangulos e incluso sobre el doble de
ellos, ;como fue que estableci6 la generalidad? Pero sin duda, Euclides brinda

una prueba novedosa e inteligente del mismo.
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9.3.2 Desviacion

;Qué tienen de comun las siguientes graficas?

¢;Puede calcular con los datos expuestos el drea de la regién no sombreada?

w

w
o

o]
Qo
o

Figura 65. Tridngulos rectdangulos encajados al interior de cuadrados de

igual lado

Se trata de cuatro tridngulos rectangulos encajados al interior de
cuadrados de igual lado sin solapamiento, tridngulos que son
congruentes. Por tanto, la regiéon no sombreada tiene un area igual en
cada instante, puesto que, para algunos tridngulos, se ha aplicado una

traslacion y estas traslaciones mantienen forma y dimension (Figura 65).

Tabla 22

Extraccién de un tridngulo de la figura Figura 65

Las dimensiones de los lados del tridngulo rectangulo son
a, b y c; en consecuencia, el cuadrado tiene lado a + b.

Una forma de calcular el area de la regién no sombreada
es pensar que los triangulos son sectores sombreados, y
lo demas, es la region iluminada de un recinto.
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Se puede pensar en una posicion inicial como la que sigue (Tabla 22), en

la que es evidente que la regién no sombreada mide a? + b? (Figura 66).

Q

Figura 66. Visualizacién de tridngulos rectdngulos encajados al interior de

cuadrados de igual lado

Las posiciones expuestas en el grafico de la Tabla 22, son intermedias del
recorrido que hace el tridngulo A hacia el vértice Q,el tridngulo B hacia S
y el triangulo C hacia el vértice P. En cada punto del recorrido, mientras
los tridngulos no se solapen, el drea no sombreada es a? + b?, incluso en

el recorrido final de esos tres triangulos que muestra la Figura 67.

w

o

Figura 67. Areas de Tridngulos rectdngulos encajados al interior de

cuadrados de igual lado
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Pero en este momento, es claro que el drea sin sombrear es c?, de modo

2 siendo esta

que no hay alternativa; es concluyente que a? + b? =c
prueba una demostracion dindmica del teorema y demasiado evidente,

enteramente visual.

Las demostraciones que se han elaborado parala Proposicion 47 del libro
Los Elementos de Euclides, son abundantes; hasta 1972 se conocian mas
de 364 clasificadas entre algebraicas y geométricas, cuaternidnicas y
dindmicas y aparecen en el libro The Pythagorean Proposition,
condensado por el profesor Elisha Scott Loomis con el apoyo de National
Council Of Teachers Of Mathematics. Al parecer, por estos dias, el nimero

de demostraciones supera al mil.

El Teorema de Pitagoras es uno de los mas importantes y erroneamente ha
sido llamado Pons Asinorum (Puente de asno) y también Teorema del
Carpintero, por su relacién con una escuadra. Fue demostrado alrededor del
afio 540 A.C. Se ha constituido en unos de los teoremas favoritos de los
gedmetras. Algunas de las demostraciones geométricas son accesibles a los
profesores y se basan en la semejanza de triangulos, del mismo modo que el

limitado nimero de pruebas basadas en métodos algebraicos.

En este punto, vale rendir tributo a quien carga el nombre del teorema:
Pitagoras; quien nacié en la Isla de Samos, donde su padre Mnessarch,
obtuvo su ciudadania; la madre de Pitdgoras Pithay, viajaba con su
esposo, quien se interesaba en los negocios. Durante el afio 569 A.C
llegaron a Tiro, donde naci6 Pitagoras. A los 18 afios Pitagoras,
secretamente abandono6 Samos, para alejarse de la tirania de Policrates y
arrib6 a la isla de Lesbos, donde un tio lo recibi6 hospitalariamente.
Durante dos anos recibié instruccion de Ferekid, quien, para

Anaximandro y Thales, tenia reputacién de fildsofo.
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Después que Pitdgoras adquiri6 ideas religiosas, desde las ideas de sus
profesores y de él mismo, acudié ante Anaximandro y Thales de Mileto,
quien tenia cerca de 90 afios, a estudiar cosmografia, es decir, Fisica y
Matematicas. De Thales es conocido que se apropi6é de las ideas del ano
solar de los egipcios; conocia cémo calcular los eclipses de sol y de luna y
determinar la altura de una pirdmide utilizando su sombra; asi mismo,
inici6 las ideas de la Geometria Proyectiva y descubrié algunas

caracteristicas de los tridngulos isésceles.

Se asegura que durante 21 afios Pitagoras estuvo en Egipto de donde
parte a Babilonia, que era un centro comercial donde indios, chinos,
jénicos y gentes de otros pueblos convivian y donde él mismo durante 12
afios, tuvo la oportunidad de aprender lo mas rico del conocimiento de
estos pueblos. Regresa a su pueblo natal cuando tenia 56 afios de edad.
Después de una corta estadia en la isla de Delos, donde fundé su escuela,
habl6 durante medio afio al pueblo griego para familiarizar a la gente con

sus ideas religiosas, cientificas y sociales.

El inicio de las actividades docentes de Pitagoras en la isla de Samos, fue
desencantadora; tuvo que pagar a su primer estudiante, quien también se
llamaba Pitagoras, hijo de Eratocles. Decide abandonar su ingrata tierra y
cobrar mejor suerte en ciudades mas cultivadas de la magna Grecia, en
[talia. Se radica en Creta, donde su escuela alcanza a tener 600
estudiantes y en la que conoci6 a la bella Theana con quien se cas6 cuando
alcanzaba los 60 anos de edad. La escuela que él fundé tenia una
formacién rigurosa en matemadticas y alta abstraccién en filosofia. Se
integraba la formacion de sus alumnos con temas de lectura sobre ética,

la inmortalidad del alma y la trasmigracion.
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Alrededor del ano 490, cuando la Escuela Pitagorica alcanzaba su mayor
esplendor y brillo, aparece Hipasos, que acusd a Pitagoras de ideas contrarias
a la verdadera formacién de una persona. La escuela tuvo que cerrar, las

propiedades de Pitagoras fueron confiscadas y él fue enviado al exilio.

En los 16 afios siguientes, Pitagoras vivié en Tarento; ya tenia 95 afios, se
asegura que vivié cuatro anos mas en medio de la pobreza, alcanzando a
conocer que el edificio de la escuela que habia fundado con sus pertenencias

habian sido incineradas y aniquilada la disciplina que habia fundado.

A continuacién, se muestran dos pruebas por semejanza de tridngulos del
teorema y una adicional por la via de la diseccién, manteniendo la

nomenclatura utilizada por el profesor Loomis.

Figura 68.Demostracion del teorema de Pitdgoras por semejanza de
tridngulos-Prueba 1

Fuente. Soto (2003, p. 93).
Prueba 1. (1859, Richardson)

Se toma BD igual a BH y por D se traza una perpendicular a AB que corta
a AH en el punto C, formando, de este modo, los tridngulos rectdngulos
AHB y ADC que son semejantes; ademas CH = CD = x, puesto que, por
construccion, el punto C equidista de H y de D (C esta en la bisectriz del

angulo HBD) (Figura 68).
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. . s . b h—-a b h-a .
Por semejanza de los tridngulos, se tiene =YL= De la primera

igualdad se infiere bx = ah — a? y de la segunda, b?> — bx = h? — ah. Al
reemplazar el valor de bx de la primera en la segunda igualdad, se llega a

b? — ah + a? = h? — ah y por ello, b? + a? = hZ.
Prueba 2.

Se prolonga AB hasta C, haciendo que BC sea igual con BH y enseguida
se dibuja CD perpendicular con AB. Se extiende AH hasta D formando los
triangulos rectangulos semejantes ABH y ADC; de este modo, el punto D
queda en la bisectriz del angulo HBC y en consecuencia los segmentos HD

y DC son iguales a x (Figura 69) (Soto, 2003; pp. 93-94).

Por la semejanza expresada, de los triangulos rectangulos, se tiene:

Figura 69.Demostracion del teorema de Pitdgoras por semejanza de

tridngulos-Prueba 2

a_ b b _ h
o y

a+th” a+h  b+x

De la primera igualdad, resulta a?+ah=bx y de la segunda,
b? + bx = ah + h?. Al disponer el valor bx de la primera en la segunda,
se tiene b? + a? + ah = ah + h? y cancelando ah, en definitiva, se tiene

b? + a? = h?.
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Prueba 3. (Una de las disecciones de Henry Perigal, 1873).

Este tipo de demostraciones son de caracter visual, pues se dejan
imprimir dinamismo. En este caso, se muestran los dos momentos, el

inicial y el final con algunas indicaciones.

Figura 70.Demostracion del teorema de Pitdgoras por diseccién

En la imagen de la izquierda de la Figura 70, el triangulo base rectangulo es el
rojo. El cuadrado anaranjado tiene dos piezas y como lado el cateto pequefio,
mientras que las tres piezas restantes configuran el cuadrado del cateto
mayor. Las mismas cinco piezas conforman el cuadrado de la figura a derecha,

cuyo lado es la hipotenusa del tridngulo rectangulo original.

En el texto de Fundamentos de Matematicas, del profesor Fernando
Zalamea de la Universidad Nacional de Colombia, en sus primeras
paginas, aparece como ejercicio la imagen izquierda de la Figura 71,
mismo que presenta una demostracidn visual del teorema de Pitdgoras y
que solo requiere el movimiento de dos piezas: los tridngulos sefialados
como Ay B (Figura 71). Es sugestiva esta demostracion, en cuanto que, es
una especie de jaque mate en solo dos movimientos. Fijese que el

cuadrado a derecha, tiene como lado la hipotenusa del triangulo
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rectdngulo inicial, mientras que, a izquierda, aparecen adheridos los

cuadrados de los catetos del mismo triangulo.

Todo lo dicho sobre el Teorema de Pitagoras, prueba que es una buena

justificacién para estudiarlo.

Figura 71.Demostracion visual del Teorema de Pitdgoras



CAPITULO 10.
LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

10.1 CONTEXTO

Johann Carl Friedrich Gauss dio sentido a la teoria de nimeros, rama de
la matematica que por su tiempo era un camulo desorganizado de
resultados desligados. Gestiona esta rama movilizando la teoria de la
divisibilidad, haciendo compacta su simbologia y dando sentido a sus

objetos de estudio. Para ello, utiliza el simbolo " =" con significado

mayor que el del signo de igualdad " =".

Dados los nimeros enteros a y b se dice que son congruentes médulo m y se
escribe a = b mod(m), siempre que la diferencia a — b sea multiplo de m.
En otras palabras a — b = mk, donde k, es también un nimero entero. Si el

modulo m se sobreentiende de manera ticita se escribe a = b.

La relacién de congruencia es de equivalencia; esto significa que su
comportamiento es similar al de la igualdad y porello,sia =byc =d se
tienequea+c=b+d,ac =bdya+ c = b+ c.Con esto, todo entero a
es congruente con un unico 7, siendo 0 <r <m. r es el resto de la
divisién de a entre m en concordancia con el algoritmo de la divisiéon de
Euclides, de donde se toma el residuo por defecto de manera preferible;
en este sentido, a = r es cierta para una multitud infinita de enteros a y

todos ellos conforman una clase, la de los niimeros de la forma mk + r.

Por ejemplo, sim = 5, los posibles residuos r son 0, 1, 2,3 y 4. La clase 2
es el conjunto de los enteros que al dividirse por 5 dejan residuo 2; asi,
2={-,-13,-8,-3,2,7,12,-- }. El conjunto de residuos configura una

estructura de grupo con la adicién y de cuerpo, si se agrega la




158

Perlas matematicas

multiplicacién, cuando el médulo m es un niimero primo. Interesan, de
ese conjunto, los valores que son primos relativos con el moédulo, pues
configuran un grupo abeliano con la multiplicacion. Por ejemplo, sim =
8, los primos relativos con él son {1, 3,5, 7}. La gracia de este conjunto,
que se denomina, conjunto de unidades es la posibilidad de resolver
ecuaciones lineales de la forma, ax = b (mod m) de manera efectiva,

siempre que el mdximo comtiin divisor entre my a sea 1.

La Tabla 23, indica que las unidades de Zg configuran un grupo abeliano

con la multiplicacidn.

Si se requiere resolver 3x =5 (mod 8) y siendo 3 = 3, es suficiente
multiplicar por 3 que es inverso de si mismo (ver Tabla 23), para tener
9x = 15 (mod 8), es decir x = 7 (mod 8), que se alcanza restando 8x =
8. Esto tiene un alto significado: cada uno de los nimeros de la clase
7 ={+—9,—-1,7,15,23,-- } satisfacen la congruencia 3x = 5 (mod 8),
ponga por caso, x = 31, entonces 93 = 5 (mod 8). La solucién de 3x =
5 (mod 8) es en consecuencia, el conjunto de todos los nimeros enteros

de la forma x = 8t + 5.

Tabla 23

Unidades de Zg forman un grupo abeliano con la multiplicacion
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El ejemplo anterior es un caso particular de un resultado general que se
establece como teorema; el teorema reza: si (a,m) = 1 la ecuacién ax =
b (mod m) tiene una Unica solucién; esta tinica solucién es un conjunto

infinito de valores; es decir, una tnica clase v con 0 < r < m.

Un resultado mas general es el siguiente: si (a,m) = d; entonces la
ecuacién ax = b (mod m) tiene solucién siempre que d sea un divisor de

b. Las soluciones son d clases distintas,con 0 < d < m.

Por esta razon, se tiene que la ecuacién 6x = 15 (mod 8) carece de solucion,
dado que el 2 no divide al 15. En cambio, la ecuacion
6x = 10 (mod 8) tiene solucién porque (6,8) = 2y 2 es un divisor de 10. Se
divide la ecuacién por 2 para obtener 3x = 5 (imod 4) que tiene solucién
unica x = 3y desde alli, se construye la otra solucion con solo sumar 4. De ese

modo, las soluciones de la ecuacién son las clases x = 3 yx = 7.

Un caso especial aparece al tomar como mddulo a un ndmero primo p, si
ocurre esto, el conjunto de las unidades es el conjunto {1, 2,3, ..., p — 1},
que conforma un grupo abeliano con la multiplicacion. Este es el caso, que

como ejemplo se exhibe enseguida, al tomar el primo p = 7 (Tabla 24).
En general, la estructura (Zp, +,X), es un cuerpo, cuando p es primo.

Tabla 24

Unidades de Z- forman un cuerpo
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6 6 5 4 3 2 1

Tener en mente una tabla como la anterior es de utilidad para resolver
cuestiones como las siguientes: encontrar el menor niimero positivo cuyo
triplo aumentado en cinco, deja residuo 2al dividirse por 7. Este

problema particular deriva en la congruencia 3x + 5 = 2 (inod 7).

La Tabla 24, asegura que lo primero por hacer es multiplicar por el
inverso de 3 que es 5, para obtener 15x + 25 = 10 (mod 7) o lo que es
igual x + 4 = 3 (mod 7) que a su vez es idéntica con x = 6 (mod 7). De
modo que la congruencia original la satisfacen todos los nimeros de la

forma x = 7n + 6, en particular el namero 6.

De inmediato se piensa en congruencias no lineales, por ejemplo,
cuadraticas, cubicas, cuarticas, quinticas; para ellas, la situacién no es tan
simple. Por ejemplo, la congruencia 2x? — 2x = 0 (mod 4), tiene a todas
las clases 0, 1,2y 3 como solucién, en cambio, x> + x + 2 = 0 (mod 5)

no tiene solucién alguna.

El Teorema de Lagrange brinda una alternativa, pues asegura que, si h(x)
es un polinomio con coeficientes enteros de grado n y p un niimero primo,

la congruencia h(x) = 0 (mod p) tiene a lo sumo n soluciones.

Del mismo modo, se hace factible retraer la idea de sistema de
congruencias, aqui no son efectivos los métodos de resoluciéon para

sistemas de ecuaciones lineales; sin embargo, una alternativa aparece con
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el Teorema Chino del Residuo, resultado publicado por el matematico
chino Sun Tzu, en el siglo III de nuestra era. Este teorema asegura que si
m4, m,, ... M, son enteros positivos, primos entre si dos a dos, el sistema
x = a, (méd m,), x = a, (mod m,),"-+, x = a,, (mod m,.) tiene solucion,
cualquiera que sea el conjunto ay, a,, ... a,, y que esta solucion, es Unica

moédulom; X m, X ... X m,..

Resolver un sistema de congruencias propone mayor diligencia. El
problema de identificar el menor entero positivo que deja residuo 21 al
dividirse por 5, que al dividirse por 7 deja residuo 1, y que al dividirse por
11 deja residuo 6, confluye en establecer el sistema x = 2 (imod 5),
x =1 (mod7),yx =6 (mod 11). Como todos los médulos son nimeros
primos, son primos entre si dos a dos y es factible aplicar el Teorema

Chino del Residuo.

La primera congruencia asegura que el nimero buscado es de la forma
x =5m+ 2, dato que al disponerlo en la segunda replica como
5m + 2 =1 (mod 7), congruencia que se multiplica por el inverso de 5
que es 3; asi 15m + 6 = 3 (mod 7) y que termina en la congruencia m =
4(mod 7). Asi las cosas, m es un numero de la forma 7s + 4, lo cual, a su

vez dispone que x = 5(7s + 4) + 2, o mejor, x = 35s + 22.

Resta poner esta forma en la tercera congruencia, para asegurar que
3554+ 22 = 6 (mod 11), equivalente con 2s =6 (mod 11). Se hace
necesario multiplicar por 6, inverso de 2 mddulo 11 para conseguir
12s = 36 (mod 11) o mejor s = 3 (mod 11) lo que afirma que s es un
numero de la forman = 11r + 3,lo que determina x = 35(11r + 3) + 22,
que sereduceax = 385u + 127.De modo que el menor entero positivo que

logra el efecto buscado es 127; los demds, arman una progresion aritmética
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infinita con solo sumar o restar 385 tal y como lo aduce el Teorema Chino

del Residuo.

En contexto, hace falta analizar un poco la funcién parte entera |x], que

se define de la manera que se indica en la Figura 72.

l-1

Figura 72.Parte entera de un nimero real

Esta funcion logra que todos los niimeros reales en su expansion decimal
infinita, se afilien con su parte entera, es decir, con la parte a izquierda de

la coma en la notacion decimal latina.

Desde Teorema de Pitagoras, que se esquematiza con la expresion
x% +y? = z2 que inspir6 a grandes matematicos, Euler pensé en la
ecuacion de la forma x%+ qy? = p donde todos sus elementos son
nimeros enteros y p es un numero primo. A este tenor, Euler fue el
primero en proponer la Ley de Reciprocidad Cuadratica en 1772,
expresando que “Si existe un x tal que x? — p es divisible por q entonces
p se dice un residuo o resto cuadratico de q. Si no existe tal x, p se dice un

no residuo cuadratico de g” (Newman, 1979: 229).

La Ley de Reciprocidad Cuadrdtica tiene dos partes.
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1. Si alguno de los dos, p 0 g, nimeros primos, es de la forma 4k + 1,
entonces, p es un residuo cuadratico de g si y solo si g es un residuo
cuadratico de p.

2. Siambos valores p y q son primos de laforma 4k + 3, entonces,p esun

residuo cuadratico de g siy solo si g es un no residuo cuadratico de p.

Al escogerp = 13y q = 17 como primos de la forma 4k + 1, se encuentra
para la ecuacién x2 = 13 (mod 17) la coleccién infinita de soluciones

8,9,25,26,42,43,59,60,76,77,93,94, ---

Su ecuacién par dual x2 =17 (mod 13) presenta como solucién la
coleccion de valores que inicia con 2,11, 15, 24,28,37,41,50,54, 63,67,
76,80,89,93, -

Fijese en este caso que las dos alternativas de ecuaciones tienen solucion,

tal y como lo asegura la ley de reciprocidad cuadratica.

Al tomar los primos de la forma 4k + 1, p =29 y q = 17 ninguna de las

ecuaciones cuadraticas x* = 17 (mod 29) ni x? = 29 (mod 17) tienen solucion.

Al tomar primos de la forma 4k + 3, digamos p = 11y g = 7, la ecuacién
x2 = 7 (mod 11) carece de soluciones, mientras que las soluciones de la
ecuaciéon x2 = 11 (mod 7) tiene solucién que inicia con los valores

2,5,9,12,16,19,23,26,30,33,37,40,44,47,51, 54, -

La Ley de Reciprocidad Cuadrdtica es uno de los resultados mas
interesantes de la teoria de nimeros, ya existen mas de dos centenares y
medio de pruebas; la primera de ellas fue exhibida por Gauss en 1796, en
su tesis doctoral a sus veinte afos; en su libro Disquisiciones de

Aritmética, aparece como uno de los primeros resultados. Gauss elaboré
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ocho pruebas del mismo teorema, dos de las cuales se publicaron de

manera péstuma.

Cuando se escoge p = 2 todo nimero es un residuo cuadratico, esta es la

razon por la cual se toman en las ecuaciones solo primos impares.
Para un niimero entero a y un primo p, el Simbolo de Legendre se define asi:

a 1 si p no divide a a y a es un cuadrado médulo p
(—) = {—1 si pno divide a a y a es un no cuadrado médulo p
p 0 en otro caso

El simbolo de Legendre (%) depende solamente del resto de a médulo p:

si a* = a (mod p), entonces (%) = (%) Este resultado es de vital

importancia en la demostracidon que aparecera mas adelante.

De modo que, por proponer algunos ejemplos, (2—2) = (%) = 1, mientras
ue (i7) = (57) = ~tyatavez (33) = (55) = o

En efecto, x? = 35 (mmod 29) tiene como solucién la lista que inicia con 8§,
21,37, 50,66, 79,95,--; x2 = 52 (mod 29) presenta como solucién 9, 20,
38,49,67,78, 96,

Las ecuaciones x? =46 (mod 17) y x? =87 (mod 17) carecen de
solucién, y en el caso x? = 58 (mod 29), las soluciones aparecen de

manera canénica al tomar los multiplos de 29; por tal razén se define
58

Z)=o0.
29

Un asunto de especial importancia para la demostracion, resulta en

reconocer que el simbolo de Legendre es multiplicativo, esto es: para

. . ab a b .
cualquier par de nimeros enteros a y b se cumple (?) = (;) X (;) ,aqui
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debe observarse que si a y b son cuadrados, por ejemploa = c¢? (mod p)
y b = d? (mod p), entonces ab = (cd)? (mod p). A pesar de que no es
posible aclarar el por qué, el producto de dos no-cuadrados, puede ser un

residuo cuadratico.
10.2 CARL FRIEDRICH GAUSS

La siguiente seccion consiste en una adaptacién de Dios Creo los Numeros

(2007; pp- 493-499) y de Newman (,1979; pp. 232-237).

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematico aleman, el mayor
matematico de todos los tiempos; escondi6é trabajos como el de las
Geometrias No Euclidianas durante mucho tiempo, hasta el momento en
que Bolyai las da a conocer y existen testimonios de que se adelanté al
trabajo de otros matematicos de renombre. Su genialidad se descubrio
desde temprano, a los diez afios, por ejemplo, en su escuela primaria
descubre la férmula de produccién de los nimeros triangulares ante la
tarea impuesta por su profesor, de sumar los nimeros del uno al cien. En
la pizarra que dej6 sobre el escritorio de su profesor, al minuto de
impuesta la tarea, escribié 5050. Luego de méas de una hora, los otros
chicos fueron ubicando sus pizarras una tras otras hasta armar una pila.
El profesor ].G Biitner, debié demorarse un tanto, al hacer el calculo y
calificar. La inica pizarra que contenia el resultado correcto, erala tltima,
la de Carl. Este episodio que en sus ultimos afios comentaba el propio
Gauss con satisfaccion, marcaria la traza decisiva en su formacion, puesto
que, el mismo profesor Biitner, instaria a los padres del chico de que le
permitieran recibir clases especiales de matematicas en jornada extra-
horaria. Los mismos padres habian reconocido el talento de su hijo
cuando a los tres afios de edad corrigié una suma que su padre realizd

con error, en el pago de los jornales de unos hombres a su cargo.
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Su padre, Gebhard Gauss, nacido en 1744, habia escalado a una posicién
social media con su fuerza de trabajo; de jardinero, albaiiil, obrero y
capataz, no tenia una clara formacién académica; la madre de Carl,
Dorothea, poseia un sentido practico y era la segunda esposa de Gebhard.
Habiéndose casado en 1776, trajeron al mundo a Carl, quien nacio en la

ciudad de Brunswick.

El talento de Gauss era grande. A sus diez afios podia calcular, con
facilidad, raices cuadradas, recitando hasta cincuenta cifras decimales
con exactitud; mas adelante, encontraria errores en el desarrollo de
tablas logaritmicas. Su habilidad en el calculo lo acompafié hasta el final

de sus dias.

A los quince afios de edad su fama corria en su colegio y fue tal que, el
duque de Brunswick, Carl Wilhelm Ferdinand, le otorgd un estipendio
para acompaiiar su formacién académica en el Collegium Carolinum de
Brunswick. En 1795 abandona el colegio, pero por esa época ya habia
producido una férmula de aproximaciéon de la cantidad de nimeros

primos menores que cualquier n. Por la via experimental de las cuentas,
notdé que n(n)~($). Gauss refiné esta formula y la prob6 hasta

n = 3000000.

Abandona Brunswick para estudiar en la Universidad de Gotinga. En
1796 demuestra que el poligono regular de 17 lados se puede construir
con regla y compas utilizados a la forma euclidea, problema que habia
desafiado hasta ese momento a matematicos profesionales y aficionados,
inclusive, desde los antiguos griegos. Pronto, consiguié demostrar que

todo poligono de un niimero de lados m = 2™F, siendo F. un primo de
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Fermat, podia ser construido con regla y compas?. Con solo dos afios de
permanencia en Gotinga, se dio cuenta de que nadie podia ayudarle en el
ambito matematico y regresa a su ciudad Brunswick a escribir su tesis
doctoral, cuyo tema fue el Teorema Fundamental del Algebra, el cual
asegura que todo polinomio de grado n con coeficientes reales, tiene
exactamente n raices, contando las multiples y las complejas, que se

presentan por pares de valores conjugados.

Elaborada su tesis doctoral retorna su atencion a la Teoria de Numeros,
rama de la matematica con origen en los antiguos griegos, de la que los
pitagdricos demostraron algunos hechos. Los pitagoricos, por ejemplo,
por la via de la contemplacién, descubrieron que la suma de dos nimeros
triangulares consecutivos es un cuadrado perfecto. Euclides, demostro
que el conjunto de los nliimeros primos es infinito y también algunos

resultados en torno de los nimeros perfectos pares.

Desde la época griega, esta rama se habia enriquecido con resultados
desordenados y sin una cimentaciéon sélida. Pierre de Fermat habia
conjeturado que la ecuacién x™+y™ = z", paran = 3, es imposible en los
numeros naturales. Lagrange habia demostrado que cada entero se podia
escribir como la suma de no mas de cuatro cuadrados perfectos y
Goldbach, aseguraba que todos los pares mayores que dos se podian
escribir como la suma de dos nimeros primos. Por su parte, Jhon Wilson
también propuso que p era primo si y sélo si, el nimero (p — 1)! + 1 era
multiplo de p, test de primalidad, costoso en términos de cdlculo, en el

sentido en que el factorial crece de manera vertiginosa, y de este modo,

! Los primos de Fermat son de la forma 2" 4+ 1, y en el momento, la lista es
escasa.
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determinar la primalidad de un nimero a través de este resultado, se

convierte en una tarea colosal.

Es entonces, cuando aparece en escena Gauss y en su obra Disquisitiones
Arithmeticae, introduce la nocién de congruencia; nocién centrada en la
teoria de la divisibilidad y con ella, hace de la Teoria de Numeros un

cuerpo integral Unico.

Su magna obra fue publicada cuando apenas se acercaba a los 25 afos y
en un 70%, es un estudio profundo de la Teoria de Congruencias. Por el
afio 1795, Gauss habia leido sobre la ley de reciprocidad cuadratica que
habia enunciado y demostrado de manera incompleta, el matematico
francés Adrien-Marie Legendre. Gauss elabor6 la primera de sus
demostraciones de este resultado cuando tenia 19 afos. Se debe explicar
que la ley es fundamental en la aritmética superior y no es de facil
comprension ni demostracion. El hecho de que un muchacho de 19 afios
demostrara este hecho, otorga el significado de la existencia de Gauss,
advirtiendo que su talento era excepcional, es decir, que se trataba de un
matematico prominente y no de una persona simplemente competente

para esta ciencia.

Advertir la capacidad talentosa de Gauss, puede inferirse del influjo
causado en matematicos de talento como Dirichlet, quien se dice que
dormia con las Disquisitiones Arithmeticae de Gauss bajo su almohada, para
luchar con parrafos y entenderlos a profundidad, antes de acostarse y
dormir. A Dirichlet la humanidad le debe el hermoso resultado de que, toda
progresion aritmética a, a + b, a + 2b, a +3b, a+ 4b, a + 5b,--+, con
(a,b) =1, contiene infinitos nimeros primos, resultado demostrado

desde el analisis matematico, a pesar de pertenecer a la teoria de nimeros;
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es decir, es un resultado que pertenece al mundo discreto, pero, para su

demostracion, se hizo necesario dar pasos por un mundo continuo.

Recordemos que, la ley de reciprocidad cuadratica asegura que, sip y q
son nameros primos y ninguno de ellos es congruente con 3 médulo 4,
entonces, o bien, tanto x? = p (mod q) como x2 = q (mod p) tienen

solucién, o bien, ni x? = p (mod q) ni x? = q (mod p) tienen solucién.

De otro lado, sip y g son numeros primos y son congruentes con 3 médulo
4, entonces una y una sola de las siguientes ecuaciones es valida:

x2 = p (mod q) 6 x? = q (mod p) pero no las dos al tiempo.

Gauss llamé a este resultado el Teorema de Oro (Theorema aureum) y
también la Gema de la Aritmética (gemma arithmeticae); y asi mismo, la
rama de Teoria de Numeros era considerada por él como la reina de las

matematicas, y en consecuencia, la reina de las ciencias.

Con la publicaciéon de Disquisitiones Arithmeticae, su protector le aumenta
el estipendio y con sus mejores finanzas, hacia 1801 se dedica a estudiar
a fondo la teorfa planetaria. Por los calculos elaborados por €],
astronomos encontraron el Asteroide Ceres, justo en el lugar exacto que
habia indicado Gauss. Algunos consideraban a Ceres como un nuevo
planeta. Este hecho agrandd el prestigio de nuestro matematico, al punto

que, muchas universidades le prodigaron titulos honorificos.

Con la posibilidad de un ambito econémico estable, contrae nupcias en
1805 con Johanna Osthoff, un afio después, Joseph, el primogénito
iluminaria la felicidad de la pareja y en 1808, una nifia aumentaria el

numero de los integrantes de la familia, su nombre fue Wilhelmina.
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En 1806, su protector habia muerto por las heridas causadas en una
batalla contra Napoleon, quien subyugé al pueblo aleman. Bajo este yugo,
por el hecho de que Gauss era profesor, fue obligado a pagar dos mil
francos de impuesto, una fortuna, sin duda, que Gauss no poseia. En el
ambiente académico se propag6 esta noticia y entre ellos, el astrénomo
Olbers y el matematico Laplace, intentaron pagar este impuesto en su
nombre, pero el mismo Gauss rechazo tales ofertas con amabilidad. El
cuento se subsano al ser puesto ese rubro de manera andénima, cuenta que
por la condicién de ser enviada por un desconocido, no la pudo rechazar,
pero de manera altruista y generosa, pagaba como una deuda al realizar
una cantidad abundante de donaciones tal y como si pagara un préstamo

con intereses.

Johanna murié en 1809 dejando al cientifico envuelto en profunda
tristeza, muri6 después de un mes de dar a luz a su tercer hijo Ludwig
quien también muri6 a los seis meses de vida. Un afio mas tarde y con la
tarea de proteger a sus hijos con la figura materna, se casa con la mejor
amiga de su extinta esposa, Minna Waldeck, quien le dio tres hijos mas.
Minna, sufri6 de varias enfermedades, y en el afio 1831 muere,

diagnosticada por una neurosis histérica.

La actividad docente de Gauss, fue pobre, pero esto le dio libertad para
inspeccionar no solo el curso teérico de los entes que indagaba, sino
aplicaciones de la matematica. El final de su vida acaeci6 el 23 de febrero
de 1855, poco antes de cumplir los 75 afos. Dej6 un legado en muchos
frentes: como creador del Método de Minimos Cuadrados que permitia
predecir el comportamiento lineal de un fen6meno, la Campana de Gauss,
que avizora el comportamiento de los datos en la ocurrencia de un
fenbmeno que bota datos de caracter continuo; se adelant6 al trabajo

geométrico del hijo de uno de sus amigos, Johan Bolyai, creador conjunto
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de las Geometria No Euclidianas, preconiz6 el estudio de las superficies
curvas, demostrd el teorema fundamental del dlgebra e hizo de Gotinga el
centro europeo de la época en el universo matematico. Su obra se
agiganta al reconocer que en su poco trasegar docente, tuvo la capacidad
de atraer a mentes brillante, como las de Bernhard Riemann y Richard

Dedekind, dos mentes eximias y profundamente creativas.

El 30 de marzo de 1796 marca el momento en que Gauss deja de
interesarse por la filologia, decide dedicar su vida a las matematicas
desde el momento en que demuestra la posibilidad de la construccion del
poligono regular de 17 lados con regla y compas, a usanza euclidiana. En
este momento toma también la decisién de llevar un cuaderno de notas,
que denomina su diario cientifico; este diario solo tiene 19 paginas con
149 resultados escritos con suma brevedad; la tltima de las mismas esta
fechada el 9 de julio de 1814. Este diario, con anotaciones se publicd
cuarenta afios después de la muerte de su autor y aparecen notas que
fueron descubiertas después por matematicos de renombre; algunas de
las anotaciones vienen cifradas y con seguridad se escribieron para que
sean entendidas solo por su autor, tal como la del 10 de julio de 1796, que
simplemente dice “Eureka num=A + A + A, lo que indica que todo
numero natural es la suma de tres nimeros triangulares” (Newman,

1979: 231).

n(n+1)
2

Los numeros triangulares se escriben como T,, = y su lista comienza

como 0,1, 3,6,10, 15, 21,:--, muy pronto se ve que T,, = T,,_; + n.

Con lo observado por Gauss, es posible escribir entonces:

0=0+0+0,1=1+0+0,2=14+1+0,3=1+1+1,4=1+3+
0,5=1+1+ 3,yasi de seguido.
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Una manera sutil de advertir lo anotado por Gauss en su diario, es escribir
que todo numero de la forma 8n+ 3 es la suma de tres cuadrados
impares: 3=12+12+12%2, 11=12+1%2+32% 19 =12+ 32 + 32,
27 =32+32+3235=1243%2+5%..

En dicho diario, aparece un grupo de anotaciones encriptadas como la
anterior, que por fortuna, se logré descifrar; las restantes 144 ya han sido
comprendidas a cabalidad. Todo esto lo hizo el gran Gauss, un poco con
la intencidn de darle un toque intimo y personal, y también por esconder
los hallazgos que lograba por el temor a la incomprensién de posibles
detractores. Como él mismo lo explica, su obra cientifica es la respuesta
al impulso natural de su talento sin importar la publicacién de sus
resultados, dado que, para €], la instruccién de los otros era un asunto
secundario en sus objetivos de vida. Explicando a un amigo la lentitud en
la publicaciéon de sus resultados, asegura que antes de los veinte afos lo
asaltaba una horda abrumadora de ideas que le era incontrolable y que
solo tuvo tiempo de fijarse en algunas ellas. Su grandeza y el apelativo del
Principe de los Matematicos, se redimensiona desde la invitacion que le
hicieron en 1816 a demostrar el ultimo Teorema de Fermat, a lo que
respondid: “Confieso que el Teorema de Fermat es una proposicidon
aislada, que me interesa muy poco, porque yo mismo podria establecer
una multitud de proposiciones de este tipo que no se podrian ni

demostrar, ni ser usadas”.

Todas estas anotaciones, que son pocas, en comparacién con las acciones
y legados de Carl Friedrich Gauss, demuestran, sin duda, que era un
hombre extraordinario, un ser hecho de buena madera, talentoso y
reservado y que tuvo la fortuna de organizar a través del concepto de

divisibilidad, la rama de la matematica denominada Teoria de Niimeros.
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10.3 TEOREMA: LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

Se define en Z, = {0,1,2,3,---, p — 1} “raiz primitiva”, a todo elemento
x que hacen que, Z, = {0,1,x,x% x3,---, x*7%} siendo p un nimero
primo. Por ejemplo, para Z,, 3 es una raiz primitiva, dado que,

Z,=1{0,1,2 =32%,3,4=3%5=13%6 =33}

Recuérdese aqui que un ndmero a se dice residuo cuadratico si y solo si,
x% = a (mod p) para alglin x y esto significa que la diferencia x? — a es

divisible por p.

Al examinar en Z, los elementos que son residuos cuadraticos, es claro
que 0 es un residuo cuadratico puesto que la congruencia x? = 0 (mod 7)
tiene como soluciones a 7, 14, 21, 28,35,--+ es decir, el infinito conjunto de

los multiplos de 7.

1: también es un residuo cuadratico, algunas soluciones de la ecuacién

x2 =1 (mod 7) aparecen enlalista 1, 6, 8, 13, 15, 20, 22,---
3: no es un residuo cuadratico.

4: es un residuo cuadratico; la congruencia x? = 4 (mod 7) tiene una
infinitud de soluciones; algunas son elementos de la lista: 2, 5, 9, 12, 16,

19, 23,
5: no es un residuo cuadratico.
6: no es un residuo cuadratico.

Si se observa el ejemplo que se trae, los Unicos elementos de
Z, ={0,1,2 = 32,3,4 = 3*,5 = 35,6 = 3%} que son residuos cuadraticos

son aquellos que se corresponden con una potencia par de la raiz
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primitiva 3. Este resultado no es gratuito, obedece al teorema que asegura
que si p es un niimero primo, atendiendo a que, 02 =0y 12 =1, un
elemento r es residuo cuadratico si y solo si r es potencia par de una raiz

primitiva en Z,.

Resolver ecuaciones de la forma x? = a (mod p) en Z,, es sencillo, pues,

estructuralmente este conjunto es un cuerpo con la adicién y multiplicacion.

Para comprender la demostracion del teorema, es necesario recordar un

criterio de Euler, que segura lo siguiente: si p es un primo impar, entonces

(%) = apz;1 (mod p).

En atencidn a este resultado, se tiene la Primera Ley Suplementaria de Euler.

10.3.1 Primera Ley Suplementaria de Euler

Sustituyendo a = —1 en el criterio de Euler, se obtiene que para p primo impar:

(_71) = (-1'T (modp).

p—1

Este hecho, se puede escribir simplemente como (_?1) = (—1) 2z aduciendo

que se entiende a p como un primo diferente de 2 (Beshenov, 2018).

Observacion

Sea p un nimero impar, entonces pT_l esparsip =1 (mod 4) y es impar
si p = 3 (mod 4). La demostracion de este resultado es simple. Si p =

4k + 1, entonces pT_l = 2k.Sip = 4k + 3, entonces pT_l =2k + 1.

Como una consecuencia del criterio de Euler, se ha obtenido el siguiente

resultado, que constituye la primera ley suplementaria de reciprocidad.
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10.3.2 Proposicion (Primera Ley Suplementaria de Reciprocidad)

Si p es un primo impar, entonces,

-0 (1h 2

Ejemplo
La Tabla 25, presenta los restos médulo 4 de los algunos primos impares.

Tabla 25

Restos mdédulo 4 de algunos primos impares

p:' 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
pmod4: 3 1 3 3 1 1 3 3 1 3 1

Entonces —1 es un cuadrado médulop = 5,13,17,29,37, -

—-1=2% (mod5), —1=5% (mod13), —1=4% (mod17),
—1=12%2 (mod 29); —1 =6 (mod 37) de acuerdo con esta Primera

Ley Suplementaria de Reciprocidad.

Resulta que si i* = —1para algin i € Z, entonces i # 1, i* = —i # 1,
i* = 1yporlo tanto, ord (i) = 4.Estoimplica que 4| (p — 1). Aqui se debe
recordar que, el orden de un elemento x de Z, es la menor potencia

positiva, tal que, x°7¢()

= 1. De hecho, se toma x diferente de 0 y de 1.
Por ejemplo, en Z;, se tiene que ord(2) = 10 ya que 21° = 1 (mod 11),
ord(3) =5, ord(4) =5 ord(5) =5 ord(6)=10, ord(7) =10,

ord(8) = 10, 0rd(9) = 5y ord(10) = 2.
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p-1\4
También, si 4| (p — 1)y x es una raiz primitiva, entonces (xT) =1.
p-1\%
Asi que (xT) =+1.
p-1\2  p1
El caso (x 4 ) =x 2z = +1, se descarta ya que ord (x) = p — 1. Luego
p—-1

X 4 esunaraiz cuadrada de —1.

10.3.3 Teorema (Ley de Reciprocidad Cuadratica)

Sip y q son diferentes primos impares se tiene

=== )-

+(§>, sip=1loqg=1 (mod4)

—(Z) sip=3yq=3 (mod4)
A partir del lema de Gauss, se escribe de inmediato

-

Donde,

i i
-y e Y
1<i<P=1 p 1<i<P=1 1

SE S SEES

y para calcular esta suma, se tiene en cuenta el conjunto,
-1 -1
s={app=isB=1<j<H

y sus subconjuntos S; = {(i,j) € Slq; > p;i}; S, = {(i,)) € Slg; < p;}-
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Se observa que gq; # p; dado que p y g son primos distintos. Entonces, S es la

uniéondisjuntadeS; y Sy,asit:S =S, US,, S NS, =0, |S|=151]+[S,l

Por el hecho de disyuncion de los conjuntos se tiene |S| = (pTﬂ) (qTﬂ)

De otro lado,

|51I=#{(i,j)es 1Si£p—,1§qu—}= Z .
2 p ~_,lp!

1S]ST
|52|=#{(i,j)ES 15isq—,1gjgﬂ}= Z 2}
2 q _, L4

15jsE=

De donde se concluye que:

> Ll 2 E-()0)

1<]< 1<]<

yen consecuencia

GG ==

Con esto termina la prueba (Beshenov, 2018).

Ejemplo 1

Sip = 11y q = 7los conjuntos S; y S, producen los siguientes resultados:

= 2] L 2 [ 013025

|S|—[11J+[22J+l33J—1+3+4—8
S 7 717 e
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Ejemplo 2

Los cuadrados moédulo 7 son 1,2, y los cuadrados médulo 11 son
11

e = = - . _ A
1,3,4,5,9. Por consiguiente se tiene 7) =+1, (11) =—-L

Porello7 = 11 = 3 (mod 4), lo cual concuerda con la Ley de Reciprocidad

Cuadratica.
Ejemplo 3

Encontremos todos los primos p tales que 3 es un cuadrado mdédulo p.
Excluyendo los casos triviales p = 2 yp = 3 por aplicacién de la Ley de

Reciprocidad Cuadratica, se tiene:

3 p-1
;)= 0"
donde
-1 i =
T = s 6

_{+1 sip=1 (mod 3)
" -1 sip=3 (mod3)’

Entonces, el resultado depende del resto de p médulo 12.Sip # 2y p # 3,se

tienen los siguientes casos:

p mod12: 1 5 7 11
p mod4: 1 1 3 3
p mod3: 1 2 1 2

(3) _ { +1, sip =11 (mod 12)

P —1, sip =45 (mod12)"
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La Tabla 26 presenta los restos médulo 12 de los primeros nimeros primos.

Tabla 26
Restos médulo 12 de los primeros niimeros primos

p-5 7 11 13 19 23 29 37 41 43 47 53 59 61 67 71
pmod12: 5 7 11 1 7 11 5 1 5 7 11 5 11 1 7 11

Entonces, los primos p >3, tales que, 3 es un cuadrado, son:
11,13,23,37,47,59,61,71, - ya que por ejemplo 3 = 52 (mod 11),3 = 42
(mod 13), 3 = 72 (mod 23), -+

10.3.4 Argumentacion

En el excelente texto de Eric Temple Bell, de la coleccion SIGMA
condensada por James R. Newman, aparece el introito del discurso
pronunciado por Arthur Cayley, creador de la Teoria de los Invariantes y
del Algebra de Matrices, en 1883 ante la Brithish Association for de
Andvancement of Science, en el que asegura: “Es dificil dar una idea sobre
la gran extension de la matematica moderna. La palabra <<extension>>
no es la adecuada: quiero decir, una extension atestada de bellos detalles,
no una extension de simple uniformidad como un plano sin objetos, sino
una region de un bello pais contemplada al principio desde la distancia,
pero que habra que recorrer y estudiar en cada detalle: ladera y valle, rio,
pefia, bosque y flor. Pero como en todo, también en una teoria matematica

la belleza puede percibirse, pero no explicarse”.

En efecto, Gauss, con la demostracién de su teorema, nos hace participes
de un paisaje, un paraiso lleno de belleza en el que afloran las relaciones
de equivalencia, el concepto de congruencia, de divisibilidad y raiz
primitiva, las ligazones que posee esa rica infinitud de nimeros primos;

las funciones especiales, como la parte entera; los nuevos conceptos,



180

Perlas matematicas

como el de residuo cuadratico, la conexién suprema del simbolo de
Legrende y su calculo; los conceptos de grupo y de cuerpo; los tacitos
entes de orden y cardinal y algunos mas; a veces nos deja deambular solos
por ese territorio sin veda y en otros, nos toma de su mano y nos adpa
para indicarnos hechos simples, pero sorpresivos y sorprendentes. Pero

sin duda, de ese paraiso, nadie nos podra sacar jamas.

Y llenos de ese exuberante paisaje, abre el pensamiento para que se
suefie, ya no con residuos cuadraticos, sino ctbicos, cuarticos, quinticos,
-+, que abren la posibilidad de la extensiéon a nuevos y deleitantes
resultados. Por no abandonar ese suefio exploratorio, se puede estudiar
ecuaciones como x3 = 5(mod 13) que produce una infinita cantidad de
resultados que inician en lalista 7,8, 11, 20, 21, 24, 33, 34, 37,---y cubrirse
de animo para ver si se encuentra un teorema, un resultado, una
conjetura, que apasione tanto como la ley de residuos cuadraticos de la
que, apasionados matematicos profesionales, también nos han deleitado

indicAndonos nuevas demostraciones.

10.3.5 Desviacion

En pocas y singulares ocasiones la naturaleza demuestra su poder
creando seres maravillosos, por su belleza, armonia, fuerza, poder o
talento, en todas las especies, especialmente en la humana, sin distincién
de raza, credo, filiacion, nacionalidad, estrato o sexo. Se distinguen por su
capacidad de percepcién, visualizacion (ver con la razén), poder de
analisis, de deduccion, de creacion y de recreacion de objetos y entes, al
punto de direccionar y gestionar teorias que cambian el rumbo de la
historia y de la humanidad, entre ellos: Euler, Hipatia, Ramanujan,
Newton, Abel, Cantor, Erdos, Cauchy, Gauss, Galois, Euclides, Pitagoras,

Anaximandro, Arquimedes, Kepler; en el ambito cientifico y en cada area
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del conocimiento, que han hecho que el mundo de hoy no fuese posible
sin ellos, sin sus teorias, sin sus avances, sin el legado ideal dispuesto a
los grandes cientificos en ciernes, que de pronto permanecen ociosos en

los bancos de los salones de nuestras escuelas.

La traza heredada a veces recorre caminos ligados al azar, Galois, por
ejemplo, en los albores del siglo XIX, hizo lo que hizo, desde el fatidico dia
en que un profesor no comprendio la respuesta que él daba a la pregunta
“hable usted de los logaritmos, ;qué son los logaritmos?; teoria que por el
siglo XVII apenas nacia desde los cerebros de Napier y Briggs; Galois
respondio: “1, 2, 3, 4, 5,---”, respuesta cierta en cuanto que los logaritmos
son numeros, son exponentes y los descritos son una parte infima de
ellos. El profesor pensé que el aspirante se burlaba de él y rechazo el
ingreso al politécnico. El resto es historia, Galois se adhiere a las causas
republicanas y termina en la carcel, donde ocurre el fatidico duelo a
pistola en el que, finalmente, muere a sus 21 afios, dejando una teoria de
alto vuelo en torno a las raices de polinomios de cualquier grado. La traza
de Gauss no se aleja de las circunstancias estocasticas del azar, si bien, su
talento matematico surge desde cuna, junto con su capacidad de calculo,
la decision de dedicarse al estudio de la matemadtica aparece tarde,
cuando demuestra la posibilidad de construccién del poligono regular del
17 lados; en ese momento, abandona el interés por las lenguas y por la

filosofia, y decide dedicar su vida entera al estudio de la matematica.

La Ley de Reciprocidad Cuadratica es uno de los primeros resultados
demostrados por Gauss, es fenomenal; para comprobar si 241 es un residuo
cuadratico médulo 65581, que son primos de la forma 4n + 1, puede
remplazarse por el calculo mas sencillo: verificar si tienen solucion las
ecuaciones x2 = 241 (mod 65581) y x? = 65581 (mod 241). Lo primero,

es elaborar un calculo més sencillo, remplazando la segunda ecuacién desde que
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mod (65581,241) = 29, por la ecuacién x? = 29 (mod 241) y determinar si

29 es un residuo cuadratico de tal ecuacion.

En efecto lo es. Esta ultima ecuacion tiene una infinitud de soluciones,
entre ellas 92, 149, 333 y 390. Siendo 29 un namero primo de la forma
4n+1, encontramos que las ecuaciones x2 =29 (mod 241) y
x% = 241 (mod 29) tienen solucién y como 65581 = 29 (mod 241), por
transitividad x? = 65581 (mod 241). La consecuencia final es que ambas
ecuaciones x2 = 65581 (mod 241) y x? = 241 (mod 65581) poseen

solucidn, sin importar cuales sean.

La ecuacion x? = 241 (mod 65581), es complicada de resolver, incluso con
asistentes computacionales; en cambio la ecuacién de valores pequefios
x? = 29 (mod 241) resulta mas sencilla; entre los primeros mil niimeros

naturales aparecen las soluciones 92, 149, 333,390,574, 631,815y 872.

Pero hay algo bello en este resultado; los matematicos se extasian al
establecer relaciones entre los niimeros, en particular, entre los enteros
y de manera especial entre los primos; en consecuencia, hablan de primos
gemelos y de ellos, no saben si hay una infinitud de pares de esa forma.
La Ley de Reciprocidad Cuadratica establece una relaciéon de cada primo
con la gama infinita de los de su clase, bien sean de laforma4n + 104n +
3y se devuelven el favor establecido por la relacion de la existencia o no
de residuos cuadraticos. Algo similar ocurre en las relaciones sociales
entre pueblos nativos Pastos del sur de Colombia; en estos pueblos, se
llama “enjirpe” a la acciéon de llevar un presente a algin conocido,
obsequio que se retribuye con una igual y sustanciosa ofrenda o que
también no puede repetirse y esto va a voluntad del receptor. En el caso
de la Ley de Reciprocidad Cuadratica, aparece un acto de obligatorio

cumplimiento, y justamente por ello, se convierte en ley.



REFERENCIAS DEL LIBRO

Amster, P, (2008). Fragmentos de un discurso matemdtico. Fondo de cultu-
ra economica. Buenos Aires.

Amster, P. (2019). Del cero al infinito. Fondo de cultura econémico. México.

Bellos, A. (2011). Alex en el pais de los niimeros. Un viaje al maravilloso

mundo de los ndmeros. D'vinni S. A. Bogota.

Beshenov, A. (2018). La ley de Reciprocidad Cuadratica. Universidad del
Salvador.

Clawson, C. C (1999). Misterios matematicos: magia y belleza de los nu-
meros. Editorial Diana. México.

Coxeter, H. S. M. (1984). Fundamentos de Geometria. México, Editorial Li-
musa - Wiley.

Culturacientifica. (2013). La Paradoja de Tristram Shandy. https://cultu-
racientifica.com/2013/11/27 /la-paradoja-de-tristram-shandy/

Culturacientifica. (2022.). Victor Thebaulty sus tres teoremas. Consultado:
mayo 10 de 2023, en: https://culturacientifica.com/2022/04/13/
victor-thebault-y-sus-tres-teoremas/

Dios creo los nimeros. (2007). Los descubrimientos matematicos que
cambiaron la historia. Edicién comentada por Stephen Hawking.
Critica, Barcelona.

Euclides. (1991). Elementos. Biblioteca Clasica Gredos. Traduccion y no-

tas de Maria Luisa Puertas Castafios. Madrid.

Euclides. (1998). Elementos. Traduccion de Comentarios de Maria Luisa
Puertas. Editorial Gredos, Madrid.



https://culturacientifica.com/2022/04/13/victor-thebault-y-sus-tres-teoremas/
https://culturacientifica.com/2022/04/13/victor-thebault-y-sus-tres-teoremas/

184

Eves, H. (1985). Estudio de las Geometrias (Tomo I). México, Uni6on Tipo-

grafica Editorial Hispanoamericana.

Facebook. (s.f.). Teorema de Haga e a semelhanga de tridangulos. ht-
tps://www.facebook.com/easymaticaoficial /videos/teore-
ma-de-haga-e-a-semelhan%C3%A7a-de-tri%C3%A2ngu-
los/3543966288957741/

Fernandez, T.& Tamaro, E, (2004), Biografia de Nicolds de Oresme. En Bio-
grafiasy Vidas. La enciclopedia biogrdfica en linea [Internet]. Barce-
lona, Espafia, 2004. Disponible en https://www.biografiasyvidas.

com/biografia/o/oresme.htm [fecha de acceso: 3 de junio de 2023].

Fresan & Otro. (2013). ;Qué sabemos de? Los nimeros trascendentes. Li-
bros de Catarata. Madrid.

Gaussianos. (s.f.). El-teorema de Holditch: un resultado geométrico inespera-
do. Consultado: mayo 8 de 2023, en: https://www.gaussianos.com/

el-teorema-de-holditch-un-resultado-geometrico-inesperado/

Geogebra. (s,f). Holditch’s theorem. https://www.geogebra.org/m/
HUprjjw7

Grupoalquerque. (s.f.). Teoremas de Haga. Consultado: mayo 12 de 2023;
en: http://www.grupoalquerque.es/ferias/2018/archivos/mate-
rial/dividir/teorema_Haga.pdf

Hmong. (s.f.). Hamnet Holditch. Consultado: mayo 8 de 2023, en: https://
hmong.es/wiki/Hamnet_Holditch

Mataix, L. M. (1986). Historias de Matemdticos y algunos problemas. Bar-
celona: Marcombo. Boixareu Editores.

Mathworld. (s.f.). Triangle Median. Consultado: mayo 12 de 2023; en: ht-

tps://mathworld.wolfram.com/TriangleMedian.html

Newman, J.R. (1979). El mundo de las matematicas. Ediciones Grijalbo,
Cuarta edicion. Barcelona.


https://www.biografiasyvidas.com/biografia/o/oresme.htm
https://www.biografiasyvidas.com/biografia/o/oresme.htm
https://www.gaussianos.com/el-teorema-de-holditch-un-resultado-geometrico-inesperado/
https://www.gaussianos.com/el-teorema-de-holditch-un-resultado-geometrico-inesperado/
http://www.grupoalquerque.es/ferias/2018/archivos/material/dividir/teorema_Haga.pdf
http://www.grupoalquerque.es/ferias/2018/archivos/material/dividir/teorema_Haga.pdf
https://hmong.es/wiki/Hamnet_Holditch
https://hmong.es/wiki/Hamnet_Holditch
https://mathworld.wolfram.com/TriangleMedian.html
https://mathworld.wolfram.com/TriangleMedian.html

Paulus, ]. A. (1998). Mds alld de los ntimeros. Libros para pensar la ciencia.

Matemas.Tusquets Editores. Barcelona.

Researchgat. (s.f.). llustration of Holditch’s theorem. https://www.
researchgate.net/figure/Illustration-of-Holditchs-theorem_
fig3_341027107

Scoop. (s.f.). Victor Thebault y sus tres teoremas. Consultado:
mayo 10 de 2023, en: https://www.scoop.it/topic/acusma-
ta/p/4131578578/2022/04 /14 /victor-thebault-y-sus-tres-teo-
remas

Soto, F. (2003). Geometria con Cabri. Editorial Universidad de Narifio.

Vélez. J. (1996). Geometria cubica. Coleccion Loyola S.J. Bibliografica Co-
lombiana Ltda.

Wikipedia. (s.f.a) Hipaso de Metaponto. https://es.wikipedia.org/wi-
ki/H%C3%ADpaso_de_Metaponto.

Wikipedia. (s.f.b). Victor Thebault. Consultado: mayo 10 de 2023, en: ht-
tps://en.wikipedia.org/wiki/Victor_Th%C3%A9bault



https://www.researchgate.net/figure/Illustration-of-Holditchs-theorem_fig3_341027107
https://www.researchgate.net/figure/Illustration-of-Holditchs-theorem_fig3_341027107
https://www.researchgate.net/figure/Illustration-of-Holditchs-theorem_fig3_341027107
https://www.scoop.it/topic/acusmata/p/4131578578/2022/04/14/victor-thebault-y-sus-tres-teoremas
https://www.scoop.it/topic/acusmata/p/4131578578/2022/04/14/victor-thebault-y-sus-tres-teoremas
https://www.scoop.it/topic/acusmata/p/4131578578/2022/04/14/victor-thebault-y-sus-tres-teoremas
https://en.wikipedia.org/wiki/Victor_Th%C3%A9bault
https://en.wikipedia.org/wiki/Victor_Th%C3%A9bault

186

ACERCA DE LOS AUTORES

Oscar Fernando Soto-Agreda.

Docente adscrito al Departamento de Matematicas y Estadistica, Facultad de
Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Narifio. Licenciado en Matematicas
y Fisica, Universidad de Narifio. Magister en Modelos de Ensefianza Problémica,
Universidad INCCA de Colombia. Especialista en Computacién para la Docencia,
Universidad Mariana. Profesor Tiemplo Completo Universidad de Narifo.

Correo electrdnico: oscarfdosoto@gmail.com; fsoto@udenar.edu.co.

Segundo Javier Caicedo-Zambrano.

Docente adscrito al Departamento de Matematicas y Estadistica, Facultad de Cien-
cias Exactas y Naturales, Universidad de Narifo. Licenciado en Matematicas y Fi-
sica, Universidad de Narifo. Ingeniero de Sistemas, Universidad Antonio Narifio.
Doctor en Ciencias de la Educacién, Universidad del Tolima. Magister en Software
Libre, Universidad Auténoma de Bucaramanga. Especialista en Computacion para
la Docencia, Universidad Mariana. Especialista en Multimedia Educativa, Univer-
sidad Antonio Narifio. Profesor Tiempo Completo Universidad de Narifio.

Correo electroénico: jacazal @gmail.com; jacazal@udenar.edu.co.



editorial

Universidad de Nariiio

Fecha de publicacién: Octubre 9 de 2024
San Juan de Pasto - Narifio - Colombia



A lo largo de la historia, los matematicos han desentrafiado misterios, resuelto
enigmas y descubierto patrones ocultos en el tejido mismo del universo. En este
libro se presentan teoremas que son como perlas que brillan en el vasto campo de
la matematica, ofreciendo una vision Unica de la naturaleza de los nimeros, las
formas y las relaciones. Desde la Serie Armdnica, que diverge, hasta la Ley de Reci-
procidad Cuadratica, pasando por los Sélidos Platénicos y las propiedades
sorprendentes de los cuadrados, los rectdngulos y los tridngulos, cada teorema nos
desafia a explorar un aspecto especifico de las matematicas y a descubrir su impac-
to en nuestra comprensiéon del mundo.

A medida que nos adentramos en cada uno de los teoremas, iremos desvelando sus
enunciados intrigantes, examinando sus demostraciones. No obstante, este libro
no solo trata de férmulas y calculos abstractos; uno de los objetivos es hacer que la
matematica cobre vida, revelando su belleza y relevancia en la vida cotidiana.

Ya sea que se trate de un lector dvido de conocimientos matematicos, un apasiona-
do de los desafios intelectuales o simplemente alguien curioso por descubrir el
encanto de los teoremas, el libro Perlas Matemdticas invita a unirse a este emocio-
nante viaje. Exploraremos desde la demostracién de que V2 no es racional, hasta el
fascinante mundo de las curvas y las areas, evidenciando sorpresas matematicas
en cada capitulo.

A lo largo de estas paginas, se encuentran conceptos familiares y otros posible-
mente nuevos, todos en la perspectiva de inspirar asombro y gratificacion intelec-
tual. Al final del recorrido se espera despertar la curiosidad y el amor por la mate-
matica, demostrando que la resolucién de problemas y la busqueda del conoci-
miento pueden ser experiencias gratificantes y apasionantes.

Asf que, invitamos a sumergirse en estas Perlas Matemdticas y a dejarse maravillar
por los tesoros que se ocultan en los teoremas matematicos. jPreparese para desa-
fiar su mente y descubrir la fascinante belleza de la matematica!

El libro est4 organizado en 10 capitulos y en cada uno se aborda un teorema, el cual
se destaca por su belleza, aplicabilidad y, en muchos casos, por su singular demos-
tracién. En su orden se presentan los siguientes teoremas: La Serie Armonica,
Sélidos Platonicos, Teorema de Haga, Relacion del Area de un Tridngulo con el de
sus Medianas, Primer Teorema de los Elementos de Euclides, Irracionalidad de la
Raiz Cuadrada de 2, Teorema de Holditch, Teorema de Thébault, Teorema de
Pitagoras, y Ley de la Reciprocidad Cuadratica.
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