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ánimo y comprensión me acompañaron a lo largo de incontables horas de trabajo, ausencias
en reuniones y altibajos emocionales, permitiéndome mantener la motivación en este extenso
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Resumen

El estudio desarrolló el formalismo de dispersión 2 → 2 en teorı́a cuántica de campos para
abordar la asimetrı́a materia-antimateria, centrándose en violación CP se demostró la ge-
neración de un número bariónico neto a través de contribuciones a un loop. Se utilizó el
formalismo de las ecuaciones de Boltzmann para desarrollar un mecanismo de bariogénesis
consistente fuera del equilibrio térmico, parametrizando las contribuciones de mayor orden.
Asimismo, se evaluó un modelo basado en simetrı́as extendidas del Modelo Estándar para
explicar la bariogénesis y leptogénesis en el universo temprano introduciendo un bosón esca-
lar pesado, ajustándolo a restricciones experimentales y cosmológicas por medio de la fı́sica
estadı́stica e integración numérica de tipo montecarlo - CUBA.

Palabras clave: Bariogénesis, Violación CP, Historia térmica, Más allá del modelo estándar.
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Abstract

The study developed the 2 → 2 scattering formalism in quantum field theory to address the
matter-antimatter asymmetry, focusing on CP violation. It demonstrated the generation of a
net baryon number through loop-level contributions. The Boltzmann equations were used to
formulate a consistent baryogenesis mechanism out of thermal equilibrium, parameterizing
higher-order contributions. Additionally, a model based on extended symmetries of the Stan-
dard Model was evaluated to explain baryogenesis and leptogenesis in the early universe by
introducing a heavy scalar boson, adjusting it to experimental and cosmological constraints
through statistical physics and Monte Carlo integration - CUBA.

Keywords: Baryogenesis, CP-violation, Thermal history, Beyond the standard model.
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Glosario

Matriz CKM: La matriz CKM (Cabibbo-Kobayashi-Maskawa) es
una matriz unitaria en el modelo estándar que des-
cribe la mezcla de quarks en interacciones débiles,
relacionando los estados de sabor con los estados
propios de masa. Esto permite que las interacciones
débiles cambien un tipo de quark en otro, y explica
la violación CP en desintegraciones débiles.

Anomalı́a: En teorı́a cuántica de campos, una anomalı́a se re-
fiere a la falta de conservación de una simetrı́a de
la teorı́a clásica al ser cuantizada. Las anomalı́as
pueden comprometer la consistencia de la teorı́a y
deben cancelarse en teorı́as consistentes. Un ejem-
plo importante es la anomalı́a quiral.

Rotación de Wick: La rotación de Wick es una técnica que transforma
el tiempo en el plano complejo t → −iτ , permi-
tiendo pasar de un espacio-tiempo de Minkowski a
uno euclidiano. Esta técnica simplifica los cálculos
perturbativos en teorı́a cuántica de campos.

Tree-level: Los diagramas de tree-level son los más simples
en la teorı́a de perturbaciones, ya que no contie-
nen bucles. Representan interacciones básicas entre
partı́culas, y tienen la topologı́a de un árbol. Son la
primera aproximación en cálculos de amplitudes de
dispersión.

Dispersión: La dispersión describe cómo las partı́culas cambian
su trayectoria debido a interacciones mutuas. En
teorı́a cuántica de campos, los procesos de disper-
sión se calculan mediante los diagramas de Feyn-
man, que permiten estudiar las probabilidades de
interacción entre partı́culas incidentes.

9
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Violación CP: La violación de la simetrı́a CP implica que las le-
yes de la fı́sica no son invariantes bajo la inversión
simultánea de carga (C) y paridad (P). Es una carac-
terı́stica importante del modelo estándar, asociada
con la fase compleja de la matriz CKM, y tiene im-
plicaciones cosmológicas.

Aproximación de Born: La aproximación de Born es un método perturba-
tivo utilizado en la teorı́a de dispersión, en el que
se asume que la interacción es débil. En la primera
aproximación de Born, se utilizan sólo diagramas
de nivel de árbol (tree-level) para calcular las am-
plitudes de dispersión.

Estados intermedios fı́sicos: Los estados intermedios fı́sicos son aquellos esta-
dos de partı́culas que satisfacen las condiciones de
energı́a y momento en los cálculos de amplitudes
de dispersión, y que pueden ser observados en un
experimento, a diferencia de los estados virtuales.

Isotropı́a: En cosmologı́a, la isotropı́a se refiere a la propie-
dad del universo de ser igual en todas las direccio-
nes cuando se observa a gran escala. Esto implica
que no hay una dirección preferida en el universo,
lo que es consistente con las observaciones de la
radiación cósmica de fondo.

Homogeneidad: La homogeneidad en cosmologı́a significa que el
universo es, en promedio, el mismo en todos los
puntos del espacio cuando se observa a gran escala.
Esta propiedad, junto con la isotropı́a, es una de las
bases del principio cosmológico.

Equilibrio térmico: El equilibrio térmico se refiere al estado en el que
todos los componentes de un sistema tienen la mis-
ma temperatura y no hay flujo neto de energı́a
térmica entre ellos. En cosmologı́a, el universo pri-
mitivo se encontraba en equilibrio térmico, lo que
permitió la formación de la radiación cósmica de
fondo.
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Lı́mite relativista: El lı́mite relativista describe la situación en la que
las velocidades involucradas en un sistema fı́sico se
acercan a la velocidad de la luz, y los efectos de la
relatividad especial deben tenerse en cuenta. En es-
te régimen, las ecuaciones de la mecánica clásica
no son suficientes y deben usarse las de la relativi-
dad especial.

Gases de Fermi degenerado: Un gas de Fermi altamente degenerado es un siste-
ma cuántico de fermiones en el que la mayorı́a de
los estados de baja energı́a están ocupados, debido
al principio de exclusión de Pauli. Esto ocurre tı́pi-
camente a temperaturas cercanas al cero absoluto y
es relevante en sistemas astrofı́sicos como enanas
blancas y estrellas de neutrones.

Métodos Montecarlo: Los métodos Montecarlo son técnicas de integra-
ción numérica que utilizan la generación de núme-
ros aleatorios para estimar el valor de una integral.
Estos métodos son especialmente útiles en proble-
mas de altas dimensiones donde los métodos deter-
ministas son ineficaces o impracticables. La preci-
sión del método mejora con un mayor número de
muestras.

Estabilidad numérica: La estabilidad numérica se refiere a la sensibili-
dad de un método numérico a errores de redon-
deo o perturbaciones pequeñas en los datos. Un
método numérico es estable si los errores no cre-
cen de manera descontrolada a lo largo del proceso
de cálculo. La estabilidad es crucial en la integra-
ción numérica para obtener resultados precisos y
fiables.



Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Planteamiento del problema

En el universo se observa materia pero no antimateria. La explicación de esta observación
es una de las preguntas mas importantes de la fı́sica actual. La asimetrı́a entre materia y
antimateria está relacionada con las lı́neas de investigación conocidas como bariogénesis y
leptogénesis en fı́sica de altas energı́as y en general con la fı́sica más allá del modelo estándar.
Desde los años sesenta se conoce que para explicar satisfactoriamente el universo observado
se requiere la violación de simetrı́as discretas, una evolución térmica del universo fuera del
equilibrio y violación del número bariónico [1]. Además de ser un tema fundamental en fı́sica
de partı́culas también es de gran importancia para la cosmologı́a.

El problema consiste en usar un modelo de fı́sica más allá del modelo estándar que permita
explicar la asimetrı́a materia-antimateria del universo mediante el estudio cuantitativo de la
generación del número bariónico y el número leptónico . Por tanto, la pregunta a responder
es, ¿cuál es la extensión mı́nima del modelo estándar que permite explicar la asimetrı́a
materia-antimateria en el universo?

Esta clase de modelos pueden tener muchas implicaciones tanto en fı́sica de partı́culas como
en cosmologı́a, permitiendo formular otros proyectos que estudien las consecuencias feno-
menológicas del modelo estudiado.

Este tema no se ha estudiado en trabajos de grado en la carrera de fı́sica o en la maestrı́a en
fı́sica de la universidad de Nariño. En Colombia se han publicado dos trabajos relacionados,
un artı́culo en la universidad de Antioquia dirigido por el doctor Diego Restrepo y una tesis
de maestrı́a en la universidad Nacional dirigida por el doctor Roberto Martı́nez.
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1.2. OBJETIVOS 13

1.2. Objetivos
Objetivo general

Usar el modelo SU(3)C⊗SU(2)L⊗UY ⊗U global
B−L de fı́sica más allá del modelo estándar para

explicar la generación de número bariónico y número leptónico en el universo temprano.

Objetivos especı́ficos

Estudiar los formalismos de la teorı́a cuántica de campos y su aplicación al problema
de la asimetrı́a materia-antimateria.

Evaluar el modelo SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ UY ⊗ U global
B−L mediante un ánalisis estadı́stico

con las restricciones experimentales de la fı́sica de partı́culas y cosmologı́a.

1.3. Bariogénesis
Los principales desafı́os ≪experimentales≫ que enfrenta actualmente el Modelo Estándar
están relacionados con los dos tipos de materia que componen el universo observable. So-
lo el 17 % de esta materia es ≪luminosa≫, es decir, la que está compuesta por protones y
neutrones, como la materia que forma a los seres humanos. Más adelante se explora cómo el
Modelo Estándar necesita una extensión para poder explicar su abundancia. El 83 % restante
corresponde a la Materia Oscura, que hasta ahora solo ha sido detectada de manera indirecta
a través de sus efectos gravitacionales. Para incluir posibles candidatos a Materia Oscura, el
Modelo Estándar también requiere una ampliación. Sin embargo, este aspecto es aún más
complejo, ya que dichos candidatos no han sido identificados en experimentos de fı́sica de
partı́culas, lo que deja su naturaleza completamente desconocida.

Además, experimentos astrofı́sicos, como la detección de supernovas, indican que la materia
mencionada anteriormente, tanto la luminosa como la oscura, constituye apenas el 28 % de la
densidad de energı́a del universo observable. El 72 % restante está compuesto por una forma
de energı́a que no puede ser detectada mediante experimentos de fı́sica de partı́culas y que se
conoce como Energı́a Oscura. Esta podrı́a ser simplemente una Constante Cosmológica.

En este trabajo de grado, se centrará en la materia bariónica (teniendo en cuenta también la
consecuencia sobre la materia leptónica bajo conservación B − L), que representa el 4.6 %
de la densidad total de energı́a y el 17 % de la densidad de materia del universo. A pesar de su
baja proporción, su relevancia es prioritaria, ya que es el tipo de materia del que están hechos
los seres humanos y, hasta el momento, es el único tipo detectado directamente mediante ex-
perimentación.

En lo sucesivo, se denominarán bariones tanto a protones y neutrones (con una carga ba-
riónica de +1) como a quarks (que tienen una carga bariónica de +1

3
). Los protones (p), por
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su parte, están compuestos por dos quarks de tipo up (u) y uno de tipo down (d), lo que se
representa como p = uud. En el caso de los neutrones (n), están formados por un quark up
y dos down, representado como n = udd. Sus antipartı́culas correspondientes, es decir, los
antiprotones p = uud y antineutrones n = udd, tienen una carga bariónica de −1 y están
constituidos por antiquarks, los cuales poseen una carga bariónica de −1

3
.

La materia luminosa en el Universo está formada mayoritariamente por protones y neutrones,
mientras que la antimateria estarı́a compuesta por sus respectivas antipartı́culas. Sin embargo,
existen dos problemas fundamentales relacionados con el número bariónico del Universo:

Ausencia de antimateria: No hay prácticamente evidencia de antimateria en el Uni-
verso. No se encuentra antimateria en el sistema solar y los antiprotones solo aparecen
en los rayos cósmicos. Aunque estos antiprotones pueden generarse como productos
secundarios en colisiones del tipo pp → p + p + p, lo cual genera una abundancia
de antiprotones similar a la observada. Por ejemplo, se detecta un antiprotón por cada
3000 protones, y un átomo de antihelio (He) por cada 10,000 átomos de helio. Estos
datos experimentales concuerdan con la ausencia de antimateria primordial en el Uni-
verso. De hecho, la inexistencia de antimateria es crucial para la estabilidad cósmica,
ya que la materia y la antimateria se aniquilan entre sı́, produciendo radiación.

Origen de la densidad de la materia luminosa: Una vez expuesto el hecho de la
escasa presencia de antimateria en el Universo, el siguiente problema es entender el
origen de la densidad de materia luminosa. Los datos sobre la abundancia primordial de
elementos ligeros, combinados con los resultados del satélite WMAP [2] y la teorı́a de
la nucleosı́ntesis, sugieren que hay aproximadamente un protón por cada mil millones
de fotones en el Universo. Especı́ficamente, si nB es la densidad de bariones y nγ
la de fotones, la relación entre ambas es nB/nγ ≈ 6.1 × 10−10. Para visualizarlo de
manera más clara, en 5 metros cúbicos de espacio habrı́a, en promedio, un solo barión
y seiscientos millones de fotones.

1.4. Asimetrı́a materia-antimateria

Existe la presunción de que el Big Bang creó materia y antimateria en cantidades exacta-
mente iguales. Si este es el caso, ¿cuál es la razón de que las observaciones muestren un
universo sobre contenido de electrones, protones y neutrones, sin positrones, antiprotones o
antineutrones a la vista? Por supuesto, si un positrón (por ejemplo) es creado, no dura mu-
cho: tan pronto como colisiona con un electrón, se aniquilan entre sı́. Pero esto no explica la
preponderancia de electrones restantes. Tal vez sea un fenómeno local; puede acontecer que
la región del universo dominada por la materia está equilibrada por una región de antima-
teria en otra región. Sin embargo, no hay evidencia de esto; al contrario, las observaciones
astrofı́sicas indican que al menos el universo observable es todo materia (si hubiera una zo-
na de antimateria, la frontera serı́a un lugar extremadamente violento, y es difı́cil imaginar
que el fondo cósmico de microondas no mostrarı́a signos de perturbación) [3]. Alternativa-
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mente, algún proceso debe haber favorecido la materia sobre la antimateria en el curso de la
evolución cósmica. ¿Qué tipo de mecanismo podrı́a haber generado esta asimetrı́a?
En 1967, Sakharov [1] identificó las condiciones necesarias. Obviamente, debe haber una
interacción que viole la conservación del número bariónico y leptónico. Debe haber existido
un perı́odo en el que el universo estuviera sustancialmente fuera del equilibrio térmico (de lo
contrario, cualquier reacción i→ f se producirı́a de manera igual en la otra dirección, f → i
y no habrı́a un cambio neto en el número de bariones). Y, crucialmente, debe haber:

Violación de CP : alguna reacción i→ f cuya tasa sea diferente de su conjugado CP,
ī→ f̄ (de lo contrario, una vez más, no habrı́a cambio neto en el número de bariones).

Afortunadamente, la violación de CP fue descubierta recientemente por Cronin y Fitch en el
sistema K0/K̄0. Hasta el dı́a de hoy, la naturaleza subyacente de la violación de CP no se
comprende bien. La violación de paridad fue fácil de incorporar en la teorı́a de interacciones
débiles; simplemente se reemplazaron los acoplamientos vectoriales, γµ, por acoplamientos
vectoriales/axiales, γµ(1 − γ5). Pero la única fuente conocida de violación de CP es la fase
residual δ en la matriz CKM y apenas es obvio por qué esto rompe la invariancia de CP.
Considerando un proceso i → f , y el proceso inverso a CP ī → f̄ (por ejemplo, si i incluye
un electrón de mano izquierda, ī incluye un positrón de mano derecha): la violación de CP
significa que la tasa para ī→ f̄ no es la misma que para i→ f (por ejemplo,B0 → K++π−

es un 13 % más común que B̄0 → K− + π+). Ahora, la amplitud M es un número complejo
y, ordinariamente, es la misma para ī → f̄ que para i → f , exceptuando cualquier elemento
conjugado de CKM. Ası́ que:

M = |M|eiϕeiθ, M̃ = |M|eiϕe−iθ, (1.1)

donde θ es la fase de ’conjugación’ y ϕ la fase ’ordinaria’. Por otro lado, las tasas de reacción
son proporcionales a |M|2, por lo que no hay violación de CP, aunque las amplitudes en sı́
son diferentes.

Figura 1.1: Diagramas de dispersión para B0 → K+ + π−.

Pero suponiendo que el proceso (i → f ) puede proceder por dos rutas diferentes (por ejem-
plo,B0 puede ir aK++π− de maneras distintas ver figura 1.1). Luego, se obtiene la amplitud
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M = M1 +M2 con:

M1 = |M1|eiϕ1eiθ1 , M2 = |M2|eiϕ2eiθ2 , (1.2)

y M̃ = M̃1 + M̃2 con:

M̃1 = |M1|eiϕ1e−iθ1 , M̃2 = |M2|eiϕ2e−iθ2 , (1.3)

esto conduce a que (ver apéndice A.1.1):

|M|2 − |M̃|2 = −4|M1||M2| sin(ϕ1 − ϕ2) sin(θ1 − θ2). (1.4)

En este caso, las tasas no son iguales y se viola la invariancia de CP siempre y cuando exista
una fase de conjugación (de la matriz CKM), ası́ como una fase no conjugada, y estas a su
vez, deben ser diferentes para las dos direcciones que contribuyen.
A partir de experimentos, se conoce que la violación de CP ocurre en las interacciones débiles
de los quarks y se atribuye al factor de fase en la matriz CKM. Desafortunadamente, esto está
lejos de ser suficiente para explicar la predominancia de materia en el universo [4], por lo
que es necesario especular sobre otros mecanismos de violación de CP.
Con neutrinos masivos y la analogı́a leptónica de la matriz CKM, el mismo fenómeno de-
berı́a ocurrir en el sector de los leptones, donde se manifestarı́a, por ejemplo, en probabili-
dades desiguales para νe → νµ y ν̄e → ν̄µ. Esto aún no se ha observado, pero es concebible
que proporcione un mecanismo (a veces llamado ≪Leptogénesis≫) para la asimetrı́a obser-
vada entre materia y antimateria. Otra posibilidad es la violación de CP en las interacciones
fuertes (en este caso, la ’prueba fehaciente’ serı́a un momento dipolar eléctrico distinto de
cero para el neutrón). La violación de CP nunca se ha observado en procesos fuertes, pero
no parece haber ninguna prohibición teórica fundamental. En este punto, la asimetrı́a mate-
ria/antimateria del universo sigue siendo un rompecabezas incompleto; la pieza esencial que
falta es la naturaleza de la violación de CP responsable.

1.5. Estructura

El capı́tulo 2 se desarrolla en la teorı́a cuántica de campos (QFT), exponiendo sus herra-
mientas fundamentales para analizar procesos como la bariogénesis su consecuencia directa
leptogénesis. Comienza con la Sección 2.1 sobre la anomalı́a quiral, que examina la ruptura
de simetrı́as quirales y su impacto en el desequilibrio entre partı́culas y antipartı́culas. La
Sección 2.2 se enfoca en la invarianza y violación de simetrı́as discretas, especialmente C, P
y CP, fundamentales para la comprensión de la asimetrı́a materia-antimateria. Luego, en la
Sección 2.3, se introducen las reglas de Feynman para calcular amplitudes de probabilidad en
interacciones de partı́culas a diferentes niveles. Finalmente, la Sección 2.4 desarrolla la regla
de oro de Fermi, abarcando el cálculo de tasas de decaimiento, secciones transversales y la
conversión de unidades, esenciales para el análisis de procesos relevantes en la bariogénesis.
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El capı́tulo 3 se centra en el uso de un modelo simple para ilustrar la necesidad de que ciertas
constantes de acoplamiento sean complejas para que suceda la violación de CP, un aspecto
crucial para la generación de asimetrı́a bariónica. Se analiza el número bariónico neto medio
producido por la desintegración de un bosón X y su antipartı́cula X . Dado que los factores
cinemáticos para partı́culas y antipartı́culas son idénticos en la aproximación de Born, a órde-
nes superiores en la teorı́a de perturbaciones, las correcciones aparecen debido al intercambio
de otras partı́culas Y . Estos resultados generales muestran que para que haya violación de CP,
es necesario que el número bariónico se rompa en la desintegración de X , que la partı́cula in-
tercambiada también debe violar el número bariónico, y que los bosones involucrados deben
tener masas superiores a las combinaciones de masas de las partı́culas dispersadas. Además,
algunas constantes de acoplamiento deben ser complejas para permitir la violación de CP.

El capı́tulo 4 se centra en la cosmologı́a moderna y la descripción del universo homogéneo,
basado en los principios de homogeneidad e isotropı́a. Comienza abordando los fundamentos
geométricos y la métrica de Robertson-Walker, que son esenciales para describir un espacio-
tiempo homogéneo y en expansión. Luego, explora la dinámica de un universo en expansión
a través de la evolución de la densidad numérica de partı́culas y las ecuaciones de Fried-
mann. La discusión se extiende al equilibrio térmico, analizando su importancia tanto a nivel
microscópico como macroscópico y cómo la densidad de energı́a y el número efectivo de es-
pecies relativistas afectan la dinámica del universo temprano. Finalmente, el capı́tulo aborda
las desviaciones del equilibrio térmico mediante las ecuaciones de transporte de Boltzmann,
fundamentales para entender procesos fuera del equilibrio como la bariogénesis, y cómo estos
procesos permiten comprender la transición desde el universo primitivo hasta el estado actual.

El capı́tulo 5 analiza un modelo en el que se consideran una partı́cula casi sin masa b con
número bariónico B = 1

2
y su antipartı́cula b̄ con B = −1

2
, ası́ como una partı́cula masiva φ

que es su propia antipartı́cula (φ̄ ≡ φ). Se permite una leve violación de la invariancia CP en
los procesos de dispersión entre b y φ. En un universo temprano con un sistema inicialmente
simétrico entre b y b̄, se considera la generación de un número bariónico neto debido a la des-
viación de la invariancia CP. Las amplitudes de dispersión se parametrizan para reflejar esta
violación y se encuentran ecuaciones que describen la evolución temporal de las densidades
de φ y del número bariónico nB = nb−nb̄. Finalmente, se realiza un análisis de los términos
en estas ecuaciones.

El Capı́tulo 6 desarrolla el mecanismo de Bariogénesis, dado que se explora cómo las partı́cu-
las X y X̄ , que tienen cargas bariónicas opuestas y llevan la violación del número bariónico,
pueden influir en la generación de un número bariónico neto. Estas partı́culas, que son boso-
nes masivos mediadores de interacciones que violan el número bariónico, se desintegran en
pares de partı́culas b y b̄. La asimetrı́a entre las tasas de decaimiento de X y X̄ , debido a la
violación de la simetrı́a CP, puede resultar en un exceso de bariones sobre antibariones. Sin
embargo, se demuestra que en equilibrio térmico, el sistema no puede desarrollar un exceso
bariónico, ya que los procesos de dispersión que conservan el número bariónico también jue-
gan un papel importante. Además, al considerar tanto las interacciones que violan como las



18 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

que conservan el número bariónico, se concluye que la generación de un número bariónico
neto es posible sólo fuera del equilibrio térmico, y cualquier número bariónico preexistente
se elimina a una tasa que depende de los procesos que violan la conservación de B.

El capı́tulo 7 introduce una expresión para el Lagrangiano de un modelo siendo la extensión
mı́nima posible del modelo estándar que genere bariogénesis y en consecuencia de la con-
servación B − L también Leptogénesis, mediante el mecanismo estudiado, siendo este un
bosón escalar pesado que hasta el momento no ha sido reportado en la literatura. Se analiza
cómo las correcciones a un loop pueden modificar el Lagrangiano para que cumpla con las
condiciones necesarias para violar la simetrı́a CP sin violar CPT. También se lleva a cabo
un tratamiento detallado de la sección eficaz de dispersión, sustrayendo las contribuciones
en resonancia (on-shell), ya que estas se consideran en otros términos de las ecuaciones de
Boltzmann. Finalmente, se utiliza métodos de integración numérica (CUBA) para obtener el
promedio de la sección eficaz termalizada.

El capı́tulo 8 aborda la generación del número bariónico en el universo temprano, modelando
su evolución mediante ecuaciones de Boltzmann y variables adimensionales que consideran
la violación de la simetrı́a CP. Se describe cómo, a altas temperaturas, el número barióni-
co se genera a través del decaimiento e interacciones de partı́culas, pero disminuye a bajas
temperaturas debido a reacciones que lo violan, lo que requiere soluciones numéricas para
comprender esta transición. Se realizan de manera numérica simulaciones que muestran que
la asimetrı́a bariónica observada concuerda con datos experimentales y depende de facto-
res clave como la masa del bosón X (∼ 1015 GeV), la constante de estructura fina (α) y el
parámetro de violación de CP (ε). Estas variables afectan directamente la evolución de las
densidades de partı́culas y la generación de la asimetrı́a bariónica, subrayando la importancia
de las interacciones entre bosones masivos en este proceso.

Por último en los Capı́tulos 9 y 10 se presentan los resultado en comparación con los objetivos
propuestos y las conclusiones, respectivamente.



Capı́tulo 2

Teorı́a cuántica de campos

Este capı́tulo aborda los fundamentos y herramientas de la teorı́a cuántica de campos (QFT),
que son esenciales para el análisis de procesos como la bariogénesis y leptogénesis. La QFT
es el marco teórico que permite la descripción de las partı́culas elementales y sus interac-
ciones, a través del formalismo de los campos cuánticos. A continuación, se describen las
secciones que conforman este capı́tulo.

La Sección 2.1, Anomalı́a Quiral, explora la ruptura de simetrı́as quirales en la teorı́a cuántica
de campos, un fenómeno que tiene implicaciones profundas en procesos como la bariogéne-
sis, donde esta anomalı́a puede generar un desequilibrio entre partı́culas y antipartı́culas.

La Sección 2.2, Invarianza y violación de simetrı́as discretas, se discuten las simetrı́as dis-
cretas, como la paridad (P), la conjugación de carga (C) y la reversión temporal (T). Se hará
énfasis en cómo la violación de estas simetrı́as es un ingrediente clave en la generación de la
asimetrı́a materia-antimateria en el universo. El estudio de las violaciones de las simetrı́as C
y CP es crucial para entender la bariogénesis.

La Sección 2.3, Reglas de Feynman, introduce las reglas prácticas para calcular amplitudes de
probabilidad en interacciones de partı́culas. Se discuten los procesos de dispersión a tree-level
y se examinan los canales s, t y u, los cuales representan diferentes configuraciones cinemáti-
cas de interacción entre partı́culas. Estos canales son esenciales para entender la estructura
y dinámica de las interacciones, y proporcionan un marco visual claro para los cálculos de
teorı́a de perturbaciones.

En la Sección 2.4, Regla de oro de Fermi, se desarrollan las herramientas necesarias para
calcular tasas de transición entre estados cuánticos. Esta sección está dividida en tres subsec-
ciones:

Sección 2.4.1, Ancho de decaimiento - Decay rate, se discute cómo calcular la proba-
bilidad por unidad de tiempo de que una partı́cula inestable se desintegre en productos
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más ligeros. Se detallan los cálculos de la tasa de decaimiento, que son cruciales para
entender procesos de desintegración relevantes en el contexto de la bariogénesis.

Sección 2.4.2, Sección transversal - Cross section, introduce el concepto de sección
transversal, que mide la probabilidad de que ocurra una interacción entre partı́culas en
función de sus propiedades y energı́as. La sección transversal es una herramienta clave
para analizar experimentos de dispersión y colisión en fı́sica de partı́culas.

Sección 2.4.3, Dimensiones y unidades, ofrece un análisis detallado de las dimensiones
fı́sicas involucradas en las tasas de decaimiento y las secciones transversales, propor-
cionando una comprensión clara de cómo convertir y manejar unidades en los cálculos.

Este capı́tulo proporciona una base sólida para la aplicación de la teorı́a cuántica de campos
en el estudio de los procesos fundamentales que juegan un rol en la generación de la asimetrı́a
bariónica del universo.

2.1. Anomalı́a quiral

Una anomalı́a se entiende como una simetrı́a clásica que no se conserva a nivel cuántico.
Esto puede ocurrir ya que, en la teorı́a cuántica, la integral de trayectoria incluye campos que
no obedecen las ecuaciones de campo clásicas. La no conservación de la corriente bariónica
se debe al acoplamiento asimétrico a fermiones quirales en el sector SU(2) y, por lo tanto,
está relacionada con la anomalı́a quiral. Por esta razón, se derivará la anomalı́a de la corriente
axial. La interacción entre los fermiones y los campos de gauge se describe mediante la
Lagrangiana,

L = iψ̄γµD
µψ, donde, Dµ = ∂µ − igAµ, (2.1)

esta es invariante bajo una transformación quiral global de la forma,

ψ(x) → eiαγ5ψ(x), ψ̄(x) → ψ̄(x)eiαγ5 , (2.2)

y también se tiene la corriente de Nether conservada clásicamente,

j5µ = ψ̄γµγ5ψ, (2.3)

se observa que esto es cierto solo para fermiones sin masa. Pero bajo una transformación
quiral local, con α = α(x), la Lagrangiana cambiará como (Ver apéndice B.1):

δL = −ψ̄γµγ5ψ∂µα(x) = −j5µ∂µα(x), (2.4)

por lo tanto, la variación en la acción toma la forma (Ver apéndice B.2),

δS[ψ̄, ψ, Aµ] =

∫
d4xα(x)∂µj5µ(x), (2.5)



2.1. ANOMALÍA QUIRAL 21

donde Aµ es el campo de gauge asociado a la interación electromagnética. Serı́a natural que
el valor esperado,

⟨∂µjµ5 (x)⟩ =
∫
Dψ̄DψDAν∂µj5µ(x)ei(S[ψ̄,ψ,Aν ]+δS)∫

Dψ̄DψDAνei(S[ψ̄,ψ,Aν ]+δS)
, (2.6)

fuera cero incluso en la teorı́a cuántica, obteniendo que,

∂µj5µ(x) = 0, (2.7)

de lo contrario, la medida funcional no puede ser invariante bajo la transformación formal-
mente unitaria dada por (2.2), con α → α(x). Sin embargo, como se muestra a continuación,
esto no es cierto.

Bajo la derivación de Fujikawa [5], quien mostró primero que la anomalı́a quiral se puede
obtener de manera no perturbativa en el enfoque de integral de trayectoria. Esto se hace ob-
servando que las medidas funcionales Dψ y Dψ̄ de los campos fermiónicos no son invariantes
bajo una transformación quiral infinitesimal. Durante el cálculo se rota al espacio euclidiano,
donde la Lagrangiana se puede escribir como:

L = iψγµDµψ, {γµ, γν} = 2gµν = 2δµν , (2.8)

dado que es un espacio euclideano con métrica (+,+,+,+). Aún ası́, por efectos de practi-
cidad y claridad se usará la convención normal de Einstein. La idea es expandir los campos
fermiónicos sobre una base ortogonal completa, que consiste en los estados propios del ope-
rador i /D. Después de la rotación de Wick, t → −iτ , iγ0 → γ4 y A0 → iA4. Ahora el
operador i /D es hermı́tico en el espacio de Hilbert espinorial (dobletes),

i /D = γµ (i∂µ + gAµ) = γ0 (i∂0 + gA0) + γk (i∂k + gAk)

=
(
−iγ4

)(
i
∂τ
−i

+ giA4

)
+ γk (i∂k + gAk) = γ4 (i∂τ + gA4) + γk (i∂k + gAk) ,

(2.9)

(
i /D
)†

=
(
γ4
)†
(i∂τ + gA4)

† +
(
γk
)†
(i∂k + gAk)

† = −γ4 (−i∂τ − gA4) + γk (i∂k + gAk)

= γ4 (i∂τ + gA4) + γk (i∂k + gAk) ,
(2.10)

y los estados propios formarán un conjunto completo:

ψ(x) =
∑
n

anϕn(x), ψ̄(x) =
∑
n

ϕ†
n(x)b̄n, (2.11)

donde {ϕn} es un conjunto de autofunciones para el operador derivada covariante, de tal
manera que

iγµDµϕn(x) = λnϕn(x), (2.12)
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con la propiedad de ortonormalidad:∫
d4xϕ†

nϕm = δnm, (2.13)

los coeficientes an y b̄n son variables escalares que representan las componentes de la expan-
sión de los espinores ψ(x) y ψ̄(x) en términos de las autofunciones ϕn(x). Matemáticamente,
estos coeficientes miden la proyección de los espinores sobre los modos propios del operador
derivada covarianteDµ. En este contexto, an y b̄n son variables de Grassmann, lo que implica
que siguen reglas anticomutativas:

anam = −aman, b̄nb̄m = −b̄mb̄n,

las variables de Grassmann son fundamentales en teorı́a cuántica de campos para describir
fermiones, ya que estas propiedades anticomutativas reflejan la estadı́stica de Fermi-Dirac.
La integral de trayectoria se define como la integral donde ψ(x) varı́a sobre todos los posibles
espinores: ∫

Dψ̄Dψ =
∏
m

db̄m
∏
n

dan, (2.14)

Aquı́, los diferenciales dan y db̄m corresponden a las medidas de integración sobre las va-
riables de Grassmann asociadas con cada modo. Bajo una transformación quiral local de los
espinores:

ψ′(x) = eiα(x)γ5ψ(x) =
∑
n

eiα(x)γ5anϕn(x) =
∑
m

a′mϕm(x), (2.15)

el campo gauge Aµ permanece invariante. Esto se debe a que la transformación quiral afecta
únicamente a los espinores, introduciendo una rotación en el espacio interno, pero no altera
el campo gauge. En términos fı́sicos, esto refleja que Aµ no distingue entre las componentes
izquierdas y derechas de los fermiones. Usando la relación de ortonormalidad (2.13), los
nuevos coeficientes después de la transformación quiral se obtienen como:

a′m =

∫
d4xϕ†

m

∑
n

eiα(x)γ5anϕn(x) =
∑
n

∫
d4xϕ†

me
iα(x)γ5anϕn(x) =

∑
n

Cmnan,

(2.16)
donde Cmn es una matriz que codifica los cambios en los coeficientes tras la transformación.
Asumiendo que solo hay un número finito de autofunciones, Cmn se convierte en una matriz
finita.
De manera similar, para los coeficientes b̄n:

b̄′m =
∑
n

∫
d4x b̄nϕ

†
me

iα(x)γ5ϕn(x) =
∑
n

b̄nCmn. (2.17)

Es importante recordar que para n-vectores de Grassmann x e y, y siendo A una matriz
compleja, se cumple:

x = Ay ⇒ dnx = (detA)−1dny. (2.18)
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Por lo tanto, para la medida funcional en (2.14), se tiene:∏
n

db̄′n
∏
m

da′m = (detC)−2
∏
n

db̄n
∏
m

dam. (2.19)

Este resultado refleja cómo la medida funcional cambia bajo la transformación quiral, invo-
lucrando el determinante de la matriz C, que surge de la transformación de los coeficientes
an y b̄n. Para transformaciones quirales locales infinitesimales α(x), la expansión de Taylor
de la matriz C se lee,

C = I + α̂ +O(α2), α̂ = i

∫
d4xϕ̄nγ5ϕmα(x). (2.20)

luego (Ver apéndice B.3),

(detC)−2 = e−2tr lnC = e−2trα̂+O(α2) = e−2i
∫
d4xα(x)

∑
n ϕ

†
n(x)γ5ϕn(x), (2.21)

La suma
∑

n ϕ
†
n(x)γ5ϕn(x) no está bien definida y para evaluar la expresión se debe imponer

una regularización invariante de gauge. Esto se puede hacer proporcionando un lı́mite M en
los autovalores λn, ya que estos son invariantes de gauge,∑

n

ϕ†
n(x)γ5e

−(λn
M )

2

ϕn(x), M → ∞. (2.22)

Al volver a escribir λn como iγµDµ = i /D y usando la notación de Dirac ϕn(x) = ⟨x|n⟩, se
obtiene:∑

n

ϕ†
n(x)γ5e

−( i /D
M )2ϕn(X) =

∑
n

⟨n|x⟩γ5e(
/D
M )

2

⟨x|n⟩ = Tr
(
|x⟩γ5e(

/D
M )

2

⟨x|
)
, (2.23)

donde la traza se toma sobre todo el espacio de Hilbert. El estado |n⟩ se puede expandir en
ondas planas de Fourier,∑

n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x) = Tr
∫

d4p

(2π)4
γ5e

−ipxe(
/D
M )

2

eipx, (2.24)

donde la traza está ahora sobre los ı́ndices del doblete espinor. Para evaluar esto, se escribe
/D
2 como (Ver apéndice B.4),

/D
2
= D2 − i

2
σµνFµν , (2.25)

donde σµν = i
2
[γµ, γν ]. Ahora, para una función f(x) se tiene que (Ver apéndice B.5),

e−ipxD2eipxf(x) =e−ipxDµD
µeipxf(x)

= [Dµ + ipµ] [D
µ + ipµ] f(x)

=(−p2 + 2ipµDµ +D2)f(x),

(2.26)
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y (Ver apéndice B.6),

e−ipx [Dµ, Dν ] e
ipxf(x) = [Dµ, Dν ] f(x) = Fµνf(x), (2.27)

A partir de la expansión de Taylor de la función exponencial se obtiene,

e−ipxeD
2

eipx =
∞∑
n=0

1

n!
e−ipx

(
D2
)n
eipx

=
∞∑
n=0

1

n!
e−ipx

(
D2
)n−1

D2eipx,

(2.28)

gracias a e−ipxD2eipx = [Dµ + ipµ] [D
µ + ipµ], se obtiene,

e−ipxeD
2

eipx =
∞∑
n=0

1

n!
e−ipx

(
D2
)n−1

eipx [Dµ + ipµ] [D
µ + ipµ]

=
∞∑
n=0

1

n!
[(Dµ + ipµ) (D

µ + ipµ)]n = e(Dµ+ipµ)(Dµ+ipµ),

(2.29)

por otra parte,

e−ipxe−
i
2
σµνFµνeipx =

∞∑
n=0

1

n!
e−ipx

(
− i

2
σµνFµν

)n
eipx

=
∞∑
n=0

1

n!

(
− i

2
σµν
)n

e−ipx (Fµν)
n eipx

=
∞∑
n=0

1

n!

(
− i

2
σµν
)n

e−ipx [Dµ, Dν ]
n eipx

(2.30)

gracias a e−ipx [Dµ, Dν ] e
ipx = Fµν , se obtiene,

e−ipxe−
i
2
σµνFµνeipx =

∞∑
n=0

1

n!

(
− i

2
σµν
)n

F n
µν = e−

i
2
σµνFµν , (2.31)

sustituyendo esto en (2.24),∑
n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x) =

∫
d4p

(2π)4
Tr
[
e

1
M2 γ5e

−ipxe /D
2

eipx
]

=

∫
d4p

(2π)4
Tr
[
e

1
M2 γ5e

−ipxeD
2− i

2
σµνFµνeipx

]
=

∫
d4p

(2π)4
Tr
[
e

1
M2 γ5e

−ipxeD
2

eipxe−
i
2
σµνFµν

]
=

∫
d4p

(2π)4
Tr
[
γ5e

(Dµ+ipµ)(Dµ+ipµ)
M2 − i

2M2 σ
µνFµν

]
=

∫
d4p

(2π)4
Tr
[
γ5e

−p2+2ipµDµ+D2

M2 − i
2M2 σ

µνFµν

]
=

∫
d4p

(2π)4
e

−p2

M2 Tr
[
γ5e

2ipµDµ+D2

M2 − i
2M2 σ

µνFµν

]
,

(2.32)
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bajo el cambio de variable pµ →Mpµ,∑
n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x) =M4

∫
d4p

(2π)4
e−p

2

Tr
[
γ5e

2ipµDµ
M

+ D2

M2 e−
i

2M2 σ
µνFµν

]
, (2.33)

tomando el lı́mite,∑
n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x) =

∫
d4p

(2π)4
e−p

2

Tr
[
γ5 ĺım

M→∞
e

2ipµDµ
M

+ D2

M2 ĺım
M→∞

M4e−
i

2M2 σ
µνFµν

]
=

∫
d4p

(2π)4
e−p

2

ĺım
M→∞

M4Tr
[
γ5e

− i
2M2 σ

µνFµν

]
,

(2.34)
expandiendo la exponencial en potencias,∑
n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x)

=

∫
d4p

(2π)4
e−p

2

ĺım
M→∞

M4Tr

[
γ5 −

i

2M2
γ5σ

µνFµν +
γ5
2!

(
− i

2M2
σµνFµν

)2

+ ...

]
,

(2.35)
pero gracias a Tr(γ5) = 0 y Tr(γ5σµν) = 0,∑
n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x)

=

∫
d4p

(2π)4
e−p

2

ĺım
M→∞

M4Tr

[
γ5

2!M4

(
− i

2
σµνFµν

)2

+
γ5

3!M6

(
− i

2
σµνFµν

)3

...

]

=

∫
d4p

(2π)4
e−p

2

Tr

[
γ5
2!

(
− i

2
σµνFµν

)2

+ ĺım
M→∞

[
γ5

3!M2

(
− i

2
σµνFµν

)3

+O
(

1

M3

)
+ ...

]]

= Tr

[
γ5
2!

(
[γµ, γν ]

4
Fµν

)2
]∫

d4p

(2π)4
e−p

2

=
1

32
Tr
[
γ5 [γ

µ, γν ]
[
γρ, γβ

]]
FµνFρβ

∫
d4p

(2π)4
e−p

2

.

(2.36)
La integral gaussiana de la exponencial es,∫

d4p

(2π)4
e−p

2

=
1

16π2
, (2.37)

dado que [γµ, γν ] = 2γµγν − 2gµνI , Tr(γ5) = 0 y Tr(γ5γµγν) = 0,∑
n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x) =
1

8
Tr
[
γ5γ

µγνγργβ
]
FµνFρβ

1

16π2
, (2.38)

por propiedades de las trazas Tr
[
γ5γ

µγνγργβ
]
= −4εµνρσ donde ε1234 = 1,∑

n

ϕ†
n(x)γ5e

( /D
M )

2

ϕn(x) = − 1

32π2
εµνρβFµνFρβ, (2.39)
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usando (2.21), finalmente se obtiene,

(detC)−2 = e
i

16π2

∫
d4xα(x)εµνρβFµνFρβ , (2.40)

quitando la representación de autovalores, tomando nuevamente los operadores derivada
(2.14) y volviendo a espacio de Minkowski,∫

Dψ̄Dψ →
∫

Dψ̄Dψe
i

16π2

∫
d4xα(x)εµνρβFµνFρβ , (2.41)

el valor esperado (2.6),

⟨∂µjµ5 (x)⟩ =
∫
Dψ̄DψDAν∂µj5µ(x)ei(S[ψ̄,ψ,Aν ]+δS)∫

Dψ̄DψDAνei(S[ψ̄,ψ,Aν ]+δS)
, (2.42)

luego de la transformación quiral infinitesimal, las medidas funcionales,

⟨∂µjµ5 (x)⟩ =
∫
Dψ̄DψDAν∂µj5µ(x)e

i(S[ψ̄,ψ,Aν ]+δS+
1

16π2

∫
d4xα(x)εµνρβFµνFρβ)∫

Dψ̄DψDAνei(S[ψ̄,ψ,Aν ]+δS+
1

16π2

∫
d4xα(x)εµνρβFµνFρβ)

, (2.43)

esto contribuirá al cambio de la acción efectiva bajo una transformación quiral local,

δSeff ≡ δS +
1

16π2

∫
d4xα(x)εµνρβFµνFρβ

=

∫
d4xα(x)∂µj

µ
5 (x) +

1

16π2

∫
d4xα(x)εµνρβFµνFρβ,

(2.44)

la transformación quiral local es simplemente un cambio de variables, por lo que se debe
obtener que δSeff = 0. Esto da lugar a la corriente axial anómala,

∂µj
µ
5 (x) = − 1

16π2
εµνρβFµνFρβ, (2.45)

se observa que es posible tener una anomalı́a no nula.

2.2. Invarianza y violación de simetrı́as discretas

Sea M(i → j) la amplitud para una transición de un estado i a un estado j, y sea ī el estado
obtenido aplicando una transformación CP a i. Entonces, el teorema CPT (cuya validez es
necesaria para justificar el uso de la teorı́a cuántica de campos) implica que,

M(i→ j) = M(j̄ → ī), (Invarianza CPT), (2.46)

la invarianza CP (y, por lo tanto, por CPT, la invarianza T), cuando es válida, exige que,

M(i→ j) = M(̄i→ j̄) = M(j → i), (Invarianza CP), (2.47)
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el requisito de unitariedad (que las probabilidades para todas las transiciones posibles desde
y hacia un estado i deben sumar uno) produce,∑

j

|M(i→ j)|2 =
∑
j

|M(j → i)|2, (Unitariedad), (2.48)

pero a partir de (2.46) (la suma sobre j incluye todos los estados y sus antiestados dado que
son distinguibles, por tanto no es necesaria la escritura de j̄),∑

j

|M(i→ j)|2 =
∑
j

|M(j → ī)|2, (CPT), (2.49)

en equilibrio térmico (y en ausencia de potenciales quı́micos correspondientes a números
cuánticos conservados distintos de cero), todos los estados j de un sistema con una energı́a
dada están igualmente poblados. Las ecuaciones (2.48) y (2.49) muestran entonces que las
transiciones desde estos estados (interacciones) deben producir estados i y sus conjugados CP
ī en igual número. Ası́, no puede desarrollarse un exceso de partı́culas sobre antipartı́culas
(y, por ejemplo, un número bariónico neto) en un sistema en equilibrio térmico, incluso si
se viola la invarianza CP. (En [6] se proporciona una forma restringida de este resultado). A
partir de las ecuaciones (2.46) y (2.48), se encuentra que,∑

j

|M(i→ j)|2 =
∑
j

|M(j → i)|2, (Unitariedad),∑
j

|M(j → i)|2 =
∑
j

|M(̄i→ j)|2, (Unitariedad+CPT),
(2.50)

lo que implica que la sección transversal total para las interacciones entre un conjunto de
partı́culas y sus conjugados CP son iguales, y que la tasa total de decaimiento de una partı́cu-
la y su antipartı́cula debe ser igual. (La invarianza CPT por sı́ sola implica la igualdad de las
secciones transversales de dispersión elástica |M(i→ i)|2 = |M(̄i→ ī)|2). Sin embargo, el
resultado correspondiente,

|M(i→ j)|2 = |M(̄i→ j̄)|2 ≡ |M(j → i)|2, (Invarianza CP), (2.51)

para estados finales especı́ficos requiere la invarianza CP. Ası́ que si la interacción que induce
el decaimiento de una partı́cula (por ejemplo X) viola la invarianza CP, entonces los decai-
mientos de un sistema que contiene un número igual de X y X̄ puede resultar en números
desiguales de, suponiendo, b y b̄. Note que para un sistema con solo dos estados, la unita-
riedad da |M(1 → 1)|2 + |M(1 → 2)|2 = |M(1 → 1)|2 + |M(2 → 1)|2, por lo que el
resultado (2.51) siempre se cumple.
En equilibrio térmico no puede desarrollarse un exceso de partı́culas sobre antipartı́culas.
Además, cualquier exceso preexistente tiende a disminuir por las interacciones: la ecuación
(2.50) muestra que las secciones transversales totales para la destrucción de los estados i y j
son iguales. Por lo tanto, si existen, por ejemplo, más i que j, entonces la tasa de destrucción
de i es mayor que la tasa de destrucción de j. Además, la ecuación (2.50) implica que en
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equilibrio térmico, i y j se producen en igual número. Por lo tanto, las interacciones tienden
a destruir cualquier exceso de, por ejemplo, i sobre j en equilibrio térmico.
Según el teorema H de Boltzmann (que se cumple independientemente de la invarianza T),
cualquier sistema cerrado evolucionará en promedio en ausencia de influencias externas a un
estado en el que todas las partı́culas que no llevan números cuánticos absolutamente con-
servados estén distribuidas igualmente en el espacio de fases. Ninguna diferencia entre las
densidades de cualquier especie de partı́culas y sus antipartı́culas puede sobrevivir (a menos
que estén diferenciadas por números cuánticos absolutamente conservados). Sin embargo, la
expansión del universo agrega términos adicionales a la ecuación de transporte de Boltzmann
que invalidan el teorema H si algunas partı́culas participantes son masivas. La expansión del
universo puede evitar, por lo tanto, la consecución de un equilibrio térmico completo y per-
mitir la generación de un exceso bariónico: el tiempo de relajación necesario para destruir el
exceso a menudo aumenta más rápido que la edad del universo y, por lo tanto, puede persistir
un número bariónico neto.
El operador de dispersión S juega un papel fundamental en la teorı́a cuántica de campos, pues
describe cómo un sistema evoluciona desde un estado inicial |i⟩ hacia un estado final |f⟩,
teniendo en cuenta la posibilidad de interacciones entre las partı́culas. La matriz S se define
de tal manera que conecta los estados iniciales y finales asintóticos, es decir, aquellos que se
encuentran muy alejados en el tiempo antes y después de la interacción. Matemáticamente,
el operador S es:

S = I + iT, (2.52)

donde I es el operador identidad, correspondiente al caso en que no ocurre ninguna inter-
acción, y T es el operador de transición, que contiene la información sobre los procesos de
interacción no triviales. Los elementos de la matriz S entre un estado inicial |i⟩ y un estado
final |f⟩ se expresan como:

Sfi = ⟨f |S|i⟩ = δfi + iTfi

= 1fi + iTfi
(2.53)

donde δfi es la delta de Kronecker, que indica que si no hay interacción (Tfi = 0), el estado
inicial y el final son idénticos. En cambio, cuando Tfi ̸= 0, se tiene una amplitud no trivial
de transición entre |i⟩ y |f⟩ debido a la interacción entre las partı́culas.
La invarianza CP requiere la hermiticidad de la matriz de transición T = i(1− S), definida
en términos de los momentos entrantes y salientes de una interacción como,

⟨pf |iT |pi⟩ = (2π)4δ4(pµf − pµi ) · iM(i→ f) (2.54)

donde el término (2π)4δ4(pf − pi) asegura la conservación de momento y energı́a en el pro-
ceso de dispersión, y Mfi contiene toda la información dinámica sobre las interacciones,
como propagadores y vértices. La restricción de invarianza CP (2.51) y la matriz T , toman
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la forma,

|Tfi|2 =
[
(2π)4δ4(pµf − pµi ) · i

]2 |M(i→ f)|2,

=
[
(2π)4δ4(pµf − pµi ) · i

]2 |M(̄i→ f̄)|2 = |Tf̄ ī|2 (Invarianza CP),

=
[
(2π)4δ4(pµi − pµf ) · i

]2 |M(f → i)|2 = |Tif |2 (Invarianza CPT),

(2.55)

el requisito de unitariedad S†S = SS† = 1 (que dio lugar a la ecuación (2.48)) es (Ver
apéndice A.2.1),

Tij − T ∗
ji = i

∑
n

Tin(T
†
nj), (Unitariedad), (2.56)

ası́, la unitariedad limita las posibles violaciones de la invarianza CP ,y a partir de la ecuación
(2.56) se encuentra que las desviaciones de (2.55) deben obedecer (Ver apéndice A.2.2),

|Tij|2 − |Tji|2 =

∣∣∣∣∣∣i
(∑

n

TT †

)
ij

+ T ∗
ji

∣∣∣∣∣∣
2

− |Tji|2

=− 2 Im

(∑
n

TT †

)
ij

Tji

+

∣∣∣∣∣∣
(∑

n

TT †

)
ij

∣∣∣∣∣∣
2

.

(2.57)

Las correcciones de bucle se representan mediante términos adicionales en la forma:∑
n

TT †, (2.58)

que contienen las contribuciones de partı́culas virtuales. Si las tasas de transiciones i → j
están gobernadas por algún parámetro pequeño, proponiendo α, de modo que |M(i→ j)|2 =
O(αk), entonces la ecuación (2.57) muestra que cualquier diferencia que viole CP debe ser
al menos del orden de αk+1. Por lo tanto, los efectos de violación de CP deben surgir de
correcciones de diagramas de bucle a los procesos i → j. Además, los estados intermedios
en los bucles deben corresponder a sistemas fı́sicos n (para que las amplitudes de Feynman
tengan partes absorbentes debido a discontinuidades en el canal s), para contribuir a (2.57).
Por lo tanto, incluso si las partı́culas intermedias tienen acoplamientos complejos que violan
CP , pueden producir una violación de (2.51) solo cuando sus masas son lo suficientemente
pequeñas como para permitirles propagarse en sus estados intermedios.

2.3. Reglas de Feynman

Sean 3 clases de partı́culas, A,B,C, donde el Lagrangiano de la interacción es una constante
de acoplamiento por partı́culas escalares, de la forma (se realizará el caso para campos es-
calares por fines del presente trabajo, sin embargo tienen la misma estructura para campos
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fermiónicos o de gauge teniendo en cuenta factores de espı́n, matrices de Dirac y/o términos
de polarización),

L = gϕAϕBϕC . (2.59)

El momento relativista es P µ = (P 0,P), donde bajo cuantización,

P 0 → iℏ
∂

∂t
, P i → −iℏ ∂

∂xi
(2.60)

de modo que,

P µ = iℏ
(
∂

∂t
,− ∂

∂xi

)
, (2.61)

además, el término covariante se escribe,

Pµ = iℏ
(
∂

∂t
,
∂

∂xi

)
, (2.62)

bajo contracción se genera la constante relativista,

P µPµ = m2c2, (2.63)

reescribiendo en términos de operadores,

P̂ µP̂µϕ = m2c2ϕ, (2.64)

luego,
(iℏ∂µ)(iℏ∂µ)ϕ = m2c2ϕ→ −ℏ2∂µ∂µϕ = m2c2ϕ (2.65)

además,

∂µ∂µ = ∂0∂0 + ∂i∂i = (∂0)2 − ∂i∂i =
1

c2
∂2

∂t2
−∇2 = □ (2.66)

donde □ es el operador Lambertiano, reemplazando en (2.65),

−ℏ2□ϕ = m2c2ϕ→
(
□+

m2c2

ℏ2

)
ϕ = 0, (2.67)

obteniendo ası́, la ecuación de Klein-Gordon, en unidades naturales (c = ℏ = 1),

(□+m2)ϕ = 0. (2.68)

El Lagrangiano de una partı́cula es descrito como,

L =
1

2
∂µϕ∂µϕ− m2

c2
ϕ2 − V (2.69)

donde V es un potencial, con ecuaciones de movimiento dadas por la formula de Euler-
Lagrange,

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
− ∂L
∂ϕ

= 0, (2.70)
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se puede intuir qué de la integral de acción,

S =

∫
d4xL =

∫
d4x

(
1

2
∂µϕ∂µϕ− m2

c2
ϕ2 − V

)
, (2.71)

en términos de la derivada parcial de un producto,

S =

∫
d4x

[
1

2
(∂µ(ϕ∂µϕ)− ϕ∂µ∂µϕ)−

m2

c2
ϕ2 − V

]
,

=

∫
d4x

1

2
∂µ(ϕ∂µϕ)−

∫
d4x

[
1

2
(ϕ∂µ∂µϕ) +

m2

c2
ϕ2 + V

]
,

=
1

2
(ϕ∂µϕ)|frontera −

∫
d4x

[
1

2
(ϕ∂µ∂µϕ) +

m2

c2
ϕ2 + V

]
,

(2.72)

el término de frontera se anula y en unidades naturales,

S ≃ −
∫
d4x

[
1

2
ϕ(∂µ∂µ +m2)ϕ+ V

]
, (2.73)

en tanto que, cada uno de los campos tendrá un término cinético, este operador debe tener
una función de Green,

(∂µ∂
µ +m2)G(x, x′) = δ4(x− x′), (2.74)

definida como,

G(x, x′) =

∫
d4k

(2π)4
eik·(x−x

′)G̃(k), (2.75)

además, la representación integral de la delta de Kronecker,

δ4(x− x′) =
1

(2π)4

∫
d4keik·(x−x

′), (2.76)

reemplazando,

(□+m2)

∫
d4k

(2π)4
eik·(x−x

′)G̃(k) =
1

(2π)4

∫
d4keik·(x−x

′), (2.77)

el operador Lambertiano desarrollándose sobre la función exponencial,

□eik·x = ∂µ∂
µeik·x = ∂µ

(
ikµeik·x

)
= ikµikµe

ik·x = −kµkµeik·x = −k2eik·x, (2.78)

luego, ∫
d4k(−k2 +m2)eik·(x−x

′)G̃(k) =

∫
d4keik·(x−x

′), (2.79)

igualando los coeficientes,
(−k2 +m2)G̃(k) = 1, (2.80)
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finalmente la función de green puede ser escrita como el propagador de una función escalar
de la forma,

G̃(k) =
−1

k2 −m2
= i

[
i

k2 −m2

]
. (2.81)

Demostrando la estructura de un propagador se muestran a continuación los pasos para obte-
ner obtener la amplitud de dispersión de un diagrama de Feynman [7]:

1. Momentos externos, se rotulan con p1, p2, ..., pn, momentos internos con q1, q2, ..., qn.

2. Vértices, por cada vértice se escribe (asocia) un factor −ig, g se llama constante de
acoplamiento; especifica la intensidad de la interacción entre A, B y C. En esta teorı́a
simplificada, g tiene dimensiones de momento; en el modelo la constante de acopla-
miento es adimensional.

3. Propagadores, por cada lı́nea interna se asocia un factor1,

i

q2j −m2
jc

2 + i ε
, q2j es virtual.

4. Conservación de la energı́a y momento lineal, por cada vértice se asocia un factor,

(2π)4δ4(k1 + k2 + ...),

si el ki en cuestión entra al vértice se define positivo, en caso contrario es negativo.

5. Integración sobre momentos internos, por cada lı́nea interna se escribe un factor,

d4qj
(2π)4

.

6. Se cancela la función delta, del resultado final asociada a la conservación global del
momento,

(2π4)δ4(p1 + p2 + ...− p4 − p5 − ...).

7. Multiplicar, por i.

2.3.1. Canales a tree-level
Los diagramas a tree level (o diagramas de árbol) son una herramienta gráfica fundamental
para describir las interacciones entre partı́culas en los procesos de colisión y desintegración.
Estos diagramas representan las formas más simples de interacción y sirven como una pri-
mera aproximación para calcular las amplitudes de probabilidad de los procesos dado que no
incluyen correcciones adicionales, como efectos de bucles o diagramas más complejos que

1q2j ̸= m2
jc

2
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Figura 2.1: Canal S.

incluyen efectos adicionales como la auto-interacción de partı́culas mediadoras y correccio-
nes a la amplitud de probabilidad que se vuelven significativas a altas energı́as. Se denominan
a ≪tree level≫ porque tienen una estructura que se asemeja a un árbol, con ramas que repre-
sentan las interacciones y vértices de partı́culas. En la dispersión dos a dos de partı́culas las
posibles reglas de Feynman se diferencian mediante tres canales, denominados s, t y u, en
esencia, se refieren a las diferentes maneras en que las partı́culas pueden interactuar y cambiar
de estado durante una colisión [8]:

1. Canal de dispersión S.
Este canal es fundamental porque establece la energı́a total disponible para los produc-
tos de la colisión. Por ejemplo, en el caso de colisiones en aceleradores de partı́culas,
como el LHC (Gran Colisionador de Hadrones), s se puede ajustar al variar la energı́a
de las partı́culas que colisionan. Esto permite a los fı́sicos explorar diferentes regiones
de la fı́sica de partı́culas, incluyendo la creación de partı́culas masivas como el bosón
de Higgs.

En una colisión entre dos partı́culas, s representa el cuadrado de la energı́a total en el
centro de masa del sistema. Se define como:

s ≡ (p1 + p2)
2

c2
,

donde p1 y p2 son los cuadrimomentos de las partı́culas involucradas en la colisión.

2. Canal de dispersión t.
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Figura 2.2: Canal t.

Este canal está relacionado con la transferencia de momentum en la colisión, involu-
crando directamente al ángulo de dispersión de la partı́cula en cuestión. Un cambio
grande en t implica una gran desviación en la trayectoria de la partı́cula, lo cual está
relacionado con las interacciones y fuerzas involucradas en el proceso de dispersión.

Representa la diferencia entre el momentum inicial y el momentum final en una direc-
ción especı́fica. Se define como:

t ≡ (p1 − p3)
2

c2
,

donde p1 es el momento inicial de una de las partı́culas y p3 es el momento final de la
posible lı́nea externa manteniendo la simetrı́a del diagrama.

3. Canal de dispersión u.

Figura 2.3: Canal u.

Este canal es útil para describir procesos donde las partı́culas intercambian posiciones
o roles en el proceso de dispersión. Es particularmente relevante en procesos donde
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las partı́culas intercambian o absorben momentum en configuraciones que no se con-
sideran en el canal t. Por ejemplo, en un proceso de dispersión de dos partı́culas en el
que se forman partı́culas intermediarias, como en la dispersión de partı́culas virtuales,
el canal u puede proporcionar información sobre el tipo de partı́culas intermediarias y
sus interacciones.

Se define como:

u ≡ (p1 − p4)
2

c2
,

donde p1 es el momento inicial de una de las partı́culas y p4 es el momento final de la
posible lı́nea externa sin mantener la simetrı́a del diagrama.

Relaciones y Conservación
Estos tres canales están relacionados a través de la conservación de la energı́a y el momentum
en la colisión. La relación entre s, t y u para un proceso de dispersión particular puede ser
expresada en términos de la energı́a total y el momentum de las partı́culas involucradas.

La relación de Mandelstam entre los canales en un proceso de dispersión 2 → 2 está dada
por la ecuación (Ver apéndice C.1.1):

s+ t+ u =
∑
i

m2
i , (2.82)

donde la suma es sobre las masas de las partı́culas involucradas en el proceso.

2.4. Regla de oro de Fermi

2.4.1. Ancho de decaimiento - Decay rate
Sea una partı́cula que decae en dos, tres o N partı́culas, según la regla de oro de Fermi, el
ancho de decaimiento se define como:

Γ(1 → 2, 3, ..., N) ≡ S

2ℏm1

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 − p2 − p3 − ...− pn)

×
N∏
j=2

(2π)δ(p2j −m2
jc

2)θ(p0j)
d4pj
(2π)4

,
(2.83)

donde,

pj , es el cuadri-momento de la partı́cula j-ésima,

mj , masa j-ésima de la partı́cula,

S = 1
s1!s2!...sk!

, si, número de partı́culas idénticas i en estado final,
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M, es un invariante de Lorentz denominada amplitud,

δ4(p1 − p2 − p3 − ...− pn), el momentum se conserva.

Reescribiendo,
δ(p2j −m2

jc
2) = δ((p0j)

2 − |pj|2 −m2
jc

2), (2.84)

bajo la propiedad,

δ(x2 − a2) = δ((x− a)(x+ a)) =
1

2|a|
[δ(x− a) + δ(x+ a)] , (2.85)

se obtiene que el término,

δ(p2j−m2
jc

2)θ(p0j) =
θ(p0j)

2(|pj|2 +m2
jc

2)
1
2

[
δ(p0j −

√
|pj|2 +m2

jc
2) + δ(p0j +

√
|pj|2 +m2

jc
2)
]
,

(2.86)
además, la energı́a total relativista de la partı́cula j es descrita por la ecuación,

Ej
c

=
√

|pj|2 +m2
jc

2 > 0, (2.87)

ahora,

δ(p2j −m2
jc

2)θ(p0j) =
θ(p0j)c

2Ej

[
δ(p0j −

Ej
c
) + δ(p0j +

Ej
c
)

]
, (2.88)

la función heaviside restringe la delta de Kronecker a:

δ(p2j −m2
jc

2)θ(p0j) =
c

2Ej
δ

(
p0j −

Ej
c

)
, (2.89)

reemplazando en el ancho de decaimiento se obtiene,

Γ =
S

2ℏm1

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 − p2 − p3 − ...− pn)

N∏
j=2

c

2Ej
δ

(
p0j −

Ej
c

)
d4pj
(2π)3

=
S

2ℏm1

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 − p2 − p3 − ...− pn)

N∏
j=2

c

2Ej
δ

(
p0j −

Ej
c

)
dp0jd

3pj
(2π)3

,

(2.90)
desarrollando todas las integrales en dp0j , ahora los momentos se encuentran en la capa de
masa,

Γ =
S

2ℏm1

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 − p2 − p3 − ...− pn)

N∏
j=2

c

2Ej

d3pj
(2π)3

, (2.91)

expandiendo el desarrollo del decaimiento habitual a dos partı́culas,

Γ(1 → 2, 3) =
S

2ℏm1

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 − p2 − p3)

c

2E2

c

2E3

d3p2

(2π)3
d3p3

(2π)3
. (2.92)
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Asumiendo que la partı́cula uno está en reposo, p01 = m1c ∧ p1 = 0, la conservación del
momento en la distribución delta de Dirac toma la forma,

δ4(p1 − p2 − p3) =δ(p
0
1 − p02 − p03) δ

3(p1 − p2 − p3)

=δ(p01 − p02 − p03) δ
3(−p2 − p3)

=δ(p01 − p02 − p03) δ
3(p2 + p3),

(2.93)

dado que la delta de kronecker es simétrica, luego,

Γ(1 → 2, 3) =
S

2ℏm1(2π)2

∫
|M|2δ(p01 − p02 − p03) δ

3(p2 + p3)
c

2E2

c

2E3

d3p2d
3p3

=
S

2ℏm1(2π)2

∫
|M|2

c2δ(m1c− E2

c
− E3

c
)

2E22E3

δ3(p2 + p3)d
3p2d

3p3,

(2.94)

operando la integral sobre d3p3, resulta en que p3 = −p2 y,

Γ(1 → 2, 3) =
S

2ℏm1(2π)2

∫
|M|2

c2δ(m1c− E2

c
− E3

c
)

2E22E3

d3p2, (2.95)

transformando a coordenadas esféricas donde el Jacobiano se escribe, d3p2 = |p2|2 sin θdp2dθdϕ,
además, usando la expresión de energı́a relativista de las partı́culas y reconociendo que el
ángulo sólido de la esfera en tres dimensiones es 4π, se obtiene,

Γ(1 → 2, 3) =
S

2ℏm1(2π)2

∫
|M|2

c2δ(m1c− E2

c
− E3

c
)

2E22E3

|p2|2 sin θdp2dθdϕ

=
S

8πℏm1

∫
|M|2 δ(m1c−

√
|p2|2 +m2

2c
2 −

√
|p3|2 +m2

3c
2)√

|p2|2 +m2
2c

2
√

|p3|2 +m2
3c

2
|p2|2dp2,

=
S

8πℏm1

∫
|M|2 δ(m1c−

√
|p2|2 +m2

2c
2 −

√
|p2|2 +m2

3c
2)√

|p2|2 +m2
2c

2
√

|p2|2 +m2
3c

2
|p2|2dp2,

=
S

8πℏm1

∫
|M|2 δ(m1c−

√
|p|2 +m2

2c
2 −

√
|p|2 +m2

3c
2)√

|p|2 +m2
2c

2
√
|p|2 +m2

3c
2

|p|2dp,

(2.96)
gracias a que p3 = −p2, ahora, dado que la variable en la delta de kronecker no es lineal es
necesario hacer el cambio de la forma,

u =
√

|p|2 +m2
2c

2 +
√

|p|2 +m2
3c

2, (2.97)

obteniendo la derivada,

du

dp
=

2|p|
2
√

|p|2 +m2
2c

2
+

2|p|
2
√

|p|2 +m2
3c

2
=

|p|
√
|p|2 +m2

3c
2 + |p|

√
|p|2 +m2

2c
2√

|p|2 +m2
2c

2
√
|p|2 +m2

3c
2

=
|p|u√

|p|2 +m2
2c

2
√

|p|2 +m2
3c

2
,

(2.98)
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con esto,
du

u
=

|p|dp√
|p|2 +m2

2c
2
√

|p|2 +m2
3c

2
, (2.99)

reemplazando,

Γ(1 → 2, 3) =
S

8πℏm1

∫ ∞

(m2+m3)c

|M|2δ(m1c− u)|p|du
u
, (2.100)

necesariamente m1 > m2 + m3, por otro lado, la integral hace u = m1c, en tanto que el
momento, por conservación de la energı́a, es (Ver apéndice C.1.2),

|p| = c

2m1

√
m4

1 +m4
2 +m4

3 − 2m2
1m

2
2 − 2m2

1m
2
3 − 2m2

2m
2
3

=
c

2m1

λ(m1,m2,m3),
(2.101)

finalmente el ancho de decaimiento en dos partı́culas en términos de la amplitud y el momento
es,

Γ(1 → 2, 3) =
S|M|2|p|
8πℏm2

1c
=
S|M|2λ(m1,m2,m3)

16πℏm3
1

. (2.102)

2.4.2. Sección transversal - Cross section
Sean dos partı́culas que decaen en dos, tres o N partı́culas, según la regla de oro de Fermi, la
cross section se define como:

σ(1, 2 → 3, 4, ..., N) ≡ Sℏ2

4
√

(p1 · p2)2 − (m1m2c2)2

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − ...− pn)

×
N∏
j=3

(2π)δ(p2j −m2
jc

2)θ(p0j)
d4pj
(2π)4

,

(2.103)
donde,

pj , es el cuadri-momento de la partı́cula j-ésima,

mj , masa de la partı́cula j-ésima,

S = 1
s1!s2!...sk!

, si, número de partı́culas idénticas i en estado final,

M, es un invariante de Lorentz denominada amplitud,

δ4(p1 − p2 − p3 − ...− pn), el momentum se conserva.

Reescribiendo,
δ(p2j −m2

jc
2) = δ((p0j)

2 − |pj|2 −m2
jc

2), (2.104)
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bajo la propiedad,

δ(x2 − a2) = δ((x− a)(x+ a)) =
1

2|a|
[δ(x− a) + δ(x+ a)] , (2.105)

se obtiene que el término,

δ(p2j−m2
jc

2)θ(p0j) =
θ(p0j)

2(|pj|2 +m2
jc

2)
1
2

[
δ(p0j −

√
|pj|2 +m2

jc
2) + δ(p0j +

√
|pj|2 +m2

jc
2)
]
,

(2.106)
además, la energı́a total relativista de la partı́cula j es descrita por la ecuación,

Ej
c

=
√

|pj|2 +m2
jc

2 > 0, (2.107)

la función heaviside restringe la delta de Kronecker a:

δ(p2j −m2
jc

2)θ(p0j) =
1

2(|pj|2 +m2
jc

2)
1
2

δ(p0j −
√

|pj|2 +m2
jc

2), (2.108)

reemplazando en la cross section se obtiene,

σ =
Sℏ2

4
√

(p1 · p2)2 − (m1m2c2)2

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − ...− pn)

×
N∏
j=3

1

2(|pj|2 +m2
jc

2)
1
2

δ(p0j −
√

|pj|2 +m2
jc

2)
dp0jd

3pj
(2π)3

,

(2.109)
desarrollando todas las integrales en dp0j , ahora los momentos se encuentran en la capa de
masa,

σ =
Sℏ2

4
√

(p1 · p2)2 − (m1m2c2)2

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − ...− pn)

×
N∏
j=3

1

2(|pj|2 +m2
jc

2)
1
2

d3pj
(2π)3

,

(2.110)

expandiendo el desarrollo de la dispersión habitual a dos partı́culas,

σ =
Sℏ2

4
√

(p1 · p2)2 − (m1m2c2)2

∫
|M|2(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

1

2(|p3|2 +m2
3c

2)
1
2

d3p3

(2π)3
1

2(|p4|2 +m2
4c

2)
1
2

d3p4

(2π)3
,

σ =
Sℏ2

4
√

(p1 · p2)2 − (m1m2c2)2

∫
|M|2δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2

d3p3

2(|p3|2 +m2
3c

2)
1
2

d3p4

2(|p4|2 +m2
4c

2)
1
2

,

(2.111)
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Sistema de referencia reducido - Lab frame

Configurando el sistema de referencia de tal manera que la partı́cula dos está en reposo,
E2 = m2c

2 ∧ p2 = 0, además la velocidad resultante de la partı́cula 1 es el movimiento
relativo entre las partı́culas 1 y 2, v = |v1 − v2|, luego el producto interno (recordando que la
métrica es de Minkowski),

p1 · p2 =
(
E1

c
,p1

)
·
(
E2

c
, 0

)
=
E1E2

c2
, (2.112)

tomando el primer radicando de la cross section,

(p1 · p2)2 − (m1m2c
2)2 =

E2
1E

2
2

c4
−m2

1E
2
2 =

(
E2

1

c2
−m2

1c
2

)
E2

2

c2
, (2.113)

gracias a la relación de dispersión relativista de la partı́cula 1 el término entre paréntesis es
igual al momento relativista,

(p1 · p2)2 − (m1m2c
2)2 = |p1|2

E2
2

c2
, (2.114)

ahora, este momento se puede reescribir como:

|p1|2 = γ2m2
1|v|2 → |p1|2 =

1

1− v2

c2

m2
1|v|2, (2.115)

despejando,

|p1|2
(
c2 − v2

)
= m2

1c
2v2 → |p1|2c2 =

(
|p1|2 +m2

1c
2
)
v2, (2.116)

por relación de dispersión, finalmente,

|p1|2c2 =
E2

1

c2
v2 → |p1|2 =

E2
1

c4
v2, (2.117)

por lo tanto el radicando en este sistema de referencia se escribe como,

(p1 · p2)2 − (m1m2c
2)2 =

E2
1E

2
2

c6
v2 =

E2
1E

2
2

c6
|v1 − v2|2, (2.118)

para terminar, la cross section bajo este sistema de referenciar a usar en capı́tulos posteriores
es:

σ =
Sℏ2c3

2E12E2|v1 − v2|

∫
|M|2δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
d3p3

2(|p3|2 +m2
3c

2)
1
2

d3p4

2(|p4|2 +m2
4c

2)
1
2

,

(2.119)
dado que se promedia conjuntamente con la velocidad relativa y bajo las relaciones de dis-
persión de partı́culas 3 y 4,

vσ(12 → 34) =
Sℏ2c3

2E12E2

∫
d3p3
2E3

∫
d3p4
2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
|M(12 → 34)|2. (2.120)
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Sistema de referencia de centro de masa - CM frame

Configurando el sistema de referencia de tal manera que la partı́cula dos tiene un movimiento
paralelo a uno, donde p2 = −p1, luego el producto interno (recordando que la métrica es de
Minkowski),

p1 · p2 =
(
E1

c
,p1

)
·
(
E2

c
,−p1

)
=
E1E2

c2
+ |p1|2, (2.121)

tomando el primer radicando de la cross section,

(p1 · p2)2 − (m1m2c
2)2 =

(
E1E2

c2
+ |p1|2

)2

−m2
1c

2m2
2c

2,

=
E2

1E
2
2

c4
+ 2

E1E2

c2
|p1|2 + |p1|4 −m2

1c
2m2

2c
2,

(2.122)

gracias a la relaciones de dispersión relativista de las partı́culas 1 y 2, además de la condición
del sistema de referencia,

(p1 · p2)2 − (m1m2c
2)2 =

E2
1E

2
2

c4
+ 2

E1E2

c2
|p1|2 + |p1|4 −

(
E2

1

c2
− |p1|2

)(
E2

2

c2
− |p1|2

)
,

= 2
E1E2

c2
|p1|2 −

E2
1

c2
|p1|2

E2
2

c2
|p1|2 =

|p1|2

c2
(
E2

1 + E2
2 + 2E1E2

)
,

=
|p1|2

c2
(E1 + E2)

2 ,

(2.123)
reescribiendo la cross section obtenida,

σ =
Sℏ2c

4|p1| (E1 + E2)

∫
|M|2δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
d3p3

2(|p3|2 +m2
3c

2)
1
2

d3p4

2(|p4|2 +m2
4c

2)
1
2

,

=
Sℏ2c

64π2|p1| (E1 + E2)

∫
|M|2 δ4(p1 + p2 − p3 − p4)√

|p3|2 +m2
3c

2
√

|p4|2 +m2
4c

2
d3p3d

3p4,

(2.124)
resolviendo la distribución delta de Dirac,

δ4(p1 + p2 − p3 − p4) =δ(p
0
1 + p02 − p03 − p04) δ

3(p1 + p2 − p3 − p4)

=δ

(
E1 + E2

c
p01 − p03 − p04

)
δ3(p1 − p1 − p3 − p4)

=δ

(
E1 + E2

c
− p03 − p04

)
δ3(p3 + p4),

(2.125)

dado que la delta de kronecker es simétrica, luego,

σ =
Sℏ2c

64π2|p1| (E1 + E2)

∫
|M|2

δ
(
E1+E2

c
− p03 − p04

)√
|p3|2 +m2

3c
2
√

|p4|2 +m2
4c

2
δ3(p3 + p4)d

3p3d
3p4,

(2.126)
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operando la integral sobre d3p4, resulta en que p4 = −p3 y,

σ =
Sℏ2c

64π2|p1| (E1 + E2)

∫
|M|2

δ
(
E1+E2

c
−
√
|p3|2 +m2

3c
2 −

√
|p3|2 +m2

4c
2)
)

√
|p3|2 +m2

3c
2
√
|p3|2 +m2

4c
2

d3p3,

(2.127)
transformando a coordenadas esféricas donde el Jacobiano se escribe, d3p3 = |p3|2dp3dΩ,
donde, Ω = sin θdθdϕ, la derivada de la cross section con respecto al ángulo sólido es,

dσ

dΩ
=

Sℏ2c
64π2|p1| (E1 + E2)

∫
|M|2

δ
(
E1+E2

c
−
√
|p|2 +m2

3c
2 −

√
|p|2 +m2

4c
2)
)

√
|p|2 +m2

3c
2
√
|p|2 +m2

4c
2

|p|2dp,

(2.128)
dado que la variable en la delta de kronecker no es lineal es necesario hacer el cambio de la
forma,

u =
√

|p|2 +m2
3c

2 +
√

|p|2 +m2
4c

2, (2.129)

obteniendo la derivada,

du

dp
=

2|p|
2
√

|p|2 +m2
3c

2
+

2|p|
2
√

|p|2 +m2
4c

2
=

|p|
√

|p|2 +m2
4c

2 + |p|
√
|p|2 +m2

3c
2√

|p|2 +m2
3c

2
√

|p|2 +m2
4c

2

=
|p|u√

|p|2 +m2
3c

2
√

|p|2 +m2
4c

2
,

(2.130)
con esto,

du

u
=

|p|dp√
|p|2 +m2

3c
2
√

|p|2 +m2
4c

2
, (2.131)

reemplazando,

dσ

dΩ
=

Sℏ2c
64π2|p1| (E1 + E2)

∫ ∞

(m3+m4)c

|M|2δ
(
E1 + E2

c
− u

)
|p|du

u
, (2.132)

necesariamente E1+E2

c2
> m3 +m4, por otro lado, la integral hace u = E1+E2

c
, en tanto que el

momento, por conservación de la energı́a, es (Ver apéndice C.1.3),

|p3| =
c3

2(E1 + E2)

√(
E1 + E2

c2

)4

+m4
3 +m4

4 − 2

(
E1 + E2

c2

)2

(m2
3 +m2

4)− 2m2
3m

2
4

=
c3

2(E1 + E2)
Λ(E1, E2,m3,m4),

(2.133)
gracias a esto, la expresión que describe derivada de la sección transversal con respecto al
ángulo sólido debido a la colisión de dos partı́culas en términos de la amplitud y el momento
es,

dσ

dΩ
=

Sℏ2c
64π2|p1| (E1 + E2)

|M|2|p3|
c

E1 + E2

=
Sℏ2c2|M|2

64π2 (E1 + E2)
2

|p3|
|p1|

, (2.134)
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usando las variables de Mandelstam (Ver ecuación (2.82)), se puede reescribir la derivada de
la cross section en términos del canal s, ası́ (Ver apéndice C.1.4):

dσ

dΩ
=

Sℏ2|M|2

64π2 (p1 + p2)
2

|p3|
|p1|

=
Sℏ2

64π2c2s

|p3|
|p1|

|M(12 → 34)|2, (2.135)

la sección transversal diferencial también se puede expresar bajo un marco de referencia
independiente, por ejemplo en su centro de masa, tomando en cuenta el canal que involucra
el ángulo de dispersión (Ver sección 2.3.1),

dt =
2|p1||p3|d cos θ

c2

=
2|p1||p3|

c2
dΩCM

2π

=
|p1||p3|
c2

dΩCM

π
,

(2.136)

dado que,

t =
1

c2
(p21 + p23 − 2p1 · p3),

=
1

c2

(
p21 + p23 − 2

E1E3

c2
+ 2|p1||p3| cos θ

)
,

(2.137)

reemplazando,

dσ

dt
=
dσ

dΩ

dΩ

dt
=

Sℏ2

64π2c2s

|p3|
|p1|

|M(12 → 34)|2 · π c2

|p1||p3|

=
Sℏ2

64πs

1

|p1|2
|M(12 → 34)|2,

(2.138)

luego la sección transversal total integrando la variable cos θ,

σ =

∫
dσ =

∫
dΩCM

dσ

dΩCM

= 2π

∫
sin θdθ

dσ

dΩCM

= 2π

∫ +1

−1

d cos θ
dσ

dΩCM

, (2.139)

si las partı́culas son livianas mi = 0, la variable t,

t =
1

c2

(
m2

1c
2 +m2

3c
2 − 2

E1E3

c2
+ 2|p1||p3| cos θ

)
,

=
1

c2

(
−2

E1E3

c2
+ 2|p1||p3| cos θ

) (2.140)

en el sistema de referencia del centro de masa, tomando mi = 0,

E1 = E2 =
c

2

√
s → |p1| = |p3| =

1

2

√
s, (2.141)
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reemplazando,

t =
1

c2

(
−s
2
+
s

2
cos θ

)
= − s

2c2
(1− cos θ), (2.142)

con esto, para el tipo de partı́culas y en el sistema de referencia de centro de masa, los lı́mites
se definen,

cos θ = 1 → t = 0

cos θ = −1 → t = − s

c2
,

(2.143)

de manera equivalente la sección transversal integrando la variable t es,

σ =

∫ tmax

tmin

dσ

dt
dt =

∫ 0

−s/c2

dσ

dt
dt, (2.144)

finalmente, reemplazando la expresión de la derivada de la sección transversal con respecto
de la variable t, tomando |p1|2 = s

4
,

σ =

∫ 0

−s/c2

Sℏ2

64πs

4

s
|M(12 → 34)|2dt =

∫ 0

−s/c2

Sℏ2

16πs2
|M(12 → 34)|2dt. (2.145)

2.4.3. Dimensiones y unidades
Como en el caso de las desintegraciones, el estado final de dos cuerpos es particularmente
simple, en el sentido de que se puede llevar el cálculo hasta el final sin conocer la forma
funcional explı́cita de |M|.

Dado que los tiempos de vida tienen dimensiones de tiempo (s segundos); las anchos
de decaimiento (Γ = 1/τ ) se miden, por lo tanto, en segundos inversos (s−1).

Las secciones transversales tienen dimensiones de área generalmente medidas en centı́me-
tros cuadrados (cm2), o, más convenientemente, en ’barns’ (1 b = 10−28 cm2).

Las secciones transversales diferenciales, dσ/dΩ, se dan en barns por estereorradián o
simplemente en barns (los estereorradiánes, al igual que los radianes, son adimensio-
nales).

La amplitud, |M|, tiene unidades que dependen del número de partı́culas involucradas:
si hay n lı́neas externas (entrantes más salientes), las dimensiones de |M| son las de
momento elevado a la potencia 4− n,

[|M|] = (mc)4−n. (2.146)

.



Capı́tulo 3

Violación CP

En este capı́tulo se usa un modelo simple para mostrar que la necesidad de términos imagi-
narios en las constantes de acoplamiento puede resultar en la violación de CP requerida para
producir una asimetrı́a bariónica. El número bariónico neto medio producido por la desinte-
gración de un bosón X y su antipartı́cula X̄ es [9, 10]

εX =
∑
f

Bf
Γ(X → f)− Γ(X̄ → f̄)

ΓX
, (3.1)

donde Bf es el número bariónico del estado final f , Γ(X → f) es el ancho parcial para el
modo de desintegración indicado y ΓX es el ancho total de desintegración X . Suponiendo un
lagrangiano de la forma:

L = g1Xi
†
2i1 + g2Xi

†
4i3 + g3Y i

†
1i3 + g4Y i

†
2i4 + g∗1X

†i2i
†
1 + g∗2X

†i4i
†
3 + g∗3Y

†i1i
†
3 + g∗4Y

†i2i
†
4,

(3.2)
donde X e Y son dos campos de bosones masivos e i1→4 son campos de partı́culas ligeras.
Esta interacción conduce a los siguientes modos de caı́da para X e Y :

X → ī1i2
X → ī3i4

,
Y → ī3i1
Y → ī4i2

, (3.3)

En la aproximación de Born, los anchos de desintegración de X e Y se escriben en términos
del cuadrado de la amplitud invariante relativista de diagramas a tree-level mostrados en las
figuras 3.1 y 3.2, bajo el formalismo teórico desarrollado en la subsección 2.4.1, se obtiene
que,

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.1: Diagramas de decaimiento para X e Y .
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(a) (b) (c) (d)

Figura 3.2: Diagramas de decaimiento conjugados para X e Y .

Γ(X → ī1i2) = I12X |g1|2
Γ(X → ī3i4) = I34X |g2|2
Γ(Y → ī3i1) = I13Y |g3|2
Γ(Y → ī4i2) = I24Y |g4|2

,

Γ(X̄ → i1ī2) = I12
X̄
|g∗1|2

Γ(X̄ → i3ī4) = I34
X̄
|g∗2|2

Γ(Ȳ → i3ī1) = I13
Ȳ
|g∗3|2

Γ(Ȳ → i4ī2) = I24
Ȳ
|g∗4|2

, (3.4)

donde IX e IY representan los factores cinemáticos (integrales del espacio de fase, etc.) de la
forma, (en este caso el término del conteo de partı́culas idénticas S es igual a uno en todos
los casos),

I ijX =
λ(mX ,mi,mj)

16πℏm3
X

, I ijY =
λ(mY ,mi,mj)

16πℏm3
Y

. (3.5)

siendo mX y mY los bosones que decaen en las posibles partı́culas de masa mi y mj con
i, j = {1, 2, 3, 4}, además λ es el término proveniente del momento debido a la conservación
de la energı́a (Ver ecuación (2.101)), definido como,

λ(mX ,mi,mj) =
√
m4
X +m4

i +m4
j − 2m2

Xm
2
i − 2m2

Xm
2
j − 2m2

im
2
j . (3.6)

Dado que los factores cinemáticos son los mismos para partı́culas y antipartı́culas, esto gra-
cias a que mX = mX̄ por CPT, se deduce que IX = IX̄ . Es evidente que en la aproximación
de Born εX se anula.

(a) (b) (c) (d)

Figura 3.3: Diagramas de decaimiento conjugados para X e Y .

A siguiente orden en la teorı́a de perturbaciones hay correcciones en el decaimiento de X
debido al intercambio de Y , como se muestra en las figuras 3.3(a) y 3.3(b). El ancho de
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decaimiento para X → i2ī1 recibe contribuciones del cuadrado de la Figura 3.2(a) y la inter-
ferencia entre las Figuras 3.2(a) y 3.3(a), y se puede escribir como (ver apéndice D.1):

Γ(X → ī1i2) = I12X |g1|2 + I12XY g1g
∗
2g3g

∗
4 +

(
I12XY g1g

∗
2g3g

∗
4

)∗
, (3.7)

donde I12XY incluye los factores cinemáticos del diagrama del loop,

I12XY =
−iSλ(mX ,m1,m2)

(16)2π5ℏm3
X

L. (3.8)

determinando que L es la integral en términos de los momentos y las masas de las partı́culas
intermedias, definida como,

L ≡
∫

d4q

(q2 −m2
3c

2)
[
(p2 + p1 + q)2 −m2

4c
2
] [
(p1 + q)2 +m2

Y c
2
] . (3.9)

Aunque IX es real, IXY será complejo si se permite cinemáticamente que las partı́culas inter-
medias en el loop (el estado intermedio ī3i4) se propaguen en la capa de masa. Esto requiere
que mX ≥ m3+m4· De manera similar, el ancho para X̄ → i1ī2 se puede escribir como (ver
apéndice D.2),

Γ(X̄ → i1ī2) = I12X |g∗1|2 + I12X̄Y g
∗
1g2g

∗
3g4 +

(
I12X̄Y g

∗
1g2g

∗
3g4
)∗
, (3.10)

donde I12
X̄Y

incluye los factores cinemáticos del diagrama del loop,

I12X̄Y =
−iSλ(mX ,m1,m2)

(16)2π5ℏm3
X

L. (3.11)

determinando que L es la integral en términos de los momentos y las masas de las partı́culas
intermedias, definida como,

L ≡
∫

d4q

(q2 −m2
3c

2)
[
(p2 + p1 − q)2 −m2

4c
2
] [
(p1 − q)2 +m2

Y c
2
] . (3.12)

Es de interés la diferencia entre X → ī1i2 y X̄ → i1ī2 que viene dada por (ver apéndice
C.2.1), definiendo a Im[n] como la parte imaginaria de n:

Γ(X → ī1i2)− Γ(X̄ → i1ī2) =2iIXY Im[g1g
∗
2g3g

∗
4]− 2iI∗XY Im[g∗1g2g

∗
3g4]

= −4 Im[IXY ] Im[g1g
∗
2g3g

∗
4].

(3.13)

Un cálculo similar para el otro modo de desintegración de X muestra que (ver apéndices D.3
y C.2.2):

Γ(X → ī3i4)− Γ(X̄ → i3ī4) = −
[
Γ(X → ī1i2)− Γ(X̄ → i1ī2)

]
= 4 Im[IXY ] Im[g1g

∗
2g3g

∗
4],

(3.14)
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por lo tanto se deduce que,

εX =(Bi4 −Bi3)
Γ(X → ī3i4)− Γ(X̄ → i3ī4)

ΓX
+ (Bi2 −Bi1)

Γ(X → ī1i2)− Γ(X̄ → i1ī2)

ΓX

=
4

ΓX
Im[IXY ]Im[g1g

∗
2g3g

∗
4] [(Bi4 −Bi3)− (Bi2 −Bi1)] ,

(3.15)
donde Bij se refiere al aumento o disminución del número bariónico debido a la partı́cula j,
en el mismo orden también hay una contribución de la interferencia del diagrama de árbol
con un diagrama de un bucle donde se intercambia una X; sin embargo, se sigue trivialmente
que el producto de las constantes de acoplamiento involucradas es real.

La ecuación (3.15) ilustra varios resultados que son más generales que este modelo simple:

1. El número bariónico debe violarse en la desintegración de X , ya que εX es propor-
cional a la diferencia entre los números bariónicos de los dos estados finales de la
desintegración de X .

2. La partı́cula intercambiada en el bucle (en este caso, Y ) también debe violar el número
bariónico [11].

3. Los bosones X , Y deben ser más masivos que m3+m4 y m1+m2 para que IXY tenga
una parte imaginaria, mostrando que no necesariamente deberı́an ser partı́culas ligeras
[12].

4. Algunas de las constantes de acoplamiento en el lagrangiano deben ser complejas dada
la parte imaginaria.

También es interesante considerar la suma de εX y εY :

εX + εY = 4

{
ImIXY
ΓX

− ImIY X
ΓY

}
Im(g1g

∗
2g3g

∗
4)[(Bi4 −Bi3)− (Bi2 −Bi1)], (3.16)

En el lı́mite en que mX = mY , εX + εY se anula, ya que ΓX = ΓY e ImIXY = ImIY X , y por
tanto la asimetrı́a producida por X cancelará exactamente la producida por Y .



Capı́tulo 4

Cosmologı́a: universo homogéneo

La cosmologı́a moderna estudia la evolución y estructura del universo a gran escala, y uno
de sus principios fundamentales es el de homogeneidad y isotropı́a, lo que nos lleva a la con-
cepción del universo homogéneo. Bajo este supuesto, el universo, a escalas suficientemente
grandes, puede describirse como uniforme, lo que facilita el desarrollo de modelos que expli-
quen su evolución y las leyes que lo rigen.

Este capı́tulo se centrará en describir las propiedades de un universo homogéneo, ası́ co-
mo en los principios y ecuaciones que lo gobiernan. Se comienza abordando los fundamen-
tos geométricos, introduciendo los 3-espacios simétricos que permiten entender la estructura
global del universo, seguido de la métrica de Robertson-Walker, que proporciona una herra-
mienta matemática fundamental para describir un espacio-tiempo homogéneo y en expansión.

Posteriormente, una exploración de la dinámica de un universo en expansión, partiendo de la
evolución de la densidad numérica de partı́culas y culminando con las ecuaciones de Fried-
mann, que juegan un rol crucial en la descripción de la evolución temporal del universo.

La discusión continuará abordando el equilibrio térmico, tanto desde una perspectiva mi-
croscópica como macroscópica, resaltando su importancia en la evolución del universo tem-
prano. Estudiando también cómo la densidad de energı́a y el número efectivo de especies
relativistas afectan la dinámica del universo en sus primeras etapas.

Finalmente, el fin del capı́tulo es adentrarse en las desviaciones del equilibrio, introduciendo
las ecuaciones de transporte de Boltzmann, que resultan esenciales para la descripción de
procesos fuera del equilibrio térmico, como la bariogénesis. El análisis de estos fenómenos
nos permitirá comprender mejor la transición desde el universo primitivo hasta el estado
actual.
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4.1. Geometrı́a
A medida que se extiende la visión hacia las profundidades del universo, se puede notar que
la distribución de galaxias se vuelve cada vez más uniforme lo que permite asumir la homoge-
neidad e isotropı́a perfecta del universo. Estas caracterı́sticas fundamentales conducen a una
geometrı́a especı́fica del espacio-tiempo, cuyo estudio permitirá comprender mejor cómo se
propagan las partı́culas.
El estudio de la cosmologı́a, en particular las métricas y elementos de lı́nea en espacios de
Riemann, se considera un espacio vectorial generado por los vectores ei formando una base
ortonormal por contracción de dimensión n de tal forma que:

en · em = gnm = gmn, (4.1)

donde gnm corresponde a la métrica; El elemento de lı́nea ds2 se define como el diferencial
del vector posición al cuadrado del espacio, siendo este un invariante relativista de tipo escalar
bajo producto interno,

ds2 = dr · dr, (4.2)

por contracción de ı́ndices:
ds2 = gjkdx

jdxk, (4.3)

donde dxj y dxk son los diferenciales de las coordenadas y gjk es la métrica del espacio.

Estas definiciones proporcionan una base teórica sólida para la descripción de geometrı́as
y distancias en modelos cosmológicos, permitiendo el análisis de la estructura y evolución
del universo en el marco de la teorı́a de la relatividad general, donde la métrica del espacio-
tiempo convierte las coordenadas dependientes del observador en un elemento de lı́nea in-
variante, es decir la métrica de Minkowski se mantiene constante en todo el espacio-tiempo,
expresada como:

gµν = diag(1,−1,−1,−1), (4.4)

sin embargo, comúnmente haciendo uso de relatividad general la métrica puede varı́ar según
la posición y el tiempo,

gµν(t, x), (4.5)

la métrica incorpora directamente los efectos de la gravedad que puede presentar el espacio-
tiempo. La forma en que la métrica depende de la posición está determinada por la dis-
tribución de materia y energı́a en el universo. Dado el alto grado de simetrı́a del universo
homogéneo se puede simplificar a tres tipos de espacios.

4.1.1. 3-Espacios simétricos
A todo cuerpo de N dimensiones con geometrı́a curva se le puede atribuir un espacio de
N + 1 dimensiones en la que esta sea visible y sobretodo con posibilidad de analizarse, pese
a que la dimensión N + 1 no exista en un sentido tangible, un ejemplo podrı́a ser el de una
2-Esfera, esta es una superficie en dos dimensiones definida como el lı́mite de una 3-Bola
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cerrada. Teniendo en cuenta una nueva dimensión auxiliar u para describir la curvatura de un
3-Espacio resulta en el elemento de lı́nea,

dl2 = dx2 ± dû, (4.6)

donde x = a(t)x̂ y u = a(t)û, teniendo en cuenta que a(t) es un factor de escala [13].

Para un espacio plano, el elemento de lı́nea es simple y se expresa como:

dl2 = dx2 = δijdx
idxj, (4.7)

donde δij es el sı́mbolo de Kronecker, que representa la métrica euclidiana en un es-
pacio plano. Esta métrica es claramente invariante bajo traslaciones espaciales y rota-
ciones, ya que no alteran la forma de la distancia calculada entre puntos en un espacio
euclidiano.

Para un espacio de curvatura positiva: un 3-espacio con curvatura positiva constan-
te puede representarse como una 3-esfera S3 incrustada en un espacio euclidiano de
cuatro dimensiones E4,

dl2 = dx2 + du2, x2 + u2 = a2, (4.8)

donde a es el radio de la 3-esfera. La homogeneidad y la isotropı́a de la superficie de
la 3-esfera se heredan de la simetrı́a del elemento de lı́nea bajo rotaciones de cuatro
dimensiones.

Para un espacio de curvatura negativa: un 3-espacio con curvatura negativa constante
puede representarse como un hiperboloide H3 incrustado en un espacio lorentziano de
cuatro dimensiones R1,3,

dl2 = dx2 − du2, x2 − u2 = −a2, (4.9)

donde a2 es una constante arbitraria. La homogeneidad y la isotropı́a de la geometrı́a
inducida en el hiperboloide se heredan de la simetrı́a del elemento de lı́nea bajo pseudo-
rotaciones de cuatro dimensiones (es decir, transformaciones de Lorentz, donde u des-
empeña el papel del tiempo).

Tomando en cuenta un factor de escala a(t) = cte, se obtiene:

a2(x̂2 ± û2) = ±a2, (4.10)
x̂2 ± û2 = ±1. (4.11)

Sea k ≡ ±1. Entonces, la ecuación (4.11) se escribe como:

x̂2 + kû2 = k, (4.12)
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al diferenciar lo anterior, se obtiene:

2xdx + k2udu = 0, (4.13)

despejando para du:

du = −x · dx
ku

, (4.14)

ahora, al reemplazar du en el diferencial de longitud, se obtiene:

dl2 = a2
[
dx + k

(x2 · dx)2

k2u2

]
. (4.15)

Calculando y reemplazando u2:

u2 =
k − x
k

, (4.16)

de manera que,

dl2 = a2
[
dx2 + k

(x · dx)2

1− kx2

]
= a2dxi

(
δij +

kxixj
1− kx2

)
dxj, (4.17)

= a2dxiγijdxj, (4.18)

donde la matriz γij representa la métrica del espacio:

γij = δij +
kxixj
1− kx2

= gij. (4.19)

Ahora, es posible determinar una representación de la métrica en coordenadas cilı́ndricas,
resulta:

dl2 = a2
[
dr2 + r2dθ2 + dz2 +

k(r dr + z dz)2

1− k(r2 + z2)

]
, (4.20)

con el cambio de variable:

ρ2 = r2 + z2 −→ dρ2 = dr2 + dz2, (4.21)

reemplazando en la métrica,

dl2 = a2
[
r2dθ2 + dρ2 +

k(ρ dρ)2

1− kρ2

]
, (4.22)

restringiendo al plano z = 0,

dl2 = a2
[
r2dθ2 + dr2 +

k(r dr)2

1− kr2

]
, (4.23)

= a2
[
r2dθ2 +

dr2 − kr2dr2 + kr2dr2

1− kr2

]
, (4.24)

= a2
[
r2dθ2 +

dr2

1− kr2

]
. (4.25)
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En coordenadas esféricas, se obtiene:

dl2 = a2
[

dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]
, (4.26)

donde dΩ = sin θ dθ dϕ.

4.1.2. Metrica de Roberson-Walker
Para obtener la métrica de Roberson Walker de un universo en expansión simplemente se
incluye dl2 = a2γijdx

idxj al elemento de linea del espacio tiempo y se define un elemento
arbitrario dependiente del tiempo,

ds2 = dt2 − a2(t)γijdξ
idxj, (4.27)

esta métrica es también conocida como la métrica de Friedman-Lemaı̂tre-Robertson-Walker
(FLRW). No se incluye la componente mixta de la métrica g0i, ya que esto romperı́a la iso-
tropı́a del espacio. Se observa que g0i es un vector, y si es diferente de cero, indicará una
dirección privilegiada. Por lo tanto, se establece que:

g0i = 0 = gi0. (4.28)

La diferencia entre la ecuación (4.19) y la métrica de Minkouski (métrica plana) radica en la
adición de γij , que permite una curvatura espacial (±1), y de a(t), además indica la expan-
sión del universo. La métrica espacio-temporal gµν tiene 16 elementos, y la condición gi0 = 0
reduce el número de variables libres a 10.

Las coordenadas xi ≡ {x1, x2, x3} se denominan coordenadas comóviles. Estas se relacionan
con las coordenadas fı́sicas mediante:

xiphys = a(t)xi, (4.29)

la velocidad fı́sica de un objeto se expresa como:

viphys =
dxiphys

dt
= a(t)

dxi

dt
+
da

dt
xi = a(t)ẋi +

ȧ(t)

a(t)
xi, (4.30)

y la velocidad fı́sica en coordenadas comóviles es:

viphys = vipec +Hxiphys, (4.31)

donde:

H =
ȧ

a
, (4.32)

vipec = a(t)ẋi. (4.33)

La cantidad Hxiphys se conoce como el flujo de Hubble, donde H es el ≪parámetro de Hub-
ble≫, además, la velocidad peculiar de un objeto es la velocidad medida por un observador
comóvil (es decir, un observador que sigue el flujo de Hubble).
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4.2. Dinámica de un universo en expansión
La dinámica del universo está determinada por la ecuación de Einstein:

Gµν = 8πGTµν . (4.34)

Esto relaciona el tensor de EinsteinGµν (una medida de la ≪curvatura del espaciotiempo≫ del
universo) con el tensor energı́a-momento Tµν (una medida del ≪contenido de materia≫ del
universo).

Fuentes de Materia
Los requisitos de isotropı́a e homogeneidad obligan a que el tensor de energı́a-momento a
gran escala sea el de un fluido perfecto,

Tµν = (ρ+ P )UµUν − Pgµν , (4.35)

donde ρ y P son la densidad de energı́a y la presión del fluido, y Uµ es la cuadrivelocidad
(respecto del observador).

4.2.1. Evolución de la densidad númerica de partı́culas

Se define el cuadrivector de corriente numérica Nµ. La componente µ = 0, N0, mide la
densidad numérica de partı́culas, desde el estudio cosmológico del postulado de Weyl una
≪partı́cula≫ puede ser una galaxia entera. La componente µ = i,N i, es el flujo de las partı́cu-
las en la dirección xi.

Isotropı́a requiere que el valor medio de cualquier 3-vector, como N i, deba ser cero.

Homogeneidad requiere que el valor medio de cualquier 3-escalar (invariante bajo
transformaciones de coordenadas puramente espaciales), como N0, sea una función
solo del tiempo.

Por lo tanto, la corriente de galaxias, medida por un observador comóvil, tiene los siguientes
componentes:

N0 = n(t), N i = 0, (4.36)

donde n(t) es el número de galaxias por volumen propio medido por un observador en mo-
vimiento con el fondo.

Un observador general (es decir, un observador en movimiento respecto al marco de reposo
medio de las partı́culas) medirı́a el siguiente cuadrivector de corriente numérica:

Nµ = nUµ, (4.37)

donde Uµ ≡ dXµ/ds es la cuadrivelocidad relativa entre las partı́culas y el observador,
recuperando el resultado anterior para un observador comóvil, Uµ = (1, 0, 0, 0), de manera
que de manera relativista con,

Uµ = γ(1, vi), (4.38)
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se obtienen los resultados correctamente ajustados por boosts, teniendo una posible densidad
numérica aumentada γn. (La densidad numérica aumenta porque una de las dimensiones del
volumen es contraı́da).

El número de partı́culas debe ser conservado, esto genera una ley en el espacio de Minkowski
implicando que la evolución de la densidad numérica satisface la ecuación de continuidad:

Ṅ0 = −∂iN i, (4.39)

en notación tensorial,
∂µN

µ = 0, (4.40)

generalizando a espacios-tiempo curvados se reemplaza la derivada parcial ∂µ por una deri-
vada covariante ∇µ,

∇µN
µ = 0, (4.41)

la ecuación generalizada se puede reducir bajo el marco de referencia local inercial. Expre-
sando explı́citamente la ley de conservación,

∇µN
µ = ∂µN

µ + ΓµµλN
λ = 0. (4.42)

operando se obtiene que (Ver apéndice E.3.1),

ṅ

n
= −3

ȧ

a
=⇒ n(t) ∝ a−3, (4.43)

al evolucionar un sistema la densidad numérica disminuye de manera proporcional al aumen-
to del volumen propio.

4.2.2. Ecuaciones de Friedmann
Para calcular la relación que tiene las fuentes de materia con la evolución del factor de escala
en la métrica FRW, se necesita describir de manera explı́cita el tensor de Einstein en el lado
izquierdo de la ecuación de Einstein,

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν , (4.44)

se define el tensor de Ricci

Rµν ≡ ∂λΓ
λ
µν − ∂νΓ

λ
µλ + ΓλλρΓ

ρ
µν − ΓρµλΓ

λ
νρ, (4.45)

donde Γµαβ son los sı́mbolos de Christoffel,

Γµαβ ≡ 1

2
gµλ (∂αgβλ + ∂βgαλ − ∂λgαβ) , (4.46)

y el escalar de Ricci,
R = Rµ

µ = gµνRµν , (4.47)
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No es necesario calcular Ri0 = R0i, porque es un 3-vector y, por lo tanto, debe anularse
debido a la isotropı́a de la métrica de Robertson-Walker. Los componentes no nulos del tensor
de Ricci son (Ver apéndice E.3.2):

R00 = −3
ä

a
, (4.48a)

Rij = −

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
gij, (4.48b)

es evidente que Rij ∝ gij para que exista consistencia con la homogeneidad y la isotropı́a,
además el escalar de Ricci es (Ver apéndice E.3.3):

R = −6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
, (4.49)

luego las componentes no nulas del tensor de Einstein Gµν ≡ gµλG
λ
ν se escriben (Ver apéndi-

ce E.3.4),

G00 = 3

[(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
, (4.50a)

Gij =

[
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
δij, (4.50b)

combinando las ecuaciones anteriores con el tensor de energı́a momento se obtienen las ecua-
ciones de Friedmann (Ver apéndice E.3.5),(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
, (4.51a)

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ), (4.51b)

Aquı́, ρ y P deben entenderse como la suma de todas las contribuciones a la densidad de
energı́a y presión en el universo. Por tanto, el parámetro de escala para el universo temprano
(que corresponde a su radio de curvatura) deberı́a expandirse en un tiempo t de acuerdo con
[14] (para una geometrı́a plana en el universo o aproximando otro tipo de geometrı́as),

1

a

da

dt
=

(
8πρ(t)

3

)1/2
1

mP
, (4.52)

donde ρ(t) es la densidad de energı́a del universo y mP es la masa de Planck,

mP = G
1
2 ≃ 1.2× 1019 GeV = 1.2× 104 ΠeV. (4.53)

de acuerdo con el sistema SI, se define 1ΠeV ≡ 1015GeV.
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4.3. Equilibrio térmico
Se tiene evidencias muy fuertes a nivel observacional (del espectro de cuerpo negro perfecto
del CMB) de que el universo temprano estaba en equilibrio térmico local. Para describir este
estado y la evolución subsecuente del universo, se necesita recordar algunos hechos básicos
de la termodinámica de equilibrio, adecuadamente generalizados para aplicarse a un universo
en expansión.

4.3.1. De lo Microscópico a lo Macroscópico
La mecánica estadı́stica es el arte de convertir las leyes microscópicas en una comprensión
del mundo macroscópico. Para un gas de partı́culas débilmente interaccionantes. Es conve-
niente describir el sistema en el espacio de fases, donde el gas está descrito por las posiciones
y momentos de todas las partı́culas.

La densidad de estados en el espacio de fase {x, p} se escribe en términos del mı́nimo volu-
men posible bajo la escala de Planck luego,

ρstate =
1

h3
,

ahora si el sistema tiene g grados de libertad,

ρstate =
g

h3
,

en unidades naturales la constante de Planck reducida se define como la unidad, luego la
constante sin reducir es,

ℏ =
h

2π
= 1 → h = 2π,

con esto,
g

h3
=

g

(2π)3
.

El diferencial del número de partı́culas se escribe en tperminos de la función de distribución
como,

dN(q, p) =
g

(2π)3
f(q, p)d3qd3p,

en el sistema comóvil,
f(q, p) = f(p),

gracias a esto, se puede definir una densidad del número de partı́culas,

n =
dN

dV
=
dN

d3q
,

finalmente,

n =
g

(2π)3

∫
d3p f(p). (4.54)
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4.3.2. Equilibrio térmico local
Se dice que un sistema de partı́culas está en equilibrio cinético si las partı́culas intercambian
energı́a y momento de manera eficiente. Esto lleva a un estado de máxima entropı́a en el
cual las funciones de distribución están dadas por las distribuciones de Fermi-Dirac y Bose-
Einstein:

f(p) =
1

e(E(p)−µ)/T ± 1
, (4.55)

donde el signo + es para fermiones y el signo − es para bosones. A bajas temperaturas, T <
E − µ, ambas funciones de distribución se reducen a la distribución de Maxwell-Boltzmann:

f(p) ≈ e−(E(p)−µ)/T , (4.56)

Las funciones de distribución de equilibrio tienen dos parámetros: la temperatura T y el po-
tencial quı́mico µ. El potencial quı́mico puede depender de la temperatura. A medida que
el universo se expande, T y µ(T ) cambian de tal manera que se satisfacen las ecuaciones
de continuidad para la densidad de energı́a ρ y la densidad de número de partı́culas n. Ca-
da especie de partı́cula i (con posiblemente distintos mi, µi, Ti) tiene su propia función de
distribución fi y, por ende, su propio ni, ρi, y Pi.
Si una especie i está en equilibrio quı́mico, entonces su potencial quı́mico µi está relacionado
con los potenciales quı́micos µj de las otras especies con las que interactúa. Por ejemplo, si
una especie 1 interactúa con las especies 2, 3 y 4 a través de la reacción 1 + 2 ↔ 3 + 4,
entonces el equilibrio quı́mico implica:

µ1 + µ2 = µ3 + µ4,

Dado que el número de fotones no se conserva (por ejemplo, la dispersión Compton doble
e− + γ ↔ e− + γ + γ ocurre en equilibrio a altas temperaturas), se sabe que:

µγ = 0,

Esto implica que si el potencial quı́mico de una partı́cula X es µX , entonces el potencial
quı́mico de la antipartı́cula correspondiente X̄ es:

µX̄ = −µX ,

Para ver esto, basta con considerar la aniquilación partı́cula-antipartı́cula, X + X̄ ↔ γ + γ.
El equilibrio térmico se logra para las especies que están tanto en equilibrio cinético como
quı́mico. Estas especies comparten entonces una temperatura común Ti = T .

4.3.3. Densidad de energı́a en el lı́mite relativista
En el universo temprano los potenciales quı́micos de todas las partı́culas son tan pequeños
que pueden ser desestimados. Estableciendo el potencial quı́mico en cero para la expresión
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de la densidad de energı́a,

ρ =
g

2π2

∫ ∞

0

dp p2
√
p2 +m2

exp[
√
p2 +m2/T ]± 1

, (4.57)

se observa que la integral puede determinarse con un ±1, obteniendo las distribuciones
cuantı́cas de Fermi-Dirac y Bose-Einstein,

ρFD =
g

2π2

∫ ∞

0

dp p2
√
p2 +m2

exp[
√
p2 +m2/T ] + 1

ρBE =
g

2π2

∫ ∞

0

dp p2
√
p2 +m2

exp[
√
p2 +m2/T ]− 1

,

(4.58)
es pertinente señalar que esta temperatura a menudo se identifica con la temperatura de los
fotones Tγ , entendida como la ≪temperatura del universo≫. Bajo el cambio de variable, ξ =
p/T ,

ρ =
g

2π2

∫ ∞

0

(Tdξ)
(Tξ)2

√
(Tξ)2 +m2

exp [
√

(Tξ)2+m2

T 2 ]± 1
=
gT 4

2π2

∫ ∞

0

dξ
ξ2
√
ξ2 + m2

T 2

exp [
√
ξ2 + m2

T 2 ]± 1
,

definiendo, x = m/T , ξ = p/T ,

ρ =
gT 4

2π2

∫ ∞

0

dξ
ξ2
√
ξ2 + x2

exp [
√
ξ2 + x2]± 1

, (4.59)

esta es una integral conocida definida como J± evaluada en algún valor de x,

J+(x) ≡
∫ ∞

0

dξ
ξ2
√
ξ2 + x2

exp [
√
ξ2 + x2] + 1

J−(x) ≡
∫ ∞

0

dξ
ξ2
√
ξ2 + x2

exp [
√
ξ2 + x2]− 1

, (4.60)

luego,

ρFDBE =
gT 4

2π2
J±(x),

en el lı́mite relativista, es decir, x→ 0, para bosones se toma el valor ±1 como −1,

ρBE =
gT 4

2π2
J−(0) =

gT 4

2π2

∫ ∞

0

dξ
ξ3

exp [ξ]− 1
,

esta integral es igual a dos veces la función Zeta de Riemann para n = 3,

ρBE =
gT 4

2π2
[6ζ(4)] =

gT 4

2π2

(
6π4

90

)
=
π2

30
gT 4,

ahora para fermiones se toma el valor ±1 como 1,

ρFD =
gT 4

2π2
J+(0) =

gT 4

2π2

∫ ∞

0

dξ
ξ3

exp [ξ] + 1
,
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dado que,
1

exp [ξ] + 1
=

1

exp [ξ]− 1
− 2

exp [2ξ]− 1
,

se obtiene,

ρFD =
gT 4

2π2

(∫ ∞

0

dξ
ξ3

exp [ξ]− 1
− 2

∫ ∞

0

dξ
ξ3

exp [2ξ]− 1

)
=
gT 4

2π2

(
J−(0)− 2

∫ ∞

0

dξ′

2

(ξ′/2)3

exp [ξ′]− 1

)
=
gT 4

2π2

(
J−(0)− 2

1

24
J−(0)

)
=
gT 4

2π2

(
J−(0)−

1

8
J−(0)

)
=
gT 4

2π2

7

8
J−(0) =

7

8

gT 4

2π2

(
6π4

90

)
=

7

8

π2

30
gT 4,

finalmente,

ρ =
π2

30
gT 4

{
1 bosones
7
8

fermiones . (4.61)

4.3.4. Número efectivo de especies relativistas
Sea T la temperatura del gas de fotones. La densidad total de radiación es la suma de las
densidades de energı́a de todas las especies relativistas:

ρr =
∑
i

ρi =
π2

30
g∗(T )T 4,

donde g∗(T ) es el número efectivo de grados de libertad relativistas a la temperatura T . La
suma sobre las especies de partı́culas puede recibir dos tipos de contribuciones:

Especies relativistas en equilibrio térmico con los fotones, Ti = T ≫ mi, tomando gi
como el grado de libertad asociado a bosones o fermiones,

g∗th(T ) =
∑
i=b

gi +
7

8

∑
i=f

gi. (4.62)

Cuando la temperatura cae por debajo de la masa mi de una especie de partı́cula, se
vuelve no relativista y se elimina de la suma. Lejos de los umbrales de masa, la contri-
bución térmica es independiente de la temperatura.

Especies relativistas que no están en equilibrio térmico con los fotones, Ti ̸= T ≫ mi,
nuevamente tomando gi como el grado de libertad asociado a bosones o fermiones,

g∗dec(T ) =
∑
i=b

gi

(
Ti
T

)4

+
7

8

∑
i=f

gi

(
Ti
T

)4

, (4.63)

Permitiendo que las especies desacopladas tengan diferentes temperaturas Ti.
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A temperaturas T ≳ 173 GeV, se pueden producir todas las partı́culas del modelo estándar,
por tanto, dado que están en equlibrio térmico, el número de grados de libertad se calcula,

Bosones.

Por tanto la suma de los grados de libertad de los mismo dan un total de 28.

Quarks.

Multiplicando cada contribución a los grados libertad da un total de 72.

Leptones cargados.

Multiplicando cada contribución a los grados libertad da un total de 12.

Leptones neutros.

Multiplicando cada contribución a los grados libertad da un total de 6.

Con base en lo anterior se desarrolla la expresión del parámetro de grados de libertad efecti-
vos,

g∗ =
∑
i=b

gi +
7

8

∑
i=f

gi = (28) +
7

8
(72 + 12 + 6),

finalmente, siendo gb y gf el total de grados de libertad de especies relativistas asociados a
bosones y fermiones respectivamente, se obtiene que a temperaturas mayores a 173 GeV el
número efectivo de especies relativistas es,

g∗ = gb +
7

8
gf = 106.75. (4.64)
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La expansión del universo desplaza al rojo todos los p de manera proporcional a 1/a, además
T ∼ 1/a, partiendo de la ecuación (4.52), recordando que la masa de Planck es mP = G

1
2 ≃

1.2× 104 ΠeV , se determina que,

ȧ

a
=

(
8

3
πρ

) 1
2 1

mP
= − Ṫ

T
, (4.65)

esta dependencia en la temperatura se puede ver reflejada en la densidad de energı́a relativista
calculada anteriormente, definiendo una masa de Planck reducida o efectiva para el estudio
de la forma,

mP ≡
(

45

4π3

) 1
2 mP√

g∗(T )
, (4.66)

luego,

ȧ

a
= − Ṫ

T
=

[
8

3
π
π2

30
g∗(T )T 4

] 1
2 1

mP
=

(
4

45
π3

) 1
2 √

g∗(T )
T 2

mP
=

T 2

mP

, (4.67)

si T ≳ 173 GeV,

mP =

(
45

4π3

) 1
2 1.2× 104 ΠeV√

106.75
≈ 700 ΠeV. (4.68)

4.4. Más allá del equilibrio
Sea un sistema conformado por dos tipos de partı́culas, donde las partı́culas tipo I colisionan
con un volumen de partı́culas tipo II,

el número de partı́culas contenidas en el volumen se define cómo,

N2 = n2V = n2AL n2 : densidad de partı́culas,
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las partı́culas tipo I tienen una velocidad v1, luego la longitud L del volumen se escribe,

N2 = n2Av1t,

ahora, se define la sección transversal total de interacción de las partı́culas tipo II colisionadas
por partı́culas tipo I en términos de la sección transversal de cada partı́cula ası́,

σT = N2σ21 = n2Av1tσ21,

la probabilidad de interacción bajo una distribución uniforme de partı́culas (no son super-
puestas) se escribe,

Pint =
σT
A

= n2v1tσ21.

4.4.1. Ecuaciones de transporte de Boltzmann
En ausencia de interacciones, la densidad del número de partı́culas de una especie i evolucio-
na como (Ver sección 4.2.1):

dni
dt

+ 3
ȧ

a
ni = 0, (4.69)

siendo esto simplemente la derivación de una ley de conservación para la densidad del número
de partı́culas en un volumen fı́sico fijo ( V ∝ a3 ), de modo que la densidad necesariamente
debe disminuir con el volumen en expansión, ni ∝ a−3.
Para incluir los efectos de las interacciones, se añade un término de colisiones al lado derecho
de (4.69),

1

a3
d(nia

3)

dt
= Ci{nj}, (4.70)

definiendo ası́ la ecuación de transporte de Boltzmann formulada en 1872 [15]. La forma del
término de colisión depende de las interacciones especı́ficas a consideración en un determi-
nado sistema. Dado que las interacciones entre tres o más partı́culas son muy improbables,
se puede limitar el análisis a decaimientos de una sola partı́cula y dispersión o aniquilación
de dos partı́culas. Considerando el proceso de aniquilación materia y antimateria resulta,

1 + 2 ↔ 3 + 4,

es decir, la partı́cula 1 puede aniquilarse con la partı́cula 2 para producir las partı́culas 3 y 4,
o el proceso inverso puede producir 1 y 2. Si se está interesado en calcular la evolución en la
densidad numérica n1, es evidente que la tasa de cambio en la abundancia de la especie 1 será
descrita por la diferencia entre las tasas de producción y eliminación de la especie. Con esto,
el miembro derecho de la ecuación debe describir la destrucción de partı́culas en términos de
la probabilidad de interacción con respecto al tiempo que tendrá la especie 1 al encontrarse
con la especie 2 y la producción de partı́culas 1 debido a la interacción de especies 3 y 4, con
elementos que sean medibles, ası́:

1

a3
d(n1a

3)

dt
= −⟨vσ(12 → 34)⟩ n1n2 + ⟨vσ(34 → 12)⟩n3n4, (4.71)
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se expone el hecho de que el primer término es proporcional a n1 y n2 y el segundo término
es proporcional a n3 y n4. Además, ⟨σv⟩ se entiende cómo la sección transversal descrita o
configurada desde el sistema de referencia reducido - lab frame (Ver ecuación (2.120)) prome-
diada térmicamente, luego analizando la sección transversal promediada bajo un distribución
entrante de energı́a (en unidades naturales),

⟨vσ(12 → 34)⟩ =

=
S 1

(2π)3

∫ d3p1

2E1
f1(p1)

1
(2π)3

∫ d3p2

2E2
f2(p2)

∫ d3p3

2E3

∫ d3p4

2E4

δ4(p1+p2−p3−p4)
(2π)2

|M(12 → 34)|2
1

(2π)3

∫
d3p1 f1(p1)

1
(2π)3

∫
d3p2 f2(p2)

,

=
S
∫ d3p1

2E1

∫ d3p2

2E2

∫ d3p3

2E3

∫ d3p4

2E4
f1(p1) f2(p2)

δ4(p1+p2−p3−p4)
(2π)2

|M(12 → 34)|2∫
d3p1 f1(p1)

∫
d3p2 f2(p2)

,

(4.72)
gracias a (4.54),

⟨vσ(12 → 34)⟩n1n2 =

=
S

(2π)3(2π)3

∫
d3p1

2E1

∫
d3p2

2E2

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

f1(p1) f2(p2)
δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
|M|2,

(4.73)
reorganizando de manera simétrica,

⟨vσ(12 → 34)⟩n1n2 =

= S

∫
d3p1

2E1(2π)3

∫
d3p2

2E2(2π)3

∫
d3p3

2E3(2π)3

∫
d3p4

2E4(2π)3
f1(p1) f2(p2)(2π)

4δ412,34|M|2,
(4.74)

definiendo ası́ el operador integral Λ3,4
1,2,

Λ3,4
1,2 ≡ S

∫
d3p1

2E1(2π)3

∫
d3p2

2E2(2π)3

∫
d3p3

2E3(2π)3

∫
d3p4

2E4(2π)3
(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4),

(4.75)
nótese que Λ3,4

1,2 = Λ1,2
3,4, por propiedades de simetrı́a de la distribución delta de Dirac, este

operador representa una integración adecuada sobre el espacio de fase de los estados inicial
y final en los procesos de dispersión. (Cuando Λ tiene solo ı́ndices superiores o inferiores, no
se incluye ninguna función de conservación de momento δ), de manera más general se define
como [11]:

Λb1,b2...a1,a2...
≡
∫

d4pa1
(2π)3

∫
d4pa2
(2π)3

. . .

∫
d4pb1
(2π)3

∫
d4pb2
(2π)3

. . .

× δ(p2a1 −m2
a1)δ(p

2
a2 −m2

a2) . . . δ(p
2
b1 −m2

b1)δ(p
2
b2 −m2

b2) . . .

× (2π)4δ(
∑
i

pbi −
∑
j

paj),

=

∫
d3pa1

2Ea1(2π)3

∫
d3pa2

2Ea2(2π)
3
. . .

∫
d3pb1

2Eb1(2π)
3

∫
d3pb2

2Eb2(2π)
3
. . .

× (2π)4δ(
∑

pbi −
∑

pai),

(4.76)
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con esto se obtiene que,

⟨vσ(12 → 34)⟩n1n2 = Λ3,4
1,2 f1(p1)f2(p2)|M(12 → 34)|2, (4.77)

además en el caso de la producción de partı́culas la cross section se escribirı́a de manera
equivalente como,

⟨vσ(34 → 12)⟩n3n4 = Λ1,2
3,4 f3(p3)f4(p4)|M(34 → 12)|2, (4.78)

por tanto, la ecuación de transporte de Boltzmann toma la forma:

1

a3
d(n1a

3)

dt
= −Λ3,4

1,2 f1(p1)f2(p2)|M(12 → 34)|2 + Λ1,2
3,4 f3(p3)f4(p4)|M(34 → 12)|2,

(4.79)
por simetrı́a del operador integral [16],

1

a3
d(n1a

3)

dt
= Λ3,4

1,2

[
−f1(p1)f2(p2)|M(12 → 34)|2 + f3(p3)f4(p4)|M(34 → 12)|2

]
.

(4.80)

4.5. Universo temprano cosmológico

Se asume que el universo temprano consiste principalmente en un número efectivo g∗(T ) de
especies de partı́culas sin masa (ninguna formando gases de Fermi altamente degenerados) y
generalmente se considera que es homogéneo e isotrópico.

Se define el número de partı́culas i por unidad de volumen (del espacio de configuración)
por:

ni = gi

∫
d3p
(2π)3

fi(p), (4.81)

donde gi es el número de estados de espı́n accesibles para las especies i (gi = 2si+1 para mi >
0; gi = 2 para mi = 0, si > 0; gi = 1 para mi = 0, si = 0; para partı́culas con masa
pequeña, algunos estados de espı́n pueden estar desacoplados de las interacciones). Nor-
malmente se realiza la aproximación de que todas las partı́culas obedecen estadı́sticas de
Maxwell-Boltzmann y tienen solo un estado de espı́n. Luego, las partı́culas neutrales (al me-
nos en número bariónico) sin masa (denominadas genéricamente como γ) que comprenden
una gran fracción del contenido del universo temprano, deberı́an distribuirse de acuerdo con
Maxwell-Boltzmann en todo momento debido a sus interacciones, de modo que,

fγ(p) =e
−E

T = e−
|p|
T ,

nγ =
T 3

π2
,

ργ =
2

π2
T 4,

(4.82)
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donde T es su temperatura común (referida como ≪la temperatura del universo≫). Solo para
partı́culas sin masa, las distribuciones de equilibrio fi(p) son autosimilares bajo reescalados
de p; para partı́culas masivas, la masa proporciona una escala intrı́nseca y las fi(p) cambian su
forma a medida que el universo se expande. La expansión del universo diluye las densidades
de número de todos los tipos de partı́culas, incluso en ausencia de interacciones, a una tasa,

dni
dt

= V
V

dt
ni = −3Ṙ

R
ni. (4.83)

Siguiendo con la simple cosmologı́a del big bang, se asume que todas las especies de partı́cu-
las en el universo estaban inicialmente en equilibrio térmico y distribuidas homogéneamente
(el campo gravitatorio que se opone a la expansión, sin embargo, debe permanecer lejos del
equilibrio). Dos efectos modifican este estado de ((equilibrio)).

1. Independientemente de la expansión, las fuerzas gravitacionales de largo alcance ha-
cen que un estado homogéneo sea inestable y lleven a la aglomeración. (Esto tiende
formalmente a aumentar la entropı́a del universo, pero de hecho produce un estado más
ordenado, que eventualmente contiene estrellas, etc.)

2. La expansión de un universo homogéneo puede dar lugar a desviaciones del equilibrio,
algunas de las cuales pueden nunca tener tiempo para relajarse.

La expansión del universo provoca un corrimiento al rojo en los momentos de todas las
partı́culas, lo cual implica que p ∝ 1/R. Mientras la densidad de energı́a del universo
esté dominada por partı́culas ultrarrelativistas, la temperatura también se desplazará al ro-
jo de acuerdo con T ∝ 1/R. Para las partı́culas sin masa, las distribuciones de equilibrio
fi(p) ∝ exp(−|p|/T ) se mantienen sin cambios debido a esta expansión, siempre que se
conserve la homogeneidad. Esto es coherente con una expansión adiabática del universo, lo
que se describe mediante la ecuación de conservación de la energı́a d(ρR3)+p d(R3) = 0. En
estas condiciones, la entropı́a del universo, inicialmente en equilibrio térmico y compuesto
solo por partı́culas sin masa (con potenciales quı́micos nulos y homogeneidad), permanece
constante en el tiempo.
Sin embargo, en el caso de partı́culas masivas, las distribuciones de equilibrio fi(p) ∝
exp(−

√
|p|2 +m2/T ) cambian cuando |p| ∼ T ∼ 1/R se vuelve más pequeño que m.

En estas situaciones, las partı́culas masivas requieren varios tiempos de colisión para relajar-
se hacia sus distribuciones de equilibrio. Si la expansión del universo ocurre más rápidamente
que las interacciones entre partı́culas, esto puede causar desviaciones significativas del equi-
librio térmico. Como resultado, cuando hay partı́culas masivas, la expansión del universo
ya no es reversible y la entropı́a del sistema puede aumentar ligeramente. Esta variación en
la entropı́a ocurre porque, aunque el equilibrio de las partı́culas masivas se rompe, el cam-
po gravitacional que resiste la expansión tiende a acercarse más al equilibrio, compensando
parcialmente la disminución de entropı́a de las partı́culas masivas.
Si la expansión fuera lo suficientemente lenta, cualquier desviación del equilibrio térmico
eventualmente desaparecerı́a. No obstante, en muchos casos, la expansión rápida impide la
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relajación completa del sistema. Un ejemplo de este fenómeno es la supervivencia de partı́cu-
las masivas estables que se originaron en el universo temprano [17]. En algún punto, cuando
la densidad de número de estas partı́culas en equilibrio comienza a disminuir rápidamente,
la tasa de aniquilación se vuelve más lenta que la expansión del universo, y el número de
partı́culas queda ≪congelado≫. En este estado, la expansión separa tanto a las partı́culas que
la probabilidad de interacción se vuelve despreciable. De esta forma, la expansión del uni-
verso evita que la densidad de número de estas partı́culas retorne al equilibrio en un tiempo
finito. La generación de una asimetrı́a bariónica sigue un proceso similar. Las reacciones que
violan el número bariónico (B) pero no la simetrı́a CP ocurren a una velocidad tan baja que
no logran destruir la asimetrı́a bariónica, lo cual impone restricciones estrictas a los modelos
teóricos que describen este fenómeno.



Capı́tulo 5

Estadı́stica de la generación del número
bariónico

Sea b una partı́cula casi sin masa que lleva el número bariónico B = 1
2

y b̄ su antipartı́cula,
con B = −1

2
, y sea φ una partı́cula masiva con φ̄ ≡ φ. Se permite una pequeña violación de

la invariancia CP en las tasas de procesos de dispersión 2 −→ 2 entre b y φ, y se considera
la generación de un número bariónico neto cuando un sistema inicialmente simétrico en b y
b̄ se enfrı́a, como en el universo temprano. Tomando que las amplitudes de dispersión son
(|M0|2 = O(α2), donde α es una constante de acoplamiento pequeña),

|M(bb→ b̄b̄)|2 = (1 + ζ)
1

2
|M0|2,

|M(bb→ φφ)|2 = |M(φφ→ b̄b̄)|2 = (1− ζ)
1

2
|M0|2,

|M(b̄b̄→ bb)|2 = (1 + ζ̄)
1

2
|M0|2,

|M(b̄b̄→ φφ)|2 = |M(φφ→ bb)|2 = (1− ζ̄)
1

2
|M0|2,

(5.1)

donde −1 < ζ, ζ̄ < 1. Esta parametrización asegura la restricción de invariancia CPT (2.50)
de que las secciones transversales totales para las interacciones bb y b̄b̄ deben ser iguales (se
suma sobre j, refieréndose a los posibles decaimientos):∑

j

|M(bb→ j)|2 =
∑
j

∣∣M(b̄b̄→ j)
∣∣2 (Invarianza CPT),∑

j

|M(bb→ j)|2 =
∣∣M (

bb→ b̄b̄
)∣∣2 + |M (bb→ φφ)|2

= (1 + ζ)
1

2
|M0|2 + (1− ζ)

1

2
|M0|2 = |M0|2 ,∑

j

∣∣M(b̄b̄→ j)
∣∣2 = ∣∣M (

b̄b̄→ bb
)∣∣2 + ∣∣M (

b̄b̄→ φφ
)∣∣2

=
(
1 + ζ̄

) 1
2
|M0|2 +

(
1− ζ̄

) 1
2
|M0|2 = |M0|2 ,

(5.2)
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Sin embargo, nótese que no necesariamente se tiene invariancia CP, la cual requerirı́a ζ = ζ̄;
considerando el caso de violación de CP ζ − ζ̄ = O(α) ̸= 0, de modo que, por ejem-
plo,

∣∣M0

(
bb→ b̄b̄

)∣∣2 ,
∣∣M0

(
b̄b̄→ bb

)∣∣2 = O(α2),
∣∣M0

(
bb→ b̄b̄

)∣∣2 − ∣∣M0

(
b̄b̄→ bb

)∣∣2 =
O(α3). Aquı́ se asume que las φ solo pueden interactuar a través de los procesos de la ecua-
ción (5.1), pero que las b(b̄) también experimentan interacciones conservadoras del número
bariónico (como γb→ γb o γγ → bb, donde γ son partı́culas relativistas) con otras partı́culas
en el universo. Tales reacciones deben tener tasas tı́picamente de O(α2) y servir para distri-
buir las b y b̄ en el espacio de fase de manera Maxwell-Boltzmann. El tiempo necesario para
alcanzar este estado de equilibrio cinético deberı́a ser mucho más corto que el tiempo O( 1

α3 )
en el que el número bariónico neto nb − nb̄ cambia a través de los procesos de la ecuación
(5.1). Por lo tanto, en todo momento, la función de distribución f ,

fb(p) ≃ e−
E−µ
T ,

fb̄(p) ≃ e−
E+µ
T ,

nB
nγ

≡ nb − nb̄
nγ

≃ 2 sinh(
µ

T
),

(5.3)

donde E es la energı́a asociada a las partı́culas, T su temperatura y µ es el potencial quı́mico
del número bariónico nB, que solo cambia mediante procesos que violan B (en el modelo
actual, estos ocurren en una escala de tiempo al menos O( 1

α
) más larga que las reacciones que

termalizan las b, b̄ en distribuciones Maxwell-Boltzmann). El hecho de que los potenciales
quı́micos en fb y fb̄ sean exactamente opuestos es una consecuencia de procesos como γγ →
bb, que mantienen a bb̄ en equilibrio quı́mico con γγ.
La evolución temporal de la densidad de φ y del número total bariónico nB ≡ nb−nb̄ debido
a los procesos (5.1) está descrita por las ecuaciones de transporte de Boltzmann (Ver ecuación
4.80),

dnφ
dt

+ 3
ȧ

a
nφ =2Λ34

12[fb(p1)fb(p2)|M(bb→ φφ)|2 + fb̄(p1)fb̄(p2)|M(b̄b̄→ φφ)|2

− fφ(p1)fφ(p2)|M(φφ→ bb)|2 − fφ(p1)fφ(p2) |M(φφ→ b̄b̄)|2], (5.4a)
dnB
dt

+ 3
ȧ

a
nB =Λ34

12[2fb̄(p1)fb̄(p2)|M(b̄b̄→ bb)|2 − 2fb(p1)fb(p2)|M(bb→ b̄b̄)|2

+ fφ(p1)fφ(p2)|M(φφ→ bb)|2 − fb(p1)fb(p2)|M(bb→ φφ)|2

− fφ(p1)fφ(p2) |M(φφ→ b̄b̄)|2 − fb̄(p1)fb̄(p2)|M(b̄b̄→ φφ)|2], (5.4b)

donde el operador integral Λ3,4
1,2 se define como,

Λ3,4
1,2 ≡ S

∫
d3p1

2E1(2π)3

∫
d3p2

2E2(2π)3

∫
d3p3

2E3(2π)3

∫
d3p4

2E4(2π)3
(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4),

(5.5)
El segundo término del lado izquierdo de la ecuación (5.4) representa la dilución de las den-
sidades numéricas debido a la expansión del universo, como en la ecuación (4.83). (Una
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demostración de su forma para métricas de Robertson-Walker se da en [6].) Al considerar
cualquier tipo de partı́cula A,

YA ≡ nA
nγ
, (5.6)

se elimina el término de expansión,

ẎA =
ṅA
nγ

− nAṅγ
n2
γ

=
ṅA
nγ

+
3ȧ

a

nA
nγ
, (5.7)

Los diversos términos del lado derecho de (5.4) representan los efectos de los procesos (5.1)
(por ejemplo, el primer término del lado derecho de (5.4a) representa el aumento en el número
de φ debido a bb→ φφ).
Para simplificar (5.4), primero se sustituye las parametrizaciones (5.1):

dYφ
dt

=
1

nγ
Λ34

12[{(1− ζ)fb(p1)fb(p2) + (1− ζ̄)fb̄(p1)fb̄(p2)

− [(1− ζ̄) + (1− ζ)]fφ(p1)fφ(p2)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2], (5.8a)
dYB
dt

=
1

2nγ
Λ34

12[{2(1 + ζ̄)fb̄(p1)fb̄(p2)− 2(1 + ζ)fb(p1)fb(p2)

+ [(1− ζ̄)− (1− ζ)]fφ(p1)fφ(p2)− (1− ζ)fb(p1)fb(p2)

+ (1− ζ̄)fb̄(p1)fb̄(p2)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2], (5.8b)

usando la función de conservación del cuadrimomento δ en Λ, se puede escribir,

fb(p1)fb(p2) = e−(E1+E2)/T e2µ/T = f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)e

2µ/T , (5.9a)

fb̄(p1)fb̄(p2) = e−(E1+E2)/T e−2µ/T = f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)e

−2µ/T , (5.9b)

donde se ha definido que para cualquier partı́cula A con momento pA y energı́a EA,

f eqφ (pA) ≡ e−EA/T , (5.10)

que es la distribución de espacio de fase para una especie de partı́culas (quizás masivas) en
equilibrio térmico a temperatura T , y con un potencial quı́mico cero. La densidad total de
equilibrio para cualquier tipo de partı́cula en equilibrio es dada por,

neqφ =

∫
d3pA
(2π)3

f eqφ (pA)

=

∫
d3pA
(2π)3

e−EA/T =

∫
d3pA
(2π)3

exp (−
√
p2A +m2

A/T )

=
T 3

2π2

∫ ∞

xA

z
√
z2 − x2Ae

−zdz =
T 3

2π2
x2AK2(xA),

(5.11)

donde xA ≡ mA/T y K2 es una función de Bessel modificada de segundo tipo (ver ecuación
E.23), definida como,

K2(x) = x−2

∫ ∞

x

ze−z
√
z2 − x2dz, (5.12)
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dado que x→ 0, x2K2(x) → 2, y (5.11) vuelve al resultado sin masa (4.82). Asumiendo que
nB/nγ ≪ 1, se puede escribir (5.9) en la forma (ver apéndice E.1),

fb(p1)fb(p2) ≃ f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)(1 + YB), (5.13a)

fb̄(p1)fb̄(p2) ≃ f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)(1− YB), (5.13b)

con YB =
nb−nb̄

nγ
, por lo tanto, (5.8) se convierte en,

dYφ
dt

≃ 1

nγ
Λ34

12[{(1− ζ)f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)(1 + YB) + (1− ζ̄)f eqφ (p1)f

eq
φ (p2)(1− YB)

− [(1− ζ̄) + (1− ζ)]fφ(p1)fφ(p2)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2]

≃ 1

nγ
Λ34

12[{f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)[(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]

− [(1− ζ̄) + (1− ζ)]fφ(p1)fφ(p2)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2], (5.14a)
dYB
dt

≃ 1

2nγ
Λ34

12[{2(1 + ζ̄)f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)(1− YB)− 2(1 + ζ)f eqφ (p1)f

eq
φ (p2)(1 + YB)

+ [(1− ζ̄)− (1− ζ)]fφ(p1)fφ(p2)− (1− ζ)f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)(1 + YB)

+ (1− ζ̄)f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)(1− YB)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2]

≃ 1

2nγ
Λ34

12[{f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)[(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)]

+ (ζ − ζ̄)fφ(p1)fφ(p2)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2], (5.14b)

la integración sobre el espacio de fase disponible para los momentos finales p3 y p4 introduce
las secciones transversales totales de dispersión 2 → 2, donde v es la velocidad relativa de
las partı́culas entrantes (Ver ecuación 2.120),

vσ(12 → 34) =
Sℏ2c3

2E12E2

∫
d3p3
2E3

∫
d3p4
2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
|M(12 → 34)|2. (5.15)

Las ecuaciones (5.14) toman la forma (ver apéndice E.4.1),

dYφ
dt

≃nγ ⟨vσ0⟩ {2
[
1− ζ + ζ̄

2

] [
(Y eq

φ )2 − (Yφ)
2
]
−
(
ζ − ζ̄

)
(Y eq

φ )2YB}, (5.16a)

dYB
dt

≃nγ ⟨vσ0⟩
{
(ζ − ζ̄)

2
[(Yφ)

2 − (Y eq
φ )2]−

[
3 +

ζ + ζ̄

2

]
(Y eq

φ )2YB

}
, (5.16b)

donde ⟨vσ0⟩ denota el promedio de la sección transversal vσ0 sobre la distribución de energı́a
entrante. El primer término en la ecuación (5.16a) es simplemente nγ ⟨vσtot(φφ)⟩ [(Y eq

φ )2 −
Y 2
φ ] y es conocido por estudios de densidades reliquias de partı́culas pesadas estables produci-

das en el universo temprano [17]. El segundo término en la ecuación (5.16a) contiene los dos
pequeños parámetros ζ − ζ̄ y YB, y generalmente se puede ignorar. El primer término en la
ecuación (5.16b) es aproximadamente −

〈
v(σ(φφ→ bb)− σ(φφ→ b̄b̄/σtot(φφ))

〉
dYφ/dt
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y representa la pequeña disparidad entre la producción de b y b̄ en la aniquilación φφ. El
segundo término en la ecuación (5.16b) es proporcional a la sección transversal total para
interacciones que violan el número bariónico y provoca que YB se relaje hacia cero cuando
el sistema está en equilibrio térmico (Yφ = Y eq

φ ). Tenga en cuenta que la tasa de generación
de número bariónico (5.16b) es proporcional a la desviación de la densidad del número de φ
de su valor de equilibrio; si mφ = 0, entonces, en el modelo actual, la expansión del universo
no puede alterar fφ(p) = e−p/T y no se obtiene un número bariónico neto [6].



Capı́tulo 6

Mecanismo de bariogénesis

Se consideran partı́culas b y b̄ prácticamente sin masa que llevan números bariónicos B = 1
2

y B = −1
2

respectivamente [18]. Sea X(X̄) un bosón masivo que media interacciones que
violan el número bariónico. Las amplitudes de decaimiento para los X(X̄) son:

|M (X → bb)|2 = (1 + η)
1

2
|M0|2 ,∣∣M (

X → b̄b̄
)∣∣2 = (1− η)

1

2
|M0|2 ,∣∣M (

X̄ → b̄b̄
)∣∣2 = (1 + η̄)

1

2
|M0|2 ,∣∣M (

X̄ → bb
)∣∣2 = (1− η̄)

1

2
|M0|2 ,

(6.1)

donde ahora |M0|2 es la amplitud invariante relativista en dado caso de que no exista viola-
ción CP siendo del orden de α, además η es ahora un parámetro que cuantifica la cantidad
de violación CP producida por el bosón X . La parametrización (6.1) respeta la restricción
de invarianza CPT (2.50). La invarianza CP implicarı́a η = η̄, pero se toma η − η̄ =
O(α) ̸= 0. Por lo tanto, un estado que inicialmente contiene un número igual de X y X̄
decaerán, en ausencia de reacciones inversas, en un sistema con un número bariónico neto
nB = (η − η̄)1

2
(n0

X + n0
X̄
). (Las reacciones inversas pueden ignorarse si los X(X̄) se emiten

como radiación térmica en un vacı́o infinito o están concentrados en un haz) La conjugación
CPT proporciona las tasas para los procesos de decaimiento inverso:

|M (X → bb)|2 =
∣∣M (

b̄b̄→ X̄
)∣∣2 = (1 + η)

1

2
|M0|2 ,∣∣M (

X → b̄b̄
)∣∣2 = ∣∣M (

bb→ X̄
)∣∣2 = (1− η)

1

2
|M0|2 ,∣∣M (

X̄ → b̄b̄
)∣∣2 = |M (bb→ X)|2 = (1 + η̄)

1

2
|M0|2 ,∣∣M (

X̄ → bb
)∣∣2 = ∣∣M (

b̄b̄→ X
)∣∣2 = (1− η̄)

1

2
|M0|2 ,

(6.2)

73
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Note que si X y X̄ se decaen preferentemente para producir b (i.e., η > η̄ ), entonces, según
la invarianza CPT , los procesos de desintegración inversa deben destruir preferentemente b̄.
Por lo tanto, si solo se consideran el decaimiento y el decaimiento inverso, un sistema incluso
en equilibrio térmico no puede dejar de generar un número bariónico neto [19]. Sin embargo,
según la ecuación (2.49), que sigue puramente de la invarianza CPT y la unitariedad, no
puede desarrollarse un exceso de b sobre b̄ en equilibrio térmico. Si se toma la tasa total de
decaimiento de X(X̄) como ∼ αmX , luego, la ecuación (2.57) muestra que los efectos de
violación deCP en estas desintegraciones deben ser al menos de O(α2) (por lo tanto, η−η̄ =
O(α). La ecuación (2.49) se aplica solo cuando se suma sobre todos los posibles estados
iniciales j que pueden producir i(̄i) hasta un orden dado en α. Sin embargo, el decaimiento y
decaimiento inverso no son las únicas interacciones posibles entreX(X̄) y b(b̄) hasta O(α2) :
2 → 2 procesos de dispersión, como bb→ b̄b̄ mediados por el intercambio X(X̄) en el canal
s. Se muestra a continuación que después de incluir estos procesos, la ecuación (2.49) se
cumple y no se desarrolla un exceso bariónico en equilibrio térmico.
Aunque se toma que los X y X̄ en (6.1) tienen modos de decaimiento idénticos, ignorando
cualquier mezcla entre ellos por simplicidad, esto puede imponerse considerando dos espe-
cies de b (cada una con B = 1

2
) y tomando X → b1b1, X → b̄2b̄2, X̄ → b̄1b̄1, X̄ → b2b2. Las

fórmulas a continuación no se ven afectadas por estas distinciones.

6.1. Densidad del número de bosones X

Al calcular la evolución temporal de la densidad de número X(X̄), se trabaja hasta O(α),
en el cual solo contribuyen los procesos de decaimiento y decaimiento inverso de las ecua-
ciones (6.1) y (6.2). Además de estas interacciones que violan el número bariónico, los
X(X̄) también pueden experimentar interacciones que conservan el número bariónico (co-
mo γX → γX o γγ → XX̄ donde γ son partı́culas relativistas neutrales para el número
bariónico) con otras partı́culas en el universo. Tı́picamente, estos procesos serán O(α2), y
por lo tanto, ocurrirán en una escala de tiempo más larga que los decaimientos de X(X̄) a
considerar. Sin embargo, es posible que las constantes de acoplamiento tı́picas involucradas
sean mayores que para los decaimientos que violan B, o que el número de especies ligeras de
partı́culas sea ≥ O(1/α), de modo que los X(X̄) puedan experimentar varias dispersiones
conservadoras deB antes de decaer. En este caso, como con las b(b̄) en el modelo del capı́tulo
5, los X(X̄) se llevarán al equilibrio cinético antes de decaer, y se asumirá una distribución
de Maxwell-Boltzmann en el espacio de fases, de modo que, la función de distribución f de
X es,

fX(pX) ∼ exp

[
−(EX − µX)

T

]
, (6.3a)

fX̄(pX̄) ∼ exp

[
−(EX̄ − µX̄)

T

]
. (6.3b)

donde E es la energı́a asociada al bosón X , T su temperatura y µ es el potencial quı́mico
del bosón X , procesos como γγ → XX̄ llevarı́an a µX = µX̄ . Los potenciales quı́micos
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µX(µX̄) en la ecuación (6.3) son determinados de todas formas por los procesos (6.1) y (6.2)
en los cuales X(X̄) individuales son creados o destruidos.
Para O(α), la densidad numérica de X definida como nX evoluciona con el tiempo según la
ecuación (análoga a (5.4a)),

dnX
dt

+ 3
ȧ

a
nX =ΛX12[−fX(pX)|M(X → bb)|2 − fX(pX)|M(X → b̄b̄)|2

+ fb(p1)fb(p2)|M(bb→ X)|2 + fb̄(p1)fb̄(p2)|M(b̄b̄→ X)|2,
(6.4)

donde el operador integral Λ3,4
1,2 se define como,

Λ3,4
1,2 ≡ S

∫
d3p1

2E1(2π)3

∫
d3p2

2E2(2π)3

∫
d3p3

2E3(2π)3

∫
d3p4

2E4(2π)3
(2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − p4),

(6.5)
los dos primeros términos del lado derecho representan decaimientos de X , mientras que los
dos últimos representan procesos de decaimiento inverso. Además de las reacciones (6.1) y
(6.2) en las cuales se crea o destruye un número bariónico neto, también interactúan conser-
vando la materia bariónica con otras partı́culas en el universo. Estos procesos conservadores
de B (como γb → γb) ocurren a una tasa O(α2); a temperaturas T ≪ mX (recordando el
hecho de que estas variables se pueden describir en términos de energı́a), son mucho más
rápidos que cualquier interacción que viole B mediada por el intercambio de X(X̄). Las
tasas relativas de los diversos procesos a altas temperaturas se discuten en la sección 4, y
parece probable que en la mayorı́a de los casos, las reacciones conservadoras de B ocurran
con tasas mayores que las que violan B. Por lo tanto, las b(b̄) deberı́an tener una distribución
de Maxwell-Boltzmann en el espacio de fases como en la ecuación (5.3), con su potencial
quı́mico determinado por procesos que violan B.
Usando la conservación del momento, función δ en Λ, se puede escribir, asumiendo YB ≪ 1,
YB = nB

nγ
, (ver ecuación E.23),

fb(p1)fb(p2) ≃ f eqX (pX)(1 + YB), (6.6a)
fb̄(p1)fb̄(p2) ≃ f eq

X̄
(pX̄)(1− YB), (6.6b)

donde, como se mencionó anteriormente, f eqX (pX) = exp(−EX/T ) es la distribución de X
en equilibrio térmico a una temperatura T y con un potencial quı́mico cero. Al insertar la
ecuación (6.6) en la ecuación (6.4), las integraciones de p1 y p2 están ponderadas solo por
el elemento de matriz y el espacio de fases disponible; por lo tanto, simplemente dan como
resultado las tasas totales de decaimiento, por ejemplo para una partı́cula cualquiera A que
decae en las partı́culas a1 y a2,

Γ(A→ a1a2) =
1

2EA

∫
d3pa1
2Ea1

∫
d3pa2
2Ea2

δ4(pA − pa1 − pa2)

(2π)2
|M(A→ a1a2)|2

=
mA

EA
ΓR(A→ a1a2) =

|M(A→ a1a2)|2

16πEA
,

(6.7)
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donde EA es la energı́a de la partı́cula entrante y ΓR es la tasa medida en el sistema de
referencia en reposo del decaimiento de A (Ver ecuación 2.102) (unidades naturales),

Γ(A→ a1a2) =
|M|2λ(mA,ma1 ,ma2)

16πm3
A

, (6.8)

como ma1 y ma2 tienden a ser cero,

λ(mA,ma1 ,ma2) =
√
m4
A +m4

a1
+m4

a2
− 2m2

Am
2
a1
− 2m2

Am
2
a2
− 2m2

a1
m2
a2

≃ m2
A,

(6.9)

luego (6.4) se puede escribir en la forma (ver apéndice E.5.1):

dnX
dt

+ 3
ȧ

a
nX ≃−

∫
d3pX
(2π)3

(fX(pX)− f eqX (pX))
{
Γ(X → bb) + Γ(X → b̄b̄)

}
− YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)
{
Γ(X̄ → bb)− Γ(X̄ → b̄b̄)

}
.

(6.10)

Realizando la integración final de pX y utilizando la parametrización (6.2), se obtiene (ver
apéndice E.5.2),

dYX
dt

≃ −⟨ΓX⟩{(YX − Y eq
X )− η̄YBY

eq
X }, (6.11)

donde ⟨ΓX⟩ denota la tasa total de decaimiento de X promediada sobre los factores de di-
latación temporal para las partı́culas que decaen. En la escritura de la ecuación (6.11), se
ha hecho la aproximación de que la distribución de momento real de X no difiere de la
forma de equilibrio µ = 0 lo suficiente como para afectar al factor de dilatación tempo-
ral. Esto es ciertamente el caso si las reacciones de termalización ocurren lo suficientemente
rápido como para producir una distribución X(X̄) de la forma (6.3). Nótese que se asu-
me que todos los X(X̄) que decaen están exactamente sobre la capa de masa; en la prácti-
ca, deberı́an tener una distribución de masas invariantes centrada en mX y con un ancho
∼ ΓX ∼ αmX , realizando la aproximación de resonancia estrecha Γx ≪ mX . La conju-
gación de carga (nX → n̄X , nB → n̄B, η → η̄,ΓX = ΓX̄ y mX = mX̄ de manera que
neqX = neq

X̄
por invarianza CPT ) proporciona la ecuación correspondiente para la densidad de

número de partı́culas X̄ ,

dYX̄
dt

≃ −⟨ΓX⟩{(YX̄ − Y eq
X )− ηYBY

eq
X }, (6.12)

es conveniente escribir las ecuaciones (6.11) y (6.12) en términos de,

Y+ =
1

2
(YX + YX̄), (6.13a)

Y− =
1

2
(YX − YX̄), (6.13b)

dY+
dt

≃ −⟨ΓX⟩
{
(Y+ − Y eq

+ ) +

(
η − η̄

2

)
YBY

eq
+

}
,

dY−
dt

≃ −⟨ΓX⟩
{
Y− −

(
η + η̄

2

)
YBY

eq
+

}
, (6.13c)
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6.2. Densidad del número de partı́culas b

La ecuación de Boltzmann para la densidad de números B en el modelo de las ecuaciones
(6.1) y (6.2) es,

dnb
dt

+ 3
Ṙ

R
nb =ΛX12[fX(pX)|M(X → bb)|2 + fX̄(pX)|M(X̄ → bb)|2

− fb(p1)fb(p2)|M(bb→ X)|2 − fb(p1)fb(p2)|M(bb→ X̄)|2]
+ Λ34

12

[
fb̄(p1)fb̄(p2)|M′(b̄b̄→ bb)|2 − fb(p1)fb(p2)|M′(bb→ b̄b̄)|2

]
,

(6.14)
el primer término en la ecuación (6.14) tiene en cuenta los procesos de decaimiento y decai-
miento inverso X → bb, X̄ → bb, bb → X y bb → X̄ . El segundo término tiene en cuenta
aquellos procesos de dispersión 2 → 2 que aún no se incluyen como procesos sucesivos de
decaimiento y decaimiento inverso (como serı́a bb → X → bb, con un X intermedio real).
La amplitud para bb → b̄b̄ debido al intercambio en el canal s de un solo X contiene dos
términos: una parte correspondiente a la propagación de un X intermedio en la capa de masa
(que es importante solo cuando las energı́as entrantes están dentro de la curva de resonancia
X) y, como es habitual, una parte que tiene en cuenta el intercambio de X fuera de la capa
de masa. [Los diagramas de intercambio en los canales t y u en el orden más bajo no reci-
ben contribuciones de estados intermedios fı́sicos. Teniendo en cuenta que procesos como
b→ bbb están energéticamente prohibidos en (6.14)] Se escribe,

|M′(a1a2 → a3a4)|2 = |M(a1a2 → a3a4)|2 − |MRIS(a1a2 → a3a4)|2, (6.15)

donde MRIS denota la contribución de estados intermedios fı́sicos, ya incluida en el primer
término de la ecuación de Boltzmann (6.14) como procesos sucesivos de orden inferior (2 →
1 y 1 → 2). Restando de la ecuación (6.14) la ecuación conjugada para la densidad del
número de partı́culas b̄, se obtiene una ecuación para la evolución de la densidad total del
número bariónico YB = Yb−Yb̄ = (nb−nb̄)/nγ , donde η y η̄ son los parámetros de violación
CP dados en (6.1), nγ = T 3

π2 es la densidad del número de partı́culas neutrales (para el número
bariónico) sin masa, además E1 y E2 son las energı́as de las partı́culas bariónicas entrantes
b1 y b2 respectivamente,

dYB
dt

≃⟨ΓX⟩{ηYX − η̄YX̄ + (η − η̄)Y eq
X − 2YBY

eq
X )} − 2

nγ
Λ34

12e
−(E1+E2)/T [|M′(b1b2 → b̄b̄)|2

− |M′(b̄1b̄2 → bb)|2]− 2YB
nγ

Λ34
12e

−(E1+E2)/T
[
|M′(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M′(b1b2 → bb)|2

]
,

(6.16)
Nótese que, como se mencionó anteriormente, incluso cuando los X(X̄) están en equilibrio
térmico, de modo que YX = YX̄ = Y eq

X̄
, los dos términos del lado derecho de esta ecuación no

se anulan individualmente incluso cuando YB = 0: los procesos de dispersión 2 → 2 deben
conspirar con los procesos de decaimiento y decaimiento inverso para mantener el equilibrio
térmico.
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En el modelo de esta sección, las únicas reacciones 2 → 2 que violan B y pueden ocurrir
hasta O(a2) son bb→ b̄b̄ y b̄b̄→ bb. Pero el requisito de unitariedad (2.48) demanda entonces
|M(bb→ b̄b̄)|2 = |M(b̄b̄→ bb)|2 para el total de los elementos de matriz de estos procesos.
Sin embargo, en la amplitud |M′|2 que realmente ingresa en la ecuación de Boltzmann (6.16),
la parte |MRIS|2 que surge de los intercambios reales de X intermedios ya contabilizados en
el primer término de la ecuación (6.16) ha sido restada. A diferencia de la |M|2, |MRIS|2
(y por lo tanto |M′|2) puede diferir a O(a2) entre bb → b̄b̄ y b̄b̄ → bb. En la aproximación
de ancho estrecho (que ya se ha realizado en (6.16) asignando el decaimiento de X y masa
definida mX) las contribuciones de un X intermedio real a los procesos bb → b̄b̄ y b̄b̄ → bb
se escriben (ver apéndice D.5 y apéndice D.6) (MIRS se refiere a la amplitud de estados
intermedios fı́sicos):

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 = π

mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X){|M(bb→ X)|2 (6.17a)

× |M(X → b̄b̄)|2 + |M(bb→ X̄)|2|M(X̄ → b̄b̄)|2}

=
π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η)(1 + η̄)

=− |M′(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M(b1b2 → b̄b̄)|2,

|MRIS(b̄1b̄2 → bb)|2 = π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η̄)(1 + η) (6.17b)

=− |M′(b̄1b̄2 → bb) + |M(b̄1b̄2 → bb)|2,

debido al factor 1/ΓX ∼ 1/αmX , estos términos son del orden de α, en lugar de O(a2) como
se esperarı́a para dispersión 2 → 2.
Usando el hecho de que en el modelos |M(bb → b̄b̄)|2 = |M(b̄b̄ → bb)|2 para el total de
amplitudes [en general, estos términos pueden tener una diferencia que viola CP de O(a3)],
se puede escribir la diferencia que aparece en el segundo término del lado derecho de la
ecuación (6.16) como

|M′(b1b2 → b̄b̄)|2 − |M′(b̄1b̄2 → bb)|2 = |MRIS(b̄1b̄2 → bb)|2 − |MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2

≃ π(η − η̄)|M0|4

mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X).

(6.18)
Entonces, el segundo término completo en la ecuación (6.16) se puede escribir en la forma:

− 2

nγ

1

(2π)8

∫
d3p1

2E1

∫
d3p2

2E2

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

× f eqX (p1 + p2)
π|M0|4

mXΓX
δ((p1 + p2)

2 −m2
X)(η − η̄),

(6.19)

donde la función delta de la capa de masa de X permite reemplazar exp(−[E1+E2]/T
2) por

f eqX (p1 + p2). [Los términos adicionales de O(a3) que pueden aparecer en general en (6.19) a
partir de correcciones de bucles de violación de CP a procesos genuinos de dispersión 2 → 2
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pueden contener partes no proporcionales a f eqX , pero estas no pueden retenerse de manera
coherente en vista de otras aproximaciones] Para simplificar esto, se aplican los resultados:

ΓX =
1

2mX

∫
d3pb1
2Eb1

∫
d3pb2
2Eb2

δ4(pX − pb1 − pb2)

(2π)2
|M0|2 =

|M0|2

16πmX

, (6.20)

y (Ver apéndice E.2),∫
d3p1

2E1

∫
d3p2

2E2

f eqX (p1 + p2)δ((p1 + p2)
2 −m2

X) =

(
⟨ΓX⟩
ΓX

)
neqX

2π4

mX

, (6.21)

de modo que la ecuación (6.19) se convierte simplemente en,

−2Y eq
X (η − η̄)⟨ΓX⟩, (6.22)

y ası́ cancela de manera elegante el primer término de (6.16) en equilibrio térmico, como lo
exige la ecuación (2.49). (Este resultado aparentemente milagroso puede obtenerse formal-
mente al considerar la suma de cortes dobles (t = ±∞) en diagramas de vacı́o con propaga-
dores de temperatura finita, sin tratar por separado estados iniciales de una y dos partı́culas
como se hace aquı́).
El último término de la ecuación (6.16) puede escribirse utilizando la ecuación (5.14) en la
forma, (ver apéndice E.5.3)

−2YBnγ⟨vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb)⟩, (6.23)

donde en σ′ se ha restado la contribución del intercambio real deX en el canal s al reemplazar
el propagador completo de X por su parte principal. Además, dado que YB ≪ 1, nb(nb̄) se
aproxima a nγ . [No aparece un factor Y eq

X , como en la ecuación (6.22), ya que la energı́a
del c.m. entrante ya no está restringida a ser mX , y a bajas temperaturas será mucho más
pequeña.]
Finalmente, por lo tanto, la ecuación (6.16) para el desarrollo temporal de la densidad de
número bariónico puede escribirse en la forma simple,

dYB
dt

≃ ⟨ΓX⟩{(η − η̄)(Y+ − Y eq
+ ) + (η + η̄)Y−}

−2YB{⟨ΓX⟩Y eq
+ + nγ⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩},

Y± =
1

2
(YX ± YX̄),

(6.24)

como se espera de la discusión de la subsección 2.2, la tasa de generación de bariones se
anula cuando el sistema está en equilibrio térmico YX = YX̄ = Y eq

X , mientras que cualquier
número bariónico preexistente se destruye a una tasa gobernada por la tasa total de procesos
que violan la conservación de B.



Capı́tulo 7

Lagrangiano del mecanismo

En este capı́tulo se propone una expresión para el Lagrangiano del mecanismo (aunque el
mecanismo está reportado en la literatura hasta donde se conoce su Lagrangiano no), se rea-
liza un análisis de cómo las correcciones a un loop pueden modificar el Lagrangiano, de tal
forma que satisfaga las condiciones necesarias para violar CP (sin violar CPT) (Ver capı́tulo
3). Además se realiza un tratamiento exhaustivo de la sección eficaz de dispersión, en parti-
cular sustrayendo las contribuciones on-shell debido a que ya fueron consideradas en otros
términos de las ecuaciones de Boltzmann y se realiza. Finalmente se utilzan métodos de in-
tegración numérica para obtener el promedio de la cross section sobre energı́as entrantes.

7.1. Densidad Lagrangiana

Bajo la teorı́a de campos escalares, se considera el bosón escalar masivo de interacción X ,
obteniendo ası́ el término cinético y de masa en la densidad lagrangiana de la forma:

LK+Mass =
1

2
(∂µX)2 − 1

2
mXX

2, (7.1)

además es necesario agregar los términos que generen las interacciones que violan el número
bariónico con el bosón masivo X mediante acoplamientos de Yukawa,

L =
1

2
(∂µX)2 − 1

2
mXX

2 + gXXb
†b† + gXXbb+ gX̄X

†bb+ gX̄X
†b†b† + h.c., (7.2)

sabiendo que |gX |2 = |gX̄ |2 se obtienen las posibles reglas de Feynman de la forma (Fig.
7.1), además de los términos del hermı́tico conjugado (Fig. 7.2),

80
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(a) (b) (c) (d)

Figura 7.1: Diagramas de Feynman Lagrangiana.

(a) (b) (c) (d)

Figura 7.2: Diagramas de Feynman Lagrangiana conjugada.

finalmente reescribiendo en términos de las constantes de violación η y η̄, en conjunto con la
parametrización (6.2), la densidad Lagrangiana del modelo se define,

Leff =
1

2
(∂µX)2 − 1

2
mXX

2 + gX

(
1 + η

2

) 1
2

Xb†b† + gX

(
1− η

2

) 1
2

Xbb

+ gX̄

(
1 + η̄

2

) 1
2

X†bb+ gX̄

(
1− η̄

2

) 1
2

X†b†b† + h.c.,

(7.3)

7.2. Cross section total

Para la resolución de las ecuaciones de Boltzmann es necesario calcular la cross section
descrita en el último término de 6.24, con nγ = T 3/π2,

−2YBnγ⟨vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb)⟩

=− 2YBnγ
1

n2
γ

1

(2π)6

∫
d3p1

∫
d3p2 e

−(E1+E2)/T (vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb))

=− 2YBnγ
1∫

d3p1

∫
d3p2 e

−(E1+E2)/T

∫
d3p1

∫
d3p2 e

−(E1+E2)/T (vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb)),

(7.4)
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resolviendo para el valor de energı́a promediado, teniendo en cuenta que se trata de partı́culas
livianas,∫

d3p1

∫
d3p2 e

−(E1+E2)/T =

∫
p21 sin θdθdϕdp1

∫
p22 sin θdθdϕdp2 e

−(E1+E2)/T

= (4π)2
[∫

p21dp1 e
−E1/T

]2
= (4π)2

[∫
E2

1dp1 e
−E1/T

]2
= (4π)2

[
T 3

∫ ∞

0

e−E/T
(
E

T

)2
dE

T

]2

= (4π)2
[
T 3

∫ ∞

0

e−zz2dz

]2
= (4π)2

[
T 3Γ[3]

]2
= (8πT 3)2,

(7.5)
reemplazando,

−2YBnγ⟨vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb)⟩

= −2YBnγ
1

(8πT 3)2

∫
d3p1

∫
d3p2 e

−(E1+E2)/T (vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb)).
(7.6)

Calculando las secciones transversales,

vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb)

=
1

2E12E2

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
[
|M′(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M′(b̄1b̄2 → bb)|2

]
,

(7.7)
las amplitudes invariantes de Lorentz sin la contribución de un bosón real se pueden reescribir
en términos de la total sustrayendo la amplitud sobre la capa de masa (siendo b1 y b2 las
partı́culas bariónicas que decaen),

|M′(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M′(b1b2 → bb)|2

= |M(b1b2 → b̄b̄)|2 − |MIRS(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M(b̄1b̄2 → bb)|2 − |MIRS(b̄1b̄2 → bb)|2

= |M(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M(b̄1b̄2 → bb)|2 − |MIRS(b1b2 → b̄b̄)|2 − |MIRS(b̄1b̄2 → bb)|2,
(7.8)

donde MIRS se refiere a la amplitud de estados intermedios fı́sicos (ver apéndice D.6), se
procederá a calcular primeramente la sección transversal total para luego realizar el cálculo
de las sección transversal on-shell, dado que son dos partı́culas idénticas salientes del mismo
tipo, además, debido a que es una dispersión de cuatro partı́culas involucradas, (Ver ecuación
2.145), en unidades naturales,

vσ(bb→ b̄b̄) + vσ(b̄b̄→ bb) =
1

2

1

16π s2

∫ 0

−s
|M(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M(b̄1b̄2 → bb)|2dt

=
1

32π s2

∫ 0

−s
|M(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M(b̄1b̄2 → bb)|2dt,

(7.9)

calculando la amplitud relativista adimensional, teniendo en cuenta que la constante de aco-
plamiento no tiene dimensiones (Ver sección 2.4.3), en cada uno de los posibles canales
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siendo una interacción del bosón X como de X̄ , dado que |gX |2 = |gX̄ |2,

M(b1b2 → b̄b̄) = g2X (s+ s̄+ t+ t̄+ u+ ū)

=g2X

(
s

s−m2
X

+
s

s−m2
X̄

+
t

t−m2
X

+
t

t−m2
X̄

+
u

u−m2
X

+
u

u−m2
X̄

)
,

(7.10)

dado que mX = mX̄ ,

M(b1b2 → b̄b̄) = g2X (s+ s̄+ t+ t̄+ u+ ū) = 2g2X

(
s

s−m2
X

+
t

t−m2
X

+
u

u−m2
X

)
,

(7.11)
análogamente a la anterior amplitud se puede calcular el caso de dispersión de antipartı́culas
a partı́culas,

M(b̄1b̄1 → bb) = g2X (s+ s̄+ t+ t̄+ u+ ū)

=g2X

(
s

s−m2
X

+
s

s−m2
X̄

+
t

t−m2
X

+
t

t−m2
X̄

+
u

u−m2
X

+
u

u−m2
X̄

)
=2g2X

(
s

s−m2
X

+
t

t−m2
X

+
u

u−m2
X

)
,

(7.12)

debido a la pequeña contribución de los otros canales, los términos de interferencia debido
al producto entre los canales internos son mucho menores que la contribución del cuadrado
de las amplitudes, esto con el ı́nteres de ser capaces obtener el comportamiento del bosón X
cerca de la capa de masa (en resonancia), se obtiene,

|M(b1b2 → b̄b̄)|2 = |M(b̄1b̄2 → bb)|2 ≃ 4g4X

[
s2

(s−m2
X)

2 +
t2

(t−m2
X)

2 +
u2

(u−m2
X)

2

]
,

(7.13)
luego, la adición de las cross section,

vσ(bb→ b̄b̄) + vσ(b̄b̄→ bb) =

=
1

32π s2

∫ 0

−s
|M(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M(b̄1b̄2 → bb)|2dt

=
1

32π s2

∫ 0

−s
8g4X

[
s2

(s−m2
X)

2 +
t2

(t−m2
X)

2 +
u2

(u−m2
X)

2dt

]

=
g4X

4π s2

∫ 0

−s

[
s2

(s−m2
X)

2 +
t2

(t−m2
X)

2 +
u2

(u−m2
X)

2

]
dt,

(7.14)

dado que u = −s− t, (Ver ecuación 2.82), resolviendo (Ver apéndice C.3.1),

vσ(bb→ b̄b̄) + vσ(b̄b̄→ bb) =

=
g4X

4π s2

∫ 0

−s

[
s2

(s−m2
X)

2 +
t2

(t−m2
X)

2 +
(−s− t)2

[−s− t−m2
X ]

2

]
dt

=
8π

s2
α2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+m2
X − m4

X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]
,

(7.15)
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se reprodujo una de las secciones transversales mostradas en ≪Baryon-number generation in
supersymmetric unified models: The effect of supermassive fermions≫ para un intercambio
escalar de este tipo (Ecuación 2.6) [20].

7.3. Cálculo de cross section contribución de medios fı́sicos
En esta sección se va a calcular una expresión para la sección transversal sobre la capa de
masa, utilizando la aproximación de ancho estrecho para los dos procesos (Ver apéndice
C.4.1),

|MIRS(b1b2 → b̄b̄)|2 + |MIRS(b̄1b̄2 → bb)|2 = π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η)(1 + η̄)

+
π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η̄)(1 + η)

=
π|M0|4

mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)[1− ηη̄].

(7.16)
por normalización y el parámetro de violación CP, se obtiene,

η + η̄ = 2 η − η̄ = ϵ → 2η = 2 + ϵ 2η̄ = 2− ϵ,

η = 1 +
ϵ

2
η̄ = 1− ϵ

2
→ ηη̄ = 1− ϵ2

4
,

ϵ2

4
= 1− ηη̄,

(7.17)

finalmente,

|MIRS(b1b2 → b̄b̄)|2 + |MIRS(b̄1b̄2 → bb)|2 = π|M0|4ϵ2

4mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X). (7.18)

La sección transversal de esta contribución es (Ver apéndice C.4.2), usando el sistema de
centro de masa donde E1 = E2 =

√
s/2,

vσIRS(bb→ b̄b̄) + vσIRS(b̄b̄→ bb) =

=
1

2E12E2

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
[
|MIRS(b1b2 → b̄b̄)|2 + |MIRS(b̄1b̄2 → bb)|2

]
=

1

2E12E2

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2

[
π|M0|4ϵ2

4mXΓX
δ((p1 + p2)

2 −m2
X)

]
=

8π2mXΓXϵ
2

2E12E2

δ((p1 + p2)
2 −m2

X) =
8π2mXΓXϵ

2

s
δ(s2 −m2

X).

(7.19)
Con esto, usando las ecuaciones (7.15) y (7.19) se obtiene una expresión teórica para la cross
section sin tener en cuenta la contribución de bosones reales en valores de resonancia para
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las energı́as entrantes,

vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb) = vσ(bb→b̄b̄) + vσ(b̄b̄→bb) − vσIRS(bb→b̄b̄) − vσIRS(b̄b̄→bb),

=
8π

s2
α2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+m2
X − m4

X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]
− 8π2mXΓXϵ

2

s
δ(s2 −m2

X),

=
8π

s2
α2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+m2
X − m4

X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

− πmXΓXϵ
2

α2
δ(s2 −m2

X)s

]
.

(7.20)
encontrando finalmente una expresión teórica para la cross section sin la contribución de
medios fı́sicos.

7.4. Promedio sobre distribuciones iniciales de energı́a

En esta sección se muestra la problemática que existe en la estabilidad numérica del cálculo
del promedio de la cross section sobre distribuciones iniciales de energı́a, con ello, prome-
diando la sección transversal (7.20),

⟨v[σ′]⟩ =
1

(2π)3

∫ d3p1

2E1
f1(p1)

1
(2π)3

∫ d3p2

2E2
f2(p2)v[σ

′](s)
1

(2π)3

∫
d3p1 f1(p1)

1
(2π)3

∫
d3p2 f2(p2)

, (7.21)

integrando el denominador (Ver ecuación [7.5]),

⟨v[σ′]⟩ = 1

(8πT 3)2

∫
d3p1

2E1

∫
d3p2

2E2

e−(E1+E2)/Tv[σ′](s), (7.22)

se puede reescribir este promedio en términos de las funciones modificadas de Bessel de
segundo tipo (Ver pág. 27)

⟨v[σ′]⟩ = 1

64T 2

∫ ∞

0

ds v[σ′(s)]

[
s3/2

T 3
K1

[√
s

T

]
+ 2

s

T 2
K2

[√
s

T

]]
, (7.23)

bajo el cambio de variable s = y2T 2, se obtiene,

⟨v[σ′]⟩ = 1

64T 2

∫ ∞

0

2T 2ydy v
[
σ′ (y2T 2

)] [
y3K1 [y] + 2y2K2 [y]

]
=

1

32

∫ ∞

0

ydy v
[
σ′ (y2T 2

)] [
y3K1 [y] + 2y2K2 [y]

]
,

(7.24)

como se puede observar, esta integral que sólo se puede desarrolar de manera numérica re-
quiere de una gran capacidad de adaptabilidad a la hora de tener un integrando altamente
oscilante, dado que por un lado las funciones de Bessel tienden a cero de manera rápida,
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Figura 7.3: Funciones de modificadas de Bessel de segunda especie. m = 2.

y por otro, el término de resonancia de la cross section que tiende a infinito cuando la tempe-
ratura en términos de energı́a es igual a la masa del bosón X(X̄) producido, es por ello que
existen distintas maneras que ha usado la comunidad cientı́fica para resolver este promedio,
cómo se muestra a continuación,

Artı́culo Promedio
Evolution of cosmological baryon asymmetries.

I. The role of gauge bosons[21] ⟨σ(s)⟩ ≃ e4s
(s+m2)2

, s→ T

II. The role of Higgs bosons[22]
Baryon number generation in the early universe [11]

Cosmological Baryon-Number Generation in GUM [23] ⟨σ(s)⟩ = σ(⟨s⟩)
Calculation of cosmological baryon asymmetry in GUGM [9]

Baryon-number generation in SSUM: The effect ⟨σ(s)⟩ en términos de Kn

of supermassive fermions[20]

Cuadro 7.1: Maneras de reescribir el promedio de la cross section.

para este desarrollo se realiza la metodologı́a actual tomando el valor principal del operador
en s (Ver apéndice D.4), con aproximación de ancho estrecho (Ver apéndice D.5), tomando
ası́ la contribución fuera de resonancia (off-shell), donde la ecuación (7.20) se escribe:

vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb) =

=
8π

s2
α2

[
s3(s−m2

X)
2

2[(s−m2
X)

2 + Γ2
Xm

2
X ]

2
+ s+m2

X − m4
X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]
,

(7.25)
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evaluada en términos del cambio de variable s = y2T 2 necesario según (7.24), se escribe,

v
[
σ′ (y2T 2

)]
=
8πα2

y4T 4

[
y6T 6(y2T 2 −m2

X)
2

2[(y2T 2 −m2
X)

2 + Γ2
Xm

2
X ]

2
+ y2T 2 +m2

X

− m4
X

y2T 2 +m2
X

− 2m2
X ln

y2T 2 +m2
X

m2
X

]
=
8πα2

y4T 4

[
y6T 10[y2 − (mX/T )

2]2

2T 8{[y2 − (mX/T )2]2 + (Γ2
Xm

2
X/T

4)}2
+ y2T 2 +

(mX

T

)2
T 2

− (mX/T )
4

y2 + (mX/T )2
T 2 − 2

(mX

T

)2
T 2 ln

(
y2
(
T

mX

)2

+ 1

)]
,

(7.26)
tomando factor común T 2 y definiendo la variable x = mX/T ,

v
[
σ′ (y2T 2

)]
=
8πα2

y4T 2

[
y6[y2 − x2]2

2 [(y2 − x2)2 + (Γ2
Xx

2/T 2)]
2 + y2 + x2

− x4

y2 + x2
− 2x2 ln

(
1 +

y2

x2

)]
,

(7.27)

finalmente la expresión resultante para el promedio de la sección transversal en términos de
la variable x es,

⟨v[σ′(x)]⟩ = 1

32

∫ ∞

0

y
8πα2

y4T 2

[
y6[y2 − x2]2

2 [(y2 − x2)2 + (Γ2
Xx

2/T 2)]
2 + y2 + x2

− x4

y2 + x2
− 2x2 ln

(
1 +

y2

x2

)] [
y3K1 [y] + 2y2K2 [y]

]
dy

=
πα2x2

4m2
X

∫ ∞

0

1

y3

[
y6[y2 − x2]2

2 [(y2 − x2)2 + (Γ2
Xx

2/T 2)]
2 + y2 + x2

− x4

y2 + x2
− 2x2 ln

(
1 +

y2

x2

)] [
y3K1 [y] + 2y2K2 [y]

]
dy,

(7.28)

como el ancho de decaimiento es proporcional a la masa y en la aproximación se necesita
que esté valor tienda cero, además a nivel numérico no afecta el orden de este valor (siempre
que sea mucho menor que uno), se toma:

Γ2
X = 10−5m2

X ,

con esto y acotando a valores de n la integral, esta puede reemplazarse también como múlti-
plos x dado que es la variable de peso en este caso,

⟨v[σ′(x)]⟩m2
X

8πα2
=
x2

32

∫ n

0

1

y3

[
y6[y2 − x2]2

2 [(y2 − x2)2 + 10−5x4]2
+ y2 + x2

− x4

y2 + x2
− 2x2 ln

(
1 +

y2

x2

)] [
y3K1 [y] + 2y2K2 [y]

]
dy.

(7.29)
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Para la resolución de este tipo de integral es necesario hacer el uso de una librerı́a espe-
cializada en integración numérica (Multidimensional, aunque en este caso sólo se tiene una
dimensión) con métodos montecarlo denominada CUBA [24], esta librerı́a se puede instalar
en Mathematica, se prueba la estabilidad numérica usando las rutinas Vegas y Suave, ası́,

(a)

(b)

(c)

Figura 7.4: Evaluación numérica de la Cross section; Vegas. 250000 evaluaciones iniciales;
Suave. Tolerancia de planitud 1, 80000 evaluaciones máximas permitidas.
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se observa la lenta convergencia esperada debido a que el integrando es oscilante, sin em-
bargo, la rutina Vegas en un inicio es altamente oscilante y luego de variar el lı́mite superior
de la integral en dos ordenes de magnitud se presenta una variación máxima de entre 10−3

y 10−4, de manera opuesta, la rutina Suave es bastante oscilante sin obtener un valor al cual
converger pero desde un inicio la integración se acota en una variación máxima de 10−3, con
todo esto, se toma la determinación de usar la rutina de mayor exactitud (Vegas), dado que
se puede probar que estas se superponen,

Figura 7.5: Estabilidad numérica del valor máximo de x a tratar.

Finalmente, realizando la integración numérica de la cross section con la rutina Vegas se
obtiene,

Figura 7.6: Rutina Vegas, 250000 evaluaciones iniciales y lı́mite superior igual a 700.



Capı́tulo 8

Solución del mecanismo

Se presentan soluciones a las ecuaciones (6.13) y (6.24) que describen la generación del
número bariónico del modelo. En términos de las variables adimensionales (Ver apéndice
E.6.1),

x ≡ mX

T
, xP =

mX

mP

,

dY

dx
=

x

mXxP

dY

dt
,

(8.1)

donde la masa efectiva de Planck mP se definió en (4.66), estas ecuaciones se convierten en:

dY+
dx

≃− A(x)

{
(Y+ − Y eq

+ ) +

(
η − η̄

2

)
YBY

eq
+

}
, (8.2a)

dY−
dx

≃− A(x)

{
Y− −

(
η + η̄

2

)
YBY

eq
+

}
, (8.2b)

dYB
dx

≃A(x) [{(η − η̄) (Y+ − Y eq
+ ) + (η + η̄)Y−} (8.2c)

− 2YB{Y eq
+ +

nγ
⟨ΓX⟩

⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩}
]
,

A(x) =
x

xP

⟨ΓX⟩
mX

, (8.2d)

Y± =
1

2
(YX ± YX̄). (8.2e)

Para simplificar, se toma la normalización,

η + η̄

2
= 1, (8.3)

aunque ninguno de los resultados es sensible a esta elección. El parámetro de violación de
CP η − η̄ se denotará como:

ε ≡ η − η̄. (8.4)

90
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La unitariedad de las tasas de decaimiento (6.1) requiere que ε ≤ 2, y según la ecuación
(2.57), ε es formalmente del orden de α. Se denota Y 0

B para la densidad final de número
bariónico (a temperatura cero).
Si el contenido del universo estuviera en equilibrio térmico en tiempos suficientemente tem-
pranos, las soluciones de las ecuaciones (8.2) deben satisfacer las condiciones iniciales [asu-
miendo que todas las partı́culas (incluyendo γ) tienen solo un estado de espı́n y obedecen las
estadı́sticas de Maxwell-Boltzmann: si X tiene gX estados de espı́n (y γ tiene estadı́sticas
de Bose-Einstein asignadas), entonces Y ∞

+ = 1
2
gX si es un bosón, y Y ∞

+ = 3
8
gX si es un

fermión]:
Y+(x = 0) = Y ∞

+ = Y eq
+ (x = 0) = 1,

Y−(x = 0) = Y ∞
− = 0,

YB(x = 0) = Y ∞
B ,

(8.5)

donde Y ∞
B es un posible número bariónico inicial. A temperaturas más bajas, la densidad del

número de X en equilibrio se da por (Ver ecuación (5.11)),

Y eq
+ = Y eq

X =
1

2
x2K2(x), (8.6)

donde K2 es una función de Bessel modificada (ver apéndice F.2). Tomando el factor de
dilatación temporal en el ancho efectivo de X como el promedio sobre una distribución de
energı́a de X en equilibrio (Ver ecuación (E.13)),

⟨ΓX⟩ =
〈
mX

Ex

〉
ΓX =

K1(x)

K2(x)
ΓX . (8.7)

Para las soluciones numéricas, se usa [14]:

ΓX =
1

4
mXα, (8.8)

correspondiente al decaimiento de un X
(

si gX > 1 luego ΓX = mXα
2gX

)
con un estado de

espı́n a dos fermiones idénticos
(
espı́n-1

2

)
, acoplados con fuerza e =

√
4πα.

8.1. Soluciones analı́ticas aproximadas
Si YB e Y− siempre permanecen pequeños, las ecuaciones (8.2) se reducen simplemente a
(Ver apéndice E.6.2):

dYB
dx

= −εdY+
dx

, (YB, Y− ≪ 1), (8.9)

correspondiente a la generación de número bariónico por decaimientos libres de X , sin reac-
ciones inversas. En esta aproximación, el número bariónico generado Y 0

B se da por,

Y 0
B ≃Y ∞

B + ε{Y ∞
+ − Y 0

+}, donde Y 0
+ ≃ 0

=Y ∞
B + ε, (YB, Y

∞
B , Y− ≪ 1),

(8.10)
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donde, como es usual, Y ∞
B es un posible número bariónico inicial evidentemente menor que

cero. Teniendo en cuenta que (8.10) proporciona un lı́mite superior para |Y 0
B|; las reacciones

inversas siempre tienden a disminuir la densidad bariónica.
A altas temperaturas, y tomando Y ∞

B = 0 por simplicidad, las ecuaciones (8.2) toman la
forma (Ver apéndice E.6.2):

dY+
dx

≃− A′x2
{
Y+ − 1 +

1

4
x2 +O(x4 log x) +O(x2(Y+ − 1)) + . . .

}
, (8.11a)

dY−
dx

≃− A′x2 {Y− − YB + . . .} , (8.11b)

dYB
dx

≃− A′εx2
{
Y+ − 1 +

1

4
x2 + . . .

}
, (x≪ 1), (8.11c)

donde,

A′ =
Γx

xPmX

=
mPΓX
m2
x

= α
mP

4mx

.

Para x pequeño, las soluciones a estas ecuaciones son:

Y+ ≃1− 1

20
A′x5 +O(x7 log x), (8.12a)

Y− ≃ 1

160
εA′2x8 −O(x11), (8.12b)

YB ≃ε{1− Y+} ≃ 1

20
εA′x5 +O(x7 log x), (x≪ 1). (8.12c)

Figura 8.1: Solución analı́tica de las ecuaciones de Boltzmann, mX = 1 ΠeV, α = 1/40.
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Se observa que de manera analı́tica el comportamiento de la densidad de bosones X aumenta
de manera constante conforme el universo se enfrı́a, además el parámetro de asimetrı́a se
aproxima a un posible máximo, ya que teniendo en cuenta la cross section integrada se espera
que se alcance una resonancia. A bajas temperaturas (grandes x), el bosón X experimenta un
decaimiento exponencial, y su número es tı́picamente despreciable para x≫ 1. Solo el último
término en la ecuación (8.2c) para YB es importante en x grande. Usando la forma de Fermi
de la cross section en el lı́mite a bajas energı́as [25],

σ(s) ≃ gXe
4s

(s+m2
X)

2
, (8.13)

por tanto, si s≪ mX , además gX = 1,

σ(s) ≃ e4s

m4
X

= 16π
α2s

m4
X

, (8.14)

y tomando ⟨s⟩ = 18T 2, (Ver apéndice E.6.4),

⟨σ(s)⟩ ≃ 288π
α2T 2

m4
X

= 288π
α2

x2m2
X

, (8.15)

la ecuación (8.2c) se convierte en (Ver apéndice E.6.5):

dYB
dx

≃ −1152
α2

πxP

YB
x4
, (x≫ 1). (8.16)

Cualquier exceso bariónico generado por decaimiento y decaimiento inverso a altas tempera-
turas se agota por completo a bajas temperaturas a través de reacciones 2 → 2 que violan el
número bariónico, disminuyendo aproximadamente de la forma,

YB(x) = C exp

[
1152

α2mP

πmX

1

3x3

]
, (x≫ 1), (8.17)
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Figura 8.2: Solución analı́tica de las ecuaciones de Boltzmann, mX = 1 ΠeV, α = 1/40,
C = 6.04× 10−10.

y eventualmente tiende al valor del número bariónico actual (en este caso la constante C),
sin embargo, no es posible modelar el comportamiento de las ecuaciones (8.2) en la región
x ∼ 1, dado que las aproximaciones analı́ticas fallan; por lo tanto, es necesario una solución
numérica para (8.2).

8.2. Soluciones numéricas

En esta subsección se proporcionan soluciones numéricas a las ecuaciones (8.2) como fun-
ción de los tres parámetros adimensionales ε, xP y α.

Preparación del Kernel

Partiendo de las ecuaciones (8.2),

dY+
dx

≃− x

xP

⟨ΓX⟩
mX

{
(Y+ − Y eq

+ ) +
ε

2
YBY

eq
+

}
,

dY−
dx

≃− x

xP

⟨ΓX⟩
mX

{Y− − YBY
eq
+ } ,

dYB
dx

≃ x

xP

⟨ΓX⟩
mX

[{ε(Y+ − Y eq
+ ) + 2Y−}

− 2YB{Y eq
+ +

nγ
⟨ΓX⟩

⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩}
]
,

(8.18)
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se puede preparar el Kernel de la solución numérica, de tal manera que se obtenga un sistema
de ecuaciones con los parámetros adimensionales y la cross section integrada (Ver apéndice
E.6.6),

dY+
dx

≃− xα

4xP

{
Y+
K1(x)

K2(x)
− 1

2
x2K1(x) +

ε

2
YB

1

2
x2K1(x)

}
,

dY−
dx

≃− xα

4xP

{
Y−
K1(x)

K2(x)
− YB

1

2
x2K1(x)

}
,

dYB
dx

≃ xα

4xP

[{
ε(Y+

K1(x)

K2(x)
− 1

2
x2K1(x)) + 2Y−

K1(x)

K2(x)

}
− 2YB

{
1

2
x2K1(x) +

32α

πx3
⟨v[σ′(x)]⟩m2

X

8πα2

}]
.

(8.19)

En modelos unificados, las estimaciones sugieren que mX ≃ 1015GeV= 1ΠeV.

La constante de acoplamiento relevante gX depende de la naturaleza precisa de X en el
modelo. Si X es un bosón de gauge (vector), entonces α deberı́a ser presumiblemente
la constante de acoplamiento efectiva correspondiente en una masa invariante ∼

√
s

para dispersiones 2 → 2 y ∼ mX para las desintegraciones de X . Un valor tı́pico
obtenido para esta constante de acoplamiento en el modelo SU(5) es α ∼ 1

40
, cómo en

este caso X es un bosón escalar, la constante de acoplamiento debe ser (≤ 10−2).

La constante de acoplamiento relevante gX depende de la naturaleza precisa de X en
el modelo. Un valor tı́pico obtenido para esta constante de acoplamiento en el modelo
SU(5) es α ∼ 1

40
, cómo en este caso X es un bosón escalar, la constante de acopla-

miento debe ser (≤ 10−2).

El valor del parámetro de violación de CP es incierto, sin embargo, dadas las obser-
vaciones actuales del parámetro de asimetrı́a bariónica que ha sido acotado por dos
ordenes de magnitud se fija cómo estándar el valor ε = 10−7 un orden de magnitud
menor al que se usaba antes de 10−6.

Se debe especificar la masa de Planck efectiva definida por la ecuación (4.66), que
depende del número de especies g∗(T ) que contribuyen a la densidad de energı́a del
universo a las temperaturas ∼ mX consideradas. mP determina la tasa de expansión
en el universo temprano; las inhomogeneidades o perturbaciones en la métrica podrı́an
llevar a tasas de expansión diferentes para distintas regiones del universo. Tales efectos
pueden parametrizarse mediante valores diferentes para xP .

Se debe especificar la masa de Planck efectiva definida, que depende del número de
especies g∗(T ) que contribuyen a la densidad de energı́a del universo a temperaturas
∼ mX consideradas. mP determina la tasa de expansión en el universo temprano.

Finalmente, la cross section 2 → 2 mediada por los bosones X , tomará un papel clave
a bajas temperaturas donde se desacopla el mediador pesado, siendo protagonistas los
bosones virtuales del canal s generando el parámetro de asimetrı́a bariónica actual.
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Figura 8.3: Solución numérica de las ecuaciones de Boltzmann, mX = 1 ΠeV, α ∼ 1/40,
ε = 10−7 y g∗(X) = 106.75.

Se observa el desarrollo de las densidades de X(X̄) y de bariones en función de la expansión
del universo, Se observa que los cambios en Y+ actual siguen a los de Y eq

+ termalizados, la
variable Y− disminuye de manera manera equivalente con Y eq

+ debido a que los bosones X y
X̄ llegan al esperado equilibrio quı́mico.

Figura 8.4: Parámetro de asimetrı́a bariónica en función del enfriamiento del universo,mX =
1 ΠeV, α ∼ 1/40, ε = 10× 10−7 y g∗(X) = 106.75.

Es conveniente mostrar las distintas mediciones realizadas en los últimos años para comparar
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la fiabilidad estadı́stica del modelo, además de la veracidad del modelo propuesto [26],

Restricciones utilizadas Media 1010η Pico 1010η

Solo CMB 6.104± 0.055 6.104
BBN+Yp 6.239+1.202

−2.741 5.031
BBN+D 6.042± 0.118 6.041

BBN+Yp+D 6.040± 0.118 6.039
CMB+BBN 6.124± 0.040 6.124

CMB+BBN+Yp 6.124± 0.040 6.124
CMB+BBN+D 6.115± 0.038 6.115

CMB+BBN+Yp+D 6.115± 0.038 6.115

Cuadro 8.1: Restricciones sobre la relación barión-fotón, utilizando diferentes combinaciones
de restricciones observacionales. Se da tanto la media (y su incertidumbre) como el valor de
η en el pico de la distribución.

Se prueba la funcionalidad del mecanismo de bariogénesis, obteniéndose un parámetro de
asimetrı́a bariónica estable, que se encuentra dentro del rango de los valores medidos experi-
mentalmente.

Figura 8.5: Solución numérica variando el parámetro de violación CP, mX = 1 ΠeV, α ∼
1/40 y g∗(X) = 106.75.

La dependencia del parámetro de violación CP confirma, a nivel teórico, que para órdenes
grandes la asimetrı́a bariónica actual deberı́a ser mayor; de lo contrario, la variación en el
número de bariones y antibariones se vuelve cada vez más pequeña.
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Figura 8.6: Solución numérica variando la constante de estructura fina, mX = 1 ΠeV, ε =
10× 10−7 y g∗(X) = 106.75.

Dado que a nivel teórico la constante de estructura fina debe ser α ≤ 10−2, se ilustra que
para valores mayores será necesario modificar otro de los grados de libertad del modelo para
alcanzar las observaciones experimentales.

Figura 8.7: Solución numérica variando el número efectivo de especies relativistas, mX =
1 ΠeV, α ∼ 1/40 y ε = 10× 10−7.

Se demuestra que los grados de libertad disponibles de partı́culas sin masa incrementan la
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asimetrı́a bariónica a medida que estos aumentan, dado que las especies relativistas están
directamente relacionadas con la masa de Planck efectiva. Además, se resalta la importancia
de las partı́culas del modelo estándar en la extensión propuesta para obtener un valor cercano
al observado.

Figura 8.8: Solución numérica variando la masa del bosón mX , α ∼ 1/40, ε = 10 × 10−7 y
g∗(X) = 106.75.

Por último, resulta evidente que el bosón involucrado en la generación de bariogénesis debe
ser muy masivo, con una masa comparable a la de la escala de Planck. Esta necesidad surge de
las condiciones necesarias para romper la simetrı́a CP de manera suficientemente significativa
en los primeros instantes del universo. Si el bosón fuera demasiado ligero, su interacción con
los campos responsables de la bariogénesis no serı́a lo suficientemente fuerte para generar la
asimetrı́a bariónica observada. La escala de Planck ofrece un umbral natural para esta masa
debido a su conexión con las energı́as extremas en el universo temprano.
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Resultados

Objetivos especı́fico: Estudiar los formalismos de la teorı́a cuántica de campos y su apli-
cación al problema de la asimetrı́a materia-antimateria. Resultado esperado: Descripción
correcta de cómo el formalismo de la teorı́a cuántica de campos puede dar solución al pro-
blema de la bariogénesis y leptogénesis.

Con respecto a la teorı́a cuántica de campos se reprodujo el formalismo de la demostración de
la anomalı́a quiral bajo la derivación algebraica de Fujikawa, mostrando ası́ que la corriente
bariónica no se conserva,

∂µj
µ
5 (x) = − 1

16π2
εµνρσFµνFρδ, (9.1)

luego se desarrolló la teorı́a del cálculo de amplitudes relativistas introduciendo las variables
de Mandelstam, esto con el fin de construir las herramientas necesarias para trabajar con
las probabilidades de dispersión y decaimientos (sin hacer uso de unidades naturales) de
partı́culas mediadas por una interacción a proponer,

Γ(1 → 2, 3) =
S|M|2λ(m1,m2,m3)

16πℏm3
1

, σ =

∫ 0

−s/c2

Sℏ2

16πs2
|M(12 → 34)|2dt, (9.2)

gracias a esto se introduce un primer modelo simple,

L = g1Xi
†
2i1 + g2Xi

†
4i3 + g3Y i

†
1i3 + g4Y i

†
2i4 + g∗1X

†i2i
†
1 + g∗2X

†i4i
†
3 + g∗3Y

†i1i
†
3 + g∗4Y

†i2i
†
4,

(9.3)
demostrando ası́, que se puede producir en el modelo simple la violación CP buscada por
las condiciones de Sakharov, si primeramente se tiene en cuenta un orden mayor a la apro-
ximación de Born dado que el número bariónico neto se anula a tree-level, luego, debido el
resultado de que la asimetrı́a materia-antimateria se produce a un loop o más, se prueba que
el número bariónico neto a un loop se denota como,

εX =
4

ΓX
Im[IXY ]Im[g1g

∗
2g3g

∗
4] [(Bi4 −Bi3)− (Bi2 −Bi1)] , (9.4)

gracias a esto, se muestra que el número bariónico debe violarse tanto por la desintegra-
ción del bosón de la interación cómo por la partı́cula intercambiada en el loop, además que
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el bosón con su antibosón o los bosones del loop deben ser mucho más masivos que las
partı́culas de cuestión dado que debe existir una parte imaginaria en el factor cinemático de
la dispersión y finalmente algunas de las constantes de acoplamiento pueden ser complejas.

Se desarrolló la fundamentación matemática en invarianza y violación de simetrı́as discretas
en términos de las amplitudes de transición probando que la invarianza CP por teorema CPT
y unietariedad,

M(i→ j) = M(j̄ → ī), (Invarianza CPT), (9.5)∑
j

|M(i→ j)|2 =
∑
j

|M(j → i)|2, (Unitariedad), (9.6)

requiere que las amplitudes de transición al cuadrado cumplan,

|M(i→ j)|2 = |M(̄i→ j̄)|2 ≡ |M(j → i)|2, (9.7)

para estados finales especı́ficos requiere la invarianza CP. Ası́ que si la interacción que induce
el decaimiento de un bosón viola la invarianza CP, entonces el decaimiento de un sistema que
contiene un número igual de bosones y antibosones puede resultar en números desiguales de
materia y antimateria interactuante.

En la resolución de las ecuaciones de Boltzmann fue importante hacer uso de una aproxima-
ción denominada de ancho estrecho o Narrow Width, esta determina que si el propagador del
bosón X se inscribe de la forma,

i

q2 −m2
X + iε

, ε→ 0, (9.8)

en un estado de resonancia el ancho de decaimiento ΓX del bosón X es mucho menor que su
masa mX ,

ΓX ∼ αmX , α≪ 1, (9.9)

Un método teóricamente consistente para extraer esta parte dominante de la amplitud lo pro-
porciona la aproximación de ancho estrecho (en inglés NWA), donde,

ε ∼ ΓmX , (9.10)

ocasionando que, ∣∣∣∣ i

q2 −m2
X + iε

∣∣∣∣2 ≃ 1

ΓXmX

πδ
(
q2 −m2

X

)
. (9.11)

Objetivos especı́fico: Evaluar el modelo SU(3)C ⊗SU(2)L⊗UY ⊗U global
B−L mediante un ána-

lisis estadı́stico con las restricciones experimentales de la fı́sica de partı́culas y cosmologı́a.
Resultado esperado: Un ajuste óptimo en el comportamiento del modelo con las restriccio-
nes experimentales de la fı́sica de partı́culas y de cosmologı́a.
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Para el análisis estadı́stico primeramente fue necesario desarrollar la temática correspondien-
te a la cosmologı́a, partiendo de la fundamentación geométrica para desarrollar un universo
homogéneo en expansión, gracias a esto, se introduce la teorı́a dinámica del universo mos-
trando la evolución temporal de la densidad de partı́culas y ecuaciones de Friedmann, entran-
do finalmente a equilibrio térmico, tanto global como local, dónde se realiza el cálculo de
la densidad de energı́a y número de especies relativistas a altas temperaturas mostrando que
afecta directamente al universo temprano, si se toma en cuenta el modelo estándar,

g∗ = gb +
7

8
gf = 106.75, (9.12)

posteriormente se define una masa de Planck efectiva de tal manera que sea una escala del
universo junto con el posible valor de la masa del bosón generador de la asimetrı́a bariónica,
ası́,

mP ≡
(

45

4π3

) 1
2 mP√

g∗(T )
, (9.13)

para poder cumplir con la condición de Sakharov de interacciones fuera del equilibrio térmi-
co, se introduce el desarrollo teórico de las ecuaciones de transporte de Boltzmann proponien-
do la variación temporal de la densidad del número de partı́culas en términos de la sección
transversal de dispersión de un posible tipo de interacción, tomando en cuenta las funciones
de distribución estadı́stica de momentos y el cuadrado de las amplitudes invariantes,

1

a3
d(n1a

3)

dt
= Λ3,4

1,2

[
−f1(p1)f2(p2)|M(12 → 34)|2 + f3(p3)f4(p4)|M(34 → 12)|2

]
.

(9.14)

Para proponer la estadı́stica de la generación del número bariónico se hace uso de una para-
metrización en términos de ζ de las amplitudes de transición desarrollads en el apartado de
QFT, de partı́culas b casi sin masa que lleva el número bariónico B = 1

2
y b̄ su antipartı́cula,

con B = −1
2
, y siendo φ una partı́cula masiva con φ̄ ≡ φ.

|M(bb→ b̄b̄)|2 = (1 + ζ)
1

2
|M0|2,

|M(bb→ φφ)|2 = |M(φφ→ b̄b̄)|2 = (1− ζ)
1

2
|M0|2,

|M(b̄b̄→ bb)|2 = (1 + ζ̄)
1

2
|M0|2,

|M(b̄b̄→ φφ)|2 = |M(φφ→ bb)|2 = (1− ζ̄)
1

2
|M0|2,

(9.15)

donde −1 < ζ, ζ̄ < 1. Se permite una pequeña violación de la invariancia CP en las tasas
de procesos de dispersión 2 −→ 2 entre b y φ que contengan las contribuciones a orden
superior de tree-level, y se considera la generación de un número bariónico neto cuando un
sistema inicialmente simétrico en b y b̄ se enfrı́a, como en el universo temprano. Proponiendo
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la evolución temporal de la densidad del número de partı́culas con la ecuación de transporte
de Boltzmann para nB = nb − nb̄ y nφ, donde,

YA ≡ nA
nγ
, (9.16)

resulta,

dYφ
dt

≃nγ ⟨vσ0⟩ {2
[
1− ζ + ζ̄

2

] [
(Y eq

φ )2 − (Yφ)
2
]
−
(
ζ − ζ̄

)
(Y eq

φ )2YB}, (9.17a)

dYB
dt

≃nγ ⟨vσ0⟩
{
(ζ − ζ̄)

2
[(Yφ)

2 − (Y eq
φ )2]−

[
3 +

ζ + ζ̄

2

]
(Y eq

φ )2YB

}
, (9.17b)

donde ⟨vσ0⟩ denota el promedio de la sección transversal vσ0 sobre la distribución de energı́a
entrante. El primer término en la ecuación (9.17a) es simplemente nγ ⟨vσtot(φφ)⟩ [(Y eq

φ )2 −
Y 2
φ ] y es conocido por estudios de densidades reliquias de partı́culas pesadas estables produ-

cidas en el universo temprano. El primer término en la ecuación (9.17b) es aproximadamente
−
〈
v(σ(φφ→ bb)− σ(φφ→ b̄b̄/σtot(φφ))

〉
dYφ/dt y representa la pequeña disparidad en-

tre la producción de b y b̄ en la aniquilación φφ. El segundo término en la ecuación (9.17b)
es proporcional a la sección transversal total para interacciones que violan el número ba-
riónico y provoca que YB se relaje hacia cero cuando el sistema está en equilibrio térmico
(Yφ = Y eq

φ ). Además, se hizo el cálculo de la densidad del número de partı́culas en equilibrio
de una especie en términos de la función modificada de Bessel de segundo tipo,

neqφ =
T 3

2π2
x2AK2(xA). (9.18)

Para el mecanismo de bariogénesis se tomó el mismo tipo de parametrización anterior siendo
η el valor de la cantidad de violación CP presente en la evolución temporal de un sistema,
ahora los bosones a tratar sonX y el antibosón simétrico X̄ distribuido mediante la estadı́stica
de Maxwell-Boltzmann,

fX(pX) ∼ exp

[
−(EX − µX)

T

]
, fX̄(pX̄) ∼ exp

[
−(EX̄ − µX̄)

T

]
, (9.19a)

mostrando que las ecuaciones de Boltzmann para el bosón y antibosón mediadores que oca-
sionasen bariogénesis son descritas por,

dYX
dt

≃ −⟨ΓX⟩{(YX−Y eq
X )− η̄YBY eq

X }, dYX̄
dt

≃ −⟨ΓX⟩{(YX̄−Y eq
X )−ηYBY eq

X }, (9.20)

donde ⟨ΓX⟩ denota la tasa total de decaimiento de X promediada sobre los factores de dila-
tación temporal para las partı́culas que decaen, para la evolución temporal de las densidades
de la materia bariónica fue necesario tener en cuenta las amplitudes sin la contribución de
medios fı́sicos, dado que esta ya es tenida en cuenta, para ello se realizo la aproximación
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denominada Narrow width o ancho estrecho, la cual permite obtener toda la aportación del
estado de resonancia de una cross section cuando las temperaturas son comparables a la masa
de un bosón generando una dispersión real y no virtual del canal s,

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 = π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η)(1 + η̄), (9.21a)

|MRIS(b̄1b̄2 → bb)|2 = π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η̄)(1 + η), (9.21b)

con esto, la ecuación de Boltzmann de la materia bariónica cerrando el sistema de tres ecua-
ciones diferenciales a resolver,

dY+
dt

≃ −⟨ΓX⟩
{
(Y+ − Y eq

+ ) +

(
η − η̄

2

)
YBY

eq
+

}
,

dY−
dt

≃ −⟨ΓX⟩
{
Y− −

(
η + η̄

2

)
YBY

eq
+

}
,

dYB
dt

≃ ⟨ΓX⟩{(η − η̄)(Y+ − Y eq
+ ) + (η + η̄)Y−}

−2YB{⟨ΓX⟩Y eq
+ + nγ⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩},

Y± =
1

2
(YX ± YX̄).

(9.22)

Objetivo general: Usar el modelo SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ UY ⊗ U global
B−L de fı́sica más allá del

modelo estándar para explicar la generación de número bariónico y número leptónico en el
universo temprano. Resultado esperado: Un potencial escalar con una transición de fase
de primer orden que satisfaga los criterios necesarios para que se pueda generar suficiente
número bariónico o leptónico respecto al modelo usado.

Se propone el modelo introduciendo la densidad Lagrangiana de un bosón escalar de la forma,

L =
1

2
(∂µX)2 − 1

2
mXX

2 + gXXb
†b† + gXXbb+ gX̄X

†bb+ gX̄X
†b†b† + h.c., (9.23)

reescribiendo en términos de las constantes de violación η y η̄, en conjunto con la parametri-
zación dispuesta en el mecanismo, la densidad Lagrangiana del modelo se define,

Leff =
1

2
(∂µX)2 − 1

2
mXX

2 + gX

(
1 + η

2

) 1
2

Xb†b† + gX

(
1− η

2

) 1
2

Xbb

+ gX̄

(
1 + η̄

2

) 1
2

X†bb+ gX̄

(
1− η̄

2

) 1
2

X†b†b† + h.c.,

(9.24)

dado que para la resolución de las ecuaciones de Boltzmann es necesario definir la cross
section sin la intervención de bosones reales fı́sicos (off shell), se necesitó calcular la cross
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section total, desarrollando el cuadrado de la amplitud tomando en cuenta los términos más
contribuyentes en resonancia,

|M(b1b2 → b̄b̄)|2 = |M(b̄1b̄2 → bb)|2 ≃ 4g4X

[
s2

(s−m2
X)

2 +
t2

(t−m2
X)

2 +
u2

(u−m2
X)

2

]
,

(9.25)
luego, se reprodujo la cross section mostrada en la bibliografı́a para bosones escalares,

vσ(bb→ b̄b̄) + vσ(b̄b̄→ bb) =

=
8π

s2
α2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+m2
X − m4

X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]
,

(9.26)

se realizó todo el tratamiento teórico de la cross section mediante metodologı́as de ancho
estrecho (Narrow widht) para suprimir la intervención de medios fı́sicos,

vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb) =

=
8π

s2
α2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+m2
X − m4

X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

− πmXΓXϵ
2

α2
δ(s2 −m2

X)s

]
.

(9.27)
realizar el promedio de la cross section sobre las distribuciones de energı́a entrantes fue la
tarea más ardua de completa, por lo tanto se tomó la decisión de integrar numéricamente
bajo el valor principal y usar la forma del promedio en términos de las funciones de Bessel
modificadas de segundo tipo de primer y segundo orden, se obtiene,

⟨v[σ′(x)]⟩m2
X

8πα2
=
x2

32

∫ n

0

1

y3

[
y6[y2 − x2]2

2 [(y2 − x2)2 + 10−5x4]2
+ y2 + x2

− x4

y2 + x2
− 2x2 ln

(
1 +

y2

x2

)] [
y3K1 [y] + 2y2K2 [y]

]
dy,

(9.28)

para poder realizar la integración numérica se hizo uso de CUBA, la cual es una librerı́a la
integración numérica multidimensional, esta proporciona nuevas implementaciones de cuatro
algoritmos de integración multidimensional de propósito general: Vegas, Suave, Divonne y
Cuhre. Los cuatro algoritmos son capaces de integrar funciones vectoriales y tienen interfaces
en Fortran, C/C++ y Mathematica, esta última fue la usada, en la solución del mecanismo las
ecuaciones de Boltzmann se escribieron en términos de la escala generada por la masa de
Planck y la masa del bosón X ,

x ≡ mX

T
, xP =

mX

mP

,

dY

dx
=

x

mXxP

dY

dt
,

(9.29)

en la solución de manera analı́tica se determinaron dos regiones, a altas temperaturas cuando
x≪ 1, se obtuvo:
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La densidad de bosones X aumentaba de manera conforme el universo se expandı́a.

El parámetro de asimetrı́a bariónica crece hacı́a un máximo, ya que se encuentra a
punto de alcanzar un estado de resonancia.

A bajas temperaturas cuando x≫ 1, fue necesario usar la forma de Fermi de la cross section
dado el lı́mite de energı́as y promediarla,

⟨σ(s)⟩ ≃ 288π
α2T 2

m4
X

= 288π
α2

x2m2
X

, (9.30)

dado que se vieron minorizadas todos las desintegraciones el comportamiento del parámetro
de asimetrı́a bariónica es exponencial, disminuyendo hasta eventualmente tender al valor ac-
tual.

Para la solución de manera numérica se dieron los siguientes resultados:

Se estudia la evolución de las densidades de X(X̄) y bariones conforme el universo
se expande. Se observa que los cambios en Y+ siguen de cerca a los de Y eq

+ , y que la
variable Y− disminuye conforme X y X̄ alcanzan el equilibrio quı́mico.

Se presentan distintas mediciones recientes que comparan la fiabilidad estadı́stica de
un modelo que predice un valor de 6.00776 × 10−10, destacando la consistencia del
modelo con las observaciones. La Tabla 8.1 resume las restricciones barión-fotón bajo
diferentes condiciones.

Se prueba la funcionalidad del mecanismo de bariogénesis, obteniendo un parámetro
de asimetrı́a bariónica que coincide con los valores medidos experimentalmente, con-
firmando la estabilidad del modelo propuesto.

La dependencia del parámetro de violación CP indica que, para órdenes grandes, la
asimetrı́a bariónica deberı́a ser mayor. En caso contrario, las diferencias en el número
de bariones y antibariones se vuelven mı́nimas, lo cual contradice las observaciones
actuales.

Se confirma que, a nivel teórico, la constante de estructura fina debe mantenerse en
α ≤ 10−2. Valores superiores requerirı́an ajustes en otros grados de libertad del modelo
para ser consistentes con los datos experimentales.

El aumento en el número de grados de libertad asociados a partı́culas sin masa incre-
menta la asimetrı́a bariónica, debido a su relación con la masa efectiva de Planck. Se
destaca la relevancia de las partı́culas del modelo estándar en este contexto.

El bosón involucrado en la bariogénesis debe tener una masa comparable a la escala
de Planck, ya que una masa ligera no romperı́a la simetrı́a CP de manera efectiva. Las
energı́as extremas del universo temprano apoyan la necesidad de este umbral natural.
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Conclusiones

El modelo propuesto muestra que la violación del número bariónico se produce a un orden
mayor en la teorı́a de perturbaciones (loop), dado que a tree-level no se genera asimetrı́a neta.
Esto se evidencia en el cálculo de la asimetrı́a bariónica, la cual depende tanto de las desinte-
graciones de los bosones mediadores como de las partı́culas intercambiadas en los loops. La
necesidad de introducir bosones masivos en este proceso es clave, ya que su interacción es
esencial para obtener una parte imaginaria en los factores cinemáticos de dispersión, lo que,
en última instancia, permite la violación de CP.

El estudio del equilibrio térmico y sus desviaciones es clave para comprender la evolución
del universo temprano. En particular, los procesos fuera del equilibrio térmico, como la ba-
riogénesis, se explican mediante las ecuaciones de transporte de Boltzmann, que describen
la interacción y evolución de las partı́culas en situaciones donde la simetrı́a CP se viola. El
uso de la aproximación de ancho estrecho permite capturar la contribución de las resonancias
en la dinámica de las partı́culas a temperaturas comparables a la masa de los bosones me-
diadores, proporcionando una visión clara de cómo la materia bariónica evolucionó desde el
universo primitivo hasta su estado actual.

La generación del número leptónico a través de la conservación de B−L es esencial para ex-
plicar la asimetrı́a entre materia y antimateria en el universo temprano. Dado que la violación
del número bariónico ocurre a órdenes superiores en la teorı́a de perturbaciones, la conser-
vación de B − L garantiza que cualquier violación en el número bariónico esté acompañada
por una violación leptónica correspondiente, vinculando las asimetrı́as en ambos sectores.
Este mecanismo, impulsado por desintegraciones de bosones masivos en procesos fuera de
equilibrio térmico y violaciones de CP, es clave para generar la asimetrı́a bariónica y, por lo
tanto, leptónica.

Las resonancias en las cross sections ocurren cuando la energı́a del sistema de colisión coin-
cide con la masa de una partı́cula intermediaria, como un bosón, lo que provoca un pico
pronunciado (tendiendo a infinito) en el valor de la sección transversal. Este fenómeno es
fundamental en la fı́sica de partı́culas, ya que representa un aumento abrupto en la probabili-
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dad de interacción cuando se alcanza la energı́a de resonancia. Para calcular estas resonancias,
se utilizan técnicas numéricas que permiten resolver integrales oscilantes que convergen muy
lentamente, como las involucradas en los promedios de cross section. En estos casos, el in-
tegrando suele ser oscilante, debido a la combinación de funciones de Bessel y factores de
resonancia, lo que dificulta una solución analı́tica. Por ello, se recurre a librerı́as especializa-
das de integración numérica, como CUBA, que emplea algoritmos montecarlo avanzados en
rutinas como Vegas y Suave. Estas rutinas ayudan a manejar la inestabilidad numérica y la
convergencia lenta tı́pica de este tipo de problemas, asegurando una evaluación precisa de la
cross section, particularmente en las cercanı́as de la energı́a de resonancia.

La asimetrı́a bariónica actual está directamente influenciada por el parámetro de violación
CP, cuyo aumento significativo genera una mayor diferencia entre bariones y antibariones.
Sin embargo, es fundamental que la constante de estructura fina se mantenga en un rango
bajo, especı́ficamente α ≤ 10−2, para preservar la consistencia del modelo. Además, los
grados de libertad asociados a partı́culas relativistas juegan un papel crucial en el incremento
de la asimetrı́a bariónica, ya que están vinculados a la masa de Planck efectiva. Finalmente,
se concluye que el bosón involucrado en la bariogénesis debe ser extremadamente masivo,
comparable a la escala de Planck, para garantizar una ruptura suficiente de la simetrı́a CP en
los primeros momentos del universo.



Apéndice A

Formalismo en simetrı́as

A.1. Asimetrı́a materia-antimateria

A.1.1. Ecuación 1.4

|M|2 − |M̃|2 =|M1 +M2| − |M̃1 + M̃2|,
= |M1|2 + |M2|2 +M1M∗

2 +M∗
1M2 − |M̃1|2 − |M̃2|2 − M̃1M̃∗

2 − M̃∗
1M̃2,

(A.1)

dado que |M|2 = |M̃|2,

|M|2 − |M̃|2 = M1M∗
2 +M∗

1M2 − M̃1M̃∗
2 − M̃∗

1M̃2, (A.2)

por definición,

|M|2 − |M̃|2 =|M1||M2|ei(ϕ1−ϕ2)ei(θ1−θ2) + |M1||M2|ei(−ϕ1+ϕ2)ei(−θ1+θ2)

− |M1||M2|ei(ϕ1−ϕ2)ei(−θ1+θ2) − |M1||M2|ei(−ϕ1+ϕ2)ei(θ1−θ2),
(A.3)

luego,

|M|2 − |M̃|2 =|M1||M2|[ei(ϕ1−ϕ2)ei(θ1−θ2) + ei(−ϕ1+ϕ2)ei(−θ1+θ2)

− ei(ϕ1−ϕ2)ei(−θ1+θ2) − ei(−ϕ1+ϕ2)ei(θ1−θ2)],

=|M1||M2|[ei(θ1−θ2)(ei(ϕ1−ϕ2) − ei(−ϕ1+ϕ2))

− ei(−θ1+θ2)(ei(ϕ1−ϕ2) − ei(−ϕ1+ϕ2))],

=|M1||M2|[ei(θ1−θ2)(ei(ϕ1−ϕ2) − e−i(ϕ1−ϕ2))

− e−i(θ1−θ2)(ei(ϕ1−ϕ2) − e−i(ϕ1−ϕ2))],

(A.4)
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bajo las expresiones exponenciales de las funciones trigonométricas se obtiene que,

|M|2 − |M̃|2 =|M1||M2|
(
ei(θ1−θ2) − e−i(θ1−θ2)

) (
ei(ϕ1−ϕ2) − e−i(ϕ1−ϕ2)

)
= 2i|M1||M2|

ei(θ1−θ2) − e−i(θ1−θ2)

2i

(
ei(ϕ1−ϕ2) − e−i(ϕ1−ϕ2)

)
= 2i2i|M1||M2| sin (θ1 − θ2)

ei(ϕ1−ϕ2) − e−i(ϕ1−ϕ2)

2i
= −4|M1||M2| sin (θ1 − θ2) sin (ϕ1 − ϕ2).

(A.5)

A.2. Invarianza y violación de simetrı́as discretas

A.2.1. Ecuación 2.56
Por unitariedad,

SS† = S†S = 1, (A.6)

de manera indicial, ∑
n

SinS
†
nj = 1ij, (A.7)

la matriz S por componentes se define como:

Sfi = 1fi + iTfi, (A.8)

luego, ∑
n

(1in + iTin)(1nj − iT †
nj) = 1ij, (A.9)

operando, ∑
n

1in1nj − i
∑
n

1inT
†
nj + i

∑
n

Tin1nj +
∑
n

TinT
†
nj = 1ij, (A.10)

por propiedades de la matriz identidad,

1ij − iT †
ij + iTij +

∑
n

TinT
†
nj = 1ij, (A.11)

cancelando,
−iT †

ij + iTij +
∑
n

TinT
†
nj = 0ij, (A.12)

despejando,
−iT †

ij + iTij = −
∑
n

TinT
†
nj, (A.13)

finalmente, dado que la conjugación hermitiana se interpréta como la transpuesta conjugada,

Tij − T ∗
ji = i

∑
n

TinT
†
nj. (A.14)
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A.2.2. Ecuación 2.57
Gracias a que,

Tij − T ∗
ji = i

∑
n

TinT
†
nj. (A.15)

se puede escribir Tij como,
Tij = i

∑
n

TinT
†
nj + T ∗

ji, (A.16)

la siguiente expresión es:

|Tij|2 − |Tji|2 =

∣∣∣∣∣∣i
(∑

n

TT †

)
ij

+ T ∗
ji

∣∣∣∣∣∣
2

− |Tji|2, (A.17)

además, como la norma al cuadrado de un número imaginario n es |n|2 = nn∗,

|Tij|2 − |Tji|2 =

i(∑
n

TT †

)
ij

+ T ∗
ji

−i

(∑
n

TT †

)∗

ij

+ Tji

− |Tji|2

=

∣∣∣∣∣∣
(∑

n

TT †

)
ij

∣∣∣∣∣∣
2

+

i(∑
n

TT †

)
ij

Tji − i

(∑
n

TT †

)∗

ij

T ∗
ji

+ |Tji|2 − |Tji|2

=

∣∣∣∣∣∣
(∑

n

TT †

)
ij

∣∣∣∣∣∣
2

+ i


(∑

n

TT †

)
ij

Tji −

(∑
n

TT †

)
ij

Tji

∗ ,

(A.18)
la diferencia de un complejo y su conjugado es dos veces i por la parte imaginaria del com-
plejo,

n− n∗ = (A+ iB)− (A− iB) = 2i Im[n], (A.19)

finalmente,

|Tij|2 − |Tji|2 =

∣∣∣∣∣∣
(∑

n

TT †

)
ij

∣∣∣∣∣∣
2

+ 2ii Im

(∑
n

TT †

)
ij

Tji


=

∣∣∣∣∣∣
(∑

n

TT †

)
ij

∣∣∣∣∣∣
2

− 2 Im

(∑
n

TT †

)
ij

Tji


(A.20)



Apéndice B

Corrientes de Noether

B.1. Ecuación 2.4

L = iψ̄LγµD
µψL, (B.1)

bajo una transformación quiral local,

L′ = iψ̄eiαγ5γµD
µ
[
eiα(x)γ5ψ(x)

]
, (B.2)

operando,
L′ = iψ̄eiαγ5γµe

iαγ5Dµψ + iψ̄eiαγ5γµψ[iγ5e
iαγ5∂µα(x)], (B.3)

dado que {γµ, γ5} = 0,

L′ = iψ̄eiαγ5e−iαγ5γµD
µψ − ψ̄eiαγ5e−iαγ5γµγ5ψ(x)∂

µα(x)],

= iψ̄γµD
µψ − ψ̄γµγ5ψ∂

µα(x),

= L+ δL,
(B.4)

finalmente,
δL = −ψ̄γµγ5ψ∂µα(x). (B.5)

B.2. Ecuación 2.5

δS[ψ̄, ψ, Aµ] =

∫
d4xδL = −

∫
d4xj5µ∂

µα(x), (B.6)

completando la derivada,

δS[ψ̄, ψ, Aµ] = −
∫
d4x

[
∂µ
(
j5µα(x)

)
− α(x)∂µj5µ

]
= −

∫
d4x∂µ

(
j5µα(x)

)
+

∫
d4xα(x)∂µj5µ

= −|j5µα(x)|frontera +
∫
d4xα(x)∂µj5µ,

(B.7)
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finalmente,

δS[ψ̄, ψ, Aµ] =

∫
d4xα(x)∂µj5µ(x), (B.8)

B.3. Ecuación 2.21

Sea C una matriz cuadrada no singular y una matriz B de la forma B = lnC, tomando el
determinante de la exponencial de B y gracias al teorema,

det eB = etrB, (B.9)

reemplazando,

detC = etr lnC , (B.10)

finalmente tomando el logaritmo con base e,

ln detC = tr lnC, (B.11)

B.4. Ecuación 2.25

Reescribiendo en términos de conmutadores,

/D
2
=γµγνDµDν =

1

2
γµγνDµDν +

1

2
γµγνDµDν

=
1

2
γµγνDµDν +

1

2
γµγνDµDν +

1

2
γνγµDµDν −

1

2
γνγµDµDν

=
1

2
{γµ, γν}DµDν +

1

2
[γµ, γν ]DµDν ,

(B.12)

como {γµ, γν} = 2δµν , gracias a la rotación de Wick,

/D
2
=δµνDµDν +

1

4
[γµ, γν ]DµDν +

1

4
[γµ, γν ]DµDν

=δµνDµDν +
1

4
[γµ, γν ]DµDν −

1

4
[γν , γµ]DµDν

=D2 +
1

4
[γµ, γν ] [Dµ, Dν ] = D2 +

1

4
[γµ, γν ]Fµν

=D2 − i

2
σµνFµν .

(B.13)
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B.5. Ecuación 2.26

e−ipxD2eipxf(x) =e−ipxDµD
µeipxf(x) = e−ipxDµ(∂

µ − igAµ)eipxf(x)

=e−ipxDµ[ip
µeipxf(x) + eipx∂µf(x)− igAµeipxf(x)]

=e−ipx(∂µ − igAµ)
[
ipµeipxf(x) + eipx∂µf(x)− igAµeipxf(x)

]
=e−ipx(∂µ − igAµ)e

ipx [Dµ + ipµ] f(x)

(B.14)

tomando la derivada parcial,

∂µ
[
ipµeipxf(x) + eipx∂µf(x)− igAµeipxf(x)

]
=ipµipµe

ipxf(x) + ipµeipx∂µf(x) + ipµe
ipx∂µf(x) + eipx∂µ∂

µf(x)− ig∂µA
µeipxf(x)

− igAµipµe
ipxf(x)− igAµeipx∂µf(x)

=eipx (ipµipµ + ipµ∂µ + ipµ∂
µ + ∂µ∂

µ − ig∂µA
µ − igAµipµ − igAµ∂µ) f(x)

=eipx
[
−p2 + ipµ (2∂µ − igAµ) + ∂µ∂

µ − ig∂µA
µ − igAµ∂µ

]
f(x),

(B.15)
luego, para el segundo término,

−igAµ
[
ipµeipxf(x) + eipx∂µf(x)− igAµeipxf(x)

]
=eipx (−igAµipµ − igAµ∂

µ + igAµigA
µ) f(x)

=eipx
(
−igAµipµ − igAµ∂

µ − g2AµA
µ
)
f(x),

(B.16)

por tanto,

(∂µ − igAµ)
[
ipµeipxf(x) + eipx∂µf(x)− igAµeipxf(x)

]
=eipx

[
−p2 + ipµ (2∂µ − igAµ) + ∂µ∂

µ − ig∂µA
µ − igAµ∂µ − igAµip

µ − igAµ∂
µ

−g2AµAµ
]
f(x)

=eipx
[
−p2 + ipµ (2∂µ − 2igAµ) + ∂µ∂

µ − ig∂µA
µ − igAµ∂µ − igAµ∂

µ

−g2AµAµ
]
f(x)

=eipx
[
−p2 + 2ipµDµ + ∂µ∂

µ − ig∂µA
µ − igAµ∂µ − igAµ∂

µ − g2AµA
µ
]
f(x),

(B.17)

pero,

D2f(x) =DµD
µf(x) = (∂µ − igAµ)(∂

µ − igAµ)f(x)

=(∂µ − igAµ)(∂
µf(x)− igAµf(x))

=∂µ∂
µf(x)− ig∂µA

µf(x)− igAµ∂µf(x)− igAµ∂
µf(x) + igAµigA

µf(x)

=
(
∂µ∂

µ − ig∂µA
µ − igAµ∂µ − igAµ∂

µ − g2AµA
µ
)
f(x),

(B.18)
finalmente,

e−ipxD2eipxf(x) =e−ipxeipx
[
−p2 + 2ipµDµ +D2

]
f(x)

= [Dµ + ipµ] [D
µ + ipµ] f(x)

=
[
−p2 + 2ipµDµ +D2

]
f(x),

(B.19)



B.6. ECUACIÓN 2.27 115

B.6. Ecuación 2.27
Calculando explı́citamente el conmutador,

[Dµ, Dν ] f(x) = [∂µ − iAµ, ∂ν − iAν ] fa(x)

= [∂µ, ∂ν ] f(x)− i [∂µ, Aν ] f(x)− i [Aµ, ∂ν ] f(x)− [Aµ, Aν ] f(x),
(B.20)

dado que [∂µ, ∂ν ] = [Aµ, Aν ] = 0:

[Dµ, Dν ] f(x) = −i (∂µAν − ∂νAµ) f(x).

Evaluando el efecto de eipx,

[Dµ, Dν ] e
ipxf(x) = −i [∂µ, Aν ] eipxf(x)− i [Aµ, ∂ν ] e

ipxf(x)

= −i
[
∂µ
(
Aνe

ipxf(x)
)
− Aν∂µ

(
eipxf(x)

)
−∂ν

(
Aµe

ipxf(x)
)
+ Aµ∂ν

(
eipxf(x)

)]
= −ieipx (∂µAν − ∂νAµ) f(x),

(B.21)

por lo tanto,

e−ipx [Dµ, Dν ] e
ipx = −i (∂µAν − ∂νAµ) f(x) = [Dµ, Dν ] f(x). (B.22)



Apéndice C

Dispersión en teorı́a cuántica de campos

C.1. Regla de oro de Fermi

C.1.1. Ecuación 2.82
Sean los cuadrimomentos pµi y las varibles de Mandelstam s, t y u,

s+ t+ u =
1

c2
[
(p1 + p2)

2 + (p1 − p3)
2 + (p1 − p4)

2
]

=
1

c2
[
p21 + 2p1µp

µ
2 + p22 + p21 − 2p1µp

µ
3 + p23 + p21 − 2p1µp

µ
4 + p24

]
=

1

c2
[
p21 + p22 + p23 + p24 + 2p1µp

µ
1 + 2p1µp

µ
2 − 2p1µp

µ
3 − 2p1µp

µ
4

]
=

1

c2
[
p21 + p22 + p23 + p24 + 2p1µ (p

µ
1 + pµ2 − pµ3 − pµ4)

]
(C.1)

por conservación de la energı́a p01 + p02 = p03 + p04 y por conservación del momento lineal
pk1 + pk2 = pk3 + pk4,

s+ t+ u =
1

c2
[
p21 + p22 + p23 + p24

]
, (C.2)

finalmente, como piµp
µ
i = m2

i c
2,

s+ t+ u =
1

c2
[
m2

1c
2 +m2

2c
2 +m2

3c
2 +m2

4c
2
]
,

= m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4,

=
∑
i

m2
i .

(C.3)

C.1.2. Ecuación 2.101

u ≡
√

|p|2 +m2
2c

2 +
√

|p|2 +m2
3c

2, (C.4)
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dado que la delta de kronecker hizo u = m1c,

m1c =
√

|p|2 +m2
2c

2 +
√
|p|2 +m2

3c
2, (C.5)

elevando al cuadrado,

m2
1c

2 = |p|2 +m2
2c

2 + |p|2 +m2
3c

2 + 2
√

(|p|2 +m2
2c

2)(|p|2 +m2
3c

2), (C.6)

despejando la raı́z,

c2

2

(
m2

1 −m2
2 −m2

3

)
− |p|2 =

√
(|p|2 +m2

2c
2)(|p|2 +m2

3c
2), (C.7a)

c2

2

(
m2

1 −m2
2 −m2

3

)
− |p|2 =

√
|p|4 + |p|2m2

2c
2 + |p|2m2

3c
2 +m2

2m
2
3c

4, (C.7b)

elevando al cuadrado,

c4

4

(
m2

1 −m2
2 −m2

3

)2 − |p|2c2
(
m2

1 −m2
2 −m2

3

)
+ |p|4 =|p|4 + |p|2m2

2c
2 + |p|2m2

3c
2 +m2

2m
2
3c

4,

c4

4

[(
m2

1 −m2
2 −m2

3

)2 − 4m2
2m

2
3

]
= |p|2c2

(
m2

1 −m2
2 −m2

3 +m2
2 +m2

3

)
,

c4

4

[(
m2

1 −m2
2 −m2

3

)2 − 4m2
2m

2
3

]
= |p|2c2m2

1, (C.8a)

resolviendo para |p|,

|p|2 = c2

m2
14

[(
m2

1 −m2
2 −m2

3

)2 − 4m2
2m

2
3

]
=

c2

m2
14

[(
m2

1 − (m2
2 +m2

3)
)2 − 4m2

2m
2
3

]
,

(C.9)
operando los binomios al cuadrado,

|p|2 = c2

m2
14

[
m4

1 − 2m2
1(m

2
2 +m2

3) + (m2
2 +m2

3)
2 − 4m2

2m
2
3

]
=

c2

m2
14

[
m4

1 − 2m2
1m

2
2 − 2m2

1m
2
3 +m4

2 +m4
3 + 2m2

2m
2
3 − 4m2

2m
2
3

]
,

=
c2

m2
14

[
m4

1 +m4
2 +m4

3 − 2m2
1m

2
2 − 2m2

1m
2
3 − 2m2

2m
2
3

]
,

(C.10)

finalmente, tomando raı́z cuadrada,

|p| = c

2m1

[
m4

1 +m4
2 +m4

3 − 2m2
1m

2
2 − 2m2

1m
2
3 − 2m2

2m
2
3

] 1
2 . (C.11)
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C.1.3. Ecuación 2.133

u ≡
√

|p|2 +m2
3c

2 +
√

|p|2 +m2
4c

2, (C.12)

dado que la delta de kronecker hizo u = E1+E2

c2
c, definiendo α ≡ E1+E2

c2
,

αc =
√
|p|2 +m2

3c
2 +

√
|p|2 +m2

4c
2, (C.13)

elevando al cuadrado,

α2c2 = |p|2 +m2
3c

2 + |p|2 +m2
4c

2 + 2
√

(|p|2 +m2
3c

2)(|p|2 +m2
4c

2), (C.14)

despejando la raı́z,

c2

2

(
α2 −m2

3 −m2
4

)
− |p|2 =

√
(|p|2 +m2

3c
2)(|p|2 +m2

4c
2), (C.15a)

c2

2

(
α2 −m2

3 −m2
4

)
− |p|2 =

√
|p|4 + |p|2m2

3c
2 + |p|2m2

4c
2 +m2

3m
2
4c

4, (C.15b)

elevando al cuadrado,

c4

4

(
α2 −m2

3 −m2
4

)2 − |p|2c2
(
α2 −m2

3 −m2
4

)
+ |p|4 =|p|4 + |p|2m2

3c
2 + |p|2m2

4c
2 +m2

3m
2
4c

4,

c4

4

[(
α2 −m2

3 −m2
4

)2 − 4m2
3m

2
4

]
= |p|2c2

(
α2 −m2

3 −m2
4 +m2

3 +m2
4

)
,

c4

4

[(
α2 −m2

3 −m2
4

)2 − 4m2
3m

2
4

]
= |p|2c2α2, (C.16a)

resolviendo para |p|,

|p|2 = c2

α24

[(
α2 −m2

3 −m2
4

)2 − 4m2
3m

2
4

]
, (C.17a)

|p|2 = c2

α24

[
α4 − 2α2(m2

3 +m2
4) + (m2

3 +m2
4)

2 − 4m2
3m

2
4

]
,

|p|2 = c2

α24

[
α4 − 2α2(m2

3 +m2
4) +m4

3 +m4
4 + 2m2

3m
2
4 − 4m2

3m
2
4

]
,

|p|2 = c2

α24

[
α4 +m4

3 +m4
4 − 2α2(m2

3 +m2
4)− 2m2

3m
2
4

]
, (C.17b)

finalmente, tomando raı́z cuadrada,

|p| = c

2α

[
α4 +m4

3 +m4
4 − 2α2(m2

3 +m2
4)− 2m2

3m
2
4

] 1
2 ,

=
c3

2(E1 + E2)

[(
E1 + E2

c2

)4

+m4
3 +m4

4 − 2

(
E1 + E2

c2

)2

(m2
3 +m2

4)− 2m2
3m

2
4

] 1
2

.

(C.18)
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C.1.4. Ecuación 2.135

Realizando la suma de los cuadrimomentos de las partı́cula 1 y 2,

p1 + p2 =

(
E1 + E2

c
, |p1|+ |p2|

)
=

(
E1 + E2

c
, |p1| − |p1|

)
=

(
E1 + E2

c
, 0

) (C.19)

luego, la suma al cuadrado es:

(p1 + p2)
2 =

(
E1 + E2

c
, 0

)
·
(
E1 + E2

c
, 0

)
=

(E1 + E2)
2

c2
. (C.20)

C.2. Violación CP

C.2.1. Ecuación 3.13

Γ(X → ī1i2)− Γ(X̄ → i1ī2) =I
12
X |g1|2 + I12XY g1g

∗
2g3g

∗
4 +

(
I12XY g1g

∗
2g3g

∗
4

)∗
− I12X |g∗1|2 − I12X̄Y g

∗
1g2g

∗
3g4 −

(
I12X̄Y g

∗
1g2g

∗
3g4
)∗
,

(C.21)

dado que |g1|2 = |g∗1|2 e I12XY = I12
X̄Y

,

Γī1i2X − Γi1 ī2
X̄

=I12XY (g1g
∗
2g3g

∗
4) + (I12XY )

∗(g1g
∗
2g3g

∗
4)

∗ − I12XY (g
∗
1g2g

∗
3g4)− (I12XY )

∗(g∗1g2g
∗
3g4)

∗

=I12XY (g1g
∗
2g3g

∗
4) + (I12XY )

∗(g1g
∗
2g3g

∗
4)

∗ − I12XY (g1g
∗
2g3g

∗
4)

∗ − (I12XY )
∗(g1g

∗
2g3g

∗
4)

=I12XY [(g1g
∗
2g3g

∗
4)− (g1g

∗
2g3g

∗
4)

∗]− (I12XY )
∗[(g1g

∗
2g3g

∗
4)− (g1g

∗
2g3g

∗
4)

∗],
(C.22)

la diferencia de un complejo y su conjugado es dos veces i por la parte imaginaria del com-
plejo,

n− n∗ = (A+ iB)− (A− iB) = 2iB = 2i Im[n] (C.23)

donde ℑ[n] es la parte imaginaria de n, luego,

Γī1i2X − Γi1 ī2
X̄

=2i I12XY Im[g1g
∗
2g3g

∗
4]− 2i (I12XY )

∗ Im[g1g
∗
2g3g

∗
4]

=2i Im[g1g
∗
2g3g

∗
4][I

12
XY − (I12XY )

∗]

=2i Im[g1g
∗
2g3g

∗
4]2i Im[I12XY ]

(C.24)

finalmente,
Γ(X → ī1i2)− Γ(X̄ → i1ī2) = −4 Im[g1g

∗
2g3g

∗
4] Im[I12XY ] (C.25)
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C.2.2. Ecuación 3.14

Γ(X → ī3i4)− Γ(X̄ → i3ī4) =I
34
X |g2|2 + I34XY g

∗
1g2g

∗
3g4 +

(
I34XY g

∗
1g2g

∗
3g4
)∗

− I34X̄ |g∗2|2 + I34X̄Y g1g
∗
2g3g

∗
4 +

(
I34X̄Y g1g

∗
2g3g

∗
4

)∗
,

(C.26)

dado que |g2|2 = |g∗2|2 e I34XY = I34
X̄Y

,

Γī3i4X − Γi3 ī4
X̄

=I34XY (g
∗
1g2g

∗
3g4) + (I34XY )

∗(g∗1g2g
∗
3g4)

∗ − I34XY (g1g
∗
2g3g

∗
4)− (I34XY )

∗(g1g
∗
2g3g

∗
4)

∗

=−
[
I34XY (g1g

∗
2g3g

∗
4) + (I34XY )

∗(g1g
∗
2g3g

∗
4)

∗ − I34XY (g
∗
1g2g

∗
3g4)− (I34XY )

∗(g∗1g2g
∗
3g4)

∗]
=−

[
I34XY (g1g

∗
2g3g

∗
4) + (I34XY )

∗(g1g
∗
2g3g

∗
4)

∗ − I34XY (g1g
∗
2g3g

∗
4)

∗ − (I34XY )
∗(g1g

∗
2g3g

∗
4)−

]
=−

{
I34XY [(g1g

∗
2g3g

∗
4)− (g1g

∗
2g3g

∗
4)

∗]− (I34XY )
∗[(g1g

∗
2g3g

∗
4)− (g1g

∗
2g3g

∗
4)

∗]
}
,

(C.27)
la diferencia de un complejo y su conjugado es,

n− n∗ = (A+ iB)− (A− iB) = 2iB = 2i Im[n] (C.28)

luego,

Γī1i2X − Γi1 ī2
X̄

=−
{
2i I34XY Im[g1g

∗
2g3g

∗
4]− 2i (I34XY )

∗ Im[g1g
∗
2g3g

∗
4]
}

=− 2i Im[g1g
∗
2g3g

∗
4][I

34
XY − (I34XY )

∗]

=− 2i Im[g1g
∗
2g3g

∗
4]2i Im[I34XY ]

(C.29)

finalmente,
Γ(X → ī1i2)− Γ(X̄ → i1ī2) = 4 Im[g1g

∗
2g3g

∗
4] Im[I34XY ] (C.30)

C.3. Cross section total

C.3.1. Ecuación 7.15
Desarrollando la integral,

vσ(bb→ b̄b̄) + vσ(b̄b̄→ bb) =
g4X

4π s2

∫ 0

−s

[
s2

(s−m2
X)

2 +
t2

(t−m2
X)

2 +
(−s− t)2

[−s− t−m2
X ]

2

]
dt

=
g4X

4π s2

[
s3

(s−m2
X)

2 + 2s+
2m2

Xs

s+m2
X

− 4m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]

=
g4X

2π s2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+
m2
Xs

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]
,

(C.31)
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la intención es no tener términos de mX y s en los numeradores, es por ello que se suma y se
resta m4

X en el tercer término, factorizando y cancelando con el denominador,

vσ(bb→ b̄b̄) + vσ(b̄b̄→ bb) =
g4X

2π s2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+
m2
Xs+m4

X −m4
X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]

=
g4X

2π s2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+
m2
X(s+m2

X)

s+m2
X

− m4
X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]
,

(C.32)
dado que la constante de estructura fina se escribe como α =

g2X
4π

,

vσ(bb→ b̄b̄) + vσ(b̄b̄→ bb) =
8π

s2
g4X
16π2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+m2
X − m4

X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]

=
8π

s2
α2

[
s3

2 (s−m2
X)

2 + s+m2
X − m4

X

s+m2
X

− 2m2
X ln

s+m2
X

m2
X

]
,

(C.33)

C.4. Cross section - medios fı́sicos

C.4.1. Ecuación 7.16

Sea el formalismo desarrollado en los apéndices D.5 y D.6, la contribución a la amplitud
de dispersión por bosones reales se puede determinar gracias a la aproximación de ancho
estrecho (Narrow width) en el propagador, siendo estos los términos de resonancia cuando el
canal s se encuentra en la capa de masa (on shell),

∣∣∣∣ i

q2 −m2
X + iε

∣∣∣∣2 ≃ 1

ΓXmX

πδ
(
q2 −m2

X

)
, (C.34)

determinando que la estructura de la amplitud es de la forma,

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 = π

mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X){|M(bb→ X)|2

× |M(X → b̄b̄)|2 + |M(bb→ X̄)|2|M(X̄ → b̄b̄)|2}.

|MRIS(b̄1b̄2 → bb)|2 = π

mXΓX
δ((pb̄1 + pb̄2)

2 −m2
X){|M(b̄b̄→ X)|2

× |M(X → bb)|2 + |M(b̄b̄→ X̄)|2|M(X̄ → b̄b̄)|2}.
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luego, gracias a la parametrización 6.2,

|M (X → bb)|2 =
∣∣M (

b̄b̄→ X̄
)∣∣2 = (1 + η)

1

2
|M0|2∣∣M (

X → b̄b̄
)∣∣2 = ∣∣M (

bb→ X̄
)∣∣2 = (1− η)

1

2
|M0|2∣∣M (

X̄ → b̄b̄
)∣∣2 = |M (bb→ X)|2 = (1 + η̄)

1

2
|M0|2∣∣M (

X̄ → bb
)∣∣2 = ∣∣M (

b̄b̄→ X
)∣∣2 = (1− η̄)

1

2
|M0|2

(C.35)

se obtiene,

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 = π

mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X){(1 + η̄)

1

2
|M0|2

× (1− η)
1

2
|M0|2 + (1− η)

1

2
|M0|2 (1 + η̄)

1

2
|M0|2}

=
π |M0|4

4mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X) [(1 + η̄) (1− η) + (1− η) (1 + η̄)]

=
π |M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X) (1 + η̄) (1− η) ,

|MRIS(b̄1b̄2 → bb)|2 = π

mXΓX
δ((pb̄1 + pb̄2)

2 −m2
X){(1− η̄)

1

2
|M0|2

× (1 + η)
1

2
|M0|2 + (1 + η)

1

2
|M0|2 (1− η̄)

1

2
|M0|2}

=
π |M0|4

4mXΓX
δ((pb̄1 + pb̄2)

2 −m2
X) [(1− η̄) (1 + η) + (1 + η) (1− η̄)]

=
π |M0|4

2mXΓX
δ((pb̄1 + pb̄2)

2 −m2
X) (1− η̄) (1 + η) ,

reemplazando, tomando pbi = pb̄i en las deltas de Dirac,

|MIRS(b1b2 → b̄b̄)|2 + |MIRS(b̄1b̄2 → bb)|2

=
π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η)(1 + η̄)

+
π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)(1− η̄)(1 + η)

=
π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)[(1− η)(1 + η̄) + (1− η̄)(1 + η)]

=
π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)[1− η + η̄ − ηη̄ + 1− η̄ + η − η̄η]

=
π|M0|4

2mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)[2− 2ηη̄]

=
π|M0|4

mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)[1− ηη̄].

(C.36)
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C.4.2. Ecuación 7.19
Reemplazando el valor calculado de las amplitudes en medios fı́sicos y operando,

vσIRS(bb→ b̄b̄) + vσIRS(b̄b̄→ bb) =

=
1

2E12E2

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
[
|MIRS(b1b2 → b̄b̄)|2 + |MIRS(b̄1b̄2 → bb)|2

]
=

1

2E12E2

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2

[
π|M0|4ϵ2

4mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X)

]
=
π|M0|2ϵ2 δ((p1 + p2)

2 −m2
X)

2E12E22ΓX

1

2mx

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2
|M0|2,

(C.37)
por conservación del momento y energı́a, dado que los cuadrimomentos se encuentran sobre
la capa de masa se puede tener en cuenta que p1 + p2 = pX ,

vσIRS(bb→ b̄b̄) + vσIRS(b̄b̄→ bb) =

=
π|M0|2ϵ2 δ((p1 + p2)

2 −m2
X)

2E12E22ΓX

1

2mx

∫
d3p3

2E3

∫
d3p4

2E4

δ4(pX − p3 − p4)

(2π)2
|M0|2,

(C.38)

obteniendo la estructura del ancho de decaimiento total del bosón X ,

vσIRS(bb→ b̄b̄) + vσIRS(b̄b̄→ bb) =

=
π|M0|2ϵ2 δ((p1 + p2)

2 −m2
X)

2E12E22ΓX
ΓX =

πϵ2 δ((p1 + p2)
2 −m2

X)

2E12E22
|M0|2

=
πϵ2 δ((p1 + p2)

2 −m2
X)

2E12E22
16πmXΓX =

8π2mXΓXϵ
2

2E12E2

δ((p1 + p2)
2 −m2

X)

(C.39)



Apéndice D

Amplitud de estados intermedios fı́sicos

D.1. Ecuación 3.7

Figura D.1: X → ī1i2.

Sea el ancho de decaimiento,
Γ(X → ī1i2), (D.1)

a segundo orden recibe contribuciones del cuadrado del decaimiento y de la interferencia
debido a interacciones de Y intermedios, de modo que (2.102),

Γ(X → ī1i2) =
S|M|2λ(mX ,m1,m2)

16πℏm3
X

, (D.2)

donde la amplitud es,

|M|2 = |MX +MXY |2 = (MX +MXY )(MX +MXY )
∗ = (MX +MXY )(M∗

X +M∗
XY )

= MXM∗
X +MXM∗

XY +M∗
XMXY +MXYM∗

XY

(D.3)
quitando la contribución del cuadrado de las interacciones de Y intermedios,

|M|2 ≃ |MX |2 +MXM∗
XY +M∗

XMXY ≃ |MX |2 +MXM∗
XY + (MXM∗

XY )
∗

≃ |g1|2 + g1M∗
XY + (g1M∗

XY )
∗ (D.4)

124
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aplicando las reglas de Feynman para el cálculo de la amplitud MXY , se determina que1,

MXY =
i

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫ ∫ ∫
(−ig2)(−ig∗3)(−ig4)

i

q23 −m2
3c

2

i

q24 −m2
4c

2

i

q2Y −m2
Y c

2

× (2π)4 δ4 (pX + q3 − q4) (2π)
4 δ4 (qY − p1 − q3) (2π)

4 δ4 (q4 − qY − p2)
d4q3

(2π)4
d4q4

(2π)4
d4qY

(2π)4

=
ig2g

∗
3g4

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫ ∫ ∫
δ4 (pX + q3 − q4)

q23 −m2
3c

2

δ4 (qY − p1 − q3)

q24 −m2
4c

2

δ4 (q4 − qY − p2)

q2Y −m2
Y c

2

×d4q3d4q4d4qY ,
(D.5)

desarrollando la integral en qY ,

MXY =
ig2g

∗
3g4

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫ ∫
δ4 (pX + q3 − q4) δ

4 (q4 − p2 − p1 − q3)

(q23 −m2
3c

2)(q24 −m2
4c

2)
[
(q4 − p2)

2 −m2
Y c

2
]d4q3d4q4,

(D.6)

operando la integral sobre q4,

MXY =
ig2g

∗
3g4

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫
δ4 (pX − p2 − p1) d

4q3

(q23 −m2
3c

2)
[
(p2 + p1 + q3)

2 −m2
4c

2
] [
(p1 + q3)

2 −m2
Y c

2
]

=
ig2g

∗
3g4

(2π)4

∫
d4q3

(q23 −m2
3c

2)
[
(p2 + p1 + q3)

2 −m2
4c

2
] [

(p1 + q3)
2 −m2

Y c
2
]

(D.7)
definiendo la integral como L(p1, p2,m3,m4,mY ), la amplitud resultante es,

|M|2 ≃ |g1|2 + g1g
∗
2g3g

∗
4

−iL
(2π)4

+

(
g1g

∗
2g3g

∗
4

−iL
(2π)4

)∗

(D.8)

finalmente, el ancho de decaimiento a segundo orden bajo perturbaciones se escribe como,

Γ(X → ī1i2) = I12X |g1|2 + I12XY g1g
∗
2g3g

∗
4 +

(
I12XY g1g

∗
2g3g

∗
4

)∗ (D.9)

donde los términos cinéticos son respectivamente,

I12X =
Sλ(mX ,m1,m2)

16πℏm3
X

,

I12XY =
−iSλ(mX ,m1,m2)

(16)2π5ℏm3
X

L.

(D.10)

1La delta de Dirac de la conservación del momento y la energı́a en el denominador sólo indica que esta se
debe retirar de la amplitud invariante ya que esta aparece en la regla de oro de Fermi, tal como se indica en las
reglas de Feynman.
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D.2. Ecuación 3.10

Figura D.2: X̄ → i1ī2.

Sea el ancho de decaimiento,
Γ(X̄ → i1ī2), (D.11)

a segundo orden recibe contribuciones del cuadrado del decaimiento y de la interferencia
debido a interacciones de Y intermedios, de modo que (2.102),

Γ(X̄ → i1ī2) =
S|M|2λ(mX ,m1,m2)

16πℏm3
X

, (D.12)

donde la amplitud es,

|M|2 = |MX̄ +MX̄Y |2 = (MX̄ +MX̄Y )(MX̄ +MX̄Y )
∗ = (MX̄ +MX̄Y )(M∗

X̄ +M∗
X̄Y )

= MX̄M∗
X̄ +MX̄M∗

X̄Y +M∗
X̄MX̄Y +MX̄YM∗

X̄Y
(D.13)

quitando la contribución del cuadrado de las interacciones de Y intermedios,

|M|2 ≃ |MX̄ |2 +MX̄M∗
X̄Y +M∗

X̄MX̄Y ≃ |MX̄ |2 +MX̄M∗
X̄Y + (MX̄M∗

X̄Y )
∗

≃ |g∗1|2 + g∗1M∗
X̄Y + (g∗1M∗

X̄Y )
∗

(D.14)
aplicando las reglas de Feynman para el cálculo de la amplitud MX̄Y , se determina que2,

MX̄Y =
i

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫ ∫ ∫
(−ig∗2)(−ig3)(−ig∗4)

i

q23 −m2
3c

2

i

q24 −m2
4c

2

i

q2Y −m2
Y c

2

× (2π)4 δ4 (pX − q3 + q4) (2π)
4 δ4 (−qY − p1 + q3) (2π)

4 δ4 (−q4 + qY − p2)
d4q3

(2π)4
d4q4

(2π)4
d4qY

(2π)4

=
ig∗2g3g

∗
4

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫ ∫ ∫
δ4 (pX − q3 + q4)

q23 −m2
3c

2

δ4 (−qY − p1 + q3)

q24 −m2
4c

2

δ4 (−q4 + qY − p2)

q2Y −m2
Y c

2

×d4q3d4q4d4qY ,
(D.15)

2La delta de Dirac de la conservación del momento y la energı́a en el denominador sólo indica que esta se
debe retirar de la amplitud invariante ya que esta aparece en la regla de oro de Fermi, tal como se indica en las
reglas de Feynman.
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desarrollando la integral en qY ,

MX̄Y =
ig∗2g3g

∗
4

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫ ∫
δ4 (pX − q3 + q4) δ

4 (−q4 − p2 − p1 + q3)

(q23 −m2
3c

2)(q24 −m2
4c

2)
[
(q4 + p2)

2 −m2
Y c

2
]d4q3d4q4,
(D.16)

operando la integral sobre q4,

MX̄Y =
ig∗2g3g

∗
4

(2π)4 δ4 (pX − p1 − p2)

∫
δ4 (pX − p2 − p1) d

4q3

(q23 −m2
3c

2)
[
(p2 + p1 − q3)

2 −m2
4c

2
] [
(p1 − q3)

2 −m2
Y c

2
]

=
ig∗2g3g

∗
4

(2π)4

∫
d4q3

(q23 −m2
3c

2)
[
(p2 + p1 − q3)

2 −m2
4c

2
] [
(p1 − q3)

2 −m2
Y c

2
]

(D.17)
definiendo la integral como L(p1, p2,m3,m4,mY ), la amplitud resultante es,

|M|2 ≃ |g∗1|2 + g∗1g2g
∗
3g4

−iL
(2π)4

+

(
g∗1g2g

∗
3g4

−iL
(2π)4

)∗

(D.18)

finalmente, el ancho de decaimiento a segundo orden bajo perturbaciones se escribe como,

Γ(X̄ → ī1i2) = I12X̄ |g∗1|2 + I12X̄Y g
∗
1g2g

∗
3g4 +

(
I12X̄Y g

∗
1g2g

∗
3g4
)∗ (D.19)

donde los términos cinéticos son respectivamente,

I12X =
Sλ(mX ,m1,m2)

16πℏm3
X

,

I12X̄Y =
−iSλ(mX ,m1,m2)

(16)2π5ℏm3
X

L.

(D.20)

D.3. Ecuación 3.14

Figura D.3: X → ī3i4.

Sea el ancho de decaimiento,
Γ(X → ī3i4), (D.21)
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a segundo orden recibe contribuciones del cuadrado del decaimiento y de la interferencia
debido a interacciones de Y intermedios, de modo que (2.102),

Γ(X → ī3i4) =
S|M|2λ(mX ,m3,m4)

16πℏm3
X

, (D.22)

donde la amplitud es,

|M|2 = |MX +MXY |2 = (MX +MXY )(MX +MXY )
∗ = (MX +MXY )(M∗

X +M∗
XY )

= MXM∗
X +MXM∗

XY +M∗
XMXY +MXYM∗

XY

(D.23)
quitando la contribución del cuadrado de las interacciones de Y intermedios,

|M|2 ≃ |MX |2 +MXM∗
XY +M∗

XMXY ≃ |MX |2 +MXM∗
XY + (MXM∗

XY )
∗

≃ |g2|2 + g2M∗
XY + (g2M∗

XY )
∗

(D.24)
aplicando las reglas de Feynman para el cálculo de la amplitud MXY , se determina que3,

MXY =
i

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫ ∫ ∫
(−ig1)(−ig3)(−ig∗4)

i

q21 −m2
1c

2

i

q22 −m2
2c

2

i

q2Y −m2
Y c

2

× (2π)4 δ4 (pX + q1 − q2) (2π)
4 δ4 (qY − p3 − q1) (2π)

4 δ4 (q2 − qY − p4)
d4q1

(2π)4
d4q2

(2π)4
d4qY

(2π)4

=
ig1g3g

∗
4

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫ ∫ ∫
δ4 (pX + q1 − q2)

q21 −m2
1c

2

δ4 (qY − p3 − q1)

q22 −m2
2c

2

δ4 (q2 − qY − p4)

q2Y −m2
Y c

2

×d4q1d4q2d4qY ,
(D.25)

desarrollando la integral en qY ,

MXY =
ig1g3g

∗
4

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫ ∫
δ4 (pX + q1 − q2) δ

4 (q2 − p4 − p3 − q1)

(q21 −m2
1c

2)(q22 −m2
2c

2)
[
(q2 − p4)

2 −m2
Y c

2
]d4q1d4q2,
(D.26)

operando la integral sobre q2,

MXY =
ig1g3g

∗
4

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫
δ4 (pX − p3 − p4) d

4q1

(q21 −m2
1c

2)
[
(p3 + p4 + q1)

2 −m2
2c

2
] [
(p3 + q1)

2 −m2
Y c

2
]

=
ig1g3g

∗
4

(2π)4

∫
d4q1

(q21 −m2
1c

2)
[
(p3 + p4 + q1)

2 −m2
2c

2
] [

(p3 + q1)
2 −m2

Y c
2
] ,

(D.27)

3La delta de Dirac de la conservación del momento y la energı́a en el denominador sólo indica que esta se
debe retirar de la amplitud invariante ya que esta aparece en la regla de oro de Fermi, tal como se indica en las
reglas de Feynman.
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definiendo la integral como L(p3, p4,m1,m2,mY ), la amplitud resultante es,

|M|2 ≃ |g2|2 + g∗1g2g
∗
3g4

−iL
(2π)4

+

(
g∗1g2g

∗
3g4

−iL
(2π)4

)∗

, (D.28)

finalmente, el ancho de decaimiento a segundo orden bajo perturbaciones se escribe como,

Γ(X → ī3i4) = I34X |g2|2 + I34XY g
∗
1g2g

∗
3g4 +

(
I34XY g

∗
1g2g

∗
3g4
)∗
, (D.29)

donde los términos cinéticos son respectivamente,

I34X =
Sλ(mX ,m3,m4)

16πℏm3
X

,

I34XY =
−iSλ(mX ,m3,m4)

(16)2π5ℏm3
X

L.

(D.30)

Figura D.4: X̄ → i3ī4.

Sea el ancho de decaimiento,
Γ(X̄ → i3ī4), (D.31)

a segundo orden recibe contribuciones del cuadrado del decaimiento y de la interferencia
debido a interacciones de Y intermedios, de modo que (2.102),

Γ(X̄ → i3ī4) =
S|M|2λ(mX ,m3,m4)

16πℏm3
X

, (D.32)

donde la amplitud es,

|M|2 = |MX̄ +MX̄Y |2 = (MX̄ +MX̄Y )(MX̄ +MX̄Y )
∗ = (MX̄ +MX̄Y )(M∗

X̄ +M∗
X̄Y )

= MX̄M∗
X̄ +MX̄M∗

X̄Y +M∗
X̄MX̄Y +MX̄YM∗

X̄Y
(D.33)

quitando la contribución del cuadrado de las interacciones de Y intermedios,

|M|2 ≃ |MX̄ |2 +MX̄M∗
X̄Y +M∗

X̄MX̄Y ≃ |MX̄ |2 +MX̄M∗
X̄Y + (MX̄M∗

X̄Y )
∗

≃ |g∗2|2 + g∗2M∗
X̄Y + (g∗2M∗

X̄Y )
∗

(D.34)
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aplicando las reglas de Feynman para el cálculo de la amplitud MX̄Y , se determina que4,

MX̄Y =
i

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫ ∫ ∫
(−ig∗1)(−ig∗3)(−ig4)

i

q21 −m2
1c

2

i

q22 −m2
2c

2

i

q2Y −m2
Y c

2

× (2π)4 δ4 (pX − q1 + q2) (2π)
4 δ4 (−qY − p3 + q1) (2π)

4 δ4 (−q2 + qY − p4)
d4q1

(2π)4
d4q2

(2π)4
d4qY

(2π)4

=
ig∗1g

∗
3g4

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫ ∫ ∫
δ4 (pX − q1 + q2)

q21 −m2
1c

2

δ4 (−qY − p3 + q1)

q22 −m2
2c

2

δ4 (−q2 + qY − p4)

q2Y −m2
Y c

2

×d4q1d4q2d4qY ,
(D.35)

desarrollando la integral en qY ,

MX̄Y =
ig∗1g

∗
3g4

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫ ∫
δ4 (pX − q1 + q2) δ

4 (−q2 − p4 − p3 + q1)

(q21 −m2
1c

2)(q22 −m2
2c

2)
[
(q2 + p4)

2 −m2
Y c

2
]d4q1d4q2,
(D.36)

operando la integral sobre q2,

MX̄Y =
ig∗1g

∗
3g4

(2π)4 δ4 (pX − p3 − p4)

∫
δ4 (pX − p3 − p4) d

4q1

(q21 −m2
1c

2)
[
(p3 + p4 − q1)

2 −m2
2c

2
] [
(p3 − q1)

2 −m2
Y c

2
]

=
ig∗1g

∗
3g4

(2π)4

∫
d4q1

(q21 −m2
1c

2)
[
(p3 + p4 − q1)

2 −m2
2c

2
] [
(p3 − q1)

2 −m2
Y c

2
] ,

(D.37)
definiendo la integral como L(p3, p4,m1,m2,mY ), la amplitud resultante es,

|M|2 ≃ |g∗2|2 + g1g
∗
2g3g

∗
4

−iL
(2π)4

+

(
g1g

∗
2g3g

∗
4

−iL
(2π)4

)∗

, (D.38)

finalmente, el ancho de decaimiento a segundo orden bajo perturbaciones se escribe como,

Γ(X̄ → i3ī4) = I34X̄ |g∗2|2 + I34X̄Y g1g
∗
2g3g

∗
4 +

(
I34X̄Y g1g

∗
2g3g

∗
4

)∗
, (D.39)

donde los términos cinéticos son respectivamente,

I34X =
Sλ(mX ,m3,m4)

16πℏm3
X

,

I34X̄Y =
−iSλ(mX ,m3,m4)

(16)2π5ℏm3
X

L.

(D.40)

4La delta de Dirac de la conservación del momento y la energı́a en el denominador sólo indica que esta se
debe retirar de la amplitud invariante ya que esta aparece en la regla de oro de Fermi, tal como se indica en las
reglas de Feynman.
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D.4. Valor principal de Cauchy

Para una singularidad en x = −iϵ de una función definida en C de la forma,

f(x) =
1

x+ iϵ
(D.41)

esta se puede separar en su valor principal y su valor divergente en el lı́mite cuando ϵ → 0,
ası́:

f(x) =
1

x+ iϵ
· x− iϵ

x− iϵ
=

x− iϵ

x2 + ϵ2
=

x

x2 + ϵ2
− i

ϵ

x2 + ϵ2
, (D.42)

de modo que:

f(x) = ĺım
ϵ→0

x

x2 + ϵ2
− i

ϵ

x2 + ϵ2
= ĺım

ϵ→0

x

x2 + ϵ2
− i ĺım

ϵ→0

ϵ

x2 + ϵ2
π

π
(D.43)

=
1

x
− iπ ĺım

ϵ→0

ϵ

(x2 + ϵ2)π

el primer término de la anterior expresión se denota cómo el valor principal mientras que el
segundo término tiene el comportamiento de una distribución delta de Dirac alrededor de x,
luego f(x) se puede expresar como:

f(x) = P.V
(
1

x

)
− iπδ(x) (D.44)

D.5. Aproximación de ancho estrecho

Ecuación (6.17).

El progagador del bosón X se inscribe de la forma,

i

q2 −m2
X + iε

, ε→ 0, (D.45)

dado que el ancho ΓX del bosón X es mucho menor que su masa mX ,

ΓX ∼ αmX , α≪ 1 (D.46)

las contribuciones de amplitud que presentan el correspondiente estado intermedio resonante
se mejoran genéricamente por un factor de orden mX/ΓX . Un método teóricamente consis-
tente para extraer esta parte dominante de la amplitud lo proporciona la aproximación de
ancho estrecho (en inglés NWA), donde,

ε ∼ ΓmX . (D.47)
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Luego en el cálculo de la amplitud de estados intermedios en la capa de masa, el cuadrado
del propagador se redefine como:∣∣∣∣ i

q2 −m2
X + iε

∣∣∣∣2 ⇒ ∣∣∣∣ i

q2 −m2
X + iΓmX

∣∣∣∣2 , (D.48)

operando, ∣∣∣∣ i

q2 −m2
X + iΓmX

∣∣∣∣2 = i

q2 −m2
X + iΓmX

· −i
q2 −m2

X − iΓmX

,

=
1

(q2 −m2
X)

2 + Γ2m2
X

,

(D.49)

tomando el lı́mite,

ĺım
Γ/mX→0

1

(q2 −m2
X)

2 + Γ2m2
X

, (D.50)

reescribiendo,

ĺım
Γ/mX→0

1

(q2 −m2
X)

2 + Γ2m2
X

= ĺım
ΓmX→0

1

Γm4
X

Γ(
q2

m2
X
− 1
)2

+
(

Γ
m2

X

)2 ,
= ĺım

Γ/mX→0

1

Γm3
X

Γ
mX(

q2

m2
X
− 1
)2

+
(

Γ
m2

X

)2 , (D.51)

en esta aproximación se toma como constante el término Γm3
X ,

ĺım
Γ/mX→0

1

(q2 −m2
X)

2 + Γ2m2
X

=
1

ΓXm3
X

ĺım
Γ/mX→0

Γ
mX(

q2

m2
X
− 1
)2

+
(

Γ
m2

X

)2 ,
=

1

ΓXm3
X

πδ

(
q2

m2
X

− 1

)
,

=
1

ΓXmX

πδ
(
q2 −m2

X

)
,

(D.52)

finalmente, ∣∣∣∣ i

q2 −m2
X + iε

∣∣∣∣2 ≃ 1

ΓXmX

πδ
(
q2 −m2

X

)
, (D.53)

D.6. Desarrollo de la amplitud

Sea la amplitud M |bb → b̄b̄|2 determinada por la presencia de un bosón fı́sico intermedio
X(X̄) en la capa de masa, esta puede ser descrita por dos tipos de interacciones indistingui-
bles entre sı́, de la forma (6.2):
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,

de tal manera que el cálculo de la amplitud debe realizarse bajo los dos procesos, en repre-
sentación de diagramas de Feynman,

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 = , (D.54)

dado que estos diagramas se van a sustraer, y en estos el boson X se encuentra cerca de la
capa de masa, el término de interferencia debido a la multiplicación de las amplitudes de los
dos procesos es mucho menor que la contribución del cuadrado de las amplitudes, por tanto,

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 =

= · · + · ·

, (D.55)

el cuadrado del propagador de los bosones X y X̄ tiene el mismo valor, luego,

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 =

= · +
, (D.56)

finalmente, escribiendo las amplitudes en términos de la parametrización (6.2) y la aproxi-
mación de ancho estrecho (ver apéndice D.5),

Ecuación (6.17)

|MRIS(b1b2 → b̄b̄)|2 = π

mXΓX
δ((pb1 + pb2)

2 −m2
X){|M(bb→ X)|2

× |M(X → b̄b̄)|2 + |M(bb→ X̄)|2|M(X̄ → b̄b̄)|2}.



Apéndice E

Estadı́stica e historia térmica del universo

En este apéndice, se proporciona algunas integrales de distribuciones de espacio de fase en
equilibrio utilizadas en la sección 2. Tomando unidades naturales tales que (k es la constante
de Boltzmann)

ℏ = c = k = 1, (E.1)

considerando un gas ideal uniforme de partı́culas con masa m en equilibrio térmico a una
temperatura T y escribiendo,

x ≡ m

T
, (E.2)

la densidad numérica de tales partı́culas en el espacio de fase se da por,

dN

d3pd3x
≡ f(p) = f(p) =

g

(2π)3
1

e(E−µ)/T + θ
, E =

√
p2 +m2, (E.3)

donde θ = ±1 para partı́culas que obedecen estadı́sticas de Fermi-Dirac (FD) (Bose-Einstein
(BE)), y θ = 0 en la aproximación clásica (partı́culas distinguibles) de las estadı́sticas de
Maxwell-Boltzmann (MB), utilizadas ampliamente anteriormente. g da el número de estados
de espı́n para cada partı́cula.
Por lo general, g = 2s + 1 para partı́culas masivas y g = 2, s > 0 para m = 0. Sin embar-
go, debido a que las secciones transversales de interacción para los varios estados de espı́n
de una partı́cula débilmente interactiva pueden diferir, su conjunto completo de estados de
espı́n puede no estar en equilibrio térmico a una temperatura particular. Ası́, por ejemplo, el
segundo estado de espı́n de un neutrino que lleva una masa pequeña pero no nula puede no
estar en equilibrio térmico si solo uno de sus estados de espı́n puede participar directamente
en interacciones débiles.
El µ que aparece en la ecuación (E.3) es un posible potencial quı́mico que sirve para limitar
el número total de partı́culas. Cuando una especie de partı́culas se distribuye en el espacio
de fase de acuerdo con la ecuación (E.3), se dice que están en equilibrio cinético. Están en
equilibrio quı́mico solo si µ = 0 (a menos que lleven un número cuántico absolutamente
conservado, como la carga eléctrica, con respecto al cual el sistema completo no es neutro).
Los bariones en el universo temprano deberı́an ser rápidamente llevados al equilibrio cinético
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por colisiones; solo disperciones mucho más lentas que violan B y CP pueden producir
equilibrio quı́mico, con µ = 0.
La densidad total de número de partı́culas se puede obtener integrando (E.3) sobre los estados
de momento disponibles:

n
(
T,
m

T
,
µ

T

)
=

∫ ∞

0

d3p
(2π)3

g

e(E−µ)/T + θ
, en coordenadas esféricas,

=
g

2π2

∫ ∞

0

|p|2dp
e(E−µ)/T + θ

, reescribiendo en términos de E,

=
g

2π2

∫ ∞

m

E2 −m2

e(E−µ)/T + θ

EdE√
E2 −m2

,

=
gT 3

2π2

∫ ∞

m

√
(E
T
)2 − (m

T
)2

eE/T−µ/T + θ

E

T

dE

T
, z → E

T
, x→ m

T
,

n
(
T, x,

µ

T

)
=
gT 3

2π2

∫ ∞

x

z
√
z2 − x2[e(z−µ/T ) + θ]−1dz,

(E.4)

en la aproximación de las estadı́sticas de Maxwell-Boltzmann, la integral de densidad numéri-
ca se convierte en,

nMB

(
T, x,

µ

T

)
=
gT 3

2π2

∫ ∞

x

z
√
z2 − x2e−(z−µ/T )dz, (E.5)

esta integral se puede expresar en términos de una función de Bessel modificada de segundo
tipo,

nMB

(
T, x,

µ

T

)
=
gT 3e

µ
T

2π2
x2K2(x), (E.6)

en el lı́mite de x pequeño (altas temperaturas), la expansión de la función de Bessel,

Kν(x) =
1

2

ν−1∑
k=0

(−1)k
(ν − k − 1)!

k!

(
1

2
x

)2k−ν

+ (−1)ν+1

∞∑
k=0

(1
2
x)2k+ν

k!(ν + k)!

[
log

(
1

2
x

)
+ γ +

k∑
i=1

1

2i
+

k+ν∑
i=1

1

2i

]
,

(E.7)

donde γ ≃ 0.5772 es la constante de Euler, obteniendo ası́ que,

nMB

(
T, x,

µ

T

)
≃ gT 3eµ/T

π2

[
1− 1

4
x2 − 1

64
x4
(
4 log

(
1

2
x

)
+ 4γ − 3

)
+ . . .

]
, (E.8)
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además, la densidad numérica de fotones a altas temperaturas es aproximadamente,

nγMB (T, 0, 0) =

∫ ∞

0

d3p
(2π)3

g

eE/T
, en coordenadas esféricas,

=
g

2π2

∫ ∞

0

|p|2dp
eE/T

, reescribiendo en términos de E,

=
g

2π2

∫ ∞

0

e−E/TE2dE,

=
gT 3

2π2

∫ ∞

0

e−E/T
(
E

T

)2
dE

T
, z → E

T

=
gT 3

2π2

∫ ∞

0

e−zz2dz =
gT 3

2π2
Γ(3),

=
gT 3

π2
=

2T 3

π2
,

(E.9)

por lo tanto, la relación de la densidad numérica de una especie masiva de partı́culas a la
densidad numérica de fotones a altas temperaturas es,

nMB

nγMB

≃ geµ/T

2

[
1− 1

4
x2 − 1

64
x4
(
4 log

(
1

2
x

)
+ 4γ − 3

)
+ . . .

]
(E.10)

La dilatación temporal media en la vida media de decaimiento de partı́culas de Maxwell-
Boltzmann en equilibrio térmico a una temperatura T = m

x
está dada por,〈m

E

〉
MB

=
1∫∞

0
d3p e−E/T

∫ ∞

0

d3p e−E/T
m

E
(E.11)

de manera equivalente a (E.4),〈m
E

〉
MB

=
1

T 3
∫∞
x
z
√
z2 − x2e−zdz

∫ ∞

0

e−E/T
m

E
|p|2dp, reescribiendo en términos de E,

=
1

T 3
∫∞
x
z
√
z2 − x2e−zdz

∫ ∞

m

e−E/T (E2 −m2)
mdE√
E2 −m2

,

=
1∫∞

x
z
√
z2 − x2e−zdz

∫ ∞

m

e−E/T

√(
E

T

)2

−
(m
T

)2m
T

dE

T
, z → E

T
, x→ m

T
,

=

∫∞
x
x
√
z2 − x2e−zdz∫∞

x
z
√
z2 − x2e−zdz

,

(E.12)
por apéndice F, 〈m

E

〉
MB

=

∫∞
x
x
√
z2 − x2e−zdz∫∞

x
z
√
z2 − x2e−zdz

=
K1(x)

K2(x)
, (E.13)
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A altas temperaturas (x≪ 1), las partı́culas son relativistas, con energı́as ∼ T , y

〈m
E

〉
MB

=
m

T

{
1 +

1

2
x2
[
log

(
1

2
x

)
+ γ

]
+ · · ·

}
, (E.14)

mientras que en el lı́mite no relativista (x≫ 1),

〈m
E

〉
MB

= 1− 3

2x
+

15

8x2
− · · · . (E.15)

E.1. Razón del número bariónico con partı́culas ultrarela-
tivistas

Ecuación (5.13).

Esta se escribe de la forma,

YB =
nb − nb̄
nγ

(E.16)

bajo la aproximación clásica determinada por la estadı́stica de Maxwell-Boltzmann, reem-
plazando,

nb − nb̄ =
T 3eµ/T

2π2
x2K2(x)−

T 3e−µ/T

2π2
x2K2(x)

=
T 3

2π2
x2K2(x)

(
eµ/T − e−µ/T

) (E.17)

luego,

YB =
nb − nb̄
nγ

=
1

2
x2K2(x)

(
eµ/T − e−µ/T

)
(E.18)

aproximando a orden lineal,

YB =
nb − nb̄
nγ

= eµ/T − e−µ/T = 2 sinh
(µ
T

)
, (E.19)
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con esto, la exponencial eµ/T ser escrita en términos la razón del número bariónico, ası́,

e±µ/T = e±µ/T + e∓µ/T − e∓µ/T = ±(e±µ/T − e∓µ/T ) + e∓µ/T ,

= ±YB +
1

2
e∓µ/T +

1

2
e∓µ/T +

1

2
e±µ/T − 1

2
e±µ/T ,

= ±YB ∓
(
1

2
e±µ/T − 1

2
e∓µ/T

)
+

1

2
e∓µ/T +

1

2
e±µ/T ,

= ±YB ∓ 1

2
YB +

1

2
e∓µ/T +

1

2
e±µ/T ,

= ±1

2
YB +

√(
1

2
e∓µ/T +

1

2
e±µ/T

)2

,

= ±1

2
YB +

√
1

4
e∓2µ/T +

1

2
e∓µ/T e±µ/T +

1

4
e±2µ/T ,

= ±1

2
YB +

√
1 +

1

4
e∓2µ/T − 1

2
e∓µ/T e±µ/T +

1

4
e±2µ/T ,

= ±1

2
YB +

√
1 +

1

4
[± (e±µ/T − e∓µ/T )]

2
,

e±µ/T = ±1

2
YB +

√
1 +

1

4
Y 2
B.

(E.20)

donde su potencia al cuadrado es,

e±2µ/T =

(
±1

2
YB +

√
1 +

1

4
Y 2
B

)2

=
1

4
Y 2
B ± YB

√
1 +

1

4
Y 2
B + 1 +

1

4
Y 2
B

e±2µ/T = 1 +
1

2
Y 2
B ± YB

√
1 +

1

4
Y 2
B.

(E.21)

expandiendo la raı́z asegurando convergencia por YB ≪ 1,

e±2µ/T = 1 +
1

2
Y 2
B ± YB(1 +

1

8
Y 2
B − 1

4
Y 2
B + · · · )

= 1 +
1

2
Y 2
B ± (YB +

1

8
Y 3
B − 1

128
Y 5
B + · · · )

= 1± YB +
1

2
Y 2
B ± 1

8
Y 3
B ∓ 1

128
Y 5
B ± · · · ,

(E.22)

aproximando a orden lineal,

e±2µ/T ≃ 1± YB. (E.23)
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E.2. Integral a dos partı́culas
La integral de dos partı́culas,

I =

∫
d3p1

2E1

∫
d3p1

2E2

f eq(p1)f
eq(p2)δ(s−m2

x), (E.24)

donde s = (p1 + p2)
2, aparece en relación con la tasa de dispersión 2 → 2 de partı́culas

sin masa b a través del intercambio cerca de la capa de masa de X . Realizando la integral
sobre los ángulos del centro de masa, en coordenadas esféricas, fijando una integral angular
en dirección al ángulo entre p1 y p2,

I =

∫ ∞

0

d3p1

2E1

∫ ∞

0

d3p1

2E2

f eq(p1)f
eq(p2)δ(s−m2

x), en coordenadas esféricas,

= 8π2

∫ ∞

0

e−E1/T
|p1|2dp1
2E1

∫ ∞

0

e−E2/T
|p2|2dp2
2E2

∫ π

0

δ(s−m2
x) sin θdθ,

= 2π2

∫ ∞

0

e−E1/T
|p1|2dp1
E1

∫ ∞

0

e−E2/T
|p2|2dp2
E2

∫ π

0

δ(s−m2
x) sin θdθ,

reescribiendo en términos de Ei = pi,

I = 2π2

∫ ∞

0

e−E1/TE1dE1

∫ ∞

0

e−E2/TE2dE2

∫ π

0

δ(s−m2
x) sin θdθ,

bajo el cambio de variable s = (E1 + E2)
2 − (|p1|2 + |p2|2 + 2p1p2 cos θ), en el lı́mite

relativista,

I = 2π2

∫ ∞

0

e−E1/TE1dE1

∫ ∞

0

e−E2/TE2dE2

∫ 4E1E2

0

δ(s−m2
x)

ds

2E1E2

,

= π2

∫ ∞

0

e−E1/TdE1

∫ ∞

0

e−E2/TdE2

∫ 4E1E2

0

δ(s−m2
x)ds, la función heaviside,

= π2

∫ ∞

0

e−E1/TdE1

∫ ∞

0

e−E2/TdE2 Θ(4E1E2 −m2
x), evaluando,

= π2

∫ ∞

0

e−E1/TdE1

∫ ∞

m2
x/4E1

e−E2/TdE2 = π2

∫ ∞

0

e−E1/TdE1

∣∣−Te−E2/T
∣∣∞
m2

x/4E1
,

= π2T

∫ ∞

0

e−E1/TdE1e
−m2

x/4E1T = π2T

∫ ∞

0

e
−
(
E1+

m2
x

4E1

)
T−1

dE1,

= π2TmXK1

(mx

T

)
(E.25)

donde K1 es una función modificada de Bessel. Haciendo uso de (E.6) y (E.13), finalmente
se puede expresar I como:

I =
K1

(
mX

T

)
K2

(
mX

T

) 2π4

mX

T 3

2π2

(mX

T

)2
K2

(mX

T

)
=
〈mX

E

〉 2π4

mX

neqX ,

=
⟨ΓX⟩
ΓX

neqX
2π4

mX

.

(E.26)
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E.3. Dinámica de un universo en expansión

E.3.1. Ecuación 4.43

∇µN
µ = ∂µN

µ + ΓµµλN
λ = 0, (E.27)

despejando,
∂µN

µ = −ΓµµλN
λ, (E.28)

dado que Nµ = nUµ, donde la velocidad relativista en un fluido perfecto es Uα = (1, 0, 0, 0),
luego,

∂0N
0 = −Γµµ0N

0 ∧ ∂iN
i = 0, (E.29)

reemplazando,
ṅ

n
= −Γ0

00 − Γii0, (E.30)

ahora, para los sı́mbolos de Christoffel,

−Γ0
00 − Γii0 = 0 − ȧ

a
δii, (E.31)

finalmente,
ṅ

n
= −3

ȧ

a
⇒ n(t) ∝ a−3. (E.32)

E.3.2. Ecuaciones 4.48
Usando,

Γ0
ij = aȧγij, Γi0j =

ȧ

a
δij, Γijk =

1

2
γil (∂jγkl + ∂kγjl − ∂lγjk) ,

para la componente R00,

R00 = ∂λ

=0︷︸︸︷
Γλ00 − ∂0Γ

λ
0λ + Γλλρ

=0︷︸︸︷
Γρ00 − Γρ0λΓ

λ
0ρ,

R00 = −∂0Γλ0λ − Γρ0λΓ
λ
0ρ,

expandiendo los ı́ndices,

R00 = −∂0

=0︷︸︸︷
Γ0
00 − ∂0Γ

i
0i −

=0︷︸︸︷
Γ0
0λ

=0︷︸︸︷
Γλ00 − Γi0λΓ

λ
0i,

R00 = −∂0Γi0i −
=0︷︸︸︷
Γi00

=0︷︸︸︷
Γ0
0i − Γi0jΓ

j
0i → R00 = −∂0Γi0i − Γi0jΓ

j
0i,
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reemplazando los sı́mbolos de Christoffel,

R00 = −∂0
(
ȧ

a
δii

)
−
(
ȧ

a
δij

)(
ȧ

a
δji

)
→ R00 = −3

d

dt

(
ȧ

a

)
− δii

(
ȧ

a

)2

,

desarrollando la derivada,

R00 = −3

(
ä

a

)
+ 3

(
ȧ

a2

)
ȧ− 3

(
ȧ

a

)2

,

finalmente,

R00 = −3
ä

a
.

Para la componente Rij ,

Rij = ∂λΓ
λ
ij − ∂jΓ

λ
iλ + ΓλλρΓ

ρ
ij − ΓρiλΓ

λ
jρ,

se realizará el cálculo de la parte espacial del tensor de Ricci en x = 0 para cada sumando de
manera separada,

1. Expandiendo,
∂λΓ

λ
ij = ∂0Γ

0
ij + ∂kΓ

k
ij,

luego,
∂0Γ

0
ij|x=0 = ∂0 (aȧγij) |x=0 =

[
(ȧ)2 + aä

]
γij|x=0

dada la expresión 1.1.10,

γij ≡ δij + k
xixj

1− k(xkxk)
, for k ≡


0 Euclidean
+1 Spherical
−1 Hyperbolic

, (1.1.10)

evaluando,
∂0Γ

0
ij|x=0 =

[
(ȧ)2 + aä

]
δij,

para el segundo término, por 1.2.41,

∂kΓ
k
ij|x=0 =

1

2
∂kγ

kl (∂iγjl + ∂jγil − ∂lγij) |x=0 +
1

2
γkl∂k (∂iγjl + ∂jγil − ∂lγij) |x=0,

sea la primera derivada del factor γij , usando 1.1.10,

∂kγij = ∂k

(
δij + k

xixj
1− k(xlxl)

)
,

derivando,

∂kγij = k(δkixj + δkjxi)
1

1− k(xlxl)
+ kxixj

2kxk
(1− k(xlxl))2

,
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evaluada en x = 0,
∂kγij|x=0 = 0,

ahora, tomando la segunda derivada,

∂m∂kγij =
k(δkiδmj + δkjδmi)

1− k(xlxl)
+ k(δkixj + δkjxj)∂k

(
1

1− k(xlxl)

)
+ kδmixj

2kxk
(1− k(xlxl))2

+ kxiδmj
2kxk

(1− k(xlxl))2
+ kxixj∂m

[
2kxk

(1− k(xlxl))2

]
,

evaluada en x = 0,
∂m∂kγij|x=0 = k(δkiδmj + δkjδmi),

retomando el segundo término, se anulan las primeras derivadas, luego,

∂kΓ
k
ij|x=0 =

1

2
γkl (∂k∂iγjl + ∂k∂jγil − ∂k∂lγij) |x=0,

además, dado que la forma contravariante de γ es,

γij = δij − kxixj,

evaluando se obtiene que,

∂kΓ
k
ij|x=0 =

k

2
δkl [δijδkl + δilδkj + δjiδkl + δjlδki − δliδkj − δljδki] ,

=
k

2
δkl [δijδkl + δjiδkl] = kδklδijδkl = kδkkδij,

=3kδij,

con esto,
∂λΓ

λ
ij|x=0 =

[
(ȧ)2 + aä+ 3k

]
δij,

2. Expandiendo,

∂jΓ
λ
iλ = ∂j

=0︷︸︸︷
Γ0
i0 + ∂jΓ

k
ik,

con base en el tratamiento anterior evaluando en x = 0,

∂jΓ
k
ik|x=0 = kδklδikδjl = kδij,

por tanto,
∂jΓ

λ
iλ|x=0 = kδij.

3. Expandiendo,

ΓλλρΓ
ρ
ij =

=0︷︸︸︷
Γ0
0ρ Γ

ρ
ij + ΓkkρΓ

ρ
ij = Γkk0Γ

0
ij + ΓkklΓ

l
ij,
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usando 1.2.41,

ΓλλρΓ
ρ
ij =

ȧ

a
δkk(aȧγij) +

1

2
γki (∂kγli + ∂lγki − ∂iγkl)

1

2
γlk (∂iγjk + ∂jγik − ∂kγij) ,

evaluando en x = 0, dado que la derivada de γij se anula,

ΓλλρΓ
ρ
ij|x=0 = 3ȧ2δij,

4. Expandiendo,

ΓρiλΓ
λ
jρ =

=0︷︸︸︷
Γ0
i0

=0︷︸︸︷
Γ0
j0 + Γ0

ikΓ
k
j0 + Γki0Γ

0
jk + ΓkilΓ

l
jk,

usando la expresión 1.2.41,

ΓρiλΓ
λ
jρ =aȧγik

(
ȧ

a
δkj

)
+

(
ȧ

a
δki

)
aȧγjk

+
1

2
γkj (∂iγlj + ∂lγij − ∂jγil)

1

2
γli (∂jγki + ∂kγji − ∂iγjk) ,

evaluando en x = 0, dado que la derivada de γij se anula,

ΓρiλΓ
λ
jρ|x=0 = ȧ2δikδ

k
j + ȧ2δjkδ

k
i ,

obteniendo,
ΓρiλΓ

λ
jρ|x=0 = 2ȧ2δij.

Reemplazando cada sumando de Rij ,

Rij|x=0 =
[
(ȧ)2 + aä+ 3k

]
δij − kδij + 3ȧ2δij − 2ȧ2δij,

operando,
Rij|x=0 =

[
2(ȧ)2 + aä+ 2k

]
δij,

multiplicando y dividiendo por a2,

Rij|x=0 =

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
a2δij,

como el elemento de lı́nea es,

ds2 = dt2 − a2(t)γijdx
idxj,

la parte espacial de la métrica evaluada en x = 0 es −a2δij ,

Rij|x=0 = −

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
gij|x=0,

finalmente,

Rij = −

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
gij.
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E.3.3. Ecuación 4.49
Expandiendo los indices, teniendo en cuenta que la métrica es diagonal en la parte temporal,

R = g00R00 + gijRij → R = R00 + gijRij,

reemplazando las componentes del tensor de Ricci,

R = −3
ä

a
− gij

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
gij → R = −3

ä

a
− δii

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
,

operando,

R = −3
ä

a
−

[
3
ä

a
+ 6

(
ȧ

a

)2

+ 6
k

a2

]
,

finalmente,

R = −6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
.

E.3.4. Ecuaciones 4.50
Reescribiendo de manera mixta,

Gµ
ν = gµλGλν = gµλRλν −

1

2
Rgµλgλν → Gµ

ν = gµλRλν −
1

2
Rδµν ,

tomando la componente G0
0,

G0
0 = g0λRλ0 −

1

2
Rδ00,

dado que la métrica es diagonal en su parte temporal,

G0
0 = g00R00 −

1

2
R → G0

0 = R00 −
1

2
R,

reemplazando,

G0
0 = −3

ä

a
− 1

2

(
−6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

])
→ G0

0 = −3
ä

a
+ 3

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
,

por lo tanto,

G0
0 = 3

[(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
.

Tomando la componente Gi
j ,

Gi
j = giλRλj −

1

2
Rδij,
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dado que la métrica es diagonal en su parte temporal,

Gi
j = gikRkj −

1

2
Rδij,

reemplazando,

Gi
j = −gik

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
gkj −

1

2

(
−6

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

])
δij,

Gi
j = −

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
k

a2

]
δij + 3

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
δij,

factorizando y resolviendo se obtiene,

Gi
j =

[
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
δij.

E.3.5. Ecuación 4.51
Sea la ecuación de campo de Einstein,

Gµν = 8πGTµν ,

de manera mixta,
Gµ
ν = 8πGT µν ,

tomando la componente G0
0,

G0
0 = 8πGT 0

0 ,

reemplazando T 0
0 ,

3

[(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
= 8πGρ,

por lo tanto, (
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− k

a2
.

Tomando la componente Gi
j ,

Gi
j = 8πGT ij ,

reemplazando T ij ,[
2
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2

]
δij = 8πG [−P ] δij → 2

ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
k

a2
= 8πG [−P ] ,
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resolviendo,

2
ä

a
= 8πG [−P ]−

(
ȧ

a

)2

− k

a2
,

reemplazando,

2
ä

a
= 8πG [−P ]− 8πG

3
ρ+

k

a2
− k

a2
, → 2

ä

a
= −8πG

3
(ρ+ 3P ),

finalmente,
ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3P ).

E.4. Estadı́stica de la generación del número bariónico

E.4.1. Ecuación 5.16

Ecuación 5.16a

dYφ
dt

≃ 1

nγ

∫
d3pa1

2Ea1(2π)3

∫
d3pa2

2Ea2(2π)
3

∫
d3pb1

2Eb1(2π)
3

∫
d3pb2

2Eb2(2π)
3

× (2π)4δ(pb1 + pb2 − pa1 − pa2)[{f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)[(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]

− [(1− ζ̄) + (1− ζ)]fφ(p1)fφ(p2)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2],
(E.33)

distribuyendo las integrales,

dYφ
dt

≃ 1

nγ

{∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3
1

2Ea12Ea2

∫
d3pb1
2Eb1

∫
d3pb2
2Eb2

×δ(pb1 + pb2 − pa1 − pa2)

(2π)2
|M0|2[(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]

}
− 1

nγ

{∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3
1

2Ea12Ea2

∫
d3pb1
2Eb1

∫
d3pb2
2Eb2

×δ(pb1 + pb2 − pa1 − pa2)

(2π)2
|M0|2[(1− ζ̄) + (1− ζ)]

}
≃ 1

nγ

{∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3
(vσ0)[(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]

}
− 1

nγ

{∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3
(vσ0)[(1− ζ̄) + (1− ζ)]

}
,

(E.34)
multiplicando y dividiendo por las integrales de las distribuciones de energı́as entrantes, las
cuales esencialmente representan las densidades del número de partı́culas (en equilibrio en el
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caso del primer término),

dYφ
dt

≃ 1

nγ

{∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)(vσ0)∫

d3pa1f
eq
φ (p1)

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3

×[(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]
}

− 1

nγ

{∫
d3pa1fφ(p1)

∫
d3pa2fφ(p2)(vσ0)∫

d3pa1fφ(p1)
∫
d3pa2fφ(p2)

∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3

× [(1− ζ̄) + (1− ζ)]},

(E.35)

se obtiene el promedio de la cross section en ambos casos,

dYφ
dt

≃ 1

nγ

{
⟨vσ0⟩

∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3
[(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]

}
− 1

nγ

{
⟨vσ0⟩

∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3
[(1− ζ̄) + (1− ζ)]

}
,

(E.36)
reescribiendo en términos de la densidad del número de partı́culas,

dYφ
dt

≃ 1

nγ

{
⟨vσ0⟩neqφ neqφ [(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]

}
− 1

nγ

{
⟨vσ0⟩nφnφ[(1− ζ̄) + (1− ζ)]

}
≃nγ⟨vσ0⟩

{
neqφ
nγ

neqφ
nγ

[(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]−
nφ
nγ

nφ
nγ

[(1− ζ̄) + (1− ζ)]

}
≃nγ ⟨vσ0⟩ {Y eq

φ Y eq
φ [(1− ζ)(1 + YB) + (1− ζ̄)(1− YB)]− YφYφ[(1− ζ̄) + (1− ζ)]},

(E.37)
finalmente,

dYφ
dt

≃nγ ⟨vσ0⟩ {(Y eq
φ )2[2− (ζ + ζ̄)− (ζ − ζ̄)YB]− (Yφ)

2[2− (ζ̄ + ζ)]}

≃nγ ⟨vσ0⟩ {2
[
1− ζ + ζ̄

2

] [
(Y eq

φ )2 − (Yφ)
2
]
−
(
ζ − ζ̄

)
(Y eq

φ )2YB},
(E.38)

Ecuación 5.16b

dYB
dt

≃ 1

2nγ

∫
d3pa1

2Ea1(2π)3

∫
d3pa2

2Ea2(2π)
3

∫
d3pb1

2Eb1(2π)
3

∫
d3pb2

2Eb2(2π)
3

× (2π)4δ(pb1 + pb2 − pa1 − pa2)[{f eqφ (p1)f
eq
φ (p2)[(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)]

+ (ζ − ζ̄)fφ(p1)fφ(p2)}|M0(p1, p2, p3, p4)|2],
(E.39)
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distribuyendo las integrales,

dYB
dt

≃ 1

2nγ

{∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3
1

2Ea12Ea2

∫
d3pb1
2Eb1

∫
d3pb2
2Eb2

×δ(pb1 + pb2 − pa1 − pa2)

(2π)2
|M0|2[(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)]

}
+

1

2nγ

{∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3
1

2Ea12Ea2

∫
d3pb1
2Eb1

∫
d3pb2
2Eb2

×δ(pb1 + pb2 − pa1 − pa2)

(2π)2
|M0|2(ζ − ζ̄)

}
≃ 1

2nγ

{∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3
(vσ0)[(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)]

}
+

1

2nγ

{∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3
(vσ0)(ζ − ζ̄)

}
,

(E.40)
multiplicando y dividiendo por las integrales de las distribuciones de energı́as entrantes, las
cuales esencialmente representan las densidades del número de partı́culas (en equilibrio en el
caso del primer término),

dYB
dt

≃ 1

2nγ

{∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)(vσ0)∫

d3pa1f
eq
φ (p1)

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3

×[(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)]
}

+
1

2nγ

{∫
d3pa1fφ(p1)

∫
d3pa2fφ(p2)(vσ0)∫

d3pa1fφ(p1)
∫
d3pa2fφ(p2)

∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3

× (ζ − ζ̄)},
(E.41)

se obtiene el promedio de la cross section en ambos casos,

dYB
dt

≃ 1

2nγ

{
⟨vσ0⟩

∫
d3pa1f

eq
φ (p1)

(2π)3

∫
d3pa2f

eq
φ (p2)

(2π)3
[(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)]

}
+

1

2nγ

{
⟨vσ0⟩

∫
d3pa1fφ(p1)

(2π)3

∫
d3pa2fφ(p2)

(2π)3
(ζ − ζ̄)

}
,

(E.42)
reescribiendo en términos de la densidad del número de partı́culas,
dYB
dt

≃ 1

2nγ

{
⟨vσ0⟩neqφ neqφ [(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)]

}
+

1

2nγ

{
⟨vσ0⟩nφnφ(ζ − ζ̄)

}
≃nγ

2
⟨vσ0⟩

{
neqφ
nγ

neqφ
nγ

[(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)] +
nφ
nγ

nφ
nγ

(ζ − ζ̄)

}
≃nγ

2
⟨vσ0⟩ {Y eq

φ Y eq
φ [(3 + ζ̄)(1− YB)− (3 + ζ)(1 + YB)] + YφYφ(ζ − ζ̄)},

(E.43)
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finalmente resolviendo,

dYB
dt

≃nγ ⟨vσ0⟩
{
(Y eq

φ )2

2
([−(6 + ζ̄ + ζ)YB − (ζ − ζ̄)] +

(Yφ)
2

2
(ζ − ζ̄)

}
≃nγ ⟨vσ0⟩

{
(ζ − ζ̄)

2
[(Yφ)

2 − (Y eq
φ )2]−

[
3 +

ζ + ζ̄

2

]
(Y eq

φ )2YB

}
,

(E.44)

E.5. Mecanismo de bariogénesis

E.5.1. Ecuación 6.10

dnX
dt

+ 3
Ṙ

R
nX =ΛX12[−fX(pX)|M(X → bb)|2 − fX(pX)|M(X → b̄b̄)|2

+ fb(p1)fb(p2)|M(bb→ X)|2 + fb̄(p1)fb̄(p2)|M(b̄b̄→ X)|2],
(E.45)

usando (6.6),

dnX
dt

+ 3
Ṙ

R
nX ≃ΛX12[−fX(pX)

(
|M(X → bb)|2 + |M(X → b̄b̄)|2

)
+ f eqX (pX)(1 + YB)|M(bb→ X)|2 + f eq

X̄
(pX̄)(1− YB)|M(b̄b̄→ X)|2]

≃ΛX12[−fX(pX)
(
|M(X → bb)|2 + |M(X → b̄b̄)|2

)
+ f eqX (pX)|M(bb→ X)|2 + f eq

X̄
(pX̄)|M(b̄b̄→ X)|2

+ YB(f
eq
X (pX)|M(bb→ X)|2 − f eq

X̄
(pX̄)|M(b̄b̄→ X)|2)],

(E.46)
en equilibrio f eqX (pX) = f eq

X̄
(pX̄), dado que EX = EX̄ ,

dnX
dt

+ 3
Ṙ

R
nX ≃ΛX12[−fX(pX)

(
|M(X → bb)|2 + |M(X → b̄b̄)|2

)
+ f eqX (pX)

(
|M(bb→ X)|2 + |M(b̄b̄→ X)|2

)
+ YBf

eq
X (pX)

(
|M(bb→ X)|2 − |M(b̄b̄→ X)|2

)
],

(E.47)

por la unietariedad en transiciones (2.48) para el segundo y la parametrización (6.2) para el
tercer término se obtiene,

dnX
dt

+ 3
Ṙ

R
nX ≃ΛX12[−fX(pX)

(
|M(X → bb)|2 + |M(X → b̄b̄)|2

)
+ f eqX (pX)

(
|M(X → bb)|2 + |M(X → b̄b̄)|2

)
+ YBf

eq
X (pX)

(
|M(X̄ → b̄b̄)|2 − |M(X̄ → bb)|2

)
]

≃ΛX12[−(fX(pX)− f eqX (pX))
{
|M(X → bb)|2 + |M(X → b̄b̄)|2

}
− YBf

eq
X (pX)

{
|M(X̄ → bb)|2 − |M(X̄ → b̄b̄)|2

)
],

(E.48)
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expandiendo el operador Λ,

dnX
dt

+ 3
Ṙ

R
nX ≃ΛX12[−(fX(pX)− f eqX (pX))

{
|M(X → bb)|2 + |M(X → b̄b̄)|2

}
− YBf

eq
X (pX)

{
|M(X̄ → bb)|2 − |M(X̄ → b̄b̄)|2

)
]

(E.49)

dnX
dt

+ 3
Ṙ

R
nX ≃−

∫
d3pX
(2π)3

(fX(pX)− f eqX (pX))
{
Γ(X → bb) + Γ(X → b̄b̄)

}
− YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)
{
Γ(X̄ → bb)− Γ(X̄ → b̄b̄)

}
,

(E.50)

E.5.2. Ecuación 6.11

dnX
dt

+ 3
Ṙ

R
nX ≃−

∫
d3pX
(2π)3

(fX(pX)− f eqX (pX))
{
Γ(X → bb) + Γ(X → b̄b̄)

}
− YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)
{
Γ(X̄ → bb)− Γ(X̄ → b̄b̄)

}
,

(E.51)

bajo la definición YX = nx/nλ se obtiene que,

Ẏ =
ṅx
nγ

− nxṅγ
n2
γ

=
ṅx
nγ

+

(
3Ṙ

R

)
nx
nγ
, (E.52)

luego (E.51) se escribe,

nγ
dYX
dt

≃−
∫

d3pX
(2π)3

(fX(pX)− f eqX (pX))
{
Γ(X → bb) + Γ(X → b̄b̄)

}
− YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)
{
Γ(X̄ → bb)− Γ(X̄ → b̄b̄)

}
,

(E.53)

usando (6.7) cómo el ancho de decaimiento en términos de la parametrización (6.2),

nγ
dYX
dt

≃−
∫

d3pX
(2π)3

(fX(pX)− f eqX (pX))

{
(1 + η)1

2
|M0|2 + (1− η)1

2
|M0|2

16πEX

}
(E.54a)

− YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)

{
(1− η̄)1

2
|M0|2 − (1 + η̄)1

2
|M0|2

16πEX̄

}
,

nγ
dYX
dt

≃−
∫

d3pX
(2π)3

(fX(pX)− f eqX (pX))

[
|M0|2

16πEX

]
+ η̄YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)

[
|M0|2

16πEX̄

]
,

(E.54b)

nγ
dYX
dt

≃−
∫

d3pX
(2π)3

(fX(pX)− f eqX (pX))ΓX + η̄YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)ΓX̄ , (E.54c)
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distribuyendo las integrales,

nγ
dYX
dt

≃ −
∫

d3pX
(2π)3

fX(pX)ΓX+

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)ΓX+η̄YB

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)ΓX̄ , (E.55)

promediando el ancho de decaimiento sobre la distribución de energı́a entrante,

nγ
dYX
dt

≃−
∫
d3pXfX(pX)ΓX∫
d3pXfX(pX)

∫
d3pX
(2π)3

fX(pX) +

∫
d3pXf

eq
X (pX)ΓX∫

d3pXf
eq
X (pX)

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)

+ η̄YB

∫
d3pXf

eq
X (pX)ΓX̄∫

d3pXf
eq
X (pX)

∫
d3pX
(2π)3

f eqX (pX)

≃− ⟨ΓX⟩
∫

d3pX
(2π)3

fX(pX) + ⟨ΓX⟩
∫

d3pX
(2π)3

f eqX (pX) + η̄YB⟨ΓX̄⟩
∫

d3pX
(2π)3

f eqX (pX),

(E.56)
por la definición de la densidad del número de partı́culas,

nγ
dYX
dt

≃− ⟨ΓX⟩ (nX − neqX ) + ⟨ΓX̄⟩η̄YBneqX , (E.57)

dado que ΓX = ΓX̄ bajo conjugación CPT, (E.51) se escribe finalmente como:

dYX
dt

≃ −⟨ΓX⟩ [(YX − Y eq
X )− η̄YBY

eq
X ] , (E.58)

E.5.3. Ecuación 6.23

−2YB
nγ

Λ34
12e

−(E1+E2)/T
[
|M′(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M′(b1b2 → bb)|2

]
=− 2YB

nγ

1

(2π)8

∫
d3p1

2E1

∫
d3p1

2E2

∫
d3p3
2E3

∫
d3p4
2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

e−(E1+E2)/T
[
|M′(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M′(b1b2 → bb)|2

]
=− 2YB

nγ

1

(2π)6

∫
d3p1

∫
d3p1 e

−(E1+E2)/T
1

2E12E2

∫
d3p3
2E3

∫
d3p4
2E4

δ4(p1 + p2 − p3 − p4)

(2π)2[
|M′(b1b2 → b̄b̄)|2 + |M′(b1b2 → bb)|2

]
=− 2YB

nγ

1

(2π)6

∫
d3p1

∫
d3p1 e

−(E1+E2)/T (vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb))

=− 2YBnγ
1

n2
γ

1

(2π)6

∫
d3p1

∫
d3p1 e

−(E1+E2)/T (vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb))

=− 2YBnγ⟨vσ′(bb→ b̄b̄) + vσ′(b̄b̄→ bb)⟩
(E.59)
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E.6. Solución del mecanismo

E.6.1. Ecuación 8.1
Reescribiendo bajo ley de la cadena,

d

dt
=
dx

dt

d

dx
, (E.60)

dado que x = mX/T ,
d

dt
=
dT

dt

dx

dT

d

dx
=
dT

dt

(
−mX

T 2

) d

dx
, (E.61)

gracias a (4.67),

d

dt
=

(
− T 3

mP

)(
−mX

T 2

) d

dx
=
TmX

mP

d

dx
=

m2
X

x mP

d

dx
, (E.62)

finalmente,
d

dt
=
mXxP
x

d

dx
. (E.63)

E.6.2. Ecuación 8.9
Si (YB, Y− ≪ 1),

dY+
dx

≃− A(x) [Y+ − Y eq
+ ] , (E.64a)

dY−
dx

≃0, (E.64b)

dYB
dx

≃A(x) [(η − η̄) (Y+ − Y eq
+ )] = A(x) [ε(Y+ − Y eq

+ )] . (E.64c)

E.6.3. Ecuación 8.11
Dado que YB ≪ 1 ,

dY+
dx

≃− x

xP

⟨ΓX⟩
mX

{Y+ − Y eq
+ } , (E.65a)

dY−
dx

≃− x

xP

⟨ΓX⟩
mX

{Y− − YBY
eq
+ } , (E.65b)

dYB
dx

≃ x

xP

⟨ΓX⟩
mX

ε {Y+ − Y eq
+ } , (E.65c)

dado que se encontró que el promedio del ancho de decaimiento se puede escribir como (8.7),

⟨ΓX⟩ =
〈
mX

Ex

〉
ΓX =

K1(x)

K2(x)
ΓX , (E.66)
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y además, la fracción de la densidad del número de partı́culas en equilibrio con la densidad
del número de partı́culas no interactuantes del fondo se describe bajo la función de bessel
modificada de segundo tipo (8.6),

Y eq
+ = Y eq

X =
1

2
x2K2(x), (E.67)

se obtiene,

dY+
dx

≃− x

xP

ΓX
mX

K1(x)

K2(x)

{
Y+ − x2

2
K2(x)

}
, (E.68a)

dY−
dx

≃− x

xP

ΓX
mX

K1(x)

K2(x)

{
Y− − YB

x2

2
K2(x)

}
, (E.68b)

dYB
dx

≃ x

xP

ΓX
mX

ε
K1(x)

K2(x)

{
Y+ − x2

2
K2(x)

}
, (E.68c)

luego, reescribiendo A′ y expandiendo en series,

dY+
dx

≃ = −A′x2
[
1 +

1

2
x2 log

(x
2

)
+ · · ·

]{
Y+ −

[
1− 1

4
x2 − 1

16
x4 log

1

2
x+ · · ·

]}
,

(E.69a)
dY−
dx

≃ = −A′x2
[
1 +

1

2
x2 log

(x
2

)
+ · · ·

]{
Y− − YB

[
1− 1

4
x2 − 1

16
x4 log

1

2
x+ · · ·

]}
,

(E.69b)
dYB
dx

≃ = −A′εx2
[
1 +

1

2
x2 log

(x
2

)
+ · · ·

]{
Y+ −

[
1− 1

4
x2 − 1

16
x4 log

1

2
x+ · · ·

]}
,

(E.69c)

finalmente,

dY+
dx

≃− A′x2
{
Y+ − 1 +

1

4
x2 +O(x4 log x) +O(x2(Y+ − 1)) + . . .

}
, (E.70a)

dY−
dx

≃− A′x2 {Y− − YB + . . .} , (E.70b)

dYB
dx

≃− A′εx2
{
Y+ − 1 +

1

4
x2 + . . .

}
. (E.70c)

E.6.4. Ecuación 8.15

⟨s⟩ = 1∫∞
0
d3p1 e

−E1/T
∫∞
0
d3p2 e

−E2/T

∫ ∞

0

d3p1 e
−E1/T

∫ ∞

0

d3p2 e
−E2/T s (E.71)
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por (7.5),

⟨s⟩ = 1

(8πT 3)2

∫ ∞

0

d3p1 e
−E1/T

∫ ∞

0

d3p2 e
−E2/T s

=
8π2

(8πT 3)2

∫ ∞

0

e−E1/T |p1|2dp1
∫ ∞

0

e−E2/T |p2|2dp2
∫ π

0

s sin θdθ,

(E.72)

reescribiendo en términos de Ei = pi,

⟨s⟩ = 1

8πT 6

∫ ∞

0

e−E1/TE2
1dE1

∫ ∞

0

e−E2/TE2
2dE2

∫ π

0

s sin θdθ,

bajo el cambio de variable s = (E1 + E2)
2 − (|p1|2 + |p2|2 + 2p1p2 cos θ), en el lı́mite

relativista,

⟨s⟩ = 1

8πT 6

∫ ∞

0

e−E1/TE2
1dE1

∫ ∞

0

e−E2/TE2
2dE2

∫ 4E1E2

0

s
ds

2E1E2

,

=
1

16πT 6

∫ ∞

0

e−E1/TE1dE1

∫ ∞

0

e−E2/TE2dE2(8E
2
1E

2
2),

=
1

2πT 6

∫ ∞

0

e−E1/TE3
1dE1

∫ ∞

0

e−E2/TE3
2dE2,

=
1

2πT 6

[
T 4

∫ ∞

0

e−zz3dz

]2
=
T 2

2π
(Γ[4])2 = 18T 2.

(E.73)

E.6.5. Ecuación 8.16

dYB
dx

≃− 2YBA(x){Y eq
+ +

nγ
⟨ΓX⟩

⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩},

≃− 2YBA(x)
nγ

⟨ΓX⟩
⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩,

≃− 2YB
x

xP

⟨ΓX⟩
mX

nγ
⟨ΓX⟩

576π
α2

x2m2
X

= −2YB
x

xPmX

T 3

π2
576π

α2

x2m2
X

,

≃− 1152
α2

πxP

YB
x4
,

(E.74)
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E.6.6. Ecuación 8.19

dY+
dx

≃− x

xP

⟨ΓX⟩
mX

{
(Y+ − Y eq

+ ) +
ε

2
YBY

eq
+

}
,

dY−
dx

≃− x

xP

⟨ΓX⟩
mX

{Y− − YBY
eq
+ } ,

dYB
dx

≃ x

xP

⟨ΓX⟩
mX

[{ε(Y+ − Y eq
+ ) + 2Y−}

− 2YB{Y eq
+ +

nγ
⟨ΓX⟩

⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩}
]
,

(E.75)

reescribiendo el promedio del ancho de decaimiento,

dY+
dx

≃− x

xPmX

K1(x)

K2(x)
ΓX

{
Y+ − Y eq

+ +
ε

2
YBY

eq
+

}
,

dY−
dx

≃− x

xPmX

K1(x)

K2(x)
ΓX {Y− − YBY

eq
+ } ,

dYB
dx

≃ x

xPmX

K1(x)

K2(x)
ΓX [{ ε(Y+ − Y eq

+ ) + 2Y−}

− 2YB{Y eq
+ + nγ

K2(x)

K1(x)ΓX
⟨v[σ′(bb→ b̄b̄) + σ′(b̄b̄→ bb)]⟩}

]
,

luego,
dY+
dx

≃− x

xPmX

K1(x)

K2(x)

1

4
mXα

{
Y+ − Y eq

+ +
ε

2
YBY

eq
+

}
,

dY−
dx

≃− x

xPmX

K1(x)

K2(x)

1

4
mXα {Y− − YBY

eq
+ } ,

dYB
dx

≃ x

xPmX

K1(x)

K2(x)

1

4
mXα [{ ε(Y+ − Y eq

+ ) + 2Y−}

− 2YB{Y eq
+ + nγ

K2(x)

K1(x)

4

mXα
⟨v[σ′]⟩}

]
,

simplificando,
dY+
dx

≃− x

xP

K1(x)

K2(x)

1

4
α
{
Y+ − Y eq

+ +
ε

2
YBY

eq
+

}
,

dY−
dx

≃− x

xP

K1(x)

K2(x)

1

4
α {Y− − YBY

eq
+ } ,

dYB
dx

≃ x

xP

K1(x)

K2(x)

1

4
α [{ ε(Y+ − Y eq

+ ) + 2Y−}

− 2YB{Y eq
+ + nγ

K2(x)

K1(x)

4

mXα
⟨v[σ′]⟩}

]
,
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además,

dY+
dx

≃− xα

4xP

{
Y+
K1(x)

K2(x)
− Y eq

+

K1(x)

K2(x)
+
ε

2
YBY

eq
+

K1(x)

K2(x)

}
,

dY−
dx

≃− xα

4xP

{
Y−
K1(x)

K2(x)
− YBY

eq
+

K1(x)

K2(x)

}
,

dYB
dx

≃ xα

4xP

[
{ ε(Y+ − Y eq

+ ) + 2Y−}
K1(x)

K2(x)
− 2YB

{
Y eq
+

K1(x)

K2(x)
+
T 3

π2

4

mXα
⟨v[σ′]⟩

}]
,

(E.76)
con esto,

dY+
dx

≃− xα

4xP

{
Y+
K1(x)

K2(x)
− Y eq

+

K1(x)

K2(x)
+
ε

2
YBY

eq
+

K1(x)

K2(x)

}
,

dY−
dx

≃− xα

4xP

{
Y−
K1(x)

K2(x)
− YBY

eq
+

K1(x)

K2(x)

}
,

dYB
dx

≃ xα

4xP

[
{ ε(Y+ − Y eq

+ ) + 2Y−}
K1(x)

K2(x)
− 2YB

{
Y eq
+

K1(x)

K2(x)
+

4m2
X

π2αx3
⟨v[σ′]⟩

}]
,

(E.77)
reemplazando el valor de Y eq

+ ,

dY+
dx

≃− xα

4xP

{
Y+
K1(x)

K2(x)
− 1

2
x2K2(x)

K1(x)

K2(x)
+
ε

2
YB

1

2
x2K2(x)

K1(x)

K2(x)

}
,

dY−
dx

≃− xα

4xP

{
Y−
K1(x)

K2(x)
− YB

1

2
x2K2(x)

K1(x)

K2(x)

}
,

dYB
dx

≃ xα

4xP

[{
ε(Y+ − 1

2
x2K2(x)) + 2Y−

}
K1(x)

K2(x)
− 2YB

{
1

2
x2K2(x)

K1(x)

K2(x)
+

4m2
X

π2αx3
⟨v[σ′]⟩

}]
,

(E.78)
finalmente,

dY+
dx

≃− xα

4xP

{
Y+
K1(x)

K2(x)
− 1

2
x2K1(x) +

ε

2
YB

1

2
x2K1(x)

}
,

dY−
dx

≃− xα

4xP

{
Y−
K1(x)

K2(x)
− YB

1

2
x2K1(x)

}
,

dYB
dx

≃ xα

4xP

[{
ε(Y+

K1(x)

K2(x)
− 1

2
x2K1(x)) + 2Y−

K1(x)

K2(x)

}
− 2YB

{
1

2
x2K1(x) +

4m2
X

π2αx3
⟨v[σ′]⟩

}]
.

(E.79)



Apéndice F

Funciones modificadas de Bessel de
segundo tipo

Ecuación (5.11).

Sea una de las representaciones integrales que dan solución a la ecuación diferencial modifi-
cada de Bessel, denominadas como de segundo tipo, de la forma,

Kv(x) =
π

1
2

(
1
2
x
)v

Γ
(
v + 1

2

) ∫ ∞

1

e−xt
(
t2 − 1

)v− 1
2 dt (F.1)

F.1. Tratamiento en primer orden
Haciendo v = 1,

K1(x) =
π

1
2

2Γ
(
3
2

) ∫ ∞

1

xe−xt
(
t2 − 1

) 1
2 dt =

∫ ∞

1

xe−xt
(
t2 − 1

) 1
2 dt, (F.2)

bajo el cambio de variable z = xt,

K1(x) =

∫ ∞

x

xe−z
(
z2

x2
− 1

) 1
2 dz

x
=

∫ ∞

x

e−z
(z2 − x2)

1
2

x
dz, (F.3)

finalmente,

K1(x) = x−1

∫ ∞

x

e−z
√
z2 − x2dz. (F.4)

F.2. Tratamiento en segundo orden
Haciendo v = 2,

K2(x) =
π

1
2

4Γ
(
5
2

) ∫ ∞

1

x2e−xt
(
t2 − 1

) 3
2 dt =

1

3

∫ ∞

1

x2e−xt
(
t2 − 1

) 3
2 dt, (F.5)
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bajo el cambio de variable z = xt,

1

3

∫ ∞

1

x2e−z
(
z2

x2
− 1

) 3
2 dz

x
=

1

3

∫ ∞

x

xe−z
(z2 − x2)

3
2

x3
dz =

1

3x2

∫ ∞

x

e−z
(
z2 − x2

) 3
2 dz,

(F.6)
resolviendo la integral por partes,∫ ∞

x

e−z
(
z2 − x2

) 3
2 dz =

∣∣∣− (z2 − x2
) 3

2 e−z
∣∣∣∞
x
+ 3

∫ ∞

x

ze−z
(
z2 − x2

) 1
2 dz,

= 3

∫ ∞

x

ze−z
(
z2 − x2

) 1
2 dz,

(F.7)

finalmente,

K2(x) = x−2

∫ ∞

x

ze−z
√
z2 − x2dz. (F.8)
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