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PRESENTACION

La Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de
Narifio (FACIEN) fomenta la investigacién cientifica en las Ciencias
naturales, las Matematicas, la Informatica y la Estadistica, asi como
en las pedagogias y didacticas que suscitan el estudio de estas dis-
ciplinas. La Coleccion Permanente de Publicaciones Docentes de la
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Nari-
fio funge como un recurso visibilizador de los resultados, productos
y reflexiones de interés en los grupos de investigacién de la FACIEN.
En ocasiones, con el objeto de propiciar o fortalecer redes de inves-
tigacidon, se consideran obras realizadas por grupos de investigacion
ajenos a la FACIEN.

Este libro titulado,TEORiA DE FOTONES, ESTRUCTRA ATOMICA
DE LA MATERIA Y CODIGOS LINEALES expone cuestiones de inte-
rés de los grupos de investigacidon ERM, Altas energias y GIDEP, los
dos primeros grupos pertenecientes a la FACIEN, el tercer grupo a la
Facultad de educacién. Este libro corresponde al segundo volumen
de la Coleccion Permanente de Publicaciones Docentes de la Facul-
tad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Narifio. Se
estructura en tres capitulos: Formulacion de Faddeev-Jackiw en las
Coordenadas de Plano Nulo, Estructura Atomica de la Materia: difi-
cultades de aprendizaje y resultados de una propuesta de ensefianza
e Introduccion a los codigos lineales con SageMath.



En el primer capitulo, se expone un analisis consistente de la teo-
ria electromagnética y del campo de Dirac en las coordenadas de
plano nulo bajo la formulacién de Faddeev-Jackiw. En este capitulo,
inicialmente, se hace referencia al problema de condiciones iniciales
gue son necesarias considerar con el fin de garantizar que los resul-
tados derivados son matematicamente consistentes. Posteriormente,
se introduce la formulacién de Faddeev-Jackiw aplicada a teoria de
campos con el propésito de mostrar la manera como se derivan los
corchetes generalizados de un problema. En seguida, se analiza el
campo electromagnético y se determina cémo la simetria de Gauge
de la teoria en las coordenadas de plano nulo se ve reflejada por
la naturaleza singular de la matriz simpléctica correspondiente. Asi
la implementacién de la condicién de Gauge de plano nulo garanti-
za la obtencidon de corchetes generalizados asociados a los campos.
Finalmente, un estudio clasico del campo de Dirac es realizado, pa-
ra el cual la formulacion de Faddeev-Jackiw es extendida con el fin
de describir variables anticonmutantes. La estructura simpléctica es
derivada y los corchetes generalizados fundamentales son derivados
para los grados de libertad que describe la teoria.

El segundo capitulo presenta el reporte de una investigacion en
el campo de la didactica de las ciencias experimentales. Presenta los
resultados de una investigacion que busca conocer los conceptos que
los estudiantes de I Semestre de Licenciatura en Ciencias Naturales
de la Universidad de Narifno relacionan con la estructura atémica de
la materia, tales como: propiedades de los objetos cuanticos, na-
meros cuanticos, relaciones de indeterminacion, niveles de energia.
Igualmente, establecer si los conceptos de estos estudiantes evolu-
cionan con la aplicaciéon de una secuencia de ensefianza encamina-
da a reflexionar sobre la ruptura entre los conceptos clasicos y los
conceptos cuanticos para explicar la estructura de la materia. Para
ello, se establecié una metodologia cuasi-experimental, desarrolla-
da en dos etapas: 1) analisis de conceptos y 2) disefio y aplicacion
de la secuencia de ensefianza. Se parte de la base conceptual del
Socio-constructivismo de Vygotsky para determinar el significado y
sentido de las actividades planteadas para estudiantes de Primer se-
mestre de Licenciatura en Ciencias Naturales y Educacion Ambiental
con quienes se desarrollé un pre-test y post-test, de donde se con-
cluye que, por un lado, los estudiantes no relacionan conceptos de la
teoria cuantica para explicar la estructura de la materia y, por otro
lado, la aplicacidon de la secuencia favorecié la evolucién de los con-
ceptos que los estudiantes relacionan con la tematica.



Finalmente, en el tercer capitulo se describe una praxeologia que
realza el papel que desempefia el software de algebra computacional
SageMath en la implementacién de funciones sencillas para promo-
ver el estudio de la teoria de codigos correctores de errores a través
del uso de computadores, pues, en las Ultimas décadas, se ha experi-
mentado un aumento significativo en el interés sobre la transmisién y
almacenamiento de informacion, cuestion que, a su vez, ha suscitado
el disefo de métodos que posibilitan altos niveles de confiabilidad y
seguridad en el manejo de datos.En este contexto surgié la Teoria de
Codigos Correctores de Errores. En este sentido, en este capitulo se
expone la introduccion a la teoria de cédigos lineales. En particular,
se evidencian estrategias para la implementacion y ejemplificacion
de ideas y conceptos asociados a la teoria de cddigos correctores de
errores a través del uso del SageMath.

GUSTAVO ADOLFO MARMOLEJO
EDITOR



1.1

1. Formulacion de Faddeev-Jackiw
en las Coordenadas de Plano Nulo

Introduccion

Dirac establecio tres formas de dindmica relativista las cuales de-
pendian de las superficies sobre las cuales se imponian las condicio-
nes iniciales (Dirac, 1949). La primera la denominé instante forma,
la cual consiste de una superficie tipo espacio y es en donde se es-
tablecen los corchetes de Poisson o las relaciones de conmutacién.
La segunda, identificada como punto forma, escoge una rama de su-
perficie hiperbdlica x“x, = k? con x° > 0. Finalmente, e/ frente forma
0 frente de luz, el cual selecciona la superficie de una onda de luz.
Esta se conoce en la literatura como el formalismo de plano nulo.

Una teoria relativista sobre el plano nulo se caracteriza por que es
descrita por Lagrangianos singulares, es decir, es un sistema que po-
see ligaduras (Hanson et al., 1976), con lo cual un método apropiado
deber ser utilizado para realizar un estudio consistente del problema.
En general, esto tiende a disminuir el nimero de grados de libertad
necesarios para describir la teoria en el espacio de fase.

A tiempos iguales, puntos distintos del espacio-tiempo poseen se-
paracion tipo espacio, asi, campos definidos en ellos son cantidades
independientes. Sobre el plano nulo el principio de microcausalidad
conduce a un requerimiento de localidad solo en componentes trans-
versales en tanto que las componentes longitudinales resultan ser no
locales en la teoria (Srivastava, 2000). Ademas, es posible verificar
que la transformacion de las coordenadas del instante forma a las
coordenadas de plano nulo no son una transformacion de Lorentz
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y, por tanto la estructura del espacio de fase es diferente cuando
se compara con el espacio convencional. Asi, una descripcion de un
sistema fisico en el formalismo de plano nulo podria suministrar in-
formacion adicional de aquella que resulta en el formalismo conven-
cional (Srivastava, 2000).

Se observo que cuantizar en el plano nulo es equivalente a cuanti-
zar sobre las superficies caracteristicas de las ecuaciones de campo.
Por tanto, se debe especificar los datos de Cauchy sobre las caracte-
risticas x* = cte y x~ = cte, y no solamente en una de ellas (Rohrlich,
1971) con el fin de realizar una correcta descripcién fisica del sistema
(McCartor, 1988).

Por otra parte, se mostré que un importante problema que surge
de cuantizar sobre el plano nulo, es que después de imponer condi-
ciones de gauge con la finalidad de eliminar la arbitrariedad en las
soluciones de las ecuaciones de movimiento a consecuencia de la
libertad de gauge que un problema puede tener; resulta en el anali-
sis de transformaciones de gauge impropias que estan relacionadas
con el modo cero del operador longitudinal J_ y son consecuencia de
la carencia de condiciones de frontera apropiadas sobre los campos
(Benguria et al., 1976).

El presente trabajo se enfoca en el estudio del campo electro-
magnético y de Dirac en las coordenadas de plano nulo siguiendo
el formalismo de Faddeev-Jackiw (FJ). El trabajo se organiza de la
siguiente manera: En la seccién 1.2 se estudiaradn el problema de
condiciones de frontera en las coordenadas de plano nulo lo que per-
mitira garantizar que la inversa asociado al operador longitudinal o_ y
los corchetes generalizados que se van a deducir estén bien definidos.
En la seccion 1.3 se revisara el método de Faddeev-Jackiw aplicado
a teoria de campos que son descritos por Lagrangianos singulares.
En la seccién 1.4 se estudiarad el campo de Dirac via formalismo de
FJ extendido a teorias que son descritas por variables de Grassmann.
Posteriormente, la seccion 1.5 se enfocara al estudio de campo elec-
tromagnético y se destacaran las caracteristicas de una teoria de
gauge en las coordenadas de plano nulo. Finalmente, en la seccién
1.6 se presentaran las conclusiones.
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Problema de Valores Iniciales Sobre el Plano Nulo

Considérese el campo escalar ¢ (x) que satisface la ecuacién de
Klein-Gordon-Fock (KGF):

(Dx+m2)(])(x):0. (1.1)

El campo evaluado en un punto arbitrario y esta determinado si se
especifican condiciones iniciales, consistentes con el valor del campo
y su derivada temporal, sobre una superficie tipo espacio X. Asi, para
un punto y fuera de la superficie ¥, la solucién de (1.1) es (Roman,
1969):

00) = [d*[AG=2)0()—0 ()AL

/Ed4xA(y—x)§:’j¢(x), (1.2)

en que A(y—x) identifica la funcién de Schwinger que se caracteriza
por:

= Ser solucion de la ecuacion homogénea de KGF.

= Real.

= Nula fuera del cono de luz.

= Antisimétrica.
Como tal, el resultado derivado en (1.2) garantiza que ¢ (y) sea con-
sistente con el principio de causalidad.

Si ¥ es una superficie a tiempo constante x° = cte, el problema de
valores iniciales implica que:

60) = [[dxA (=206 (). (1.3)

La solucién se fundamenta en la teoria de Cauchy-Kowalewski de las
ecuaciones hiperbdlicas (Mathews y Walker, 1965), segun la cual la
existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones de campo se
garantiza cuando el campo y sus derivadas temporales son conocidas
sobre una hiper-superficie tipo espacio.

Ahora, en el caso que ¥ sea el plano nulo, la ecuacién diferencial
(1.1) se escribe como,

(070~ + 9,0 +m*) ¢ =0, (1.4)

gue es la ecuacion de KGF escrita en su forma candnica (Mathews
y Walker, 1965) donde x* identifica las superficies caracteristicas de
la ecuacién diferencial. La teoria de ecuaciones diferenciales parcia-
les instaura que precisar el valor del campo y un ndmero finito de
derivadas sobre una caracteristica no determina una solucién Unica
(Ligterink y Bakker, 1993). Por tanto, resolver la ecuacién (1.4) im-
plica un problema de valores iniciales caracteristicos donde imponer
condiciones sobre las caracteristicas x* =cte es necesario.
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El problema de valores iniciales caracteristicos se formula asi: de-
rivar una solucidn ¢ (x*,x~) que garantice las condiciones iniciales?,

O (xg) =) 9(gaT) =gx), (1.5)
junto con la condicion de continuidad
0 (5% ) = £ (x5) =& (x9). (1.6)

donde los valores de f y g que especifican ¢ en ambas caracteristicas
son denominados de datos caracteristicos. Neville y Rohrlich (1971)
indicaron que la solucién del problema de valores iniciales caracte-
risticos es resultado de (1.3) al mostrar que:

ot A6 -0d0 w0, (1.7)

siendo que ¢ y A satisfacen la ecuacion de KGF. Integrando (1.7) en
el volumen definido por ABC (ver Figura 1.1), donde x° =0 intercepta
la parte posterior del cono de luz del punto P, AB: x" =0, BC: x™ =x_
y AC: x~ =x,. A partir del teorema de Gauss se deduce:

Jatwat 80— ] =0
que es equivalente a,

</AB+/BC+ CA) dy (x)n* {A(yx)é_;w)(x)] =0, (1.8)

Figura 1.1
Contorno de integracion usado en la derivacion de (1.8). Nota. Fuen-
te propia.

1Se considerara el caso en dos dimensiones por simplicidad.
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donde d¥ es un elemento de superficie y n* un vector normal a
esta. De la relacién (1.3) se deriva que,

60) = [Eab-xd0w

g <~ >
dy A=2)010W)+ [ dyAG-2I9().  (1.9)
JCB CA

Siendo que la normal a un plano nulo se encuentra en el mismo plano,
el valor de ¢ sobre el plano conlleva a su derivada normal. Por tanto,
la solucién de la ecuacion de KGF (1.4) para m > 0 es Unicamente
determinada por (1.8) en la regidén conexa limitada por la cufia for-
mada por los planos x* = cte si ¢ se especifica en los planos (Neville
y Rohrlich, 1971).

Dado que A desaparece para argumentos de tipo espacio, las inte-
grales en (1.8) se extienden desde el punto C ( ver Fig. 1.1) hasta +<,
por tanto, puntos fuera del cono caracteristico de P no contribuyen.
Al comparar (1.8) y (1.3) se determina que la solucién al problema
de Cauchy en término de las condiciones iniciales (1.5), se expresa:

"o d d
() (x*,xf) = /X+ dy*t [A (x+ —ytx" —xa) ay—{ —f(y+) ay—JrA (x+ —ytx —xo)}
(1.10)

© _ _\ dg .\ 0 _
+_ o+ +_ o+
+/X3dy {A(x —Xp,X —Yy )3)77*_ (y )FA()C —xo),x -y ]

Entonces, a fin de obtener una solucién Unica al problema de valo-
res caracteristicos para la ecuacion de KGF es necesario especificar
condiciones iniciales sobre las dos caracteristicas.

La relacién (1.10) implica que el proceso de cuantizacién se debe
realizar sobre el plano nulo (Domokos, 1972). El conmutador de dos
campos escalares libres se se escribe como (Greiner y Reinhardt,
1986):

[0 (x),0(y)]=iA(x—y) . (1.11)
Con lo cual, a tiempos iguales en las coordenadas de instante forma
se determina:

[0(). 0 M]o_yo=0 , [#(x),0 ()]0 =—i8(x—y). (1.12)

Sin embargo, de (1.3) se puede deducir:

00001 = [a:{ 0.0 0] 862~ 02,0 0)] 5750 ()
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Insertando en (1.13)la expresién (1.12) se obtiene (1.11), de manera
que (1.13) es una condicién que relaciona el conmutador a tiempos
distintos x° > y° con las condiciones de Cauchy a tiempos iguales x° =
y? (Heinzl y Werner, 1994).

Para una relacién analoga a (1.13) en las coordenadas de plano
nulo, se escogera x* =0; por lo tanto, usando (1.10) se obtiene que
el conmutador de campos a tiempos diferentes es dado por:

0600 = [ a2 57 060010 @9 0] Al
(1.14)
a2 00 OH @00 oAk

por tanto, para todo x* dos conmutadores independientes deben ser
considerados,

[0 (x), ¢ )]sy = —ﬁs (" =yT), (1.15)

con lo cual, el problema de valores iniciales caracteristicos se en-
tiende como un proceso de cuantizar en el plano nulo. Ahora, si se
desea una formulacién Hamiltoniana con un solo parametro de evo-
lucién temporal, los conmutadores se deben establecer sobre una
caracteristica, usualmente x* = 0. Lo anterior implica que condicio-
nes deberan ser impuestas sobre la segunda caracteristica, entre las
que se puede considerar: Si se mueve el plano nulo x~ = cte hacia el
pasado distante y se impone,

lim ¢ =0

X~ ——oo

.Y ox o, xT>xf, (1.16)

la solucidén (1.10) se escribe (Neville y Rohrlich, 1971; Heinzl y War-
ner, 1994):

0= [ avAL-3)3 90). (1.17)

Por tanto, especificar ¢ sobre el plano x* =x] y la condicién asinté-
tica (1.16), la ecuacion de KGF, para m >0, tendra una Unica solucion
dada por (1.17) en el plano x* > xj (Neville y Rohrlich, 1971). Cual-
quier solucién de la ecuacion de KGF que satisfaga (1.16) y que se
anule sobre el plano nulo definido por por x™ =x, también se anula
para x™ > x;.
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Formalismo de Faddeev-Jackiw en Teoria de Campos

Un formalismo alternativo al Método de Dirac (Dirac, 1964) para
estudiar sistemas descritos por Lagrangianos singulares fue desarro-
llado por Faddeev y Jackiw (Faddeev y Jackiw, 1988). El método se
fundamenta en Lagrangianos de primer orden y en el teorema de
Darboux (Oliver, 1996) que permite obtener paréntesis generaliza-
dos y el Hamiltonianos sin necesidad de utilizar la formulacion de
Dirac.

La accion mas general que contenga derivadas de primer orden en
los campos se construye a partir de densidades Lagrangianas escritas
en términos de dos funciones arbitrarias: [Ks (¢*),V (¢*)], es decir,

LO (¢*,¢") = " Ky (¢) —V (¢%). (1.18)

Las funcionales K, (¢*) son las componentes de uno-forma canénica
K (¢*) =Ka (¢*)do*, mientras que V (¢*) se identifica como un poten-
cial simpléctico. El indice A resefa el conjunto completo de variables
de campo que caracteriza el sistema mas un conjunto de campos au-
xiliares necesarios para transformar el Lagrangiano que describe el
sistema en una cantidad de primer orden en las derivadas tempora-
les, es decir, en la forma (1.18). Las variables ¢* definiran el espacio
de configuracion extendido asociado al sistema.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange,

oL 98l
Spr It Spr
para el Lagrangiano (1.18) se expresan en la forma:

Mags (9) 9° = 6(‘;’(’;”). (1.19)

donde M, (¢) denota los elementos de la matriz simpléctica y que son
componentes de la dos forma M (¢) =dK (¢) que se expresa como:

Myp (@) = Mpg (x,y) = ggﬁ Ei; - gl(;/; 8’;, (1.20)

Cuando la matriz M4z no es singular, de (1.19) se determina:

o 0= [y 7 ) S (1.21)

El potencial simpléctico coincide con el Hamiltoniano, que se expresa
en términos de la densidad Hamiltoniana # (¢) en la forma,

v@):/d%%((p). (1.22)
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La ecuacion (1.21) en términos de los corchetes de Poisson asociados
al sistema se escribe:

) = {00V @) = [ @ {00,080} s (1.23)
-1 dV
= /d3y [MAB(XaY)] EPICR

a partir del cual se deduce,

(0" (). 05 ()} = [M*E(x,y)] ", (1.24)

que son los corchetes generalizados del formalismo de Faddeev-Jackiw
para teoria de campos.

Ahora, si se describe un sistema con simetria de gauge, la teoria
presenta ligaduras y la matriz M,z se torna singular (Barcelos-Neteo
y Wotzasek, 1992). En el formalismo de Faddeev-Jackiw las ligaduras
aparecen como relaciones algebraicas que son consecuencia de los
modos ceros v’(“w (x) (¢ =1,2,...,m; m<n) de la matriz Msp, los cuales

deben ser solucidn de la ecuacion,
/d3x VA (%) Mas (x,y) = 0. (1.25)
Utilizando (1.25) en las ecuaciones de movimiento (1.19) se puede

deducir el siguiente conjunto de m ecuaciones de ligadura en el for-
malismo de Faddeev-Jackiw:

/d3x vA (x) S(ZA(ES‘)
/ vy

El formalismo incorpora ), en el Lagrangiano a través de multipli-
cadores de Lagrange A% en la forma,

D (9.9) = 9'Ki(9) ~ AYQ )~V (9) (1.27)

Q(q)

a=12,..m (1.26)

lo que define un nuevo Lagrangiano. Si se redefine A(® — —¢, se
puede expresar L(!) como:

LY = ¢'K; (¢) + Q) —V () (1.28)
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A partir de ahora, el formalismo es nuevamente implementado
al considerar que el espacio de fase se expande al contemplar el

conjunto de variables £*) = ((pi,é), con lo cual LY se escribe,

LY (9,¢,£.€) = 9'Ki(9) + Q) V1 (9), (1.29)

donde
vil(p)=v 1.30
0=V, (1.30)
En término de las variables £@4), una nueva matriz simpléctica se

define:
_ OKp(y) O6Ka(x)

(1) _
MAB (X’y)_5€A(X) 5‘§B(y)7 (1.31)
con la siguientes componentes:
(1) _ OKi(y) O0Ki(x) o
Mij (X7Y) - 5§l(x) Séj(y) 7Mlj (va) *Mlj
8K (y)  8Ki(x) 0Q(y) 6Qx
(1) ¢ i C) (@)
M.’ (x, = > - = = -
¢ OV = SE ) sy T se | ow
M xy) - OKib) 9K ®) _ Q&) _ (50@)T
o 8&¢(x)  6&i(y) 59 (y) 59’
Mélg (x,y) = 0
de manera que,
_ 50
M;; (?6)
M (x,y) = ( so:a) ro % ) (1.32)
_< 3¢ ) 0

donde M;; es la matriz cuadrada no singular derivada del conjunto

- . : S . .
original de variables ¢'(x). El término ﬁ constituye una matriz
rectangular.

A partir de ahora, se debera modificar la matriz simpléctica con el
fin de eliminar todos los modos cero. Entonces, el algoritmo se debe
repetir hasta que ninguna nueva ligadura surja. Si el Lagrangiano
original describe una teoria gauge, el formalismo de Faddeev-Jackiw
no podra generar una matriz simpléctica regular. Por lo tanto, para
deducir los corchetes generalizados, condiciones de gauge deberan
ser introducidas.
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La inversa de la matriz simpléctica M,z debe ser Unica, lo que se
garantiza si las siguientes relaciones son satisfechas,

/d3Z MAC (X,Z) (MCB)

./d3z (MAC)71 (x,z)Mcp (z,y) = 61?63 (x—y)

Ty = 888 (x-y) (1.33)

Definiendo la inversa de la matriz simpléctica por:

g AR BPy)
(M4B) (x,y)—(cﬁk(x,y) GPP (x,y) )

de (1.33) se cumple que,
[ & Mac (x2) (M) (2.) =

i} 50, (2) , ,
_ /d3 Mij (x,2) 5q§f()x) AKX (zy)  BIP(z,y)
RV W= A C%*(z,y) G% (z,y)

3¢/ (z)
o S3e I 0

donde I es matriz identidad asociada al espacio definido por M;;. De
la anterior expresion se deduce que,

)c“" (z,y)] = 883 (x—y)(1.34)

_ 0Q (o (z
/d3z [ ij(x,2)BP (z y)+6(;l.()x())G“p(z7y)] =0 (1.35)
0Q (o (X) .
—/d3z ;)(;].)(Z())A’k(z,y) — 0 (1.36)
0Q ) (x) .
—/d3z WB/P(z,y) — 5487 (x—y)(1.37)

Dado que la inversa de una matriz antisimétrica es antisimétrica, se
debe cumplir, ' '
B? (x,y) = —C?/(y,x). (1.38)

de la expresion (1.35) se determina,

/d3ZM,j(X z)B'P (z,y) = /d3 ?(;IZX()Z)G(XP(Z y).
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de la expresion (1.35) se determina,

z
/dlej(szfpzy /d3 )E) G (z,y).

Multiplicamos la anterior relacion por (1\71"1')71 (x,y), se obtiene que:
AN _ .
/d3x (Mk’) (V,X)/d3Z M;j (x,2) B? (z,y) =
N —1 _ .
/d3z {/d3x (Mk’) (v,x) M;; (X,Z)] B'P (z,y)
= [ @2 858 (v-9)BP (.y) = B (v.y)

- —/d3x d*z (Mki)_l (v,x) 6?{;72)5;) G* (z,y)

de tal manera que se determina la siguiente componente:

6Q(a) (Z)

Bt O

(1.39)

B? (x,y) = —CP/ (y,x) /d3v d*z (M’k) 1(X,V)

Ahora, de la relacién (1.37) se deduce que

0Q q) (%) 1
—/d3z L.EB”’ Z,y) /d3 S0l / /d3v d*u (M’k) (z,v)

09/ (z)
6Q
5(;53;5;0@ wy
_ SQ(a) (X) _o\ L (SQ([;) (ll)
= /d3u [/d3z d*v ol (Mfk> (z,v) 5(Pk(V)]
GPP (u,y)
= §8(x-y)
Definiendo
8Q g (X) /- .\ -1 5Qp) (y)
/d3u &y % (%) (u,v) % = Dgp (x,), (1.40)

se observa que se debe cumplir la siguiente identidad:

/d3u Dy (x,1) GPP (u,y) = 5553 (x — ) (1.41)
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Finalmente, de la ecuacion (1.34) se deduce que:

[z bty (xma% y) = 858 (x—y) - [ %z ‘Wcﬂk (2.y).

Multiplicando la relacién anterior por (1\711‘1')71 (x,y) resulta,

/ &x (M”)*l (v.x) / &2 Mi; (x,2) A7 (2,y) =
/d3z Ud%c (M”)_l (v.%) My (Xaz)] A (z,y)
/ &2 8183 (v—12) A% (2,y) = A (v,y)
/d3 () v ' v,x) 8583 (x—y) /d3 () ' v,x)

5Q
/d z 7@ (2) Ccok (z,y)

S0 (x)
= (1\7[”‘)7] (v,y)+/d3xa’3 (MZ’) l ixé)f)z) B (y,z)
= (M”‘) 1 (v,y) /d3xd3 (M”) 1 a()x()z)
{/d3w d*u (Mkm>_1 (y,w) WGG‘X (u,z)
M”‘ 1 (v,y) /d3z d*u {/d3 Ml’ B (v,x) 62;7())5)1)}

[/d3w Mk’" - (y,w) (M} G°% (u,z)

de manera que la ultima componente es dada por:

AV(xyy) = (MY) 1xy /d3zd3 {/d3 M’k IX,V)(M]
[/d3 0 (y,w )‘m}cmm,z). (1.42)
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La expresion (1.42) establece que los corchetes generalizados entre
las variables de campo simpléctica originales ¢’ (x) es dada por

(P 0@} = 47wy = @) xy) - [@zdu
{ / By (M"k)fl (x,v) ‘s;flf‘év(z)} (1.43)
U‘PW W)~ (y,w) T

El conjunto de ecuaciones (1.43) indica que los corchetes generaliza-

dos pueden ser calculados solo si (1\?1"/)71 (x,y) Y G*¥ (x,y) son deriva-
das (Foussats et al., 1997).

Campo Electromagnético

La teoria es descrita, en las coordenadas de plano nulo, por la
siguiente densidad Lagrangiana 2,

1 1 1
L) = —TFupF = SF Foo +FuF o~ [ FuFa, (1.44)

a partir de la cual es posible deducir que el momento conjugado al
campo electromagnético es:

ERAC
Mnm'=-———=F"". 1.45
3 (@A) (1.45)
De la relacion anterior es posible obtener las siguientes componen-
tes,

nt = o,
Hi = F‘ijL :F+_ :3+A_—8_A+, (1.46)
" = FM=F ,=0_A—dA_.

La densidad Hamiltoniana correspondiente se expresa en la forma,
%(0) - H“(LA“ —j(o)
1 1
= 5H7H7+H787A++(afAk_&kA—)akA++ZFlekl~ (1.47)
Asi, la densidad Lagrangiana a orden cero de iteracién se expresa,

LO —TT70,A_ + (0_Ax — KA_) 04 A — A4V, (1.48)

2Para notacidn ver Apéndice 1.7
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donde 7 es dado por (1.47) y se interpreta como el potencial
simpléctico en el orden de iteracion considerado. De (1.47) y (1.48)

se establece que el conjunto inicial de variables simplécticas es: Jj,fo) =
(A;,A_A;,TT7), de manera que se identifica que las componentes de
la uno-forma candnica son:

k) =0 , KV =1, KV I =0.A-04- , K —0.(1.49)

Entonces, se define la matriz simpléctica de orden cero en iteracion
por las siguientes componentes,

8K (v 8K ()
& (x)  8gy (v)
a partir de la cual se puede obtener la siguiente representacion:

M) (x,y)

(1.50)

0 O 0 0
0 O ot -1
M(()) (va) = 0 alx 72({;(9{ 0 63 (X—Y), (151)
0 1 0 0
donde se ha definido
53(x7y)E5(x_fy_)52(foyT). (1.52)

Es evidente que M (x,y) es singular y el modo cero asociado se
expresa:
#AOx)=(v(x) 0 0 0 0), (1.53)

donde v*+ (x) es una funcion arbitraria. A partir de este modo cero es
posible determinar un ligadura como resultado de:

5
Q0 — /da ﬁAm)i/ds p(0)
B

_ —./d3va+ (x) [ 911 (x) + 9T (x)
= 0.

De la arbitrariedad en la funcidn v*+ (x), se establece como un ligadura
Lagrangiano a:

QO =9 T + 1" = 9*TT + 97 (9* A — FA_) =0 (1.54)
De acuerdo al algoritmo de FJ, la ligadura (1.54) debera ser incor-
porado en la densidad Lagrangiana a través de un multiplicador de

Lagrange, asi, la densidad Lagrangiana en primer orden del proceso
de iteracién es escrita como,

LW =TT70,A_ + (9" Ay — FA_) 9 A, + QO — 7D (1.55)

donde:
(1.56)
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El potencial simpléctico ), a menos de un termino de frontera, se

escribe: ! 1

A0 = STUT = Ay (0511 + 90T ) + L FuFi,
de manera que
1

1
=_I1"11" + - F Fy. (1.57)

(1 — (0)
o H ‘Q(O):O 2 4

Ahora, se procede a expandir el espacio de configuracion al introducir
el primer conjunto de variables simpléctica en este orden de itera-

cion ék(l). Como (1 ya no depende sobre el campo A, la variable
simpléctica tendrd las siguientes componentes: ékm = (A_,A;,TT7 Q).
Entonces, se identifica las componentes de la uno forma candnica
para ser:

K - mm o K oT=a4-04 , K 0,
K = Q=0T 3 (9 A AL, (1.58)

de donde la matriz simpléctica en primer orden de iteracién se cal-
cula:

kY K ()

(1)
Mg (x,y) = ) (1.59)
seV ) sg ()
asi que la nueva matriz dos forma se puede escribir:
¥ o o0 o
X 289 0 XX
(1) — i 79— i Y= 3(x—
MY (xy) = i G 0 o |Fx-W). (1.60)

I —IF —* 0

Donde la teoria que se describe es una teoria gauge, La matriz sim-
pléctica modificada (1.60), debe ser singular. El nuevo modo cero
() (x) asociado a ésta matriz se calcula a partir de la siguiente ecua-
cién: )

/daxww(xwgg (x,y) = 0. (1.61)
Es posible mostrar que este vector tiene la siguiente forma:

AU (x) = (0%as(x) Hos(x) 0 a5(x) ), (1.62)
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donde a5 (x) es una nueva funcién arbitraria. Una nueva ligadura re-
sulta de (1.62), es consecuencia de:

0
st ]

- _% / dx [ 95 ats (x) I Fij (x) — 9f ats (x) O} Fy (X)]

= 5 [ s ()| 39y ) - 39 )|
_— (1.63)

Qb = /.d3x17A(1>(x)

Asi, Q) es idénticamente nulo, por tanto, la relacidn (1.63) indi-
ca que no hay mas ligaduras en la teoria, implicando que la matriz
simpléctica es aun singular y caracteriza a la teoria de Maxwell como
una teoria gauge. Para deducir una matriz simpléctica regular una
condicién de gauge debera ser introducida, asi se escogera el gauge
de plano nulo ® =A_ (x) = 0. Utilizando el multiplicador de Lagrange
1 (x), que incrementara la dimensién del espacio de configuracidén, se
deduce una densidad Lagrangiana en segundo orden del proceso de
iteracion que se define como:

L0 =TT"0,A_ + (0_Ar — GA_) 0: A+ QO + 01 — #?, (1.64)

donde el nuevo potencial simpléctico se expresa:

1 1
22 = ) o0 51‘{*1‘[* + 3 FuFu. (1.65)

El nuevo conjunto de variables es: <§k<2> =(A_,A;,TI",A,n). De la rela-
cion (1.64) se determina que:

2)

k) o 1m0, kP =04-94a- , KP o,
kP = QO 4+ q (0 A-A ) , kP 50 =4 (1.66)

A partir de (1.66) la nueva matriz simpléctica en segundo orden se
iteracion que se expresa en la forma:

0 o —1 = 1
df  —2800* 0 JFoF 0

M (x,y) = 1 0 0 —0° 0 |&8x-y (1.67)
ooy —df9r —9* 0 0
-1 0 0 0 0
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Esta matriz es no singular y su inversa, [M@)} (x,y), se debera cal-
cular de la siguiente relacién:

/ M (x7) [ ) = 885° (x—y) (1.68)

-1
Al resolver (1.68), es posible mostrar que {M(z)} (x,y) posee la si-

guiente representacion:

0 0 0 0 s (z,y)
1 0 szk (z,y) B3j (z,y) 0 BS] (z,y)
MO @y =] 0 ey peEy ney o |
0 0 A3 (z,y) 0 A5 (z,y)
gl (Z,Y) C2k (Z7Y) 0 C4 (z7y) 0
(1.69)
donde:
as (x,y) = =8 (x—y), (1.70)
81 19
ﬁZij(X7Y) = _556 (X_y) ) ﬁ31(X’Y):_§E6 (X—Y),
Bxy) = 8 xy), (1.71)
19} 5 1950y o3
»,(xy) = 555 x-y) , BEy)=,-50(x-y),
nxy) = 38 (x-y), (172)
Aa(xy)=—758 (x=y) , A(xy) =578 (x—y), (1.73)
Gxy) = Fx-y) . Gy =58 (x-y),
Gxy) =~ (). (1.74)

Con base en (1.69) se puede identificar el siguiente conjunto de
corchetes generalizados fundamentales:

(V.8 w}) = {4400} =8, x)
5

—Zje(xf—yf) 52 (xT—yT), (1.75)
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resultado que es equivalente al reportado en la literatura cuando
la teoria es analizada mediante el método de Dirac (Casana et al.,
2007).

Campo de Dirac

La densidad Lagrangiana asociada el campo de Dirac en dos di-
mensiones en las coordenadas de plano nulo es:

i

_ I _ I _ ] o _
$:5¢7+8+<p758+w+<p+5<p7 84)*%84/)1' ®—mpo. (1.76)

Clasicamente los campos de Dirac son descritos por variables de
Grassmann, asi que los momentos candnicos conjugados a los cam-
pos, bajo la definicién de derivada izquierda (Casalbouni, 1976), son
dados por:

I
T= =——@y" , @w= — =——yT . 1.77
Jore) 2 dop)  21? (1.77)

En el formalismo de Faddeev-Jackiw para variables fermidnicas,
la forma mas general del Lagrangiano escrito en término de las va-
riables £, es (Gouvaerts, 1990):

L(&.8) =&k (&) -7 (©), (1.78)

donde K4 (&) es una funcién arbitraria con paridad n4 en tanto que
A (&) se interpreta como el potencial simpléctico de paridad par. Por
lo tanto, al re escribir (1.76) en la forma (1.78), se obtiene:

I
L0 = =3 (090) DYy — 5 (1 80) Yoo — Y, (1.79)

L
2
donde se define el potencial simpléctico a orden cero de iteracion

como: ) )
A =297 0-9+ 3997 9+ mpy, (1.80)

Con el fin de calcular la matriz simpléctica, se define el primer con-

junto de variables simpléticas: ék(o) = (¢,p). De la relacién (1.79) se
identifica las componentes de la uno-forma:
i_ i

Kl(())E—E(py* , KZ(O)E—Ey*(p. (1.81)

Para los campos descritos por variables de Grassmann las componen-
tes de la matriz simpléctica son definidas por (Gouvaerts, 1990):

O (o OKE () g OKL (%)

MAB (Xay) - (0) ( l) (0) .

88,7 (x) 8857 (y)
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donde n4 y np identifican la paridad de las variables &0) y cﬁl(;o) res-
pectivamente. Para variables fermidnicas se cumple que ny =ng =1,
entonces las componentes deM© (x,y) son dadas por:

5k (y) | 8K (x)

(0)
Myp (X,y) = : (1.82)
e ) 88 (v)
con lo cual se determina la siguiente representacion:
ANT
MmO (x,y):—i( }fl (70) )53(x—y). (1.83)

La naturaleza singular de la matriz y* 3 implica que la matriz M© (x,y)
también sea singular. Para calcular el modo cero asociado se utilizara
la siguiente representacion de las matrices y* en dos dimensiones
(Casana et al., 2007):

0 O _ 0 2
y+:(ﬁ0> , y:<0 {) (1.84)
Asi, en forma extensa la matriz M%) (x,y) se expresa:
0 0 0 V2
) B 0 00 0 |s,.
MY (x,y) = —i 0 00 o 07 (x—y). (1.85)
V2 0 0 0
Facilmente, es posible verificar que los modos cero de la matriz son:
10 = (0 wx 0 0),
P?Ox) = (0 0 w(x) 0), (1.86)

donde v, (x) y 7 (x) son funciones arbitrarias. El ligadura asociado al
autovector 7' (x) se deriva a partir de:

0 _ 3. .100) O / 3. 40(0)
Q /d XV 58 %) d’y

- / vy (x) |~ 05 P ()Y —mp (x)

Debido a lo arbitrario de la funcién v, (x), se elige como ligadura La-
grangiana primaria la siguiente cantidad:

0l = [q‘)(iafyﬂrm)}z:o. (1.87)

5 .

3Ver Apéndice 1.7
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Ahora, la ligadura asociada a #© (x) es resultado de:

0 _ 3. 20) 0 / 3. 40(0)
Oh /d pay 55 () A’y

/ @1 (x) [ 7929 (x) +mo (x)] .

de manera que la otra ligadura Lagrangiana se identifica por:
0) _ o~ X _
ol = [(;y o m) (pL —0. (1.88)
Si se utiliza los proyectores definidos en (1.112) (Casana et al., 2007),
1 1 0 _ 1 _ 0 0
+ — + — T _

es posible expresar en forma compacta los ligaduras (1.87) y (1.88)
de la siguiente manera:

Q) = (p(x)(i8f}/—+m)A‘:0,
ol = A*(iy’&f—m)(p(x):o. (1.90)

El Lagrangiano a primer orden de iteraciéon .21 se obtiene adicio-
nando estas ligaduras a . con lo que se obtendra,

2 = =2 (340 @5 — 5 (:00) T — Q) + 4,05 =V (1.91)

donde 1y 2 son variables de paridad impar que han sido introducidas
para garantizar la paridad par de #() y

2 = 70 . (1.92)
Q0)=o

Un nuevo conjunto de variables se introduce: &,f” = (¢.9,4,1), asi,
de la expresion (1.91) es posible identificar:

k' = ter . KV=-Ire
KV = ng)z(p[(i&y’—i—m)A’}, (1.93)
&) = of = at(iyar-m)|e.
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Las componentes de la nueva matriz simpléctica en el orden de ite-
racién considerada son especificadas por:

(1) (. v) = 5Ky (v) | K, (x) 1.94
Yan O = ST "oy (194
y tiene la forma,
0 —i(yN" 0
M _ —iy" 0 [(i0*y —m)A~]
M) = 0 [(i07y +m)A-] 0
[AY (iy 0% —m)] 0 0
[ (17 a* +m)]
8 5 (x—y). (1.95)
0

Al considerar las componentes no triviales de la matriz (1.95) es

-1
posible mostrar que ésta es regular y que su inversa [MW} (x,y) se
deberd calcular a partir de:

[a M (x,2) [P0] " ay) = 888° (x ) (1.96)

Después de un calculo laborioso es posible mostrar que,

0 0 o3 (z,y) 04(z,y) 0 0
1 (0 | (0 : ﬁa(gw Ba (S»Y) (0 : ﬁs(gw
- 7 (z % (z, ¥ (2,
MO @y = | 2y iy 0 o oY o |
0 0 G3(z,y) 0 0 0
0 22 (2,Y) 0 0 0 0
(1.97)
donde
@)= 558 xy) L aly) =S8y, (L98)
im?
ﬁ (X y) ngxgx 3( _Y) ) ﬁ4(xvy)_zﬁ(s3(x_y)7
Bs (x,y) = —7875%( -y), (1.99)
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nixy) = G ey L By = -3 d ),

By = - eoed o). (1.100)

M) =58 0y) Ay =5ty (1101)
G (xy) = 508 (x-y). (1.102)
B xy) = 528 (). (1.103)

A partir de (1.97) se puede calcular los corchetes generalizados en-

tres las variables ék(l) = ((p,(p,/l,/_l) de donde se obtiene los siguientes
corchetes fundamentales:

(& m} = {0®.a) (1.104)
2

FO (=) 58 —y7)
9
— o —yT) Bgrd( —y7)

m
—&

im*, L _ i N
= *?|x -y |Yab+4 (= )L+ 58 (7 =) Y
que es consistente con los resultados derivados a partir de otros
métodos (Casana et al., 2014).

Conclusiones

Se considero el aspecto clasico mas relevante del campo electro-
magnético y fermionico en las coordenadas de plano nulo. Se com-
probd que una teoria de campos en estas coordenadas es descrita
por Lagrangianos singulares, por lo tanto, la formulacidén de Faddeev-
Jackiw fue utilizada.

En el campo electromagnético se observd que el nimero de li-
gaduras es menor que aquel deducido a partir de la formulacion de
Dirac (Casana et al., 2007). La estructura de estas ligaduras resulto
ser mas simple al no ser necesario una clasificacion de estas. La sime-
tria de gauge de la teoria se reflejada en la singularidad de M) (x,y)
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que no da origen a nuevas ligaduras. Para tornar esta matriz regular
se introdujo la condiciéon de gauge de plano nulo ® =A_(x) =0. Los
paréntesis generalizados entre los grados de libertad del problema
establecio resultados equivalentes a los derivados por el método de
Dirac (Casana et al., 2007).

Finalmente, el método simpléctico extendido a variables de Grass-
mann fue utilizado para estudiar campo de Dirac en las coordenadas
de plano nulo. Se observé que la teoria se caracteriza por la presen-
cia de dos ligaduras Lagrangianos, no obstante, al incorporarlos a la
teoria es posible deducir una dos forma regular. El calculo de los cor-
chetes generalizados entre las variables simpléticas fundamentales
de la teoria resultan ser equivalentes a los corchetes de Dirac entre
las mismas variables cuando el método de Dirac es utilizado para
estudiar ésta teoria (Casana et al., 2014).

Apéndice
Notacién

El tiempo de plano nulo x™ y la coordenada longitudinal x~ son
definidos respectivamente como:

0 3 0 3
o P g g 1.105
7 = ( )

con las coordenadas transversales x* = (x',x*) mantenidas inaltera-
bles.

X

En el espacio-tiempo, el cuadri-vector x = (x*,x!,x?,x7), permite
especificar la métrica con las siguientes componentes:

0 0 0 1
g = 8 ‘01 fl 8 , (1.106)
1 0 0 0
de manera que,
xr=x_, x =x; , xy=xty +xyt—xtyt (1.107)

donde las derivadas con respecto a x™ y x~ son definidas como,

9 0= (1.108)

+EW’ ox~
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con 0t =4d_. Aqui, se ha utilizado las siguientes relaciones:
§'x—y) =80t =yt —yHd —y).

%d%&(f—y’):fﬂf—y’) : %/dy’ e —y ey —z ) =]x -y |
(1.109)

La misma transformacion ortogonal es aplicada para las matrices
de Dirac las cuales satisfacen:

oy =2¢" (1.110)

lo que garantiza que y" y y~ se tornen en matrices singulares.
Siendo que,

W=y, O)i=r = k=12 (1.111)
se definen las matrices hermiticas,
Ai:% oy (1.112)
las cuales son operadores de proyeccion,
(A =A%, AFAT=0, AT+A=1. (1.113)
La accion de estos operadores sobre los espinores de Dirac produce:

l//i:AiW7 V_/j::y_/A:Fv (1114)

Algebra de Grassmann
Una algebra de Grassmann contiene variables bosénicas (conmu-
tan) y fermiodnicas (anticonmutan) (Berezin, 1966):
FB=(—1)""8BF |, (1.115)

donde n =0 para variables bosoénicas y n =1 para fermidnicas. Es
posible verificar que el producto de dos variables fermidnicas es un
bosén en tanto que el de una variable bosodnica y una fermidnica es
un fermion.

La derivada izquierda de una variable fermidnica y, es definida
como,

d
m{ Yo, Vo, ...ll/ocn} = —Oaq Vo, Vo, + ac, Vo, Vo - Va,
+ .- +(_1)n5aanllfalllfa2 “.W(Xn,I (1-116)
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Los corchetes de Poisson se definen de manera similar a los de
la mecanica tradicional (Casalbouni, 1976). El espacio de fase es ex-
pandido por ¢;, p' que son bosones y n% que se identificaran como
fermiones. Se denotara por B(F) los elementos bosoénicos o fermio-
nicos del algebra de Grassmann, de manera que, los corchetes de
Poisson o como mejor se conocen, los corchetes de Berezin se defi-
nen por:

{B1,B2} = —{B2,B1}

0B 98, 0B, 91\ | (9B 9B, 98 981
d¢g IT® Py OTT*

oF 0B JB JF JoF OB 0B 0
R e Rt
{aFl oF, 0F JF } _ { oF 0F oF, 0F }

(R ={hF} = dq; p' * dg; dp' 99 IT* +%a”a

Es consecuencia de éstas definiciones que se cumplen las siguientes
propiedades.

{48} = —(=1)""{B,A}
{A,B+C} = {A,B}+{A,C}

{A,BC} = (—1)""B{A,C}+{A,B}C (1.118)
{AB,C} = (—1)"#"c{A,C}B+A{B,C}

(=) {A{B,C}} + (=1)""{B{C,A}}+(=1)"""{C{A,B}} =0 .
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2.1

2. Estructura Atomica de la Materia:
dificultades de aprendizaje y resultados
de una propuesta de ensefianza

Introduccion

La Estructura Atémica de la Materia es un tema fundamental en
la ensefianza de la quimica (Henao-Garcia y Tamayo-Alzate, 2010).
Dentro de esta unidad tematica se abordan temas cardinales para la
comprensién tanto del mundo macroscépico como subatémico. Pro-
mover el estudio de la Estructura de la Materia implica considerar la
base conceptual de la Teoria Cuantica, no hacerlo conlleva una ense-
fNanza escasa, apegada a la descripcion cronoldgica de los modelos
atémicos e introduce errores conceptuales importantes: es el caso
de considerar al atomo como un sistema solar en miniatura o asumir
gue orbita y orbital son sindnimos.

No obstante, investigaciones en el campo de la didactica de las cien-
cias han develado que en Colombia la Ensefianza de la Estructura
de la Materia (EEM) no se aborda desde la base conceptual de la
Teoria Cuantica, especialmente en la educacién secundaria (Mufoz
Burbano, 2020). Esta situacion, que se configura en un problema
didactico, se contrapone a lo que ocurre en otros paises, incluso la-
tinoamericanos como Argentina y Brasil, donde existe una tradicién
de ensenanza y de investigacion didactica en torno a la EEM desde la
base conceptual de la Teoria Cuantica (Lobato y Greca, 2005; Gon-
zdalez et al., 2019)

Las investigaciones sobre la ensefianza de la Teoria Cuantica eviden-
cian la pertinencia de su enseflanza en la Educacion Secundaria; asi

lo dejan ver investigaciones como las de Fernandez et al. (1997),
Osterman y Ricci (2004), Solbes y Sinarcas (2010) y Castrillon et
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al. (2014), quienes coinciden en que abordar la Teoria Cuantica no
solamente es posible, sino necesario, generando incluso propuestas
didacticas desde la Historia de las Ciencias. Por otra parte, dentro de
esas investigaciones también se resalta la necesidad de formacién
de maestros con herramientas conceptuales y didacticas necesarias
para abordar esta tematica en el aula de la educaciéon secundaria
(Fanaro, 2009; Fernandez, 2014); tal es el caso de un abordaje di-
dactico conceptual o con el desarrollo de practicas experimentales
sencillas.

Finalmente, las investigaciones en este campo ponen de manifiesto
la urgencia de movilizar los curriculos de la educaciéon secundaria
desde la fisica y quimica modernas (Greca y Moreira (2004); Castri-
lI6n et al., 2014), esto es pasar de contenidos relacionados con la
nomenclatura y estequiometria o solo la fisica clasica a contenidos
que involucran la Teoria Cuantica, la Teoria de la Relatividad, entre
otros.

La investigacion que a continuacion se describe tiene como objeti-
vo conocer los conceptos que estudiantes de primer semestre de
la Licenciatura en Ciencias Naturales de la Universidad de Narifio
relacionan con la unidad Estructura Atémica de la Materia, y como
estos conceptos evolucionan con la aplicacion de una secuencia de
ensefianza. Desde esa perspectiva, se desarrolla una metodologia
cuasi-experimental sin grupo control. En ella se plantea, en prime-
ra instancia, un acercamiento a la realidad, una intervencién en la
misma vy, finalmente, una evaluacion de la intervencion, la cual ha
de permitir establecer la existencia de diferencias estadisticamente
representativas entre los resultados obtenidos en un pre-test y un
post-test.

Finalmente, se presenta el analisis de la intervencion desarrollada, el
cual aportara elementos para valorar el efecto de la intervencion rea-
lizada en el aprendizaje de la estructura de la materia, especialmente
en lo relacionado con el modelo atémico cuantico y sus implicaciones.
En este sentido, puntualmente se infiere un avance significativo en
los conceptos que los estudiantes relacionan con la estructura de la
materia. Lo anterior evidencia la necesidad de generacion de esce-
narios de transformacion de la ensefanza de las ciencias naturales
gue responda a una verdadera y actual educacion cientifica que, ade-
mas, movilice la capacidad de aprender a aprender y permita asumir
una posicion critica frente a la ciencia, el desarrollo tecnolégico, los
problemas de la humanidad, favoreciendo un pensamiento cientifico.
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Contextualizacion del problema de la enseianza de la Estruc-
tura Atémica de la materia

La ensenanza de las ciencias naturales en la educacion universita-
ria se enfrenta a problemas relacionados, entre otros, con la sobredi-
mensionada complejidad en las areas de quimica y fisica, las caren-
cias conceptuales derivadas de la ensefianza en la educacién secun-
daria, la concepcion positivista tanto de docentes como de estudian-
tes (Vazquez-Alonso et al., 2005). Estos problemas se han asociado
a un aprendizaje basado en la repeticion, a la falta de comprension
de los fendmenos naturales y a la descontextualizacién del conoci-
miento cientifico. Por lo anterior, se requiere con urgencia “conciliar
la necesidad de altos niveles de educacidon en las matematicas, las
ciencias naturales y las tecnologias con la creciente apatia del alum-
nado respecto a estas areas” (Vasco, 2006).

Esto cobra una importancia en cuanto uno de los aspectos en los
que la ciencia puede hacer un gran aporte a la humanidad es en la
educacién, especialmente en una sociedad como la colombiana (Ro-
driguez, 2013). Sin embargo, la educacién cientifica y tecnoldgica
en Colombia es un tarea aun pendiente. En la educacion secundaria,
particularmente, no siempre hay claridad sobre la importancia de la
ciencia y la tecnologia en el desarrollo del pais. Esto, aunado a que
no se da importancia a la formacion en ciencias que esté acorde con
los requerimientos que las nuevas sociedades demandan, aun cuan-
do, en el momento actual, el desarrollo de las fuerzas productivas
depende cada vez mas del conocimiento cientifico y tecnoldgico (Go-
mez Campo, 1995), relacidon que no es clara, especialmente en el
sistema educativo general colombiano.

De esto se deriva la importancia de investigaciones sobre los proce-
sos de ensefianza y de aprendizaje desde sus perspectivas curricu-
lares, didacticas y epistemoldgicas con miras a responder a la ne-
cesidad de que la ensefianza de las ciencias posibilite hacer de la
educacion cientifica, realmente, parte de la educacién general (Gil y
Vilches, 2001), en este caso especificamente parte de la educacion
general en Colombia.

Por otra parte, el analisis de los documentos y lineamientos curricu-
lares establecidos para la educacion secundaria ponen de manifiesto
que los docentes trabajan los mismos contenidos que hace 30 afios,
quiza con estrategias didacticas innovadoras, mas llevadas al contex-
to, pero los contenidos siguen siendo los mismos (Mufioz Burbano,
2020). Esta situaciéon ha derivado en una crisis en la ensefianza y
aprendizaje de la fisica y la quimica, que se hace evidente en el des-
conocimiento del poder explicativo que tienen frente a los fendmenos
naturales y con respecto especificamente a la quimica cabe decir “si
la quimica ha de contribuir a la alfabetizacion cientifica de los ciudada-
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2020). Esta situacion ha derivado en una crisis en la ensefianza y
aprendizaje de la fisica y la quimica, que se hace evidente en el des-
conocimiento del poder explicativo que tienen frente a los fendmenos
naturales y con respecto especificamente a la quimica cabe decir “si
la quimica ha de contribuir a la alfabetizacion cientifica de los ciudada-
nos, precisamente es su capacidad de explicar fendmenos relevantes
lo que deberia priorizarse” (Izquierdo Aymerich, 2004, p.116), cita
que facilmente se puede trasladar a la fisica también. Sin embargo,
al parecer la explicacion de los fendmenos no es lo realmente im-
portante en el proceso ensefianza aprendizaje, sino la preocupaciéon
marcada por desarrollar los contenidos, situacidon que no es ajena en
la ensefianza de la Estructura de la Materia, especificamente.

Algunos referentes conceptuales y didacticos que sustentan la
enseinanza de la Estructura atémica de la Materia

Modelos y teoria atdmica son fundamentales en la comprensién
de la estructura de la materia (Lombardi y Martinez, 2012). Lo cual
es un aspecto importante en el estudio de las ciencias naturales, es-
pecialmente, en lo referido en la quimica. La ensefianza de la estruc-
tura atdmica de la materia necesita de un marco conceputal desde la
Teoria Cuantica (Sinarcas y Solbes, 2013; Gonzalez et al., 2020) pa-
ra entender la estructura electronica de los atomos, el ordenamiento
periddico y los enlaces de las moléculas; de igual manera, abordar el
modelo atémico cuantico permite comprender las teorias clasicas y
demostrar sus limites de validez y diferencias con la teoria cuantica
(Sinarcas y Solbes, 2013).

A continuacién, se presenta de manera sucinta mas que un marco
tedrico un escenario de reflexién tedrica, conceptual e interpretativa
desde la didactica de las ciencias. La pretension de dicho marco es
generar un escenario de analisis de la ensefianza y del aprendizaje
de la estructura atémica de la materia, por lo que se busca no limitar
dicho marco, partiendo de que un sola teoria no permite abarcar to-
dos los campos que implican el proceso de ensefianza y aprendizaje
(Coll, 1991).

Desde esta perspectiva, el socio constructivismo (Vysgostki, 1978;
1979; Wertchs, 1993) se consideré como un marco tedrico amplio,
gue permite tomar elementos conceptuales y didacticos muy impor-
tantes para la ensefianza de la estructura de la materia. Esta pers-
pectiva tedrica asume el aprendizaje como un proceso en el que se
movilizan de los saberes, los contextos, las creencias y las actitudes
de los alumnos y su aporte al aula (Sharma, 2014). Esto permite
pensar en una ensefianza desde las ideas previas de los estudiantes,
siendo esta vy la interaccidon en el proceso de ensefianza y aprendiza-
je sus principales caracteristicas.
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El constructivismo social es una teoria basada en el constructivismo
cognitivo (Piaget, 1968a; 1968b; 1973), junto a las contribuciones
de una construccién social del conocimiento de Vygotsky, que, a la
vez, surge como respuesta al paradigma conductista. Permite traba-
jar desde un plano social-interactivo y desde un plano personal (Vy-
gotsky, 1978), entendido como “construir-conocimiento”. Establece
que el conocimiento, ademas de formarse a partir de las relaciones
ambiente-sujeto, resulta de la interaccidon con el entorno social, y los
nuevos conocimientos se forman a partir de los esquemas de quien
aprende, el producto de su realidad y su interaccién con los esque-
mas de los demas sujetos que lo rodean.

Un aspecto que se considerd importante, en el momento de asumir
esta corriente como referente, es que, al otorgar importancia activa
al sujeto que aprende, su tesis central sera la construccion de cono-
cimientos a partir de lo que el sujeto ya conoce, tesis que ha sido
ampliamente aceptada por los didactas y los docentes en general.
Por ende, la enseflanza debe ofrecer oportunidades para la construc-
cion de significados (Driver et al., 2000), a partir de lo que ya se
sabe.

Quien aprende construye conocimientos, que se mantendran si le re-
sultan significativos. Es aqui donde se debe prestar atencién a este
conocimiento, que es temporalmente viable y no se define por siem-
pre; requiere de una practica reflexiva, se cuestiona; se sitlia en con-
textos y situaciones pertinentes en relacion con las practicas sociales
establecidas (Jonnaert, 2001). Esto es especialmente revelador en lo
que se refiere a la Teoria Cuantica, por cuanto los estudiantes reciben
constantemente informacion relacionada con esta teoria a través de
diferentes medios, de tal manera que, al relacionar el conocimiento
cientifico trabajado en la escuela, este adquiere mayor significativi-
dad.

Con base en esto y para el desarrollo de la propuesta, se tomé como
marco didactico la Historia de las ciencias, como elemento dinamiza-
dor de la ensefianza. Con base en esto y tal como se ha descrito, la
teoria cuantica ha generado un quiebre epistemolégico muy fuerte,
pues implica nuevas formas de entender la naturaleza y se asocia
a la nocién de materia, energia y naturaleza de las ciencias; por
consiguiente, su trabajo desde la Historia de las Ciencias abriria un
espacio de formacion en ciencias mucho mas amplio y acorde con
los requerimientos de la sociedad actual.

En la propuesta se hizo especial énfasis en los antecedentes del mo-
delo cuantico, por cuanto el surgimiento de la teoria cuantica, a fina-
les del siglo XIX e inicios del siglo XX, reveld limitantes de la fisica
clasica, que hasta ese momento tenia un poder explicativo exitoso
y, al enfrentarse a la imposibilidad de explicar el mundo atémico y
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subatémico, generd una gran revolucion, que requirié de un “replan-
teamiento global con un nuevo marco conceptual” (Solbes y Sinarcas,
2011), no solo en el campo cientifico, sino en la comprensién de la
naturaleza, de sus fendmenos y de la realidad. Esto implica pasar de
una légica de pensamiento clasico, lineal, secuencial, determinista y
causal a elevar a nivel de principio el indeterminismo, a pensar des-
de la complementariedad de los opuestos y el requerimiento de un
pensamiento holistico (Rojas, 2010), para entender de otra manera
no solo el mundo microscépico, sino los fendmenos naturales en ge-
neral.

Desde esta postura, y teniendo en cuenta las caracteristicas del cur-
so, siendo un primer semestre y que la asignatura tiene como objeti-
vo fundamentar los contenidos minimos para el proceso de formacion
en ciencias que como docente va a recibir, no se trata siquiera de
sugerir abordar el formulismo matematico, pero si abordar los aspec-
tos filosoficos y epistemoldgicos que son fundamentales para acce-
der al marco conceptual de las teorias y especificamente en quimica,
pues se requiere que los estudiantes puedan interpretar el mundo
macroscopico desde el mundo microscépico (Gomez-Crespo et al.,
2004), de ahi la urgencia de explorar nuevas formas de ensefianza
que permitan conectar el saber de la ciencia escolar con la cotidia-
nidad de una manera mucho mas real con miras a una construccion
del conocimiento con significado y sentido.

Desarrollo y proceso metodolégico de la investigacion

La Universidad de Narifio es la Unica Universidad Publica que atien-
de a los Departamentos de Narifio y Putumayo. La investigacion se
desarrolld con estudiantes de primer semestre de esta Universidad,
que provienen de varias instituciones educativas de estos Departa-
mentos, lo que asegurd una muestra heterogénea, con estudiantes
de diversos tipos de bachillerato (agricola, académico, industrial, de
comunidades indigenas, de caracter oficial y privado), con diversidad
de tiempo transcurrido desde la finalizaciéon de sus estudios secun-
darios.

Se desarrollo en 5 sesiones de 2 horas cada una, en la asignatura
“"Fundamentos de ciencias naturales” de la Licenciatura en ciencias
naturales y educacién ambiental, en el curso A 2018, de primer se-
mestre. Los materiales disefiados se organizaron en programas guias
de actividades, en el que se busca la participacion activa de los fu-
turos docentes. El objetivo planteado fue: Analizar la incidencia de
una secuencia de ensefianza para la Estructura Atémica de la Materia
desde el marco conceptual de la Teoria Cuantica en estudiantes de
primer semestre de Licenciatura en ciencias naturales de la Univer-
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sidad de Narifio. Con el fin de alcanzar este objetivo, se plantearon

los siguientes objetivos especificos:
» Identificar los conceptos que el estudiante de primer semestre
de Licenciatura en ciencias naturales de la Universidad de Nari-
flo relaciona con la Teoria Cuantica en el marco de la Estructura

de la Materia
» Articular lineamientos didacticos y epistemoldgicos en una se-
cuencia de ensefianza aprendizaje de la estructura atomica de
la materia, aplicada a estudiantes de primer semestre de licen-
ciatura en ciencias naturales de la Universidad de Narifio.
Evaluar los resultados de la aplicacion de la secuencia de en-
sefianza aprendizaje y el cambio en los conceptos relacionados
por los estudiantes en la tematica de estructura de la materia.

2.4.1 Naturaleza metodolégica
Para alcanzar el objetivo propuesto se utilizd una metodologia
cuasi-experimental con actividad pre/post-intervencién, utilizando
como instrumento de analisis un cuestionario. No se trabajo con gru-

po control.

Figura 2.1
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La Figura 2.1 muestra el proceso metodoldgico seguido en la in-
vestigacion. El primer momento de fundamentacién, permiti6 la es-
tructuracion del marco teorico, de los elementos conceptuales a tener
en cuenta en las actividades. Para la segunda etapa, que correspon-
de al acercamiento a la realidad, se disefié un instrumento en forma
de cuestionario, que se aplicé a un grupo conformado por estudian-
tes con edades que van de 17 a 26 afios de edad, estudiantes que
en su mayoria habian egresado recientemente de bachillerato, tal
como se muestra en la Tabla 2.1 y de diferentes municipios de los
Departamentos de Narifio y Putumayo.

Tabla 2.1
Relacion de afnos transcurridos desde finalizacion de Educacion Se-
cundaria a ingreso a la Universidad

Afos de egresados Numero de estudiantes
0 16
1-2 22
3-5 11
+5 2
TOTAL 51

Nota.
Los datos presentados en la Tabla 2.1 permiten establecer que el
74,5% de los estudiantes que hacen parte de la investigacion habian
terminado sus estudios de educacion secundaria hacia menos de dos
anos, esto para evaluar el grado de retencion de los conceptos tra-
bajados durante la secundaria.

El instrumento se constituyd en un cuestionario de preguntas abier-
tas, que abordd, entre otros, los siguientes items:

Tabla 2.2
ftems desarrollados en el Pre-test
No. | Pregunta
1 ¢Enuncie los hechos que se relacionancon la crisis de la fisica clasica?
2 ¢Como explica el efecto fotoeléctrico?
3 ¢Coémo definiria los espectros atomicos?
4 ¢Coémo definiria electrén?
5 ¢Como explicaria los niveles de energia en los atomos?
6 ¢Como explicaria los nUmeros cuanticos n, my I?
7 ¢Como definiria orbital atdmico?
8 ¢Como explicaria el concepto de spin?

Nota. Fuente: esta investigacion.
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El proceso de validacién del instrumento se hizo a través de un
grupo de expertos; este proceso tiene como objetivo determinar si el
instrumento media lo que debia (Corral, 2009; Martin-Arribas, 2004).
En cuanto a la fiabilidad refiere al hecho que el instrumento mida con
precision, en consecuencia, descarta el grado de error (Robles Garro-
te y Rojas, 2015). Los expertos dictaminaron que el instrumento era
fiable y preciso, se tomaron los resultados obtenidos (ver Tabla 2.3).

Tabla 2.3
Alfa de Cronbach

Estadisticas de fiabilidad
Alfa de Cronbach N de elementos
0,732 8

Nota.

Como se muestra en la Tabla 2.3, este resultado permitié esta-
blecer que el instrumento era fiable y, por tanto, se procedié a su
aplicacién al grupo. Por otra parte, y teniendo en cuenta que el instru-
mento es un cuestionario de preguntas abiertas, para su evaluacion
y recoleccién de los datos respectivos fue necesario establecer con
anticipacion unos criterios de valoracion para cada uno de los items.

Estos criterios de valoracion permitieron dar un valor a las repuestas
de los estudiantes a cada una de las preguntas, segun la respuesta
pueda ser valorada como correcta, medianamente correcta, o total-
mente incorrecta, en una escala que iria de 2 a 0, respectivamente.

Es importante, en este aspecto, tener en cuenta que el grupo con
el que se trabajé era de estudiantes que ya habian terminado sus
estudios de educacién secundaria, por lo cual se podria inferir que
ya habian recibido formacion al respecto. Por tanto, los criterios de
valoracién se determinaron desde esa perspectiva.

Por ejemplo:
éConoce algunos hechos que se relacionen con la crisis de la
fisica clasica?
2: Relaciona al menos tres de los siguientes hechos: el efecto foto-
eléctrico, los espectros atémicos, la radiaciéon del cuerpo negro o la
catastrofe del ultravioleta, la inestabilidad del atomo de Rutherford.
1: Relaciona uno o dos de los hechos descritos anteriormente,
0: No da ninguna explicacion u ofrece una explicacion errénea.



2.5
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2.4 Desarrollo y proceso metodolégico de la investigacion

éComo definiria electrén?
2:Componente fundamental y elemental del atomo, cargado negati-
vamente y que no es ni una particula clasica ni onda en el sentido
clasico.
1: Parte constitutiva del atomo que esta en la periferia, tiene masa
y carga negativa.
0: No da ninguna explicacidon u ofrece una explicacion errénea.

Resultados y analisis

Resultados del pre-test:

Los resultados del pre-test permiten establecer que los estudian-
tes no relacionan elementos de la Teoria Cuantica ni del modelo cuan-
tico con la estructura atdmica de la Materia; incluso se evidencian
errores conceptuales importantes. Como se describié anteriormen-
te, las respuestas de los estudiantes se clasificaron en tres grupos,
segun correspondan con los descriptores de cada uno: 0: cuando la
respuesta es incorrecta, 1: cuando la respuesta es medianamente
correcta y 2, cuando la respuesta es correcta. Los resultados se des-
criben a continuacién (ver figura 2.2):

Figura 2.2
Promedio por item en Pre-test

Valores promedio por ltem

=T =T~ =]

(=T =1

Nota. Fuente propia.
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La Figura 2.2 muestra los promedios obtenidos en las preguntas,
para los 51 estudiantes, y permite evidenciar que no relacionan con-
ceptos de la Teoria Cuantica en la explicaciéon de la estructura atomi-
ca de la materia. Como se observa en la Figura espectros atémicos,
crisis de la fisica clasica, nimero cuantico, el promedio de respuesta
es muy bajo; incluso en el efecto fotoeléctrico y spin, el valor es cero.

A continuacion, se describen los resultados porcentuales item por
item en el pre-test (ver tabla 2.4).

Tabla 2.4
Resultados primer item

Item 1 0 1 2

Enuncie los hechos que se relacionen con la crisis de la fisica clasica 86% 10% 4%

Nota. Fuente propia.

La Tabla 2.4 muestra la poca familiaridad que los estudiantes, que
se supone han trabajado esta tematica, con los hechos relacionados
con la crisis de la fisica clasica. Dentro de los criterios de valoracion
para este item se esperaba que los estudiantes pudieran mencionar
al menos dos de los hechos que ponen en crisis la ciencia clasica: ya
sea la radiacién del cuerpo negro, la explicacion del efecto fotoeléc-
trico, los espectros atémicos o incluso la inestabilidad del atomo de
Rutherford.

Relacionar estos hechos es importante por cuanto permite establecer
el quiebre epistemoldgico entre la ciencia clasica y la teoria cuanti-
ca y que la ciencia puede entrar en crisis (sea en los términos de
Kuhn). Los estudiantes incluso sustentaron no conocer que la cien-
cia pudiera entrar en crisis, por no poder explicar algunos fendmenos
0 experimentos (ver tabla 2.4).

Tabla 2.5
Resultados item 2

Item 2 0 1 2
¢Cémo explica el efecto fotoeléctrico? 100%

Nota. Fuente propia.
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Tal como se evidencia en la Tabla 2.5, los estudiantes manifesta-
ron al menos no recordar el hecho de haber abordado en su forma-
cion secundaria el efecto fotoeléctrico ni en la asignatura de quimica
ni de fisica. Este hecho pone de manifiesto que en la educacidén se-
cundaria el efecto fotoeléctrico no es abordado, de igual manera, es
congruente este hecho con los hallazgos de que los docentes de cien-
cias naturales en la secundaria no abordan este tema, los profesores
de quimica consideran que es un tema de fisica y los docentes de
fisica no lo consideran parte importante de su tematica (Solbes et
al., 2019; Mufioz Burbano, 2020) (ver tabla 2.5).

Tabla 2.6
Resultados item 3

Item 3 0 1 2
¢Como definiria los espectros atémicos? 98% 2% 0%

Nota. Fuente propia.

Al igual que el efecto fotoeléctrico, los resultados que se muestran
en la Tabla 2.6 que relacionan la explicacion dada a los espectros
atomicos, pone de manifiesto la poca importancia que se da a la en-
sefianza y, por ende, al aprendizaje de la teoria cuantica y de estos
hechos que contribuirian a la formacidon de una imagen de ciencia no
lineal, ni secuencial o acumulativa. Los espectros atémicos ligados al
atomo de Bohr son un elemento conceptual importante, que deberia
abordarse en la educacion secundaria (ver tabla 2.6).

Tabla 2.7
Resultados item 4

Item 4 0 1 2
¢Como definiria electron? 41% 57% 2%

Nota. Fuente propia.

Los criterios de valoracion para este item describen al electrén co-
mo un componente fundamental y elemental del atomo, con carga
negativa y que se sugiriera al menos su caracter cuantico. Sin em-
bargo, los resultados que se muestran en la Tabla 2.7 evidencian una
gran confusidn en los estudiantes. Por ejemplo, el estudiante E18-02
define el electrén como “unidn de particulas”; por su parte, E18-48 lo
define como “una parte que conforma la clasificacién de un elemen-
to”; incluso E18-07 lo define como “la parte positiva del atomo”. Este
tipo de respuestas evidencia la confusion de los estudiantes en un
concepto que podria suponerse de un manejo generalizado por parte
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de estudiantes que han terminado su educacién secundaria, pues se
trabaja desde los primeros grados de este nivel educativo. El 57% lo
enuncia como una particula negativa; solo el 2% lo describe como
un componente del &tomo con carga negativa y su comportamiento
cuantico se enuncia de manera tangencial (ver tabla 2.7).

Tabla 2.8
Resultados item 5

Item 5 0 1 2
éCoémo explicaria los niveles de energia en los atomos? 85%  15% 0%

Nota. Fuente propia.

La Tabla 2.8 muestra como ningun estudiante relaciono el concep-
to de nivel con la cuantizacion de la energia. Solo el 15% relaciond el
nivel con un espacio fisico en el que se encuentran los electrones, es-
pecificamente los enuncian en términos de 6rbitas de Bohr, incluso
con los nombres K, L M.... Pero el 85% denota confusion y yuxta-
posicién de conceptos; esto se hace evidente en respuestas como:
“los niveles de energia estan compuestos por los tres tipos de carga:
positiva, negativa y neutra” (E-18-35) o “los niveles de energia los
podemos encontrar positivos o negativos”; dentro de este 85% se
encuentra un gran numero de estudiantes que no dan repuesta a la
pregunta: afirman no saber o no recordar (ver tabla 2.8).

Tabla 2.9
Resultados item 6

Item 6 0 1 2
¢Como explicaria los niUmeros cuanticos? n, my I?  94% 6% 0%

Nota. Fuente propia.

Tal como se describe en la Tabla 2.9 y al igual que en los items
anteriores, se observan grandes confusiones en las respuestas enun-
ciadas por el grupo de estudiantes; practicamente el 94% de los es-
tudiantes no da respuesta a la pregunta; manifiestan no recordar o
no haber trabajado la tematica en la educacion secundaria (ver tabla
2.9).
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Tabla 2.10
Resultados item 7

Item 7 0 1 2
¢Como definiria orbital atdmico? 78% 20% 2%

Nota. Fuente propia.

La Tabla 2.10 muestra los resultados para el item 7. Las respuestas
enunciadas por los estudiantes permiten determinar que el concepto
de orbital atomico es asumido como un sinénimo de nivel de ener-
gia; no se establece la dependencia del orbital por el electrén; por el
contrario, el 20%, que da una respuesta medianamente correcta, lo
toma como un lugar fisico en el que se encuentra o hay probabilidad
de encontrar el electrén (ver tabla 2.10).

Tabla 2.11
Resultados item 8

Item 8 0 1 2
¢Cémo explicaria el concepto de espin?  100% 0% 0%

Nota. Fuente propia.

Los resultados descritos en la Taba 2.11 muestran que los estu-
diantes no relacionan el concepto de espin con la estructura atémica
de la materia. Teniendo en cuenta estos resultados, fue necesario
indagar mas en si el tema fue o no abordado en la educacién secun-
daria y el 90% de los estudiantes manifestd no haber trabajado la
tematica en la educacion secundaria, o no recordar si se trabajo o
no (ver tabla 2.11).
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Diseiio de la Secuencia de enseianza

La etapa anterior es fundamental; tal como se describi6 en el mar-
co tedrico, desde el constructivismo social, es necesario conocer las
ideas que los estudiantes tienen sobre determinado concepto para
poder tomar decisiones para su ensefianza. De ahi que los resultados
descritos nos permitieron concluir que los estudiantes no relacionan
conceptos de la teoria cuantica en el contexto de la EAM o los concep-
tos relacionados son confusos, con mezcla de conceptos cuanticos y
clasicos.

Con base en la caracterizacién de los conceptos que los estudian-
tes relacionan con respeto a la Teoria Cuantica, como fundamento
conceptual para la estructura de la materia, se procedié a articular
los resultados obtenidos con elementos de la investigacion didacti-
ca, asi como los elementos extraidos del contexto de trabajo, para
construir el disefio de una secuencia didactica para la ensefianza de
la EAM desde la base conceptual de la Teoria Cuantica.

En este caso, se vislumbran grandes carencias y errores conceptua-
les desde los cuales se debera pensar no solo una serie de contenidos
gue constituiran una estructura conceptual y epistemoldgica de ba-
se, sino, articuladas a ella, una serie de actividades y estrategias
gue permitan configurar un proceso de ensefianza que contribuya a
generar un aprendizaje acorde a los requerimientos conceptuales de
la Teoria Cuantica y que coadyuve en la superaciéon de los errores y
confusiones de los estudiantes.

La secuencia didactica (SD) se disefi6 sobre la base de Programas
Guias de Actividades y el desarrollo de protocolos de Clase. La SD
toma elementos que buscan mostrar una imagen de ciencia contex-
tualizada, no lineal ni acumulativa, por lo que se propende por un
quiebre epistemoldgico, entre la fisica clasica y la teoria cuantica,
como elemento dinamizador de la enseflanza (ver figura 2.3).
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Figura 2.3
Construccioén de la secuencia de enseflanza
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Nota. Fuente propia.
La Figura 2.3 muestra la concepcion en el proceso de disefio: se

establece un esquema en espiral que toma como centro del proce-
so la ensefanza de la estructura atdmica de la materia; el marco
teorico se refleja en la esfera exterior, en la que se establece como
objetivo fundamental el quiebre epistemoldgico, la interaccién entre
los pares, tanto de los estudiantes entre si, como con el docente, asi
como el contexto como elemento dinamizador del proceso. Todo esto
apunta a que el estudiante pueda alcanzar significado y sentido.

El segundo nivel corresponde a acciones didacticas que se articu-
lan entre si: la historia de las ciencias como elemento significativo
de la ensefianza, donde no solo se aprovechan los acontecimientos
historicos para una mejor comprension de conocimientos cientificos
(Solbes, 2013; 2019), sino que se parte de la contextualizacion de
dichos hechos, para que se relacionen situaciones socio-cientificas,
al considerar los problemas que llevaron a la construccion de dichos
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conocimientos, especificamente con los hechos que se relacionan con
la crisis de la fisica cldsica, abordando las dificultades epistemoldgi-
cas, ontoldgicas e incluso conceptuales que se presentaron con el
advenimiento de la Teoria Cudntica, como un nuevo paradigma.

Otro elemento didactico son los Programas Guias de Actividades co-
MO recurso que orienta acciones para la ensefianza y el aprendizaje
y las practicas experimentales que, con elementos de uso cotidiano,
permiten recrear algunas tematicas relacionadas con la estructura
atomica de la materia. Los protocolos, que son notas de clase cons-
truidas por estudiantes que, de manera voluntaria, presentaban al
inicio de cada clase un protocolo de la clase anterior, en que se reco-
gen no solo los temas abordados por la docente/investigadora, sino
las participaciones de sus compafieros, presentan las inquietudes y
dudas que no hayan sido resueltas para que se aborden en esta nue-
va clase.

Asi, la Secuencia Didactica (SD) disefiada consta de una secuencia
de actividades que se relacionan con las dificultades evidenciadas en
el pre-test, tal como se muestra en la Tabla 2.12. El Programa Guia
de Actividades relaciona detalladamente los conceptos necesarios y
orienta al estudiante para un trabajo individual y un trabajo colecti-
vo, ademas del trabajo que se realiza con la asesoria de la docente
investigadora.
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Tabla 2.12
Actividades por sesion

P NOMBRE DEL
SESION  bROGRAMA GUiA
La quimica como
1 A X e
disciplina cientifica
La construccién de un
2 :
concepto de materia
3
4 Electron
5 El &tomo tiene nucleo
6 La crisis de la ciencia
clasica
2 El problema del atomo
de Bohr
8 Objetos cuanticos
Las relaciones de
9 - M
indeterminacion
Modelo
10 mecanico
Cuantico

Nota. Fuente propia.

TEMATICAS
DESARROLLADAS

Conceptualizacion de ciencia.
Conceptualizacion de quimica.
Introduccién a un concepto
de materia.

La idea filosofica de materia:
El atomismo de Demdcrito.
La prevalencia del planteamiento
aristotélico.

La teoria Atdmica:
Boyle, Lavoisier, Dalton

Los trabajos de Thomsom

Experimento de Rutherfod
La radiactividad

El efecto fotoeléctrico
La estabilidad del &tomo
de Rutherford
Los espectros atdmicos

La cuantizacién de la energia.
Los espectros
El 4tomo de Bohr

El foton
El electrén
Ni onda, ni particula,
objetos nuevos con
un comportamiento nuevo

Heisenberg.
Un poco de Historia.
Ni un principio,
ni incentidumbre

Ecuacién de Onda
Orbital como estado estable
Numeros Cuanticos

DIFICULTADES
EVIDENCIADAS
EN EL PRE-TEST

Idea de ciencia, lineal,
secuencial y acumulativa.

No se considera la
discontinuidad de la materia

La teoria de Dalton desde
el trabajo de Demécrito

Confusién atomo-electrén
(asocio carga positiva al electron)

No se reconoce la crisis
de la fisica clasica.

No se reconoce el efecto fotoeléctrico
tampoco los espectros atomicos
en el contexto de la crisis de la fisica
clasica

Se asume orbita y
orbital como sindnimos

No relacionan propiedades
de los objetos cuanticos.

Se desconoce la existencia de
las relaciones de indeterminacion.

Prevalece la analogia de dtomo
como sistema planetario
en miniatura.
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Resultados obtenidos con la aplicacion de la Secuencia de Ensefianza

Una vez se desarrollé la secuencia de ensefianza, se procedio a
realizar distintas pruebas estadisticas al total de los 51 estudiantes
implicados en el estudio. En los sub-apartados siguientes aparecen
los resultados de estas pruebas.

Se aplicé una prueba de Kolmogorov-Smirnov (K-S), para determi-
nar si la muestra sigue o no un comportamiento normal, para la
eleccion entre pruebas paramétricas y no paramétricas. Al realizar
la prueba de K-S, se obtiene una significacidon asintotica (entre 0,001
y 0,05), por tanto, la distribucién no es normal, y no se precisa la
aplicacion de pruebas paramétricas, en su lugar, se considera Wilco-
xon resultando una diferencia significativa entre las medias globales
del pre-test y el pos-test. En consecuencia, se establece una mejora
estadisticamente significativa. al aplicar el tratamiento con la SD.

A continuacion, se presentan los resultados obtenidos después de
desarrollada la estrategia de ensefianza y la aplicacion del post-test.
En la primera parte se hace una comparacion entre los resultados
del pre y post- test, para luego presentar las Tablas de contingencia
resultado de la comparacion por cada una de las preguntas del test
(ver figura 2.4).

Figura 2.4
Diferencia entre resultados del Pre-test y Post-test

Diferencia resultados Pre-Testy Post-
Test.

Nota. Fuente propia.

La Figura 2.4 muestra las diferencias de medias globales entre el
pre- test y post-test; obsérvese que en lineas generales el grafico
practicamente mantiene la forma en el pre y post- test, donde el
fendmeno fotoeléctrico, los espectros atdmicos, nimero cuantico y
spin tienen las valoraciones mas bajas, pero se evidencian sensibles
diferencias entre el pre y post test; en el post-test las medias globa-
les son mejores.
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Se considerd que conocer diferencias significativas en las medias no
seria suficiente, que era necesario conocer un desarrollo detallado de
cada item del instrumento. Para ello, utilizando el sistema de SPSS,
se presentan las Tablas de contingencia, que contienen informacidn
sobre el nimero de alumnos que han empeorado o mejorado o se
han mantenido en cada uno de los items. Para el analisis de estas
Tablas es necesario tener en cuenta que “el triangulo superior izquier-
do de la Tabla muestra las mejoras de los estudiantes, entre los que
contestaron de forma incorrecta en el pre-test y consiguieron una
respuesta parcialmente correcta o correcta en el post-test”(Mufioz
Burbano, 2020, p. 208). El tridangulo inferior izquierdo muestra las
respuestas que empeoraron: alumnos que dieron una respuesta par-
cialmente correcta en el pre-test y en el post-test dieron una repues-
ta incorrecta (ver tabla 2.13).

Tabla 2.13
Hechos que se relacionan con la crisis de la Fisica Clasica

ftem 1 pl-post Total
[ 1o |1 [2 | |
lo|19]9 |21]49 |
Pi-pre|l1]0 |o 1 |1 |
[2]0 |o [1 11 |
Total | |19]9 [23]51 |

Nota. Fuente propia

La Tabla 2.13 muestra el comportamiento estadistico detallado pa-
ra el primer item, en que se solicitan hechos que se relacionan con la
crisis de la Fisica cldsica; se encuentra que 9 estudiantes que en el
pre-test obtuvieron una valoracion de 0, en el post-test mejoraron a
una valoracién de 1 y 21 a una valoracion de 2, que representa una
respuesta correcta. No hay estudiantes que hayan empeorado sus
respuestas; 20 estudiantes se mantuvieron en el nivel inicial. Esto
evidencia que el 58,8% de los estudiantes avanzaron en su proceso
(ver tabla 2.13).
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Tabla 2.14
Efecto fotoeléctrico

ftem 2 pl-post Total
0 |1 2
011018 27145
Pl-pre|1]0 |1 5 |6
[210 lo lo lo |
Total | |10l9 [32]51 |

Nota. Fuente propia.

Este item presentd una mejora muy significativa: ninguno de los
estudiantes retrocedid en su proceso, 10 estudiantes permanecieron
con una respuesta incorrecta. El 80% de los estudiantes avanz6 de
una respuesta incorrecta a una repuesta medianamente correcta y
a una respuesta correcta (ver tabla 2.14).

Tabla 2.15
Espectros atémicos

ftem 3 pl-post Total
[ 1o |1 [2 | |
Pi-pre|0|14]16 |20]50 |
[1]1 |o lo [1 |
Total 12127116 Is |51 |

Nota. Fuente propia

Como muestra la Tabla 2.15, si bien 28% de los estudiantes no
avanza en el proceso, el 72% logra mejorar la conceptualizacion rea-
lizada en torno a los espectros atomicos. Este trabajo implico el de-
sarrollo de practicas experimentales, tales como el espectroscopio
casero, que involucré a los estudiantes en un proceso dindmico (ver
tabla 2.15).
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Tabla 2.16
Qué es el electron

item 4 pl-post Total
[ o |1 [2 | |
lolo |13 |17139 |
Pi-pre|1|0 |4 |7 |11 |
[211 lo lo J1 |
Total | |10]17 24|51 |

Nota. Fuente proia.

La Tabla 2.16 muestra los resultados de uno de los items que ge-
nero mayor inquietud en la investigacion, y esta relacionado con el
electrén. En este item, en el pre-test, se suponian respuestas que al
menos relacionaran al electron como una particula clasica con carga
negativa y que se encontraba en la periferia, puesto que es un te-
ma que se aborda basicamente desde el grado sexto a grado once.
La descripcion del concepto que hacen los estudiantes denota una
serie de confusiones importantes, que son preocupantes, mas alld
de la descripcién del electron como objeto cuantico. Sin embargo,
una vez desarrollada la secuencia didactica, 80% de los estudiantes
logran asignarle una carga negativa y avanzar a la idea de electrén
como objeto cuantico (ver tabla 2.16).

Tabla 2.17
Niveles de energia

item 5 pl-post Total
[ 1o |1 [2 | |
Pi-pre|0]|20]14 |14]48 |
[1]o |1 [1 12 |
Total | [26]9 16151 |

Nota. Fuente propia.
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La Tabla 2.17 muestra los resultados obtenidos en relacién con los
niveles de energia; pese a que este tema es trabajado de acuerdo
con los Estandares basicos de competencias presentados por el Mi-
nisterio de Educacién Nacional en grado sexto (MEN, 2006), luego en
décimo, los estudiantes tratan como sindénimos las drbitas de Bohr,
con los orbitales y niveles de energia. La Tabla muestra que el 60%
de los estudiantes avanza en su proceso una vez se ha finalizado la
aplicacion de la secuencia. No hay estudiantes que retrocedan en el
proceso (ver tabla 2.17).

Tabla 2.18
Numeros cuanticos

ftem 6 pl-post Total
| 1o |1 21 |

Pl-pre|0]18]|13 |19]50 |
110 |0 1 |1

Total 24 |7 20|51

Nota. Fuente propia.

Esta tematica, que de igual manera es abordada en la educacién
secundaria, en el pre-test muestra grandes confusiones y, con el de-
sarrollo de la secuencia, se logra un avance significativo, tal como
se muestra en la Tabla 2.18, ya que mas del 60% de los estudiantes
logra mejorar los conceptos relacionados. Es uno de los conceptos
en que las ideas previas tienden a prevalecer en el proceso, especial-
mente al relacionar los tres numeros cuanticos con el atomo de Bohr
(ver tabla 2.18).

Tabla 2.19
Orbital

ftem 7 pl-post Total
[ 1o |1 [2 | |
Pi-pre|0]13]|16 |19]48 |
[111 To [2 13 |
Total | |24l6 [21]51 |

Nota. Fuente propia.
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La Tabla 2.19 muestra los resultados obtenidos con respecto al
concepto de orbital; como se enuncié antes, este concepto, en el
pre-test, se trata como sinénimo de nivel y sobre todo 6rbita. Como
muestra la Tabla el 74% de estudiantes avanza en el proceso, asume
su caracter dependiente del electréon y no como un espacio fisico pa-
ra ser llenado (ver tabla 2.19).

Tabla 2.20
Spin
item 8 pl-post Total
[ 1o |1 [2 | |
Pi-pre|0|15]20 |15]50 |
[1]10 lo [1 1 |
Total | [25]10 16151 |

Nota. Fuente propia.

Finalmente, los estudiantes, con base en la ensefianza recibida
en la educacién secundaria, describen el electrén como un giro a la
izquierda y a la derecha. Una vez desarrollada la secuencia, 35 estu-
diantes avanzan en el proceso a explicar el spin como una propiedad
de los objetos cuanticos que no tienen analogo en el mundo macros-
copico, un cuarto numero cuantico que se deriva de la ecuacién de
Schrédinger, tal como se muestra en la Tabla 2.20.

Los resultados de la investigacidon ponen de manifiesto que los es-
tudiantes que hacen parte del estudio no relacionaron conceptos de
la Teoria Cuantica dentro de la Unidad de Estructura Atomica de la
Materia. Pero el desarrollo de la secuencia permitié avanzar en la
construccion de conceptos en los que se asumen elementos de la
teoria cuantica para la explicacion de la estructura atémica de la ma-
teria, lo cual genera preocupacion. Asi, se entiende que la nocién
de materia tiene un valor epistémico fundamental, puesto que lleva
implicita una conexién con el mundo cuantico, lo anterior porque es
en el atomo “particula tedrica enunciada por Democrito” (Lederman,
1996, p. 12), donde se hace substancial esta nocién. Ademas, nace
en una concepcion filosdfica y en el transcurrir de mas de veinte si-
glos del proceso de construccién de la ciencia esta nocién vuelve a
sus origenes filoséficos. Se concluye que la exigencia del aprehender
dentro del proceso de formacion en ciencias no solo implica el marco
conceptual que caracteriza una teoria, sino también su incidencia en
la forma del ver e interpretar el mundo.
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Se hizo énfasis en la nocidon de materia por su relacion tedrica con la
guimica cuantica, un campo de conocimiento que en la ensefianza se
enfoca desde el contexto histérico como una sucesion de hechos, sin
hacer énfasis en sus derivaciones epistémicas, tales como la com-
prensién del mundo, el desarrollo tecnoldgico, las afectaciones al
campo ecoldgico y el progreso material de la especie humana (Mora
Penagos y Parga, 2010) que serian fundamentales a la hora de cons-
truccidon de una cultura cientifica en Colombia.

Los resultados descritos nos permiten asumir la urgencia de una re-
novacion en el aula de clase, en el curriculo y en todos los procesos
que involucran a la formacidn en ciencias a fin de que se construyan
modelos, se formen valores, o se logre a través de las ciencias na-
turales dar sentido al mundo que nos rodea (Gémez Crespo, 2006).
Por tanto, no se trata de conocer una gran cantidad de datos, sino
de desarrollar herramientas esenciales para discernir e interactuar
de modo efectivo con la realidad, ser capaces de tomar decisiones
conscientes y criticas, lo que permite desarrollar un espiritu cientifico,
haciendo uso responsable del conocimiento; es decir, pensar cienti-
ficamente (Programme for International Student Assessmen [PISA],
2006).

Conclusiones

La investigacidn en didactica de las ciencias naturales demuestra
que es posible ensefiar teoria cuantica desde la historia de las cien-
cias y practicas experimentales si enfatizar en la estructura matema-
tica. Sin embargo, los conocimientos que relacionan los estudiantes
del primer semestre de la Licenciatura en ciencias naturales y educa-
cion ambiental (Semestre A- 2018) con la Teoria Cuantica denotan
una conceptualizacion muy basica; no se asume que estos temas sir-
ven de base para la descripcion de la estructura de la materia que
se ajuste al dominio cientifico del momento.

Los estudiantes del primer semestre de la Licenciatura dan explica-
ciones a los conceptos de electrén, nivel de energia y orbital, con una
mezcla entre conceptos clasicos y pre-cuanticos. Existen confusiones
al tratar orbita y orbital como conceptos sindnimos. La investigacion
develd una importante confusion y falta de claridad en la estructura
del &tomo vy el electrdén. El electron no se describe ni siquiera en tér-
minos clasicos. Esto evidencia la poca importancia que atribuyen al
tema y la imposibilidad de relacionarlo con otros conceptos. Al res-
pecto, se generan interrogantes relacionados con la manera como los
estudiantes asumen otros conceptos basados en la conceptualizacion
del electrdn, tales como: enlace, tabla periddica, oxido-reduccion por
mencionar solo algunos.
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Los conceptos relacionados con Nivel de Energia y Orbital generan
grandes confusiones; la idea de un atomo como sistema solar en
miniatura prevalece, es una idea fuerte; les resulta muy convenien-
te por ser grafica y cercana al entorno, por tanto, la descripcion de
Nivel es asumida como una orbita en términos de Bohr vy, luego, el
orbital como sinénimo de 6rbita y nivel al mismo tiempo.

Los resultados del pre-test, en general ponen de manifiesto concep-
ciones ingenuas basadas en la memorizacion; los contenidos prefa-
bricados no tienen significado y sentido para los estudiantes: es el
caso de la conceptualizacidn de electron, que se pudiera suponer ob-
via y denotdé mucha confusion. Esto plantea también la necesidad
de revisar la eficacia de los enfoques de ensefianza basados en la
transmision de contenidos y promover nuevas formas de aprendiza-
je participativo y constructivo. El marco tedrico utilizado cobra de
esta manera especial importancia, pues se articula el saber de los
estudiantes con actividades entre pares que fortalecen el aprendizaje.

Frente a esta situacion, se considerdé fundamental el disefio de una
secuencia didactica, que permitiera la articulacion de elementos con-
ceptuales relacionados con la Teoria Cuantica, tales como comporta-
miento de los objetos cuanticos, relaciones de indeterminacion, na-
meros cuanticos, ecuacién de Schrodinger, de manera descriptiva.
La Secuencia Didactica también articuld la historia de las ciencias,
especialmente en lo relacionado con los modelos atémicos, hacien-
do un especial énfasis en la crisis que implicéd el advenimiento de la
teoria cudntica. Finalmente, con el disefio de Programas Guia de Ac-
tividades se vincularon experiencias sencillas en lo relacionado con
el efecto fotoeléctrico, los espectros atémicos, entre otros.

Las fases descritas en la metodologia son complementarias y se desa-
rrollan de forma no secuencial. En la primera fase de la investigacion,
se delimitan las necesidades de aprendizaje para los estudiantes y
en la segunda fase se da respuesta a dichas necesidades. El disefio
fue sencillo, pero se articuld en sesiones de ensenanza aprendizaje
activas, con la participacion de los estudiantes con personificaciones,
el desarrollo de protocolos y las practicas experimentales.

La comparacién de los promedios obtenidos en el pre-test y post-test
confirma lo que las pruebas no paramétricas enunciaron; ademas,
las Tablas de contingencia para cada uno de los items permitieron
analizar cada unos de los items trabajados de manera especifica. En
todos ellos hubo un avance significativo con respecto al pre-test, lo
que permite afirmar que la Secuencia disefiada generd elementos
necesarios para avanzar en el proceso y superar algunos errores con-
ceptuales importantes.
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De igual manera, se realizé una evaluacion cualitativa, de la que se
infiere que los estudiantes asumieron que las actividades posibilitan
el aprendizaje dialdgico y propositivo evidenciado por la participacién
y los resultados del postest.

Finalmente, sintetizando el proceso de investigacion determinan que
los estudiantes no relacionan conceptos cuanticos con la estructura
de la materia, por ende, una secuencia de ensefianza-aprendizaje
que, desde la investigacion y de la referencia conceptual de la teoria
cuantica contribuye a superar estos problemas.

Estos resultados dejan clara la necesidad de procesos de actualiza-
cion y formacion continua en la educaciéon secundaria y en los pro-
gramas de formacién docente; la poblacién con la que se trabajé son
futuros docentes de ciencias naturales, que en su practica deberan
asumir estas tematicas con miras a lograr una transformacion de la
educacion cientifica en Colombia. Por ello, se requiere de la actuali-
zacion curricular en los programas de formacién del profesorado en
ciencias.
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3. Introduccion a cédigos lineales con SageMath

3.1 Introduccién: un panorama general

En las ultimas décadas se ha experimentado un gran aumento
en la necesidad de transmision y almacenamiento de informacion, por
esta razén cada vez mas es imprescindible contar con métodos que
ayuden a mantener no solamente la seguridad de estos datos sino
también su confiabilidad. Justamente por este Ultimo aspecto, resulta
fundamental detectar vy, si es posible, corregir errores que se puedan
generar durante este tipo de procesos. Por ejemplo, al enviar una fo-
tografia pueden surgir errores en la transmision que distorsionen la
imagen original. Tal vez esto puede parecer inconcebible para el usua-
rio experimentado actual que envia y recibe fotos desde su celular sin
mayores preocupaciones, pero en realidad la deteccién y correccién
de errores esta tras bambalinas; de hecho se utiliza en los dispositivos
mas modernos, entre otras cosas para la recepcion de imagenes fiables
de planetas tan lejanos como Marte. Es asi como aparece a mitad del
siglo pasado la teoria de cddigos correctores de errores, disciplina que
desde entonces se ha visto influenciada por diferentes ramas como la
informatica, la computacion y, por supuesto, la matematica en general
y mas particularmente por los desarrollos algebraicos descubiertos en
los ultimos siglos.

Por supuesto, como en muchas disciplinas matematicas, son va-
rios los cientificos que han aportado para el crecimiento de esta rama,
aunque tres personajes fueron importantes para su desarrollo inicial.
A continuacion presentamos una breve descripcion de sus vidas aca-
démicas.
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Figura 3.1

Claude Shannon

Claude Elwood Shannon (1916-2001) fue un des-
tacado ingeniero electricista, matematico y criptdgra-
fo estadounidense, considerado por muchos “el padre
de la teoria de la informacion” (Figura 3.1)1. Shannon
trabajo en el Instituto de Tecnologia de Massachusetts
(MIT) y los Laboratorios Bell. También es conocido por
fundar la teoria de disefio de circuitos digitales en 1937,
en su tesis de maestria en el MIT, en la cual demos-
tré que las aplicaciones eléctricas pueden ser modela-

das usando el Algebra Booleana. Durante la Segunda Guerra Mundial
contribuyd como criptoanalista del Departamento de Defensa de los
Estados Unidos. En su articulo "A mathematical theory of communica-
tion”, de 1948, sentd los primeros fundamentos de la teoria de cddigos

(Shannon, 1948).

Richard Wesley Hamming (1915-1998) fue un ma-
tematico, pionero en ciencias de la computaciéon y pro-
fesor (Figura 3.2)2. En los afios 40, su investigacion es-
tuvo dedicada al nacimiento de los computadores y la
teoria de cédigos en los Laboratorios Bell. En 1945 fue
reclutado para trabajar en el Laboratorio de los Alamos,
en el Proyecto Manhattan. A partir de 1970 se dedicé a
la docencia en diferentes instituciones: Universidad de

l_=igura 3.2

Illinois, Universidad de Louisville, Universidad de Stan- gicpard Hamming

ford, City College de Nueva York, Universidad de Cali-

fornia, Universidad de Princeton y la Escuela de Posgrado Naval. Entre
sus principales aportes se destaca la creacién de los cédigos de Ham-
ming (Hamming, 1950) y la introduccion del concepto de distancia de

Hamming.

Marcel Jules Edouard Golay (1902-1989) estudié

Figura 3.3

=1
Marcel Golay

ingenieria eléctrica en el Instituto Tecnoldgico Fede-
ral Suizo, en Zurich, y luego obtuvo un doctorado en
fisica en la Universidad de Chicago, en 1931. Traba-
jo en los Laboratorios Bell y en el Departamento de
Sefiales de la Armada Americana. Posteriormente se
vinculd a la companfia Perkin-Elmer como investiga-
dor senior. Parte de su investigacion la dedicé al es-
tudio de cromatografia de gases y la espectrografia

Optica. Entre sus principales aportes a la teoria de codigos se destaca
el descubrimiento de los cédigos binarios y ternarios de Golay, los cua-
les son generalizaciones de los codigos de Hamming (Marcel, 1949).3

1Imagen tomada de https://www.ias.edu/news/shannon-newyorker
2Imagen tomada de https://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Hamming
3Imagen tomada de https://repository.aip.org/islandora/object/nbla:301680
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Otros cientificos que han realizado valiosos aportes al desarrollo
de la teoria de cdédigos son: David Slepian, Elwyn Berlekamp, Floren-
ce Jessie MacWilliams, Neil Sloane, Patrick Solé y Vera Pless, entre
muchos otros.

En un principio, la teoria de cédigos fue un drea con razonamien-
tos que podrian ser considerados netamente como pertenecientes a
la matematica pura. Claude Shannon mostré que los cédigos correc-
tores de errores existian, sin embargo sus ideas no encontraron una
aplicacién practica inmediata. Hamming (1950) y Golay (1949) posi-
blemente fueron los primeros en dar construcciones explicitas de este
tipo de codigos, lo que condujo a diversas aplicaciones practicas.

El principal objetivo de la teoria de cddigos consiste en construir
codigos capaces de detectar y corregir errores durante la transmision
de informacion. La teoria de codigos esta soportada especialmente en
varias ramas del algebra y matematicas discretas, entre ellas: alge-
bra lineal, teoria de numeros, teoria de anillos, teoria de grupos o
podriamos decir algebra abstracta en general, combinatoria, teoria de
grafos, entre otras, y en la actualidad se resalta la aplicacién de la
computacion.

Una de las formas de aplicar la teoria de codigos para la transmi-
sion de archivos digitales, como imagenes o sonidos, consiste en, por
ejemplo, dividir una imagen o un sonido en pequefas partes, y usar
una cadena binaria para representar cada una de sus partes. De esta
forma, se usan cadenas binarias para comprimir la informacién o para
corregir los errores que pueden ser causados por ruido cuando la in-
formacién es enviada a través de un canal posiblemente ruidoso. Por
ruido se entiende cualquier situacion que pueda dificultar la comunica-
cion entre dos medios: ruido en el ambiente, como por ejemplo, el de
una aspiradora, el generado por una obra de construccion, el causado
por una muchedumbre en una calle, o las dificultades originadas por
tormentas eléctricas, defecto en las componentes electrdnicas de un
sistema o incluso los errores de tipo humano generados al introducir
la informacion.

Entre las primeras industrias que se beneficiaron de las técnicas
de correccién de errores, naturalmente se encuentran las de la compu-
tacion y la telefonia; esto porque en ellas la informacion es transmitida
principalmente por medio de computadores. Para prevenir la aparicién
de errores en estas situaciones los sistemas computacionales utilizan,
entre otros, los cédigos de Hamming. Con el nacimiento del programa
espacial, la agencia estadounidense llamada Administracién Nacional
de Aeronautica y el Espacio, mas conocida como NASA, pasd a ser uno
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de los principales usuarios y desarrolladores de estas tecnologias; esto
porque, debido a la falta de potencia en los cohetes que se utilizaron
en los primeros proyectos, el material que se enviaba debia ser lo mas
liviano posible; de esta forma los equipos para transmitir la informa-
cion no eran tan potentes como se esperaria en una misioén al espacio.
Para sobrepasar estos inconvenientes se utilizaron cddigos correctores
de errores para mejorar la fiabilidad y poder reconstruir la informacion
enviada (Malkevitch, 2003).

Ademas, segun Malkevitch (2003), el Programa Mariner tomd fo-
tos en blanco y negro de Marte en 1965. Las imagenes eran de tamafo
200x200 pixeles, donde a cada pixel se le asignaba un nimero entre
64 tonalidades de grises (usando 6 bits). La transmision de una Unica
imagen podria tomar hasta 8 horas. En 1972, el Programa Mariner 9
transmitié mejores fotografias con la ayuda de cdédigos de Reed-Muller
gue tenian 6 bits de informacién y 26 bits adicionales. Aunque para
este momento la velocidad de transmision era mucho mejor, las ima-
genes eran de mayor tamaho, de tal forma que fue necesario almace-
narlas. Posteriormente, el Programa Viking aterrizé en Marte en 1976
y consiguié enviar fotografias a color, tomando imagenes separadas
del mismo lugar usando tres filtros de color diferentes. Las imagenes
a blanco y negro obtenidas por cada filtro fueron transmitidas y en-
tonces una imagen a color fue reconstruida a partir de la informacion
en las tres imagenes a blanco y negro. Igualmente, Malkevitch (2003)
afirma que la NASA usé diferentes cédigos correctores de errores; por
ejemplo, para las misiones entre 1969 y 1977, la nave Mariner usd
codigos de Reed-Muller; el Voyager 2 empled un cdédigo de Golay para
las misiones a Jupiter y Saturno.

Para Pinch (1997), el valor de la teoria de cddigos correctores de
errores para la transmision de informaciones, en la tierra y desde el
espacio, fue inmediata y una amplia variedad de cédigos fueron cons-
truidos consiguiendo tanto economia en la transmisién como capaci-
dad de correccién de errores. Entre otras aplicaciones se destaca el
uso de codigos para proteger informacién en los CD’s (discos compac-
tos) y CD-ROM’s. Segun Pinch (1997), estos cddigos pueden corregir
hasta 4000 errores consecutivos y, segun Malkevitch (2003), aunque
estos dispositivos estan protegidos por derechos de autor, se sabe que
utilizan cdédigos de Reed-Solomon para proteger la informacion alma-
cenada en ellos.

Entre otras tecnologias que también usan teoria de cdédigos se
resaltan: los médems de los computadores, las comunicaciones sate-
litales, las transmisiones de radio y televisién de alta definicion, entre
otras. Vale destacar que cada dia se encuentran nuevas aplicaciones.
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Por ejemplo, McEliece (1978) present6 un nuevo criptosistema basado
en teoria de cddigos. A partir de este trabajo surgieron muchas otras
investigaciones en las que se estan utilizando diferentes tipos de co6-
digos (Engelbert et al., 2007). Mas recientemente, Daniel J. Bernstein
y sus colaboradores presentaron un criptosistema para computacion
post-cuantica de clave publica que se encuentra entre los escogidos
por el Instituto Nacional de Estandares y Tecnologia (NIST) de Estados
Unidos como uno de los sistemas mas prometedores para reemplazar
los sistemas actuales de criptografia, (ver Engelbert, et al. (2007) y
Singh (2019)).

Por supuesto existen aplicaciones de la teoria de cddigos en otras
ramas de las matematicas puras, (ver Pinto, Rocha Malonek y Vettori
(2015)) y otras aplicaciones de la teoria de codigos pueden encontrarse
cada vez mas en areas con las que aparentemente no habria relacion:
sistemas bioldgicos (Yockey, 2005; Salavati, 2010), comunicaciones
submarinas (Costa Vianna, et al. 2016). Claramente esta lista cada
dia crece, ampliando nuevos horizontes.

Los medios de informacion, tales como sistemas de comunicacion
y dispositivos de almacenamiento, no son absolutamente confiables,
esto porque los mensajes que son transmitidos pueden ser alterados
accidentalmente por diferentes mecanismos, conocidos como ruido.

El ruido siempre estad presente en la transmision de mensajes y
el efecto que produce en los mensajes es introducir errores que mo-
difican los mensajes transmitidos. Ante este problema surge la teoria
de cddigos correctores de errores, cuyo principal objetivo es detectar
y corregir los errores producidos. La transmisién de datos, desde el
punto de vista de la teoria de cddigos, supone las siguientes reglas:

a) Emisor y receptor conocen la codificacidon de los mensajes a trans-
mitir.

b) Si ocurren errores, el receptor es capaz de detectarlos.

c) Por un canal de comunicacion, solo palabras del nuevo lenguaje
son enviadas.

d) Los mensajes recibidos solo deben contener simbolos que se ma-
nejan en el canal; es decir, si se utilizan nimeros en la codificacion,
no es posible que llegue un mensaje con algun simbolo distinto al
aceptado por el emisor y receptor.

En principio un cédigo es un subconjunto no vacio, el cual no tiene
ningun requerimiento especial. Es asi como podemos considerar como
un primer ejemplo de cdédigo cualquier idioma, en nuestro caso el es-
pafiol. Aunque este permite transmitir una gran cantidad de mensajes,
tiene el problema de que no es completamente eficiente para detectar
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0 corregir errores. Por ejemplo, al transmitir la palabra "HOLA” pode-
mos cometer un error en cualquiera de sus letras; algunas veces el
receptor podra detectar y hasta corregir el error, pero esto no siem-
pre es asi. Si se recibe la palabra “HTLA", el receptor podria inferir que
lo que se le quiere decir es "HOLA”, dado que la primera no es una
palabra del espafiol. Sin embargo, si la palabra recibida es “"SOLA", el
receptor podria inclusive confundirse al pensar que esta es la palabra
correcta.

Matematicamente, la teoria de cédigos se alimenta cada vez mas
de las estructuras algebraicas existentes, muchas de las cuales son
descubrimientos recientes. Cabe mencionar que los cédigos lineales
son espacios vectoriales, hecho que se ve reflejado en la facilidad de
su construccién a partir de una matriz generadora y su decodificacion
mediante una matriz de control de paridad. Esta ventaja también se
ve reflejada al momento de calcular sus parametros. En consecuen-
cia, existe un creciente interés hacia el estudio de la teoria de cddigos
en estructuras cada vez mas ricas, como son: anillos, anillos de grupo,
anillos torcidos (skew polynomials rings), geometria algebraica, combi-
natoria, teoria de grafos, entre otras (ver Shi, Alahmadi y Solé (2017),
Creedon y Hughes (2019) y Polcino Milies (2019)).

Paralelamente, la computacion ha evolucionado en las ultimas dé-
cadas, llegando hasta el punto de que nuestra vida se ve cada vez
mas influenciada por los desarrollos tecnolégicos. El desarrollo de las
matematicas aplicadas, en particular la teoria de cddigos, también se
ha visto beneficiado; en la actualidad existen programas computacio-
nales en los cuales se pueden hacer simulaciones y calcular con ellos
parametros, entre otras cosas. Sin embargo, esto no sucede con los
mas recientes descubrimientos, como, por ejemplo, en el estudio de
los coédigos en anillos de grupos y los cddigos convolucionales, en los
gue un cdédigo puede ser visto como un ideal o como un modulo. Por
supuesto, poco a poco se van realizando avances en esta direccién.

SageMath o SAGE es un software de algebra computacional de cé-
digo abierto, es decir “open-source”, licenciado bajo GPL que, combi-
nado con la potencia del lenguaje de programacién Python, se emplea
para llevar a cabo cdlculos algebraicos, simbdlicos y numéricos. Las
siglas de "Software for Algebra and Geometry Experimentation” de-
finen el nombre original de este programa, aunque ha evolucionado
para incluir mas areas de las matematicas. SageMath es un entorno
de cdlculos matematicos que introduce datos matematicos en forma
textual y los despliega en forma textual o tradicional. Mientras que
la mayor parte de los entornos de cdlculo matematico son entidades
independientes, SageMath provee algunos algoritmos por si mismo y
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otros los toma de otros entornos de calculo matematico. Esta estrate-
gia le permite a SageMath proveer el poder de multiples entornos de
calculos matematicos dentro de una arquitectura capaz de evolucionar
para satisfacer futuras necesidades.

Otros programas que usan investigadores en matematicas son
NumPy, SciPy, Matplotlib, SymPy, Maxima, GAP, FLINT, Rand, Mat1lab,
Mathematica, Maple, Gap, entre otros. En el caso del sistema compu-
tacional SageMath, vale la pena resaltar la gran ventaja que tiene por
ser software libre, lo que hace que su distribucion sea amplia y gratui-
ta, posibilitando de esta manera que pueda usarse por toda la comuni-
dad académica para investigacion, exploracidon y especialmente para la
docencia. Ademas, permite trabajar con implementaciones realizadas
por otros investigadores e incluso, las implementaciones que se reali-
zan pueden contribuir al desarrollo de otras investigaciones de ambito
nacional e internacional.

En este texto presentaremos los conceptos basicos de la teoria de
codigos correctores de errores. Con el proposito de que el publico al
que va dirigido este documento sea mas amplio, no se haran las de-
mostraciones matematicas de los teoremas y resultados. Referencias
casi que obligadas para alguien que esta interesado en adentrarse en el
estudio de la teoria de cddigos son los libros: Huffman y Pless (2010),
Ling y Xing (2004) y Roman (1992). Se hara especial hincapié en la
implementacién de rutinas computacionales en SageMath dirigidas a
presentar de manera clara y concreta, cuando esto sea posible, los con-
ceptos estudiados. Estas implementaciones estaran basadas tanto en
los conceptos tedricos, como en las capacidades computacionales que
brinda un software libre construido sobre Python como lo es SageMath.
La necesidad de la combinacién de la teoria y la practica se destaca
en el desarrollo de este documento.

El computador como un laboratorio para “hacer matematicas”

Cada vez es mas comun usar un computador en una actividad ma-
tematica, bien sea en la enseflanza, exploracion o investigacién; tanto
que los computadores han pasado de ser una simple herramienta a
una componente fundamental para entender algunos conceptos ma-
tematicos avanzados. Segun Rainbolt y Gallian (2013), existen cinco
formas en las que se puede utilizar un software computacional:

como una calculadora “elegante”,

como un medio para calcular ejemplos grandes y complicados,
como un medio para que los “estudiantes” puedan escribir algorit-
mos computacionales simples,

como un medio para producir grandes cantidades de datos de tal
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forma que los “estudiantes” puedan formular una conjetura,
= como un medio para que los “estudiantes” puedan trabajar en for-
ma colaborativa.

En la tercera y la ultima de las cincos formas se entrecomilla la
palabra estudiantes, porque, en nuestro ideal, finalmente tanto el que
ensefa, como el que aprende e incluso quien investiga siempre es un
estudiante.

Blyth y Rainbolt (2010) presentan las siguientes reflexiones acer-
ca del uso GAP para la ensefianza de algebra abstracta. Una clase
tradicional de un curso de algebra abstracta consiste en que el profe-
sor enuncia una serie de teoremas (con quizas algunos ejemplos en
los que se verifica el teorema). Como una alternativa a esta estructu-
ra clasica, los estudiantes podrian descubrir algunos de los teoremas
incluso antes de que sean motivados por ejemplos. Esto se puede con-
seguir usando un software para explorar una serie de ejercicios que
lleva cada estudiante a encontrar un patrén que ayude a descubrir el
teorema deseado. La ventaja de esta aproximacion es que el estudian-
te se apropia del resultado, dado que lo ha descubierto por si mismo
antes de que le haya sido enunciado. Este hecho hace que el aprendi-
zaje sea mas agradable y mas probable de ser recordado. También, tal
vez mas importante, este proceso ayuda a que el estudiante tenga un
entendimiento mas concreto del teorema. Ademas, el uso del software
en algunas situaciones ayuda a que el profesor presente ejemplos y
aplicaciones del teorema que podrian ser hechas manualmente, pero
que pueden tomar mucho tiempo (Blyth y Rainbolt, 2010).

La dificultad mas seria de esta aproximacién no tradicional es que
puede requerir mas tiempo para ser implementada. Esto porque tanto
el estudiante como el docente deben capacitarse en el manejo del soft-
ware. Ademas, algunos teoremas no pueden ser descubiertos facilmen-
te por el estudiante por medio de exploraciones guiadas de ejemplos.
Sin embargo, se pueden asignar proyectos computacionales como ta-
rea (evitando de esta forma que tomen mucho tiempo de clase) y usar
esta técnica Unicamente con aquellos teoremas en los cuales el soft-
ware pueda hacer una contribucion significativa al entendimiento del
estudiante (Blyth y Rainbolt, 2010).

En este trabajo se presentan algunos de los conceptos basicos de
teoria de cddigos y la forma de implementarlos usando SageMath; se
espera que esto le permita al lector usar estas ideas para comprobar,
ejemplificar y posiblemente descubrir por si mismo algunos de los teo-
remas de esta teoria y que, a futuro, le posibilite hacer sus propios
aportes.
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3.3 Introduccién a la teoria de cédigos

En esta seccidon se analizard como puede interpretarse el proceso
de comunicacién bajo la suposicion de que no se presenten errores
en la transmisién. En primer lugar, denominaremos mensaje fuente al
conjunto de mensajes que un emisor envia a un receptor; estos pue-
den estar en el lenguaje tradicional. Estos mensajes se transforman
como una cadena de simbolos tomados de un conjunto llamado alfa-
beto; a este proceso lo denominamos codificacion. Suponiendo que no
se presentan errores en la transmision, los mensajes codificados son
transmitidos a su destino a través de un canal de comunicacién. Estos
mensajes se traducen nuevamente al lenguaje usado en el mensaje
original; a este proceso le llamamos decodificacién de la fuente. La
funcion del decodificador consiste en convertir los mensajes recibidos
a mensajes fuente, dado que estos en un principio fueron transforma-
dos en simbolos. Una vez hecho esto, los mensajes son recibidos por
el receptor tal y como se encontraban originalmente.

El esquema de comunicacion descrito anteriormente se muestra
en la Figura 3.4.

Figura 3.4
Esquema de comunicacion

Em.isor — Codificacion — Canal
Mensaje fuente de la fuente

Y

Decodificacion ——p  Receptor
de la fuente

Nota. Fuente propia.

Dado que estamos asumiendo que en la transmisidn de los mensa-
jes no hay errores, esto hace que el esquema anterior sea deficiente,
dado que no siempre el mensaje enviado es el mensaje recibido. Por
supuesto, sabemos que esta situacidn no refleja la realidad ni siquiera
en los procesos mas simples de comunicaciéon, como lo es la conver-
sacién directa entre emisor y receptor. Cuando estamos conversando
con otra persona pueden surgir errores de pronunciacion, ruido en el
ambiente e inclusive errores en la interpretacién de un determinado
mensaje. Todas estas circunstancias que puedan dificultar la comuni-
cacién son consideradas como “ruido”.



3.3 Introduccién a la Teoria de Codigos

Si se produjo algun error por causa del ruido durante la transmi-
sion, es muy probable que el receptor no se dé cuenta y reciba un
mensaje equivocado que lo lleve a una mala interpretacién de la situa-
cion y que, inclusive aunque note el error, no pueda corregirlo. Esto
nos sucede a diario cuando estamos escribiendo un correo electrénico,
un mensaje de WhatsApp o un documento en un procesador de textos
como Word u OpenOffice. Al escribir una palabra muchas veces, el pro-
cesador de texto subraya la palabra si es que hemos cometido un error
ortografico o incluso si existe un error en la conjugacion. Al subrayar
la palabra, el programa nos esta diciendo que ha encontrado errores
en la palabra y que deberian ser corregidos; a este procedimiento lo
denominaremos deteccién. En otros momentos, el auto corrector del
programa detecta el error y cambia la palabra automaticamente por la
que pareciera ser la correcta; este mecanismo lo llamaremos correc-
cion.

Este tipo de situaciones sugiere la modificacion del esquema de
comunicacion presentado en la Figura 3.4. Para esto se introducen un
blogue de codificacion del canal y otro de decodificacidon del canal. La
funcion del primero es realizar una segunda codificacién a los mensajes
ya codificados por la fuente; en este proceso se afiaden simbolos de
redundancia que permitan determinar errores en el mensaje original.
El segundo bloque es la decodificacion del canal; su funcidn es detectar
y corregir los errores. El proceso continla con el decodificador de la
fuente, el cual ya describimos anteriormente. El nuevo esquema de
comunicacion se muestra en la Figura 3.5.

Figura 3.5
Esquema de comunicacion modificado

Emisor » Codificacién
Mensaje fuente de la fuente Canal
]
Y

Decodificacion __ Receptor
de la fuente

Nota. Fuente propia.
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Cabe resaltar que tanto el emisor como el receptor conocen la co-
dificacion de los mensajes; por lo tanto, si en la transmisién de algun
mensaje codificado ocurre el maximo nimero de errores admitido, el
receptor es capaz de detectarlo, aunque no siempre puede corregirlo.
La razon de esta cuestidon es que, a diferencia de la Criptografia, la teo-
ria de Cddigos no esta interesada en mantener ocultos los mensajes;
su objetivo principal es detectar y corregir los errores producidos en la
transmision. Ademas, los mensajes que se transmiten sobre los cana-
les de comunicacion solo son importantes para el emisor y el receptor;
en ellos no se maneja informacion confidencial, como cuentas banca-
rias, claves secretas, documentos oficiales, etc. El caso en el cual se
desee mantener oculta la informacién le concierne a la Criptografia.

Surgen entonces las siguientes preguntas:

= (Como se realizan los procesos de codificacién y decodificacion de
los mensajes?

= (Como se detectan y corrigen los errores producidos en la trans-
mision?

Construccion de elementos basicos en SageMath

Dado que SageMath estd construido sobre la base de Python, va-
rias de las aplicaciones o funcionalidades que tiene Python pueden ser
utilizadas en SageMath. Por supuesto, aqui presentamos Unicamente
aquellas que utilizaremos en el desarrollo del trabajo; sin embargo, pa-
ra tener un panorama mas completo donde se expliquen de forma mas
completa y detallada todas las potencialidades de este software, invita-
mos al lector interesado a visitar la pagina web del proyecto SageMath:
https://www.sagemath.org/, o consultar los libros: Zimmermann et al
(2018) y Bard (2020).

En esta seccién mostraremos las instrucciones para construir algu-
nos elementos basicos en SageMath. Existen diferentes tipos de datos
en SageMath; algunos son: integers, floats, boolean y strings.

A continuacion presentamos algunos ejemplos de como construir
elementos de estos tipos en SageMath.

Integer o entero

sage: 11

11

Float o real
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sage: 2.14
2.14000000000000

String o cadena

sage: 'Hola Facultad de Ciencias Exactas y Naturales'

'Hola Facultad de Ciencias Exactas y Naturales'

Observe que para definir una string o cadena, esta debe estar
contenida entre comillas. En SageMath podemos verificar la clase de
un objeto usando el comando type().

sage: type(11)

<class 'sage.rings.integer.Integer'>

sage: type(2.14)

<class 'sage.rings.real_mpfr.Realliteral'>

sage: type('Hola Facultad de Ciencias Exactas y Naturales')

<class 'str'>

Ademas, podemos convertir los diferentes tipos de datos usando
las funciones:

= float(): para convertir un cadena o un nimero a un nimero real.
m str(): para convertir un nimero o un objeto a una cadena.
m int(): para convertir un nimero o una cadena a un entero.

sage: float(2)
2.0

sage: str(2)
|2|

sage: int('11100")

11100

Existe otro tipo de datos que se conocen como bool o booleanos.
Estos pueden tomar Gnicamente dos valores: True o False.
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sage: type(True)

<class 'bool'>

sage: type(False)

<class 'bool'>

Ademads, SageMath cuenta entre otras estructuras datos como:
list, setyvector.Una list o lista se usa para almacenar elementos
en una Unica variable. Los elementos que se almacenan en una lista
pueden ser de diferentes tipos: integer, string, float, bool e inclu-
so list; esto es, una lista puede contener otras listas. A continuacién
presentamos algunos ejemplos:

sage: L =11, 2, 3, ["casa",2] ,3, True]
sage: L

[1,2,3, ['casa', 2], 3, True]

Observe que en la segunda linea escribimos L para poder ver los
elementos que componen a la lista L. Para recorrer los elementos de la
lista L, usamos el comando L[i], donde i representa el (i + 1)-ésimo
de la lista L, teniendo en cuenta que el primer elemento de la lista se
consigue digitando L[0].

sage: L[9]

1

Por ejemplo, para obtener el cuarto elemento de L debemos escri-
bir L[3]:

sage: L[3]

['casa', 2]

En SageMath existen varios métodos integrados que podemos uti-
lizar para trabajar con listas. Algunos de los que utilizaremos en este
trabajo son los siguientes:

append(): Adiciona un elemento al final de la lista.

clear(): Borra todos los elementos de la lista.

copy (): Retorna una copia de la lista.

count(): Retorna el nimero de elementos en la lista con el valor
dado.

= extend(): Adiciona los elementos en un objeto iterable a la lista.
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» index(): Retorna el indice de un elemento en la lista.
m insert(): Inserta un elemento a la lista.
= pop(): Borra un elemento de la lista en la posicién dada.

Por ejemplo,
sage: L.extend ([ 9,81] ) ;L

[1,2,3, ['casa', 2], 3, True, 9, 8]

sage: L.extend ([0, 1] ) ;L

[1,2,3, ['casa', 2], 3, True, 9, 8, [0, 1]]

Un set o conjunto se puede construir usando las llaves { }, como
usualmente lo hacemos en matematicas. Por ejemplo, para construir
el conjunto C = {1, 2, 3, ‘casa’, 3}, hacemos

sage: C={1, 2, 3,"casa", 3} ;C

{1, 2, 'casa', 3}

Observemos que como C es un conjunto, al escribir el elemento
repetido 3 en él, SageMath Unicamente reconoce uno de estos elemen-
tos, a diferencia de lo que pasa en las listas. Para construir vectores
en SageMath, podemos utilizar diferentes métodos:

sage: V1 =vector ( {1, 2, 3, 3}) ; Vi
(112I 3! 3)

sage: V2 =vector ( {1, 2, 3, 3.2} )
sage: V2

(1.00000000000000, 2.00000000000000, 3.00000000000000,
3.20000000000000)

sage: V3 =vector ( (1,2,3) ) ; V3
(1,2, 3)

sage: V4 =vector ( IntegerRing(), {1, 2,3} ) ; V4

(1,2, 3)

En este ultimo método, en el primer término escribimos
IntegerRing(), lo que significa que para este vector se estd espe-
cificando que sus entradas pertenecen al anillo de los enteros. Aunque
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el resultado es el mismo al método usado para construir V3, observa-
mos que esto en realidad nos muestra una forma de construir vectores
con entradas en anillos diferentes a los enteros, como, por ejemplo,
en cuerpos finitos, herramienta que serd muy util en las préoximas sec-
ciones.

Los cuerpos finitos se pueden construir mediante el comando GF (q),
donde g es una potencia de un niumero primo. A continuacion se pre-
sentan ejemplos para construir cuerpos finitos.

Cuerpo finito con 2 elementos: [F, = {0, 1}.

sage: GF ( 2)

Finite Field of size 2

Cuerpo finito con 3 elementos: [F; = {0,1, 2}.

sage: K=GF (3) ;K

Finite Field of size 3

Cuerpo finito con 25 elementos: [F;5

sage: K25= GF ( 5**2 )

Entonces, para construir un vector cuyas entradas sean elementos
de F;, se escribe:

sage: v=vector( GF(3), [ 1,0,2]) ;v
(1,0,2)

Cédigos de bloque y cédigos lineales

En este apartado primero presentaremos una serie de definiciones,
para las cuales daremos ejemplos con el animo de que puedan ser mas
entendibles para el lector.

Definiciéon 3.5.1 — Cédigos de bloque. Sean A = {al,az,...,aq} un
conjunto finito, llamado alfabeto, y # un entero positivo. Una n-upla
o n-tupla de A es una lista (b;, b5, ..., b,,) ordenada de elementos de
A. Sea A" el conjunto de todas las n-uplas de A. Cualquier subcon-
junto no vacio C de A" se denomina cddigo de bloque g-ario. Cada
elemento en C se llama palabra cddigo y si C contiene M elementos,
entonces diremos que el cédigo C tiene longitud n y tamafio M o
simplemente que C es un (n, M)-codigo. Un subconjunto de un co-
digo C es un subcodigo de C. Si C no es de bloque, se dice que C
es de longitud variable.
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Un ejemplo de cddigo de longitud variable es el idioma espaiiol. El
cédigo C sobre el alfabeto A = {0, 1} definido por C = {(0), (1,0),(1,1),
(1,0,0),(1,0,1),(1,1,1)} es un cdédigo de longitud variable. En este
trabajo la palabra cddigo siempre significara cédigo de bloque.

Este cddigo de longitud variable se puede construir en SageMath
escribiendo:

‘ sage: C={'0',"10',"11',"100"', "101","111"}

Normalmente el conjunto que conforma el alfabeto es tomado de
un cuerpo finito de orden g; es decir A = IF,, donde g es una poten-

cia de un primo. Cuando un cédigo C tiene como alfabeto a IF, o F3,
diremos que es un cddigo binario o ternario, respectivamente.

Ejemplo 3.5.1 Los siguientes son cddigos de bloque:

= C; ={(0,0,0),(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)} es un (3, 4)-cédigo binario.
»C, = {(2,0,1,0),(1,0,2,0),(1,1,2,2),(2,2,1,1),(2,1,2,1)} es
un (4, 5)-cédigo ternario.

Cuando no haya confusion, se denotara un vector de la forma
(vi,vy,...,7v,) Simplemente como vv, - - - v,,.

Los cddigos del Ejemplo 3.5.1 se pueden construir en SageMath
escribiendo:

sage: C1= [vector (GF(2),[ @0, 0, 0] ), vector( GF(2),[ 0, 1
1] ), vector(GF(2),[ 1, 1,0 ] ), vector (GF (2), [ 1, 1, 1]
)1; C1

[(0,0,0),(0,1,1),(1,1,0), (1,1, 1)]

sage: C2=[vector(GF(3),(2,0,1,0)),vector(GF(3),(1,0,2,0))|,
vector(GF(3),(1,1,2,2)), vector(GF(3),(2,2,1,1)),
vector(GF(3),(2,1,2,1))]; C2

[(2,0,1,0),(1,0,2,0), (1,1,2,2),(2,2,1,1),(2,1,2,1)]

) )

Observemos que para los dos cddigos construimos dos listas cuyos
elementos son vectores binarios y ternarios, respectivamente. En este
caso podemos sumar, por ejemplo, dos elementos de C1 digitando:

sage: C1[1] + C1[2]
(1,0, 1)
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A continuacion presentamos la definicién de distancia de Ham-
ming.

Definicion 3.5.2 — Distancia de Hamming. Sean x, v palabras de
longitud n sobre un alfabeto A. La distancia de Hamming entre x y
v, denotada por d(x,y), se define como el nimero de posiciones en
las cuales x y v difieren; es decir: six = x1X; ... X, YV = V1V) ... Uy,
entonces

dix,v) = |{i:1<i<nx =yl

Teorema 3.5.1 Sean x,y,z palabras de longitud n sobre A. Entonces

1.0<d(x,y)<nyd(x,y) =0siysolosix=y.
2.d(x,y) =d(,x).
3.d(x,z) <d(x,y) +d(y,z). (Desigualdad triangular)

El concepto de distancia de Hamming se utiliza en el proceso de
decodificacion. Sea C un cddigo; supongamos que palabras cddigo son
enviadas a través un canal de comunicacién. Si x es una palabra recibi-
da, la decodificacién por distancia minima decodifica x a ¢,, si d(x, c,)
es minima entre todas las distancias a las palabras cddigo; es decir:

d(x,c,) = ml'n{d(x,c) :ceC}.

Definicion 3.5.3 — Distancia minima de un cédigo. La distancia
minima de un cédigo C, denotada por d(C), se define por d(C) =
min{d(c,d) : c,d € C,c = d|.

Diremos que un cédigo C de longitud #n, tamafio M y distancia
minima d = d(C) es un (n, M, d)-cédigo.

Calcular la distancia de un cddigo consiste en determinar la menor
distancia de Hamming entre todas las parejas distintas de elementos
de C; sin embargo, si el tamafo del cédigo es relativamente grande,
esta comparaciéon puede llevar mucho tiempo. La importancia de la
distancia de un cddigo radica en que este concepto esta relacionado
con la capacidad de deteccidon y correccidén de errores, como veremos
en lo que sigue.

Definicion 3.5.4 — Cédigo detector de t-errores. Un cédigo C detec-
ta t-errores si cada vez que se envia una palabra codigo y ocurren
entre 1 y t errores durante la transmision, la palabra resultante no es
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una palabra cédigo. Un codigo C detecta exactamente t-errores, si
este detecta t errores, pero no detecta ¢t + 1 errores (es decir, existe
al menos una palabra cédigo, la cual, cambiando ¢t + 1 coordenadas,
origina una nueva palabra cddigo).

Un resultado que relaciona la distancia minima y que simplifica en
algo los calculos se enuncia a continuacion.

Teorema 3.5.2 Un cddigo C detecta exactamente t-errores si y solo
sid(C)=1t+1.

De esta forma, si ocurren t-errores en la transmision de una pala-
bra cddigo, entonces se dice que ocurridé un error de tamano ¢.

Corolario 3.5.1 Sea C un cddigo. Entonces d(C) = d si y solo si C
detecta exactamente (d — 1)-errores.

El Corolario 3.5.1 permite determinar el nimero de errores que
un cédigo es capaz de detectar. Sin embargo, nada se ha dicho hasta
ahora sobre la correccidon de esos errores.

Definicién 3.5.5 — Codigo corrector de t-errores. Asumiendo que
los empates son considerados como errores, un cédigo C corrige
t-errores si la decodificacion por distancia minima corrige todos los
errores de tamano t o menos en cualquier palabra cédigo. Un cddigo
C corrige exactamente t-errores, si este corrige t-errores, pero no
corrige (t + 1)-errores. Dicho de otra forma, todos los errores de
tamafio t son corregidos, pero al menos un error de tamafiof + 1 es
decodificado incorrectamente.

Ejemplo 3.5.2 Considere el cédigo binario de repeticion C = {000, 111}.
Usando la decodificacion por distancia minima se tiene:

= Si 000 es enviada y un error ocurre en la transmisién, entonces
las posibles palabras recibidas son 001, 010 y 100. Aqui, prime-
ro hay una deteccion del error, ya que ninguna de estas palabras
hace parte del cédigo. En cualquier caso, la palabra recibida sera
decodificada a 000, ya que la decodificacion por distancia minima
decodifica la de menor distancia entre la palabra recibida y las
palabras del cddigo. Similarmente se tiene para la palabra cédigo
enviada 111, bajo la consideracidon de que se ha cometido un error
en la transmisién.

= Por otro lado, si se envia 000 y ocurren 2 errores en la transmisién,
entonces las posibles palabras recibidas son 011,110 y 101. Aun-
que el codigo es capaz de detectar los errores (ya que su distancia
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minima es 3) no los corrige correctamente, ya que, para cualquier
palabra recibida 011,110 y 101, la decodificacion por distancia mi-
nima la decodificard a 111. Por lo tanto, C es un cddigo que corrige
exactamente un error.

Un resultado que permite determinar el nUmero de errores que es
capaz de corregir un codigo en funcion de su distancia se presenta a
continuacién.

Teorema 3.5.3 Un cddigo C corrige exactamente t-errores si y solo
sid(C)=2t+10d(C)=2t+2.

El resultado anterior puede expresarse de forma equivalente de la
siguiente forma.

Corolario 3.5.2 Sea C un cddigo. Entonces d(C) = d si y solo si C

corrige exactamente { J—errores.

De esta forma, los corolarios 3.5.1 y 3.5.2 muestran la importancia
de la distancia del cédigo C, puesto que establecen las capacidades de
deteccion y de correccion del cédigo; por supuesto, entre mas grande
la distancia minima de un cédigo mayor cantidad de errores puede
detectar y corregir.

def dis (a, b):
"""Esta funcioén calcula la distancia entre dos palabras.
if len (@) == len (b):
| = len (a)
d=0
foriin[0..1-117:
ifali]' =b[il]:
d=d+1
return d

nuon

else:
return(’Las palabras deben ser de la misma longitud”)

Por ejemplo, podemos calcular la distancia entre palabras de la
siguiente forma:

sage: dis( '00',"'10" )
1
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sage: x = vector( GF(3), (0, 1, 2
sage: x = vector( GF(3), (1, 1, 0
sage: dis( x,y )

))
))

2
Ahora, con esta funcion se puede implementar otra que calcule la
distancia minima de un cédigo, como se muestra a continuacion:
def dis_min ( C):
""" Esta funcion calcula la distancia minima de un cédigo de bloque

C y ademas entrega 2 palabras del cédigo cuya distancia es la
distancia minima del cédigo """

u = C[0]
v = C[0]
n = len (u) # la longitud en el codigo
d =n+1

m = len (C) # el tamano del codigo
foriin[ 0..m-21]:
forjin[i+1..m-11]:
if dis( C[i], C[j]) <d:

d = dis( C[i], C[j])

u = C[i]

v = C[j]
return [ d, u, v ]

sage: dis_min(C1)
[1, (8,1,1), (1,1,1)]

sage: dis_min(C2)
[2, (2,0,1,0), (1,0,2,0)]

Segun la Definicién 3.5.3, en principio para calcular la distancia
minima de un (n, M)—cddigo es necesario encontrar alrededor de (AZ/I)
distancias minimas entre palabras distintas. Este hecho no es muy
conveniente dado que si M es muy grande, el calculo se hace muy

dispendioso, incluso si se utiliza la funcion dis_min implementada.

Hasta el momento, mas alld de ser un conjunto, no le hemos exi-
gido ninguna condicién adicional a un cédigo de bloque C. A continua-
cidn, veremos que si el codigo es un espacio vectorial, esto resulta en
ciertas ganancias; inicialmente en lo que tiene que ver con el célculo
de la distancia minima del cddigo.
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Definiciéon 3.5.6 — Cédigo lineal. Un cddigo lineal L de longitud n
sobre ]Fq es un subespacio vectorial de IFZ

Dado que L es un subespacio vectorial, a partir de su dimension po-
demos calcular facilmente su tamafio; estoes M = qk, donde k es la di-
mension de L como espacio vectorial sobre qu. De esta manera, si L tie-
ne dimension k sobre IF,, se dice que L es un [n, k]-cédigo lineal. Ade-
mas, si L tiene distancia minima d, L se denomina un [, k, d]—cédigo
lineal. A continuacién presentamos algunos ejemplos de cédigos linea-
les.

Ejemplo 3.5.3 Los siguientes son ejemplos de cédigos lineales:

=L, = Fj y L, = {0}, donde 0 es el vector nulo en IFj. Por un
lado L; es un [n, n]—cédigo que consiste en todas las palabras del
espacio; por otro lado, L, es un [n,0]-cddigo; es el cddigo lineal
con un unico elemento; en realidad, este codigo no es muy util en
la practica.

m 5 = {(/\,...,/\) A€ ]Fq}. Este es un [n, 1]—codigo lineal y se
conoce como cddigo de repeticion por la forma de sus palabras.
Para valores de n relativamente grandes, tanto la capacidad de
deteccién como la de correccién de este cddigo es muy buena dado
que d(L3) = n.

= L, ={(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)}. Este es un cédigo

lineal con base B = {(1,0, 1,0),(0,1,0, 1)} y de esta forma tiene

dimension 2. Ademas, su distancia minima d(Ly) = 2; es decir, Ly
es un [4, 2, 2]-cddigo lineal.

Definicion 3.5.7 — Peso. Sea x una palabra en IF;‘ El peso de x,
denotado por wt(x), se define como el nimero de coordenadas no
nulas en x; esto es wt(x) = d(x, 0), donde 0 es la palabra cero de IF;’

Adicionalmente, para un cédigo lineal L, se define el peso minimo
del cédigo, denotado como

wt(L) = min{wt(x) : x € L,x = 0}.

El siguiente resultado muestra si tenemos un cédigo lineal de ta-
mafio M; para encontrar su distancia minima se debe calcular M — 1
pesos.

Teorema 3.5.4 Si L un codigo lineal sobre IF,, entonces d(L) = wt(L).
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En general, un cédigo que no sea un espacio vectorial se denomi-
na cdédigo no lineal. Un cddigo lineal definido sobre el campo IF,, [F5 o
IF4 se denomina cddigo lineal binario, ternario o cuaternario, respecti-
vamente. La siguiente funcion permite encontrar el peso de un cédigo
sea o no lineal.

def peso_min ( C):
"""Esta funcion calcula el peso minimo del cédigo C y retorna una
palabra del c6édigo que tiene este peso."""

x = C[0]
w = len( x)
F = x.base ring ()
vect_cero = vector( F, {w-1: 0} )
forcinC:
if dis( c,vect_cero )<w and c!= vect_cero:
w = dis ( c,vect_cero)
X=C
return [ w, x ]

Con ayuda de esta funcion podemos verificar el calculo de los pe-
sos de los cédigos C1 y C2, como se muestra a continuacion.

sage: peso_min ( C1)

[2, (0, 1, 1)]

sage: peso_min ( C2 )

[2, (2,0, 1,0)]

Recordemos que los cédigos anteriores son codigos no lineales.
Anotamos que nuestra funcién peso_min se puede utilizar con cédigos
lineales, como con el cédigo L, del Ejemplo 3.5.3.

sage: L4 = [vector( GF(2),(0,0,0,0)),vector(GF(2),(1,0,1,
0)),vector(GF(2),(0,1,0,1) ),vector( GF(2),(1,1,1,1) ) ]

sage: peso_min(L4)

[2, (1,0, 1,0)]

Estos calculos nos permiten verificar que la condicion de que en el
Teorema 3.5.4 el cddigo sea lineal es necesaria y ademas conjeturar
que para un cédigo de bloque se cumple la desigualdad d(C) < wt(C)
e incluso afirmar que la igualdad se puede dar aunque el cédigo no
sea lineal.
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3.6 Codificacion y decodificacion en codigos lineales

Dado que un cédigo lineal es un subespacio vectorial, sus elemen-
tos quedan totalmente descritos como combinacion lineal de los ele-
mentos de cualquiera de sus bases. Una matriz cuyas filas forman una
base para el subespacio recibe un nombre especial y es de gran utilidad
en los procesos de codificacion y decodificacion.

Definicién 3.6.1 — Matriz generadora. Sea L un [, k]-cddigo lineal.
Una matriz G de tamano k x n, cuyas filas forman una base para L,
es llamada una matriz generadora para el cédigo L.

Si L es un [n, k]—cédigo lineal con matriz generadora G, entonces
_ . k
L={xG:x e}
Es decir, una matriz generadora G para un [n, k]—-cddigo lineal, permite
realizar el proceso de codificacion del canal de la Figura 3.5, multipli-

cando por la izquierda de G las palabras x € IFZ, realizando de esta
manera la adicidon de los n — k simbolos de redundancia.

Para el codigo L4, ver Ejemplo 3.5.3, tenemos que una matriz
generadora esta dada por

1010
G:(0101)~

Con esta nueva informacion podemos construir este cdédigo en
SageMath escribiendo:

sage: G=matrix( GF(2),[ [1,0,1,0],[0,1,0,1] ] )
sage: C = LinearCode(G); C

[4, 2] 1linear code over GF(2)

Esto permite que podamos manipular y conocer algunas propie-
dades del cédigo. La ultima linea nos confirma que este es un codigo
de longitud 4 y dimension 2. Adicionalmente, para cddigos lineales
SageMath tiene el método minimum_distance() que permite obtener
la distancia minima del cddigo, de la siguiente forma:

sage: C.minimum_distance()
2

Para codificar un mensaje x € IFZ en SageMath se puede hacer
de dos formas. La primera consiste en realizar la operacién xG. Su-
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pongamos que se desea codificar con el codigo C el mensaje x = 01;
entonces, digitamos:

sage: x = vector ( GF(2),[0,1]);x*G)
(0,1,0,1)

Esto significa que la palabra recibida es xG = (0,1,0,1). La se-
gunda forma para conseguir este resultado en SageMath es utilizar el
método encode (), como se muestra a continuacion.

sage: C.encode( x )

(011l011)

Observemos que lo que se ha hecho es agregarle simbolos de
redundancia al mensaje transmitido. En este ejemplo, se puede iden-
tificar claramente cual es el mensaje que se deseaba transmitir ini-
cialmente. Esto no siempre sucede; en este ejemplo se presenta esta
situacién porque la matriz generadora tiene una forma muy especial,
la cual definimos a continuacién.

Definicién 3.6.2 — Matriz generadora en la forma estandar. Sea
L un [n,k]-cédigo. Una matriz generadora G para L en la forma
G = (It]A), se llama matriz generadora en la forma estandar.

Aungue debemos recordar que el proposito original de la teoria de
codigos no es esconder los mensajes, para mostrar que el proceso de
codificacidon puede transformar un poco mas el mensaje que se quiere
transmitir, presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6.1 Considere el cddigo ternario L cuya matriz generadora
esta dada por

102002010
00010100°O01
0000100200
00000O0O1O0O0T1
00000O0O0OO0T1 2

Entonces, para codificar la palabra x = 12012 escribimos:

,101,0,2,0,0,2,0,1,0,2],[0,0,0,1
1101912101911 [0I91910191011I@I0)
11)

sage:G =matrix(GF (3
118101011]I[GIOI0)@

) IOI
) 1
[0,0,0,0,0,0,0,0,1,2

1,
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sage: L = LinearCode ( G )
sage: x = vector( GF(3),[ 1,2,0,1,2 1)
sage: L.encode( x )

(1,0,2,2,0,1,1,1,2,0)

La ultima linea nos indica que la palabra recibida esy = 10220111
20, la cual difiere por mucho de la palabra enviada x.

Dado que un codigo lineal es un subespacio vectorial, entonces
su complemento ortogonal también es un cédigo lineal. Este nuevo
coédigo es una de las herramientas que se utiliza para desarrollar la
decodificacion en cddigos lineales.

Definicién 3.6.3 — Cédigo dual. Sea L un [n,k]-cddigo lineal. El
conjunto

LL:{xelPZ:x-c:O,paratodoceL},

se denomina el cddigo dual de L.

Dicho de otra forma, el cédigo dual es el complemento ortogonal
del cédigo lineal L. Algunas caracteristicas de los cédigos duales se
establecen en el siguiente teorema.

Teorema 3.6.1 Sea L un [n, k|-cddigo lineal sobre IF,.
1. Si G es una matriz generadora para L, entonces
1 n . T _
L _{erFq 1 xG —0}.

2. L* es un [n, n—k]—cédigo lineal, por lo tanto dim(L)+dim(L") = n.
3. (LYt =L.

De esta forma, el cédigo dual de un cédigo lineal L también es
un cédigo lineal y por lo tanto tiene matriz generadora, la cual deno-
minamos matriz de control de paridad, cuya definicién presentamos a
continuacién.

Definicion 3.6.4 — Matriz de control de paridad. Una matriz de con-
trol de paridad H para un cédigo lineal L, es una matriz generadora
para el cédigo dual L*. Una matriz generadora para el codigo dual

en la forma H = (—ATlln_k) se llama matriz de control de paridad en
la forma estandar.
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Ahora, como las filas de una matriz de control de paridad forman una
base para el espacio dual LL, entonces tenemos que

L={yer; :yH" =0},

Dado un cddigo lineal podemos establecer una forma de obtener
su dual resolviendo un sistema de ecuaciones lineales. En SageMath,
por ejemplo, podemos conseguir el cédigo dual y la matriz de control
de paridad del cédigo C ingresando los siguientes comandos:

sage: Cperp = C.dual_code(); Cperp

[4, 2] 1linear code over GF(2)

sage: C.parity_check_matrix ()

[1010]
[06101]

sage: Cperp.generator_matrix ()

[1010]
[06101]

Las dos ultimas entradas nos comprueban que el cédigo dual ct,
esto es Cperp, tiene como matriz generadora la matriz de control de
paridad del cédigo C.

Ahora estudiaremos como realizar el proceso de decodificacion con
cédigos lineales. Veamos ahora una forma general de decodificacién
para cédigos lineales.

Definiciéon 3.6.5 — Sindrome. Sea L un [n, k]—cédigo lineal con ma-
triz de control de paridad H. Para cualquier x € [F}, s(x) = xHT se
denomina el sindrome de x.

Claramente, un vector x € L si y solo si s(x) = 0. Este hecho
se convierte en la principal propiedad para determinar si una palabra
pertenece o no al codigo dado; es decir, el calculo del sindrome permite
detectar errores, esto claro cuando no se han cometido mas de d — 1
errores.

Definiciéon 3.6.6 — Clases laterales. Sean L un cddigo lineal de lon-
gitud n sobre IFq,x € 1[3;1 un vector de longitud n; se define la clase
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lateral de L determinada por x como el conjunto

x+L:{x+c:ceL}.

Al elemento x suele denominarse representante de la clase lateral
x + L y, ademas, que dos clases laterales son iguales si y solo si la
diferencia de sus representantes pertenece al cédigo L; esto es, puede
demostrarse que x + L =y + L si y solo si x —y € L. A partir de esto,
se puede obtener el siguiente resultado.

Teorema 3.6.2 Sea L un [n, k]-cddigo con matriz de control de pa-
ridad H. Entonces, x,v € IFZ tienen el mismo sindrome si y solo si
pertenecen a la misma clase lateral de L.

De esta forma, la decodificacién con un cddigo lineal se puede
hacer de la siguiente forma:

1. Supongamos que se recibe una palabra y € IFZ

2. Se calcula el sindrome s(y) € IPZ_k.

3. Se encuentra el sindrome s(x) para uno de los representantes de
cada una de las clases laterales x + C. De esta forma, podemos
determinar la clase lateral x + C a la que pertenece el vector y;
esto es, aquella tal que s(x) = s(p).

4. Asi la palabra y se decodifica como la palabra cédigo ¢ = y — a,
donde a es la palabra de menor peso en la clase lateral x + C.

A continuacion, presentamos un ejemplo de decodificacién para
una palabra con el cédigo C, dado anteriormente.

Ejemplo 3.6.2 Supongamos que queremos enviar la palabra cédigo
x = 0101 y que se introduce un error en la primera componente, es
decir que se recibe la palabra y = x + err, donde err = 1000. En
SageMath, con ayuda del método decoder('Syndrome'), podemos
simular el proceso de decodificacidon de esta palabra escribiendo:

sage: x = vector( GF(2),[ 0,1,0,1])
sage: err = vector( GF(2),[ 1,0,0,0 ] )
sage: y=x+err

sage:y in C

False
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sage: D=C.decoder('Syndrome'); D

Syndrome decoder for [4, 2] linear code over GF(2) handling
errors of weight up to 2

sage: D.decode_to_code(y)

(el 1l @I 1)

Debemos anotar que este proceso funciona bien mientras se cum-
plan las condiciones del Corolario 3.5.2; esto es, se decodificara correc-
tamente mientras el niumero de errores no sea mayor que |(d —1)/2].
En el siguiente ejemplo mostramos que si se cometen mas errores este
proceso puede llevar a una decodificacién errdonea.

Ejemplo 3.6.3 Consideremos el cddigo L dado en el Ejemplo 3.6.1. Su-
pongamos que queremos transmitir la palabra cédigo x = 1022011120
y que se cometen 2 errores; en este caso, que se recibe la palabra
v =c+ 1000000010 = 2022011100.

sage: x = vector( G ( ),[1,0
sage: err = vector( GF(3),[1
sage: y=x+err; y

(2,0,2,2,0,1,1,1,0,0)

sage: y in L

False

sage: D=L.decoder('Syndrome")
sage: D.decode_to_code(y)

(1,0,2,2,0,1,2,1,0,0)

Claramente, la decodificacion es errénea ya que esta no fue la
palabra enviada.

Del trabajo realizado, el esquema de comunicacién modificado,

presentado en la Figura 3.5, se ve influenciado por el uso de cédigos
lineales y SageMath, como se muestra en la Figura 3.6.



Capitulo 3. Introduccién a cédigos lineales con SageMath

Figura 3.6
Esquema de comunicacién modificado

Emisor Codif. fnfnte
Mensaje fuente z e > Canal
vector%) :

\

Decodificacion

de la fuente Receptor

Nota. Fuente propia.

3.7 Conclusiones

El estudio de la teoria de cédigos correctores de errores es una ra-
ma de las matematicas que desde hace varias décadas viene llamando
la atencién de investigadores matematicos y de otras areas relaciona-
das. Se debe resaltar que las estructuras algebraicas que se utilizan
para construir cédigos pueden ser utilizadas para adelantar los pro-
cesos de codificacién y de decodificacion, como se demostro en este
documento con la familia de cddigos lineales.

Existen diferentes tipos de cédigos que deben ser estudiados en
el futuro, es importante reconocer sus propiedades matematicas y sus
aplicaciones a otras ciencias. Entre estas familias de cddigos se des-
tacan: codigos ciclicos, cédigos de Hamming, cédigos BCH, codigos
de Reed-Muller, cédigos de Reed-Solomon, entre otros. Un problema
gue se continua investigando en esta area consiste en construir cé-
digos con distancia minima grande y con un numero considerable de
palabras.

Finalmente, destacamos que SageMath es una herramienta pode-
rosa para la creacién, analisis y simulacion de los procesos de codifica-
cion y decodificacidén. Este software ofrece bibliotecas especializadas
para experimentar con diferentes familias de cddigos correctores de
errores. En futuras investigaciones se deben explorar las potencialida-
des de SageMath tanto para la investigacion como para la ensefianza
de este tdpico.
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