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MODELOS 331 CON CARGA ELECTRICA EXOTICA PARA β =
√
3

Resumen

Los modelos 331 resultan de gran interés desde el punto de vista teórico y experimen-
tal, ya que permiten explicar entre otras cosas la razón por la cual deben existir tres
familias de fermiones en la naturaleza y por otra parte tienen parámetros experimen-
tales que pueden acotarse en los aceleradores de part́ıculas como el LHC. En general
estos modelos son no universales y por lo tanto tienen corrientes neutras con cambios
de sabor (flavor changing neutral currents FCNC) para los fermiones del modelo, a
diferencia de los modelo universales. Esta caracteŕıstica los vuelve relevantes para el
estudio de la fenomenoloǵıa de la f́ısica del sabor. En particular estamos interesados en
la clasificación de todos los modelos 331 para el parámetro β =

√
3 y en las restricciones

experimentales sobre estos. Encontramos varias soluciones donde ocurre cancelación de
anomaĺıas entre fermiones de diferentes familias, las cuales resultan de gran interés ya
que generan bosones vectoriales neutros pesados no universales. La no universalidad en
las cargas de los fermiones del ME bajo un grupo de simetŕıa gauge adicional, generan
violación de la carga de sabor leptónica (CLFV) y corrientes neutras con cambios de sa-
bor (FCNC). Por último discutimos bajo qué condiciones el los nuevos modelos pueden
evadir las restricciones provenientes de estos procesos. Además, también reportamos las
cotas para el LHC. Palabras clave: Modelo estándar, Modelos 331 y Bosón Z ′.

331 MODELS WITH EXOTIC ELECTRICAL CHARGE FOR β =
√
3

Abstract

The 331 models are of great interest from the theoretical and experimental point of
view, since they allow us to explain, among other things, the reason why there must
be three families of fermions in nature and, on the other hand, they have experimental
parameters that can be delimited in accelerators. of particles like the LHC. In general
these models are non-universal and therefore have flavor changing neutral currents
(flavor changing neutral currents FCNC) for the fermions of the model, unlike the
universal models. This feature makes them relevant for the study of the phenomenology
of the physics of flavor. In particular we are interested in the classification of all 331
models for the parameter β =

√
3 and in the experimental restrictions on them. We

found several solutions where anomaly cancellation occurs between fermions of different
families, which are of great interest since they generate non-universal heavy neutral
vector bosons. The non-universality in SM fermion charges under an additional gauge
symmetry group generate leptonic flavor charge violation (CLFV) and flavor changing
neutral currents (FCNC). Finally we discuss under what conditions the the new models
can evade the restrictions coming from these processes. In addition, we also report the
bounds for the LHC. Keywords: Standard Model, 331 Models and Z ′ Boson.
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Caṕıtulo 1

Introducción

El Modelo Estándar (ME) o de Glashow, Weinberg y Salam es una teoŕıa cuántica de
campos que tiene como fundamento matemático la teoŕıa de grupos, y se construye a
partir de conceptos f́ısicos fundamentales como son la invariancia de gauge y la ruptura
espontánea de la simetŕıa [1, 2]. Haciendo uso de transformaciones gauge locales de los
campos en cada punto del espacio-tiempo y al imponer invariancia y covariancia de la
densidad lagrangiana de la teoŕıa, surgen de manera natural términos que f́ısicamente
se interpretan como las interacciones [3]. De esta forma el ME es una teoŕıa de campos
invariante de gauge bajo el grupo de simetŕıa SU(3)C

⊗
SU(2)L

⊗
U(1)Y , incorporan-

do la interaccón fuerte a través del grupo SU(3)C y la interacción electrodébil a través
del grupo SU(2)L

⊗
U(1)Y [1, 2, 4, 5].

A pesar del éxito del ME, existen una serie de dificultades teóricas y experimentales las
cuales sugieren que éste modelo no es más que una componente válida a bajas enerǵıas
de una teoŕıa aún más general y fundamental. El modelo no explica el origen de la
estructura de 3 familias fermiónicas [6, 7], no predice los valores relativos de la carga
eléctrica (la cuantización de la carga eléctrica) [8, 9, 10, 11, 12, 13], no predice los va-
lores de las masas de las part́ıculas ni da una razón fundamental de la amplia jerarqúıa
en los valores de esas masas [14, 15, 16, 17, 18], no incorpora una explicación de la
asimetŕıa entre materia y antimateria del universo actual [6], etc. Desde el punto de vis-
ta experimental no se ha encontrado de manera contundente manifestaciones más allá
del ME, con excepción del sector de neutrinos, los cuales son no masivos dentro del ME.

Sin embargo, en experimentos de neutrinos solares y atmosféricos, se ha demostrado
que los neutrinos, aunque muy ligeros, tienen masa distinta de cero [19], suministrando
la primera manifestación experimental de nueva f́ısica más allá del ME. Para llenar
esos vaćıos que presenta el modelo, se han propuesto muchas alternativas de teoŕıas
más generales y que contienen al ME como una teoŕıa efectiva a la escala electrodébil.
Una alternativa ampliamente estudiada en la literatura es una extensión del sector elec-
trodébil del ME, en el cual el grupo de simetŕıa es SU(3)L

⊗
U(1)X , manteniendo el
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mismo grupo de color SU(3)C (Conocido como modelos 331) originalmente propuesto
por V. Pleitez, F. Pisano y P.H Frampton con un contenido de part́ıculas con cargas
exóticas [20, 21], y luego estudiado por R. Foot, H. Long y T. Tran con una variación
que no contiene cargas exóticas [22].

Dentro de los logros de los modelos 331, se encuentra el hecho de que a partir del mo-
delo es posible entender el por qué de la existencia de tres familias de fermiones en la
naturaleza. Este modelo ha sido estudiado bajo diferentes representaciones fermiónicas
y una de sus caracteŕısticas principales es que el número de familias fermiónicas permi-
tidas se relaciona con la cancelación de anomaĺıas quirales, que es requerida para que la
teoŕıa sea renormalizable [23, 24, 25, 26]. Por lo anterior y teniendo en consideración el
vaćıo que existe en la literatura en relación al estudio de modelos con cargas exóticas,
este trabajo de grado tiene como finalidad el estudio de modelos 331, particularmente
para un β = 3/2, que no ha sido estudiado más allá del modelo mı́nimo y que resultan
de gran importancia desde el punto de vista teórico como experimental, ya que a través
del estudio de estos modelos pueden ser encontrados candidatos a materia oscura, es-
tudiarse violación de CP, entre otras.

Es importante mencionar que en la literatura existen soluciones para β arbitrario [27];
sin embargo, estas soluciones no tienen en cuenta todos los posibles modelos para un β
dado. Como veremos, el parámetro β no puede ser arbitrariamente grande, y su valor se
encuentra acotado como |β| ⪅ cot θW ∼ 1.8 . Esta condición constituye una restricción
muy importante respecto de las posibles realizaciones de la simetŕıa 331 a bajas enerǵıas,
ya que limita el número de posibles casos no triviales a un conjunto contable. En
el caṕıtulo II se realiza una introducción al Modelo Estándar, en el caṕıtulo III se
introducen los conceptos básicos de cancelación de anomaĺıas quirales. En el caṕıtulo
IV se realiza el estudio del modelo 331 con β =

√
3, con la fenomenoloǵıa asociada al Z ′,

donde describimos los conjuntos completos de fermiones correspondientes a familias de
quarks y leptones con tripletes y anti-tripletes de quiralidad izquierda, aśı como singletes
de SU(3)L. Adicionalmente en este caṕıtulo mostramos los conjuntos libres de anomaĺıas
(CLA) que constituyen la base para la construcción del modelo y se enumeran todos los
posibles modelos 331 con β =

√
3, se calculan las cargas de los fermiones del ME al Z ′,

se realiza una discusión fenomenológica y se calculan las cotas de colisionadores para
la primera familia fermiónica y las condiciones que los modelos deben satisfacer para
evitar las restricciones de violación de carga de sabor leptónica (CLFV) y corrientes
neutras con cambios de sabor (FCNC). En el caṕıtulo V se presenta el resumen y las
conclusiones del presente trabajo de investigación. Los detalles de los cálculos mostrados
a lo largo del presente trabajo se encuentran contenidos en los apéndices del mismo.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıas Gauge y el Modelo
Estándar (ME)

Uno de los logros teóricos más preponderantes de la F́ısica de part́ıculas elementales
en la última mitad del siglo XX fue la construcción del Modelo Estándar, todo en vir-
tud a su alto nivel predictivo y consecuencia con los experimentos desarrollados hasta
la actualidad (con la única falencia en la explicación de la oscilación de neutrinos).
De una parte explica satisfactoriamente el decaimineto β en los procesos µ → eνµνe
y n → peνe, el cual fue originalmente descrito mediante una teoŕıa no renormaliza-
ble propuesta por E. Fermi en 1938 y por otro lado predijo la existencia de corrientes
débiles cargadas y neutras, halladas experimentalmente en 1973; no obstante, el mayor
soporte experimental del modelo radica en el descubrimiento de los bosones gauge W±

y Z en el colisionador electrón-positón del CERN, LEP, en 1983, lo cual confirmó las
predicciones hechas por el modelo para las masas de estos bosones débiles. Aunque los
logros fenomenológicos son indudables, existen aún muchas cuestiones abiertas en la
fundamentación conceptual del modelo, como lo es la explicación de la jerarqúıa de
masas en el espectro fermiónico, la cuantizacón de la carga y la ausencia fenomenológi-
ca de un mecanismo uńıvoco encargado de explicar el origen de la masas de todas las
part́ıculas de la teoŕıa[28, 29].

El Modelo Estándar (ME) o de Glashow, Weinber y Salam es una teoŕıa cuántica de
campos que tiene como fundamento matemático la teoŕıa de grupos, y se construye a
partir de conceptos f́ısicos fundamentales como son la invariancia de gauge y la ruptura
espontánea de la simetŕıa. Haciendo uso de transformaciones gauge localmente aplica-
das al espacio-tiempo y al imponer invariancia en la densidad lagrangiana de la teoŕıa,
surgen de manera natural términos que f́ısicamente se interpretan como las interaccio-
nes. De esta forma el ME es una teoŕıa de campos invariante de gauge bajo el grupo
de simetŕıa SU(3)C

⊗
SU(2)L

⊗
U(1)Y , incorporando la interacción fuerte a través del

grupo SU(3)C y la interacción electrodébil a través del grupo SU(2)L
⊗

U(1)Y .
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2.1. Contenido de Part́ıculas del ME

El sector fermiónico de quarks y leptones está organizado en tres familias asociadas a
las tres clases de neutrinos existentes en la naturaleza, de tal forma que las partes iz-
quierdas se encuentren en dobletes y las derechas en singletes bajo el grupo SU(2)L, con
idénticas propiedades excepto por su masa. El contenido de part́ıculas en cada familia
es:

1rafamilia : Ψ1 =

(
νe
e

)
L

,

(
u
d

)
L

, eR, dR, uR (2.1a)

2dafamilia : Ψ2 =

(
νµ
µ

)
L

,

(
c
s

)
L

, µR, sR, cR (2.1b)

3rafamilia : Ψ3 =

(
ντ
τ

)
L

,

(
t
b

)
L

, τR, bR, tR (2.1c)

donde los campos derechos (R) e izquierdos (L), están definidos en términos del operador
de proyección de quiralidad PL,R en la forma:

PL =
1

2
(1− γ5) , PR =

1

2
(1 + γ5) . (2.2)

Esta separación resulta necesaria, debido a que el neutrino no posee masa, y por tanto
solo presenta quiralidad izquierda; esto es, en la naturaleza no existen neutrinos con
helicidad derecha (PRνm = 0), lo cual es una muestra de que la interacción débil vio-
la paridad. El sector de quarks se comporta como un doblete bajo el grupo SU(2)L y
como un triplete bajo el grupo SU(3)C , mientras que los leptones son singletes de color.

La materia estable del universo está compuesta por las part́ıculas de la primera gene-
ración, mientras que la materia inestable se conforma de las part́ıculas pertenecientes a
las otras dos generaciones. Las interacciones fundamentales de la naturaleza, sin contar
la gravedad, son mediadas por los siguientes 12 bosones vectoriales intermediarios: el
fotón Aµ que media la interacción electromagnética; los bosones W±

µ y Zµ que median
la interacción débil y ocho gluones con carga de color que median la interacción fuerte.

Los generadores del grupo SU(2)L son proporcionales a las matrices de Pauli σi (con
i = 1, 2, 3) y el generador del grupo U(1)Y es el operador de hipercarga Y. A partir de
los generadores del grupo SU(2)L

⊗
U(1)Y , se define el operador de carga Q a través

de la relación de Gell-Mann-Nishijima:

Q = T3 + Y , (2.3)
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donde T3 es la tercera componente de isosṕın. En la tabla 1 se presentan los números
cuánticos de isosṕın T, T3, Y y Q para los diferentes fermiones del ME. La última co-
lumna muestra los números cuánticos de los fermiones del ME asociados al grupo de
simetŕıa de gauge SU(3)C

⊗
SU(2)L

⊗
U(1)Y

Fermion T T3 Y Q Representación 321

νeL, νµL, ντL 1/2 1/2 -1
2

0 (1, 2, −1/2)

eL, µL, τL 1/2 -1/2 -1
2

-1 (1, 2, −1/2)

eR, µR, τR 0 0 -1 -1 (1, 1, −1)

uL, cL, tL 1/2 1/2 1/6 2/3 (3, 2, 1/6)

dL, sL, bL 1/2 -1/2 1/6 -1/3 (3, 2, 1/6)

uR, cR, tR 0 0 2/3 2/3 (3, 1, 2/3)

dR, sR, bR 0 0 -1/3 -1/3 (3, 1, −1/3)

Tabla 1. Números cuánticos de isospin e hipercarga de leptones y quarks

A manera de ejemplo y recordando que las matricas de Pauli σi son definidas como:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.4)

Si tomamos el valor de hipercarga Y = −1
2
, el operador de carga (2.3) es:

Q =
σ3

2
+ Y I2x2 =

1

2

(
1 0
0 −1

)
− 1

2

(
1 0
0 1

)
=

(
0 0
0 −1

)
,

donde se identifican las cargas de los elementos del doblete de leptones con los valores
de la diagonal del operador de carga. En otras palabras, los autovalores del operador
de carga corresponden a la carga eléctrica de las part́ıculas del doblete.

2.2. Lagrangiano del ME

La densidad lagrangiana del ME está descrita en la forma:

LSU(3)C
⊗
SU(2)L

⊗
U(1)Y = L1 + L2 + L3 + L4 (2.5)

5



donde L1,L2 y L3 se definen como [29, 30, 31]:

L1 = −1

4
Ga
µνG

µν
a − 1

4
F a
µνF

µν
a − 1

4
BµνB

µν , (2.6a)

L2 =
∑
m

{
ΨLmiγ

µDµΨLm +ΨRmiγ
µDµΨRm

}
, (2.6b)

L3 = (DµΦ)
†(DµΦ)− µ2(Φ†Φ)− λ(Φ†Φ)

2
, (2.6c)

L4 =
∑
m

{
gmΨLmΦΨRm + gm

∗ΨRmΦ
†ΨLm

}
(2.6d)

donde L1 representa la densidad lagrangiana de Yang-Mills o de bosones de gauge y
corresponde al término cinético de los bosones de gauge que provienen de la invariancia
local de la teoŕıa bajo el grupo de simetŕıa SU(3)C

⊗
SU(2)L

⊗
U(1)Y . La densidad

lagrangiana L2 está asociada con la parte cinética de los fermiones, donde m hace
referencia a las tres generaciones o familias de fermiones: leptones e, µ, τ con sus
respectivos neutrinos, y los quarks u, c, t con sus respectivas parejas de quarks. La
densidad lagrangiana L3 contiene el sector escalar o de ruptura espontánea de simetŕıa
y la densidad lagrangiana L4 corresponde al lagrangiano de Yukawa que dota de masa
a los quarks. Las constantes gm son las denominadas constantes de Yukawa y el doblete
escalar Φ se define en la forma:

Φ =

(
ϕ+

ϕ0

)
=

1√
2

(
ϕ3 + iϕ4

H + iϕ2

)
, (2.7)

donde los bosones ϕ± y ϕ2 corresponden a bosones de Goldstone que permiten a través
del mecanismo de Higgs dotar de masa a las part́ıculas intermediarias de la interacción
débil y al bosón de Higgs.

Si tomamos el valor de hipercarga Y = 1
2
, el operador de carga para el doblete Φ es:

Q =
σ3

2
+ Y I2x2 =

1

2

(
1 0
0 −1

)
+

1

2

(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 0

)
Lo cual implica que la carga de la componente superior del campo Φ es 1 y la carga de
la componente inferior del doblete es 0. Es importante hacer hincapié que en el ME los
neutrinos no poseen masa y por tanto no tienen una componente derecha asociada en
el lagrangianao de Yukawa.

Asociado a los términos cinéticos de los campos de gauge, tanto abelianos como no
abelianos, se definen los tensores de curvatura:
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Bµν = ∂µBν − ∂νBµ , (2.8a)

F i
µν = ∂µW

i
ν − ∂νW

i
µ + g1fij kW

j
µW

k
ν , (2.8b)

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ + g2fab cG

b
µG

c
ν (2.8c)

En estas expresiones, Bµν es el tensor de gauge construido a partir del generador del
grupo U(1)Y , F

i
µν son los tensores de gauge construidos a partir a los 3 generadores del

grupo SU(2)L, y G
a
µν son los tensores de gauge construidos a partir de los ocho genera-

dores de SU(3)C . Finalmente, fijk y fabc son las denominadas constantes de estructura
del grupo de Lie SU(2)L y SU(3)C respectivamente.

La derivada covariante Dµ, se define de forma tal que la densidad lagrangiana sea
localmente invariante de gauge, lo cual es posible si se introducen 3 campos vectoriales
W= (W 1

µ ,W 2
µ ,W 3

µ) correspondientes a los tres generadores T
i = σi/2 del grupo SU(2)L,

con una constante de acoplamiento g, y un campo vectorial Bµ asociado al generador
Y del grupo U(1)Y , con una constante de acoplamiento g′. La derivada covariante es:

DµΨR =

(
∂µ − ig′Y Bµ

)
ΨR , (2.9a)

DµΨL =

(
∂µ − ig

3∑
1

T iW i
µ − ig′Y Bµ

)
ΨL , (2.9b)

DµΦ =

(
∂µ − ig

3∑
1

T iW i
µ − ig′Y Bµ

)
Φ . (2.9c)

2.2.1. Lagrangiano escalar

El sector de Higgs esta caracterizado por dotar de masa al bosón de Higgs y a los
bosones de gauge f́ısicos de la teoŕıa W±

µ y Z0
µ, como consecuencia de implementar el

mecanismo de ruptura espontánea de la simetŕıa (RES) o mecanismo de Higgs. Este
sector esta descrito mediante la densidad lagrangiana:

LH =
(
DµΦ

)†(
DµΦ

)
− µ2

(
Φ†Φ

)
− λ
(
Φ†Φ

)2
, (2.10)

donde Dµ (ver ecuación 2.9c) es la derivada covariante que hace local a la densidad
lagrangiana, µ2 es un parámetro arbitrario, λ es un factor perturbativo mayor que cero
para que el potencial esté acotado inferiormente y tenga un estado fundamental y Φ es
el doblete escalar definido en la expresión (2.7).
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Teniendo en cuenta la forma del potencial se presentan dos situaciones dependiendo del
signo del parámetro µ2

(a) Corresponde al caso donde µ2 > 0, en el cual este término es como de masa, y por
tanto (2.10) describe cuatro campos escalares complejos de idéntica masa, en presencia
de un potencial de auto-interacción; o lo que es lo mismo, (2.10) describe dos part́ıculas
bosónicas de esṕın cero, masivas y auto-interactuantes

(b) Corresponde al caso de µ2 < 0. En esta situación, se dice que el sistema presenta
ruptura espontánea de la simetŕıa U(1), ya que el estado vaćıo de la teoŕıa tiene una
simetŕıa menor a la del sistema, es decir que δ⟨Φ⟩0 ̸= 0. Este es el caso de interés, que
se estudia a continuación.

(a) (b)

Figura 2.1: Potencial del Lagrangiano Escalar

El estado base del campo de Higgs se obtiene al encontrar el valor del campo que mi-
nimiza el potencial V (Φ†Φ) = µ2(Φ†Φ) + λ(Φ†Φ)

2
, donde el caso de interés f́ısico ocurre

cuando µ2 < 0, es decir, cuando se puede presentar RES electrodébil.

Con la implementación del mecanismo de Higgs, la simetŕıa electrodébil es espontánea-
mente rota a través del esquema SU(2)L

⊗
U(1)Y → U(1)em. Ya que el estado vaćıo de

la teoŕıa es degenerado, y puesto que este debe ser univaluado, se escoge de manera arbi-
traria uno de los infinitos estados de vaćıo, de tal forma que una de las componentes del
doblete toma un valor esperado en el vaćıo distinto de cero. En particular se adopta el va-

lor: ⟨H⟩0 = ν =
√

−µ2
λ

. Con esta escogencia particular, el valor esperado del campo en el

vaćıo toma la forma:

⟨Φ⟩0 =
(⟨ϕ+⟩0
⟨ϕ0⟩0

)
=

1√
2

(⟨ϕ3⟩0 + i⟨ϕ4⟩0
⟨H⟩0 + i⟨ϕ2⟩0

)
=

1√
2

(
0

ν

)
. (2.11)

Como es necesario hacer una teoŕıa de perturbaciones, el campo Φ se redefine alrededor
del estado fundamental, a través de una traslación a lo largo del eje real con respecto
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al valor esperado ⟨H⟩0, de acuerdo a la transformación:

Φ −→ Φ′ = Φ− ⟨Φ⟩0 =
1√
2

( √
2ϕ+

H − ν + iϕ2

)
, (2.12)

de esta manera, el nuevo estado base corresponde al estado de vaćıo del campo Φ′.

Cuando se reemplaza el campo Φ′ dado por la relación (2.12) en la densidad lagrangiana
(2.10), se obtiene el ME con ruptura espontánea de la simetŕıa, siendo la simet́ıa rema-
nente la U(1)em del electromagnetismo. Como consecuencia del mecanismo de Higss,
los bosones de gauge débiles W±

µ y Zµ, aśı como el bosón de Higgs (H) adquieren masa
en relación al valor esperado del campo en el vaćıo, en tanto el campo asociado al fotón
permanece sin masa como se explicita en la siguiente sección.

2.3. Generación de masas de los bosones vectoriales

Para ver como se generan las masas de los bososnes de gauge, partimos de la densidad
lagrangiana del sector escalar, aplicando la derivada covariante Dµ sobre el doblete Φ
en su estado de mı́nima enerǵıa, es decir, sobre el estado de vaćıo de la teoŕıa (2.11),
donde se ha roto la simetŕıa de forma espontanea según el esquema: SU(2)L

⊗
U(1)Y →

U(1)Q. Aplicando la derivada covariante (2.9c) sobre (2.11), tenemos que:

(DµΦ0)
†(DµΦ0) =

[(
∂µ −

ig

2
σiW i

µ −
ig′

2
Bµ

)(
0
ν√
2

)]†[(
∂µ − ig

2
σiW µi − ig′

2
Bµ

)(
0
ν√
2

)]
.

Como W forma un triplete de bosones gauge y σ son las tres matrices de Pauli, se
tiene:

σ ·Wµ = σ1W
1
µ + σ2W

2
µ + σ3W

3
µ =

(
0 1
1 0

)
W 1
µ +

(
0 −i
i 0

)
W 2
µ +

(
1 0
0 −1

)
W 3
µ ,

con lo cual, la derivada covariante puede ser escrita en la forma:

Dµ =

(
∂µ 0
0 ∂µ

)
− ig

2

{(
0 W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ 0

)
+

(
W 3
µ 0
0 −W 3

µ

)}
−ig

′

2

(
Bµ 0
0 Bµ

)
=

(
∂µ 0
0 ∂µ

)
− i

2

(
gW 3

µ + g′Bµ g(W 1
µ − iW 2

µ)
g(W 1

µ + iW 2
µ) −gW 3

µ + g′Bµ

)
. (2.13)
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De la expresión precedente, para que se respete la conservación de la carga, se definen
los bosones de gauge cargados:

W±
µ =

1√
2
(W 1

µ ∓ iW 2
µ) , (2.14)

y los bosones de gauge neutros:

Zµ =
1√

g2 + g′2
(gW 3

µ − g′Bµ) , (2.15a)

Aµ =
1√

g2 + g′2
(g′W 3

µ + gBµ) . (2.15b)

Aplicando las definiciones (2.14-2.15) en la relación (2.13), se encuentra:

Dµ =

(
∂µ − iα

2
Zµ − ieAµ − ig√

2
W+
µ

− ig√
2
W−
µ ∂µ +

i
2

√
g2 + g′2Zµ

)
, (2.16)

donde α = g2−g′2√
g2+g′2

y e = gg′√
g2+g′2

es la carga eléctrica. Todos los elementos de la matriz

anterior son obtenidos de forma directa a excepción del elemento matricial (1,1), el cual
es obtenido a continuacón:

α

2
Zµ + eAµ =

g2 − g′2

2
√
g2 + g′2

(
gW 3

µ − g′Bµ√
g2 + g′2

)
+

gg′√
g2 + g′2

(
g′W 3

µ + gBµ√
g2 + g′2

)
=

1

2(g2 + g′2)

[
(g2 − g′

2
)(gW 3

µ − g′Bµ) + 2gg′(g′W 3
µ + gBµ)

]
=

1

2(g2 + g′2)

[
g3W 3

µ − g2g′Bµ − g′
2
gW 3

µ + g′
3
Bµ + 2gg′

2
W 3
µ + 2g2g′Bµ

]
=

1

2(g2 + g′2)

[
g2(gW 3

µ + g′Bµ) + g′
2
(gW 3

µ + g′Bµ)
]
=
gW 3

µ + g′Bµ

2
.

Aplicando la derivada covariante anterior sobre la ecuación (2.11) tenemos que:

DµΦ0 =

(
∂µ − iα

2
Zµ − ieAµ − ig√

2
W+
µ

− ig√
2
W−
µ ∂µ +

i
2

√
g2 + g′2Zµ

)(
0
ν√
2

)
=

 −igνW+
µ

2

iν
2

√
g2+g′2

2
Zµ

 .

Con lo anterior tenemos que:

(DµΦ0)
†(DµΦ0) =

(
igνW−

µ

2
− iν

2

√
g2+g′2

2
Zµ

) −igνWµ+

2

iν
2

√
g2+g′2

2
Zµ

 ,
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(DµΦ0)
†(DµΦ0) =

g2ν2

4
W−
µ W

µ+ +
ν2

4

(
g2 + g′2

2

)
ZµZ

µ + 0AµA
µ . (2.17)

De la última expresión y como consecuencia de la ruptura de la simetŕıa electrodébil,
los bosones de Goldstone no aparecen en el espectro de part́ıculas y los bosones W±

µ y
Zµ, aśı como el bosón de Higgs H, aparecen como part́ıculas f́ısicas con masas dadas
por:

MW =
gν

2
, (2.18a)

MZ =
ν

2

√
g2 + g′2 , (2.18b)

MH =
√
2λν . (2.18c)

El campo asociado al fotón Aµ queda sin masa. Podemos redefinir las constantes de
acoplamiento de los grupos de gauge con el ángulo de Weinberg θW en la forma:

cos θW =
g√

g2 + g′2
, sen θW =

g′√
g2 + g′2

. (2.19)

Con lo anterior, podemos reescribir las masa de los bosonesW±
µ y Zµ, aśı como la carga

fundamental en la forma:

MZ =
gν

2 cos θW
, MW =MZ cos θW , e = g sen θW . (2.20)

Por otro lado y teniendo como base el ángulo de Weinberg, podemos ver que los campos
A±
µ y Zµ se pueden representar como una rotación a partir de una transformación

ortogonal de la forma:

(
Aµ

Zµ

)
=

(
cos θW sen θW

− sen θW cos θW

)(
Bµ

W 3
µ

)
=

(
Bµ cos θW +W 3

µ sen θW

−Bµ sen θW +W 3
µ cos θW

)
. (2.21)

Podemos escribir de una manera alterna la derivada covariante (2.9b), como se sigue a
continuación. Recordando que W forma un triplete de bosones gauge y σ son las tres
matrices de Pauli, entonces:

σ ·Wµ =

(
0 W 1

µ − iW 2
µ

W 1
µ + iW 2

µ 0

)
+ σ3W

3
µ =

√
2

(
0 W+

µ

W−
µ 0

)
+ σ3W

3
µ .
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Reescribiendo la matriz que contiene a los bosones W±
µ :

σ ·Wµ =
√
2

(
0 1
0 0

)
W+
µ +

√
2

(
0 0
1 0

)
W−
µ + σ3W

3
µ .

Con todo lo anterior y recordando las expresiones (2.15), (2.19), (2.20), (2.21), la deri-
vada covariante Dµ se transforma en:

Dµ = ∂µ− ig
3∑
1

T iW i
µ− ig′Y Bµ = ∂µ−

ig√
2
T+W+

µ − ig√
2
T−W−

µ − igT 3W 3
µ − ig′Y Bµ ,

donde T+ y T− se definen como:

T± = T 1 ± iT 2 =
1

2
(σ1 ± iσ2) =

1

2

[(
0 1
1 0

)
± i

(
0 −i
i 0

)]
,

es decir:

T+ =

(
0 1
0 0

)
, T− =

(
0 0
1 0

)
.

Operando de forma expĺıcita los últimos dos términos de la ecuación anterior y con-
siderando la expresión para el operador de carga dado por la ecuación de Gell-Mann-
Nishijima (2.3), se tiene que:

igT 3W 3
µ + ig′Y Bµ = igT 3W 3

µ + ig′(Q− T 3)Bµ = iT 3(gW 3
µ − g′Bµ) + ig′QBµ

= iT 3(gW 3
µ − g′Bµ)

g
√
g + g′

g
√
g + g′

+ ig′Q

(
cos θWAµ − sen θWZµ

)
=

ig

cos θW
T 3Zµ −

igQ

cos θW
sen2 θWZµ + ieQAµ .

Con lo anterior, la la derivada covariante Dµ toma la forma:

Dµ = ∂µ − ieQAµ −
ig√
2

(
T+W+

µ + T−W−
µ

)
− ig

cos θW
Zµ (T

3 −Q sen2 θW )︸ ︷︷ ︸
Carga débil del Z

. (2.22)

Donde usamos las identidades e = g′ cos θW y g′/g = tan θW
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2.4. Corrientes neutras y cargadas

Para calcular las corrientes fermiónicas del Modelo Estándar, definimos los multipletes:

Ψi =

(
νem
em

)
L

,

(
um
dm

)
L

(2.23)

Donde m hace referencia a las tres generaciones o familias de fermiones: leptones e,
µ, τ con sus respectivos neutrinos, y los quarks u, c, t con sus respectivas parejas de
quarks. Para calcular las cantidades covariantes (invariantes de gauge) de los dobletes
de SU(2)L, tenemos a partir de las expresiones (2.6b) y (2.22) que:

∑
i

Ψiγ
µDµΨi =

∑
i

Ψiγ
µ

[
∂µ − ieQAµ −

ig√
2

(
T+W+

µ + T−W−
µ

)

− ig

cos θW
Zµ(T

3 −Q sen2 θW )

]
Ψi .

Desarrollando expĺıcitamente la expresión anterior tenemos que:

∑
i

Ψiγ
µDµΨi =

∑
i

[
Ψiγ

µ∂µΨi − ieAµΨiγ
µQΨi −

ig√
2

(
W+
µ Ψiγ

µT+Ψi + (W−
µ Ψiγ

µT−Ψi

)

− ig

cos θW
ZµΨiγ

µ(T 3 −Q sen2 θW )Ψi

]
(2.24)

A partir de la expresión anterior, definimos las corrrientes cargadas asociadas a los
bosones W±

µ y las corrientes neutras de los bosones Zµ y Aµ en la forma:

Jµ±W =
1√
2

∑
i

Ψiγ
µT±Ψi , (2.25a)

JµZ =
1

cos θW

∑
i

Ψiγ
µ(T 3 −Q sen2 θW )Ψi , (2.25b)

JµEM =
∑
i

Ψiγ
µQΨi . (2.25c)

Donde cada una de las corrientes cargadas y neutras definidas en las ecuaciones (2.25)
son invariantes de gauge y por tanto pueden aparecer en el lagrangiano del sitema. Es
importante hacer notar que las corrientes Jµ±W y JµZ solamente afectan los dobletes de
SU(2)L y no afecta las partes derechas de los fermiones, ya que son singletes de SU(2)L
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y por ende su autovalor de T 3 es 0. Sin embargo, la correinte electromagnética afecta
de igual manera a las componentes izquierdas como derechas, solamente que en el caso
de las componentes derechas el valor de la hipecarga de las componentes derechas es
igual a la carga eléctrica Q, de la relación de Gell-Mann-Nishijima (2.3), como se puede
observar en la Tabla 1 y el cálculo de los valores propios del operador de carga mostrados.

Aplicando las ecuaciones (2.25a) sobre un doblete de quarks tenemos que:

Jµ+W =
1√
2
(u, d)Lγ

µ

(
0 1
0 0

)(
u
d

)
L

=
1√
2
(u, d)Lγ

µ

(
d
0

)
L

=
1√
2
uLγ

µdL , (2.26a)

Jµ−W =
1√
2
(u, d)Lγ

µ

(
0 0
1 0

)(
u
d

)
L

=
1√
2
(u, d)Lγ

µ

(
0
u

)
L

=
1√
2
dLγ

µuL . (2.26b)

De la expresión (2.26a), vemos que el estado inicial es como un d y el estado final es
como un u, por lo cual el efecto de la corriente Jµ+W , es aumentar la carga eléctrica
del sistema, ya que pasamos de una part́ıcula con carga Qd = −1/3 a una part́ıcula
con carga Qu = 2/3, por la absorción de un W+ con carga +1. De manera análoga,
de la expresión (2.26b), vemos que el estado inicial es como un u y el estado final es
como un d, por lo cual el efecto de la corriente Jµ−W , es disminuir la carga eléctrica del
sistema, ya que pasamos de una part́ıcula con carga Qd = 2/3 a una part́ıcula con carga
Qu = −1/3, por la absorción de un W− con carga -1.

En resumen, las corrientes cargadas permiten el intercambio de las part́ıculas del do-
blete de quarks, aumentando o disminuyendo la carga de la part́ıcula inicial, en tanto
que las corrientes neutras (2.25b) y (2.25c) no cambian las componentes del doblete y
la carga es invariante. Los resultados (2.26) se pueden generalizar para todos los ı́ndices
de familia i = 1, 2, 3 y se suma sobre dichos ı́ndices.

Siguiendo el mismo razonamiento realizado para el doblete de quarks, apliacndo las
ecuaciones (2.25a) sobre un doblete de leptones tenemos que:

Jµ+W =
1√
2
νLγ

µeL , Jµ−W =
1√
2
eLγ

µνL . (2.27)

Podemos identificar la relación entre las corrientes Jµ+W y Jµ−W de la siguiente forma:
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[Jµ+W ]† =

[
1√
2
νLγ

µeL

]†
=

1√
2
e†Lγ

µ†ν†L =
1√
2
e†Lγ

µ†(ν†Lγ
0)† =

1√
2
e†Lγ

µ†γ0νL

=
1√
2
e†Lγ

0γµγ0γ0νL =
1√
2
(e†Lγ

0)γµνL =
1√
2
eLγ

µνL = Jµ−W , (2.28)

donde hemos usado las identidades γ0γ0 = 1 y γµ† = γ0γµγ0.

Ahora, introducimos los ı́ndices de familia, que agrupan los quarks en dos vectores de
tres componentes como se muestra a continuación:

ui =

uc
t

 , di =

ds
b

 , (2.29)

agrupando los quarks con carga +2/3 en un vector y aquellos con carga −1/3 en otro.

Aśı, siendo i el ı́ndice de familia, podemos generalizar las corrientes fermiónicas de la
forma:

J+
W =

1√
2
uiLγ

µdiL . (2.30)

Todo el acoplamiento a fermiones presentado, ha sido realizado en el espacio de in-
teracción, pero para poder obtener los estados que son observables experimentalmente,
debemos rotar al espacio de masa. Estos estados f́ısicos son combinaciones lineales de los
estados de interacción. Para rotar al espacio de masa (que se denotará con los estados
primados), introducimos una matriz U de rotación, la cual tendrá ı́ndices de familia,
más no ı́ndices espinoriales. Aśı, la rotación de los estados de interacción a los estados
de masa será descrita en la forma:

diL = (Ud
L)
ijd′jL = Ud

Ld
′ ,

uiL = (Uu
L)

iju′jL = Uu
Lu

′. (2.31)

15



Reemplazando estas expresiones en (2.30)

J+
W =

1√
2
(Uu ij

L u′jL)
†γ0γµUd ik

L d′kL

=
1√
2
(u′jL)

†(Uu∗
L )⊺jiγ

0γµUd ik
L d′kL

=
1√
2
u′jLγ

µUu ∗⊺
ji Ud

L ik d
′k
L

=
q√
2
u′jLγ

µ (Uu †
L Ud

L)︸ ︷︷ ︸
V CKM
jk

d′kL =
1√
2
u′jLγ

µV CKM
jk d′kL , (2.32)

donde V CKM
jk es la matriz unitaria de Cabibo-Kobayashi-Maskawa, cuyas entradas son

determinadas experimentalmente. Esta matriz es sumamente importante para la feno-
menoloǵıa de las interacciones débiles y únicamente aparece en corrientes cargadas con
cambios de sabor.

Para leptones puede definirse una matriz similar que mezcla las diferentes familias. Esta
matriz, V PMNS

ij se denomina de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata. Con esto tendŕıamos
que la corriente para leptones, en el espacio de masas, es dada por

J−
W =

1√
2
e′Liγ

µV PMNS
ij ν ′j . (2.33)

La matriz CKM aparece definida en la corriente J+
W , en tanto que la PMNS aparece

definida en la corriente J−
W , lo que se debe puramente a razones históricas, e implica

que la matriz CKM debe aparecer dagada en una corriente J+
W , mientras que la PMNS

aparece dagada en J−
W , todo esto en razón de (2.30). Es importante hacer énfasis que

sólo en las corrientes cargadas existe cambio de sabor.
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Caṕıtulo 3

Cancelación de Anomaĺıas Quirales

Por anomaĺıa entendemos la invalidez de una simetŕıa de la acción clásica debido al
proceso de cuantización. Si la simetŕıa clásica no se preserva durante el proceso de
cuantización, se dice entonces que la teoŕıa presenta una anomaĺıa. Existen varios tipos
de anomaĺıas y cada una depende de la simetŕıa a la que se encuentre asociada. Entre
ellas se encuentran las anomaĺıas quirales, las anomaĺıas abelianas y no abelianas, ano-
maĺıas supersimétricas, anomaĺıas gravitacionales, entre otras.

Las anomaĺıas presentan una doble caracteŕıstica, po un lado, se requieren para explicar
resultados experimentales como el decaimiento π0 → γγ, y por otra parte y de gran
importancia en la Teoŕıa Cuática de Campos, las anomaĺıas quirales de la teoŕıa deben
ser canceladas, para que la teoŕıa sea renormalizable. El requerimiento de cancelación
de anomaĺıas conlleva consecuencias importantes. En el el caso del modelo electrodébil,
la cancelación de anomaĺıas quirales impone el balance entre el número de quarks y de
leptones para que la teoŕıa sea renormalizable. En general, el concepto de cancelación de
anomaĺıas es fundamental en la construcción de modelos f́ısicos de la naturaleza como
los modelos más allá del modelo estándar de part́ıculas elementales.

Las anomaĺıas cuánticas son contribuciones que se obtienen a cierto tipo de topoloǵıas
que no pueden existir en el Lagrangiano de la teoŕıa, ya que pueden conducir a proble-
mas de renormalización de la misma y por ende la presencia de términos divergentes. A
nivel clásico (Tree level), los procesos permitidos son los que proporcionan los diferentes
vértices de interacción de la teoŕıa, pero a nivel de correcciones cuánticas (loops), se
espera que no existan procesos con el número t́ıpico de patas externas que no estén en
el lagrangiano de la teoŕıa, los cuales contribuyen con términos anómalos y a la diver-
gencia de las corrientes axial-vectorial.

Un posible diagrama que puede existir a nivel de un loop es el que se muestra en la
figura (3.1) donde entran dos fotones y sale un Z.
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Figura 3.1: Anomaĺıa triangular

Si para este diagrama aparece expĺıcitamente en el lagrangiano un término de la forma:

gAµ∂νAµZ
ν , (3.1)

es posible reabsorber la divergencia asociada a este diagrama a través de la constante
de acoplamiento g mediante el proceso de renormalización. Este proceso redefine las
constantes de acoplamiento de tal forma que la teoŕıa se vuelva coherente, consistente y
no contenga infinitos. Si por el contrario, el término (3.1) no aparece en el lagrangiano
y el diagrama existe, se tendrá una divergencia en la teoŕıa y por tanto no podrá ser
renormalizable, debido a que no habŕıa una forma de redefinir la teoŕıa para que sea
finita y coherente. Cuando esto ocurre tenemos lo que se denomina una anomaĺıa, y
para que la teoŕıa sea consistente y no tenga infinitos sin cancelar, la única forma es
que estos diagramas, de alguna forma deben hacerse cero. El diagrama considerado pa-
ra este análisis es mostrado en la figura (3.1) y se denomina Anomaĺıa triangular, que
consiste en la contribución del “Triángulo”formado por tres propagadores fermiónicos
y tres bosones de gauge.

Los vértices permitidos a tree level de la teoŕıa son:

Vértices axiales ig λ
a

2
γµγ5af ,

Vértices vectoriales - ig λ
a

2
γµvf ,

donde g es una constante de acoplamiento y los λa aparecen por ser vértices asociados a
un grupo de gauge. Estos vértices son tanto para corrientes neutras como para corrientes
cargadas. En términos del proyector de quiralidad izquierda (2.2), podemos condensar
los dos tipos de vértices en la forma:

−gΨγµPL
λa

2
ΨZµ . (3.2)
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A partir de los vértices axial-vectorial, es posible calcular la amplitud invariante para
un diagrama triangular, el cual es generalmente anómalo, como el que se muestra a
continuación:

Figura 3.2: Anomaĺıa triangular sin cambio de sabor.

Si se considera que el diagrama (3.2) es para corriente neutra, es decir sin cambios de
sabor en los vértices de interacción, el fermión dentro del diagrama triangular es una
part́ıcula virtual y esta constituido por estados de part́ıcula y antipart́ıcula a través
de una combinación lineal. En el diagrama las flechas son empleadas para llevar en
consideración la conservación del momentum en cada vértice. Los γi en cada vértice
del diagrama dan cuenta de los generadores del grupo gauge asociado a cada bosón de
gauge presente en el diagrama triangular.

Adicional al diagrama (3.2), es posible obtener un diagrama cruzado como se muestra
acontinuación:

Figura 3.3: Anomaĺıa triangular - Diagrama cruzado.

Al observar el diagrama cruzado (3.3) en relación con el diagrama fundamental (3.2),
los generadores de los grupos asociados a cada uno de los bosones de gauge con mo-
mento K1 → λb y K2 → λc permanecen invariantes, pero en posiciones diferentes en el
diagrama triangular. La existencia de este diagrama cruzado permite la cancelación de
anomaĺıas proveniente del diagrama fundamental (3.2), para asegurar que la teoŕıa no
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tenga infinitos y pueda ser renormalizable a todos los órdenes en teoŕıa de perturbacio-
nes.

Para el diagrama (3.2), la amplitud de probabilidad invariante de tres vértices puede
ser escrita en la forma:

ϵµϵνϵξT abcµνξ = −
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k2 −m

(
−igλ

c

2
γξvf

)
ϵξk2

i

�p−m

×
(
−igλ

b

2
γνvf

)
ϵνk1

i

�p+��k1 −m

(
ig
λa

2
γµγ5af

)
ϵµk1+k2

]
= (−ig)3v2fafϵ

µ
k1+k2

ϵνk1ϵ
ξ
k2
(i)3

λc

2

λb

2

λa

2

×
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
1

�p−��k2 −m
γξ

1

�p−m
γν

1

�p+��k1 −m
γµγ5

]
. (3.3)

Donde los términos ϵµ ϵν y ϵξ, corresponden a las funciones de onda de los bosones
presentes en el diagrama triangular. Procediendo de forma análoga para el diagrama
cruzado (3.3), la amplitud invariante es:

ϵµϵνϵξT abcµνξ = −
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
i

�p−��k1 −m

(
−igλ

b

2
γνvf

)
ϵνk1

i

�p−m

×
(
−igλ

c

2
γξvf

)
ϵξk2

i

�p+��k2 −m

(
ig
λa

2
γµγ5af

)
ϵµk1+k2

]
= (−ig)3v2fafϵνk1ϵ

ξ
k2
ϵµk1+k2(i)

3λ
b

2

λc

2

λa

2

×
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
1

�p−��k1 −m
γν

1

�p−m
γξ

1

�p+��k2 −m
γµγ5

]
. (3.4)

Comparando las amplitudes de los diagramas (3.3) y (3.4), la forma funcional de las
dos expresiones es idéntica, salvo el orden de los generadores en el término cruzado está
cambiado y los signos de los momentos k1 y k2. Estas integrales son divergentes. Sin
embargo, en el ĺımite de P → ∞, las masas de los fermiones en el diagrama triangular,
aśı como los momentos de los bosones de gauge de las patas externas k1 y k2 son des-
preciables.

Con lo anterior en consideración, podemos manipular los términos dentro de la traza
de las integrales (3.3) y (3.4) como se sigue a continuación.
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(�p−��ki)
2 −m2 = (�p−��ki −m)(�p−��k1 +m) = (p− ki)

2 −m2 ,

�p
2 −m2 = (�p−m)(�p+m) = p2 −m2 ,

(�p+��ki)
2 −m2 = (�p+��ki −m)(�p+��ki +m) = (p+ ki)

2 −m2 . (3.5)

donde i = 1, 2 y se ha tenido en cuenta que:

�p
2 = (pµγ

µ)(pµγµ) = p2 γµγµ︸︷︷︸
1

= p2 .

Con esto, la traza de la ecuación (3.3) puede ser rescrita en la forma:

Tr

[
�p−��k2 +m

(p− k2)2 −m2
γξ

�p+m

p2 −m2
γν

�p+��k1 +m

(p+ k1)2 −m2
γµγ5

]
. (3.6)

Ahora, recordando que la integral se evalúa en el ĺımite de P → ∞ (m → 0), la
expresión (3.6) toma la forma:

1

B
(p− k2)

αpβ(p+ k1)
σTr
[
γαγξγβγνγσγµγ5

]
, (3.7)

donde B es el escalar:

B =
[
(p− k2)

2p2(p+ k1)
2
]
.

Ahora, si realizamos el cambio de variable p→ −p′∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
d3p =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
d3p′ ,

donde hemos usado la identidad:∫ a

−a
dp →

∫ −a

a

−dp′ =
∫ a

−a
dp′ .

Con este cambio de variable tenemos que:

p− k2 → −(p+ k2) y p+ k1 → −p+ k1 , (3.8)

De tal forma que la expresión para la traza (3.6) se transforma en:

1

B̃

[
− (p+ k2)

αpβ(p− k1)
σ
]
Tr
(
γαγξγβγνγσγµγ5

)
, (3.9)

donde B̃ es el escalar:

B̃ =
[
(p+ k2)

2p2(p− k1)
2
]
.
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Para manipular estas expresiones necesitamos el operador de conjugación de carga, que
se define de tal forma que:

C−1γµC = CγµC−1 = −γµ⊺ ,

Cγ5C
−1 = +γ⊺5 . (3.10)

A partir de operaciones matriciales se tiene que:

Tr[M ] =
∑
i

Mii =
∑
i

M⊺
ii = Tr[M⊺] ,

por lo que la traza de la expresión (3.9) se transforma en:

Tr[γαγξγνγσγµγ5] = Tr[(γαγξγνγσγµγ5)
⊺] = Tr[γ⊺5γ

⊺
µγ

⊺
σγ

⊺
νγ

⊺
βγ

⊺
ξ γ

⊺
α] . (3.11)

A partir de las identidades (3.10), la traza de la expresión (3.9) puede ser rescrita como:

Tr
[
γαγξγνγσγµγ5

]
= Tr[Cγ5C

−1(−1)CγµC
−1 · · · (−1)CγαC

−1]

= Tr
[
Cγ5C

−1C︸ ︷︷ ︸
1

γµC
−1C︸ ︷︷ ︸
1

· · ·C−1C︸ ︷︷ ︸
1

γαC
−1
]
(−1)6

= Tr[Cγ5γµ · · · γαC−1]

= Tr
[
γ5γµ · · · γαC−1C︸ ︷︷ ︸

1

]
= Tr[γ5γµγσγνγβγξγα]

= Tr[γσγνγβγξγαγ5γµ]

= −Tr[γσγνγβγξγαγµγ5] . (3.12)

Reemplazando las expresiones anteriores en la ecuación (3.3), la amplitud invariante
para el diagrama fundamental (3.1) de tres vértices se transforma como se sigue a
continuación:
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ϵµϵνϵξT abcµνξ = (−ig)3v2fafϵ
µ
k1+k2

ϵνk1ϵ
ξ
k1
(i)3

λc

2

λb

2

λa

2

×
∫

d4p

(2π)4
(p+ k2)

αpβ(p− k1)
σ(−1)2

(p+ k2)2p2(p− k1)2
× Tr[γσγνγβγξγαγµγ5]

= (−ig)3v2fafϵ
µ
k1+k2

ϵνk1ϵ
ξ
k1
(i)3

λc

2

λb

2

λa

2

×
∫

d4p

(2π)4
1

(p+ k2)2p2(p− k1)2

× Tr

{[
(p− k1)

σγσ

]
γν

[
pβγβ

]
γξ

[
(p+ k2)

αγα

]
γµγ5

}
= (−ig)3v2fafϵ

µ
k1+k2

ϵνk1ϵ
ξ
k1
(i)3

λc

2

λb

2

λa

2

×
∫

d4p

(2π)4
Tr[

(�p−��k1)

(�p−��k1)2
γν

�p

�p
2
γξ

(�p+��k2)

(�p+��k2)2
γµγ5]

= (−ig)3v2fafϵ
µ
k1+k2

ϵνk1ϵ
ξ
k1
(i)3

λc

2

λb

2

λa

2

×
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
1

(�p−��k1)
γν

1

�p
γξ

1

(�p+��k2)
γµγ5

]
.

Comparando el resultado anterior con la ecuación para la amplitud del diagrama cruza-
do (3.4), se puede observar que en el ĺımite de m→ 0 las dos expresiones son similares
excepto por el orden de los generadores λi. Sumando las expresiones para el término
directo y para el término cruzado tenemos que:

ϵµϵνϵξ
(
T abc
1µνξ + T abc

2µνξ

)
= (−ig)3v2fafϵ

µ
k1+k2

ϵνk1ϵ
ξ
k1
(i)3
(
λc

2

λb

2

λa

2
+
λb

2

λc

2

λa

2

)
×
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
1

(�p−��k1)
γν

1

�p
γξ

1

(�p+��k2)
γµγ5

]
= (−ig)3v2fafϵ

µ
k1+k2

ϵνk1ϵ
ξ
k1
(i)3
{
λc

2
,
λb

2

}
λa

2

×
∫

d4p

(2π)4
Tr

[
1

(�p−��k1)
γν

1

�p
γξ

1

(�p+��k2)
γµγ5

]
.

(3.13)

Como un solo fermión es el que se encuentra circulando a través del loop del diagrama
triangular, las matrices γi, poseen dos ı́ndices matriciales en su representación funda-
mental, de tal manera que su producto se encuentra contraido y por tanto se reduce a
la traza del diagrama triángular considerado. Es decir que:
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λaijλ
b
jkλ

c
ki .

En general se debe sumar sobre todos los diagramas que posean el mismo estado inicial
y final, por lo que en virtud de la ecuación (3.13) existirá un factor global en el cálculo de
la amplitus invariante de cada posible diagrama que contribuya a la anomaĺıa triangular
de la forma: ∑

f

v2fafTr [{T c, T c}T a] =
∑
f

v2fafTr
[
T a
{
T b, T c

}]
, (3.14)

donde T i = 1
2
λi. Los factores vf y af dan cuenta del acoplamiento vectorial-axial de

los fermiones con los bosones de gauge de las patas externas del diagrama triangular.
En el caso de QCD el factor af = 0, por lo cual solo existiran acoplamientos de tipo
vectorial entre los fermiones y los bosones de gauge, lo que conduce a que la anomaĺıa
asociada al diagrama triangular sea nula inmediatmente. Sin embargo también podŕıan
existir diagramas de anomaĺıas con los tres acoplamientos de tipo axial.

En general tenemos que para una part́ıcula con acoplamiento izquierdo, la regla de
Feynman está dada por

−igλ
a

2
γµ

(1− γ5)

2
, (3.15)

en tanto que para las interacciones que acoplan a la parte derecha, la regla de Feynman
respectiva es:

−igλ
a

2
γµ

(1 + γ5)

2
. (3.16)

De las expresiones anteriores, se puede observar que los acoplamientos izquierdos y de-
rechos entran con diferente signo en la parte axial (proporcional a γ5), por lo que la
contribución de las partes izquierdas, t́ıpicamente, se cancela con la contribución de
las partes derechas, tal como ocurre en el caso de QCD y QED, que acoplan con igual
intensidad a las partes derechas e izquierdas de todas las part́ıculas. Por otro lado, la
interacción débil solamente acopla a la parte izquierda de los fermiones y por tanto no
hay cancelación automática de las anomaĺıas de los diagramas triangulares.

En general, podemos escribir un vértice de interacción en la forma:

−igλ
a

2
γµ(vf − γ5af ) . (3.17)

Para part́ıculas izquierdas: af =
1
2
, vf = +1

2
.

Para part́ıculas derechas: af = −1
2
, vf =

1
2
.

Si las componentes derechas e izquierdas están en la misma representación del grupo,
se define la anomaĺıa total en la forma:
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A(L,R) = AabcL − AabcR . (3.18)

Donde las anomaĺıas izquierdas y derechas (AabcL,R) presentes en el modelo están definas
en la forma:

AabcL(R) =
∑
f

Tr
[
T aL,R

{
T bL,R, T

c
L,R

}]
. (3.19)

Para un modelo descrito bajo un grupo de simetŕıa de gauge SU(n)× U(1), todas las
anomaĺıas del modelo pueden ser canceladas si se satisface que A(L,R) = 0. Podemos
escribir la ecuación (3.19), expresando los generadores del grupo de gauge T i, como
operadores que actuan sobre una base de kets |Ψ⟩, que representan los fermiones del
ME o del modelo en consieración. Con lo anterior:

AabcL(R) =
∑
Ψ

⟨Ψ|T aL,R
{
T bL,R, T

c
L,R

}
|Ψ⟩ . (3.20)

Podemos expresar el conjunto de fermiones del ME por {Ψi} como la suma de los
fermiones en los multipletes Ψ como:

Ψ =


ψ1

ψ2
...
ψn

 → Ψ = ∪jΨj .

De esta manera, la suma sobre todos los fermiones la podemos expresar como una suma
sobre todos los multipletes: ∑

ψi

=
∑
Ψ

∑
ψi∈Ψ

.

Con las anteriores definiciones, la ecuación (3.20) puede ser escrita en la forma:

AabcL(R) =
∑
Ψ

∑
Ψi∈Ψ

⟨Ψ|T aL,R
{
T bL,R, T

c
L,R

}
|Ψ⟩ .

Ahora, introduciendo el operador identidad sobre los fermiones de cada multiplete:

1dΨ×dΨ =
∑
j

|Ψj⟩⟨Ψj| . (3.21)

La ecuación (3.20) se transforma en:

AabcL(R) =
∑
Ψ

∑
Ψi∈Ψ

⟨Ψi|T aL,R|Ψj⟩⟨Ψj|
{
T bL,R, T

c
L,R

}
|Ψi⟩

=
∑
Ψ

∑
i,j

T ai,j
{
T b, T c

}
j,i

. (3.22)
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En la ecuación anterior, se ha cambiado de una suma sobre todos los fermiones a una
suma sobre todos los multipletes del diagrama triangular, lo que resulta de gran im-
portancia para la construcción de nuevos modelos, como los modelos más allá del ME,
puesto que para que estas teoŕıas sean renormalizables deben ser libres de anomaĺıas.

Si el generador de un grupo T aij se tiene que:

T aij → T aij = Qa
Ψδij .

Lo anterior implica que el operador T aij es proporcional a la identidad con carga única
QΨ para todo el multiplete Ψ. Con lo anterior en consideración la ecuación (3.22) se
transforma en:

Aabc =
∑
Ψ

∑
i

Qa
Ψ

{
T b, T c

}
i,i
=
∑
Ψ

Qa
ΨTrΨ

[{
T b, T c

}]
. (3.23)

Donde TrΨ es la traza en la representación generada por los fermiones ψi en el multiplete
Ψi y Q

a
Ψ es la carga abeliana del multiplete Ψ asociado al grupo de gauge U(1). Si en

la ecuación (3.23), todos los multipletes Ψ estan en la representación fundamental de
SU(n), es decir, los generadores T i son matrices n× n, se tiene que:

TrΨ
[{
T b, T c

}]
=
δab

n
1n×n + dabcT c︸ ︷︷ ︸

suma sobre c

. (3.24)

Con lo anterior, la expresión (3.23) puede ser simplificada como:

Aabc = δab
∑
Ψ

Qa
Ψ , (3.25)

donde se ha considerado el hecho que Tr[1n×n] = n y que Tr[T i] = 0. Los coeficientes
dabc son números reales y se anulan para el caso del grupo de gauge SU(2). Ahora,
si consideramos que los generadores T b y T c son diagonales, asociados a dos grupos
abelianos U(1)b y U(1)c:

T b = Qa
Ψδil , T c = Qa

Ψδlj .

Podemos escribir la ecuación (3.23) en la forma:

Aabc = 2
∑
Ψ

Qa
ΨQ

b
ΨQ

c
ΨdΨ , (3.26)
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donde se ha considerado que la dimensión de la matriz identidad es del tamaño del
multiplete Ψ y dΨ es la dimensión del multiplete correspondiente en la representación
fundamental. Por otra parte, la ecuación (3.26) es usada en la evaluación de las ano-
maĺıas quirales U(1)3 y U(1)2Y

⊗
U(1)′, que con gran frecuencia aparecen en el análisis

de cancelación de anomaĺıas.

En general para grupos SU(n) con n ≥ 3, la ecuación (3.22) puede ser escrita como se
sigue a continuación:

Aabc =
∑
Ψ

∑
i,j

T ai,j
{
T b, T c

}
j,i

=
∑
Ψ

Tr
[
T a
{
T b, T c

}]
=
∑
Ψ

Tr

[(
δbc

n
1n×n + dbcdT d

)
T a

]
=
∑
Ψ

Tr
[
dbcdT dT a

]
=
∑
Ψ

dbcdTr
[
T dT a

]
=
∑
Ψ

dabc . (3.27)

Esta cantidad se obtiene independientemente si los multipletes son derechos o izquier-
dos, por lo cual su diferencia es cero y la anomaĺıa se cancela. Si se considera el caso en
el que las patas externas de la anomaĺıa triangular corresponden a bosones del grupo
de gauge SU(3)C , puesto que la interacción fuerte acopla de igual forma a sus partes
derechas e izquierdas, la anomaĺıa A(R,L) es cancelada automáticamente, lo que no
ocurre en el ME debido a que el grupo de gauge SU(2) acopla de forma diferente los
fermiones de quiralidad izquierda con respecto a los de quiralidad derecha. Cuando una
interacción acopla igual a los multipletes derechos y a los izquierdos se dice que hay
simetŕıa vectorial, de lo contrario es una simetŕıa quiral.

La ecuación (3.27), no resulta de gran interés en el ME por las consideraciones realizadas
anteriormente, pero para modelos con simetŕıas de gauge extendidas como los modelos
331, la interacción electrodébil es descrita a través del grupo de gauge SU(3)L, donde
en general el acoplamiento a las partes derechas no es igual a las partes izquierdas, por
lo cual no está garantizada la cancelación de la anomaĺıa correspondiente. Para n ≥ 3,
cuando no existen partes derechas (o izquierdas), las anomaĺıas pueden ser canceladas
a través de las representaciones conjugadas.

Los generadores de los grupos de gauge SU(n) satisfacen el álgebra de Lie:[
T a, T b

]
= ifabcTC , (3.28)

donde fabc son las constantes de estructura del grupo de gauge. Es posible construir
una representación no equivalente para los generadores definidos como T̃ a = −T a∗, los
cuales satisfacen el álgebra de Lie:
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[
− T a∗,−T b∗

]
= ifabc(−T c∗) . (3.29)

Esta representación no equivalente se denomina representación conjugada de SU(n). Si
reemplazamos el resultado anterior en la ecuación (3.22) tenemos que:

Aabcconjugada =
∑
Ψ

Tr
[
T̃ a
{
T̃ b, T̃ c

}]
=
∑
Ψ

Tr
[
−T a∗

{
−T b∗,−T c∗

}]
=
∑
Ψ

Tr
[
T a∗
{
T b∗, T c∗

}]
= −

(∑
Ψ

dabc
)∗

= −
∑
Ψ

dabc , (3.30)

donde hemos usado el heccho que dabc es un número real. Con lo anterior se obtiene
que:

Aabc + Aabcconjugada = dabc
(∑

Ψ

1−
∑
Ψ

1
)
= dabc(I − I) = 0 , (3.31)

donde I(I) representa el número de multipletes (antimultipletes). En las teoŕıas quira-
les se debe tener el mismo número de fermiones en la representación normal como en
la representación conjugada, a fin de que exista cancelación de anomaĺıas y la teoŕıa
sea renormalizable, como es el caso de los modelos 331. En el apéndice A, se detalla
la forma en la que es calculada la anomaĺıa quiral [SU(3)C ]

2U(1)X para el modelo 331
con β =

√
3. Las demás anomaĺıas quirales del modelo, [SU(3)L]

2U(1)X , [Grav]
2U(1)X ,

[U(1)X ]
3 y [SU(3)L]

3 son calculadas de forma equivalente.
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Caṕıtulo 4

Modelo SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X con
β =

√
3

Los modelos 331 están basados en el grupo de gauge SU(3)C ⊗ SU(3)L ⊗ U(1)X y
representan una extensión al grupo de simetŕıa gauge SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y del
ME, donde el sector electrodébil del ME SU(2)L ⊗ U(1)Y es extendido al grupo de
simetŕıa SU(3)L⊗U(1)X , introduciendo una nueva carga X. Como en el ME, el grupo
de color SU(3)C es vectorial (libre de anomaĺıas); sin embargo, a diferencia de este, los
quarks (tripletes de color) y leptones izquierdos (singletes de color) transforman como
las representaciones no equivalentes de SU(3)L, 3 y 3∗.

Dos clases de modelos pueden aparecer en el estudio de los modelos 331, a fin de que
exista cancelación de anomaĺıas quirales y la teoŕıa sea renormalizable. Por una parte
los modelos universales de una familia donde las anomaĺıas se cancelan en cada familia
como en el ME, y por otra parte, los modelos no universales en los cuales la cancelación
de anomaĺıas se da por la mezcla entre las diferentes familias del ME.

Dado que los modelos 331 deben ser compatibles con el ME, es necesario generar el
subgrupo U(1)Q a partir del grupo de gauge SU(3)L ⊗ U(1)X , o equivalentemente,
obtener una representación de la carga dentro de este grupo extendido. De esta manera,
para los modelos 331 el operador de carga eléctrica más general posible en el sector
electrodébil extendido es definido como:

Q = αTL3 + βTL8 +XI3, (4.1)

donde Ta = λa/2, siendo λa (a = 1, 2, . . . , 8) las matrices de Gell-Mann de SU(3)L
normalizadas como Tr(λaλb) = 2δab. I3 = Diag(1, 1, 1) es la diagonal de la matriz iden-
tidad de dimensión 3 × 3, X es el número cuántico del grupo U(1)X , que puede ser
obtenido a partir de la cancelación de anomaĺıas y β es un parámetro libre que puede
ser fijado de acuerdo a la carga eléctrica del contenido fermiónico del modelo, por lo
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que en principio pueden construirse infinitos modelos 331 [24, 25, 27, 32]. En nuestro
caso, el parámetro β está definido como β = 2b√

3
. Si en el operador de carga (4.1) se

considera que α = 1, el grupo de isosṕın de SU(2)L del ME está contenido en el grupo
SU(3)L.

Tomando en consideración la forma matricial de las matrices de Gell-Mann y que α = 1,
el operador de carga eléctrica Q en la representación 3 puede ser escrito como (Ver
Apéndice B):

Q[3] =


1
2
+ β

2
√
3
+X 0 0

0 −1
2
+ β

2
√
3
+X 0

− β√
3
+X

 . (4.2)

Tras implementar el principio gauge en este modelo, sabemos que a fin de preservar
la invariancia de gauge local, es necesaria la inclusión de los 8 campos de gauge Aαµ
de SU(3)L, los cuales transforman de acuerdo a la representación adjunta 3

⊗
3∗ en la

forma [24, 25]:

Aµ =
∑
α

λαA
α
µ =

√
2

 D0
1µ W+

µ K
(b+1/2)
µ

W−
µ D0

2µ K
(b−1/2)
µ

K
−(b+1/2)
µ K

−(b−1/2)
µ D0

3µ

 (4.3)

donde D0
1µ = A3

µ/
√
2 + A8

µ/
√
6, D0

2µ = −A3
µ/
√
2 + A8

µ/
√
6, y D0

3µ = −2A8
µ/
√
6. Los

ı́ndices superiores de los bosones de gauge en la ecuación (4.3) representan la carga
eléctrica de las part́ıculas, siendo algunas de ellas funciones del parámetro b [33].

Se han estudiado ampliamente los modelos 331 para β = 1√
3
(b = 1/2) sin la presencia

de part́ıculas con carga exótica [24, 25]; sin embargo, para el caso de β =
√
3 (b = 3/2),

solamente se ha estudiado el modelo mı́nimo, el cual no contiene leptones exóticos
cargados ni neutrinos derechos [20, 21]. Los modelos 331 con β =

√
3 son de gran

interés teórico y experimental, ya que permiten explicar la existencia de las tres familias
de fermiones a través de la cancelación de anomaĺıas en modelos no unifamiliares de
fermiones del ME, lo que hace que sea de interés para el estudio de la fenomenoloǵıa
de la f́ısica del sabor.

4.1. El Modelo Mı́nimo

Pleitez y Frampton propusieron los modelos no universales 331 [20, 21] como ejem-
plos de extensiones del sector electrodébil con violación del número leptónico, donde el
número de familias está determinado por la cancelación de anomaĺıas. En la literatura
existen muchos ejemplos de modelos sin cargas eléctricas exóticas, estos modelos han
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sido adecuadamente clasificados y su fenomenoloǵıa es bien conocida [24, 25, 26]. El
modelo original de Pleitez y Frampton tiene cargas eléctricas exóticas en el sector de
quarks y no en el sector leptónico y corresponde a lo que se conoce en la literatura como
el modelo con β =

√
3 [34].

En las referencias [21, 23], se muestra que para b = 3/2 (.i.e., β =
√
3), la siguiente

estructura fermiónica de quiralidad izquierda es libre de todas las anomaĺıas de gauge
presentes en el modelo 331: ψTlL = (l−, ν0l , l

+)L ∼ (1, 3∗, 0), QT
iL = (ui, di, Xi)L ∼

(3, 3,−1/3), QT
3L = (d3, u3, Y ) ∼ (3, 3∗, 2/3); donde l = e, µ, τ corresponde al ı́ndice

de familia leptónica, i = 1, 2 para las dos primeras familias de quarks, y los números
cuánticos después de la tilde (∼) cuentan para la representación 3-3-1. Los campos de
quiralidad derecha son: ucaL ∼ (3∗, 1,−2/3), dcaL ∼ (3∗, 1, 1/3), Xc

iL ∼ (3∗, 1, 4/3) y
Y c
L ∼ (3∗, 1,−5/3), donde a = 1, 2, 3 es el ı́ndice de familia de quarks, y se presentan

tres quarks exóticos con cargas eléctricas: −4/3 y 5/3 respectivamente. Esta versión es
el denominado minimal model en la literatura, puesto que no contiene en su estructura
leptones exóticos, incluyendo posibles neutrinos de quiralidad derecha.

4.2. Generaciones de Leptones y Quarks

Partiendo de la forma del operador de carga para los modelos con β =
√
3 en las

representaciones 3 y 3∗, se calcularon los posibles multipletes de quarks y leptones para
diferentes valores del número cuántico de hipercarga X del operador de carga (Ver
Apéndice C), a través de los cuales se construyeron una serie de conjuntos completos
de leptones SLi y de quarks SQi, que contienen tripletes (anti-tripletes) y singletes de
SU(3). Estas series deben contener al menos una generación de fermiones del ME. De
la ecuación (4.1), para β =

√
3, las cargas eléctricas de los diferentes tripletes en las

representaciones 3 y 3∗ son:

QQED(3) = Diag(1 +X,X,−1 +X)

QQED(3
⋆) = Diag(−1 +X,X, 1 +X) (4.4)

Las expresiones generales para las cargas del Z ′, considerando que el ángulo de mezcla
Z−Z ′ es igual a cero se detallan en el Apéndice D. Para los campos del ME contenidos
en las series completas de fermiones: SL1, SL2,SL3, SQ1 y SQ2, las cargas del Z ′ son
mostradas en las tablas 4.1-4.5, respectivamente.

Generación leptónica SL1 = [(ν0e , e
−, E−−

2 ) ⊕ e+ ⊕ E++
2 ]L con números cuánticos

(1, 3,−1); (1, 1, 1) y (1, 1, 2) respectivamente. Las cargas del Z ′ para los campos
del ME se muestran en la tabla 4.1.

31



ℓ = (νL, eL)
T ⊂ 3, eR ⊂ 1 (como en SL1)

Campos gZ′ϵZ
′

L gZ′ϵZ
′

R

νe
gL

cos θW

2 cos2 θW−3√
3(1−4 sin2 θW )

0

e gL
cos θW

2 cos2 θW−3√
3(1−4 sin2 θW )

gL
cos θW

√
3 sin2 θW√
1−4 sin2 θW

Tabla 4.1: Cargas quirales del Z ′ para leptones del ME y neutrinos de quiralidad derecha
contenidos en SL1. θW es el ángulo de mezcla electrodébil (Ángulo de Weinberg)

Serie SL2 = [(e−, ν0e , E
+
1 )⊕ e+ ⊕ E−

1 ]L con números cuánticos (1, 3∗, 0); (1, 1, 1) y
(1, 1,−1), respectivamente. Las cargas del Z ′ para los campos del ME se muestran
en la tabla 4.2.

ℓ = (νL, eL)
T ⊂ 3∗, eR ⊂ 1 (como en SL2)

Campos gZ′ϵZ
′

L gZ′ϵZ
′

R

νe
gL

cos θW

√
1−4 sin2 θW

2
√
3

0

e gL
cos θW

√
1−4 sin2 θW

2
√
3

gL
cos θW

√
3 sin2 θW√
1−4 sin2 θW

Tabla 4.2: Cargas quirales del Z ′ para leptones del ME y neutrinos de quiralidad derecha
contenidos en SL2

Serie SL3 = [(e−, ν0e , e
+)]L con números cuánticos (1, 3∗, 0). Las cargas del Z ′ para

los campos del ME se muestran en la tabla 4.3.

ℓ = (νL, eL)
T , eR ⊂ 3∗ (como en SL3)

Campos gZ′ϵZ
′

L gZ′ϵZ
′

R

νe
gL

cos θW

√
1−4 sin2 θW

2
√
3

0

e gL
cos θW

√
1−4 sin2 θW

2
√
3

gL
cos θW

√
1−4 sin2 θW√

3

Tabla 4.3: Cargas quirales del Z ′ para leptones del ME y neutrinos de quiralidad derecha
contenidos en SL3

Serie SQ1 = [(d, u,Q
5/3
1 ) ⊕ uc ⊕ dc ⊕ Qc

1]L con números cuánticos (3, 3∗, 2/3);
(3∗, 1,−2/3); (3∗, 1, 1/3) y (3∗, 1,−5/3), respectivamente. Las cargas del Z ′ para
los campos del ME se muestran en la tabla 4.4.
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q = (uL, dL)
T ⊂ 3∗, uR, dR ⊂ 1 (como en SQ1)

Campos gZ′ϵZ
′

L gZ′ϵZ
′

R

u gL
cos θW

1

2
√

3(1−4 sin2 θ)
− gL

cos θW

2 sin2 θW√
3(1−4 sin2 θ)

d gL
cos θW

1

2
√

3(1−4 sin2 θ)
gL

cos θW

sin2 θW√
3(1−4 sin2 θ)

Tabla 4.4: Cargas quirales del Z ′ para quarks del ME contenidos en SQ1

Serie SQ2 = [(u, d,Q
−4/3
2 ) ⊕ uc ⊕ dc ⊕ Qc

2]L con números cuánticos (3, 3,−1/3);
(3∗, 1,−2/3); (3∗, 1, 1/3) y (3∗, 1, 4/3), respectivamente. Las cargas del Z ′ para los
campos del ME se muestran en la tabla 4.5.

q = (uL, dL)
T ⊂ 3, uR, dR ⊂ 1 (como en SQ2)

Campos gZ′ϵZ
′

L gZ′ϵZ
′

R

u gL
cos θW

1−2 sin2 θW

2
√

3(1−4 sin2 θ)
− gL

cos θW

2 sin2 θW√
3(1−4 sin2 θ)

d gL
cos θW

1−2 sin2 θW

2
√

3(1−4 sin2 θ)
gL

cos θW

sin2 θW√
3(1−4 sin2 θ)

Tabla 4.5: Cargas quirales del Z ′ para quarks del ME contenidos en SQ2

Con el objeto de cancelar anomaĺıas y que la teoŕıa sea renormalizable, es impor-
tante introducir tripletes y anti-tripletes de leptones exóticos; por ejemplo, SE1 =
[(N0

1 , E
+
4 , E

++
3 ) ⊕ E−

4 ⊕ E−−
3 ]L con números cuánticos (1, 3∗, 1); (1, 1,−1) y (1, 1,−2),

respectivamente. En este trabajo no se reportan las cargas del Z ′ asociadas a los campos
fermiónicos exóticos, puesto que se asume que la masa de dichos campos es muy grande.

Por otro lado, a partir de los multipletes que pueden ser construidos para β =
√
3,

se tienen series de leptones exóticos, como la serie SE2 = [(E+
5 , N

0
2 , E

−
6 ) ⊕ E−

5 ⊕ E+
6 ]L

con números cuánticos (1, 3, 0) ; (1, 1,−1) y (1, 1, 1), respectivamente. Una serie más
reducida (económica) es SE3 = [(E+

5 , N
0
2 , E

−
5 )], la cual presenta idénticas contribuciones

a las anomaĺıas del modelo como la serie SE2, pero diferente carga del Z ′. Sin embargo,
estos detalles no resultan de interés para la fenomenoloǵıa del modelo a bajas enerǵıas,
por lo que no se incluye SE3 en la Tabla 4.6.
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4.3. Series irreducibles libres de anomaĺıas y cons-

trucción de modelos

La Tabla 4.6 muestra las contribuciones a las anomaĺıas de cada serie completa de fer-
miones construidas en el apartado 4.2 para los modelos con β =

√
3, las cuales son

calculadas a partir del formalismo presentado en el caṕıtulo 3. En el Apéndice 1 se
detallan los cálculos respectivos. A partir de esta tabla, es posible encontrar conjuntos
irreducibles libres de anomaĺıas (CLA) [26], los cuales son mostrados en la Tabla 4.7.
Para la cancelación de anomaĺıas, se procede a sumar los elementos de cada una de las
columnas de la Tabla 4.6 para cada uno de los CLA de la Tabla 4.7 (Ver Apéndice A).
Los CLA irreducibles QI

i , Q
II
i y QIII

i relacionados en la Tabla 4.7 corresponden a con-
juntos de fermiones con una familia de quarks, dos familias de quarks o tres familias de
quarks, respectivamente. Estos conjuntos se pueden combinar para construir modelos
de tres familias como se muestra en la Tabla 4.8. Existen 33 modelos diferentes (sin
considerar todos los posibles “embeddings” o arreglos). Estos modelos también se pue-
den ampliar agregando conjuntos de leptones vector-like, Li, indicados en la segunda
columna de la Tabla 4.7.

Para ejemplificar las posibles “embeddings”, mostramos algunos casos en Tabla 4.10.
La elección de los modelos relacionados en la Tabla 4.10 muestra cómo la fenomenoloǵıa
depende de los fermiones del ME escogidos en el modelo. Por ejemplo en el caso de M10,
el “embedding” determina si está fuertemente acoplado. Se eligió el modelo M17 porque
teńıa varios “embeddings”. El modelo M3 corresponde al modelo “minimal” descrito en
la sección 4.1. Por otro lado, el modelo M4 es similar al modelo M3, con la diferencia
de que este modelo es no universal en el sector leptónico.

Anomaĺıas SL1 SL2 SL3 SQ1 SQ2 SE1 SE2

[SU(3)C ]
2U(1)X 0 0 0 0 0 0 0

[SU(3)L]
2U(1)X −1 0 0 2 −1 1 0

[Grav]2U(1)X 0 0 0 0 0 0 0
[U(1)X ]

3 6 0 0 −12 6 −6 0
[SU(3)L]

3 1 −1 −1 −3 3 −1 1

Tabla 4.6: Contribución a las anomaĺıas del modelo para cada familia de quarks SQi
,

leptones SLi
y leptones exóticos SEi

, de los modelos 331 con β =
√
3.

i Vector-like lepton set (Li) One quark set (QI
i ) Two quarks set (QII

i ) Three quarks set (QIII
i )

1 SE2 + SL2 SE2 + 2SL1 + SQ1 SL1 + SL2 + SQ1 + SQ2 3SL1 + 2SQ1 + SQ2

2 SE1 + SL1 SE1 + 2SL2 + SQ2 SL1 + SL3 + SQ1 + SQ2 3SL2 + SQ1 + 2SQ2

3 SE2 + SL3 SE1 + SL2 + SL3 + SQ2 3SL3 + SQ1 + 2SQ2

4 SE1 + 2SL3 + SQ2 2SL2 + SL3 + SQ1 + 2SQ2

5 SL2 + 2SL3 + SQ1 + 2SQ2
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Tabla 4.7: CLAs para β =
√
3. Se muestra en esta tabla, la clasificación de los CLAs de

acuerdo con el contenido de familias de quarks, i.e., QI
i , Q

II
i , y QIII

i . Combinaciones de
estos conjuntos con tres familias de quarks y leptones del ME pueden ser considerados
como modelos 331

Modelos
M1 QIII

1 3SL1 + 2SQ1 + SQ2

M2 QIII
2 3SL2 + SQ1 + 2SQ2

M3 QIII
3 3SL3 + SQ1 + 2SQ2

M4 QIII
4 2SL2 + SL3 + SQ1 + 2SQ2

M5 QIII
5 SL2 + 2SL3 + SQ1 + 2SQ2

M6 QII
1 +QI

1 3SL1 + SL2 + SE2 + 2SQ1 + SQ2

M7 QII
1 +QI

2 SL1 + 3SL2 + SE1 + SQ1 + 2SQ2

M8 QII
1 +QI

3 SL1 + 2SL2 + SL3 + SE1 + SQ1 + 2SQ2

M9 QII
1 +QI

4 SL1 + SL2 + 2SL3 + SE1 + SQ1 + 2SQ2

M10 QII
2 +QI

1 3SL1 + SL3 + SE2 + 2SQ1 + SQ2

M11 QII
2 +QI

2 SL1 + 2SL2 + SL3 + SE1 + SQ1 + 2SQ2

M12 QII
2 +QI

3 SL1 + SL2 + 2SL3 + SE1 + SQ1 + 2SQ2

M13 QII
2 +QI

4 SL1 + 3SL3 + SE1 + SQ1 + 2SQ2

M14 QI
1 +QI

2 +QI
3 2SL1 + 3SL2 + SL3 + 2SE1 + SE2 + SQ1 + 2SQ2

M15 QI
1 +QI

2 +QI
4 2SL1 + 2SL2 + 2SL3 + 2SE1 + SE2 + SQ1 + 2SQ2

M16 QI
1 +QI

3 +QI
4 2SL1 + SL2 + 3SL3 + 2SE1 + SE2 + SQ1 + 2SQ2

M17 QI
2 +QI

3 +QI
4 3SL2 + 3SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M18 3QI
1 6SL1 + 3SE2 + 3SQ1

M19 2QI
1 +QI

2 4SL1 + 2SL2 + 2SE2 + SE1 + 2SQ1 + SQ2

M20 2QI
1 +QI

3 4SL1 + SL2 + SL3 + SE1 + 2SE2 + 2SQ1 + SQ2

M21 2QI
1 +QI

4 4SL1 + 2SL3 + SE1 + 2SE2 + 2SQ1 + SQ2

M22 3QI
2 6SL2 + 3SE1 + 3SQ2

M23 2QI
2 +QI

1 2SL1 + 4SL2 + 2SE1 + SE2 + SQ1 + 2SQ2

M24 2QI
2 +QI

3 5SL2 + SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M25 2QI
2 +QI

4 4SL2 + 2SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M26 3QI
3 3SL2 + 3SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M27 2QI
3 +QI

1 2SL1 + 2SL2 + 2SL3 + 2SE1 + SE2 + SQ1 + 2SQ2

M28 2QI
3 +QI

2 4SL2 + 2SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M29 2QI
3 +QI

4 2SL2 + 4SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M30 3QI
4 6SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M31 2QI
4 +QI

1 2SL1 + 4SL3 + 2SE1 + SE2 + SQ1 + 2SQ2

M32 2QI
4 +QI

2 2SL2 + 4SL3 + 3SE1 + 3SQ2

M33 2QI
4 +QI

3 SL2 + 5SL3 + 3SE1 + 3SQ2
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Tabla 4.8: Modelos de tres familias construidos de los conjuntos irreducibles libres de
anomaĺıas (Table 4.7). Es posible encontrar (trivialmente) nuevos modelos, adicionan-
do series de leptones vector-like; sin embrago no consideramos estas posibilidades en
nuestro conteo a menos que sean necesarias para completar las familias de leptones.

En general, nosotros encontramos tres posibles clases de modelos que se describen a
continuación:

Modelos completamente no universales: Esto sucede si integramos cada una de
las familias del ME en conjuntos diferentes; por ejemplo, una de las posibles
configuraciones para el modelo M12 de la Tabla 4.8 es colocar la primera familia de
leptones en SL3 y las familias de leptones restantes en SL1 y SL2 respectivamente.
Esta clase de modelos suele tener restricciones muy fuertes de FCNC y CLFV.

Modelos Universales: En algunos de los CLA, hay configuraciones con las tres
familias de leptones del ME en conjuntos con los mismos números cuánticos; lo
mismo se aplica para las tres familias de quarks del ME. Por ejemplo, en el modelo
M26 relacionado en la Tabla 4.8, es posible tener todas las tres familias del ME
en los conjuntos 3SL3 + 3SQ2. Los campos restantes son considerados fermiones
exóticos y son necesarios para la cancelación de anomaĺıas.

Los modelos 2 + 1: La mayoŕıa de los CLA tienen configuraciones donde dos
familias están en conjuntos con los mismos números cuánticos y la tercera familia
está en un conjunto diferente. Para evitar las restricciones más fuertes de FCNC,
es necesario que los dobletes izquierdos de las dos primeras familias de quarks del
ME posean idénticos números cuánticos. Esta condición también es deseable para
las familias de leptones, aunque algunos modelos podŕıan evitar las restricciones
de FCNC sin satisfacer esta condición. Un ejemplo t́ıpico de estos modelos es el
modelo mı́nimo de Pisano-Pleitez-Frampton [20, 21], 3SL3+SQ1+2SQ2 (el modelo
M3 en la Tabla 4.8). Este modelo es universal en el sector leptónico y no universal
en el sector de quarks.

4.4. Restricciones de LHC y bajas enerǵıas

Para el análisis de restricciones se consideran los resultados obtenidos del experimento
ATLAS del CERN, de resonancias dileptónicas de alta masa en el rango de masas entre
los 250GeV a 6TeV, en colisiones protón-protón con una enerǵıa de centro de masa de√
s = 13 TeV durante la segunda corrida del Large Hadron Collider (LHC) con una

luminosidad integrada de 139 fb−1 [35]. Estos datos se obtuvieron de búsquedas de bo-
sones Z ′ decayendo a dileptones. Se obtiene la cota inferior para la masa del Z ′, de la
intersección entre las predicciones teóricas para la sección transversal y la cota superior
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reportada por el experimento ATLAS con un nivel de confianza del 95%.

Utilizamos las expresiones dadas en las refrencias Ref. [36, 37, 38] para calcular la sec-
ción transversal teórica. Suponemos que el ángulo de mezcla θ de Z − Z ′ es igual a
cero para estos ĺımites (ver apéndice F). En la Tabla 4.9 se presentan las restricciones
del LHC para algunos modelos. Es importante enfatizar que los leptones de la primera
familia, es decir, el electrón y su neutrino, deben estar contenidos en SL3 ya que es el
único escenario donde el electrón derecho tiene acoplamientos con el Z ′ menor que 1.
Por otro lado, la Tabla 4.9 muestra la mejor opción para modelos con las dos primeras
generaciones de leptones contenidas en el conjunto SL3, como ocurre con el modelo
mı́nimo (M3), en el que la primera y segunda familia de leptones tienen los mismos
números cuánticos, lo cual evita posibles problemas de CLFV y FCNC. Para evitar
restricciones más fuertes de FCNC en el sector de quarks, las cargas izquierdas de los
quarks de las dos primeras familias deben ser idénticas [39]; esta condición es asumi-
da con el objeto de calcular la cota inferior para la masa del Z ′ mostrada en la Tabla 4.9.

Particle content LHC-Lower limit
first generation in TeV
SL3 + SQ1 7.3
SL3 + SQ2 6.4

Tabla 4.9: Las familias de leptones SL1 y SL2 están fuertemente acopladas (Para SL1 y
SL2 el doblete de leptones izquierdos ℓ y el singlete leptónico cargado derecho eR tienen
acoplamientos mayores que 1, respectivamente). Por lo tanto, sólo SL3 es fenomenológi-
camente viable para la primera familia. Dependiendo del contenido de quarks, es decir,
SQ1 o SQ2 , tenemos dos restricciones diferentes.

Es importante enfatizar que los acoplamientos no universales del Z ′ modifican procesos
tales como [40]: conversión coherente µ− e en un átomo muónico, mezclas K0 − K̄0 y
B−B̄, ϵ y ϵ′/ϵ, desintegraciones leptónicas y semileptónicas (por ejemplo, µ→ eγ) que,
si se observa en el futuro, los modelos no universales podŕıan ser favorecidos sobre los
modelos universales. Para modelos con acoplamientos del bosón Z ′ diferentes a la terce-
ra familia, existen diferentes predicciones para los anchos de decaimiento B(t→ Hu) y
B(t→ Hc). Estas predicciones están fuertemente suprimidas por los colisionadores [41].

En la Tabla 4.10, SC significa fuertemente acoplado, indicando que en los conjuntos SL1
y SL2, el acoplamiento del electrón derecho es mayor que uno, lo que impone fuertes
restricciones en el colisionador. Por otro lado, a pesar de que existan acoplamientos
del Z ′ mayores que uno con los campos fermiónicos de la primera generación del ME,
estos se encuentran fuertemente suprimidos por los colisionadores [36]. Si embargo, los
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modelos fuertemente acoplados resultan de gran interés en varias aproximaciones feno-
menológicas [39, 42]; por esta razón, es importante darse cuenta de la existencia de estos
modelos, que naturalmente aparecen en modelos 331 con grandes valores del parámetro
β de la teoŕıa.

En relación a los ĺımites sobre part́ıculas exóticas, las restricciones sobre la masa de
un leptón pesado secuencial se encuentran por encima de los 100 GeV [43]. Para los
quarks exóticos t′ y b′, los rangos de masa permitidos están por encima de los 1370 GeV
y 1570 GeV, respectivamente [43]. Las restricciones sobre campos con cargas eléctricas
exóticas son más débiles, puesto que los algoritmos de identificación asumen que las
cargas son proporcionales a la carga del electrón [10].

Model j SM Lepton Embeddings Universal — 2 + 1 — Quark Configuration — LHC-Lower limit

M3 = QIII
3 (Minimal) - [3S ℓ̄+e

′+

L3 ] ✓ × 2SQ2 + SQ1 6.4 TeV

M4 = QIII
4 - [2S ℓ̄+e

+

L2 + S ℓ̄+e
′+

L3 ] × ✓ 2SQ2 + SQ1 6.4 TeV

M6 = (QI
1 +QII

1 )
j 1 [3Sℓ+e

+

L1 ]+SL2 + SE2 ✓ × 2SQ1 + SQ2 SC

2 [2Sℓ+e
+

L1 + S ℓ̄+e
+

L2 ] + SL1 + SE2 × ✓ 2SQ1 + SQ2 SC

M17 = (QI
2 +QI

3 +QI
4)
j

1 [3S ℓ̄+e
+

L2 ]+3SL3 + 3SE1 ✓ × 3SQ2 SC

2 [3S ℓ̄+e
′+

L3 ]+3SL2 + 3SE1 ✓ × 3SQ2 6.4 TeV

3 [2S ℓ̄+e
+

L2 + S ℓ̄+e
′+

L3 ] + SL2 + 2SL3 + 3SE1 × ✓ 3SQ2 6.4 TeV

4 [S ℓ̄+e
+

L2 + 2S ℓ̄+e
′+

L3 ]+2SL2 + SL3 + 3SE1 × ✓ 3SQ2 6.4 TeV

M10 = (QI
1 +QII

2 )
j 1 [3Sℓ+e

+

L1 ] + SL3 + SE2 ✓ × 2SQ1 + SQ2 SC

2 [2Sℓ+e
+

L1 + S ℓ̄+e
′+

L3 ]+SL1 + SE2 × ✓ 2SQ1 + SQ2 7.3 TeV

Tabla 4.10: “Embeddings” alternativos de los campos del ME para algunos de los modelos relaciona-
dos en la Tabla 4.8. Los conjuntos de leptones entre corchetes (azul) contienen los campos del modelo
estándar. Los supeŕındices corresponden al contenido de part́ıculas del ME, donde ℓ (ℓ̄) representa un
doblete de leptones izquierdo contenido en un triplete de SU(3)L (antitriplete), y e′+ (e+) es el leptón
cargado derecho contenido en un triplete de SU(3)L (singlete). El śımbolo ✓ significa que al menos
dos (2+1) o tres familias (universales) tienen las mismas cargas bajo el grupo de simetŕıa de gauge. La
cruz × representa lo contrario. Las restricciones del LHC se obtienen de Tabla 4.9 para embeddings
en los que podemos elegir las mismas cargas del Z ′ para las dos primeras familias, en caso contrario
dejamos el espacio en blanco. Para evitar un modelo fuertemente acoplado en el sector leptónico, es
necesario que la primera familia de leptones (electrón y neutrino electrónico) esté contenida en SL3.
Esta caracteŕıstica puede ser útil para distinguir entre las diferentes embeddings. Los embeddings tam-
bién definen el contenido de part́ıculas exóticas en cada caso [44].

La presencia de leptones exóticos doblemente cargados puede generar nuevos cana-
les de desintegración en colisiones protón-protón a muy altas enerǵıas. En la Figu-
ra (4.1), el diagrama de Feynman para el proceso qq̄ → Z ′ → E++E−− → ℓ+ℓ−γ →
ℓ+ ell−µ+µ−(τ+τ−), genera cuatro leptones en el estado final (el leptón exótico do-
blemente cargado aparece en SL1, que acopla fuertemente el Z ′; por esta razón, para
evitar restricciones del colisionador, nos restringimos a leptones de la segunda o tercera
familia). Por otro lado, los quarks exóticos modifican la mezcla K0−K̄0, como se mues-
tra en la Figura (4.2). Los fermiones con cargas eléctricas exóticas pueden contribuir a
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varios procesos; sin embargo, un estudio exhaustivo de estos procesos está más allá del
propósito de este trabajo.

Figura 4.1: Contribución de leptones exóticos doblemente cargados al proceso qq̄ →
Z ′ → E++E−− → ℓ+ℓ−γ → ℓ+ℓ−µ+µ−(τ+τ−).

Figura 4.2: Contribución de los quarks exóticos a la mezcla K0 − K̄0.
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Caṕıtulo 5

Resumen y Conclusiones

Dado que para los modelos 331, el valor absoluto del parámetro β debe ser menor que
β ⪅ cot θW = 1.8 (para sin2 θW = 0.231 en el esquema de renormalización del ME a
la escala de enerǵıa del Z-polo), y que los valores de β están aún más limitados por el
hecho de que las cargas de los bosones vectoriales son enteras, los posibles valores de
este parámetro son reducidos a unos pocos casos. Para un modelo realista, el máximo
valor posible corresponde a β =

√
3 ∼ 1.73. Este caso es gran importancia ya que

contiene el modelo “minimal” de Pleitez-Frampton.

En este trabajo, se construyeron tres conjuntos de familias de leptones SLi, dos fami-
lias de quarks, SQi y dos familias de leptones exóticos SEi, para los cuales calculamos
su contribución a las anomaĺıas del modelo 331. Como resultado de nuestro análisis,
obtuvimos 14 CLA (Conjuntos libres de anomaĺıas) irreducibles, a partir de los cuales
construimos 33 modelos 331 no triviales (sin considerar los diferentes embeddings) con
al menos tres quarks y tres familias de leptones para cada caso. Cada uno de estos
embeddings constituye un modelo fenomenológicamente distinguible; sin embargo, li-
mitamos nuestro análisis de los posibles embeddings a algunos casos.

Del mismo modo, del análisis desarrollado en el trabajo de los modelos 331 con β =
√
3,

se reportan los acoplamientos de los campos del ME con el bosón Z ′ para todas las
posibles familias de quarks y leptones, aśı como las cotas inferiores de la masa del Z ′.
Nosotros también analizamos las condiciones bajo las cuales los modelos reportados
evitan FCNC y CLFV. Po otro lado, también se observó que los modelos fuertemente
acoplados aparecen de forma natural y requieren de valores muy elevados para la masa
Z ′. Estos modelos fuertemente acoplados, pueden ser útiles en enfoques fenomenológicos
espećıficos basados en modelos con fuerte dinámica. En el futuro seŕıa necesario realizar
un análisis detallado de cada modelo encontrado el marco del trabajo; sin embargo, este
análisis está más allá del alcance del presente trabajo de grado.
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Apéndice A

Cálculo expĺıcito de anomaĺıas para
β =

√
3

Para un modelo descrito bajo un grupo de simetŕıa de gauge SU(n)× U(1), todas las
anomaĺıas del modelo pueden ser canceladas si se satisface que:

AabcL − AabcR = 0 . (A.1)

Donde las anomaĺıas izquierdas y derechas (AabcL,R) presentes en el modelo están definas
en la forma:

AabcL(R) = TrΨL(R)

[{
T a, T b

}
T c
]

. (A.2)

Donde ΨL(R) representa los multipletes izquierdos (derechos) del modelo y los coeficien-
tes a, b y c es una combinación arbitraria de los generadores del grupo de simetŕıa de
gauge. Para este modelo extendido 331 con β =

√
3, consideramos el siguiente conjunto

de anomaĺıas quirales de la teoŕıa: [SU(3)C ]
2U(1)X , [SU(3)L]

2U(1)X , [Grav]
2U(1)X ,

[U(1)X ]
3 y [SU(3)L]

3.

A partir de la ecuación (A.2), podemos evaluar cada una de las anomaĺıas anteriores
para cada uno de los conjuntos cerrados descritos anteriormente. Como ejemplo de los
cálculos realizados mostramos expĺıcitamente los resultados obtenidos para la anomaĺıa
[SU(3)L]

2U(1)X como se sigue a continuación:

AabcL =
∑
ΨL

Tr
[{
T a, T b

}
T c
]
=
∑
ΨL

Tr
[{
T a, T b

}]
YΨ

=
∑
ΨL

Tr

[
1

3
δabI + dabcT c

]
YΨ =

1

3

∑
ΨL

Tr [I]δabYΨ =
∑
ΨL

δabYΨ .
(A.3)
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SL1 = [(ν0e , e
−, E−−

2 ) ⊕ e+ ⊕ E++
2 ]L con números cuánticos (1, 3,−1); (1, 1, 1) y

(1, 1, 2) respectivamente. AabcL =
∑

ΨL
YΨ = −1

SL2 = [(e−, ν0e , E
+
1 ) ⊕ e+ ⊕ E−

1 ]L con números cuánticos (1, 3∗, 0); (1, 1, 1) y
(1, 1,−1) respectivamente. AabcL =

∑
ΨL
YΨ = 0

SL3 = [(e−, ν0e , e
+)]L con números cuánticos (1, 3∗, 0). AabcL =

∑
ΨL
YΨ = 0

SQ1 = [(d, u,Q2)⊕uc⊕dc⊕Qc
2]L con números cuánticos (3, 3∗, 2/3); (3∗, 1,−2/3);

(3∗, 1, 1/3) y (3∗, 1,−5/3) respectivamente. AabcL =
∑

ΨL
YΨ = 2

3
(3) = 2

SQ2 = [(u, d,Q1)⊕uc⊕dc⊕Qc
1]L con números cuánticos (3, 3,−1/3); (3∗, 1,−2/3);

(3∗, 1, 1/3) y (3∗, 1, 4/3) respectivamente.AabcL =
∑

ΨL
YΨ = (−1

3
)(3) = −1

SE1 = [(N0
1 , E

+
4 , E

++
3 )⊕ E−

4 ⊕ E−−
3 ]L con números cuánticos (1, 3∗, 1) ; (1, 1,−1)

y (1, 1,−2) respectivamente. AabcL =
∑

ΨL
YΨ = 1

SE2 = [E+
5 , N

0
2 , E

−
6 ) ⊕ E−

5 ⊕ E+
6 ]L con números cuánticos (1, 3, 0) ; (1, 1,−1) y

(1, 1, 1) respectivamente. AabcL =
∑

ΨL
YΨ = 0

Donde se han tenido en consideración las identidades para los generadores de SU(N):

{
T a, T b

}
=

1

3
δabI + dabcT cT c ; Tr(T i) = 0 .

A partir del desarrollo mostrado, encontramos la segunda ĺınea de la Tabla (4.6):

Anomaĺıas SL1 SL2 SL3 SQ1 SQ2 SE1 SE2

[SU(3)L]
2U(1)X −1 0 0 2 −1 1 0

Procediendo de forma análoga para cada una de las cinco anomaĺıas consideradas en el
modelo 331, se construyó la Tabla (4.6) presentada en el caṕıtulo 4.

Con el objeto de evidenciar la cancelación de anomaĺıas, se muestra el proceso expĺıci-
tamente para un CLA de cada uno los conjuntos Li, Q

I
i , Q

II
i y QIII

i relacionados en la
Tabla (4.7).

Anomaĺıas SE2 SL2 SE2 + SL2
[SU(3)C ]

2U(1)X 0 0 0
[SU(3)L]

2U(1)X 0 0 0
[Grav]2U(1)X 0 0 0
[U(1)X ]

3 0 0 0
[SU(3)L]

3 1 −1 0
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Anomaĺıas SE2 SL1 SQ1 SE2 + 2SL1 + SQ1

[SU(3)C ]
2U(1)X 0 0 0 0

[SU(3)L]
2U(1)X 0 −1 2 0

[Grav]2U(1)X 0 0 0 0
[U(1)X ]

3 0 6 −12 0
[SU(3)L]

3 1 1 −3 0

Anomaĺıas SL2 SL1 SQ1 SQ2 SL1 + SL2 + SQ1 + SQ2

[SU(3)C ]
2U(1)X 0 0 0 0 0

[SU(3)L]
2U(1)X 0 −1 2 −1 0

[Grav]2U(1)X 0 0 0 0 0
[U(1)X ]

3 0 6 −12 6 0
[SU(3)L]

3 −1 1 −3 3 0

Anomaĺıas SL1 SQ1 SQ2 3SL1 + 2SQ1 + SQ2

[SU(3)C ]
2U(1)X 0 0 0 0

[SU(3)L]
2U(1)X −1 2 −1 0

[Grav]2U(1)X 0 0 0 0
[U(1)X ]

3 6 −12 6 0
[SU(3)L]

3 1 −3 3 0
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Apéndice B

Cálculo del operador de carga para
β =

√
3

Teniendo en consideración la forma matricial de las matrices de Gell-Mann y que α = 1,
el operador de carga eléctrica Q en las representaciones 3 y 3∗ puede ser escrito como:

Q[3] = αTL3 + βTL8 +XI3 , Q[3∗] = −αTL3 − βTL8 +XI3 .

Q[3] =
1

2

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

+
β

2
√
3

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

+X

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


=


1
2
+ β

2
√
3
+X 0 0

0 −1
2
+ β

2
√
3
+X 0

0 0 − β√
3
+X

 .

(B.1)

Si en la ecuación anterior tomamos el valor del parámtero β =
√
3, el operador de carga

eléctrica Q en las representaciones 3 y 3∗ puede ser escrito como:

Q[3] =

 1
2
+ 1

2
+X 0 0

0 −1
2
+ 1

2
+X 0

0 0 −1 +X

 =

 1 +X 0 0
0 X 0
0 0 −1 +X

 , (B.2)

Q[3∗] =

 −1
2
− 1

2
+X 0 0

0 1
2
− 1

2
+X 0

0 0 1 +X

 =

 −1 +X 0 0
0 X 0
0 0 1 +X

 . (B.3)
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Apéndice C

Multipletes del modelo con β =
√
3

Para construir los diferentes múltipletes del modelo 331 con β =
√
3, se evalua el

operador de carga Q en las representaciones 3 y 3∗, para diferentes valores del número
cuántico de hipercargaX, de tal manera que se reporduzca el contenido de part́ıculas del
ME en las primeras dos componentes del triplete de SU(3)L. Partiendo de lo anterior,
los tripletes de quarks y leptones izquierdos de SU(3)L que pueden ser definidos para
cada una de las familias del SM son:

ΨL =

e−νe
q


L

, χL =

ud
l


L

. (C.1)

El sector de quarks se comporta como un triplete bajo el grupo SU(3)C , mientras que
los leptones son singletes de color. Para simplificar la notación, el operador de carga Q
en las representaciones 3 y 3∗ puede ser escrito como Q[3] = Diag(1 + x, x,−1 + x) y
Q[3∗] = Diag(−1+x, x, 1+x). Con lo anterior, a continuación se calculan los diferentes
multipletes para β =

√
3 con números cuánticos [SU(3)C × SU(3)L × U(1)X ].

X = 0 → ΨT
L = (e−, νe, E

+
1 ) → (1, 3∗, 0)

X = 0 → ΨT
L = (e−, νe, e

+) → (1, 3∗, 0)

X = 0 → ΨT
L = (E+

5 , N
0
2 , E

−
6 ) → (1, 3, 0)

X = −1/3 → χTL = (u, d,Q1) → (3, 3,−1/3)

X = 2/3 → χTL = (d, u,Q2) → (3, 3∗, 2/3)

X = −1 → ΨT
L = (νe, e

−, E−−
2 ) → (1, 3,−1)

X = 1 → ΨT
L = (N0

1 , E
+
3 , E

++
4 ) → (1, 3∗, 1)
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X = 1/3 → χTL = (uc, dc, Qc
1) → (3∗, 3∗, 1/3)

X = −2/3 → χTL = (dc, uc, Qc
2) → (3∗, 3,−2/3)
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Apéndice D

Cargas del Z ′ para un modelo 331
general

A bajas enerǵıas, el grupo de simetŕıa de gauge SU(3)C⊗SU(3)L⊗U(1)X de los modelos
3-3-1, rompe espontaneamente a la teoŕıa efectiva SU(3)C⊗SU(2)L⊗U(1)8L⊗U(1)X →
SU(3)C ⊗SU(2)L⊗U(1)Y . Partiendo de las derivadas covariantes para corrientes neu-
tras, se obtiene la siguiente densidad lagrangiana de interacción:

−L ⊃ gLJ
µ
3LA3Lµ + gLJ

µ
8LA8Lµ + gXJ

µ
XAXµ , (D.1)

la cual puede ser escrita de una forma más compacta como:

−LNC =giJiµA
µ
i = gjJjµOjkO

T
klA

µ
l ,

=g̃kJ̃kµÃ
µ
k , (D.2)

donde Ãµk = OT
klA

µ
l ; por lo tanto:

(Aµ1 , A
µ
2) = (Aµ8L, A

µ
X) ,

(Ãµ1 , Ã
µ
2) = (Bµ, Z ′µ) ,

(g1J
µ
1 , g2J

µ
2 ) = (gLA

µ
8L, gXA

µ
X) ,

(g̃1Ã
µ
1 , g̃2Ã

µ
2) = (gY J

µ
Y , gZ′JµZ′) .

En el régimen de altas enerǵıas, la simetŕıa es espontaneamente rota de acuerdo con el
esquema de ruptura SU(3)C⊗SU(3)L⊗UX(1) → SU(3)C⊗SU(2)L⊗U8L(1)⊗UX(1) =
SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ UY (1) ⊗ U ′(1), donde los bosones asociados al grupo de gauge se
obtienen de la transformación:
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A3L

Bµ

Z ′µ

 =

(
1 01×2

02×1 OT
2×2

)A3L

Aµ8L
AµX

 . (D.3)

Seguidamente, la cadena de ruptura SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ UY (1) ⊗ U ′(1) → SU(3)C ⊗
UQED(1), permite obtener los bosones de gauge de la teoŕıa, como se muestra a conti-
nuación (siendo θW el ángulo de Weinberg ):AµZµ

Z ′µ

 =

sin θW cos θW 0
cos θW − sin θW 0

0 0 1

A3L

Bµ

Z ′µ

 . (D.4)

Donde se obtienen los campos correspondientes al ME Aµ y Zµ, y un bosón vectorial
pesado Z ′. Procediendo de forma similar para las corrientes, y limitándonos a los campos
sobre los que actúa la submatriz ortogonal Q2×2, de la expresión (D.2) se obtiene que
g̃kJ̃

µ
k = gjJ

µ
j Ojk, es decir:

g̃kJ̃kµ =
(
gY J

µ
Y , gZ′JµZ′

)
=
(
gLJ

µ
L8, gXJ

µ
X

)(O11 O12

O21 O22

)
,

=
(
gLJ

µ
L8O11 + gXJ

µ
XO21, gLJ

µ
L8O12 + gXJ

µ
XO22

)
. (D.5)

Donde la matriz ortogonal O tiene la forma:(
O11 O12

O21 O22

)
=

(
cosω − sinω
sinω cosω

)
, (D.6)

por lo cual podemos reescribir la ecuación (D.5) en la forma :

gY J
µ
Y = gLJ

µ
L8 cosω + gXJ

µ
X sinω,

gZ′JµZ′ = −gLJµL8 sinω + gXJ
µ
X cosω . (D.7)

El operador de carga en una representación 3-dimensional esta dado como:

QQED = TL3 + βTL8 +XI3 , (D.8)

donde se identifica el operador de hipercarga Y como:

Y = βTL8 +X . (D.9)

De esta ecuación, es posible obtener una relación entre las corrientes (las corrientes son
proporcionales a las cargas) en la forma:

JµY = βJµL8 + JµX . (D.10)

48



Comparando este resultado con (D.7) tenemos que:

β =
gL cosω

gY
, 1 =

gX sinω

gY
. (D.11)

Ahora, teniendo en consideración que cos2 ω + sin2 ω = 1, se obtiene que:(
β

gL

)2

+

(
1

gX

)2

=
1

g2Y
. (D.12)

Para el ME, gL ≈ 0.652 y gY = gL tan θW . Con estas equivalencias, podemos despejar
gX de la ecuación (D.12) en la forma:

gX =
gL tan θW√

1− β2 tan2 θW
. (D.13)

Estas expresiones muestran que el parámetro β no puede tener un valor arbitraria-
mente grande debido a la restricción β ⪅ cot θW ; Se debe tener cierto cuidado con
esta aproximación, ya que se trata de una desigualdad que depende del esquema de
renormalización. Con este resultado, tenemos que:

cosω =
β

gL
gY = β tan θW , sinω =

√
1− β2 tan2 θW . (D.14)

De la ecuación (D.7) y los resultados mostrados en este apartado, las cargas del Z ′ son:

gZ′ϵZ′ = −gLT8L sinω + gXXX cosω , (D.15)

gZ′ϵZ′ = −gLTL8
√

1− β2 tan2 θW + β
gL tan

2 θWX√
1− β2 tan2 θW

= gL

(
−TL8α̃ + β

tan2 θW
α̃

X

)
,

(D.16)

donde α̃ =
√
1− β2 tan2 θW = 1

cos θW

√
1− 4 sin2 θW para β =

√
3.
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Apéndice E

Cálculo de las cargas quirales

E.1. Cargas quirales en la representación 3

A continuación, se presentan las cargas del Z ′ para un conjunto de fermiones que repre-
sentan el contenido de part́ıculas de una generación de leptones o quarks, tanto para
tripletes izquierdos de SU(3)L, como de femiones derechos en un singlete de SU(3)L,
a partir de las cuales se obtienen las tablas (4.1-4.5) mostradas en el caṕıtulo 4. En
general se tiene que:

gZ′ϵZ
′

L (3) =gL

 − 1
2
√
3
α̃ + β tan2 θW

α̃
X 0 0

0 − 1
2
√
3
α̃ + β tan2 θW

α̃
X 0

0 0 1√
3
α̃ + β tan2 θW

α̃
X

 ,

gZ′ϵZ
′

R (3) =gLβ
tan2 θW

α̃
XR . (E.1)

En la segunda expresión se inserta el sub́ındice R a la carga X del singlete derecho, para
enfatizar que este difiere del número cuántico del triplete izquierdo de SU(3)L, es decir,
X. Si la carga conjugada del fermión derecho se identifica con la tercera componente
de un triplete, tendremos que:

gZ′ϵZ
′

R (3) = −gL
(

1√
3
α̃ + β

tan2 θW
α̃

X

)
. (E.2)

E.2. Cargas quirales en la representación 3⋆

Con el fin de realizar la cancelación de anomaĺıas de SU(3)L, los tripletes deben ser
puestos en la representación conjugada 3⋆. En general, para cualquier conjunto de ge-
neradores T a de una simetŕıa SU(N) con N ≤ 3 existe otro conjunto de generadores
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−T a∗, que satisfacen la misma álgebra de ĺıe como se muestra en la ecuación (3.29). Es-
te conjunto de generadores conduce a la llamada representación conjugada de SU(N).
Con estos generadores, podemos construir operadores de carga y multipletes que con-
tengan part́ıculas del ME. Para comparar con la representación conjugada, utilizamos
los proyectores:

p12 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , p̃12 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 . (E.3)

Estos proyectores no deben confundirse con los operadores de permutación, ya que
el propósito de estos operadores es comparar sólamente las dos primeras filas de los
operadores de carga. p̃12 también permuta los dos primeros autovalores para hacer una
comparación adecuada con el operador conjugado. Podemos obtener XC , es decir, la
carga del triplete 3⋆ en la representación conjugada, a partir de la ecuación:

p̃12 (TL3 + βTL8 +XI3) p̃
T
12

=p12
(
−TL3 − βTL8 +XCI3

)
pT12 , (E.4)

donde se observa que solamente los signos de los generadores de SU(3) son cambiados.

Esta ecuación matricial es equivalente a un par de ecuaciones lineales acopladas. Estas

ecuaciones tienen como solución: XC =
(

β√
3
+X

)
= (1 +X). A partir de un tra-

tamiento equivalente se obtien la representación conjugada de T3L − βT8L + Xc, que
genera las mismas cargas eléctricas pero en diferente orden. Se verificó que ambos es-
quemas contribuyen de manera idéntica a las anomaĺıas, mostrando el mismo contenido
de part́ıculas y modelos asociados. Para los tripletes izquierdos en la representación
conjugada 3⋆ y fermiones derechos en un singlete de SU(3)L, la cargas del Z ′ se obte-
nien en la forma:

gZ′ϵZ
′

L (3⋆) =gL

 + 1
2
√
3
α̃ + β tan2 θW

α̃
XC 0 0

0 + 1
2
√
3
α̃ + β tan2 θW

α̃
XC 0

0 0 − 1√
3
α̃ + β tan2 θW

α̃
XC

 ,

gZ′ϵZ
′

R (3⋆) =gLβ
tan2 θW

α̃
XC . (E.5)

Si la carga conjugada del fermión derecho es identificado con la tercera componente de

un triplete de SU(3)L, la carga del Z
′ esta dada como: gZ′ϵZ

′
R = −gL

(
− 1√

3
α̃ + β tan2 θW

α̃
XC
)
.
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Apéndice F

Z-Z ′ Mixing

El ángulo de mezcla θ entre Z y Z ′ se encuentra fuertemente restringido [45], i.e.,
θ < 10−3; sin embargo, en ciertos análisis fenomenológicos, sigue siendo útil desarrollar
expresiones para los autoestados de masa en la forma:

Zµ
1 = Zµ cos θ + Z ′µ sin θ,

Zµ
2 =− Zµ sin θ + Z ′µ cos θ .

(F.1)

En el régimen de bajas enerǵıas, Z1 es identificado con el boson Z de la interacción elec-
trodébil del Modelo Estándar. En orden de mantener invariante la densidad lagrangiana
del modelo, esta rotación de los campos debe ser compensada por la correspondiente
rotación de las corrientes en la forma:

g1J
µ
1 = gZJ

µ
Z cos θ + gZ′JµZ′ sin θ,

g2J
µ
2 =− gZJ

µ
Z sin θ + gZ′JµZ′ cos θ .

(F.2)

A partir de las cuales obtenemos que:

g1Q1 = gZQZ cos θ + gZ′QZ′ sin θ,

g2Q2 =− gZQZ sin θ + gZ′QZ′ cos θ .

(F.3)
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