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RESUMEN

Este trabajo considera la regresion de Deming como la familia general de las rectas
de regresion simple de minimos cuadrados, que contempla errores en las dos
variables e incluye en su desarrollo la razén entre las varianzas de los errores de la
variables dependiente e independiente. Subvalorar esa razdn de varianzas y
escoger arbitrariamente modalidades de minimos cuadrados ordinarios 0 minimos
cuadrados ortogonales pueden causar diferencias notables en cuanto a la
estimacion de los parametros, suma de cuadrados de distancias, angulos,
coeficiente de determinacion R?y métricas en general.

El presente estudio inédito, tedrico fundamentado en la estadistica, la geometria
analitica y el célculo diferencial, realiza un estudio detallado de la recta de regresion
de Deming y define con minuciosidad las diferencias geométricas y matematicas
existentes entre todas las variantes posibles. Se realiza énfasis especial en el
coeficiente de determinacién y en la parte final se practican estudios tedricos
fundamentados en inferencia estadistica. Los resultados se expresan mediante
ecuaciones generalizadas.

Los desarrollos logrados permitiran al investigador escoger en cada caso particular,
con criterios tedricos, la recta de regresion de minimos cuadrados mas adecuada
de acuerdo a las condiciones del problema abordado.

Palabras clave: Regresion de Deming, razon de varianza de errores, pendiente de
errores, diferencias geométricas, diferencias de parametros, coeficientes de
determinacion, intervalos de confianza, métricas.

ABSTRACT

This paper considers the Deming regression as the general family of least-squares
simple regression lines that contemplates errors in the two variables and includes in
its development the ratio between the variances of the errors of the dependent and
independent variables. Underestimating this ratio of variances and arbitrarily
choosing modalities of ordinary least squares or orthogonal least squares can cause
notable differences in terms of parameter estimation, sum of squares of distances,
angles, coefficient of determination R? and metrics in general.

This unpublished theoretical study based on statistics, analytical geometry, and
differential calculus performs a detailed study of the Deming regression line and
meticulously defines the geometric and mathematical differences between all
possible variants. Special emphasis is placed on the coefficient of determination and
in the final part theoretical studies based on statistical inference are practiced. The
results are expressed through generalized equations.



The developments achieved will allow the researcher to choose in each particular
case, with theoretical criteria, the most appropriate least squares regression line
according to the conditions of the problem addressed.

Keywords: Deming regression, error variance ratio, error slope, geometric
differences, parameter differences, coefficients of determination, confidence
intervals, metrics.



Tabla de Contenido:

INTRODUGCCION ..ottt ettt ettt 18
(07 1 U] 10 T OO 20
PRELIMINARES. ...ttt 20
1.1 Planteamiento del problema.............cooiiiiiiiii 20
1.2 ODJELVOS ... 22
1.21  ODbjetivo general..........ooooooooiiii 22
1.2.2  ODbjetivos eSpecCifiCoS.......coovviiiiiiieeee 22

1.3. Disefi0 MetOdOIOGICO ........uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 24
1.4 MArCO tEOFICO ..ttt e e 27
CAPITULO 2 ..ottt ettt et nane s 33
RECTAS DE MINIMOS CUADRADOS CON ERRORES DE PENDIENTE “m”.... 33
P20 I =T 1§ [ o3 T o I 33
2.1.1 CaS0S ESPECIAIES.....ciiieeiieeeeieiei et 38
2.1.2 Propiedad relativa a las pendientes de las rectas y las pendientes de los
=14 o] (= SRR 40
2.2 Suma de errores medidos con una pendiente “m” en una recta de minimos
(o1 F= To 1= Lo [0 1= U 44
2.3 SCT, SCE y SCM en una recta de minimos cuadrados con errores medidos
CON UNA PENAIENTE ‘M ... e e 46
2.3.1 Propiedad relativa a SCT, SCE Yy SCM........ccooiriiiiiiiiieeeeiee e, 50
CAPITULO 3 .ottt ettt 53

ESTUDIO DE LA RECTA DE REGRESION DE DEMING: PENDIENTE DE
ERRORES, COEFICIENTE DE DETERMINACION Y CAMBIOS EN LA
PENDIENTE DE LARECTA. ..ot 53

3.1 Pendiente de los errores en la recta de regresion de Deming. .................... 53
3.2 Estudio del coeficiente de determinacién en la recta de regresion de Deming

3.3 Recta de regresion de Deming con coeficiente de determinacion maximo.. 58

3.4 Coeficiente de determinacién en recta de minimos cuadrados ortogonales
(recta de regresion de Deming CON & = 1).....ccoovviiiiiiiiiiiii, 61

3.5 Cambios en la pendiente de la recta de Deming, con el incremento de la razén
de varianzas de [0S €ITOMES () ...uuvuuuuuuuuuriiiiiiiiiiiiiiireiiiiieeeeneeeaereeere . 64



CAPITULO 4 ...ttt 67
DIFERENCIAS DE PENDIENTES Y ANGULOS EN LAS RECTAS DE REGRESION

DE DEMING .....ooiiiiiiiiiteeee ettt e e e e e e e st e e e e e e e e s sennsbbreeeeeeens 67
4.1. Comparacion entre la pendiente de la recta de regresiéon de Deming y la
pendiente de la recta de los minimos cuadrados ordinarios...........cc.cceevvveeeeees 67

4.2 Comparacion entre la pendiente de la recta de regresiéon de Deming y la
pendiente de la recta de los minimos cuadrados horizontales .............cccc........ 73

4.3 Diferencias angulares entre la recta de minimos cuadrados ortogonales (recta
de Deming con é = 1) y recta de minimos cuadrados ordinarios (recta de Deming
oo ] I S o U 77

4 4 Diferencias angulares entre la recta de minimos cuadrados horizontales (recta
de Deming con 8§ = 0) y recta de minimos cuadrados ortogonales (recta de
Deming CON & = 00) .o 86

CAPITULO 5 ...ttt 94

COMPARACION DE COEFICIENTES DE DETERMINACION R2 DE LAS RECTAS
DE REGRESION DE MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS Y MINIMOS

CUADRADOS ORTOGONALES ... 94
5.1 SCE en las rectas de regresion de minimos cuadrados ordinarios y minimos
cuadrados OrtOgONAIES ........ccoiiiiiiiiiiiiiieeee e 94
5.2 R? Recta de minimos cuadrados ordinarios y recta de minimos cuadrados
(o] (oo (0] g =1 [T TSP 97
5.3 Comparacion de R? entre las rectas de regresion de minimos cuadrados
ortogonales y minimos cuadrados ordinarios ...........cccovvvevieiiiiieeeeeeeeeiiieen e 99
5.4 Diferencias entre R? de las rectas de regresién de minimos cuadrados
ortogonales y minimos cuadrados ordinarios. ...........ceevvveeviiiiiineeeeeeeeeeeiiennnnns 101

5.4.1 Estudio de puntos criticos en la diferencia de coeficiente de
determinacion, cuando P = 0. ......oooviiiiii i 102
CAPITULO B ...ttt 108

RAZONES DE PENDIENTES ENTRE RECTAS DE REGRESION DE DEMING Y
ORTOGONAL. RECTAS DE REGRESION DE DEMING INCLUIDAS EN EL
INTERVALO DE CONFIANZA DE LA RECTA DE REGRESION ORTOGONAL . 108

6.1 Razon entre la pendiente de la recta de regresién de Deming y la pendiente

de 1a regresion OrtOgONal .........oooiiiiiiiiii e 109
6.1.1 Valorde larazon cuando k = 0: ..........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiie e 109
6.1.2 Valor de la razdn cuando K — 00 ........uuuiiiieeiiiiiiiiiiie e 110
6.1.3 Maximos 0 minimos relativos en la razon: ..........cccccoovviiiiiiiiiiiiiiineee, 111

10



6.1.4 Valores maximos y minimos de la razon entre las pendientes de las rectas

de regresion de Deming y minimos cuadrados ortogonales. ................ccc..... 112
6.1.5 Razones extremas (maximas o minimas) entre pendientes................. 114
6.2 Rectas de regresion de Deming incluidas en un desfase definido de la
pendiente de la recta de regresion ortogonal............cccooeeiii 118
6.2.1 Ejemplo de apliCacion ...........coouuuiiiiiiiiiiiieiec e 124
6.3 Rectas de la regresion de Deming incluidas en un intervalo de confianza de la
pendiente de la regresion ortogonal. ... 129
6.3.1 Varianza de la pendiente de la recta de regresion ortogonal. ............. 132
6.3.2 Ejercicio de ApliCaCION.............uuuuiiiiiiiiiiiii 133

6.4 Chequeo de inclusion de pendiente de la regresion de Deming en el intervalo
de confianza de la pendiente de la regresion ortogonal, asumiendo valor extremo

en el cociente de varianzas de EIrTOreS ........oovvvvuuiiiiiieee e 136
(07 1 U 10 iy 20T 141
METRICAS EN LAREGRESION DE DEMING ........coovoiiiieeeeeeeeeceeeee e 141

7.1 Suma de cuadrados de los errores (SCE) ......ccoovvvieeiiiiiiiiiiiieeeeeeeen, 141

7.1.1 SCE recta de regresion de Deming en general...........c.ccooeeevvvvvvvnnnnnnn. 141
7.1.2 SCE recta de regresion ortogonal .................eueeiiieiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiennns 142
7.1.3 SCE recta de regresion de minimos cuadrados ordinarios ................. 142
7.1.4 SCE Recta de regresion de minimos cuadrados horizontales ............ 143

7.2 Coeficiente de determinacion (R?) ........cc.coocveeiiieeeicee e 143
7.2.1 R? para la recta regresion de Deming en general: .........c...cccveeeeunee.n. 143
7.2.2 R? para la recta de regresion ortogonal:...........cccceeeeeveeecieeecciee e 143
7.2.3 R?para la recta de regresion de minimos cuadrados ordinarios ......... 144
7.2.4 R? para la recta de regresion de minimos cuadrados horizontales ..... 144

7.3 Error absoluto MeEIO........ooeeeiiiiiiiiiiie e 144
7.3.1 Error absoluto medio para la recta de regresion de Deming. .............. 144
7.3.2 Error absoluto medio para la recta de regresion ortogonal ................. 145
7.3.3 Error absoluto medio para la recta de regresion de minimos cuadrados

(o] {0 {1 =1 5 o 1= PP 146
7.3.4 Para la recta de regresién de minimos cuadrados horizontales.......... 146
CONCLUSIONES . ... .. 147
BIBLIOGRAFIA ...ttt 151

11



LISTA DE CUADROS

Este trabajo no contiene cuadros.

12



LISTA DE TABLAS

Este trabajo no contiene tablas.

13



LISTA DE FIGURAS

Grafica 1. Pendientes (b) de rectas de minimos cuadrados considerando errores

(o7 ] g I o1=T o 1= 0 | (SN o o PRSPPI 43

Grafica 2. Rectas de minimos cuadrados cuando se intercambia la pendiente m de

los errores por la pendiente b calculada.............ccoooeiiiiiiiii 52

Grafica 3. Angulos en grados entre la recta de minimos cuadrados ortogonales y la

recta de minimos cuadrados ordinarios para valores de K..........ccccceevveviiiiiieiennnnn, 84

Grafica 4. Angulos entre la recta de minimos cuadrados ortogonales y minimos
cuadrados ordinarios cuando k=3, en funcién del coeficiente de correlacién de

P A S ON .. 85

Grafica 5. Angulos en grados entre la recta de minimos cuadrados horizontales y la

recta de minimos cuadrados ortogonales para valores de K. ...........cccceevveieennnnnnn, 91

Grafica 6. Resumen de angulos entre rectas de minimos cuadrados ortogonales y
minimos cuadrados ordinarios, también de angulos entre rectas de minimos

cuadrados horizontales y minimos cuadrados ortogonales..........cc.ccoooevvviiieenennnnn. 93

Grafica 7. Diferencia de coeficiente de determinacién F(p) para las condiciones:
SXX>Syy, SXXSyy< (Sxx)z-(Syy)2 ............................................................................... 106

Grafica 8. Diferencia de coeficiente de determinacion F(p) para las condiciones:
SXX>Syy, SXXSyy> (Sxx)z-(Syy)2 ............................................................................... 107

14



Grafica 9. Diferencia de coeficiente de determinacion F(p) para la condicidén: Sxx=Syy

Grafica 10. Razdn entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la

pendiente de la regresion ortogonal cuando 8>1 ...........ccciiiiiiiiiiiiiiiiiis 113

Grafica 11. Razon entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la

pendiente de la regresion ortogonal cuando O<T ..........cccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiis 114

Grafica 12. Razones extremas entre la pendiente de la recta de regresion de Deming
y la pendiente de la recta de regresion ortogonal en funcion de la razén (d) entre las
varianzas de los errores de la variable dependiente y de la variable dependiente,

para distintos valores del coeficiente de correlacion de Pearson......................... 116

Grafica 13. Razones extremas entre la pendiente de la recta de regresiéon de Deming
y la pendiente de la recta de regresion de minimos cuadrados ortogonales, en

funcioén del coeficiente de correlacion de Pearson. .......oveveeeeeeeie e 117

Grafica 14. Intervalos de & que generan pendientes de la recta de regresion de
Deming, comprendidas entre 0,95 y 1.05 veces la recta de regresion ortogonal en

fUNCION @ K Y Pr et 128

15



LISTA DE ANEXOS

Este trabajo no contiene anexos.

16



Oﬁ‘gsgg Lo 3

T DO
¥

El‘y
Eix
2
O'gy
2
Ocx

GLOSARIO

NuUmero de puntos (observaciones).

Corte en el eje y de la recta de minimos cuadrados.
Pendiente recta de minimos cuadrados.

Suma de cuadrados de distancias.

Pendiente de los errores.

Pendiente recta de regresion de Deming.

Pendiente de recta de minimos cuadrados ordinarios.
Pendiente de recta de minimos cuadrados horizontales.
Pendiente de recta de minimos cuadrados ortogonales.
Coeficiente de correlacion de Pearson.

Coeficiente de determinacion.

Angulo entre dos rectas de regresion.

Razdn entre pendientes de rectas de regresiones de Deming y Ortogonal.

Error i de la variable “y”.
Error i de la variable “x”.

Varianza de errores para la variable “y”.
Varianza de errores para la variable “x”.

SCT Suma de cuadrados totales
SCM Suma de cuadrados del modelo
SCE Suma de cuadrados de errores

ECM Error cuadrado medio.
RECM Raiz error cuadrado medio.
EAM Error absoluto medio.

o? , .
5 == Razon de varianzas de errores.

Ogx

Syy = ) i =9’

Sxx = Z(xi —x)?

Sxy

=) G-D0i- )

17



INTRODUCCION

En regresion simple, es frecuente el empleo de la recta de minimos cuadrados
ordinarios, cuyos parametros de corte con el eje “Y” y pendiente se estiman
recurriendo a la minima suma de los cuadrados de los errores medidos
verticalmente.

Adcock en Inglaterra en 1878 planteo la determinacion de los parametros de la recta
de minimos cuadrados recurriendo a errores ortogonales a la recta de regresion,
argumentando que las verdaderas distancias de un conjunto de puntos a una recta
debian medirse bajo esa direccion considerando los principios elementales de la
geometria euclidiana.

Deming en Norteamérica en 1943, propuso la recta de regresion en la que considero
el cociente entre las varianzas de los errores de las dos variables, innovando los
criterios que definieron los dos modelos anteriormente referidos.

Este proyecto profundiza en la recta de regresiéon de Deming y de manera original
encuentra las direcciones de los errores que seran oblicuos. De esta manera la
regresion de minimos cuadrados ordinarios y minimos cuadrados ortogonales solo
son casos particulares de la regresion de Deming.

Disponiendo de toda la familia de rectas de regresion de Deming, se propone como
problema realizar un estudio comparativo matematico y geomeétrico, extenso y muy
detallado de las diferencias existentes entre ellas respecto a los parametros, la
suma de cuadrados de distancias, diferencias angulares y coeficientes de
determinacion en funcion de varianzas, covarianzas y coeficientes de correlacion.

Las publicaciones existentes no tratan a profundidad el tema propuesto en el
presente trabajo, lo hacen tangencialmente y las diferencias y comparaciones se
plantean observando resultados de aplicaciones practicas, pero no de manera
formal, geométrica, matematica y generalizada.

Este trabajo realiza una comparacion analitica contemplando todos los escenarios
posibles y los resultados seran amplios y tedricos acompafados de graficas
ilustrativas de manera que el estudio sea inédito y util.

Toda la diferencia se presenta como ecuaciones en funcion de las variables
involucradas y considerando todas las circunstancias posibles. Por la naturaleza
tedrica del estudio, surgen a lo largo de él interesantes propiedades que se explican
y exponen con detalle.

Es interesante advertir que, si no se define adecuadamente la razon de varianzas

de errores entre la variable independiente y la variable dependiente, las diferencias
angulares pueden ser extremas, incluso llegar al valor /2.
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Este trabajo incluye el estudio detallado del coeficiente de determinacién R? de la
regresion de Deming y demuestra matematicamente que el valor es siempre mayor
cuando el cociente entre las varianzas de los errores para las dos variables es 1, es
decir cuando los minimos cuadrados son ortogonales.

En el dltimo capitulo, se realiza un analisis de estadistica inferencial fundamentado
en los intervalos de confianza de la regresién ortogonal tendientes a definir la
pertinencia del empleo de la recta de regresion de Deming de acuerdo a las
caracteristicas estadisticas de las variables involucradas.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 Planteamiento del problema

Cuando se elige la regresion lineal simple como modelo de regresion, en general
se recurre al método de los minimos cuadrados ordinarios, asumiendo que la
variable “x” no posee errores, bajo ese supuesto se determinan parametros de
corte y de pendiente, desconociendo que si este supuesto es falso los resultados

pueden sufrir desfases enormes, especialmente la pendiente.

Se ha propuesto la regresion basada en los minimos cuadrados ortogonales como
solucién alterna, en este estudio se demostrara que la suma de cuadrados de los
errores medidos en esa direccidn es siempre menor a la suma de cuadrados
ordinarios (verticales), lo anterior es compatible con los estudios experimentales
que concluyen que el método ortogonal ofrece mejor ajuste.

Existe la regresion de Deming que puede considerarse como una regresion lineal
de minimos cuadrados general que incluye entre otras, a las dos modalidades
mencionadas, se trata de un método que considera la posible existencia en los
errores en las dos variables e incluye en su formulacion la razén (§) entre varianza

de error de variable “y” y varianza de variable “x”. La causa por la que no es usual
el empleo de la regresién de Deming es la dificultad para estimar el valor (6).

Es necesario realizar un estudio comparativo en las diferencias de parametros,
suma de cuadrados de distancias, angulos, coeficientes de determinacién y
métricas, entre otros aspectos, cuando se usa regresidon de Deming, minimos
cuadrados ordinarios, minimos cuadrados ortogonales u otras variantes posibles,
para evidenciar las falencias en las que puede incurrirse cuando se escogen
indistintamente una modalidad sin estudio previo.

El coeficiente de determinacion R? es una medida muy importante de la
justificacién de la varianza atribuible al modelo planteado. Los tratados existentes
no abordan formalmente las variaciones que puede experimentar dicho coeficiente
cuando se escogen sin mayor justificacion la variante de regresion bivariada de
minimos cuadrados.

A diferencia de los escasos estudios existentes, en los cuales las bondades de los
tipos de regresion escogidos y la comparacion con otros se establecen al enfrentar
problemas especificos y particulares, este trabajo determina cotejos generalizados
y globales que consideran todas las circunstancias y se fundamenta en
demostraciones matematicas.
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No existen trabajos sobre regresiones lineales que apliquen de manera exhaustiva
y profunda la conjuncion entre geometria analitica y calculo y que definan con
exactitud las diferencias entre los tipos de regresiones lineales estimados
mediante minimos cuadrados, ameritandose este abordaje.

Es necesario realizar un estudio profundo, detallado, comparativo y matematico
sobre los resultados del coeficiente de determinacién R? cuando se elige regresion
lineal.

Siendo la regresion de Deming una solucion general que incluye una familia
geomeétrica, es pertinente establecer propiedades que no han sido determinadas
con anterioridad.

Finalmente, surge una inquietud que debe plantearse y consiste en la pertinencia
de emplear regresion de Deming, por la dificultad que implica la estimacion de la
razon de varianzas de errores, para ciertos casos especificos en los cuales se
puede optar por la regresion ortogonal, sin que existen diferencias significativas.

Este trabajo pretende solucionar los problemas expuestos y constituirse en una
herramienta que de manera analitica y general compare las rectas de las
regresiones con dos variables determinadas a partir del método de minimos
cuadrados.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo general

Realizar un estudio geométrico y matematico comparativo de las variantes de la
recta de regresion de Deming.

1.2.2 Objetivos especificos

Encontrar la ecuacion general de las rectas de minimos cuadrados cuando las
distancias de los puntos a la recta se miden en una direccién con pendiente m.

Determinar la suma de cuadrados totales, suma de cuadrado de errores y suma de
cuadrados del modelo en una recta de minimos cuadrados con errores medidos en
una orientacion de pendiente m.

Demostrar que la suma vectorial de errores medidos con una pendiente m en una
recta determinada por el método de los minimos cuadrados es cero.

Definir la pendiente de los errores, para aplicar el método de minimos cuadrados, a
partir de la ecuacion de la recta de regresion propuesta por Deming.

Encontrar una expresion general para el coeficiente de determinacion de la recta de
regresion de Deming y realizar un estudio profundo sobre las diferencias en todas
Sus variantes.

Realizar una comparaciéon exhaustiva entre el parametro de pendiente de la recta
de regresion de Deming en su expresion general y las rectas de regresion de
minimos cuadrados ordinarios y minimos cuadrados horizontales.

Realizar un estudio sobre el cambio de pendiente de la recta de regresion de
Deming, con el incremento de la razon de varianzas de los errores.

Determinar las diferencias angulares entre la recta de regresion de minimos
cuadrados ortogonales y la recta de minimos cuadrados ordinarios y adelantar un
estudio detallado sobre ese aspecto.

Determinar las diferencias angulares entre la recta de regresion de minimos
cuadrados horizontales y la recta de minimos cuadrados ortogonales y adelantar un
estudio detallado sobre ese aspecto.

Desarrollar un estudio completo y exhaustivo que determine las diferencias entre el

coeficiente de determinacidén entre la recta de regresion de minimos cuadrados
ordinarios y la recta de minimos cuadrados ortogonales.
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Realizar estudio detallado sobre la razon entre la pendiente de la recta de regresion
de Deming en general y la pendiente de la recta de regresion ortogonal.

Realizar un estudio de pertinencia de empleo de recta de regresion ortogonal sobre
recta de regresion de Deming, fundamentado en los valores de la varianza de las
variables, la covarianza de las mismas, el coeficiente de correlacion de Pearson y
la razoén de varianzas de errores.

Determinar las rectas de regresion de Deming contenidas en el intervalo de
confianza de las pendientes de las rectas de regresion ortogonal.

Determinar los coeficientes minimos de Pearson para los cuales las pendientes de
recta de regresion de Deming con cociente de varianzas de errores 6§, < 6, < &,
estan contenidas en el intervalo de confianza (1 — «)100 de la recta de regresion
ortogonal.

Encontrar una manera de chequear que la pendiente de la recta de regresion de
Deming, estad incluida en un intervalo de confianza de la regresion ortogonal,
asumiendo un intervalo de cociente de varianzas de los errores de las dos variables.

Encontrar las expresiones de las métricas de las rectas notables pertenecientes a
la regresiéon de Deming.
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1.3. Disefio Metodolégico

La modalidad del presente estudio es “Investigacion Basica” porque amplia el
conocimiento teorico que se dispone sobre las caracteristicas y propiedades
geométricas y matematicas de la recta de regresion de Deming. Se recurre a la
deduccién geométrica y matematica para lograr expresiones generales y no a la
experimentacién ni a la aplicacion de casos particulares.

En cada uno de los objetivos especificos se ha disefiado el método para lograr los
resultados.

Para obtener la ecuacion general de la recta de regresion de minimos cuadrados
cuando las distancias se miden en una direccién con pendiente m, se recurre a los
rudimentos de la geometria analitica, especificamente a las ecuaciones de rectas e
intersecciones entre ellas, ademas se emplea el calculo diferencial y definiciones de
momentos, especificamente varianza y covarianza.

Para encontrar suma de cuadrados totales, del modelo y de los errores, medidos en
una recta de minimos cuadrados con una pendiente m, se emplean los parametros
de pendiente y corte obtenidos en la expresién de suma de cuadrados de distancias.
La aplicacion de la geometria analitica permite encontrar SCE (suma de cuadrado
de errores), SCM (suma de cuadrados del modelo) y SCT (suma de cuadrados
totales). Con el empleo de algebra de sumatorias y de las definiciones de varianza
y covarianza, se demuestra de manera inédita que en estos casos también es valida
la expresion SCT=SCM+SCE. Se aplica el algebra vectorial para demostrar que la
suma de los errores para todas las rectas de minimos cuadrados es cero.

Una vez obtenidos los parametros de una recta de minimos cuadrados en los cuales
se han medido las distancias con una pendiente m, se logra una relacion entre my
el parametro de pendiente. Si se reemplaza el valor del parametro de pendiente de
la recta de regresion de Deming, en la ecuacion respectiva, se logra definir el valor
de la pendiente en los errores a partir de las cuales al aplicar el método de los
minimos cuadrados se determina el mencionado parametro de la recta.

Con la teoria desarrollada, se encuentra la expresion general para obtener el
coeficiente de determinacion en la recta de regresion de Deming, una vez superada
esta etapa, se procede a realizar un estudio detallado sobre las diferencias
existentes entre dicho coeficiente en todas las variantes de dicha regresion.

Siendo un propadsito del presente estudio la comparacién, se considera la pendiente
de la recta de regresion de Deming que incluye la recta de regresion ortogonal y se
la compara de manera muy detallada con otras rectas notables concretamente la de
minimos cuadrados ordinarios y minimos cuadrados horizontales. Lo anterior con
aplicacion de la estadistica, la geometria analitica y el calculo. Aparecen
propiedades interesantes las cuales se estudian, demuestran y plantean.
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Considerando la expresion de la pendiente de la recta de Regresién de Deming, las
varianzas, la covarianza de las variables y el coeficiente de correlacion de Pearson
y aplicando el algebra se realiza un estudio sobre el cambio de la pendiente con
relacion al incremento de la razén de varianzas de los errores de las variables.

Considerando que las rectas de regresion de Deming mas notables son las de
minimos cuadrados ortogonales, minimos cuadrados ordinarios y minimos
cuadrados horizontales, se empleara la geometria analitica, el calculo y la
estadistica para determinar las expresiones que permitan calcular las diferencias
angulares entre la recta de minimos cuadrados ortogonales y minimos cuadrados
ordinarios, también entre minimos cuadrados horizontales y minimos cuadrados
ortogonales. En los dos casos se determinan esas diferencias en funcion de la razén
entre S, y Sy, que se llamara k y el coeficiente de correlacion de Pearson. Se
presentan propiedades geométricas y matematicas interesantes las cuales se
demuestran y exponen.

Con el proposito de adelantar una comparaciéon completa entre el coeficiente de
determinacion de la recta de regresion de minimos cuadrados ordinarios y la recta
de regresion de minimos ortogonales, se plantean todas las circunstancias posibles
de S,, , Sy Y coeficientes de correlacion de Pearson y se determinan todas las
expresiones resultantes que contengan los resultados del coeficiente de
determinacioén, sus diferencias y valores maximos y minimos, finalmente y de
acuerdo a esos resultados se demuestra que el coeficiente estudiado es siempre
mayor cuando se utiliza minimos cuadrados ortogonales.

Para realizar el estudio comparativo de la razén entre la pendiente de la recta de la
regresion de Deming y la pendiente de la recta de regresion ortogonal, se emplea
el algebra, el célculo diferencial y los conceptos basicos de estadistica. Se plantea
la razén en funcion de k, el coeficiente de correlacion de Pearson y la razén de
varianzas de errores, establecida la razén de pendientes, se practica un estudio
detallado, encontrando valores extremos incluidos maximos y minimos relativos.
Luego sobre esos valores se amplia el estudio analizando el efecto del coeficiente
de correlacion de Pearson.

Para realizar un estudio de pertinencia de empleo de recta de regresién ortogonal
sobre la recta de regresion de Deming y como introduccion a estudio inferencial, se
definen dos nimeros reales (uno de ellos >1 y el otro < 1) que al multiplicarlos por
la pendiente resultante de la regresion de minimos cuadrados ortogonales formen
un intervalo de pendientes. Fundamentandose en ese intervalo, se realizan
deducciones geométrico matematicas que definan los valores de razon de varianzas
de errores (§) pertenecientes y por lo tanto las rectas de regresion de Deming
contenidas.

Para encontrar las rectas de la regresidbn de Deming cuyas pendientes estan
contenidas en el intervalo de confianza 100 (1 — a) de la pendiente de la recta de
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regresion ortogonal, se recurre a las expresiones suministradas por Minitab, una vez
logrado el intervalo de confianza, y en consonancia con lo expresado en el parrafo
anterior se calculan los dos numeros reales que seran utilizados para obtener los
valores de la razon de varianzas de errores y por lo tanto las rectas de regresion de
Deming correspondientes.

En la parte final de inferencia, se dispone previamente del conocimiento de la razon
de varianzas, §, < 8, < 8, Sin precisar su valor (este intervalo se puede establecer
mediante una prueba F), luego se establece el intervalo de confianza 100(1 — «) de
la pendiente de la recta de minimos cuadrados ortogonales, a partir de este ultimo
intervalo se definen dos numeros reales (ya descritos anteriormente), también se
realizan razones entre los valores de pendiente de regresion de Deming y regresion
ortogonal, usando los valores de cocientes de varianzas de errores extremos, esas
razones, determinan otra pareja de numeros reales que al compararse con la
primera pareja definen por medio de chequeo si la pendiente de la recta regresion
de Deming, esta contenida en el intervalo de confianza de la pendiente de la recta
de regresion ortogonal.

Teniendo como fundamento, toda la teoria desarrollada, se deducen expresiones
para definir métricas en las rectas de regresion de Deming.
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1.4 Marco teorico

Distancia geométrica entre dos puntos.

[1] Lehmann, Ch (1989) en su aparte correspondiente a geometria analitica deduce
la expresion para determinar la distancia entre dos puntos y que corresponde a la
raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las diferencias de las coordenadas
de dichos puntos.

Ecuaciones de lineas rectas en el plano

[2] Wexler, Ch (1977) se determinan las ecuaciones de lineas rectas y sus
intersecciones en funcién de las coordenadas de dos puntos o considerando las
coordenadas de un solo punto y su pendiente.

Distancia ortogonal de un punto a una recta

[2] Wexler, Ch (1977) se demuestra que en el plano, la distancia ortogonal de un
punto P;(x;,y;) a una recta Ax + By + C = 0 es igual al valor absoluto de Ax; +
By, + C, dividido ente la raiz cuadrada de A? + B2.

Conceptos basicos de estadistica, geometria analitica y calculo diferencial

Para el desarrollo del presente estudio en todas sus etapas, se requiere
fundamentos sélidos de calculo diferencial aplicado a la estadistica, este sustento
lo ofrecen muchos textos de matematica basica. En especial se requiere el manejo
adecuado de los criterios de primera y segunda derivada para definir puntos criticos.
El sustento de los rudimentos basicos puede encontrarse en [3] Apostol T.M. (2006)

Momentos Estadisticos

La definicion de momentos sera fundamental al determinar esperanza matematica
de cuadrados de distancias ortogonales y varianza de cuadrados de distancias, se
recurrira a bases de la estadistica, se consulta a [4] Canavos G.C. que define los
momentos de variables aleatorias como los valores esperados de ciertas funciones
de dicha variable.

Coeficiente de Correlacion de Pearson

En el desarrollo del proyecto es de suma importancia la interpretacion estadistica,
matematica y geométrica del coeficiente de correlacion de Pearson, su valor implica
informacion necesaria para definir las diferencias entre las rectas de regresion de
Deming: la recta de minimos cuadrados ordinarios, la recta de los minimos
cuadrados ortogonales y otras. En general el valor del coeficiente de correlacion de
Pearson es necesario en el estudio de todos los temas incluidos en el proyecto. En
[5] Keney, J.F. and Keeping E. S, se encuentra no solo la definicién del coeficiente
de correlacion de Pearson como cociente entre la covarianza de las dos variables
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y el producto de las desviaciones estandar sino también toda la interpretacién
geomeétrica y estadistica.

Recta de Minimos Cuadrados Ordinarios.

En [6] Walpole, Myers, Ye (2007) se deducen y describen los parametros de la recta
de minimos cuadrados ordinarios es decir aquellos que minimiza la suma de los
cuadrados de las distancias verticales a la recta estimada. Siendo la recta y= a+bx,
el parametro b resultante es igual al cociente entre la covarianza de las dos variables
sobre la varianza de x. El valor de a, simplemente es igual a la media de los valores
de y menos el producto de b por la media de los valores de x.

Regresiéon de Deming

En [7] Deming W. E. (1943), El estadistico Richard Edwards Deming propuso la
regresion lineal con dos variables que lleva su nombre, considerd errores para la

variable “x” y la variable “y” e incluyé en la deduccion de los parametros la razon de
varianzas de los errores de las variables. Cuando la razén de varianzas entre las
variables es 1, la regresién de Deming se transforma en la recta de minimos
cuadrados ortogonales que en el pasado ya habia sido abordada por [8] Adcock
R. J. (1878) y [9] Coolidge J.L (1913).

Modelo de la Regresion de Deming

El modelo de la regresion de Deming es el siguiente:
Vi =i+ &y

X; = X + Eix

Supuestos:

Eiy ~ N(O, O’gy)

Zgiy:()

Los errores en y son independientes.

Eix ~ N(O; O_szx)

Zgix:()

Los errores en x son independientes.
Parametros en la regresion de Deming.
Definicion:

“y N [{n L)

Definase § a la razén de varianzas de los errores de la variable “y” y la variable “x”,
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2
O¢y
(5 = —2
O-EX
También se establecen las siguientes definiciones:

[T ]

Sy, Suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores observados de “y
y su media.

6y,

S.. Suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores observados de “x
y su media

[T ]

Sxy: Suma de los productos de la diferencia entre el valor observado de “xX" y su

media y la diferencia entre el valor observado de “y” por su media.
Syy = Z(yl - 3_/)2

Sxx = z(‘xl — x)?

Sey = ) (=D~ )

Los parametros se obtienen a partir del siguiente procedimiento:
Definicion:

Sea S, la suma de los cuadrados de los errores estandarizados:
2 2

& £

5= (2]
sz O¢x

S _ 1 2 6 2

=— > (&, +d¢k)
oéy
Si la recta de regresion de Deming es:

y=a-+ bx

La suma de los cuadrados de los errores estandarizados se puede expresar de la
siguiente manera:

1 2 2
§ =27 ) (01— a= b0 +8(a =0

Se deriva con respecto a los dos parametros y se iguala a cero:

En [10] Jensen A. Ch (2007) se presenta el desarrollo completo de la derivacion,
obteniéndose los siguientes parametros:
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Syy — Sy + \/ (Syy — 6S4x)” + 4652,
b j—

Bl 2Syy

a=Yy—bx

Gréfica ilustrativa de la recta de regresion de Deming.

_._'OY
-+
46
el
—
F
/__7 ' 7
Syy = 65xx + v’ (Syy— 855 )" +4653, g
2 a=y— DX
255 '
X
o % | % = : : {
} 1 H 8 10 12

Recta de Regresion de Deming obtenida a partir de los puntos (2;3), (4;7) y (9,8). Se consideran
errores en las dos variables. § = 1/2 (significa que la varianza de los errores en y, es la mitad
de la varianza de los errores en x). Los pardmetros respectivos son: a= 2.61726511, b=
0,67654698.

Intervalo de confianza para el parametro de pendiente de la regresién
ortogonal

Varianza de la pendiente de la recta de regresién ortogonal.

La varianza de la pendiente de la recta de la regresion ortogonal b, es decir cuando
6 = 1,se adecua de acuerdo a las expresiones que entrega Minitab Statistical
Software [11]

Minitab emplea una singular nomenclatura:

A~ 2 2 -4
Uxxva + Uuva - bo Oy
(n - 1)&3%x

V(b,) =

Donde:
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_ Su (V&= D+ 4kp? - (k- D)

Txx = 2(n—1)
2 Sex(k +1—/(k — 1)2 + 4kp?)
u 2(n—1)
(n—1)(1 + b2)o}?
va = n—2

Y el intervalo de confianza para la pendiente en regresion ortogonal es:

bo + Zl—a/Z‘V V(bo)

Funciones de Densidad de Probabilidad y de Distribucion de Probabilidad.

Para realizar inferencia es necesario conocer el significado y aplicacion de la
Funciéon de Densidad de Probabilidad, [12] Zylberberg A.D. (2006) realiza una
amplia explicacion del uso de esta funcion, en especial de la normal estandar.

En el mismo texto Zylberberg A.D. se refiere a la Funcion de Distribucion de
Probabilidad.

Los conceptos de funcion de densidad de probabilidad y de funcion de distribucion
de normal estandar se emplean en este estudio en los apartes correspondientes a
inferencia estadistica en la determinacion de intervalos de confianza

Estudios tedricos geométricos y matematicos comparativos previos
relacionados con regresiones bivariadas fundamentadas en minimos
cuadrados.

[13] Villota A, Hidalgo A. (2018) realizaron un estudio previo comparativo
fundamentado en las rectas de regresion bivariada de minimos cuadrados
ortogonales, En el presente trabajo desarrolla nuevas y mas completas deducciones
considerando la familia de las rectas de regresién de Deming.

Métricas en las regresiones lineales bivariadas
Al finalizar el estudio, se deducen y presentan métricas de la regresion de Deming

Las cuales tienen como objeto evaluar el rendimiento medio del modelo. En [14]
Willmot, J; Masuura K (2005) se presenta un estudio sobre la conveniencia de cada
una de ellas de acuerdo al problema

Estudios aplicados de regresion lineal, considerando errores en las dos
variables

La naturaleza de este trabajo es eminentemente tedrica, no obstante, es procedente
mencionar estudios en los cuales se consideran errores en las dos variables de las
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regresiones lineales de minimos cuadrados. La regresion ortogonal es muy
empleada en quimica en reacciones que generan los dos productos con errores en
sus cantidades un ejemplo de esta aplicacion se encuentra en [15] Ortiz J.V, Pioglani
L, Besalu L (2010). En fisiologia humana, también se ha aplicado regresion
ortogonal para crear modelos entres produccién de creatinina y acido urico, es
destacado en este ambito el trabajo [16] de Habibollah K, Masoumeh S, Eslam P
(2009). Existen estudios sobre la ventaja de la regresion ortogonal sobre la
regresion de minimos cuadrados cuando se aplican estos modelos en laboratorios
de medicina [17] Rainer H., Werner W. and Rainer K. (2013). En [18] (2011)
Donevska S, Fiserova E, Karel H. (2011), presentan un estudio sobre la
conveniencia de la regresion ortogonal en un caso aplicado a las medidas
antropoldgicas en humanos. En el campo de la evaluacién en pruebas académicas,
[19] Taliha Keles. (2018) concluye luego de emplear dos bases de datos, que la
regresion ortogonal presenta en esos casos, menor varianza de los errores con
respecto a la regresién de minimos cuadrados ordinarios.
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CAPITULO 2

RECTAS DE MINIMOS CUADRADOS CON ERRORES DE PENDIENTE “m”

En este capitulo y con el empleo de la geometria analitica y el calculo diferencial,
se encuentran los parametros de las rectas de minimos cuadrados de un conjunto
de puntos en el plano, cuando la pendiente de los errores se fija previamente en un
valor “m”.

Se determina una propiedad interesante desde el punto de vista matematico y
geométrico, consistente en que si una vez obtenida el valor de la pendiente “b” de
la recta de minimos cuadrados, se define como pendiente de errores a “b”, la nueva
recta obtenida tiene como pendiente “m”.

Se demuestra vectorialmente que la suma de errores en la recta de regresion
lograda es cero.

Se encuentran las expresiones para calcular SCE, SCM y SCT en una recta de
regresion de minimos cuadrados cuando se escoge una pendiente “m” para los
errores. Se demuestra que en este tipo de rectas de regresion se cumple que:
SCT=SCM+SCE.

Finalmente se encuentra otra propiedad geométrica y matematica consistente en
que, si se encuentra una nueva recta de regresion empleando como pendiente de
los residuales, la pendiente “b” de la recta de minimos cuadrados original, la SCM
de la segunda recta es igual a la SCE de la primera y la SCE de la segunda es igual
a la SCE de la primera.

2.1 Deduccioén

Recta de minimos cuadrados

Definicién: En el plano, se define como recta de minimos cuadrados aquella que
considerando un conjunto de puntos P(x,y) presenta una suma de cuadrados de
distancias euclideanas minima. Las distancias se miden desde los puntos hasta la
recta con una pendiente “m”.

En el inicio del desarrollo de este trabajo, se deduce mediante el empleo de la
geometria analitica los parametros de corte y pendiente de la recta de minimos
cuadrados, bajo la condicién anotada que las distancias euclideanas se miden con
una pendiente que se denominara “m”

Teorema 2.1 Siy =a+ bx es la recta de minimos cuadrados, en la cual se han
tomado los errores del conjunto de puntos con una pendiente “m”, los parametros
tienen como valor:
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a= y—bx

_ MSyy —Syy

MSyx — Sxy
Demostracion:
Sea la recta de minimos cuadrados:
y=a+bx (1)
Considérese n puntos:
Pi(x;,y:), i=1,...,n

Para cada punto P;(x;,y;), la recta con pendiente m que lo incluye tiene la forma:

y—yi=m(x—x) (2)

Resolviendo el sistema de las dos ecuaciones (1) y (2) se obtiene los puntos de
coordenadas (x,y) que corresponden a la interseccién de las dos rectas.

_YiTmx—a

SR p——

by; — mbx; —am
b—m

y:

Se encuentran las distancias horizontales y verticales entre los puntos P;(x;, y;) Y
los puntos de interseccién con la recta.

_Yi—bxi—a
X=X =T 3)
yi —bx;—a
yon=m(Fg) @

La suma de cuadrados de distancias S de los puntos P; a la recta es:
S= ) (C=x?+ (=)

Reemplazando (3) y (4):
+1
(;" D0 —a? ()
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Se recurre a la derivacion para determinar los pardmetros de la recta de minimos
cuadrados:

Se realiza:

dS_
da

ds _ 2(m*+1)

da~ (b— m)2 Z%—ble—"a
Despejando a:

a= y—bx (6)

Se ha demostrado que toda recta de minimos cuadrados sin importar la pendiente
de los errores, pasa por el centroide del conjunto de puntos considerados.

Reemplazando el valor de a (6) en la expresion de la suma de cuadrados de
distancias (5):

m?+1

S = Gy, (0= —bx ~ D)

Se obtiene una expresion de suma de cuadrados de distancias Unicamente en
funcion del parametro b, puesto que la pendiente m de los errores esta dada.

Empleando &lgebra de sumatorias se llega a:

s= L (D - 92y - D) + Y 0= 9F)
En el marco teodrico se definio:
See= ) (=
Syy = Z(yi - ¥)?

= Y - D0i-P)

De tal manera que:

m?+1

m(b2 wx = 2bSyy + Syy) (D)
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Ahora se realiza:

ds 0

db

ds m?+1

ds 2(m?+1)

= o (05 = 5) 0 =m) = (425 = 265, + 5,,)) = 0
ds 2(m?+1)

b~ W(_bmsxx T bSyy +mSxy = Syy) =0

—bmSyy + bSyy + MSyy, — Sy, =0
Despejando b:

_ MSxy — Syy

)

" MSyx — Sxy

La anterior es la pendiente de la recta de los minimos cuadrados cuando las
distancias desde los puntos hasta la recta se miden con una orientacion que tiene
como pendiente m.

A continuacioén, se demostraré que el valor de b obtenido corresponde a un minimo

relativo, para ello se recurre al criterio de la segunda derivada.

d*s  2(m?*+1)
db?2 (b —m)®

((—mSyx + Sy) (b = M)? = 3(b — m)?(—bmSyy + bSyy + MSyy — S,y) )

d*s  2(m?*+1)
db?2  (b—m)*

((—mSyx + Syy) (b = M) = 3(—bMSyy + bSyy + MSyy — S,y) )

d*s 2(m*+1)
db?2~ (b—m)*

(—bm Syx + M2Syy + b Syyy — MSyy, + 3bMS,, — 3bS,y, — 3mSy, + 3S,,)

d*s 2(m*+1)
db?2~ (b—m)*

(2bm Sy + M?Syy — 2bS,y, — 4mSy, + 3S,,)

d?s  2(m?*+1)
db?2  (b—m)*

(2b(m Syx — Sxy) + M2,y — 4MS,y, + 3S,,)
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Una simple inspeccion al siguiente factor mostrara que es positivo. Para b # m.:

2(m? +1)
—>0

(b —m)*

Por lo tanto, solo se reemplaza el valor de b (8) en el factor restante:

d*s 2(m?+1)
db?2 (b—m)*

(2(mSyy — Syy) + M?Sy, — 4mSyy + 3S,,,)

d*s 2(m*+1)
db?  (b—m)*

(M2Syx — 2mSyy + Syy)

Es claro que:

cuando mS,, <0

M?Syy — 2mSyy + S,y > 0

d?b

W>O

Excepto en los inusuales casos en que:

Syy =0y m=0
Syy=0Y Sg=0

En el caso en que:
MSyy >0

Debe considerarse que:

M2Syy — 2MSyy + Sy = M2Syy — 2m [S,2 Sy, + Sy

2
M?Syy — 2mSyy, + Sy = (m Sox — /Syy> >0

Puede notarse que la segunda derivada en este caso es también positiva, excepto
en los casos muy inusuales ya mencionados.

Conclusion: Con las salvedades indicadas, el valor de la pendiente y el valor de
corte con el eje “y” corresponden a la recta de minima suma de distancias cuadradas
a un conjunto de puntos, cuando dichas distancias se han medido con una

pendiente m.
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2.1.1 Casos especiales
Es interesante chequear los valores de la pendiente b, en los casos en los cuales la
pendiente en la cual se miden los errores tiende a « , 0 es cero.

Corolario 2.1.1.

Sim — oo, el pardmetro de pendiente es:

S

p=

Sim = 0, el parametro de pendiente es:
S

p=2
S

xy

Demostracion:
Considérese el teorema 2.1:

Cuando:
m— oo
b= lim M3xy ~ Syy
m—0 \MSyy — Sxy
Syy — Syy/m
o
m—o \ Syy — Sxy/m
S
p=
Sxx

Que es justamente la pendiente de la recta de minimos cuadrados ordinarios, en
la cual los errores son verticales.

Cuando:
m=20
h = (O)Sxy - Syy
(O)Sxx - Sxy
b = Sy_y
Sxy

Que es la pendiente de la recta de minimos cuadrados cuando los errores son
horizontales.
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Una inquietud que surge desde el punto de vista de la matemética y la geometria
analitica, es conocer que pendiente m de orientacién en los errores define una
pendiente b de recta de minimos cuadrados igual a cero es decir horizontal.

Corolario 2.1.1.1

Si una recta de minimos cuadrados, tiene por pendiente b = 0, la pendiente con
gue se midieron los errores es:

_ Sy

Sxy

Si una recta de minimos cuadrados, tiene por pendiente b — oo, la pendiente con
gue se midieron los errores es:

Sx
m= =2

XX

95}

Demostracion:

Considérese el teorema 2.1:

_ MSxy — Syy
MSyx — Sxy
_ MSyy — Syy
MSyx — Sxy

Que es la pendiente de la recta de minimos cuadrados cuando se emplean errores
horizontales.

También se desea conocer la pendiente m de orientacion de distancias que define
una pendiente b de recta de minimos cuadrados igual a infinito, es decir vertical.

_ MSyy — Syy
MSxx — Sxy
b oo =mey—Syy
MSxx — Sxy
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XX

Que es la pendiente de una recta de minimos cuadrados cuando se emplean errores

verticales.

Cuadro resumen de corolarios 2.1.1y 2.1.1.1

Los anteriores son hallazgos llamativos que se resumen en el siguiente cuadro:

Pendiente del error Pendiente recta
minimos cuadrados
- ® Sxy/Sxx
0 Syy/Sxy
Sxy/Sxx - ®
Syy/Sxy 0

Los resultados encontrados conducen una propiedad

continuacion se enuncia y se demuestra:

interesante que a

2.1.2 Propiedad relativa a las pendientes de las rectas y las pendientes de los

errores

A continuacion y como corolario al teorema 2.1, se expresa la siguiente propiedad
relativa a las pendientes de las rectas de minimos cuadrados y las pendientes de
los errores, existe una relacidn entre ellas que se expresan en el enunciado del

siguiente corolario.

Corolario 2.1.2

Si en una recta bidimensional de minimos cuadrados, se escoge una orientacion de
errores con pendiente m estableciendo una pendiente b y luego se toman errores
para el conjunto de puntos con orientacién de pendiente b, se obtiene una recta de
minimos cuadrados de pendiente m.

Demostracion:

De la expresion (7) del teorema 2.1 se tiene que:

_ MSxy = Syy
mSy — Sxy

Cuando se eligen errores de pendiente b, se obtiene una recta de minimos

cuadrados b, :
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bSyy — Sy,

 bSyx — Syy
mey — Syy
- (m) Sxy ~ Syy
! (mey — Syy)s _g
MSyy — Sxyy) % 7Y
b = mSygy, — MSyxSyy
! Sagy - SxxSyy
b, = m(SJ%y B SxxSyy)
! Sagy - SxxSyy
b1 =m

La demostracion anterior puede resumirse como sigue:

Pendiente del error | Pendiente recta
m b
b m

La propiedad que se ha expuesto sera importante en desarrollo posterior cuando se
estudia el coeficiente de determinacion de rectas de minimos cuadrados con
residuales de pendiente m.

Es importante estudiar que sucede cuando m y b son perpendiculares, lo anterior
considerando la frecuencia en el empleo de la regresion ortogonal, el siguiente
corolario aborda esta particular situacion.

Corolario 2.1.2.1

Si la pendiente de la recta de minimos cuadrados es perpendicular a la pendiente
de los errores, se obtiene la recta de minimos cuadrados ortogonales que
justamente corresponde a la recta de regresion de Deming cuando 6§ = 1.
Demostracion:

Para la condicién enunciada:

mb= —1

De la expresion (7) del teorema 2.1 se tiene que:
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_ MSxy — Syy

MSyx — Sxy

Reemplazando el valor de m:

Sxy
b Sw
p=—2>
S g
b Pxy
_ Sxy + bSyy
"~ Syx +bSyy

b2Syy + b (Sex — Syy) — Sxy =0

Syy — Sex * J (Sxx — Syy)? + 48y,
2Syy

Con el signo (+) precediendo el radical se obtiene la pendiente de recta de minimos
cuadrados ortogonales, que corresponde a la recta de regresion de Deming cuando
§=1.

El signo (-) se reserva para la pendiente de la “recta de maximos cuadrados
ortogonales.

Recta de maximos cuadrados ortogonales es la recta cuya suma de distancias
cuadradas ortogonales desde un conjunto de puntos es maxima. En [13] Villota A,
Hidalgo A. (2018) se deduce esta recta y se demuestra mediante el célculo
diferencial la pertinencia del empleo del signo (-) precediendo el radical.
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Grafica 1Pendientes (b) de rectas de minimos cuadrados considerando errores con
pendiente m.

-

Po(mg, by ) J
= F, ('m — 0, S.ry/ S.t.r)
/’

o —Y | L 1 1 ! ! l l !
T T
5 3 2

L

I
-4

e
.

NS i = T
b=————
M =500 -2
J
b=-1/m

La linea en azul, muestra la pendiente de la recta de minimos cuadrados en funcién de la pendiente
de los errores. La linea roja indica el valor negativo del inverso de la pendiente. Ndtese que el
intercepto P tiene por coordenadas la pendiente de los errores y la pendiente de la recta de
minimos cuadrados ortogonales. Elintercepto P tiene por coordenadas la pendiente de lo errores
y la pendiente de la recta de los maximos cuadrados ortogonales. El punto
P, situado en la pendiente oo de los errores (vertical), tiene como ordenada el valor de la pendiente
de la recta de minimos cuadrados ordinarios: Sy, /S,,. El punto P, corresponde a una pendiente de

errores cero y corresponde a la pendiente de la recta de minimos cuadrados horizontales: S, /S, .
Para construir la grafica se asumio: S, = 10,S,, = 8,5,, = 6. Por lo tanto: PO(—6/(\/37 - 1),
W37-1)/6 ) P1(6/(\/37 +1),-(W37+1)/6 ),Pv(m - o, 3/5),P,(0, 4/3)
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2.2 Suma de errores medidos con una pendiente “m” en una recta de minimos
cuadrados.

Existe una propiedad que se aplica a todas las rectas de minimos cuadrados sin
importar la pendiente de las distancias medidas entre los puntos y la recta. Consiste
en que la suma vectorial de los errores es cero.

Teorema 2.2

Sea:

y=a+ bx

Una recta de minimos cuadrados en la cual se han medido los errores con una
pendiente m.

Entonces la suma de los errores es cero.

Demostracion.

Se considerara que cada error es un vector r:

Te=(xe — 0)i + (e — y)j

Donde cada punto t de los n totales tiene por coordenadas:
Pi(x¢, yt)

Y el intercepto del error con la recta de minimos cuadrados es:
P(x,y)

De acuerdo con las expresiones (3) y (4):

77>:(J’t_bxt_a>l._I_m<)’t_bxt_a).
t b—m b—m J

La suma de los n vectores es:

Y= (MG e m (D (B
Tt = b—m brm b—m J
~ 2(e—bx,—a) . .

Zrtz tb—nt1 (i +myj)

ﬁ_ZYt_bzxt_na
= b—m

(i +mj)
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n(y — bx — a)
b_

—

T't=

(i +my)

Anteriormente se habia demostrado que todas las rectas de minimos cuadrados
pasan por el centroide:

Cx, y)

Por lo tanto:

y—bx—a=0

Finalmente:

Zf’:"(yb_f’fn_a)(i +my) =0

Conclusién la suma de errores en todas las rectas de minimos cuadrados es cero.
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2.3 SCT, SCE y SCM en una recta de minimos cuadrados con errores medidos
con una pendiente “m”

En las rectas de regresion existen métricas que son importantes en la evaluacion
del modelo, especialmente en el calculo del coeficiente de correlacion. En este
aparte del estudio, se encuentran las expresiones para el calculo de la suma de
cuadrados totales, suma de cuadrados de los errores y suma de cuadrados del
modelo en funcion de Sy, Sy, Syxy Y M.

Se emplea la siguiente notacion:

SCT = Suma de cuadrados totales.

SCE = Suma de cuadrado de los errores.
SCM= Suma de cuadrados del modelo.
Suma de cuadrados totales.

SCT = X((x; = 0)* + (i =M

SCT = Sux + Syy

Suma de cuadrados de los errores:
Teorema 2.3

Sea:

y=a-+ bx

Una recta de regresion en la cual los errores se han medido con una pendiente m,
entonces la suma de cuadrado de los errores es:

_ (m? + 1)( SxxSyy — SZ)

SCE
M2Syy —2MSyy, + S,

Demostracion
De acuerdo a (7):

m*+1
SCE = m(b Sex — 2bSyy + Syy)  (9)

Pero también se sabe por (8):

_ MSyy —Syy

B MSyx — Sxy
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Reemplazando:

m?+1 mS,, — Su.\> mS,, — S
SCE = . < = W) Sex — 2 <—"y yy) Sxy + Syy
mey — Syy _ ) MSyy — Sxy MSyx — Sxy

(mex - Sxy m

m?+1 2
T (M2Syy — 2mSy, + Syy)z ((mey = Syy) " Sxx = 2(MSxy = Syy ) (MSxx — Sxy)Sxy

+ (MSyx = Syy) " Syy)

2
_ m-+1 2 a2 _ 2 2 2 3
SCE = = (M2S2.Syy — 2MSyxSyySxy + SxxSZy — M2S,, SZ, + 2mSE,
(M2Syx — 2mSy, + Syy)
- SnyJ%y)
m?+1 5
SCE = > (SuxSyy (M?Syy — 2mSyy, + Sy

(M2Syx —2mSy, + Syy)
=SB (M?S,y —2mS,, + S,,))
m2+1

s (mZS —-2mS,, + S )2 ((Sxxsyy - Sa%y)(mzsxx —2mSyy + SW))
xx Xy yy

(m? + 1)( SxxSyy — SZ)
M2Syy — 2mSyy, + S,y

SCE = (10)

Suma de cuadrados del modelo:
Teorema 2.3.1

Sea:

y=a+ bx

Una recta de regresion en la cual los errores se han medido con una pendiente m,
entonces la suma de cuadrado del modelo es:

(mex - Sxy)z + (mey - Syy)z

SCM =
M2Sy —2mSyy, + S,y

Demostracion
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De (3) y (4) del capitulo 1 se obtiene que:

Yi—bxi—a
X="———t x;
b—m '

yi—bxi—a

yzm( b—m )+yi

Donde cada punto p(x,y) corresponde a la interseccion del error con la recta de
minimos cuadrados.

Se sabe que:

Reemplazando en las ecuaciones anteriores:

yi —y —mx; + bx
b—m

by; — my — mbx; + mbx
B b—m

Para cada uno de estos puntos p(x,y)

Yi—y-—mx;+bx
—x

X —xX =
b—m

yi—y—m(x; — X)
b—m

X—X =

_  by;—my—mbx; + mbx _
y-—y= -y

b—m
Cy=b yi— ¥ —m(x; — X)
y—y h—m

Por lo tanto, el cuadrado de la distancia del punto al centroide es:

b*+1
@ = Gz (0= 9) ~m(x = D))

b +1 _ 2
SCM = mﬁ((}’i —y) —m(x; — X))
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b? +1

SCM = (b_—m)ZZ((}’i —y) —m(x; — %)*
b%+1 5
SCM = (b_—m)z(m Sex —2mSyy, + Sy, ) (11)

Por (8) se sabe que:

_ MSyy —Syy
MSyx — Sxy

Reemplazando en SCM:

2
(mey — Syy) 41

Sex—3S
SCM = ZS“_ Sxy 5 (M2Syx — 2mSyy + Syy)
xy vy
(msxx - Sxy m)
2 2
Sex —Sev) +(mS,, — S
SCM = (MSex = Say) + (MSuy YZY) (M2Syx —2mSyy + Syy)
(M2Syy —2mSyy + Syy)
SCM = (mex - Sxy)2 + (mey - Syy)z

m2Sy, —2mSyy, + Sy
Se demuestra a continuacion una propiedad de todas las rectas de minimos
cuadrados que se presenta sin importar el valor de la pendiente de los errores (m ).

Dicha propiedad consiste en que la suma de cuadrados totales es igual a la suma
de cuadrados del modelo mas la suma de cuadrados de los errores.

SCT = SCM + SCE
Teorema 2.3.2

Sea:

y=a+ bx

Una recta de regresion en la cual los errores se han medido con una pendiente m,
entonces la suma de cuadrados totales es igual a la suma del cuadrado del modelo
mas la suma del cuadrado de los errores.

SCT = SCM + SCE
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Demostracion

De los teoremas 2.3y 2.3.1 se puede establecer lo siguiente:

(MSyx = Sy)” + (MSuy = Spy)* (M2 + 1)(SpxSyy — SZ,)

Sex + Syy =
ey M2Sy, —2mSyy, + Sy M2Syx — 2MSyy, + S,y
2¢2 2 2
545, = SZe = 2MSyxSyy + Syx Syy + M2Syy Sy — 2mS,,, Sy, + 53,
¥y M2Syy — 2MSyy + Sy,
A Sux(M?Sxx = 2mSyy + Syy) + Syy(M2Sy, — 2mSyy + Syy)
e nyy m2Sy —2mSyy, + S,y
(Sxx + Syy)(M?Syx — 2mSyy + Sy)
Sex + Syy =

m2Sy — 2mSyy, + Sy
Syx + Syy =S+ Syy
Por lo tanto:

SCT =SCM + SCE

Es importante retomar la propiedad que se encontré en 2.1.3, segun la cual, si se
escoge una orientacion de errores con pendiente m y se obtiene una recta de
minimos cuadrados de pendiente b y luego se toman errores para el conjunto de
puntos con orientacion de pendiente b, se obtiene una recta de minimos cuadrados
de pendiente m.

2.3.1 Propiedad relativa a SCT, SCE y SCM

En este capitulo se encuentra otra propiedad muy llamativa relacionada con la ya
mencionada (2.1.3) y consiste en que la suma de cuadrados del modelo, es la suma
de los cuadrados de los errores, cuando estos se toman en la orientacion de la
pendiente b de la recta de minimos cuadrados y mediante los cuales es factible
determinar una recta de minimos cuadrados de pendiente m.

Corolario 2.3.1
En una recta de regresion de minimos cuadrados bivariada, la suma de cuadrados
del modelo, es la suma de cuadrados de los errores, cuando estos se toman en la

orientacion de la pendiente b de la recta. El valor de la pendiente b se habia obtenido
previamente considerando los errores con una pendiente m
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Demostracion.

Considérese la suma de cuadrados de los errores y del modelo cuando la pendiente
de los errores es m. Véase (9) y (11)

m*+1
SCE = m(b Swx — 2bSxy + Syy)

b>’+1
SCM = (b——m)z(m Sxx —2mSyy + Sy )

Ahora considérese la suma de cuadrados de los errores y del modelo cuando la
pendiente de los errores es b. Bastara en las dos expresiones anteriores
reemplazar m por b y b por m. Lldmese a las nuevas expresiones SCE, y SCM,

b +1 5

SCE]_ = m (m Sxx - Zmey + Syy)
m2+1 5

SCM, = m(b Swx — 2bSxy + Syy)
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Grafica 2. Rectas de minimos cuadrados cuando se intercambia la pendiente m de los
errores por la pendiente b calculada.

Yy
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Se escoge pendiente m =-0.8, obtiene b=0.653 (recta de minimos cuadrados y errores en azul).

Luego se toma m=0.563, se obtiene b=0.8 (recta de minimos cuadrados y errores en rojo). Se
visualiza ademas que SCE azul = SCM rojo y que SCE rojo = SCM azul.
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CAPITULO 3

ESTUDIO DE LA RECTA DE REGRESION DE DEMING: PENDIENTE DE
ERRORES, COEFICIENTE DE DETERMINACION Y CAMBIOS EN LA
PENDIENTE DE LA RECTA.

En este capitulo, se demuestra que la pendiente de la recta de regresion de Deming,
puede obtenerse a partir de una recta de minimos cuadrados en la cual se utiliza
una pendiente en los errores. Se encuentra la expresion para definir la pendiente de
errores.

Luego se deduce la expresion para calcular el coeficiente de determinacion en la
recta de regresion de Deming. Adicionalmente se realiza un estudio detallado de
dicho coeficiente y se demuestra que el maximo valor se obtiene cuando se realiza
regresion ortogonal. Se calcula el valor particular del coeficiente de determinacion
para la regresion ortogonal.

Finalmente se realiza un estudio sobre el cambio de la pendiente de la recta de

regresion de Deming, en funcion del cambio de la razén de varianzas de los errores
de las variables.

3.1 Pendiente de los errores en la recta de regresiéon de Deming.
En adelante se llama b, a la pendiente de la recta de regresién de Deming.

La pendiente de la recta de la regresién de Deming (bp) €s:

Syy — 8Syx +—\/(5s;x-— Syy)? + 465y,°

25,

bD=

Ver: [10] Jensen A. Ch (2007)

hy 0

Donde delta (§)es la razon de varianza de errores en la variable “y” y la varianza de

errores en la variable “x

02

5 = —2

Oex

En el inicio de este capitulo se deduce la pendiente (m) a partir de la cual,
empleando el método de minimos cuadrados, se puede llegar a la pendiente de la
recta de regresiéon de Deming.
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Teorema 3.1

La recta de regresion de Deming es una recta de minimos cuadrados, en la cual
los errores se han medido con una pendiente:

)

m=-—
bp

Demostracion

Por (8) en el capitulo 2:

MSyy = Syy

b =
P My — Suy

Despejando m:

Syy = Sxybp

m=
Sxy - Sxbe

Reemplazando el valor de bp:

Syy — 8Sxx + J (6Sxx — Syy)? + 48S,,°

Syy = Sxy 28y
m=

o s Syy — 8Sxx + J (8Sxx — Syy)? + 48S,,°

Xy xx 2 Sxy
2

2SyySxy = Sxy <5yy — 8y + \/ (8Sxx — Syy)” + 465§y>

m =
252, — Syx <5yy — 5, + J (8Sux — Syy)” + 455,@)
Sxy <5yy + 688, — J (8Sxx — Syy)? + 455xy2) <5yy + 88, + \/ (8Sax — Syy)? + 455xy2>

m=

<2SJ§y — Sex (syy — 88,y + \/ (8Syx — syy)2 + 455,§y)> <5yy + 88, + \/ (8Sxx — Syy)? + 455xy2>
m

Sy ((syy +8S5:)" = (Syy = 6Sxx)” — 4652,

(2(533y — SexSyy) + Sex (Syy + 8Sxx) — Sax J (8Sax — Syy)? + 455xy2) <5yy + 88, + \/ (8Sxx — Syy)? + 455xy2>
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m
—468Syy (S,?y — SxxSyy)

2(52) = S4xS,y) <syy + 88, + J (8Sex — Syy)? + 455xy2) + S (Syy + 68ux)” = (Syy — 85,)" — 465,,%)

—48S,y(SZ, — SxxSyy)

m=

2(SZ, — SxxSyy) <5yy + 88, + \/ (8Sxx — Syy)? + 455xy2) + Syx (46522 Syy — 6SxxSyy)
. —468Sy (S2) — SxxSyy)

2(SZ, — SxxSyy) <5yy + 88, + \/ (8Sxx — Syy)? + 455xy2) — 468535 (S2) — SxxSyy)
. —258Sy,

Syy + 6Syx + J (8Sxx — Syy)? + 48S,y° — 288,y
.- —26S,y

Syy — 8Sxx + J (6Sxx = Syy)? + 48Sy,°

)

m=

Syy — 8Sxx + J (8Sxx — Syy)? + 48S,,°

25,

Notese que el denominador de la anterior expresion es la pendiente de la regresion
de Deming.

=)
" by
Es importante destacar que, en la recta de regresion de Deming, el producto de la
pendiente de los errores por la pendiente de la recta de regresion es —§ y en el
caso particular que 6 =1, el producto de las pendientes mencionadas es -1, valor
que indica que cuando 6 =1, la regresion de Deming se convierte en regresion
ortogonal. Lo anterior considerando un principio basico demostrable de la geometria
analitica que se enuncia de la siguiente manera: el producto de pendientes de dos
rectas perpendiculares es -1. Véase [2] Wexler Ch (1977)
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3.2 Estudio del coeficiente de determinacion en la recta de regresion de
Deming

Coeficiente de determinacion en la recta de regresiéon de Deming:

El coeficiente de determinacion es una métrica muy importante para evaluar la
calidad del modelo, en esta aparte se deduce una expresion matematica para definir
dicho coeficiente en funcion de S.,, Sy,, Sy, Y la pendiente de la regresion de

Deming (bp)

Teorema 3.2

Considerando el valor de suma de cuadrados del modelo (11):
b?+1

SCM = m(mzsxx —2mSyy + Syy )

Y la suma de cuadrados totales:

SCT = Syx + Sy,

El valor del coeficiente de determinacion del modelo es:

(b3 + 1)(Syx + 28bpSyy + b3S,,)
B (b3 + 8)2(Sxx + Syy)

2

Demostracion:
Adecuando la suma de cuadrados del modelo a la recta de regresion de Deming:

b3 +1 5
SCM = m(m Sex —2mSyy + Syy )

Pero, segun lo demostrado en 3.1:
)

m=E

Reemplazando ese valor:

b3 +1

SCM = ———
(b3 + 6)?

(Sxx + 28bpSyy + b3Sy, )

_ (b5 + 1)(Sxx + 28bpSyy + b3S,,y)
(b3 + 6)%(Sxx + Syy)

2

(12)

Donde b, es la pendiente de la regresion de Deming:
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bp

Syy — 8Sy + \/ (Syy — 8Syx)” + 4652,

25,
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3.3 Recta de regresion de Deming con coeficiente de determinacion maximo

Es necesario conocer cual es la recta de regresion de Deming con mayor coeficiente
de determinacion, lo anterior desde el punto de vista tedrico, pero también
considerando aplicaciones practicas. En este aparte del estudio, se aplica el calculo
diferencial para resolver el problema planteado.

Teorema 3.3

Considerando las rectas de regresion de Deming, la recta con maximo coeficiente
de determinacion es la recta con razén de varianzas de errores § = 1, es decir la
recta de minimos cuadrados ortogonales.

Demostracion

Retomese la expresidon de suma de cuadrados de errores, medidos con una
pendiente m (10):

(m? + 1)( SxxSyy — SZ)
m2Syy — 2mSyy, + S,

SCE =

El coeficiente de correlacidon sera maximo cuando la suma de cuadrados de los
errores sea minima.

Se recurre a la primera derivada y se iguala a cero:

d(SCE) (505, — 52,) 2m(m?Syy — 2mSyy + Syy) = (2MSyx — 28y, )(m* + 1)\ 0
“d(m) i 2¢ _ 2 B
(M2Syx — 2mSyy +Syy)
d(SCE)

28y — m(Syy — Sxx) = S
<>( orisomse)52).
d(m) (mZSxx —2mS,y, +S,,)

szxy - m(syy XX) Sxy =

2
Syy = Sax \/(Syy - Sxx) + 459%3/

2y

m =
Se presentan dos puntos criticos que ameritan estudiarse con el criterio de la
segunda derivada:

Al realizar operaciones se obtiene:

dZ(SCE) 2(55,, — $2,) ( 2mS,y — (Syy — Sxx) >
X
S dm? "\ (284, — 2mS,, +S,,)
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Es claro que:
SxxSyy B S,?y

- =>0
(M2Syx — 2mS,y + Syy)

Para:p # (+1), m # (+)

Para determinar el signo de la segunda derivada, bastara determinar el signo que
resulta de reemplazar los valores criticos en:

~2(2mSy = (Syy = Sux) )

Al reemplazar:

2
Syy = Sux + \/ (Syy — Sxx)” + 453,
2Syy

m =

Se obtiene:

2
-2 \/ (Syy — Sxx)” + 4S5, <0
El valor critico corresponde a un maximo relativo.

Al reemplazar:

2
Syy = Sx — \/ (Syy — Sxx)” + 453,

25,

m =

Se obtiene:

2 J (Syy = Sx)” +452, >0

El valor critico corresponde a un minimo relativo.
De acuerdo a lo anterior:

El valor minimo de SCE se presenta cuando:

2
Syy = Sux — \/ (Syy — Sxx)” + 453,

28,

m =

Multiplicando numerador y denominador por la conjugada del numerador:
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2 2
(Syy — Spx — J (Syy = Sxx)” + 45§y> (Syy — Spx + \/ (Syy = Sxx)” + 4S,§y>

m =
2
2Syy <5yy — Syx + J (Syy — Sxx) + 45,§y>
_ -1 !
" 2 " b,
Syy = Sxx + | (Syy — Sxx)” + 4S%,
25,y

El denominador de la expresion es la pendiente de la recta de regresion de Deming,
para una razon de varianzas 6§ = 1. Para ese valor, la pendiente encontrada
corresponde a la recta de minimos cuadrados ortogonales que se llamara b,

En otras palabras, la recta de regresion ortogonal es la recta perteneciente a la
regresion de Deming con el maximo coeficiente de determinacion.

Corolario 3.3.1

El valor de pendiente de errores “m” que produce un maximo relativo para SCE. En
este caso:

2
Syy = Sux + \/ (Syy — Sxx)” + 453,

25,

m =

Si se toma esta pendiente para los errores, se obtiene la pendiente de recta de
maximos cuadrados ortogonales

2
Syy = Sux — \/ (Syy — Sxx)” + 453,

25,

Ver corolario 2.1.2, 2.1.2.1 y teorema 3.1.
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3.4 Coeficiente de determinacion en recta de minimos cuadrados ortogonales
(recta de regresion de Deming con § = 1)

Mediante el teorema 3.3 Se conocié que el mayor coeficiente de determinacion se
obtiene con la recta de minimos cuadrados ortogonales. Es preciso cuantificar ese
valor en funcion de S,,, Sy, ¥ Syy

Teorema 3.4

El coeficiente de determinacion en la recta de minimos cuadrados ortogonales es:

o St S J (Sex = Syy)” + 452,
- 2(Sex + Syy)

Se exponen dos demostraciones:
Demostracién 1

Para determinar el valor de SCE para la recta de minimos cuadrados ortogonales,
basta con reemplazar el valor de la pendiente de los errores obtenida (—1/b,) en la
expresion de SCE que se encuentra en funcion de m. Sin embargo, se presenta a
continuacion un artificio a manera de atajo que permite realizar el calculo.

LIdmese SCE, a la suma de cuadrados de los errores ortogonales. Ver (10).

P (m? + 1)( SxxSyy — S2)
® m2Sy —2mSy, + Sy,

Un trabajo algebraico sencillo conduce a:

(SxxSyy — SEy — SCE,Syx )M?* + 28,y SCE,m + Sy Sy — Sy — SCE,S,,, = 0

Se habia demostrado anteriormente qué en la recta de minimos cuadrados
ortogonales, esta el minimo SCE (minimo relativo), por lo tanto, la pendiente m de
los errores debe necesariamente ser Unica.

La dltima expresion es una ecuacion de segundo grado, si se considera como
variable m. Por ser Unica la solucion de m, el valor del radical incluido en dicha
solucion debe ser cero:

48%,SCEZ — 4(SyxSyy — SE — SCE,Syx ) (SxxSyy — SEy — SCE,Sy,,) = 0
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Desarrollando la ecuacién anterior se llega a:
SCEZ — (Sxx + Syy)SCEy + SyxSyy — S&, =0

Resolviendo la anterior ecuacion de segundo grado en la cual la variable es SCE,, :

2
Sex + Syy J (Sxx — Syy)” +4S%,
2

SCE, =

El signo menos corresponde necesariamente a la suma de cuadrados de errores a
la recta de minimos cuadrados ortogonales y el signo mas corresponde a la suma
de cuadrados de errores a la recta de maximos cuadrados ortogonales

Por lo tanto, en la recta de minimos cuadrados ortogonales:

2
Syx + Syy — J (Sxx — Syy)” + 45,

SCE, = >

SCM, = Sy + Sy, — SCE,

2
Sex + Syy + J (Sux — Syy)” +45%,
2

SCM, =

o St S J(Sxx —Syy)" + 452,
2(Sxx + Syy)

El anterior es el maximo coeficiente de determinacion entre todos los coeficientes
de determinacion de la regresion de Deming y corresponde a la recta de minimos
cuadrados ortogonales.

Demostracion 2
Simplemente se aplica la expresién previamente deducida en (12):

2 _ (b3 + 1)(Sxx + 26bpSyy + b Syy)

(b3 + 6)%(Sxx + Syy)

Usando:

6=1

2
Syy = Sax + J (Syy — Sxx)” + 45,

2,

bD=
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Luego de realizar los reemplazos correspondientes y trabajar la expresion
algebraicamente se llega a;

o St Syt J (Sux — Sy )" + 452,
B 2(Sxx + Syy)

Nota. En el capitulo 5, se presenta una tercera demostracion.
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3.5 Cambios en la pendiente de la recta de Deming, con el incremento de la

razéon de varianzas de los errores (6)

Para un conjunto de puntos dados en el plano, la pendiente de la recta de regresion

de Deming, depende del valor de la varianza de errores

(6). En esta parte del

estudio se busca definir como cambia la pendiente de la recta de regresion de

Deming, con el incremento de 6.

Teorema 3.5

Considerando la pendiente de la recta de regresion de Deming:

puede afirmarse que si disminuye &, el valor absoluto de b, aumenta y si aumenta

é, el valor absoluto de b, disminuye.

Demostracion

Se emplea la siguiente notacion:

k:SZVZV

SXX

Considerar ademas que:

Sxy =p ’SxxSyy

Un simple trabajo algebraico en la expresién de la pendiente de la recta de Deming

empleando las dos ultimas expresiones anotadas transforma:

Syy — 8Syx +—\/(5s;x-— Syy)? + 465y,°

bn =
P 25y

En:

b _k—5+J(6—k)2+4k6p2
D Zp\/F

Caso 1

Cuando 0<p <1

_k—=8+/(6 — k)% + 4kbp?
2pVk

Considérese el radical:

bp
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V(6 — k)2 + 4kSp?

Se nota que el valor minimo de la expresion se produce cuando p = 0, en este caso
el resultado es:

16 — kI

También se advierte que el valor maximo del radical se presenta cuando p = +1,
bajo esta circunstancia el resultado es:

6+k

Por lo tanto, para cada situacion particular de p el radical puede expresarse de la
siguiente manera:

V(@ —k)2 +4kép? = a(6+k)

Por lo tanto:

_k=68+ a6 +k)

b
D 2oVk

_k(l+a)-56(1-a)
b 2pVk

Notese que:

1—-a =0

Por lo tanto:

Si disminuye § aumenta b,
Si aumenta & disminuye by,.

Caso 2.
Cuandop <0

El razonamiento es similar al caso 1, pero dado que el signo de la pendiente lo
define el signo de p:
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Si disminuye §, la pendiente se vuelve mas negativa.
Si aumenta &, la pendiente se vuelve menos negativa.

En general puede afirmarse que si disminuye &, el valor absoluto de b, aumentay
siaumenta §, el valor absoluto de b, disminuye.
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CAPITULO 4

DIFERENCIAS DE PENDIENTES Y ANGULOS EN LAS RECTAS DE
REGRESION DE DEMING

En este capitulo se realiza un estudio sobre las diferencias en las pendientes y los
angulos en las rectas de regresion de Deming. Se emplean para el cotejo, la recta
de regresion de Deming en general y rectas notables concretamente la recta de
minimos cuadrados ordinarios, la recta de regresion ortogonal y la recta de minimos
cuadrados horizontales.

Considerando que se ha llamado k a la razon de varianzas entre los valores “y” y
los valores de “x”, se demuestra que, en valor absoluto, la pendiente de la recta de
regresion de Deming en general, es mayor o igual que la pendiente de la recta de
regresion de minimos cuadrados ordinarios. También se demuestra que, en valor
absoluto, la pendiente de la recta de regresién de minimos cuadrados horizontales
es mayor o igual que la pendiente de la recta de regresion de Deming en general.

Se realiza un estudio comparativo sobre los angulos formados por la recta de
minimos cuadrados ortogonales y recta de minimos cuadrados ordinarios, se
determina el valor de k, para el cual ese angulo es maximo. Se realiza el mismo
estudio para los angulos formados entre la recta de regresion de minimos cuadrados
horizontales y recta de minimos cuadrados ortogonales, también en este caso se
determina el valor de k. En los dos estudios se define ese valor de diferencia
angular y se encuentra algo llamativo, el valor de angulo maximo es el mismo,
aunque los valores de k en cada caso son diferentes. Otra propiedad interesante
gue se encuentra es que para el valor k = 1 la diferencia angular es la misma para
los dos casos.

4.1. Comparacion entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la
pendiente de la recta de los minimos cuadrados ordinarios

Es tradicional el empleo de la recta de regresion de minimos cuadrados ordinarios,
que no considera la existencia de errores de la variable “x”. En este item se
establece cual de las dos rectas de regresion (minimos cuadrados ordinarios o recta
de regresion de Deming) posee en general mayor valor absoluto en su valor de

pendiente.

Llamese b,, a la pendiente de la recta de minimos cuadrados ordinarios.

S
b, = 22

v
Sx X

A la anterior expresion se llega aplicando a la pendiente de la recta de regresion de
Deming, limite cuando § — o
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Pero:

Sxy = SxxSyy p

Donde p es el coeficiente de correlacion de Pearson.

Reemplazando este valor en las pendientes de las rectas de regresion de minimos

cuadrados ordinarios y Deming se obtiene:

Pendiente de recta de minimos cuadrados ordinarios:

S
b, = /%p (12)
XX

Pendiente de recta de regresion de Deming:

Syy = Sux8 + /(S5 — S:x0)% + 46p%S,, S,

e 20\[SexSyy
Caso 1

Cuandop >0

Teorema 4.1

Siendo:

S
b. = ’ﬂ
v Sxx p

La pendiente de recta de minimos cuadrados ordinarios:

Syy = Sux8 + /(S5 — S:x0)% + 46p%S,, S,
20/SexSyy

La pendiente de la recta de Deming

bD:

Cuandop >0
Se cumple que:
b, < bp
Demostracién

Sea:
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keR k=0
Reemplazando el valor de k en (12):

bv= \/Fp

_k=8+/(6 - k)% + 4kbp?
B 2pVk

Considérese la siguiente expresion:

bp

4k2p?(p%-1) <0

4kp?(kp? —k)<0

4k2p* — 4kp?(k — 6+ 6) <0

4k?p* — 4kp?(k — 8) — 4kp?s <0

4k%p* — 4kp?(k—8) + (k—6)? < (k—6)?+ 4kép?

(2kp? — (k — 8))? < (6 —k)? + 4kép?

Con respecto a la expresion anterior, el lado izquierdo de la inecuacion es > 0,
puesto que se trata de una expresion elevada al cuadrado. Por su parte el lado

derecho también lo es puesto que k > 0, § = 0.

Por lo expresado, se cumple que:

2kp? — (k—8) < /(6 —k)? + 4kép>?

2kp? < (k—8)+ /(6 — k)2 + 4kSp?

k—6&+4(6—k)?+ 4kép?

Vkp <
P Zp\/E

b, < bp
(los dos términos de la desigualdad son positivos)
Caso 2

Cuando p < 0:

Teorema 4.1.1

Siendo:
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Syy
b, = /E p

La pendiente de recta de minimos cuadrados ordinarios:

Syy = Sxx8 +/(Syy — Sxx0)2 + 48p2S,S,,,
20/SexSyy

La pendiente de la recta de Deming

bD:

Cuandop <0
Se cumple que:
b, = by

Demostracion:

La demostracion es similar al teorema 4.1 hasta llegar a:

2kp? < (k—8)+ /(6 — k)2 + 4kép>?
En el paso siguiente cuando se dividen ambos miembros por 2pvk

La cantidad es negativa y por lo tanto el signo de la inecuacion se invierte, por lo
tanto:

iy = k—6&+4+(8—k)?+ 4kép?
B 2pVk

Notese que ambos miembros de la inecuacion son negativos.

b, > by

(Los dos términos de la desigualdad son negativos)

Caso especial 1

Se estudia el caso particular en el cual:
p—0

Teorema 4.1.2
Sip—=0
Y ademas:

k—56<0
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Entonces:

S
b, =lim == p
p=0 XX
S
= 2o

En seguida se demuestra que:

bp =0,cuando k-6 <0

k—38+/(8—k)?+ 4kdp?

=1
o Pl—r% 2pVk
bl (k—6++/(6— k)2 +4kdp?)(k — 8 — /(8 — k)? + 4kbp?)
= lim
P o 20VE(k — 6 — /(8 — k)2 + 4kdp?)
—4k§
b p

D - hm
P=02vVk(k — 8 — /(6 — k)2 + 4kSp?)

bD=O

También puede demostrarse que:

bp »-o enelcaso p—-» 0~ ,cuando k-6 >0
bp » o enelcaso p—- 0" ,cuando k—6 >0
Caso especial 2

Cuando 6 - o

71



Teorema 4.1.3
Si § 5>
Entonces:

bU:bD

Demostracion:

Cuando 6 » o

. k—8+.(8—k)?+ 4kép?
bD = llm

Si se multiplica el numerador y el denominador por la conjugada del numerador:

—4kép

bp = lim
P 6w ok (k- 6 — /(5 — k)2 + 4kp?)

Dividiendo numerador y denominador por §:

. —2kp
bD =élm >
—00 2
F(5-1-J0-5) )
—2kp
bD =
\/E(0—1—,/(1—0)2+0)
bD = \/Fp

Que es justamente b,
Resumen:

En general puede concluirse que si se comparan las pendientes de las rectas de
Deming y de minimos cuadrados ordinarios:

|by| < |bp|
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4.2 Comparacion entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la

pendiente de la recta de los minimos cuadrados horizontales

Se va a considerar en esta seccion, una recta de regresion de minimos cuadrados
horizontales, este tipo de recta no considera la existencia de varianza en los errores

de “y". Se establecera cual de las dos rectas de regresion (Deming o minimos
cuadrados horizontales) posee en general mayor valor absoluto en su valor de

pendiente.

Llamese b, a la pendiente de la recta de minimos cuadrados horizontales, esta
pendiente se logra cuando se hace § = 0 en la pendiente de la recta de regresion

de Deming.

Sxy = +/SxxSyy P

Reemplazando este valor:

95)

b =— |22 (13)

|-
RU'J
t8;

Haciendo:

kzsy_y
Sxx

Syy = kSyx

Reemplazando este valor en (13):

by = —
"Top

Caso 1
Cuandop >0
Teorema 4.2
Sip>0

b, > by
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Demostracion

Considérese la siguiente expresion:
46k(1—p?) =0

46k — 46kp? = 0

46k = 48kp?

26k = —26k + 48kp?

k% + 26k + 6% = k? =28k + 62 + 46kp?
(k+6)? = (6 —k)? + 46kp?

En la inecuacion anterior, el lado izquierdo es positivo se trata de una suma de dos
cantidades positivas al cuadrado, el lado derecho también lo es, puesto que k = 0,
6 =0.

Por lo tanto se cumple que:

k+68 = +/(6—k)? + 46kp?

2k —k+68 = /(8 —k)? + 45kp?

2k 2k—6+ /(8 —k)? + 48kp?

vk > k—8+ /(6—k)2 +48kp?
p 2pVk

b, = by

(Los dos términos de la desigualdad son positivos)

Caso 2

Cuando p < O0:
Teorema 4.2.1

Sip <0, entonces

b, < by
Demostracion

La demostracion es similar a la anterior hasta la linea:

2k >k -6+ /(8§ —k)? + 46kp?
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En el paso siguiente cuando se dividen ambos miembros por 2pVk ,la cantidad es
negativa y por lo tanto el signo de la inecuacion se invierte por lo tanto:

vk < k—8+ /(6—k)2 +48kp?

p = 2pVk

b, < bp

(Los dos términos de la desigualdad son negativos)

Caso especial 1

Cuando
p=0

Aplicando este valor a las respectivas expresiones de las pendientes, puede
deducirse que:

b, » —co cuando p = 0~

b, » o cuando p - 0%
Anteriormente se habia demostrado que:
bp =0,cuando k-6 <0

Ademas:

bp »-o enelcaso p—-» 0~ ,cuando k-6 >0
b, » o enelcaso p—- 0" ,cuando k-6 >0

Caso especial 2
by = bp
Cuando 6 =0

Demostracion:

_k—0+/(0— k)% + 4k(0)p?

D Zp\/];
Vi

bD:_
P

bn = bp
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En general puede concluirse que si se comparan las pendientes de las rectas de
Deming y de minimos cuadrados horizontales:

|bp| = |bgl
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4.3 Diferencias angulares entre la recta de minimos cuadrados ortogonales
(recta de Deming con é = 1) y recta de minimos cuadrados ordinarios (recta
de Deming con § — =)

En esta parte del estudio, se deduce la expresion para calcular la tangente del
angulo que forman la recta de regresion de minimos cuadrados ortogonales y la
recta de minimos cuadrados ordinarios. Nuevamente se recurre a los fundamentos
de la geometria analitica. El resultado se expresa en funcion de k (S, /Sx,) Y del

coeficiente de correlacion de Pearson (p).

La tangente del angulo ¢ que forman dos rectas con pendientes A, y 1, es:

M= A,

tg(p) = m

La pendiente de la recta de minimos cuadrados ordinarios es:
Vkp

Por su parte la pendiente de la recta de minimos cuadrados ortogonales es:

k—1+/(k—1)2+ 4kp?
2vVkp

Si 6 es el angulo que forman las dos rectas:

k—1+\/(k—1)2+4kp2_\/—

k
tg(6) = 2Vkp i (14)
1+<k—1+\/(k—1)2 +4kp2>\/E
2Vkp P

Tangente del angulo 6, cuando k = 0.

A continuacion se determina el valor de la tangente del angulo que forman la recta
de regresion de minimos cuadrados ortogonales y minimos cuadrados ordinarios en

S
el caso extremo en que k = % = 0.

XX

Teorema 4.3

Sea:
Vkp

La pendiente de la recta de los minimos cuadrados ordinarios y:
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k—1++/(k—1)2 + 4kp?
2vkp

La pendiente de la recta de minimos cuadrados ortogonales.
Si k = 0, entonces la tangente del angulo formado por las dos rectas es cero.
Demostracion:

Es inmediato en este caso (k=0), que la pendiente de la recta de los minimos
cuadrados ordinarios es cero.

Se requiere encontrar el valor de la pendiente de la recta de los minimos cuadrados
ortogonales cuando (k=0):

k—1+/(k—1)2+ 4kp?
2vVkp

Multiplicando esta pendiente por el conjugado del numerador resulta:

(k —1+/k-D2+ 4kp2)(k —1- k-1 + 4kp2)
2Vkp(k — 1 - (k= D? + 4kp? )

Finalmente se obtiene:

2k

k—1—/(k—1)2 + 4kp?

Al hacer k=0, la pendiente es cero.

Por lo tanto:
tg(0) = 0-0 _,
T OO

Conclusion: cuando k=0, la tangente del angulo formado por las rectas de minimos
cuadrados ordinarios y minimos cuadrados ortogonales es cero.

Tangente del angulo 0, cuando k — .

En esta parte del estudio se determina el valor de la tangente del angulo que forman
la recta de regresion de minimos cuadrados ortogonales y minimos cuadrados
ordinarios en el caso extremo en que k — oo.
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Teorema 4.3.1
Sea:
Vkp

La pendiente de la recta de los minimos cuadrados ordinarios y:

k—1++/(k—1)2 + 4kp?
2vkp

La pendiente de la recta de minimos cuadrados ortogonales.

Sik — oo, entonces la tangente del angulo formado por las dos rectas es cero.

Demostracion:

Realizando desarrollo algebraico en la expresion (14) de la tangente del angulo

formado por las dos rectas, se llega facilmente a:

£ (8) k= 14/(k —1)? + 4kp? — 2kp?
g (k +14+/(k—1)2 +4kp2)\/Fp

Aplicando limite cuando k — oo:

k—1+4(k—1)2+ 4kp? — 2kp?
t9(8) = lim Jk =1 p p
k=co (k+1+\/(k—1)2+4kp2)x/Fp

Dividiendo numerador y denominador por k:

_ 1—1/k+ (1 = 1/k)% + 4p? [k — 2p?
tg(8) = lim
k—oo (1 +1/k+J(1 - 1/k)2 + 4p2/k)\/EP

tg(0) =0, p=+1.

Conclusion: cuando k tiende a infinito, la tangente del angulo 6 es cero.
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Determinacion del valor de k que produce el maximo angulo entre larecta de
minimos cuadrados ortogonales y minimos cuadrados ordinarios.

En esta seccion se encuentra un interesante resultado, consistente en que existe
un valor de k = S,,,,/S,, para el cual la diferencia angular entre la recta de minimos
cuadrados ortogonales y la recta de minimos cuadrados ordinarios tiene en valor
absoluto un maximo. Se determina ese valor k. Finalmente se establece a partir del
valor de dicho angulo.

Teorema 4.3.2

Siendo:
— — 2 2
k—1+/(k—1)2+4kp _VEp
tg(@) = 2Vkp
1+<k—1+\/(k—1)2 +4kp2>\/F
2vVkp P

La tangente del &ngulo formado entre la recta de minimos cuadrados ordinarios y
minimos cuadrados ortogonales, se producen maximos y minimos relativos en:

x =3

Cuando p>0
Maximo relativo.

Cuandop <0
Minimo Relativo

Demostracion:
A la pendiente de la recta de los minimos cuadrados ortogonales se le llama W y a

la recta de los minimos cuadrados ordinarios se le llama Z (Estos reemplazos se
realizan para facilitar los calculos).

k=14 /(k—1)2 + 4kp?

W = N (15)
Z=+Vkp (16)

w-2Z
t9(0) =17

La tangente del angulo 6 es funcién de la variable k, entonces:

tg(0) = F(k)
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Se encontrara el valor de k para el cual la diferencia angular es maxima,
manteniendo el coeficiente de correlacion de Pearson (p) constante.

Para ello se deriva la funcion con respecto a la variable k y se iguala a cero:

daw dz

( dz
F'(k) = dk

)(1+WZ) (de+dk )(W—Z)
(1 + WZ)2

Un trabajo algebraico de la anterior expresién conduce a la siguiente expresion de
primera derivada igualada a cero:

2y _4Z 2
dk Wa+z2)- A+ W)

Fi = (1+Ww2z)2

le 1+ 272 17
Taswy = ass  an

Es inmediato que derivando (15):

dz p

aw
Es mas laborioso encontrarﬁ , Sin embargo aplicando procedimientos de

derivacion a la expresion (16), se llega a:

x/%—i(k —1+/—DZ+4kp?) |  (19)

aw 1 < k—1+2p2 )
2Vk

dk ~ 2pk Jk — D)2 + 4kp?

También por desarrollo, se puede afirmar que:

w2 = 2k1 2 (G = 1% + (k= DYk = DZ+ 4kp? + 2kp?)  (20)

Previamente, por (16) se sabia que:
Z= \/I?p

Reemplazando los valores: (16), (18), (19) y (20) en la ecuacién (17):

p

m(l + %pz((k —1)%+ (k— 1)/ (k —1)2 + 4kp? + 2kp2)> =
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1 k—1+ 2p? 1
Ik <1+\/(k_1)2+4k‘02>\/§—ﬁ(k—1+\/(l{—1)2+4kp2) (1 + kp?)

Realizando algunas reducciones:

(k + (Y — 1)? + 4kp? + k — 1))

Jk = 12 + 4kp?

(4kp? + (k — 1)) (k —1+J(k—1)2 + 4kp2) = (1 + kp?) (

Finalmente se llega a:

(4kp? + (k — 1)% — (1 + kp?) (k + 1))(J(k —1)Z + 4kp? + k — 1) =0 (21)
Tomando el primer factor de (21):

akp? + (k-1 -1 +kp®>)(k+1) =0

Realizando operaciones:

k(3p2+k—-3—-kp?) =0

(Bp? -1 —k(p*-1)k=0

(P> -1DEB-kk=0

Se obtienen las soluciones:

k=3
k=0

Tomando el segundo factor de (21):

Jke—1)2+4kp2+k—-1=0

Se obtiene la solucion:

k=0

Criterio de segunda derivada para definir maximos o minimos relativos.

El desarrollo de la segunda derivada es laborioso y por eso no se incluye en este
estudio, pero puede demostrarse que:

Cuando p>0
F"(3) <0
Méaximo relativo.

82



Cuandop <0
F'(3)>0
Minimo Relativo

El valor del &ngulo para k = 0, ya se analiz0 al inicio de este capitulo. En este punto
no hay continuidad puesto que no se puede establecer limite por la izquierda,
teniendo en cuenta, que k > 0.

Corolario 4.3.3

Considérese el valor critico encontrado en k = 3:

Reemplazando el valor k =3 en la expresion de la tangente del angulo formado

por las dos rectas (14), se obtiene la siguiente expresion de diferencia angular
maxima para p >0 y minima para p < 0.

V3p2+1-3p2+1

tg(6) =
\/3_p( 3p2+1+2)
V3p2+1-3p*+1
0 =arc.tg P P (22)

V3p(\3p7 +1+2)

El anterior es el maximo valor o minimo valor del &ngulo formado entre la recta de
minimos cuadrados ortogonales y la recta de los minimos cuadrados ordinarios.

Los valores maximo y minimo, son iguales en valor absoluto, la anterior afirmacion
es consecuencia de la simple inspeccion de la ultima expresion.

Si 6 es positivo el angulo se mide desde la recta de minimos cuadrados ordinarios
hasta la recta de minimos cuadrados ortogonales en sentido anti horario.

Si 6 es negativo el angulo se mide desde la recta de minimos cuadrados ordinarios
hasta la recta de minimos cuadrados ortogonales en sentido horario.

En general puede afirmarse que el valor del angulo tomado en valor absoluto es
maximo para k = 3.
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Grafica 3. Angulos en grados entre la recta de minimos cuadrados ortogonales y la recta
de minimos cuadrados ordinarios para valores de k
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Se aprecia lo demostrado, el mayor angulo entre las rectas de regresién de minimos cuadrados
ordinarios y minimos cuadrados ortogonales se produce cuando k=3. Se han empleado distintos
valores positivos del coeficiente de correlacion de Pearson. Las abscisas corresponden al valor de k
y las ordenadas al dngulo en grados.

Linea negra: p = 0,75, Linea verde: p = 0.80, Linea roja: p = 0.85, Linea amarilla: p = 0.90, Linea azul:

p=0.95
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Grafica 4. Angulos entre la recta de minimos cuadrados ortogonales y minimos cuadrados
ordinarios cuando k=3, en funcion del coeficiente de correlacién de Pearson

Grados

1

En las abscisas aparecen los valores del coeficiente de correlacién de Pearson y en las ordenadas los
angulos en grados
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4.4 Diferencias angulares entre la recta de minimos cuadrados horizontales
(recta de Deming con § = 0) y recta de minimos cuadrados ortogonales (recta
de Deming con § — =)

En este aparte, se deduce la expresion para calcular la tangente del angulo que
forman la recta de regresion de minimos cuadrados horizontales y la recta de
regresion de Minimos cuadrados ortogonales. Se aplican conceptos basicos de la
geometria analitica. El resultado se expresa en funcion de k (S,,/Sy) Yy del

coeficiente de correlacion de Pearson (p).

La pendiente de la recta de minimos cuadrados horizontales es:

Vk/p

Por su parte la pendiente de la recta de minimos cuadrados ortogonales es:

k—1++/(k—1)2+ 4kp?
2Vkp

Si 6 es el angulo que forman las dos rectas:

VE _k—=1+(k—1)? +4kp?

P 2vVkp
0) = 23
t9(6) 1+ﬁ<k—1+\/(k—1)2+4kp2> (23)
P 2Vkp

Tangente del angulo cuando k=0

Es inmediato , en este caso (k = 0), que la pendiente de la recta de los minimos
cuadrados horizontales es cero.

Ya se habia demostrado anteriormente que en el caso (k=0), la pendiente de la recta
de minimos cuadrados ortogonales es cero.

Por lo tanto:
tg(0) = 0-0 __,
I ZTE 0 -

Conclusion: cuando k=0, el angulo formado por las rectas de minimos cuadrados
horizontales y minimos cuadrados ortogonales es cero.

Tangente del angulo 9, cuando k — oo:
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A continuacion se determina el valor de la tangente del angulo que forman la recta
de regresion de minimos cuadrados horizontales y minimos cuadrados ortogonales
en el caso extremo en que k — oo.

Teorema 4.4

Vik/p

La pendiente de la recta de los minimos cuadrados ordinarios y:

k—1+/(k—1)2+ 4kp?
2vVkp

La pendiente de la recta de minimos cuadrados ortogonales.
Si k — o, entonces la tangente del angulo formado por las dos rectas es cero.
Demostracion

Realizando trabajo algebraico en la expresion (23), se llega a:

(k +1-Jk—D2+ 4kp2)p
202 +k—1++/(k—1)2+ 4kp2)x/F

tg(6) =
(

Aplicando limite cuando k - co:

(k+1- k= D)2 +4kp?)p
tg(0) = lim
ke (2p2 +hk—1+/(k—1)2+ 4kp2)\/F

Dividiendo numerador y denominador por k:

(1+1/k = JA =1/ + 4p7/k)p
tg(6) = lim
k2% (2p2 fk +1 = 1/k + (T = 1/k)2 + 4p2/k Wk

tg(@) =0

Por lo tanto, cuando k tiende a infinito, la tangente del angulo 6 es cero.
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Determinacion del valor de k que produce el maximo angulo entre la recta de
minimos cuadrados horizontales y la recta de minimos cuadrados
ortogonales.

En este aparte se encuentra un llamativo resultado, consistente en que existe un
valor de k = S,,,/S,, para el cual la diferencia angular entre la recta de minimos
cuadrados horizontales y la recta de minimos cuadrados ortogonales tiene en valor
absoluto un maximo. Se determina ese valor k. Finalmente se establece a partir del
valor de dicho angulo.

Teorema 4.4.1

Siendo:
VE _k—1+(k—1)? +4kp?
p 2Vk
tg(9) = Vkp
1+ﬁ<k—1+\/(k—1)2+4kp2>
p 2Vkp

La tangente del angulo formado entre la recta de minimos cuadrados horizontales
y minimos cuadrados ortogonales, se producen maximos y minimos relativos en:

x=1/3

Cuando p>0
Maximo relativo.

Cuandop <0
Minimo Relativo

Demostracion
Previamente se habia denominado W a la pendiente de la recta de los minimos

cuadrados ortogonales (15), a la recta de los minimos cuadrados horizontales se le
llama Q:

vk
Q= 3 (24)
—-w
tg(0) = 1Q+ oW

La tangente del angulo 6 es funcion de la variable k, entonces:

tg(0) = F(k)
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Se encuentra el valor de k para el cual la diferencia angular es maxima,
manteniendo p constante.

Para ello se deriva con respecto a la variable k y se iguala a cero:

dQ dw

POk = (G-Tr) a+aw - (GFw+ o) @- W) _

(1+Qw)?

Un trabajo algebraico a la anterior expresion conduce a:

dQ dw ~
AW -+ =0 (25

Al derivar (24) se obtiene:

dQ 1
dk — 2vkp

También de (24):

(26)

Q* = L (27)
p2

Por (19), se sabe que:

w1 k—14+2p? 1 _
ﬁ‘ﬂ((l J&k = D2 + 4kp? >\/E_ﬁ(k_1+‘/(k DZHkpZ))

También, por (20), se conoce que:

w2 = T — (k= )2 + (k = DYk = D? + 4kp? + 2kp?)

Reemplazando: (19), (20), (26) y (27) en (25) y realizando algunas reducciones:

1
2vVkp

1 k—1+2p2 k
T

Trabajando algebraicamente, la ecuacion, se llega a:

1
(1 + 2kp? ((k — 12+ (k — 1)/ (k — 1)% + 4kp? + kaz)) _
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(k—1+\/(k— 1)2 +4kp2)(1—3k) =0
Las soluciones son:

k=0
k=1/3

Criterio de segunda derivada para definir maximos o minimos relativos.

El desarrollo de la segunda derivada es laborioso y por eso no se incluye en este
estudio, pero puede demostrarse que:

Cuando p>0
F"(1/3) <0

Méaximo relativo.

Cuandop <0
F"(1/3) >0

Minimo relativo.

El valor del &ngulo para k = 0, ya se analiz0 al inicio de este capitulo. En este punto
no hay continuidad puesto que no se puede establecer limite por la izquierda,
considerando que k = 0.

Corolario 4.4.2

Reemplazando el valor k = 1/3 en la expresion del angulo formado por las dos
rectas se obtiene la siguiente expresion de desfase angular maximo:

V3p(2—T+3p?)
3p2 —1+,/1+3p?

El anterior es el maximo valor del angulo formado entre la recta de minimos
cuadrados horizontales y la recta de los minimos ortogonales.

0 =arc.tg

Si 6 es positivo el angulo se mide desde la recta de minimos cuadrados ortogonales
hasta la recta de minimos cuadrados horizontales en sentido anti horario.

Si 6 es negativo el angulo se mide desde la recta de minimos cuadrados ortogonales
hasta la recta de minimos cuadrados horizontales en sentido horario.

En general puede afirmarse que el angulo tomado en valor absoluto es maximo para
k=1/3.
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Grafica 5. Angulos en grados entre la recta de minimos cuadrados horizontales y la recta
de minimos cuadrados ortogonales para valores de k.
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Se aprecia lo demostrado, el mayor dngulo entre las rectas de regresién de minimos cuadrados
horizontales y minimos cuadrados ortogonales se produce cuando k=1/3. Se han empleado
distintos valores positivos del coeficiente de correlacion de Pearson. Las abscisas corresponden al
valor de k y las ordenadas al dngulo en grados. Linea negra: p = 0,75,Linea verde: p = 0.80, Linea
roja: p = 0.85, Linea amarilla: p = 0.90, Linea azul: p = 0.95

Propiedad 1. Se obtuvieron las expresiones para obtener los angulos maximos
(desfases) para dos situaciones: a) formado por la recta de minimos cuadrados
ortogonales y minimos cuadrados ordinarios b) formado por la recta de minimos
cuadrados horizontales y minimos cuadrados ortogonales. Es interesante notar que
cuando se racionalizan los denominadores de las expresiones, se descubre que
esas diferencias méaximas (en el primer caso cuando k=3 y en el segundo cuando
k=1/3) son iguales y se expresan de la siguiente manera:

V3(9p2 —1—(3p? + 1)3/2)>
Ip(p?-1)

0 = arc. tg(

Propiedad 2. El angulo formado entre la recta de minimos cuadrados ortogonales
y larecta de minimos cuadrados ordinarios es igual al angulo formado entre la recta
de minimos cuadrados horizontales y la recta de minimos cuadrados ortogonales
cuando k = 1.
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Teorema 4.4.3

El angulo formado entre la recta de minimos cuadrados ortogonales y la recta de
minimos cuadrados ordinarios es igual al angulo formado entre la recta de minimos
cuadrados horizontales y la recta de minimos cuadrados ortogonales cuando k = 1.

Demostracion:

Se demuestra planteando la igualdad entre las expresiones (14) y (23)

k—1+\/(k—1)2+4kp2_\/E vk k—=1+/(k—1)2 + 4kp?
2vVkp P __r 2Vkp
k—1++/(k—1)2+ 4kp? vk k—1+\/(k—1)2+4kp2)
1+< N >\/Fp 1+p< o

El desarrollo algebraico de la ecuacion entrega como resultado:
k=1

Y para ese valor se obtiene un angulo, en los dos casos de:

559
arc.tg | ——
1+p

Para p>0

. <1+p)
arc.tg -1

Para p<0
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Grafica 6. Resumen de angulos entre rectas de minimos cuadrados ortogonales y minimos
cuadrados ordinarios, también de angulos entre rectas de minimos cuadrados horizontales
y minimos cuadrados ortogonales.
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Se aprecian los angulos en grados entre rectas de minimos cuadrados ortogonales y minimos
cuadrados ordinarios, con valores maximos en k=3. También se observan las diferencias entre
rectas de minimos cuadrados horizontales y minimos cuadrados ortogonales con valores maximos
en k=1/3. Nétese que cuando k=1, el dngulo es igual en los dos casos estudiados, se han empleado
valores p > 0, de la siguiente manera: Linea negra: p = 0,75, Linea verde: p = 0.80, Linea roja: p =
0.85, Linea amarilla: p = 0.90, Linea azul: p = 0.95. Las abscisas corresponden a los valores de k y las
ordenadas a los angulos medidos en grados.
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CAPITULO 5

COMPARACION DE COEFICIENTES DE DETERMINACION R2 DE LAS RECTAS
DE REGRESION DE MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS Y MINIMOS
CUADRADOS ORTOGONALES

Si se considera que las dos modalidades mas empleadas en la familia de regresion
de Deming son la recta de minimos cuadrados ordinarios y la recta de minimos
cuadrados ortogonales, se justifica realizar un estudio comparativo completo y
exhaustivo sobre los coeficientes de determinacion respectivos.

Se deduciran las expresiones de SCT y SCE para las dos rectas de regresion, con
base a lo anterior se encuentran los coeficientes de determinacion para cada una
de ellas.

Posteriormente se demuestra que la diferencia entre el coeficiente de determinacion
de la recta de minimos cuadrados ortogonales y minimos cuadrados ordinarios es
siempre mayor o igual a cero.

Se establece una funcién F(p) para las diferencias de coeficiente de determinacién
entre la recta de minimos cuadrados ortogonales y minimos cuadrados ordinarios
en funcién del coeficiente de correlacion de Pearson, y se determinan con
minuciosidad el valor de la funcion para cada circunstancia de correlacién de,
varianzas y covarianzas de las variables. Definiéndose maximos y minimos y
presentandose en un cuadro resumen.

5.1 SCE en las rectas de regresion de minimos cuadrados ordinarios y
minimos cuadrados ortogonales.

La SCE en las rectas de regresion que se consideran en el presente capitulo no son
solamente una métrica sino un insumo preliminar para la determinacién ulterior del
coeficiente de determinacién y la comparacion de estos valores en los dos casos.

Suma de cuadrados de errores en una recta de regresion de minimos
cuadrados ordinarios

Teorema 5.1

Siendo P;(x;,y;); i = 1,2,3...,n un conjunto de puntos, la suma de cuadrados de
errores en una recta de minimos cuadrados ordinarios es:

(Sn)”
Sxx

SCE, =S, —

Demostracion
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Considérese nuevamente la recta de regresion:

y=a+ bx

La cual se establecio a partir de un conjunto de n puntos.

La suma de cuadrados de errores verticales (SCE,) de la Recta de minimos

cuadrados ordinarios se determina de la siguiente manera:

SCE, = ) (=9’

SCE, = Z(yi —a — bx;)?

En todas las regresiones lineales de minimos cuadrados, la recta pasa por el

centroide de los puntos:
a=y—bx

Por lo tanto:
SCEy = ) (01 =9~ b(xi - D)’
SCEy = ) (0 = 7% = 2b(yi = o = B + b2(xi = ?)

SCE, = Sy, — 2bS,y + b%Syy

Cuando se usan minimos cuadrados ordinarios:

b= Sﬂ
Sxx
Por lo tanto:
2
S
SCE, =S, — (Siy) (28)
Sxx
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Suma de cuadrados de errores en una recta de regresiéon de minimos
cuadrados ortogonales.

Teorema5.1.1

Siendo P;(x;,y;); i = 1,2,3...,n un conjunto de puntos, la suma de cuadrados de
errores en una recta de minimos cuadrados ortogonales es:

Sxx Syy - \/(Sxx - Syy)z + 4(Sxy)2

SCE, = z

Demostracion:

La suma de cuadrados de errores ortogonales (SCE,) de la Recta de Minimos
Cuadrados Ortogonales se determina de la siguiente manera:

Del teorema 5.1, conocida la expresion de SCE, como funcion de b bastara con
dividir el resultado por la secante al cuadrado del &ngulo de inclinacién de la recta
de regresion (dicha secante al cuadrado tiene por valor (b? + 1)):

Syy = 2bSyy, + b%Syy
bz +1

SCE, =

Pero en el caso de recta de minimos cuadrados ortogonales:

Syy = Sxx \/(Sxx - Syy)z + 4(Sxy)2

b=
25,y

Reemplazando este valor y luego de realizar reducciones se llega a:

Sex T Syy - J(Sxx - Syy)z + 4(5xy)2
SCE, = > (29)
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5.2 R2 Recta de minimos cuadrados ordinarios y recta de minimos cuadrados
ortogonales.

En general, en las rectas de regresion, el coeficiente de determinacidon se expresa
de la siguiente manera:

SCE

RZ =1 ——
SCT

Donde SCE es la suma de los cuadrados de los erroresy SCT es la suma de los
cuadrados totales.

Coeficiente de determinacién en recta de minimos cuadrados ordinarios (R?):
Teorema 5.2

El coeficiente de determinacion R? en una recta de minimos cuadrados ordinarios es:

_ (o)

R2 =
v SxxSyy

Demostracion:

R2 =120ty (30)
v SCT,

SCT, =Sy, (31)
Reemplazando (28) y (31) en (30):

Syy - (Sxy)z/sxx

Ri=1-
S
5 yy
Rz — (SXJ/)
v SxxSyy

Coeficiente de determinacién en recta de minimos cuadrados ortogonales (R?)
Teorema 5.2.2

Coeficiente de determinacion en recta de minimos cuadrados ortogonales (R2) es:

. Sex + Sy, + J(sxx — S,)% + 4(Syy)’
o 2(Sxx +Syy)

Demostracion:
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RZ=1- SCE, (32)
© SCT,

SCT, =Sy + Sy, (33)

Reemplazando (29) y (33) en (32):

Sxx T Syy - \/(Sxx - Syy)z + 4‘(Sxy)2
RZ=1-
0

2(Syx + Syy)

. Sx + Syy + J(sxx — Sy)% + 4(Syy)’°
o 2(Sxx + Syy)
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5.3 Comparaciéon de R? entre las rectas de regresion de minimos cuadrados

ortogonales y minimos cuadrados ordinarios

Se demuestra en este aparte qué para todos los casos posibles, la diferencia entre
los coeficientes de determinacion entre la recta de minimos cuadrados ortogonales

y minimos cuadrados ordinarios es mayor o igual que cero.

Teorema 5.3

Sea R? el coeficiente de determinacion de la recta de minimos cuadrados
ortogonales y RZ el coeficiente de determinacion de la recta de minimos cuadrados

ordinarios, entonces:

R2—RZ >0

Demostracion:

R?2 — R2 = 5xx+5yy+\[(5xx_5yy)2+4(Sx3’)2 (Sxy)z
0 v = 2(Sxx+Syy) SxxSyy

Si se reemplaza:
(Sxy)z = pZSxxSyy

Donde p es el coeficiente de correlacion de Pearson:

2
. Syx +Syy + J (Sxx = Syy)” + 4SxxSyyp?

R%2 — RZ2 = _
o = My 2(Syx + Syy) p

2

La expresion también puede escribirse asi:

2
1 \/(Sxx - Syy) + 4SxxSyyp®
— + —
2 2(Sux + Syy) p

Notese que:
p* <>

R2 — R2>0

Se estudia a continuacién el caso en que:
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p* =

N =

El numerador de la diferencia de coeficientes de determinacién es:

2
\/ (Sxx = Syy)” + 4SyxSyyp? — (Sxx + Syy ) 2p* = 1)
El denominador no se tiene en cuenta porgue es positivo

Realizando trabajo algebraico también puede expresarse asi:

\/ng + 82, + 25 Syy (202 — 1) — (Sxx + Sy ) 202 — 1) (34)

Hagase:
z=2p* -1
Por lo tanto:
0<z<1

Reemplazando el valor de z en (34) :

J SEe+ SEy + 2284xSyy — (Sxx + Syy )z

Si esta cantidad se multiplica y divide por su conjugada y no se escribe el
denominador puesto que es positivo:

SZe+ SZ, + 225, S,y — (Sxx + Syy ) 22

Six + S5y + 2285428y, — Siyz? — 2228,,Syy — S5y Z?

SE(1—22) + S5, (1 — 2%) + 228, Syy (1 —2) 2 0

Conclusion:

En todos los casos:

RZ—RZ >0

La recta de regresion minimos cuadrados ortogonales posee mayor o igual

coeficiente de determinacion que la recta de regresion de minimos cuadrados
ordinarios.
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5.4 Diferencias entre R? de las rectas de regresion de minimos cuadrados
ortogonales y minimos cuadrados ordinarios.

La diferencia entre los coeficientes de determinacion entre la recta de minimos
cuadrados ortogonales y minimos cuadrados ordinarios (R2 — RZ), se plantea ahora
como una funcion del coeficiente de determinacion de Pearson:

Sex + Sy, + \/ (Sux = Syy)” + 4SSy, p?
2(Sxx +Syy )

F(p) = —-p*  (35)

En esta seccion y mediante el uso del calculo diferencial, se procede a determinar
los puntos criticos para F(p). Durante la demostracion del teorema que se enuncia
a continuacion se definen ademas los valores correspondientes a dichos puntos
criticos. El analisis es exhaustivo

Teorema 5.4
Establecida la diferencia de coeficientes de determinacion entre la recta de minimos

cuadrados ortogonales como una funcion del coeficiente de correlacion de Pearson
(35):

2
Sex + Syy + \/ (Sxx = Syy)” + 4SSy, p?

— p2
2(Sxx +Syy )

F(p) =

Los puntos criticos de dicha diferencia se encuentran en:

p=0

2
_ . 1 (Sxxsyy)2 - ((Sxx)z - (Syy)z)
T 2(Se +Sy) SxxSyy

p

Demostracion:

Se buscan puntos criticos haciendo:
F'(p)=0

25xxSyyp

(Sxx + Syy) 4SxxSyyp? + (Sxx - Syy)z

F'(p) = —2p =0

Trabajando algebraicamente la expresion, se obtienen puntos criticos en:
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I
o

2
_ 1 (Sxxsyy)z - ((Sxx)z - (Syy)z)
T T 2(Se + Syy) SxxSyy

p

Se establece la segunda derivada pare definir si en esos puntos criticos existen
maximos y/o minimos relativos:

2
" SyxS 4( Sy, S
F'(p) = xxOyy _ (SxxSyyP) 1

N3/2
(St 5 155+ 55 55 (5050 (5,

5.41 Estudio de puntos criticos en la diferencia de coeficiente de
determinacién, cuando p = 0.

Primer caso: Cuando S, > Sy,

SxxSyy

F (0) N (Sxx)z - (Syy)z B

1

Si:
SxxSyy > (Sxx)z - (Syy)z
F'(0)>0

Se esta en un minimo relativo y la diferencia de coeficientes de determinacion es:

S
F(p) = s —
Sxx T Syy

Si, por el contrario:
2
Sxxsyy < (Sxx)z - (Syy)
F'(0)<0
Se esta en un maximo relativo y la diferencia de coeficientes de determinacion es:

Sx X

Flp) = c—<—
Sex + Syy

Segundo caso: Cuando S,,<S,,
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" _ Sxxsyy _
F (0) B (Syy)2 - (Sxx)z !

Si:
SxxSyy > (Syy)z — (Sxx)?
F'(0)>0

Se esta en un minimo relativo y su valor es:

S
F(0)=—2—
Syx + Syy
Si:
2
SxxSyy < (Syy)” = (Sxx)?
F'(0)<0

Se estd un maximo relativo y su valor es:

S
F(0) = —2—
Sex + Syy

Estudio de puntos criticos en la diferencia del coeficiente de determinacion
cuando:

2
_ 1 (Sxxsyy)2 - ((Sxx)z - (Syy)z)
" 2(Sx + Syy) SxxSyy

(36)

Dichos valores son reales bajo las siguientes condiciones:

2
a) Sxx > Syy SxxSyy > (SXX) (Syy)
b) Syx <Syy SyxS vy >( y) (Sxx)z
En estos casos puede demostrarse que la segunda derivada es menor que cero, en
consecuencia, en estos valores de coeficiente de correlacion, existen maximos
relativos.

Reemplazando (36) en (35) se obtiene:

(Sxx) + (Syy) Sxxsyy )
F(p) = +
RN [ = e
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Un caso que amerita tratarse de manera especial se presenta cuando:
Caso especial:

Sxx = Syy

Bajo esta circunstancia:

1+ p—2p?
Fp) = ——
Para p>0 vy

1—p—2p?

F(p) = >

Para p<0

Los criterios de primera y segunda derivada permiten demostrar que en:

e

p==
Existen maximos relativos cuyo valor es:
F<+ 1) _ 9

—4) " 16
Para todos los casos

Para todos los casos posibles:

F(£1)=0
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Resumen

En el siguiente resumen, se sintetiza el resultado del estudio para la diferencia de
los coeficientes de determinacion entre la recta de regresion de minimos cuadrados
ortogonales y minimos cuadrados ordinarios, para todas las circunstancias posibles:

Resumen
Condiciones Minimo Maximos F(+1)
SN 2 1 [6aS) = (607 = (51)°)
SxxSyy > (Sxx) - (Syy) S p= —2(5 S ) S
F(,D) — P XX + vy XXCYYy
Sex T+ Syy
2 F(+1) =
_ 1 (Sxx)z + (Syy) SxxSyy (_ )
F(P) = + 2
4 SxxSyy (Sxx + Syy)
Relativo Relativos
SXX < Syy p = 0 5
S S 2 S )2 1 (Sxxsyy)z - ((Sxx)z - (Syy)z)
xxyy>(yy) _(xx) S P=_2(S +S) S.S
_ vy XX vy XXCyy
F(0) =c——
Sex + Syy 2
1((Sx)? + (Syy) SxxSyy F&D =
F(p) == 2
. 4 SxxSyy (Sex + Syy)
Relativo Relativos
Sxx > Syy p=0
2
SxxSyy < (Sxx)z - (Syy) Sxx F(x1) =0
F(0) = -
Sxx + Syy
Relativo
Sxx < Syy p=0
2
SxxSyy < (SJW) - (Sxx)z Syy F(+1) =
F(0) =
Sxx + Syy
Relativo
Sxx:Syy p=0 p=+l
1 I 9
1 F(+1) =
F(0) =5 1) T 16
Relativos

Notese que en el intervalo de coeficiente de correlacion:

-1<p<1

Para todos los casos posibles:

F(p)=0
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Se muestra huevamente que:
R2—R2 >0

El resultado de este aparte, es compatible con lo demostrado en el capitulo 3,
respecto a qué para todas las rectas de regresion de Deming, el mayor coeficiente
de determinacion se obtiene cuando se emplea la regresion ortogonal.

Grafica 7. Diferencia de coeficiente de determinacion F(p) para las condiciones: Sx>Sy,.
SxxSyy < (Sx)?*-(Syy)?

o)

- = 0.7 — .

\
/ \
Y 0.8 06 0.4 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 p \!
) 1 1 1 1 1 1 1 1 |

En las abscisas el coeficiente de correlacion de Pearson (p), en las ordenadas la diferencia
en los coeficientes de determinacion F(p). En este caso se ha empleado:S,, = 25, S,, =9
Existe un maximo relativo en: p = 0,  F(0) = S,/ (Sxx + Syy) = 25/34
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Grafica 8. Diferencia de coeficiente de determinacion F(p) para las condiciones: Sx>Syy,

SxxSyy > ( SXX) 2 _(SVY) 2

F(P)

= 0.&

04

—0.2

P\

En las abscisas el coeficiente de correlacion de Pearson (p ), en las ordenadas la diferencia en los
coeficientes de determinacion (F(p)). En este caso se ha empleado: Sy, = 8,5,,, = 6. Existe un

.. . L. . 1
minimo relativo en: p =0, F(0) = Sy/(Sxx +Syy) = 4/7. Maximos relativos en:p = i51/95/3

, F(p) = 1369/2352

Grafica 9. Diferencia de coeficiente de determinacion F(p) para la condicion: Syx=S,,.

-0.8
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-0.4
|

0.2
1

F{p)

—0.6
Pl
| 0.4
0.2

0.2

0.2
1

0.4
1

0.6
1

0.8
1

p\

En las abscisas el coeficiente de correlacién de Pearson (p ), en las ordenadas la diferencia en los
coeficientes de determinacion (F(p)). Se ha empleado S, = S,,=5. Minimoen p =0,

F(0) = 1/2.

Méaximos relativos en p=+1/4, F(£1/4) =9/16
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CAPITULO 6

RAZONES DE PENDIENTES ENTRE RECTAS DE REGRESION DE DEMING Y
ORTOGONAL. RECTAS DE REGRESION DE DEMING INCLUIDAS EN EL
INTERVALO DE CONFIANZA DE LA RECTA DE REGRESION ORTOGONAL

En este capitulo, se logra amalgamar el estudio geométrico y matematico de la recta
de regresion de Deming con inferencia estadistica, concretamente con los intervalos
de confianza.

En esta oportunidad, también se hace:
k = Syy/Sxx

Se encuentra la razén entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la
pendiente de la recta de regresion ortogonal, se realiza un estudio completo sobre
ese cociente, incluyendo valores maximos y minimos, encontrandose que cuando
k = +/§ el valor de la razén es minimo cuando § > 1 y maximo cuando § < 1. A esas
razones (maximas o minimas) se les llama extremas y sobre estas razones
extremas se adelanta un estudio en funcion del coeficiente de correlacion.

Realizado el estudio de razones entre pendientes y como una parte introductoria a
los intervalos de confianza, se fija un desfase (intervalo) de la pendiente de la recta
de regresion ortogonal y se encuentra las razones de varianzas de errores (§ )que
quedan contenidas en ese intervalo, esto significa las rectas de regresion de Deming
incluidas en el desfase.

Desarrollada la teoria expuesta en el anterior parrafo, se determina un intervalo de
confianza (1 — a)100 para la pendiente de regresion ortogonal y se encuentra las
razones de varianza de errores (6) incluidas en el intervalo, es decir las rectas de
regresion de Deming incluidas en el intervalo de confianza de la recta de regresion
ortogonal.

Finalmente, se plantea un chequeo fundamentado en un conocimiento previo que
pueda tenerse sobre un intervalo de los posibles valores para la razén de varianzas
de errores (8). El procedimiento desarrollado permite concluir si la recta de regresion
de Deming correspondiente, queda incluida en el intervalo de confianza de la recta
de regresién ortogonal.
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6.1 Razén entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la pendiente
de la regresién ortogonal

Se establece la expresidn general para la razén entre la recta de regresion de
Deming y la pendiente de la regresion ortogonal. En funcion de k =S,,,/S,, y el

coeficiente de correlacién de Pearson p.

Haciendo:
k = Sﬂ
SXX

La relacion entre las dos pendientes se expresa de la siguiente manera:

(k — & ++/(k — 8)% + 4k&p?) /2\kp
(k =1+ /(k — 1) + 4kp?)/2vkp

Simplificando:

k=38 ++/(k—8)%+ 4kdp?
k—1++/(k— 1)+ 4kp?

(37)

6.1.1 Valor de la razén cuando k — 0:

Se estudia el valor de la razén cuando k— 0

Teorema 6.1.1

Siendo:

k=684 (k—8)2+ 4kdp?
k—1++(k—1)%+ 4kp?

La razdn entre la pendiente de la regresion de Deming y la pendiente de la regresion
ortogonal, si k — 0, el valor de dicha razén es 1.

Demostracion:

. k—6&++(k—8)?%+ 4kép>
1m
k=0 o — 1+ /(k — 1)2 + 4kp?
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Multiplicando numerador y denominador por la conjugada del numerador y
multiplicando numerador y denominador por la conjugada del denominador, se
obtiene:

—4kSp?(k — 1 —/(k — 1)% + 4kp?)
m
k=0 —4kp2(k — 6 —/(k — 6)2 + 4kSp?

Sk —1—+/(k — 1)2 + 4kp?)
m
k=0 (k — 8 —/(k — 8)% + 4k8p?

50— 1—4/(0 - 1) +4(0)p?)
(0—6—+/(0—8)%+ 4(0)6p2?

82 _

—26
6.1.2 Valor de la razén cuando k —»
Se estudia el valor de la razén cuando k — oo:

Teorema 6.1.2

Siendo:

k=& ++/(k — 8)2 + 4kSp>
k—1++/(k—1)%+ 4kp?

La razdn entre la pendiente de la regresion de Deming y la pendiente de la regresion
ortogonal, si k — oo, el valor de dicha razén es 1.

Demostracion

i k=& ++/(k—8)%+ 4kdp?
m
koo — 1+ /(k — 1) + 4kp?

" 1—68/k++(1—8/k)? +486p?/k
koo 1 —1/k++/(1—1/k)? + 4p2 [k

Aplicando el limite:

1-0+ (1—0)2+0_1
1-0+4+,/(1-0)2+0
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6.1.3 Maximos o minimos relativos en la razén

En el estudio de la razon entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la
pendiente de la recta de regresion ortogonal, se determina el valor de k para el cual
existen maximos o0 minimos relativos en dicha razén.

Teorema 6.1.3

Siendo la razon de pendientes de la recta de regresion de Deming y la recta de
regresion de minimos cuadrados ortogonales (37):

k=& ++(k—8)%+ 4kép?
k—1+/(k—1)2 + 4kp?

Existe un minimo relativo de la razén en k = /6 , cuando § > 1.
Existe un maximo relativo de la razén en k = /6 , cuando 6 < 1.

Demostracion

Se deriva la expresion con respecto a k y se iguala a cero, obteniéndose
finalmente:

<1 k—3&+ 28p?

+\/(k—6)2+4k5p2>(k_1+‘/("‘1)2+4kp2) =

k—1+2p?
<1+ P

N 4kp2> (k — 8 ++/(k — 6) + 4kdp?)

El desarrollo de la ecuacidn para obtener las soluciones es largo y no se incluye,
pero puede demostrarse que dichas soluciones son:

k=0
k=6

Se estudio previamente, la solucion k = 0, en este punto al no hay continuidad para
la funcion.

En k =+/§ hay un punto critico. No es necesario recurrir a la segunda derivada
puesto que:

Cuando 6 > 1, se obtiene un minimo relativo en la razon, lo cual se puede inferir
facilmente si se considera que, para estos valores de cociente de varianzas de
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errores, la pendiente que se obtiene en la regresiéon de Deming es menor en valor
absoluto que la pendiente lograda en la recta de minimos cuadrados ortogonales

Cuando 6 < 1, se obtiene un maximo relativo en la razon, esto puede inferirse si se
tiene en cuenta que, para estos valores de cociente de varianzas de errores, la
pendiente que se obtiene en la regresion de Deming es mayor en valor absoluto que
la pendiente lograda en la recta de minimos cuadrados ortogonales. (Véase seccion
3.5)

Para mayor claridad de lo expuesto en los dos parrafos anteriores, véase las dos
graficas de razones entre pendientes de las rectas de regresion de Deming y de
regresion ortogonal que se presentan mas adelante en este capitulo. (Véase
seccion 3.5)

6.1.4 Valores maximos y minimos de la razén entre las pendientes de las rectas
de regresion de Deming y minimos cuadrados ortogonales.

Con los resultados obtenidos con la demostracion del teorema anterior, se calculan
los valores maximos y minimos en la razon de pendientes entre la recta de regresion
de Deming y la recta de minimos cuadrados ortogonales.

Corolario 6.1.4

Aplicando el resultado del teorema 6.1.3, segun el cual:

Existe un minimo relativo de la razén en k = /6 , cuando § > 1.
Existe un maximo relativo de la razéon en k = /6 , cuando § < 1.

Siendo la razén de pendientes entre la recta de regresion de Deming y la recta de
regresion ortogonal:

k=& ++/(k — 82+ 4kSp>
k—1++/(k—1)%+ 4kp?

Demostrar que esa razén tiene por valor:

2

1= VB4 (B - 1) + #Fp2
2p

Demostracion:

Se obtiene reemplazando el valor de k =+/& en la expresién de relacién (37):

112



\/3—5+\/(\/5—6)2+45\/3p2
\/S—1+\/(\/S—1)2+4x/3p2

1—\/S+\/(x/3—1)2+4x/3p2

V3
~(1=VB) + {(V5 - 1)" + 45p?

Racionalizando denominador:

/1—\/S+\/(\/§—1)2 +4x/§p2\2

)

Grafica 10. Razon entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la pendiente de
la regresion ortogonal cuando 6>1

bp/b,

-0.86 u

0.5 1 15 2 2,5 3 3.5 4 45 5 5.5 k
1 1 [ 1 1 1 1 1 1 1 1

En las abscisas los valores de k y en ordenadas la relacién entre las pendientes de la recta de
Deming y la pendiente de la recta de regresion ortogonal. En el ejemplo se ha empleado § =3yp =
0.8, ndtese que el minimo relativo se encuentra en k = v/3 y su valor es 0.87573019 justamente el
que corresponde a la expresién planteada.
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Grafica 11. Razén entre la pendiente de la recta de regresion de Deming y la pendiente de
la regresion ortogonal cuando 6<1

bD/bo
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 k

En las abscisas los valores de k y en ordenadas la relacion entre las pendientes de la recta de
Deming y la pendiente de la recta de regresion ortogonal. En el ejemplo se ha empleado § = 0.25y
p = 0.8, nétese que el minimo relativo se encuentra en k = 0.5 y su valor es 1,17848894 justamente
el que corresponde a la expresion planteada.

6.1.5 Razones extremas (maximas o minimas) entre pendientes

En el anterior aparte, se encontrd la expresion para calcular las razones extremas
(maximas o minimas) entre la pendiente de la recta de Deming y la pendiente de la
recta de regresion ortogonal en funcion del coeficiente de correlacién de Pearson
se demostré que esto sucede cuando k = /8§ .Dicha expresién contenida en (38)
es:

2

1= VB4 (VB - 1) + VFp2
2p

Inicialmente se estudiara el valor de esa razén extrema cuando 6 = 0

El reemplazo respectivo entrega el valor:
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1
p?
Se estudiara que sucede con esas razones extremas cuando § — oo

2

1 —x/3+\/(x/§— 1)° +4«/3p2\
z%l—g)lo 2p

Racionalizando numerador:

I/ 2
2Vép?

lim |

\.
|
Mkp \/(\/5—1)2+4\/§p2—(1—\/5)/|
Js:

Dividiendo numerador y denominador por

( \
| 202 |
lim | P |

o kp (J(1 —1/V8) + 4p2 V8 — (1/VE — 1)))

2p 2= )
<\/(1—0)2+0—(0—1)> g

También es inmediato que cuando § =1, la razén es 1 sin importar el valor del
coeficiente de correlacion de Pearson.
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Grafica 12. Razones extremas entre la pendiente de la recta de regresiéon de Deming y la
pendiente de la recta de regresion ortogonal en funcién de la razén (8) entre las varianzas
de los errores de la variable dependiente y de la variable dependiente, para distinfos valores
del coeficiente de correlacion de Pearson.

bp/b,

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 6
1 1 1 1 1 1 1

Las abscisas corresponden al valor § y las ordenadas a las razones extremas entre la pendiente de
la recta de regresion de Deming y la pendiente de la recta de regresién ortogonal. Linea negra: p =
0,75, Linea verde: p = 0.80, Linea roja: p = 0.85, Linea amarilla: p = 0.90, Linea azul: p = 0.95. Se
aprecia que a medida que aumenta en valor absoluto del valor del coeficiente de correlacion de
Pearson, la razén se aproxima mas a 1. Nétese ademas que cuando § < 1, la razén es mayor que
1y cuando § > 1 larazén es menor que 1.
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Grafica 13. Razones extremas entre la pendiente de la recta de regresiéon de Deming y la
pendiente de la recta de regresién de minimos cuadrados ortogonales, en funcién del
coeficiente de correlacion de Pearson.
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En las abscisas se registra el coeficiente de correlacién de Pearson, en las ordenadas la razén de
pendientes. Se ha empleado k =+/§ , con el propésito de encontrar razones extremas entre la
pendiente de la recta de regresion de Deming y la pendiente de la recta de regresién ortogonal. Con
linea azul aparece el valor de razon para todos los valores posibles de coeficiente de correlacion de
Pearson, cuando § < 1 (En este caso se empled § = 0.25) obsérvese que en estos casos la razon
es mayor o igual a 1. Con linea roja aparece el valor de razén para todos los valores posibles de
coeficiente de correlacion de Pearson, cuando § > 1 (En este caso se empled § = 4) obsérvese que
en estos casos larazén es menor o igual a 1. Para todos los casos, en la medida que el valor absoluto
del coeficiente de correlacion de Pearson se acerca a 1, la razén también se aproxima a ese valor.
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6.2 Rectas de regresion de Deming incluidas en un desfase definido de la
pendiente de la recta de regresion ortogonal

Se considera un desfase en ambos sentidos en la pendiente de la recta de regresién
ortogonal, se encuentra las rectas de regresion de Deming que quedan contenidas
en dicho desfase.

Teorema 6.2

Sea p, un valor para la razon entre la pendiente de la recta de regresion de Deming
y la pendiente de la recta de regresién ortogonal.

k—8+/(k—06)%+4kép? _
k—1+/(k—1)2+ 4kp?

(39)

El valor § que satisface esta condicion es:

p ((k —pk+p)(k =1+ (k= D? + 4kp?) — kapz)

p(k —1+/(k = 1)2 + 4kp?) — 2kp?

8 =F(p,k,p)=

Demostracion:

A continuacién, se despeja el valor de § que satisface la igualdad:

k—5+\/(k—6)2+4k5p2=p(k—1+\/(k—1)2+4kp2)

Jk=8)2 +4ksp? = p (k — 1+ (k= D2 + 4kp?) = (k — 5)
Elevando ambos miembros al cuadrado:

(k — 8)? + 4kSp? =
p?(k—1+k— 17+ 4kp2)2 —2(k = 8)p (k= 1+ /U = 1)2 + 4kp?) + (k — 6)?

Trabajando algebraicamente se llega a:

p (Zk(k —14+ k-1 + 4kp2) - p(k —1+ /-1 + 4kp2)2)
2(p(k - 1+/(k =12 + 4kp?) - 2kp?)

5=

Simplificando se obtiene:
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p ((k —pk+p)(k =1+ —D? + 4kp?) - 2kpp2>

5=
p(k — 1+ /(= 1)2 + 4kp?) — 2kp?

Considerando que & es funcién de p,k,p, se puede expresar que:

6§ =F(p,k,p)
Por lo tanto:

p ((k — pk + p)(k —1+/(k—1)2+ 4kp2) — kapz)
§=F(pkp)= (40)

p(k —1+/(k = 1)2 + 4kp?) — 2kp?
Desfase de la pendiente de larecta de regresion ortogonal

Escojase dos valores reales positivos: p,, p, ,tales que:

p1+D2
=1
2
Y, ademas:
P1<p2

El porcentaje de desfase es:
100(p, — 1) = 100(1 — p1)

Sea b, la pendiente de la regresion ortogonal. los valores de § que garantizan que
se obtendra un pendiente de recta de regresion en el intervalo:

[p1bo ; P2bo]

Pertenecen al intervalo de §:
[F(p2,k,p); F(p1,k, p)]

Lo anterior solo es valido para:

F(pZJk'p) = 0

Debe considerarse que el calculo de § puede entregar valores negativos, esto
sucede cuando:

F(pZJk'p) <0
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Situacion que no es posible por la definicion de la razén de varianzas de errores.

Para solucionar este inconveniente, debe encontrarse el valor de k, para el cual
§ =0 yademas que p =p,

Teorema 6.2.1

El valor de k paraelcual § =0 yademas p = p, es:

.G p2p?)
p2—1
Demostracion:
La raz6n de pendientes (39), tomaré la forma:

2k
= D2
k—1++/(k—1)2 + 4kp?

2k = py(k — 1) + poy/ (k — 1)2 + 4kp?

p5((k — 1)% + 4kp?) = 4k? — 4kp, (k — 1) + p3 (k — 1)?
4kp?p? = 4k? — 4kp,(k — 1)

p’ps =k —py(k— 1)

p’p3 =k — pok + p,

p*p3 —p2 = k(1 -p2)

p = P2 —P2p*)
p—1
Consecuencias del teorema 6.2.1

A partir de ese valor de k:

_p2(1—p2p?)

k
p,—1

El valor inferior del intervalo de § es cero.

El limite superior del intervalo de pendiente, se altera y considerando (39) su valor
esta definido por:
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2kb,
k—1++/(k—1)2 + 4kp?

(41)

Debe tenerse en cuenta que:

k—1++(k—1)2+ 4kp?
o 2\/%[)

Por lo tanto:

k —1++/(k—1)2+ 4kp? = 2Vkpb, (42)
Reemplazando este valor en el denominador de (41):

2kb,  Vk

2Vkpb, P

Limite superior del intervalo:

vk

p

Resumen:

Cuando:

1— 2
sz( p2p*)

k
p,—1

El intervalo de la razon de varianzas de errores (§) es:

[F(pZJk'p); F(lek'p)]
Que corresponden al intervalo de pendientes:
[plbo ; D2bo]

Pero cuando:

1_ 2
>P2( p2p*)

k
p,—1

El intervalo de la razén de varianzas de errores (6) es:

[0; F(pl'k' p)]
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Que corresponde al intervalo de pendientes:

[p1bo; Vk +p]
Donde :
Vk = p < p,b,

Si se desea encontrar el valor p que esta amplificando a la pendiente de regresion
ortogonal en la parte derecha del ultimo intervalo, basta con hacer el siguiente
calculo:

Vk

p=—
pb,

Finalmente, es también importante averiguar el valor de k, para el cual se logra
dentro del intervalo [p,; p,] €l valor de § — .

Teorema 6.2.2

Sea [p;; p.] el intervalo de razones entre la pendiente de la regresién de Deming y la
pendiente de la regresién ortogonal, el valor de k para el cual § —» « es:

K = p1(1—p1)
(p1 —p?)

Demostracion:

§ - =, se presenta cuando el denominador de la siguiente expresion es cero:

P ((k —pik+p)(k—1+/(k— D2+ 4kp?) - 2kp1p2)

pi(k = 1+ (k= D2 + 4kp? ) — 2kp?

F(le k! p) =

p1 (k= 1+ (k= D2+ 4kp?) — 2kp? = 0

piv/(k — D2 + 4kp? = 2kp* —py(k — 1)

pi(k — 1)* + 4kpip? = 4k*p* — 4p kp?(k — 1) + p7 (k — 1)*
pf =kp? —pi(k—1)

pi = kp® — pik +py

k(pr —p?) =p1(1—p1)
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k __P1(1 —p1)
- 2
(p1 — p%)
Resumen:
Para valores de:

p1(1 —p1)

D)

El limite superior del intervalo de § es .
Y el intervalo de § tendra la forma:
[F(p2, k, p); ]

En estos casos el intervalo de razones de pendientes también se cambia, de
acuerdo a lo siguiente:

La razon entre la pendiente de la regresion de Deming y la pendiente de la regresion
ortogonal, cuando § — «, considerando (37), se calcula asi:

k=38 +/(k—8)%+ 4kdp?
1m =
8- fp— 14 /(k —1)? + 4kp?

Multiplicando por la conjugada del numerador:

_ —4kp?
lim
6-® (k— 1+ J(k—1)2 + 4kp2)(k —5—Jk—0)2+ 4k6p2)

Dividiendo numerador y denominador por 6 :

. —4kp?
1
05 (k= 1+ /e = D2 + 4kp?)(k/6 — 1 — (/5 — D? + 4iep?/3)

Aplicando el limite:

2kp?
k—1++/(k—1)2 + 4kp?

(43)

Pero de acuerdo a (41):

k—1++/(k—1)2+ 4kp? = 2Vkpb,
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Reemplazando en (43) se obtiene la razon inferior de pendientes:

kp?

Vkpb,

Vkp
b,

Pero la pendiente inferior es:

Vkp

B, (by)

Y el valor inferior del intervalo de pendientes es:

Vkp

El intervalo de pendiente se expresara de la siguiente manera:

[\/FP,' p2bo]

Donde:

Vkp > p1bg

Si se desea encontrar el valor p que estda modificando la pendiente de regresion

ortogonal en la parte izquierda del dltimo intervalo, basta con hacer el siguiente
calculo:

p= bo

6.2.1 Ejemplo de aplicacién

En el ejemplo que sigue y acompafiado de la respectiva grafica se explica el
desarrollo tedrico planteado:

Se han escogido los siguientes valores:

124



Se encuentra el intervalo de valores de § para los cuales el rango de las pendientes
de la recta de regresion de Deming resultantes estén 5% por encima o por debajo
de la pendiente de la recta de regresion ortogonal.

Se ha escogido coeficiente de correlacion de Pearson de: 0.90, aunque también
estan graficadas las situaciones para coeficientes de correlacion de Pearson de
0.85,0.8y0.7

Con linea verde se ha graficado:

[F(1.05,k,0.9); F(0.95k,0.9)]

Elijase un valor k = 2

p ((k —pk+p)(k— 1+ (k= D? + 4kp?) — 2kpp2>

p(k — 1+ /(= 1)2 + 4kp?) — 2kp?

1.05 ((2 — 1.05(2) + 1.05) (2 —1+/2-1%+ 4(2)0.92) - 2(2)(1.05)0.92)
F(1.05,2,0.9) =

1.05 (2 —1+/2-12+ 4(2)0.92) —2(2)0.92

F(1.05,2,0.9) =0.22520161

0.95 ((2 —0.95(2) + 0.95) (2 —1+/2-1%+ 4(2)0.92) - 2(2)(0.95)0.92)

F(0.95,2,0.9) =

0.95 (2 —1+/2-1D2+ 4(2)0.92) —2(2)0.92
F(0.95,2,0.9) =2.60056153

Lo anterior significa que se podria utilizar cualquiera de los valores del intervalo de
é:

[0.22520161 ; 2.60056153]

Sin que la pendiente de la recta de la regresién de Deming se aleje de +5% de la
pendiente de la recta de la regresion ortogonal.

La pendiente de la recta de regresion ortogonal se calcula asi:

_2—-1+./(2-1)? +4(2)0.9?
a 21/2(0.9)
b, =1.46723041

bo

Y el intervalo de pendientes resultantes sera:

[0.95(1.46723041) ; 1.05(1.46723041)]
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[1.39386889 ; 1.54059193]

Es importante probar que sucede cuando § = 0
Esto segun lo demostrado, ocurre, cuando:

_ 1.05(1 — 1.05(0.92)
N 1.05—1

k =3.1395

Tal como se aprecia en la gréfica.

También es interesante analizar o que sucede cuando:

k >3.1395

Sea:

k=4

Se sabe que el limite inferior para el intervalo de § es cero.

Entonces solo se encuentra:

0.95 ((4 —0.95(4) + 0.95) (4 —1+/@A-1D%+ 4(4)0.92) - 2(4)(0.95)0.92)

F(0.95,4,0.9) =

0.95 (4 — 14— D7 + 4(4)0.97) - 2(4)0.92

F(0.95,4,0.9) =3,10146924

Lo anterior significa que se podria utilizar cualquiera de los valores del intervalo de
é:

[0; 3,10146924]

Sin que la pendiente de la recta de la regresién de Deming se aleje de +5% de la
pendiente de la recta de la regresion ortogonal.

El valor de la pendiente de la recta de regresion ortogonal sera:

4—1++(4—1)%+4(4)0.92
21/4(0.9)
b, =2.13504161

b, =

El intervalo de pendientes correspondientes sera:
[0.95(2.13504161) ; V4 + 0.9]
[2.02828953 ; 2.22222222]
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Para estos valores de k es muy adecuado calcular el valor p para el limite superior:

B V4
"~ 0.9(2.13504161)

p

p =1.04083321

Es decir que ese amplio rango de valores de § ya indicado, producen un intervalo
de variacion de la pendiente de regresion ortogonal 5% por debajo y solo 4% por
encima de la misma.

Analicese que sucede cuando:

p1(1—p1)

k <
(p1 — p?)

0.95(1 — 0.95)
(0.95 — 0.92)

k <0.33928571

Sea:

k = 0.25

Se sabe que el limite superior para el intervalo de § es infinito.
Entonces solo se encuentra:

F(1.05,0.25,0.9) =

1.05 ((0.25 —1.05(0.25) + 1.05) (0.25 —14+./(025-1)2 + 4(0.25)0.92) - 2(0.25)(1.05)0.92)

1.05 (0.25 —1+./(025-1)2Z + 4(0.25)0.92) —2(0.25)0.92

F(1.05,0.25,0.9) =0,33763364
El intervalo de 6 es:
[0,33763364; oo]

Para el intervalo de pendientes se requiere calcular b, :

- 0.25 — 1 ++/(0.25 — 1)2 + 4(0.25)0.92
? 2v/0.25(0,9)
b, = 0.46837495

El intervalo de pendiente:
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[v0.25(0.9) ; 1.05(0,46837495)]
[0.45;0.49179369 |

Para estos valores de k es muy adecuado calcular el valor p para el limite inferior:

_ V025(0.9)
P = 046837495

p = 0.96076873

Es decir que ese amplio rango de valores de § ya indicado, producen un intervalo
de variacion de la pendiente de regresion ortogonal menor del 4 % por debajo y 5%
por encima de la misma.

Grafica 14. Intervalos de & que generan pendientes de la recta de regresion de Deming,
comprendidas entre 0,95 y 1.05 veces la recta de regresion ortogonal en funcién de k y p.

En las abscisas se lee el valor de k y en las ordenadas el valor de &, se han empleado los siguientes
colores para el coeficiente de correlacion de Pearson: verde = 0.90, amarillo = 0.85, azul =0.8,
rojo=0.7. A partir del valor k, en el cual la curva intercepta el eje, el limite superior del intervalo de
pendientes estipuladas disminuye, esto constituye una ventaja, puesto que esas pendientes se

alejan menos, superiormente de la pendiente de la recta de regresion ortogonal.
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6.3 Rectas de la regresion de Deming incluidas en un intervalo de confianza
de la pendiente de la regresion ortogonal.

En esta seccidn se tendra en cuenta la teoria desarrollada en la seccidon 6.2. En este
nuevo aparte, el desfase corresponde a un intervalo de confianza de la recta de
regresion ortogonal y se define las rectas de regresion de Deming que quedan
contenidas al interior de dicho intervalo de confianza.

El intervalo de confianza al (1-a) * 100 para la pendiente b, de la recta de regresion
ortogonal es:

bo * Z(l—a/z)\/ V(bo)
Donde la varianza de la pendiente de la recta de regresion ortogonal es:
V(bo)

De acuerdo a lo expuesto en el aparte anterior, si se hace:

 Zi—ay V)

p1=1 b, (44)
Zi_a/JV(b
p, = 1+ 1a/2b (0) (45)
0

Se puede determinar las rectas de regresion de Deming que quedan comprendidas
en el intervalo:

[p1bo ; P2bo]

[(1 _ L1V Vo) V(b°)> bo ; (1 4 212V V0) V(b°)> bol

bo bo

El intervalo de valores de la razon de varianzas de errores (§) incluidos en el
intervalo de confianza de la pendiente estara definido de acuerdo a (40) por:

[F(pZJk'p); F(ppk'P)]

Que en este caso también puede expresarse como:
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b() bO

F<1+Zl“"/2— VV(bO),k,p) ; F(l—Zl_“/z—W""ﬂ)]

Caso especial:

Cuando

1_ 2
>pz( p2p”)

k
p,—1

Que en este caso es:

(1 + Zi—aj2 V(bo)) (1 2 <1 + Z1—aj2V V(b0)>>

bo bO
k>

Z1_a24/V(bo)

by
El intervalo de la razdén de varianzas de errores (6) es:

Que en este caso es:

[0; F(l_Zl_“/Z— “V(bO)’k’p>]

by
Que corresponde al intervalo de pendientes:
[p1bo; Vi = p]
Es decir:

[(1_21—04217— \/V(bo)>bo; @+p]
0

Donde :
Vi + p < p2b,

Es decir:

o<1 27D,

by
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Si se desea encontrar el valor p que esta amplificando a la pendiente de regresion
ortogonal en la parte derecha del dltimo intervalo, basta con hacer el siguiente
calculo:

vk
pb,

p:

Caso especial:

Cuando
p1(1—pq)

k<—m—
(p1 — p?)

Que es este caso es:

(1 _ Zi—a2v V(b0)> (Zl—a/Z\/ V(bo)>

by Do

(1_ézﬂiﬂﬁﬁ_ﬁ>

k<

bg
El limite superior del intervalo de § es .
Y el intervalo de § tendré la forma:
[F (D2, k, p); o0]

F(Hzl—w_ Mbw,k,p) oo]

bo

En estos casos el intervalo de pendientes también se cambia, de acuerdo a lo
siguiente:

La raz6n entre la pendiente de la regresién de Deming y la pendiente de la regresion
ortogonal, cuando § — «, luego de realizar trabajo algebraico, toma la forma:

kp?
Vkpb,

Vkp
b,
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Y el valor inferior del intervalo de pendiente es:

Vkp

El intervalo de pendiente se expresara de la siguiente manera:
[Vkp; p2bo]

O lo que es lo mismo:

[\/Ep; (1 +Zl—a/2\/V(b0)) bo]

bo

Donde:
Vkp > p;1bg
Zi—_qJ V(b
\/Fp > <1 — %(0)) bO
0

Si se desea encontrar el valor p que esta modificando la pendiente de regresion
ortogonal en la parte izquierda del dltimo intervalo, basta con hacer el siguiente
calculo:

p= bo

6.3.1 Varianza de la pendiente de la recta de regresién ortogonal.

La varianza de la pendiente de la recta de la regresién ortogonal se adecua de
acuerdo a las expresiones que entrega Minitab Statistical Software.

Minitab emplea una singular nomenclatura:

-~ 2 2 -4
Uxxsvv + Uusvv - bo Oy

Vo) == sz,

Donde:

 Su (V= DTHakp? - (k- 1)
Txx = 2(n—1)
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Sex(k+1 = (k= 1D + 4kp?)
2(n—1)

o2 =

_ (n— DA+ Do

va n_z

6.3.2 Ejercicio de Aplicaciéon

Sean doscientas observaciones (x,y) con las siguientes caracteristicas:
Sex =16

Syy = 25

p = 0.85

Syy =17

n =200

Al realizar los célculos con las expresiones respectivas se obtiene:

k =1.5625
b, =1.29914738
V(b,) = 0.00327611

Intervalo de confianza del 95% para la pendiente de la recta de regresion ortogonal:

[1.18696223; 1.41133252]

LV )

= 0.9136471
by
Zi_ - JV (b
n %(0) — 1.0863529
0

El intervalo de valores de la razén de varianzas de errores (6) incluidos en el
intervalo de confianza de la pendiente estara definido por:

F<1 +21‘L VV(bO),k,p) ; F<1—M.k,l)>] =

bo bO
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[F(1.0863529, 1.5625, 0.85); F(0.9136471, 1.5625, 0.85)]

F(1.0863529, 1.5625, 0.85) =0.254725

F(0.9136471, 1.5625, 0.85) =2.87391749

[0.254725; 2.87391749]

Lo anterior significa que si se emplea regresiéon de Deming con un valor de razén
de varianzas de errores §, perteneciente al intervalo establecido, la pendiente
estimada, cae en el intervalo de confianza del 95% de la regresion ortogonal.

Se debe establecer que el valor de k, cumpla las siguientes dos condiciones:

Primera condicion:

<1 + Z1—a)2v/ V(bo)) <1 _p? <1 + Z1—aj2v/ V(b0)>>

by by
k >

Z1_a23/V(bo)

bo

< 1:0863529(1 — 0.852(1.0863529))
= 0.0863529

k <2.4910573

1.5625< 2.4910573
Condicién cumplida.

Segunda condicioén:

(1 B Z1°2"/V(b0)> <Zl—a/2 /V(bo))
k

by by

bo

>
(1 _Z1-a/2JV (o) \/V(b(’)_p2>

_ (09136471)(0,0863529)
=77(0.9136471 — 0.852)

k >0.41275059

1.5625 >0.41275059
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Condicién cumplida.

En este caso se cumplen las dos condiciones y no hace falta realizar los ajustes

propuestos.

Finalmente, y a manera de comprobacion de la teoria expuesta en este aparte, debe
cumplirse que al calcular las pendientes de las rectas de regresion de Deming con
los valores extremos del intervalo de § deben coincidir con las pendientes extremas

del intervalo de confianza de la pendiente de regresion ortogonal.

Se emplea la expresion original de la regresion de Deming:

Syy — 8Syx +—\/(5s;x-— Syy)? + 465y,°

2,

bD:

En efecto para:

6 = 2.87391749

25 — 16(2.87391749) + J(zs — 16(2.87391749))" + 4(2.87391749)(172)

by = = 1.18696223
b 2(17)

Para:

6 = 0.254725

25——16(&254725)+¢J(25——16(0254725))24—4(&254725)(172)

= = 1.41133252
by 2T 3325

135



6.4 Chequeo de inclusion de pendiente de la regresion de Deming en el
intervalo de confianza de la pendiente de la regresion ortogonal, asumiendo
valor extremo en el cociente de varianzas de errores

Es posible que el investigador encuentre dificultades para definir la razon de
varianzas de errores §, pero que fundamentado en su conocimiento piense que su
valor se encuentra entre 1 < § < §,. Ante tal incertidumbre, puede optar por realizar
regresion ortogonal siempre y cuando la recta pendiente de la regresion de Deming
quede incluida en el intervalo de confianza (1 —«)100 de la pendiente de la
regresion ortogonal. También podria ocurrir que el investigador desconozca § pero
gue de acuerdo a su conocimiento piense que §; <&<1 Yy desea saber si la
pendiente de recta de regresion de Deming queda incluida en el intervalo de
confianza (1 — a)100 de la pendiente de la regresién ortogonal.

Caso 1
1<6<6,.
Teorema 6.4
Bajo la condicion:
1<6<6,

Considerando la razén de pendientes entre la recta de regresion de Deming y la recta de
regresion ortogonal.

Sean:

. k=08, 4 /(k—85)% + 4k8,p?
p =

Y k=14 (k- D2 + 4kp?

Zl—a/Z\/ V(bo)
p1=1- — .
0

Si:
Pi = P1

La pendiente de la recta de regresion de Deming queda incluida en el intervalo de
confianza (1 — )100 de la pendiente de la regresién ortogonal.

Demostracion:

De acuerdo a (37) la razén entre pendientes de la recta de regresion de Deming y
la pendiente de la recta de regresion ortogonal es:
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k—6&++(k—8)?%+ 4kép>
k—1++(k— 1)+ 4kp?

Si a esa relacion aplicada a la razén extrema de cocientes de variables se le llama
pi-

k=8, + (k= 8,)? + 4k6,p?
k—1++(k— 1)+ 4kp?

*

P1

Por (44) se sabe que:

1— Z1—as2V(bo)

P1= bo

Donde p, es el factor que, multiplicado por la pendiente de la recta de regresion de
minimos cuadrados ortogonales, define el valor minimo del intervalo de confianza
al (1 — «)100 de dicha pendiente.

De lo anterior se puede concluir que si:

p1 =Dy

La pendiente de la recta de regresién de Deming queda incluida en el intervalo de
confianza (1 — «)100 de la pendiente de la regresién ortogonal.

Caso 2
§<6<1
Teorema 6.4.2
Bajo la condicion:
§<6<1

Considerando la razén de pendientes entre la recta de regresion de Deming y la recta de
regresion ortogonal.

Sean:

k =8, ++/(k — 6,)2 + 4k8,p?

P 14 Je =102 1 akp?
Zi—q/2v V(bo)
pp= 14+ —=

bo
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La pendiente de la recta de regresion de Deming queda incluida en el intervalo de
confianza (1 — «)100 de la pendiente de la regresion ortogonal.

Demostracion:

De acuerdo a (37) la razén entre pendientes de la recta de regresion de Deming y
la pendiente de la recta de regresion ortogonal es:

k=& ++(k—8)%+ 4kép>
k—1+/(k—1)2+ 4kp?

Si a esa relacion aplicada a la razén extrema de cocientes de variables se le llama
P2

k=8 +(k—8,)% + 4ké, p?
k—1+/(k—1)2+ 4kp?

P2

Por (45) se sabe que:

n Z1—as2V(bo)

=1
P2 b

Donde p, es el factor que, multiplicado por la pendiente de la recta de regresion de
minimos cuadrados ortogonales, define el valor maximo del intervalo de confianza
al (1 — «)100 de dicha pendiente.

De lo anterior se puede concluir que si:

P2 < P2

La pendiente de la recta de regresiéon de Deming queda incluida en el intervalo de
confianza (1 — «)100 de la pendiente de la regresion ortogonal.

6.4.1 Ejercicio de aplicacion.

Retdmese el ejemplo propuesto en 6.3.2

Sean doscientas observaciones (x, y) con las siguientes caracteristicas:

Sy = 16

138



Syy =25

p =0.85

Syy =17

n =200

Al realizar los célculos con las expresiones respectivas se obtiene:
k =1.5625

b, =1.29914738

V(b,) =0.00327611

Intervalo de confianza del 95% para la pendiente de la recta de regresion ortogonal:

[1.18696223; 1.41133252]

_ Zi—a2v V(bo)

pp=1——""———"=09136471
b
Zi_ V(b
py =1+ Zi-a2yV(bo) _ 1.0863529
bo
Caso 1:

Supdngase que se sabe que el cociente de varianzas de errores (§) es:

1<6<2.

1.5625 — 2 +/(1.5625 — 2)% + 4(1.5625)(2)(0,85)2
1.5625 — 1 ++/(1.5625 — 1) + 4(1.5625)(0,85)2

p1 =

p{ =0.94157054
p1 > D1
Conclusion:

La pendiente de la recta de regresion de Deming queda incluida en el intervalo de
confianza del 95% de la pendiente de la regresién ortogonal.

Caso 2
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Supongase que se sabe que el cociente de varianzas de errores (8) es:

05<6<1.

15625 — 0.5+ /(1.5625 — 0.5)2 + 4(1.5625)(0.5)(0,85)2
1.5625 — 1 + /(1.5625 — 1)% + 4(1.5625)(0,85)2

p> = 1.0514784
P <D
Conclusién:

La pendiente de la recta de regresiéon de Deming queda incluida en el intervalo de
confianza del 95% de la pendiente de la regresion ortogonal.
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CAPITULO 7

METRICAS EN LA REGRESION DE DEMING

En general las métricas se emplean para evaluar las calidades de los modelos, en
este capitulo final se deducen las expresiones para calcular: Suma de cuadrados
de los errores, error cuadrado medio, raiz del error cuadrado medio, coeficiente de
determinacion, y error absoluto medio para las siguientes modalidades de regresion
bivariada de minimos cuadrados: Deming en general, minimos cuadrados
ortogonales, minimos cuadrados ordinarios y minimos cuadrados horizontales.

7.1 Suma de cuadrados de los errores (SCE)
De acuerdo a (10):

_(m® + D)(SxxSyy — SE)
M2Syy — 2mSyy, + Sy,

SCE

7.1.1 SCE recta de regresiéon de Deming en general

En 3.1 se demostro que en la recta de regresion de Deming:

)

m:E

_(m® + D)(SxxSyy — S3y)
M2Syy — 2mSyy, + S,y

SCE

Luego de reemplazar el valor de m se obtiene:

(6% 4+ b3)(SxxSyy — SE)

SCE =
82Syx + 2bp8Syy + b3S,y
Donde:
, Syy — 8Sxx + \[ (8Sxx — Syy)? +48S,,°
D =

25,

Error cuadrado medio (ECM)

_ (52 + bf))(sxxsyy - Sagy)
(828, + 2bp8S,y + b3S,,)

ECM
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Raiz del cuadrado medio (RECM)

RECM — (8% + b2)(SxxSyy — SZy)
n(62Syy + 2bp8Syy + b3S,,)

7.1.2 SCE recta de regresion ortogonal

En (29) se demostré que:

Sex T Syy - \/(Sxx - Syy)z + 4(5xy)2

SCE, =
0 2

Error cuadrado medio (ECM)

Sxx T Syy - \/(Sxx - Syy)z + 4(Sxy)2
2n

ECM, =

Raiz del cuadrado medio (RECM)

Sxx + Syy — \/(Sxx - Syy)z + 4(Sxy)2

RECM, = o

7.1.3 SCE recta de regresion de minimos cuadrados ordinarios
De acuerdo a la deduccion realizada en (28), puede afirmarse que:

SxxSyy — S2

SCE =250y 700 46
SXX

Error cuadrado medio (ECM)

SxxSyy B Sa%y

ECM =
NSxx

Raiz del error cuadrado medio (RECM):

SxxSyy B SJ%y

RECM =
NS,y
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7.1.4 SCE Recta de regresion de minimos cuadrados horizontales

Haciendo m = 0, en (10), se obtiene:

Sxxsyy B S,?y

Syy

SCE = 47)

Error cuadrado medio (ECM):

Sxxsyy B S,?y

ECM =
nSyy

Raiz del error cuadrado medio (RECM):

Sxxsyy B Sfy

RECM =
nSyy

7.2 Coeficiente de determinacion (R?)

7.2.1 R? para la recta regresion de Deming en general:

Se demostro en (12) que:

(b + 1)(Sxx + 28bpSyy + b3S,y )
(b3 + 8)?(Sxx + Syy)

2

Donde bj, es la pendiente de la regresion de Deming:

2
Syy = 88y + J (Syy — 8Sxx)” +46S%,
2Syy

bD=

§ es la relacion de varianzas de los errores, tal como se definié anteriormente.

7.2.2 R? para la recta de regresion ortogonal:

Se demostr6 en 3.4;

- .&x+5mf+J@&x—stZ+4$g
- 2(Sex + Syy)
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7.2.3 R? para la recta de regresion de minimos cuadrados ordinarios

De acuerdo a (46):

oo =SSy ~ Sty

SXX
Cuando se trabaja con minimos cuadrados ordinarios, la varianza de los errores

“e

solo se considera en “y

SxxSyy — Sfy

R?=1-
SxxSyy
2
P
SxxSyy
RZ — pZ

7.2.4 R? para la recta de regresion de minimos cuadrados horizontales

De acuerdo a (47):

2
ScE = Xy 5%y
Syy

Cuando se trabaja con minimos cuadrados ordinarios, la varianza de los errores
solo se considera en “X”

SxxSyy B Sfy

R?=1-
SxxSyy
R? = Sy
SxxSyy
2 _ p2

7.3 Error absoluto medio

7.3.1 Error absoluto medio para la recta de regresion de Deming.

La suma de cuadrados de distancias de n puntos a una recta y = a + bx , cuando
los errores se miden con pendiente m, de acuerdo a (5) es:

m?+1
= &= m)zi(yl— x; — a)?
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Pero cuando se trata de una recta de regresion de Deming

a=y—bx

Es por ello que:

+1

También se sabe que:

Reemplazando:
bj +68%

Pero cuando se desea la suma de los errores absolutos (S)

JREE

b2 + 06 Zb’i—}_’—bp(xi—fﬂ

Y el error absoluto medio (EAM) sera:

EAM =

Vb5 +6% Sl
12

OITD) F-bpl =D (48)

7.3.2 Error absoluto medio para la recta de regresion ortogonal
Se retoma (48):

En este caso la pendiente es b, y § = 1, realizando esos reemplazos:
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EAM = )|

1 _ _
Z|yi_y_bo(xi_x
n /b§+1

7.3.3 Error absoluto medio para la recta de regresion de minimos cuadrados
ordinarios

En la recta de minimos cuadrados ordinarios la razén de varianzas de errores es
infinito. Aplicando limite en (48):

Vb3 + 82
EAM = lim <D—Z|yi —y—bp(x; — f)|>

s-c0 \ n(b3 + &)

1
EAM == |yi =7 = by(x = D)

Pero la pendiente en la recta de minimos cuadrados ordinarios es:

Reemplazando:

1
EAM =—Z
n

7.3.4 Para la recta de regresion de minimos cuadrados horizontales

S
3’1—}7—%(%’—@
XX

En la recta de regresion de minimos cuadrados horizontales la razon de varianzas
de errores es cero. Reemplazando en (48)

1 _ _
EAM = @Zb’i -y —bp(x; — %)|

Pero la pendiente en la recta de minimos cuadrados ordinarios es:

Reemplazando:

1
pam =13
n

S
2 =7) =~ (= )
yy
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CONCLUSIONES

En el plano, se dedujeron los parametros de las rectas de minimos cuadrados,
asumiendo una pendiente “m” para los errores y considerando varianzas y
covarianzas de las variables involucradas.

Para una recta de minimos cuadrados con una pendiente “m” para los errores, se
encontraron las expresiones de SCT, SCM y SCE, en funcion de la pendiente de los
errores, las varianzas y covarianzas. Se demostré que en todos los casos
SCT=SCM+SCE. Aparecieron propiedades matematicas las cuales se expusieron
y estudiaron.

Con fundamento en la expresién de la pendiente de la recta de regresion de Deming,
se encontré la pendiente de los errores. Puede afirmarse que la recta de regresion
de Deming, se puede obtener aplicando minimos cuadrados a los errores medidos
con la pendiente hallada.

Con la teoria desarrollada en el trabajo, se dedujeron las expresiones de SCT, SCM
y SCE para la recta de regresion de Deming y se obtuvo ademas el valor del
coeficiente de determinacion R? respectivo. El estudio de dicho coeficiente fue
profundo y se determiné analiticamente que la recta de minimos cuadrados
ortogonales es la que posee bajo todas las circunstancias el maximo valor, valor
qgue logro establecerse. Adicionalmente se establecio la forma como cambia la
pendiente de la recta de regresion de Deming con el incremento o decremento de
la razon de varianzas de errores de las variables.

Siendo parte del objetivo general del presente trabajo, el estudio geométrico de la
recta de regresiéon de Deming, Se establecieron diferencias entre pendientes y
angulos de rectas notables dentro de la familia de rectas de Deming. Dichas
diferencias se cuantificaron, se estudiaron a profundidad y se determinaron valores
maximos y las condiciones bajo las cuales se generaban, se establecieron
relaciones mateméticas sobre dichos valores.

Contemplando que cuando se trata de regresion simple bajo el método de minimos
cuadrados, las modalidades mas frecuentes son las de minimos cuadrados
ordinarios y minimos cuadrados ortogonales, se realizd un estudio comparativo del
coeficiente de determinaciéon entre las dos modalidades, y se determinaron con
profundidad las diferencias para todos los casos posibles, se reafirmoé que la recta
de minimos cuadrados ortogonales poseia siempre un valor de coeficiente de
determinacion mayor o igual a la recta de minimos cuadrados ortogonales.

Otro aspecto matematico que se estudio fue la relacion existente entre la pendiente
de la recta de regresibn de Deming y la recta de regresion ortogonal,
determinandose su expresion, pero ademas se definieron valores maximos y
minimos de esa dicha relacidn, y el valor para la razén de varianzas de las variables
involucradas (k) para la cual se establecia esos puntos criticos. Se practicé un
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estudio de esos valores criticos (0 extremos) en funcién del coeficiente de
correlacion de Pearson.

Como complemento al estudio geométrico y matematico de la recta de regresion de
Deming (objetivo general del trabajo), Se encontraron los valores de § de una
regresion de Deming que garantizan rectas contenidas en un intervalo de confianza
de la recta de regresion ortogonal.

Se estudi6 el caso en que se conoce un intervalo para las razones de varianzas de
errores (6) y su chequeo para definir si se encuentra en un intervalo de confianza
de la recta de regresion ortogonal.

Se establecieron métricas importantes en la recta de regresion de Deming y en las
rectas notables que pertenecen a esa familia.

El trabajo demuestra en todos sus apartes que regresiones particulares como la
recta de minimos cuadrados ordinarios, minimos cuadrados ortogonales y minimos
cuadrados horizontales son simplemente variantes de una familia denominada
regresion de Deming.

El estudio demuestra que la recta de regresion de Deming, es simplemente una
recta de minimos cuadrados en la cual los errores tienen una pendiente definida, la
cual se puede determinar facilmente haciendo uso de las expresiones obtenidas.

Este estudio entrega la herramienta para calcular el coeficiente de determinacion R?
para cualquier recta de minimos cuadrados, en funcién de la varianza, la covarianza
y el cociente de varianzas de errores (§) de las variables.

En rectas de minimos cuadrados, las diferencias angulares y de pendientes entre
dos modalidades definidas por su respectivo valor de (§) es de suma importancia.
Con las herramientas que suministra este trabajo, el investigador podra precisar la
diferencia cuando decide usar indistintamente y sin mayor argumentacion una de
ellas. Por el contrario, la evaluacion de esa discrepancia, en caso de ser pequefia,
permitira al investigador escoger una modalidad cualquiera con la seguridad que la
estimacion no afectara significativamente el resultado. En la mayoria de los casos
los investigadores, cuando deciden realizar regresion lineal de minimos cuadrados.
Si se trabaja con las expresiones deducidas, podra observarse que las diferencias
al usar desprevenidamente una de las modalidades de la regresién de Deming,
puede llegar tedricamente hablando, hasta.

El capitulo 6, suministra elementos para decidir sobre el empleo de la regresion
ortogonal, sobre otra modalidad de recta de Deming (mas complicada y laboriosa)
y permite conocer hasta que valores de cociente de varianzas de los errores las
variables (§) puede la regresion ser sustituida por el tipo ortogonal sin salir del
intervalo de confianza. También lo demostrado en este aparte, suministra al
investigador la teoria necesaria para optar por la regresion ortogonal, al inferir que
Su regresion estara contenida en el intervalo de confianza de esta posibilidad,
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cuando tiene conocimiento del intervalo del cociente de las varianzas de los errores
de las variables (6)

A parte de la métrica del coeficiente de determinacién, R? para cualquier recta de
regresion de Deming, se dedujo y se relacionaron otras métricas que seran utiles
en la valoracion del modelo.

Toda la teoria expuesta puede aplicarse a las regresiones de minimos cuadrados
en el plano.

En el desarrollo, aparece una recta, que se denominé de los maximos cuadrados
ortogonales. Estéa recta fue objeto de un estudio en un trabajo previo del autor en
[13] Villota A. Hidalgo A. Este lugar geométrico, corresponde a la recta que, pasando
por el centroide de los puntos, se aleja mayormente de dichos puntos. Su
importancia practica puede radicar por ejemplo en circunstancias en la cuales, si
bien una red debe pasar por el centro de una poblacion, dicha linea debe alejarse
de las viviendas para evitar efectos de contaminacién o radiacion.

En general se ha practicado un estudio matemético y geométrico a la recta de

regresion de Deming amplio inédito y novedoso que no ha sido abordado en
tratados publicados.
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RECOMENDACIONES

Como recomendaciones y expectativas para proximos trabajos relacionados con el
presentado se plantean las siguientes:
1.- Realizar el estudio multivariado de regresiones inspiradas en la de Deming,

2.- El objeto de este estudio era fundamentalmente un estudio geométrico y
matematico a la recta de regresion de Deming, propésito que se cumplid, sin
embargo, surge como inquietud a futuro abordar con mayor profundidad tematicas
inferenciales.
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