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Introduccion

El libro Una introduccion a las subdlgebras de Mishchenko-Fomenko es el resultado del
proyecto de investigacién titulado subdalgebras de Mishchenko-Fomenko en U (gl,) y
secuencias regulares, desarrollado gracias al respaldo financiero de la Vicerrectoria de
Investigacién e Interaccidn Social de la Universidad de Narifio.

La teoria de &lgebras de Lie, cuyo desarrollo comenzé debido a los trabajos de Sophus
Lie en el siglo XIX, ocupa un lugar de importancia en la matematica moderna y a lo
largo del tiempo, ha demostrado ser fundamental no solo en el avance de esta disciplina,
sino también en sus mudltiples aplicaciones en diversas dreas del conocimiento, desde la
geometria diferencial y la teoria de grupos de Lie hasta la fisica tedrica. La comprensién de
esta teoria puede ser especialmente desafiante incluso para matematicos experimentados,
debido a la complejidad conceptual de sus tematicas y el requisito de tener conocimientos
bésicos de otras dreas como la geometria, el dlgebra y la topologia.

Con este libro, los autores pretenden ofrecer una introduccién comprensiva a las dlgebras
de Lie y sus representaciones, combinando rigor matematico con un enfoque didactico,
con el cual se espera que el lector alcance un mejor entendimiento de los temas que
aqui se exponen. Aunque la mayoria de las demostraciones que aparecen en este texto no
son originales, es de resaltar el esfuerzo de los autores por presentar pruebas detalladas
que permitan una profunda comprensién de los complejos conceptos matematicos que se
estudian, tomando distancia de los libros especializados que, en general, omiten muchos
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detalles de las pruebas y, con ello, dificultan la accesibilidad a la teoria.

El otro propdsito de este texto es hacer una introduccién al problema de determinar
si las subdlgebras de Mishchenko-Fomenko son generadas por una secuencia regular de
polinomios en el dlgebra simétrica del dlgebra de Lie gl,,. Las subalgebras de Mishchenko-
Fomenko son una clase particularmente importante de subalgebras conmutativas las cuales
juegan un papel crucial en la teoria de representaciones del dlgebra de Lie.

El texto se estructura en cinco capitulos. El primero ofrece los fundamentos basicos de la
teoria de algebras de Lie, incluidas sus definiciones y propiedades esenciales. El segundo
aborda una introduccién general a las algebras graduadas y filtradas haciendo énfasis en el
algebra envolvente universal de un dlgebra de Lie de dimensidn finita y el teorema PBW,
que permite identificar el dlgebra simétrica con el dlgebra de polinomios. Con estos temas
se pretende guiar al lector desde los conceptos bdsicos de las algebras graduadas hasta su
relacién con la teoria de representaciones de algebras de Lie.

El tercer capitulo elabora una sencilla pero rigurosa introduccidn a la geometria algebraica,
incluyendo los conceptos y resultados fundamentales de los conjuntos algebraicos afines
y su relacién con el dlgebra de polinomios en varias indeterminadas. De esta manera,
se hace un predmbulo al concepto de dimensién de una variedad algebraica afin, el cual
es indispensable para determinar si las subalgebras de Mishchenko-Fomenko en gl, son
generadas por una secuencia regular.

El cuarto capitulo esta dedicado a desarrollar el concepto de secuencias regulares en anillos
conmutativos. El estudio de estas secuencias proporciona una base sélida para avanzar en
el andlisis de la dimensién de variedades algebraicas.

El dltimo capitulo desarrolla una presentacién no rigurosa de las subdlgebras de Mishchenko-
Fomenko en S(gl,). Aunque la falta de formalismo en la definicién de estas subalgebras
puede parecer desconcertante para matematicos versados en esta temadtica, el objetivo
es permitir a los lectores no experimentados captar las ideas centrales sin perderse en la
complejidad formal de la temadtica, y de esta manera, darle la oportunidad de comprender
el problema de investigaciéon, en concreto, determinar si las subdlgebras de Mishchenko-
Fomenko son generadas por una secuencia regular de polinomios en S (gl,). Asimismo,
este capitulo expone el resultado principal obtenido durante la investigacién.

Ademds, en los apéndices de este libro, los lectores cuentan con un soporte tedrico que les
permite profundizar en los temas tratados. En este capitulo se incluye informacién clave
que cubre los conceptos fundamentales necesarios para entender el contenido del texto,
como definiciones, ejemplos practicos y explicaciones detalladas de ciertos teoremas que
refuerzan los conocimientos bdasicos requeridos. De esta manera, los apéndices ofrecen
una guia complementaria para que el lector asegure una comprensién sélida de los temas
expuestos en este texto.
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Por (ltimo, los autores quieren reiterar su enorme agradecimiento a la Vicerrectoria de
Investigacién e Interaccién Social de la Universidad de Narifio por su gran colaboracién
para que este libro sea una realidad y confian en que el texto sirva, por un lado, como
una guia para quienes estén interesados en comenzar a estudiar la teoria de dlgebras de
Lie y sus representaciones y, por otro, que se convierta en una fuente de inspiracién para
futuras investigaciones en esta rica y dindmica area de las matematicas.

Universidad de Narifio
Febrero de 2025



CAPITULO 1

Algebras de Lie

En este capitulo se presentan las definiciones basicas y los resultados mas relevantes de la
teoria de algebras de Lie. Asimismo, se exponen diferentes ejemplos para que el lector tenga
una mejor comprensién de los conceptos a presentarse. Pese a que la teoria de adlgebras de
Lie se puede desarrollar sobre cualquier cuerpo, en adelante solo se considerardn algebras
de Lie sobre el cuerpo C de los niimeros complejos; sin embargo, todos los resultados que
aqui se presenten son vélidos para édlgebras de Lie sobre cuerpos algebraicamente cerrados
de caracteristica cero. El lector interesado en profundizar en estos temas puede consultar
Humphreys (1997) o SanMartin (1999).

Algebras y subdlgebras de Lie

11
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tie

Definicién 1.1 (Algebra y algebra asociativa). Un &lgebra sobre el cuerpo C es
un espacio vectorial A sobre C, junto con un aplicacién C-bilineal x : A x A — A,
llamada multiplicacién. Esto significa que para cada par de vectores x, y € A existe
un unico vector x x y € A y se satisfacen las condiciones de bilinealidad sobre C, es
decir, para toda terna de vectores x, y,z € A y todo par de escalares o, 8 € C, se
tiene,

1. (ax+ By) xz = a(x xz) + B(y * z).

2. zx (ax+ By) = a(z * x) + B(z * y).
Ademis, se dice que A es asociativa si para toda terna x,y,z € A se cumple
x*(y*z)=(x*xy)*z.

usual escribir C-algebra, dlgebra compleja o simplemente dlgebra para expresar que se
ne un algebra sobre el cuerpo C de los nimeros complejos y, buscando familiarizar al

lector con estas expresiones, a lo largo de este texto se utilizardn en forma indistinta.

SELGEEEN Para cada entero n > 0, el espacio M,(C) de las matrices cuadradas de

orden ny componentes complejas, con la multiplicacién usual de matrices es una C-dlgebra
asociativa. Igualmente, son algebras asociativas: el cuerpo C con la multiplicacién usual
nimeros complejos, el anillo P de polinomios en un variable y coeficientes complejos
con la multiplicacién usual de polinomios y el C-espacio vectorial F de las funciones

de

f:

C — C con la multiplicacién definida por

(fg)(x) = f(x)g(x), para todo par de funciones f, g € F,

Definicién 1.2 (Algebra de Lie). Un dlgebra de Lie compleja es una C-algebra g,
con vector nulo 0, y multiplicacién [,] : g x g —> g, llamada corchete de Lie, tal
que a cada par ordenado (x, y) € g X g asigna el vector [x, y] € g, satisfaciendo las
siguientes propiedades:

1. Anticonmutatividad: Para todo vector x € A, se tiene, [x, x] = 0.

2. ldentidad de Jacobi: Para cualesquier tres vectores x, y, z € g, se tiene,

[x,ly. 2]l + [y, [z, X]] + [z, [x,y]] = 0.

Observacion 1.1. Todo C-espacio vectorial V tiene estructura de algebra de Lie
definiendo el corchete trivialmente, es decir

[x,y] =0, para todo par de vectores x,y € V.

Esta estructura de C-algebra de Lie se denomina abeliana y no tiene un mayor
interés tedrico.
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La identidad de Jacobi no es una condicién simplemente técnica, su presencia en la
definicién de algebra de Lie asegura la coherencia matematica necesaria para que estas
estructuras sean Utiles tanto en teoria abstracta como en aplicaciones practicas. Un dlgebra
de Lie, en general, no es asociativa ya que la identidad de Jacobi garantiza una estructura
algebraica que es mas general que la asociatividad estricta, sin embargo existe una relacién
entre la teoria de dlgebras asociativas y la de algebras de Lie, debido a que toda C-dlgebra
asociativa induce sobre si misma una estructura de C-dlgebra de Lie, como se ilustra en
el siguiente ejemplo:

SN Considere el élgebra asociativa M,(C), de las matrices cuadradas de
orden n y componentes complejas, con la multiplicaciéon usual de matrices. Para dar una
estructura de C-4lgebra de Lie a M,(C), se define el corchete como sigue:

[A, B] = AB — BA, para todo par de matrices A, B € M,(C).

En efecto, considere las matrices A, B, C € M,(C) y sean «, 8 € C, por las propiedades
de la suma y multiplicacién de matrices, se tiene,

[@A+BB,C] = (aA+B8B)C—C(aA+5B)
— a(AC — CA)+ 3(BC - CB)
= alA C]+ 8B, (]

de forma similar se cumple la segunda condicién de bilinialidad, la anticonmutatividad es
inmediata y en seguida se prueba la identidad de Jacobi:

[A[B,C]+[B.[C.A]] = [A BC—CB]+[B, CA— AC]

A(BC) + (CB)A— B(AC) — (CA)B

— (C(AB — BA) — (AB — BA)C)

—[C,AB — BA|
— —[CIABI.

Con gl, se denota la estructura de &lgebra de Lie de M,(C). En general, si A es un
algebra asociativa, entonces A tiene estructura de dlgebra de Lie definiendo el corchete
de la siguiente manera:

[x,y] = xy — yx, para todo par de vectores x, y € A. (1.1)
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Para probar que la ecuacién (1.1) define una estructura de C-3lgebra de Lie en el dlgebra
asociativa A, se procede de forma similar a la prueba presentada para gl,, de hecho,
gl, es un caso particular de esta situacién general. Similarmente, si V' es un C-espacio
vectorial, entonces el espacio Hom( V) de las transformaciones C-lineales de V en V/, con
la composicién de funciones, es un algebra asociativa, y con el corchete definido en la
ecuacién (1.1), se tiene que Hom(V') es un &lgebra de Lie que se denotara gl(V).

Ejemplo 1:3. (Suma directa de algebras de Lie) BB R EE R (R ORIl 1Ne LU RTS

la suma directa g &5 = {(w,x) : w € g,x € s} tiene estructura de algebra de Lie,
definiendo el corchete de dos vectores (w, x), (v, z) € g @ s como sigue:

[(w, ). (v, 2)] = ([w, y]. [x, 2]) -

La suma de vectores y la multiplicacién por escalar en g @ s, junto con la bilinealidad de
los corchetes en g y s, garantizan la bilinealidad del corchete definido en g @ s. Para la
anticonmutatividad, sea (u, x) € g @ s, entonces

[(u, %), (u, x)] = ([u, 4], [x, x]) = (0, 0).

La identidad de Jacobi en g & s, se prueba de forma similar y se deja como ejercicio para
el lector.

Proposicion 1.1. Si g es un algebra de Lie sobre un cuerpo C y x, y € g, entonces

L [x,y] = =y, x].
2. [x,0]=10,x] =0.
3. Si[x,y] # 0, entonces {x, y} es linealmente independiente sobre C.

Demostracion. De la anticonmutatividad se tiene [x — y, x — y] = 0, y de la bilinealidad
del corchete se sigue

o x] =[xyl =l xl+ vyl =-[xyl-ly.x] =0,
entonces [x, y] = —[y, x]. El segundo item es consecuencia de las siguientes igualdades:
[x,0] = [x,0+ 0] = [x, 0] + [x, 0],

similarmente,

[0,x] = [0+ 0,x] = [0, x] + [0, x]

Para mostrar el tercer enunciado, note que el item anterior garantiza que x 20y y # 0,
cuando [x, y] # 0. Sean «, 8 € C, tales que ax + 8y = 0, entonces

0 = [x,0] = [x, ax + By] = a[x, x] + B[x, y] = B[x, y].



15

Pero [x,y] # 0, luego 8 = 0, en consecuencia, ax = 0 y se tiene a = 0. Por tanto, el
conjunto {x, y} es linealmente independiente sobre C. O

Proposicion 1.2. Si g es un algebra de Lie compleja no abeliana de dimensién 2,
entonces existe una C-base {x, y} de g, tal que [x,y] =y.

Demostracién. Sea {u, w} una C-base para g, luego existen escalares «, 8 € C, tales que
[u,w] =au+ Bw.

Dado que g es no abeliana, se debe tener [u, w] # 0, y no se pierde generalidad en suponer
que B # 0, entonces

[u, [u, w]] = [u, cu + Bw] = au, u] + Blu, w] = Blu, w],

luego [u, w] = Z[u, [u,w]] = [%u [u, W]} Ahora, tomando x = uy y = [u,w], se

tiene, y = [x, y] # 0. Por la Proposicién (1.1), el subconjunto {x, y} es una C-base para
g que cumple la condicién solicitada. O

Definicion 1.3 (Subdlgebra de Lie). Sea g una C-dlgebra de Lie. Una subélgebra
de Lie (o simplemente subdlgebra) es un subespacio s de g que es cerrado para el
corchete definido en g, es decir

[x,y] € s, para todo par de vectores x, y € s.
Observacion 1.2. En toda algebra de Lie g, los subespacios {0} y g son subdlgebras

de g. De hecho, para todo vector x € g el subespacio span{x} = {ax : a € C} es
una subdlgebra abeliana de g.

SN Sea 7, = {A € gl,, : A es triangular superior}. Se conoce que 7, es un
subespacio de gl,, cerrado para la suma y multiplicacién de matrices, entonces para todo

par de matrices A, B € 7, se tiene, [A, B] = AB — BA € 7,. En consecuencia, 7, es una
subdlgebra de gl,,.

El subespacio 4, de gl, conformado por las matrices diagonales es una
subdlgebra abeliana de gl,. En efecto, §, es una subdlgebra de gl,, porque es cerrado para
la suma y multiplicacién de matrices. Ademas, el producto de matrices es conmutativo
en 0, es decir, para todo par de matrices A, B € §,,, se cumple [A, B] = AB— BA=0.
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Definicion 1.4 (Centro). Sea g un élgebra de Lie compleja. El centro de g, denotado
Z(g), es el conjunto de vectores de g que conmutan con todo elemento de g, es
decir

Z(g) ={x€g:[x,y] =0, paratodoy € g}.

La Proposicién (1.1) garantiza que 0 € Z(g) y, de la bilinealidad del corchete, se tiene que
Z(g) es un subespacio de g. El lector puede comprobar que dados dos vectores x, y € Z(g),
se tiene [x, y] € Z(g). Por tanto, Z(g) es una subalgebra de g.

SR Sea n un entero mayor que 1y sea I, la matriz idéntica de orden n, se
probarad que

Z (gl,) = span{l,} = {al,: a € C}.

En efecto, sea A= (a;;) _ una matriz de Z (gl,), entonces

nxn

AB = BA, para toda matriz B € gl,,.

Para i,j = 1,...,n sea Ej; la matriz de gl, cuya ij-ésima componente es 1 y las otras
componentes son iguales a 0, entonces

0 0 aij 0 0
AE;i=1 0 0 a; O 0 |,
0 0 a, O 0
también,

0 0 0
0 0 0
EiA= | ap -+ aj -+ ain
0 - 0
0 0 0

Dado que AE;; = E;;A, se deduce que

ajj =0, siempre que i # j.
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Luego, A es un elemento de la subdlgebra ,, de matrices diagonales de orden n, mas atin,
A=anki1+ -+ anknn.
Ahora, para j=2,..., n se tiene
AEjj=ankj y EjA=ajE;
entonces (311 — ajj) Eyj =0, asi que
ajj = a1, paratodaj=2,...,n
Luego, A= ay1 (E11 + -+ + Epn) = a1/, Por tanto

Z(gl,) ={al,:a€ C} =span{l,}.

Proposicion 1.3. Sea g un algebra de Lie compleja. El corchete definido en g es
asociativo, si y solo si, para todo par de vectores x, y € g se tiene [x, y] € Z(g).

Demostracion. Sean x,y,z € gy suponga que el corchete definido en g es asociativo,
luego
[y, [z xl] = [ly. z]. x] = 0.

Lo anterior, junto con la Proposicién (1.1), implican que

[2. Y] =[x by 2] + [y, [z x]] + [z, Xy

Por la identidad de Jacobi, se obtiene [z, [x, y]] = 0, lo que significa que [x,y] € Z(g).
Para el reciproco, suponga que [x,y] € Z(g), para todo par de vectores x,y € g. Por la
definicidn de centro, se obtiene,

[[x.¥].21 = 0 =[x, [y, Z]].

Proposicion 1.4 (Normalizador). Si g es un algebra de Lie compleja y s es una
subdlgebra de g, entonces el normalizador de s en g, denotado Ny(s) y definido por

Ng(s) = {x € g: [x,y] € 5, para todo vector y € s},

es una subdlgebra de g que contiene a s.

Demostracién. Observe que Ny(s) es un subespacio de g debido a que el corchete es una
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forma C-bilineal. Ahora, sean x,y € Ng(s) y sea z € s, por la identidad de Jacobi se tiene
.2l + Iy [z 4] = = [z [x ¥l = [[x. ], 2],
pero [y, z] y [z, x] son vectores de s, luego
[x.yl.21 = Ix. [y 2] + Iy, [z, x]] € 5,

entonces [x,y] € Ny(s). Por tanto, Ng(s) es una subdlgebra de g y claramente s estd
contenida en Ny(s). O

SELIEN A Recuerde que 7, es una subdlgebra de gl,, ver Ejemplo (1.4). Si la matriz

a b
A= ( c d ) € Ny(72), entonces

a b 10y (10 ab_O—be
c d 0 0 00 cd)”"\c 0 2
Luego, ¢ =0, es decir A € 1. Por tanto, Ny(m) = 7.
Definicion 1.5 (Centralizador). Sea g un &lgebra de Lie compleja y sea X un

subconjunto de g, no vacio. El centralizador de X en g, denotado Cy(X), es el
conjunto de vectores de g que conmutan con todos los vectores de X, es decir

Co(X)={y€g:[y.x] =0, para todo vector x € X}.

Dado que el corchete es una aplicacién bilineal, se deduce que Cy4(X) es un subespacio
de g. Ademas, si x € X y los vectores y, z € Cy(X), entonces

.2l = =y, [z x| = [z. [x y]l = = [y, 0] = [2,0] = 0.

Por tanto, [y, z] € C4(X), es decir, C4(X) es una subdlgebra de g. Asimismo, el lector
puede notar que un vector x € Z(g), si y solo si, C5({x}) = g.

Definicion 1.6 (Ideal). Sea g un dlgebra de Lie compleja. Un ideal es un subespacio
T de g, tal que para todo vector x € 7 y todo vector y € g, se tiene [x,y] € Z.

Observe que los subespacios {0} y g son ideales del 4lgebra de Lie g.
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SN Sea sl, el conjunto de matrices de gl, que tienen traza! igual a 0, es
decir, sl, = {A € gl,: tr(A) = 0}. Por la propiedad de linealidad de la traza, se sigue
que sl, es un subespacio de gl,,, ademas se sabe que

tr(AB) = tr(BA), para todo par de matrices A, B € gl,,
en particular, para matrices A € sl, y B € gl,,, se tiene
tr ([A B]) = tr (AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =0,

luego [A, B] € sl,, por tanto, sl, es un ideal de gl,,.

SR El centro Z(g) de un &lgebra de Lie compleja g es un ideal de g. En
efecto, sea x € Z(g) y sean y, z € g, por la identidad de Jacobi, se tiene

[Ix.yl.z21 =[x, [y, 2]l + [y, [z.x]] = 0 + [y, 0] = 0,

por tanto, [x, y] € Z(g), asi que Z(g) es un ideal de g.

Observacion 1.3. Todo ideal de un algebra de Lie g es una subdalgebra de g, pero
no toda subdlgebra de g es un ideal de g. Por ejemplo, para n > 2, la subalgebra
T, de las matrices triangulares superiores de tamafio n X n no es un ideal de g[,,
porque Ej; € T,y Ep1 € gl,,; sin embargo

[Er1, Em] = EnnEmy — EmEnn = —Ep1 & 7.
Proposicion 1.5. Si g es un algebra de Lie compleja y s es una subdlgebra de g,

entonces
Ng(s) =g, si y solo si, s es un ideal de g.

Demostracién. Una consecuencia de las definiciones de normalizador (1.4) e ideal (1.6)
es que Ny(s) = g, si y solo si, para toda x € s y toda y € g se cumple [x, y] € s, lo cual
equivale a decir que s es un ideal de g. O

Proposicion 1.6. Sea g un dlgebra de Lie compleja. Si Z y J son dos ideales de g
y § es una subdlgebra de g, entonces
1.INTyI+T={x+y:x€Z,yec T} son ideales de g.
2. [Z,J) = span{[x,y] : x € I,y € J} es un ideal de g. En particular, g’ = [g, g]
se denomina algebra derivada de g.

!Recuerde que la traza de una matriz cuadrada A = (aj;) ,» denotada tr(A), es la suma de las

nx
componentes en su diagonal principal, es decir, tr(A) = a1 + - - - + ann.
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3. ZNs es un ideal de s.
4. El espacio g/Z = {x + I : x € g} es un algebra de Lie definiendo el corchete
como sigue

[x+Z,y+ZI]=[x,y] +Z para todo par de vectores x,y € g.

Demostracion. Para el primer enunciado observe que ZNJ y Z + J son subespacios de
g.Sean w € INJ y z € g, de la definicién de ideal se tiene [w,z] € Zy [w,z] € J,
por tanto Z N J es un ideal de g. Ahora, considere los vectores u € Z, v € J y z € g,
entonces

lu+v,zl=[uz]+][v.z]€e T+ T,

por tanto, Z 4+ J es un ideal de g.

Para continuar, note que [Z, 7] es un subespacio de g. Considere los vectores u € Z,
veJyzeg. Porlaidentidad de Jacobi, se tiene

[fuv] 2] = = [z, [u,v]] = [u,[v. 2]] + [v, [z, u]], (1.2)
pero [v,z] € J vy [z,u] € Z, luego [[u, V], z] € [Z,TJ]. Ahora, tome un vector arbitrario
w € [Z,J] = span{[x,y] : x € Z,y € J}, entonces existen vectores uy,...,us € Z,
vi,...,Vs € J y existen escalares oy, ..., as € C, tales que

W = 1 [U1,V1]+"’+as[us:\/s]

luego,
w,z] = aq [[tn, vi] 2] + - - + as [[us, vs], 2],

por la ecuacidn (1.2), cada vector [[uj, vi], z] de la anterior combinacién lineal estd en
[Z,J], entonces [w, z] € [Z, J]. Por tanto, [Z, 7] es un ideal de g.

Para probar la tercera afirmacién, observe que ZNs es un subespacio de 5. Sean x € ZNs
y z € s, por definicién de ideal [x,z] € Z, y por la definicién de subdlgebra [x, z] € s,
luego [x, z] € Z N s. Por tanto, ZN's es un ideal de s.

Para el dltimo enunciado, note que g/Z es un C-espacio vectorial y que la bilinealidad
del corchete en g garantiza la bilinealidad del corchete en el espacio cociente g/Z. Se
deja como ejercicio comprobar que todas las condiciones de la definicién (1.2) se cumplen
en g/Z y en seguida se probard que el corchete estd bien definido en el cociente g/Z.
Suponga que 41 +Z = +Z y wy +Z = wy + Z, entonces existen vectores x,y € Z,
tales que uy = Uy + xy wy = wyr + y, y se tiene

1 +Z,wi +I] = [u, m] + T = [u2 + x, w2 + y] + Z,
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por la bilinealidad del corchete en g y del hecho que Z es un ideal de g, se obtiene,
[tn +Z, w1 + Z] = ([uo, wo] + [u2, y] + [x, wa] + [x, y]) + T = [uo, wo] + Z.
Por tanto [ty +Z, wy + Z] = [ua + Z, wp + ], es decir, el corchete estd bien definido en

el cociente g/Z. O

Observacion 1.4 (Constantes de estructura). Sea g un dlgebra de Lie compleja
de dimensién finita y sea B = {xi, ..., X,} una base ordenada de g. Cada vector
[xi, x;j] se puede expresar como combinacién lineal de los vectores de la base B,
luego existen escalares (nicos a,’-‘j € C, tales que

n
[xi, xj] = Z af}xk.
k=1

Los escalares a,’-‘j se denominan constantes de estructura del algebra de Lie g con
respecto a la base B.

ST Considere la C-algebra de Lie sl, de matrices de tamafio 2 x 2 y
componentes complejas y sea B = {e, f, h} la base canénica de sl,, en la cual

= (9 8)r=(20)m=(} 9)

[e,f]—ef—fe_(é _01>_h.

[e, h] = eh — he = < 0 —2 ) = —2e.

Entonces

0 0
[f,h]:fh—hf:<(2) g>:2f.

Por tanto, las constantes de estructura de sl, con respecto a su base candnica pertenecen
al conjunto {0,1, 1,2, —2}.

Definicién 1.7 (Algebra de Lie simple). Un &lgebra de Lie compleja no abeliana
g se denomina simple, si los dnicos ideales de g son {0} y g.

SN EBER El dlgebra de Lie sly es simple, porque tomando un ideal Z # {0} de
sl y una matriz no nula X € Z, existen escalares «, 3,7 € C, no todos cero, tal que
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X = ae+ Bf +vh, y se tiene

[[X,h], f] = [2ce +20f,f] =—2ah € T.
[[X, h], e] = [-2ae+26f,e] = —28h e L.

[[X. €], h] =[-Bh+2ve h =—4ye €T

Dado que alguno de los escalares «, 5 o  es diferente de cero, se sigue que e € Z o
h € Z, y en cualquiera de estos casos se obtiene {e, f, h} C Z. Luego Z = sl,, asi que s,
es un algebra de Lie compleja simple.

Homomorfismos de algebras de Lie

Definicién 1.8 (Homomorfismo de algebras de Lie). Sean g; y g, dos algebras
de Lie complejas. Un homomorfismo de g; en g es una transformacién C-lineal

¢ g1 — g2, tal que
o ([x, y]) = [#(x). ¢(y)]. para todo par de vectores x, y € g.

El homomorfismo ¢ se denomina monomorfismo si ¢ es inyectiva, epimorfismo si ¢
es sobreyectiva e isomorfismo si ¢ es biyectiva. Se dice que g; y g» son algebras de
Lie isomorfas, lo que se denota g1 = go, si existe un isomorfismo ¢ : g1 — ga.

S O B AR ST TR S O [{ee)]  Sea g un algebra de Lie compleja, y sea Z

un ideal de g. La transformacién lineal 7 : g — g/Z definida por 7(x) = x+Z, para todo
vector x € g es un epimorfismo de dlgebras de Lie. En efecto, no es complicado comprobar
que ¢ es una transformacién C-lineal sobreyectiva y tomando x, y € g, se tiene

() =y + T =[x+ 1y +I] = [r(x), w(y)].

Asi 7 es un epimorfismo de dlgebras de Lie, denominado epimorfismo candnico.

Dos algebras de Lie complejas abelianas son isomorfas, si y sélo si,
tienen la misma dimensién. En efecto, la primera implicacién es evidente y para el
reciproco, sean by y by dos C-algebras de Lie complejas abelianas de la misma dimensién.
Luego, existe una transformaciéon C-lineal biyectiva ¢ : by — by, y dados un par de
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vectores u, w € by se tiene

¢ ([u, w]) = 0 = [p(u), ¢(w)].

Por tanto, ¢ es un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Todas las algebras de Lie complejas no abelianas de dimensién dos son
isomorfas. Para justificar esta afirmacion, sean g1 y g dos algebras de Lie complejas no
abelianas de dimensién dos. Por la Proposicién (1.2) existen C-bases {x1,x} de g1 y
{y1,y2} de go, tal que [x1, x2] = x2 ¥ [y1, ¥2] = y2. Considere el isomorfismo de espacios
vectoriales v : g3 — go, definido por

v(xi) =y, parai=1,2.

Luego,
Y([xi xe]) = v(x2) = y2 = 1, o] = [v(xa), v(x2)]-

Por tanto, v es un isomorfismo de algebras de Lie.

Dos algebras de Lie no abelianas de dimensién n > 2, no siempre son
isomorfas. Por ejemplo, el dlgebra sl es un dlgebra de Lie de dimensién 3 y por lo expuesto
en el Ejemplo (1.11) se sabe que sl, es simple. Por el Teorema (1.2), que se presenta méas
adelante, se deduce que toda &lgebra de Lie isomorfa a sl, debe ser simple. Ahora, sea
b el subespacio de gl; conformado por toda matriz triangular superior con diagonal nula.
Una base para b es el conjunto {Ejp, Ei3, Exz}. Observe que

[Er2, Ex3] = E13,  [Eir2, E13] = [E13, E23] = 0. (1.3)

Las anteriores relaciones implican que b es una subdlgebra de g de dimensién 3 y que
span{Eys} es un ideal no trivial de b; en consecuencia, sl; y b son &lgebras de Lie no
isomorfas.

Observaciéon 1.5. Los siguientes enunciados son verdaderos

1. Si g1 y g2 son dos dlgebras de Lie complejas, la transformacién lineal nula
O : g1 —> go, definida por O(x) = 0 para toda x € g, es un homomorfismo
de algebras de Lie.

2. Si g es un dlgebra de Lie compleja, entonces la transformacién lineal idéntica
idg 1 g — g, definida por idy(x) = x para toda x € g, es un isomorfismo de
algebras de Lie.

3.Sip:9g1 — g2y : g2 — g3 son homomorfismo de 3lgebras de Lie,
entonces yo ¢ : g1 —> g3 es un homomorfismo de algebras de Lie, porque
dados dos vectores u, w € g, se tiene

vo ¢ ([u,w]) =7 ([¢(u), p(w)]) = [y 0 p(u), v 0 d(w)].
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Teorema 1.1. Si g1, g> y g3 son dlgebras de Lie complejas, entonces
1og1 S
2. Si g1 = g, entonces g = g;.
3. Sigi1 =gy g2 = g3, entonces g; = gs3.

Demostracién. Dado que idg, : g1 — g1 es un isomorfismo de algebras de Lie, se tiene
g1 = ¢g1. Ahora, suponga que ¢ : g1 — g2 es un isomorfismo de adlgebras de Lie, entonces
se tiene la transformacién C-lineal biyectiva ¢! : go — g1, y dados u, w € g, existen
vectores x, y € g1, tal que ¢(x) = uy ¢(y) = w, entonces

¢([x. ¥]) = [¢(x). o(¥)] = [u, w].

Luego
¢~ ([u,w]) =[x, y] = [67(u), o~ (w)],

Asi, gb*l es un isomorfismo de algebras de Lie, es decir, g; = go. Para finalizar, el tercer
enunciado es consecuencia del item 3 de la Observacién (1.5), porque la composicién de
isomorfismos de dlgebras de Lie también es un isomorfismo de dlgebras de Lie. O

Teorema 1.2 (Propiedades de los homomorfismos). Si ¢ : g1 — go es un
homomorfismo de algebras de Lie, s una subdlgebra de g; y v una subdlgebra de g5,
entonces
1. ¢(s) = {¢(x) : x € s} es una subdlgebra de g», en particular, Im(¢) = ¢(g1)
es una subdlgebra de g,. Ademds, si s es un ideal de g; y ¢ es epimorfismo,
entonces ¢(s) es un ideal de g».
2. ¢71(tr) = {x € g1 : ¢(x) € t} es una subdlgebra de g;. Adem3s, si t es un
ideal de g,, entonces ¢ () es un ideal de gy, en particular, Ker(¢) = ¢~1(0)
es un ideal de g;.

Demostracion. Se presenta la prueba del primer item, el segundo se muestra de forma
similar y se deja como ejercicio para el lector. Claramente ¢(s) es un subespacio de g».
Sean x, y € s, se tiene [x, y| € s, luego

[¢(x), p(y)] = &([x. ¥]) € ¢(s),

por tanto, ¢(s) es una subdlgebra de g,. Ahora, suponga que s es un ideal de g; y que
¢ es epimorfismo. Escoja vectores u € ¢(s) y w € ga, entonces existen vectores x € s y
y € g1, tal que ¢(x) = uy ¢(y) = w, luego [x, y] € s, y se tiene

[u, w] = [6(x), &(y)] = &(Ix, ¥]) € ¢(s).

Por tanto, ¢(s) es un ideal de go. O
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Teorema 1.3 (Primer Teorema del isomorfismo). Si ¢ : g1 — g» es un
homorfismo de C-algebras de Lie, entonces

Demostracidn. Sea Ker(¢) = s, considere la correspondencia @ : g1/s — Im(p)
definida por
P(x +5) = p(x), para toda x € g;.

Se mostrara que P es un isomorfismo de algebras de Lie. Primero suponga que x+s = y+s
en 91/5, Iuego Yy — X € 8, entonces

P(x +5) = p(x) = p(x + (y — x)) = p(y) = By +5).

Asi, @ es una funcién bien definida, claramente sobreyectiva; ademds es C-lineal, porque
© lo es. Para mostrar que @ es inyectiva, sea x + 5 € Ker(®), entonces

p(x) =P(x+5) =0,

de aqui x € s, lo que implica que @ es inyectiva. Resta probar que @ es un homomorfismo
de dlgebras de Lie. Sean x + s,y + s € g1/s, entonces

P([x +5.y +5]) =2([x y] +5) = ([x ¥]),
pero ¢ es un homomorfismo de algebras de Lie, entonces
p([x. ¥]) = [p(x), p(y)] = [P(x + 5), Py +5)].

Asi, @ es un homomorfismo de &lgebras de Lie. Por tanto, gi/Ker(p) = Im(p). O

Considere la aplicacién C-lineal ¢ : gl, — span(/,), definida por
¢(A) = tr(A)l,, para toda A € gl,,.
Observe que
6 ([A, B]) = tr (AB — BA) ly = 0l = [tr(A)h, tr(B)1n] = [6(A), 6(B)]

luego, ¢ es un epimorfismo de algebras de Lie con Ker(¢) = {A € gl,, : tr(A) = 0} = sl,,
por tanto
al, -

ol span(ly,).



26

Corolario 1.1. Sea g un dlgebra de Lie compleja. Si Z y J son ideales de g, entonces

T Q(j—l—I)

(JNI) J

ademas, si Z C J, entonces

Demostracion. Para iniciar observe que J N7 es un ideal de Z, ademas, 7 es un ideal de
(T+I) , . .
definida
J

J+Ly % es un ideal de % Considere la aplicacién C-lineal ¢ : 7 —
por ¢(x) = x + J. Dados los vectores x, y € Z, se tiene

o(xy) =yl + T =x+ T,y + T = [o(x), o(y)]-

Luego, ¢ es un homomorfismo de algebras de Lie, mas aun, si u € J +Z, existen vectores
ze Jyx€eT, tal que u=z+ x, y se tiene

d(x)=x+T=(z+x)+T =u+J,

es decir, ¢ es un epimorfismo. Adicionalmente, Ker(¢) = {x € Z: xe€ J} =TI NIy
~ (J+I)

A
aplicando el Teorema (1.3), se obtiene = :

(TN1I) J

Para probar el segundo enunciado, considere la correspondencia ¢ : % — % definida

por o(x+Z) = x+ J. Esta correspondencia es una funcién, ya que dado x+7Z = y +Z,
se tiene y — x € T C J, entonces

ox+D)=x+T=x+(y—-—x)+T=y+T =y +I).
El lector puede comprobar que ¢ es C-lineal y sobreyectiva. Ahora, sean x, y € g, se tiene
p(x+Ly+I) = o(xy]+T) = xyHT =[x+ T,y + T] = [p(x + 1), (y + T)].
Asi, ¢ es un epimorfismo de algebras de Lie, ademas

_ 9. I 9. _J
Ker(sa)—{X+Iez.x+J—J}—{x+IeI.xej}—I
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A~
Nla
~
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Por el primer Teorema del isomorfismo, se tiene

SIS
Qe

(7)

SELILEBEAS Sean g = gly, 5 = sl y v = span(Zz) = {aZz : « € C}. Usando la
base canénica de s, expuesta en el Ejemplo (1.10), se tiene que {e, f, h, b} es una C-base
de g. Considere la aplicacién C-lineal biyectiva v : g — s @ t, definida por

v(e) = (e 0), ~(f) =(£.0), ~(h)=(h0). ~(L)=(0, L)
entonces,
7 ([e. f]) = v(h) = (h, 0) = ([e, f],0) = [(e, 0), (£, 0)] = [v(e). v(F)],
7 ([e. h]) = v(—2e) = (—2¢,0) = ([e, h], 0) = [(e, 0), (h, 0)] = [v(e),v(h)],
v ([f. ) =~(2f) = (2f,0) = ([f, h], 0) = [(£, 0), (h, 0)] = [v(f),~(h)].
Ademas,

v ([e. k) = [v(e). v(R)], v ([f. I) = [V(F). A(R)], ~ ([h. ]) = [v(h), 7 (F)]

Por tanto, v es un isomorfismo de algebras de Lie, es decir, gl, = sl, @ span(h).

Representaciones de un algebra de Lie

Definicion 1.9 (Representacion de un algebra de Lie). Sea g una C-dlgebra de
Lie. Una representacién de g es un par (V, ¢), en la cual V es un C-espacio vectorial
y ¢ : g — gl(V) es un homomorfismo de algebras de Lie. Si ¢ es monomorfismo,
la representacién se denomina fiel.

Sean g un algebra de Lie complejay V' un C-espacio vectorial y denote con O la aplicacién
nula en gl(V). La transformacién lineal 0 : g — gl( V') definida por

0(x) = O, para todo vector x € g,

es un homomorfismo de &lgebras de Lie, asi que (V/,0) es una representacién del algebra
de Lie g denomina representacion trivial.
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Observacion 1.6. Toda representacién no trivial de un algebra de Lie simple es fiel.
En efecto, si g es un &lgebra de Lie simple y (V, ¢) es una representacién no trivial
de g, entonces Ker(¢) # g, en consecuencia, Ker(¢) = {0}.

ST o BRI TS REG TTE)) Sea g un algebra de Lie compleja. Para

cada x € g defina ady : g — ¢, de la siguiente forma

ady(y) = [x,y], paratoda y € g.

Siy,ze gy €C, por la bilinealidad del corchete en g, se tiene

adx(By + z) = [x, By + z] = B[x, y] + [x, z] = Badi(y) + adx(2).

Luego, ad, € gl(g). Ahora, sea ad : g — gl(g) la funcidén que asigna a cada x € g la
aplicacién C-lineal ady, a continuacién se mostrard que (g, ad) es una representacién de
g. Dados los vectores x,y,z € g y el escalar 5 € C, se tiene

adgxyy(z) =[x+ y, 2] = B[x, z] + |y, z] = Padi(z) + ad,(z) = (ﬁadx + ady) (2).

Luego, adgxyy, = Badx + ad,, esto significa que ad : g — gl(g) es una aplicacién
C-lineal. Ademas, de la identidad de Jacobi, se tiene

adixy)(2) = [[x.yl. 2l = [x. [y, 2]l + Iy, [z. %] = [x. [y, 2]] = [y, [x, 2]},
pero,
[x. Iv. 2]l = Iy, [x, z]] = adx (ad,(2)) — ad) (ady(z)) = (adx o ad, — ad, o ady) (z),
de las dos ecuaciones anteriores se obtiene,
adjx,) = ady o ad, — ad, o ad, = [ad, ad, | .

Por tanto, ad : g — gl(g) es un homomorfismo de lgebras de Lie. En consecuencia,
(g, ad) es una representacién de g denominada representacién adjunta. El lector puede
verificar que Ker(ad) = {x €g:[x,y] =0, para toda y € g} = Z(g).

Observacion 1.7. Si g es un C-4lgebra de Lie simple, entonces Z (g) = {0}, y en
consecuencia (g, ad) es una representacién fiel de g. Si adicionalmente dim (g) = n,
se tiene gl (g) = gl,,, por tanto, g es isomorfa a una subdlgebra de gl,,, esto significa
que toda algebra de Lie simple de dimensién finita se puede visualizar como una
subdlgebra del dlgebra de matrices gl,,.
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Proposicion 1.7. Si g es un algebra de Lie compleja, entonces el conjunto
ady = {ad, : x € g}

es una subalgebra de gl(g).

Demostracion. Por la bilinealidad del corchete en g, se sigue que ad, es un subespacio de
gl(g). Sean ady, ad, € ady, dado que (g, ad) es una representacién de g, se tiene

lady, ad, | = ad], ) € ad,.

Por tanto, ad, es una subalgebra de gl (g). O

S N B R ST TR MBI ]| Sea g una subdlgebra de M,(C) y considere

la funcién ¢ : g — g/(C") que asigna a cada matriz A € g la transformacién C-lineal
oa € gl(C") definida por ¢a(x) = Ax, para toda x € C". En este ejemplo se mostrara
que el par (C", ¢) es una representacién de g denominada representacién natural. En
efecto, sean A, B € M,(C), v € C"y «, 8 € C, entonces

banips(v) = (aA+ BB)v = aAv + BBv = apa(v) + Bos(v) = (ada + Bos)(v),

es decir, ¢ es transformacién C-lineal. Ademas

#1a8)(v) = (AB — BA)(v) = ABv — BAv = (¢adp — ¢da)(v).

Luego,
o ([A, B]) = pads — dsda = [da ¢8].

En consecuencia, ¢ es un homomorfismo de &lgebras de Lie, por tanto, (C", ¢) es una
representacion de g.

Definiciéon 1.10 (Médulo sobre un algebra de Lie). Sea g un dlgebra de Lie
compleja. Un médulo sobre g (o g-médulo) es un C-espacio vectorial V junto con una
aplicacién C-bilineal - : g x V — V que asigna a cada par ordenado (x,v) € g x V
el vector x- v € V, y, tal que para todo par x,y € gy toda v € V se cumple

xyl-v=x-(y-v)—y-(x-v).

Si V es un g-médulo, entonces la aplicacién - : g x V — V se denomina accidén de
gen V.
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Observacion 1.8. Sea g un dlgebra de Lie.
1. Todo espacio vectorial V tiene estructura de g-médulo con la accién de g en
V definida de forma trivial, es decir,

x-v =0, paratodax €gytodavelV.

2. Un algebra de Lie g tiene estructura de g-mddulo, en la cual, la accién de g
en g se define como sigue

x -y =[x, y], para toda x, y € g.

3. Si V es un espacio vectorial y g es una subdlgebra de gl(V/), entonces V es
un g-mddulo con la aplicacién - : g x V. — V definida por x - v = x(v). En
efecto, la bilinealidad de esta aplicacién es consecuencia de las estructuras de
espacio vectorial de gy V. Sean x,y € gy v € V, entonces

[x,y]-v =[x yl(v) = (xy —yx)(v) = xy(v) —yx(v) = x-(y-v) —y-(x-v).

Teorema 1.4. Sean V un espacio vectorial y g una lgebra de Lie. El par (V, ¢)
es una representacién de g si, y solo si, la aplicacién - : g x V. — V dada por
x - v := ¢(x)(v) define una estructura de g-mdédulo en V.

Demostracién. Si el par (V, ¢) es una representacién de g, entonces ¢ : g — gl(V) es
un homomorfismo de édlgebras de Lie, asi se garantiza la bilinealidad de - : g x V — V.
Sean x,y € gy v € V, se tiene

[, y]-v=9¢([xy]) (v) =([¢(x), o(»)]) (v)

( () (v) = (o(y)b(x)) (v)
(y)(v)) — d(y) ((x)(v))
y-v)=o(y)(x-v)
=x-(y-v)—y-(x-v)

Por tanto, V' es un g-mdédulo. Ahora suponga que V tiene estructura de g-médulo con la
aplicacién - : g x V — V y defina la transformacién ¢ : g — gl(V) por ¢(x)(v) = x- v,
paratoda x € g,ve V. Sean x,y € g, ve Vya,fS e C, entonces

plax + By)(v) = (ax + By) v =ax v+ By - v=ad(x)(v) + Bo(y)(v).

De esta manera, ¢ es una transformacién lineal. Por otro lado, observe que

¢ (I y]) (v) = x-(y-v) =y - (x-v) = (6(x)e(y)) (v) = (¢(y)d(x)) (v) = [¢(x), d(y)](v)-

Asi, ¢ es un homomorfismo de &lgebras de Lie y, en consecuencia, el par (V,®) es una
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representacion de g. O

El Teorema anterior garantiza que representaciones y médulos de un algebra de Lie son
conceptos equivalentes. Dependiendo del contexto, puede resultar mds adecuado emplear
el lenguaje de representaciones o el de mdédulos. Esta equivalencia conceptual resalta
la fuerte conexidén entre las estructuras algebraicas y sus manifestaciones geométricas.
Este dualismo proporciona una herramienta poderosa para estudiar tanto las propiedades
internas de las dlgebras de Lie como sus aplicaciones en contextos mds amplios. A través de
esta equivalencia, se establece un puente entre la abstraccién algebraica y las aplicaciones
concretas, consolidando el papel central de las dlgebras de Lie en la matematica moderna.

Algebras de Lie solubles y nilpotentes

Una forma de estudiar las algebras de Lie es a través de sus ideales, esto conduce a
analizar ciertos ideales especiales, como el dlgebra derivada, que permite la clasificacién
de las dlgebras de Lie en solubles y nilpotentes.

Definicion 1.11 (Serie derivada). Sea g un &lgebra de Lie. La serie derivada en g,
es la sucesion no creciente

de ideales de g, en la cual

g(o) =g vy g(i) = [g(i_l),g(i_l)] , para toda i € Z~o.

S EPA Considere el dlgebra de Lie g = 73 de matrices triangulares superiores
de tamafio 3 x 3. Observe que

9(0) =73 = span{En, Eq, E13, Ex, B3, E33},

dado que
| Ei cuando j = k.
EijBi = { 0 cuando j # k.

Entonces, los ideales que conforman la serie derivada de 73 son:

g = span{Eiz, Er3, Exs}, g® =span{Eiz} y ¢® ={0}.
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Observacion 1.9. Sea g un dlgebra de Lie simple. Dado que g es no abeliana y los
dnicos ideales de g son {0} y g, se tiene que la serie derivada de g es constante,
con g\) =g, para toda i > 0.

Definicién 1.12 (Algebra de Lie soluble). Sea g un &lgebra de Lie, se dice que g
es soluble si para algtin entero m > 1, se cumple que g(™ = {0}.

SELEONEARE Del Ejemplo (1.20), el dlgebra de Lie 73 es soluble. De hecho, tomando
la base {E,-J- 1<i<j< n} para 7,, se puede probar que para toda k € {0,1,..., n},
se tiene

7K =span{E;:1<i<j<n, yj—i>k},

En particular, 7',(,") = {0}, por tanto 7, es soluble.

Proposicion 1.8. Sea g un algebra de Lie.
1. Si g es soluble, entonces toda subélgebra de g es soluble.
. Si g es soluble, entonces toda imagen homomorfa de g es soluble.

2
3. Si g tiene un ideal Z, tal que Z y % son solubles, entonces g es soluble.
4

. Si Z y J son ideales solubles de g, entonces Z + J es un ideal soluble de g.

Demostracion. A continuacidn se presentan las pruebas de cada uno de los enunciados
de esta proposicién.

1. Sea s una subalgebra de g, como g es soluble, existe n € Z+, tal que g(" = {0}.
Asi, 5(" C g(") = {0}, por tanto s es soluble.

2. Sea s una imagen homomorfa de g, es decir, existe un epimorfismo ¢ : g — s. Para
comenzar, se probard por induccién que ¢ (g("’)) =s(M para todo m € Z~g. Sea

[w,z] € s por la sobreyectividad de ¢ existen x, y € g, tales que

e(x)=w y o(y)=z

entonces
[w, 2] = [o(x), (y)] = ¢(x. ¥]) € (s™),

luego 5™ C ©(g(M)). Ahora, sea z € (g(!)), entonces existen un entero positivo n,
escalares o € C y vectores x;, y; € g, con i =1,---, n, tales que

=% Zo‘i[xi,)/i] = Zai[SD(Xi)v o(y))] € [s,5] = sV,
i=1 i=1
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entonces, ¢(gM)) C s, en consecuencia, p(g(¥)) = s(!). Ahora, suponga que
el enunciado se cumple para alglin entero positivo r, es decir, ¢ (g(’)> = 50,
por consiguiente 5(") es una imagen homomorfa de g(), y por el primer paso de
induccidn, se tiene

o([g), g]) = [s(),5(7], o su equivalente, ¢ (g(r+1)> = 5(rt+1),

De hecho, dado que g es soluble, existe un entero positivo n, tal que g(") = {0},

entonces
s = o(g”) = ({0}) = {0}.

. . . , . g . ..
3. Considere el epimorfismo canénico 7 : g — 7 Por un razonamiento similar al

utilizado en el item anterior, se tiene

(n)
T (g(")) = (;) , para todo entero positivo n.

Por hipédtesis, el algebra § es soluble, luego existe un entero positivo k, tal que

g\®
<I> = {Z}, en consecuencia 7 (g(k)> = {Z}, es decir,

¥ C Ker(n) =1,
pero T es soluble, asi que g(k) es soluble y debe existir un entero positivo r, tal que

(g"N® = {0},

ademds, es facil comprobar que gkt = (g(9))(") por tanto g es soluble.

4. Sea ZNJ = s, por el epimorfismo candnico 7w : J — J /s, se tiene que J /s es
una imagen homomorfa de 7, y dado que J es soluble, por item 2, se tiene J /s
es soluble. Pero (7 +7)/Z = J /s, entonces (J +Z)/Z es soluble, asimismos Z es
soluble y por item 3, se tiene J + Z es soluble.

Proposicion 1.9. Si g es un algebra de Lie de dimensidn finita, entonces g contiene
un dnico ideal R que satisface las dos condiciones siguientes:

1. El ideal R es soluble.

2. Todo ideal de g que sea soluble estd contenido en R.
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Demostracién. Considere la coleccién € = {/ : | es ideal soluble de g}. Esta coleccién es
no vacia porque {0} € £. Dado que g es un dlgebra de Lie de dimensidn finita, existe
R € & de dimensién maxima, es decir,

dim R > dim /, para todo ideal | € £,
de la Proposicién anterior se tiene
I +R €&, paratodo | € &,

luego dim R < dim (/4+R) < dim R, es decir, dim (/+R) = dim R, asi que [+ R =R,
por tanto, /| C R, para todo ideal / € £. Por (ltimo, la unicidad de R es evidente. O

Definicion 1.13 (Radical y algebra semisimple). Sea g un algebra de Lie de
dimensidn finita. El radical de g, denotado por radg, es el tnico ideal soluble R de g

que contiene a todos los ideales solubles de g. Ademads, se dice que g es semisimple,
si radg = {0}.

Proposicion 1.10. Si g es un élgebra de Lie de dimensidn finita, entonces

un dlgebra de Lie semisimple.

Demostracién. Sean R = radg, J un ideal soluble de % y considere el epimorfismo

- g . ., . —
candnicow: g — -, a continuacién se probard que J = {R}. Para comenzar, observe

que el Teorema (1.2) garantiza que s = 7 1(J) es un ideal de g que contiene a R,
ademds, tomando x, y € s, se tiene

w([x.y]) = [7(x), 7(¥)] € [7. T],

luego [s,5] € 7 ([T, J]). De forma similar se prueba que
s C ﬂ_l(j(")), para todo entero positivo n.

Dado que J es soluble, existe un entero positivo m, tal que 7("7) = {R}, entonces
s(M C 17 ({R}) = R,

pero R es soluble, luego 5(™) es soluble, en consecuencia s es un ideal soluble de g. Cuando
el radical de un algebra de Lie contiene a todos sus ideales solubles, se tiene s C R. Pero
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5 es un ideal de g que contiene a R, luego

b

=s=7 7).

Asi que J = {R}, por tanto, rad ( > = {R}, es decir, el dlgebra % es semisimple. [

g
R

Definicion 1.14 (Serie central descendente y algebra nilpotente). Sea g un
algebra de Lie. La serie central descendente de g es la cadena
g:go;)gl:_)ggrgl

en la cual g% = g, y para cada entero positivo r, se define g" = [g, g"!]. Ademss,
se dice que g es nilpotente si existe un entero positivo r, tal que g" = {0}.

Observaciéon 1.10. Para todo entero positivo r se cumple

g =gV, g V] Clg g =9

por tanto, toda algebra de Lie nilpotente es soluble. Sin embargo, existen algebras
de Lie solubles no nilpotentes. De lo expuesto el Ejemplo (1.21), el dlgebra de Lie 7,
es soluble, pero no es nilpotente porque 75 = [, 7o] = span {E;; : 1 < i <j < n},
entonces

Eip = [En Ed] € [Tn,T,ﬂ =72

Eip = [En, Ei2] € |:7-n17-3:| = 7'3,

de hecho, para todo entero positivo r, se tiene Eip € 7. Por tanto, 7, es un dlgebra
de Lie soluble no nilpotente.

Por su parte, un procedimiento similar al utilizado en el Ejemplo (1.21) le permite
al lector mostrar que el dlgebra de Lie g = span {E,-j 1<i<j < n} es nilpotente.

Lema 1.1. Sea g un algebra de Lie
1. Si g es nilpotente, entonces toda subdlgebra de g es nilpotente.
2. Si g es nilpotente, entonces toda imagen homomorfa de g es nilpotente.
. 9
3. Si ——
Z(g)

es nilpotente, entonces g es nilpotente.

Demostracion. El procedimiento de prueba de los primeros dos enunciados es similar al
utilizado en la demostracién de la Proposicién (1.8). Para mostrar el tercer enunciado sea



36

g

Z(g)

la Proposicién (1.8) se tiene 7(g") = {Z(g)}, en laque 7 : g —

r
r un entero positivo, tal que ( ) = {0}. Por un razonamiento similar al utilizado en

Z(g)

es la proyeccidn

candnica. Luego g" C Z(g), entonces

g =1[g,9"] C [9. Z(g)] = {0}.

Definicion 1.15 (ad-nilpotente). Sean g un &lgebra de Lie y x un elemento de g. Se
dice que x es ad-nilpotente si la transformacién ad, es un endomorfismo nilpotente,
es decir, existe un entero positivo n, tal que

(ady)" = ady ---ady, = O,

n veces

en el que O es la transformacién nula de gl(g).

Lema 1.2. Sean V un espacio vectorial y g una subdlgebra de gl(V). Si x,y € g,
entonces para todo entero positivo n, se tiene

(ady)"(y) € span{x""'yx" :i=0,1,---,n}.

Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre n. Para comenzar, dado un entero
positivo n sea W, = span{x"~'yx' : i =0,1,---, n}. De la definicién de ad,, se tiene

adi(y) = [x.y] =xy —yx € Wi

Suponga que el enunciado se cumple para alglin entero positivo n, entonces deben existir
escalares ag, a1, . .., a, € C, tales que

(ady)"(y) = Z aix""yx" e W,,
i=0

luego
n . .
(ady)™(y) = adx((ady)"(y)) = adx Z ax"'yx' |,
i=0
pero

ad, <aniyxi) —x (aniyxi) _ (aniyxi) X = XMLy =iy it
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entonces

Teorema 1.5. Sean V un espacio vectorial y g una subdlgebra de gl(V). Si x € g
es nilpotente, entonces x es ad-nilpotente.

Demostracién. Dado que x es nilpotente, existe un entero positivo n, tal que x" = O,
en el cual O es la transformacién nula de gl(V). Ahora sea y € g, por el Lema anterior
existen escalares ag, a1, ..., a», € C tales que

2n
(adx)2n(y) — Z a,-x2"7’yx’.
i=0

Observe que para toda i € {0,1, ...,2n} se debe tener i > n o 2n—i > n, luego
X =0, o x'=0.
Por tanto,

2n
(ad)™ (v) = D_ax™'yx' = O,
i=0

es decir, x es ad-nilpotente. O

Teorema 1.6. Sea V un C-espacio vectorial no trivial. Si g es una subdlgebra de
gl(V) y todo endomorfismo de g es nilpotente, entonces existe un vector no nulo
v € V, tal que x(v) = 0 para todo x € g.

Demostracion. La prueba se realizard aplicando el principio de induccién fuerte sobre la
dimensién del dlgebra g. Si dim g = 1 y todo endomorfismo de g es nilpotente, entonces
g = span{x}, para algiin endomorfismo nilpotente x # . Sea r > 1 el menor entero,
tal que x” = O, entonces x"~! # (O y debe existir un vector no nulo v € V, tal que
xHv) # 0y x"(v) =0. Tomando w = x"~!(v) € V y un endomorfismo ax € g, con
a € C, se tiene

ax(w) = ax(x"H(v)) = ax’(v) = 0.

Ahora suponga que el enunciado es valido para cualquier subdlgebra de endomorfismos
nilpotentes b, con dim § < n, para algln entero positivo n, y suponga que dim g = n+ 1.
Para continuar, sea N\ la coleccién de subdlgebras propias de g, y note que A/ # 0, porque
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todo subespacio 1-dimensional contenido en g es un elemento de A/. Escoja h € N de

dimensién maximal y para cada y € h considere la aplicacién f, : % — % definida por

f,(w+b) =[y,w] + b, paratoda w e g.

Note que f, estd bien definida, porque dados w, z € g, tales que w — z € b, se tiene
fil(z+b)=l.z2l+b=(ly.z2l +[y.w—2z]) +b=[y,wl+b = f,(w+b).

9
b
que todo endomorfismo de f es ad-nilpotente, en consecuencia f, es nilpotente. Ahora,
sea H = {fy ly € f)}, utilizando la identidad de Jacobi se puede comprobar que para
toda £, f, € H, se tiene

La bilinealidad del corchete implica que f, € g[( > ademds, el Teorema (1.5) garantiza

[va fy] = ffy — fyfi = xyl € H,

esto significa que H es una subdlgebra de endomorfismos nilpotentes de gl <g) ademds,

h
dim H < dim b < n. Por hipétesis de induccién, debe existir w + h € % con w+h # b,

tal que
fy(w+bh)=[y,w]+bh=h, paratoda f, € H,

es decir, w ¢ h y [y, w] € b, para toda y € bj. De la definicién (1.4), w € Ny(bh), y dado
que h es una subdlgebra propia de dimensién maximal en g, se deduce que Ny(h) = g,
en consecuencia b es un ideal de g. Por lo anterior, se tiene el epimorfismo candnico

de algebras de Lie 7 : g — % Dado que h es una subdlgebra propia de g, es posible
elegir un vector no nulo w + b € % luego 5 = span{w + h} es una subélgebra no trivial

de % entonces 7! (3) es una subdlgebra de g, que contiene propiamente a h. Por la

maximalidad de la dimensién de h en A/ se tiene que 7! (5) = g, entonces
5= (Trl (g)) = n(g) = %
Por ende
dim g = dim b + dim § = dim § + 1.

Asi que, g = b @ span{z} para algiin vector z de g que no pertenece a j. Por hipStesis
de induccién existe un vector no nulo u € V, tal que h(u) = 0 para todo endomorfismo
h €b. Sea W el subespacio de V dado por

W ={veV:h(v)=0, para todo h € h} # {0}
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En seguida, se probard que W es g-invariante, en efecto, sea x = h+ az € g, en la cual
hebhyazespan{z}, yseav e W, se tiene

x(v) = (h+ az)(v) = h(v) + az(v) = 0 + az(v) = az(v),

resta probar que yz(v) = 0, para todo endomorfismo y € h. Para esto, recuerde que
ly,z] = yz — zy, entonces

yz(v) = Iy, 2](v) + zy(v),

pero anteriormente se probé que b es un ideal de g, luego [y, z] € b, en consecuencia

y2(v) = Ly, 27 2y(v) = 2(0) = 0.

Esto prueba que W es g-invariante, por ende la restriccion z |w: W — W es un
endomorfismo nilpotente en g/(W), entonces debe existir un vector no nulo w € W, tal
que z(w) = z |w (w) = 0. Asi, para toda h € h y toda az € span{z} se tiene

0 0
(h+ az)(w) = hew) + azw) = 0.

Por tanto, todo endomorfismo de g se anula en el vector no nulo w. U

Teorema 1.7 (Teorema de Engel). Sea g un dlgebra de Lie. Si todo elemento de
g es ad-nilpotente, entonces g es nilpotente.

Demostracion. Preste atencién a la siguiente prueba por induccidén sobre la dimensién
del dlgebra g. Si dim g = 1, el resultado es inmediato porque g es abeliana. Suponga
que el enunciado se satisface para toda &lgebra de Lie a de elementos ad-nilpotentes
con dim a < n, para algin entero positivo n y sea g un dlgebra de Lie de elementos
ad-nilpotentes de dimensién n 4 1. Luego ady = {ady : x € g} es una subdlgebra de
endomorfismos nilpotentesde contenida en gl(g). Por Teorema (1.6), existe un vector no
nulo x € g, tal que

ad,(x) = [y, x] = O, para todo endomorfismo y € g,

, , g p —_ — g .
asi Z(g) # {O}, entonces dim —— < n. Ademds, dados X,y € ——, se tiene
(8)# 10} Z(9) Z()

(ad%)"(¥) = (ady)"(y) + Z(g), para todo entero positivo n.

Pero x es una ad-nilpotente, luego X es ad-nilpotente, asi que, 8 es un algebra de Lie

Z(g)
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que consta de elementos ad-nilpotentes y dim (g) < n. Por hipétesis de induccién,

Z(g)

es nilpotente y del Lema (1.1), se deduce que g es nilpotente. O

g
Z(g)

Al cierre de este capitulo se presenta el Teorema de Lie para dlgebras de Lie solubles. Este
teorema es un resultado fundamental en la teoria de algebras de Lie y de aqui se deduce
que cualquier representacion finita de una C-algebra de Lie soluble g contiene una base
en la que cada elemento de g es representado por una matriz triangular superior.

Teorema 1.8 (Teorema de Lie). Si V es un espacio vectorial no trivial de dimensién
finita sobre el cuerpo C y g es una subdlgebra soluble contenida en gl(V/), entonces
existe v € V/, tal que v es un vector propio para todos los endomorfismos de g.

Demostracion. La demostracion se hard por induccién en la dimensién de g. Para el caso
en que dim g = 1 el resultado es obvio, porque el cuerpo C es algebraicamente cerrado.
Ahora, suponga que el enunciado se satisface para toda subalgebra soluble h contenida en
gl(V), con dim b < n, para algin entero positivo n, y suponga que g es una subdalgebra
soluble contenida en gl(V), con dim g = n+ 1. Note que [g, g] es un ideal propio de g,

g
9, 9]

[x+[g.0l.y +[g.0]ll = [x.y] + [9.0] = [9, 0]

asimismo, el dlgebra cociente H = es abeliana, porque dados x, y € g, se tiene

Sea W un subespacio de H, con dim W = dim H — 1. Note que W es un ideal de H, pues
H es abeliana. Considere el epimorfismo canénico 7 : g — H, entonces s = 7 1(W) es
un ideal propio de g, luego

dims <dimg—1=n.

En el caso dim s < n, existe un subespacio J C g, tal que s & J & g, y se tiene
W =m(s) & n(J),

pero dim W = dim H — 1, entonces

asi, para cada x € g existe j € J, tal que 7(x) = 7(j), es decir
x—j € Ker(n) St (W) ¢ J,

esto implica que x € J, por tanto J = g, que contradice el hecho de que J es un
subespacio propio de g. En consecuencia, dims = n = dim g — 1 y debe existir un
endomorfismo z € g\ s, tal que g = s @ span{z}. Ahora, por la hipétesis de induccién
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es posible escoger un vector v € V que es autovector para todo endomorfismo de s, es
decir, dado x € s existe un escalar A\, € C, tal que x(v) = A.v. Fijando este vector propio
comtin v se tiene la aplicacién C-lineal A : s — C definida por A(x) = A,. Considere el
subconjunto W definido por

W ={w e V: x(w) = Aw, para todo endomorfismo x € s},

note que v € W y de hecho W es un subespacio de V. En la Proposicién (A.1) de los
anexos (capitulo A) se prueba que W es g-invariante, esto implica que se puede ver a z
como un endomorfismo de g/(W) y como C es algebraicamente cerrado, el endomorfismo
z tiene un vector propio wy € W. Para finalizar, sea y € g, entonces existen x € 5y
a € C, tales que y = x + az, luego y(wy) = x(wp) + az(wp). Pero z(wy) = Swy para
algtin 8 € C, asi que y(wp) = (Ax + aB)wp. Por tanto, wy es un vector propio comtin
para todo y € g. O

Corolario 1.2. Sea V un C-espacio vectorial no trivial de dimensién finita. Si g es
una subdlgebra soluble de gl(V'), entonces existe una base de V/, en la cual cada
elemento de g es representado por una matriz triangular superior.

Demostracion. Se probarad por induccién en la dimensién de V. En el caso dim V =1
se cumple el enunciado, porque dado un vector no nulo v € V se tiene que B = {v} es
una base de V' y la matriz [x]g del endomorfismo x € gl(V/), en la base B, es un escalar.
Ahora suponga que el enunciado se cumple para todo C-espacio vectorial de dimensién n,
para algun entero positivo ny sea V un C-espacio vectorial de dimensién n+ 1. Escoja
una subdlgebra soluble g contenida en gl(V), por el Teorema de Lie, existe v; € V, tal
que v; es un vector propio comtn para todo endomorfismo x € g. Considere el subespacio
U = span{vi} C V, entonces el espacio cociente V' /U tiene dimensién ny por la hipStesis
de induccién se satisface el enunciado de este corolario. Ahora, para cada endomorfismo
x € g considere la funcién x : V/U — V /U, definida por

X(w + U) = x(w) + U, paratodow+ U e V/U.

A continuacién se probard que X € gl (V//U). Primero observe que X estd bien definida,
pues si w + U =t + U, entonces w = t 4 fvq, para alglin escalar § € C. Luego

X(w+U)=x(t+Bwvi) + U= (x(t)+ BA\wv1) + U=x(t) + U=%(t+ U).

La linealidad de X se obtiene de la linealidad del endomorfismo x, en consecuencia, X es
un endomorfismo de gl (V//U). Ahora considere la subalgebra soluble

g={x:xeg}Cgl(V/U),

por el Teorema de Lie existe una base B = {Vy,...,V,} del espacio cociente V/U en la
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cual cada endomorfismo de g se representa por una matriz triangular superior. Observe

que B ={vy, va,...,v,} es una base de V, y a continuacién se mostrard que para todo
x € g la matriz [x]g del endomorfismo x es la base B es triangular superior. Para cada
Jj=1,..., n existen escalares ayj, ayj, ..., &), tales que

x(vj) = aijvi + agjvo + - - + Qupj V.
Entonces
X(vj) = (ayjvi + agjva + -+ agvy) + U,
y dado que v; € U, se obtiene

X(Vj) = agjVa + - -+ + QjVj + -+ + QnjVa.

Pero la matriz [x]g del endomorfismo x € g/ (V//U) en la base B es triangular superior,
en consecuencia,

ax; =0, paratodo k=j+1,...,n.

Luego,

x(vj) = ayjvi + agjva + -+ + ).

Por tanto,
011 Qa2 e Qij et Qp
0 a22 DR a2] ... azn

Me=| o o . e

0 0 PRI aJJ ... ajn
0 0 0 Qtpn

lo que termina la prueba. O



CAPITULO 2

Filtraciones y envolvente universal

Anillos graduados

El estudio de las representaciones (o médulos) de algebras de Lie se puede realizar por
medio de los mdédulos sobre su correspondiente dlgebra envolvente universal y en esta
conexién las dlgebras graduadas emergen como una herramienta poderosa para entender
y describir la complejidad de estas estructuras. En esta seccién se presenta una rapida
introduccidn a los anillos graduados y al concepto de filtracidn, el cual es particularmente
relevante en la construccién del dlgebra envolvente universal U(g) de una &lgebra de Lie
g de dimensién finita. El dlgebra U(g) tiene una filtracién natural y el dlgebra graduada
asociada a esta filtracién es el dlgebra simétrica S(g) que es fundamental para estudiar
las representaciones del algebra de Lie g. El lector que desee profundizar en el tema de
anillos graduados puede consultar Oystaeyen y Nastasescu (2004), Matsumura (1987) o

43
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Hazrat (2016).

Definicién 2.1 (Anillos G-graduadas). Sea (G, -) un monoide conmutativo con
elemento identidad 1. Un anillo A junto con una descomposiciéon de A, como suma

directa de subgrupos aditivos A = € A,, se denomina anillo G-graduado, si para
geG
todo par de elementos g, h € G se cumple A;A, C Agh.

Sea A un anillo G-graduado. Dado que A:A. C A, entonces A es un subanillo de
A. Ademsds, para cada elemento no cero x € A existen elementos homogéneos tnicos
X1, ..., Xr, CON X; € Ag,, tales que

X=xy+ -+ X,

en este caso, los elementos x; se denominan componentes homogéneas de x.

SIS A continuacidn se presentan algunos ejemplos de anillos graduados.

1. Sea G un monoide conmutativo con elemento identidad 1. Todo anillo A tiene una
estructura trivial de anillo G-graduado llamando A; = Ay A, = {0}, para todo
elemento g € G — {1}.

2. El anillo de polinomios en la indeterminada X, con coeficientes en un anillo A, es
N-graduado, porque al definir Ay = Ay A; = {aX':a€ A}, para cada i > 0,
se obtiene la descomposicién de A[X] como suma directa de subgrupos aditivos
AlX] = @ Ai. Ademas, AjA; = Aj;j, para todo par /,j € N.

ieN
3. Sea Aun anilloysea B = A[Xi, ..., X;] el anillo de polinomios en las indeterminadas
Xi, ..., X, con coeficientes en A. Note que B es un anillo N-graduado. En efecto,

sea By = Ay para cada n > 0, defina
m
B, = Za,-Xln'l-nX,"”:m,n,-l,...,n;, €Zai€Ayny+--+n =ny,
i=1

es decir, B, es el grupo aditivo de los polinomios homogéneos de grado n en el anillo
B. Entonces, se tiene la descomposicién de B como suma directa de subgrupos

aditivos B = @ B,, y dados f = aX{" ---X;" € B,y g = bX]"* ---X,"" € Bp,

neN
se tiene

niy +m; i i
fg =abXx;* ™ ... X

en el cual, (n; + m;) +---+ (n;, + m;) = n+ m. En consecuencia, para todo par
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n,m e N, se cumple B,B,, C Byim.

4. Sea B = A[Xi,..., X;] el anillo de polinomios en las indeterminadas X, ..., X, con
coeficientes en un anillo A. Considere el monoide conmutativo

N ={(a1,...,0,) : a; €N},
con elemento identidad (0, ...,0). Para cada k > 0 sea
N'(k) = {(aq, ..., ar) Nt +---+ o =k},

y dado o = (aq,...,a,) € N, denote X* = X{™ --- X, Llamando By = Ay para
cada k > 0, defina

Be=14> aX*:meZ acAacN(k
i=1

Entonces B es un anillo N"-graduado, porque el anillo B descompone como suma

directa de subgrupos aditivos como B = @ By y de forma similar al ejemplo del
keN
item anterior se obtiene BxB; C By, para todo par k,t € N.

Definicion 2.2 (Ideal graduado). Sea A= @ A, un anillo G-graduado. Un ideal
gE€G
J de A es G-graduado si J = @ JN A, es una G-graduacién de J.
geG

m Suponga que A= (P Ag es un anillo G-graduado. Si J es un ideal de A

geG
generado por elementos homogéneos de A, entonces J es un ideal G-graduado. En efecto,

sea S un subconjunto no vacio de elementos homogéneos, es decir

0#SC A
geaG
y sea J = (S). Para cada x € J, existen elementos ay, ..., a, del anillo A y elementos
homogéneos xi, . . ., x, € J, tales que

X =q1X1 + -+ a,x,.

Suponga que paracadai=1,...,r, las componentes homogéneas de o; son a;1, . . ., Qjs;,
esto significa que
ap =y + - Qg
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luego,
§ Qi X1+ g Qrj | Xr,

dado que los x; son homogéneos, entonces la igualdad anterior es la representacién de x
como suma de sus componentes homogéneas. Pero todos los a;x; estdn en el ideal J, en
consecuencia, todas las componentes homogéneas de los elementos de J estédn en J. Por

tanto, J = @ (JNAg) y J es un ideal G-graduado del anillo A.
geG

No obstante, no todos los ideales de un anillo graduado son ideales graduados. Por ejemplo,
el anillo B = A[X, Y] de polinomios en las indeterminadas X e Y con coeficientes en un
anillo A es N-graduado. En efecto, llamando By = A, y para n > 0 defina

- XY a €A},
>
i=0

entonces B = @ B,. Ahora considere el ideal J = <X + Y2>, note que para todo n € N,
neN
se cumple

(JNB,)N {x, Y2 X + Y2} =0,

y dado que X + Y2 € J, se obtiene J # @ (JN B,).
neN

Observacion 2.1. Sea A = P A, un anillo G-graduado. Si J es un ideal
getG
A
G-graduado de A, entonces el anillo cociente 5 es G-graduado, con graduacion

dada como sigue

J geGJﬂA

Definicién 2.3 (Filtracién ). Sea A un anillo. Una filtracién de A es una cadena
descendente de ideales

Cht1 CHhC---ChHhHC =

tal que para todo par m, n € N se cumple J,J, C Jppn.

Teorema 2.1. Toda filtracién de un anillo A define un anillo N-graduado.
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Demostracién. Sea A un anillo con filtracién
o Ch1 Ch - ChCh=A (2.1)

n

Para cada n € N sea B, = y considere el grupo abeliano B = @ B,. Ahora, para

Jns1 neN
x € Jn, e y € J, defina la multiplicaciéon como sigue

(X 4+ Ims1) (v + Jnt1) = XY + Imynia-

Se mostrard que esta multiplicacién estd bien definida. En efecto, sean x,y € J, vy
w,z € Jy,, tales que

Xt Imp1=y+Im1 Yy w1 =2+ Jpp1,
entonces existen a € Jy11 Yy b € J,41, tales que
x=y+4+a y w=z+bhb

Luego,
xw—yz=(y+a)(z+b)—yz=yb+az+ab € Jyins1.

Asi que
(X + Im+1) (W + Jpy1) = (v + Ims1) (2 + Jny1) -

En consecuencia, la multiplicacién estd bien definida y se tiene
Ban g Bn+m-

Por tanto, B es un anillo N-graduado. O

El anillo B de la prueba anterior se denomina graduacién asociada a la filtracién (2.1)
y se denota B = gr(A).

Sean A un anillo y J un ideal de A. Para un entero k > 0, con Jk se
denota el ideal de A generado por todos los productos de la forma a; - - - ak, en las que
todas las a; € J, es decir,

Jk:<al~-ak:a;€J>.

de la definicién se obtiene la filtracion
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La graduacién asociada a esta filtracion es el anillo

Jk
B = ng(A) = W
keN
A k
En este caso By = 5 y By = S para todo entero k > 0. Un elemento w € By es

de la forma w = a + J¥*1, para algiin elemento a € J¥, pero esto significa que a es una
suma de productos de la forma aay ---ak, en la cual « € Ay los a; € J. Por la forma
como se definié la multiplicacién en la graduacién B, se tiene

(ay---ag) + = (a+ ) (31+J2)~"(3k+-/2>,

enla que a4+ J € By y los a; + J? € By, en consecuencia, cada elemento w € By es
combinacién lineal de productos de k factores de B; con coeficientes en el anillo By. En
particular, si J = (a1,...,a,) y se denota §; = a; + J?, parai=1,...,r, entonces cada
elemento w € By es de la forma

m
w=> a6,
t=1

en el cual my todos los t; son enteros positivos, ademds, t; + --- + t, = k, para toda
t=1,...,my los a; son elementos del anillo By. Considere el polinomio homogéneo f
de grado k, dado por

i A
F= X X' e 5 XX,
t=1

entonces, w = f (dy,...,6,). Por tanto, llamando P al conjunto de los polinomios

A .
homogéneos de grado k en el anillo —[Xy,..., X;] se tiene el epimorfismo de grupos

aditivos g5 : Px — By, definido por
es(f) = (61,...,9,), para todo polinomio f € P,.

Una coleccién especialmente importante de anillos N- graduados en algebra conmutativa
y geometria algebraica es la clase de los anillos Noetherianos N-graduados. El siguiente
teorema caracteriza los anillo Notherianos N-graduados, y su prueba se puede consultar
en Matsumura (1987) pagina 93.

Teorema 2.2. Un anillo N-graduado A = @ A, es Notheriano, si y solo si, el grupo
neN
aditivo Ag es Notheriano y A es un anillo finitamente generado sobre Ay.
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Algebra envolvente universal

El algebra envolvente universal de una C-algebra de Lie de dimensién finita es una
construccién algebraica importante en la teoria de algebras de Lie. Esta construccion
juega un papel crucial en el estudio de las representaciones del dlgebras de Lie y en otras
areas de la matemdtica y la fisica. En esta seccién se presentan sin demostracién las
ideas basicas que permiten construir el dlgebra envolvente universal de una C-algebra de
Lie de dimensién finita. El lector que desee profundizar en esta tematica puede consultar
Humphreys (1997) y SanMartin (1999).

Algebra tensorial

Sea g un C-4lgebra de Lie de dimensién finita. Sea 7% = C y para cada entero n > 0
considere el C-espacio vectorial

N—_——
n veces

El dlgebra tensorial de g es el C-espacio vectorial
T(e)=EP T,
neN
con multiplicacién asociativa definida por concatenacién de tensores, esto significa que

(X1®---®Xm) (}/1®"'®Yn): XIR R Xm QY1 Q- @y, € 7-m+ng
e T™g e Tg.

Se sabe que T (g) es una C-dlgebra asociativa unitaria y N-graduada que contiene el
dlgebra de Lie g como subespacio vectorial. Ademds, el dlgebra tensorial es finitamente
generada sobre C, porque al escoger una C-base B del dlgebra de Lie g, todo elemento
de T (g) es una combinacién lineal de tensores de la forma x; ® - - - ® x,, con los x; € B.

El dlgebra tensorial es universal, en el siguiente sentido: Si A es un algebra asociativa
unitaria que contiene a g como subespacio vectorial y § : ¢ — A es una aplicacién C-
lineal, entonces existe un dnico homomorfismo de C-3lgebras asociativas ¢ : T (g) — A
tal que ¥(1) =1y ¢ oi =24, es decir, el siguiente diagrama conmuta:



50

aplicacion inclusion
)
g T(g)

O |

Algebra simétrica

En el estudio de las representaciones de un algebra de lie g, es importante considerar

T
(a) , en la cual Z es un ideal bilateral del dlgebra tensorial T (g). Una

algebras de la forma
de estas es el algebra simétrica, la cual actia como un espacio de funciones polinémicas
sobre el espacio dual del algebra de Lie g, y permite estudiar las representaciones de
manera algebraica y geométrica.

Observacion 2.2. Suponga que g es una C-3lgebra de Lie de dimensién finita y
sea J = (x®y—y®x:x,y €g). Note que J es un ideal bilateral, N-graduado
del &lgebra tensorial T (g). En efecto,

J=UNT).

n>2

Definicién 2.4 (Algebra simétrica ). Sean g un &lgebra de Lie de dimensién finita
y J el ideal de T (g) presentado en la Observacié anterior. El &lgebra cociente

-
S(g) = % se denomina algebra simétrica del algebra de Lie g.

Por definicién el dlgebra S (g) es conmutativa y las componentes homogéneas de cualquier
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elemento no cero de J tienen grado mayor o igual a 2, entonces el homomorfismo candnico
m: T (g) — S (g) es inyectivo cuando se restringue al subespacio C®g, asi que g = 7 (g)
como C-espacios vectoriales, y se puede ver a g como un subespacio de S (g). Ademds, por
la Observacién (2.1), S (g) es un &lgebra N-graduada. El dlgebra simétrica es universal en el
siguiente sentido: Si A es una C-3lgebra asociativa, unitaria, conmutativay § : g — Aes
una aplicacién C-lineal, entonces existe un tinico homomorfismo de C-3lgebras asociativas
¥ :5(g) — A, tal que (1) =1y el siguiente diagrama conmuta:

Si el dlgebra de Lie g es de dimensién finita y B = {e,..., e} es una C-base de g,
entonces los vectores de S (g) son combinaciones lineales de clases de equivalencia de la
forma

e' ®---®e + J, donde los n;; € N.

De aqui se tiene el isomomorfismo ¢ : C[X, ..., X,] — S (g) de C-4lgebras asociativas,
conmutativas y unitarias definido por

(X" X)) =" @ @ +J.

Por tanto, el dlgebra simétrica S (g) de un algebra de Lie compleja g de dimensién r es
isomorfa al dlgebra de polinomios C[Xj, ..., X/].
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Algebra envolvente universal

Definicién 2.5 (Algebra envolvente universal ). Sea g un dlgebra de Lie compleja.
Un algebra envolvente universal de g es un par (U, i), en la que U es un algebra
asociativa unitaria e i : ¢ — U es una aplicacién C-lineal inyectiva que satisface
las condiciones siguientes:

1. Para todo par de elementos x, y € g se cumple

(o yl) = i(x)ily) = i(y)i(x)-

2. El dlgebra U es generada por i(g) = {i(x) : x € g}.

3. Si U es una C-dlgebra asociativa unitaria y 6 : ¢ — U es una aplicacién
C-lineal, entonces existe un tnico homomorfismo de C-dlgebras asociativas
Y:U—Utalquey(l)=1yd=1oi.

De la definicién se desprende que el algebra envolvente universal es tnica, salvo isomor-
fismo; en efecto, suponga que (U, i) y (U,j) son dos &lgebras envolventes universales
de g, entonces existen homomorfismos de C-3lgebras asociativas tnicos ¥ : U — U y
v:U — U tales que

j=1Yoi e [=~oj.
Luego, i = yotoiy dado que U es generada como lgebra por la imagen i (g), entonces
cada u € U es combinacién lineal de productos de la forma

i(x1)---i(x), conlos xx € g,

pero v y 1 son homomorfismos de algebras asociativas, asi que

Hi(xk) H70¢O/Xk HIXk
k=1

por tanto «y o ¢)(u) = u, para todo u € U, esto significa que v oy = idy y de forma
similar se tiene i oy = idy, por tanto U = U.

Para construir un algebra envolvente universal de un algebra de Lie g considere el algebra
tensorial T (g), y sea K el ideal bilateral de T (g) dado por

K=x@y—-yox—[xy]l:x,y€g).

Ahora sea U (g) = T(g) ysea i:g — U(g) la restriccién del homomorfismo candnico

m: T (g) — U(g). Una consecuencia del famoso Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt
(PBW), que el lector puede consultar en el capitulo V' de Humphreys (1997), es que el
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par (U (g), i) es un algebra envolvente universal de g. El Teorema PBW es fundamental
en la teoria de dlgebras de Lie y establece un puente esencial entre la teoria de 4lgebras
de Lie y la teoria de dlgebras asociativas unitarias. Una importante consecuencia de este
teorema es que U (g) tiene una filtracién natural y la graduacién asociada a esta filtracién
es isomorfa al lgebra simétrica S(g). Esto implica que se puede identificar el anillo de
polinomios C [X1, ..., X,] con la graduacién asociada al dlgebra envolvente universal U (g)
de una C-3lgebra de Lie g de dimensidn r.



CAPITULO 3

Geometria algebraica

Topologia del espacio afin

En esta seccién se hace una introduccién a los conceptos y resultados basicos de la
geometria algebraica, necesarios para entender los avances a cerca de subdlgebras de
Mishchenko-Fomenko, que seran expuestos en el capitulo final de este texto. Para entender
los temas que aqui se exponen, es necesario que el lector tenga conocimientos de la teoria
basica de anillos. En lo que sigue, el anillo de polinomios en las indeterminadas X, ..., X,
con coeficientes en el cuerpo IF se denota con F[Xi, ..., X,].

Definicién 3.1 (Espacio afin y variedad algebraica afin). El espacio afin de
dimensién n, sobre un cuerpo F, denotado A7, es el conjunto de n-uplas ordenadas

54
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de escalares en el cuerpo I, es decir
Ar ={(a1,...,an) : a; € F}.

Cuando se trabaje con el cuerpo C de los niimeros complejos, se denotard el espacio
afin con A", en lugar de AZ.

Dado un subconjunto no vacio E C F[Xq, ..., Xy], el conjunto de puntos del espacio
afin Af que anulan a todos los polinomios de E, se denota por V(E), y se denomina
variedad algebraica afin determinada por E sobre F (o simplemente variedad), es
decir

V(E)={P € Aj : f(P) =0, para todo f € E}

Las rectas y las curvas cénicas como las circunferencia, parabolas, elipses
e hipérbolas son variedades del espacio afin An21<- Los planos y las superficies cuadricas
como las esferas, elipsoides, conos y cilindros son variedades del espacio afin A%. Aunque
todos los resultados que se presentan en este capitulo son validos cuando el cuerpo FF es
algebraicamente cerrado, en lo que sigue se utilizard como cuerpo base el cuerpo C de los
numeros complejos.

Proposicion 3.1. Si E es un subconjunto del anillo de polinomios C[Xi, ..., Xnly
J = (E) es el ideal de C[Xy,..., Xn] generado por E, entonces V(E) = V(J).

Demostracién. Sea P € V(J), entonces f(P) = 0, para todo polinomio f € J. Pero
E C J, luego
f(P) =0, para todo polinomio f € E,

en consecuencia, P € V(E). Por otro lado, sean P € V(E) y f € J, entonces existen
polinomios fi,...,, € Ey gy, ...,g € C[Xy,..., X,], tales que

f=gh+ - +gf,

luego, f(P) = > gi(P)fi(P) = 0, por que f;(P) =0, para toda i = 1,..., r. Entonces
i=1
P e V(J), por tanto V(E) = V(J). O

El Teorema de la base de Hilbert es un resultado fundamental de la teoria de anillos
conmutativos, con importantes aplicaciones en el campo de la geometria algebraica. Este
teorema garantiza que todos los anillos de polinomios F [Xy, ..., X,], con coeficientes en
un cuerpo FF, son noetherianos. Esto significa que cualquier ideal del anillo de polinomios
F[Xi,..., Xy] es finitamente generado. Una prueba de este teorema se puede consultar
en Matsumura (1987), pagina 16.
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Teorema 3.1 (Teorema de la base de Hilbert ). Si A es un anillo Noetheriano,
entonces el anillo de polinomios A[X] es Noetheriano.

SRSV Sea E = {Xf : f € R[X, Y]}, se quiere determinar V(E).

Por la Proposicién (3.1), V(E) = V(J), en la cual J = (E), y por el Teorema de la base
de Hilbert, el ideal J es finitamente generado, de hecho J = (X), entonces

V(E) = V(X)) = {(0,3) : a € R} .

Geométricamente V(E) es el eje Y en R2.

Lema 3.1. En el espacio afin A” se tienen los siguientes enunciados:
1. SiZ y J son dos ideales de C[Xy, ..., X,], con Z C J, entonces V(J) C V(I).
2. A"y () son variedades.
3.Si V4, ..., V. son variedades, entonces V; U---U V) también es una variedad.
4. Si{V;}jes es una coleccién arbitraria de variedades, entonces (1] V; también
1S4
es una variedad. !
5. Si Z es un ideal de C[Xi, ..., X,], entonces V(Z) = V(v/Z), donde v/Z denota
el ideal radical de Z, definido por

VI = {fE(C[Xl,...,X,,] . f™ e Z, para algin mGZ*}.

Demostracion. Para el primer enunciado, sean P € V(J) y f un polinomio del ideal Z.
Dado que Z C J, se deduce que f € V(J), luego f(P) = 0. Por tanto P € V().

El siguiente enunciado es vilido, porque A" =V(0) y ) = V(1).

Para el tercer enunciado, sean 7y, . .., Z ideales de C[Xi, ..., X;], tales que V; =V (IJ)
paratodaj=1,..., k. Se mostrard que

Viu---UVe=V(ZiNn---NZ). (3.1)

En efecto, si P es un elemento de alguna variedad V; =V (Ij) entonces f(P) = 0, para
todo polinomio f € Z;, y dado que Z; N --- NZy C Zj, se tiene P € V(Z1 N ---NZx).
Ahora, si P ¢ V4 U---U Vj, entonces para cada j =1, ..., k existe un polinomio fi €1,
tal que fj (P) # 0. Luego, el producto f; - - - f es un polinomio del ideal Z; N --- N Zy, y
se tiene

(R i) (P) = A(P) -+ f(P) £0,

luego, P ¢ V(Zy N --- N Zx), y esto implica la igualdad dada en la ecuacién (3.1).

A fin de mostrar el cuarto enunciado, para cada j € J sea Z; el ideal del anillo C [Xi,..., X4,
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7= Zﬁ :fi € Z; y f; # 0 para a lo mas un nimero finito de términos
jeJ

No es dificil verificar que Z es un ideal de C[Xy, ..., X;]. En seguida se probard que

V(@) =V
jeJ
El Teorema de la base de Hilbert, presentado en (3.1), garantiza que existen polinomios
fi,...,.f, € Z, tales que
IT={(f,....,f).
Sean P € () V(Z) y f un polinomio de Z, entonces existen polinomios gi, ..., g en

JjeTJ
C[X1,..., Xy, tales que

f=gh+ -+t
note que f;(P) =0, para toda i =1,...,r, entonces
f(P) =& (P)A(P) +--- + &(P)f,(P) =0,

es decir, (| V (IJ) C V(Z). Para la otra contenencia observe que para cada j € J se

JjeJ
tiene Z; C Z, esto junto con el primer enunciado implica que V(Z) C V (Z;), entonces
V(Z) C N V(Z)) y la prueba estd completa.

jeJ

Para finalizar, de la definicién de ideal radical se obtiene Z C v/Z, luego V (\/f) C V(T).
Para la otra contenencia, sean P € V(Z) y f € v/Z, luego f™ € T, para algiin entero
m > 0. En consecuencia, f™(P) = 0 y dado que un cuerpo no tiene divisores de cero se
desprende que f(P) =0, por tanto, P € V (\/f) O

SR A continuacidn se van a determinar todas las variedades del espacio afin
Al Del Lema (3.1) se sabe que A' y () son variedades. Sea {ay, ..., a;} C Al y considere
el polinomio f = (X — a;)--- (X — a;), entonces

V(f)={a1,...,a}.

Finalmente si V es una variedad infinita contenida en Al, entonces V = V(Z), para algtn
ideal Z C C[X]. Como V (C[X]) =V ((1)) = 0 y C[X] es un DIP, se obtiene que Z = (f),
para alguin polinomio f € C[X]. Si f es de grado positivo t, entonces f tiene exactamente
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t raices en el cuerpo C y en este caso V(Z) es finito. En consecuencia Z = {0}, y se tiene
vV =V ({0}) = AL.

Por tanto, las variedades del espacio afin A® son A! y los conjuntos de cardinalidad finita.

La siguiente observacion presenta algunas propiedades fundamentales de las variedades
algebraicas, cuya demostracién se propone como ejercicio para el lector:

Observacion 3.1. En el espacio afin A" se satisfacen las siguientes igualdades:
1. Sifi,...,f, son polinomios del anillo C[Xy, ..., X,], entonces

V(e ) = (1V(5).

2. Para todo polinomio f € C[X;
V(Af) =V (f).
3. Si f, gy hson polinomios de C[Xj, ..., X,], entonces

..... Xpn] y todo escalar no cero X se tiene

a) V(f,fg+ h)=V(f, h). c) V(f —g, hf) =V(f — g, hg).
b) V(f,gh) =V(f,g) UV(f, h). d) V(f—g, h+f)=V(f—g, htg).
Teorema 3.2. Sean Xi,..., X, indeterminadas conmutativas. Si parai=1,...,r

la forma Xj, --- X}, con j; < --- < j;, entonces

V(... 6)=V (X ... X).

Demostracion. El caso r = 1 es inmediato. Ahora, note que
fi= X4+ X

r—1 r
=2 > XX

i=1j=i+1
r—2 r—1 r (32)
=2 2 2 XiXiXk.

i=1 j=i+1 k=j+1

=X X,

La prueba se realizard por induccién sobre el nimero r de indeterminadas. Para r = 2 se
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tienen los polinomios
A=Xi+Xa y h=XX.

Los enunciados de la Observacién anterior implican
V (fl, f—2) - V(Xl + XQ, X1X2) = V (X1 + X2, Xl) U V (X1 —|— X2, Xz) .

Pero
V(Xl + Xz,Xl) = V(Xl,XQ) = V(Xl + XQ,XQ),

entonces V (f1, ) = V (X1, X2). Ahora suponga que el enunciado es vilido para anillos de
polinomios en r — 1 indeterminadas conmutativas y considere los r polinomios referidos
en (3.2). Dado que f, = Xy -+ - X,_1 X, se tiene

V(fi,...f)={JV(h .. 1. X). (3.3)

i=1
Note que un punto (a1,...,a,) € A" estd en V(f,...,f—1,X;), si y solo si, a; = 0
y el punto (a1,...,ai-1,ai+1,---,a,) € A”"! anula a los r — 1 polinomios g1, ..., g1

definidos por
g =1f(Xi=0), paraj=1,...,r—1L

No es dificil verificar que los polinomio g1, ..., g1 tienen la forma de los polinomios de
la lista (3.2) en el anillo C[Xy, ..., Xi—1, Xi+1, X;], y por la hipétesis de induccidn se tiene

Vg, - 8-1) =V (X1, ..., Xi1, Xiz1, X).
Dado que V(f1, ..., o, X)) =V(g, ..., &r—1) NV (X;), se concluye que
V(fl, , f,,l,X,') = V(Xl,...,X,-,l,X,-H,X,)ﬂV(X,-) = V(Xl, ...,X,—).

Sustituyendo en la igualdad (3.3), se obtiene el resultado deseado. O

Proposicion 3.2 (Ideal asociado). Si B es un subconjunto no vacio de A”, entonces
el conjunto de polinomios del anillo C [Xi, ..., X,] que se anulan en todos los puntos
de B es un ideal de C[Xy,..., X,] denominado ideal asociado al subconjunto By
se denota por J(B). Ademds, se define J(0) = C[Xq, ..., Xj].

Demostracion. Segun el enunciado anterior
J(B)={f eC[Xq,...,X,] : f(P) =0, para todo P € B}.

Claramente el polinomio 0 € J(B). Ahora, si P € B, los polinomios f y g estan en J(B)
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y he C[Xy,..., X,], se tiene
(f—g)(P)=1f(P)—g(P)=0 y (fh)(P)=f(P)h(P)=0.

Por tanto, f —g € J(B) y fh e J(B). O

Lema 3.2. Sean B y D dos subconjuntos del espacio A", se cumplen los siguientes
enunciados

1. Si B C D, entonces J(D) C J(B).

2. J(BUD)=J(B)nJ(D).

3. v/J(B) = J(B).

Demostracién. El primer enunciado es claramente vélido cuando B = (). Suponga que
B # () y sean P un punto de B y f un polinomio de J(D), luego P € D, y de ahi que
f(P) =0. Por tanto f € J(B).

Para el segundo enunciado, sea f € J(BUD) y escoja un punto P € B. Dado que
B C BUD, se tiene f(P) =0, luego f € J(B) y, similarmente, se obtiene f € J(D), en
consecuencia, f € J(B) N J(D). Ahora, sea f un polinomio de J(B) N J(D) y sea P un
punto de B U D. En cualquiera de los dos casos P € B o P € D, se obtiene f(P) = 0.
Por tanto, f € J(BU D).

Para finalizar, sean f € \/J(B) y P € B, entonces f" € J(B), para algin entero r > 0.
Luego, f"(P) = 0y dado que f(P) € C, se sigue que f(P) =0, por tanto f € J(B). La
otra inclusién siempre es vélida. O

Lema 3.3. Para todo entero positivo n, se tiene J(A") = {0}.

Demostracién. Por induccién en n, para n = 1, se obtiene A = C y sea f € C[X]
un polinomio no constante. Dado que C es un cuerpo algebaicamente cerrado, existen
escalares ¢y, ..., ¢, ar € C, con a, # 0, tales que

f=a(X—qa) - (X-c)

Luego, f(z) # 0, para todo complejo z ¢ {ci,..., ¢}, en consecuencia f ¢ J(A!).
Ademas los polinomios constantes no cero no tienen raices, por tanto, J (Al) = {0}.
Ahora suponga que el enunciado es vélido para algtin entero positivo ny sea f un polinomio
en J (A1), Si f # 0, entonces existen polinomios go,g1,...,8 € C[Y1,..., Yy], con
g # 0, tales que

f=got+@X+ - +gX,
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Dado que J(A") = {0} se sigue que g, ¢ J(A"), luego
g-(P) # 0, para algtin punto P € A",

entonces h = go(P) + g1(P)X 4 --- + g(P)X" es un polinomio no cero en C[X], esto
implica que existe un z € C, tal que

h(z) = go(P) + g1(P)z +-- -+ g(P)z" #0.
En consecuencia, el punto (z, P) esta en el espacio afin A"y f(z,P) = h(z) # 0, lo
que contradice f € J (A™1). Por tanto f = 0. O
Observacion 3.2. Si P es un punto de un conjunto B C A", entonces para cualquier
polinomio f € J(B) se tiene f(P) =0, luego P € V (J(B)). Ademis
V(J0) =V (C[Xy, ..., X]) =0.

Por tanto, para todo B C A" se cumple B C V (J(B)). El lector puede comprobar
que la igualdad B =V (J(B)) es valida, si y solo si, B es una variedad algebraica.

Ejemplo 3:4. BINENE RN, an) es un punto del espacio afin A", probar que el ideal
mp = (Xy —ay,..., X, — a,) es maximal en el anillo de polinomios C[Xi, ..., X;].

Demostracién. Sea ep : C[Xy,..., X,] — C, definido por
g(f) = f(P), para todo polinomio f € C[Xy,..., X,],

es decir, ep es el homomorfismo de evaluacién en P. Se puede comprobar que dado un
polinomio f existen polinomios gy, . .., gn€CXy, ..., Xs] y un escalar b € C, tales que

f=g(X1—a1)+ - +g (Xo—an) +b
Asi que,
f e Ker(ep), siysolosi, b=0, siysolosi, f emp =(Xy —ay,..., Xo — an),

esto implica que Ker (ep) = mp. Pero el homomorfismo ep es claramente sobreyectivo,

entonces
Cl - Xl o

mp

Dado que C es un cuerpo, se sigue que mp es un ideal maximal del anillo de polinomios
Cl[Xi, ..., Xu]. O
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Teorema 3.3 (Teorema de los ceros de Hilbert). Sean m e Z dos ideales del

anillo de polinomios C[Xj, ..., X,]. Los siguientes enunciados son verdaderos:
1. m es maximal, si y solo si, existe un punto P = (a3, ..., a,) € A", tal que
m=mp = <X1—31,...,X,,—a,,>.

2. Si 7 es un ideal propio, entonces V(Z) # 0.
3. J(V(T))=VT.

Demostracién. Para mostrar el primer enunciado, recuerde que el Ejemplo (3.4) establece

que en el anillo C[X,..., X,], todo ideal de la forma mp = (X1 — a1,..., X, — an), es

maximal. Ahora, suponga que m C C[Xj,..., X,] es un ideal maximal y considere el
ClXy, ..., Xa] . . . .

cuerpo K = M junto con el homomorfismo de anillos § : C — K definido

por
d(a) = a+m, paratoda acC.

Dado que m es maximal se sigue que CNm = {0}, luego
a € Ker(9), siysélosi, acm, siysdlosi, a=0.

entonces 0 es un homomorfismo inyectivo y se tiene la extensién de cuerpos K|C. Por
lo expuesto en la seccién (A.2) de los anexos, se sigue que la extensiéon K|C es de tipo
finito con generadores X; +m, ..., X, +m. Por el Lema de Zariski, presentado en (A.3),
todo elemento en K es algebraico sobre C, y dado que C es algebraicamente cerrado se
sigue que C = §(C) = K. Lo anterior implica que para cada i = 1,..., n existe un tnico
complejo a; tal que

Xi+m=4(a)=a +m,

entonces
X;i—a;€m, paratodai=1,...,n

Por ende,

pero el ideal mp es maximal, por tanto mp = m.

Para el siguiente enunciado sea m un ideal méximal de C[X, ..., Xp] tal que Z C m. Por
el Lema (3.1) se sigue que V(m) C V(Z) y dado que m = mp, para algdn punto P € A",
se tiene Z # (), porque

{P} =V(m) C V().

Para probar el tltimo enunciado sea f un polinomio de v/Z y sea P un punto de la variedad
V(!), entonces ™ € Z, para algiin entero m > 0, y se tiene

(F(P))" = f™(P) =0, luego, f(P)=0.
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Esto significa que vZ C J(V(Z)). Mostrar la otra contenencia presenta mayor dificultad
y en el proceso de prueba se utilizard una técnica elegante en dlgebra conmutativa que
permite identificar los ideales del anillo de polinomios que son radicales y las variedades
algebriacas. Esta técnica conocida como el truco de Rabinowitsch fue descrita por
Rabinowitsch (1930).

Por el Teorema de la base de Hilbert (3.1), todo ideal de C[Xi, ..., Xy] es finitamente
generado, luego existen polinomios fi, ..., f,, talesque Z = (f, ..., fm). Sea Y una nueva
indeterminada y para cada polinomio no nulo f € J(V(Z)), considere el ideal

Observe que dado un punto P € V(Z) y cualquier a € C, se tiene
(Yf—1)(P,a)=Y(P,a)f(P,a)—1=a0—1#0,

esto implica que V (ff) =y por el enunciado anterior Zf = C [X1,..., X4, Y]. Luego,
existen polinomios g1,..., 8, 8 € C[Xq,..., X, Y], tales que

gifi+-+gfa+g(Yf-1)=1

Ahora, para cada /i = 1,...,n sea t; el mayor exponente de la indeterminada Y en el

1
polinomio g; ysea T = t; + --- + t,. Haciendo Y = 7 se obtiene

fT <g1ﬂ++gnfn+g(]f:f1>> :fo

entonces .,

> T (flg) fi=fT

i=1
Note que ffig; € C[Xy,..., X,], para toda i = 1,...,n, en consecuencia fT € T. Por
tanto, f € v/Z y la prueba estd completa. O

Componentes irreducibles

Para presentar los avances a cerca de la regularidad de secuencias de Mischenko-Fomenko
es necesario justificar que toda variedad algebraica se puede expresar de forma dnica
como unién de variedades irreducibles. En seguida se presenta la teoria que sustenta este
resultado.
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Definicion 3.2 (Variedad Irreducible). Una variedad V del espacio afin A" es
irreducible si para todo par de variedades V; y V, tales que V = V4 U V5, se tiene
V =V; o V= V,. En caso contrario, V se denomina reducible.

De la definicién anterior, es claro que la variedad V(1) = 0 es irreducible.
Por el Ejemplo (3.3), el espacio afin Al es irreducible, porque dadas dos variedades V; y
Vs, tales que A' = V; U Vs, con Al =% Vi, se sigue que V; es finita y V, es infinta. Por
tanto Al = V5.

La variedad V(X) = {(0,a) : a € C} C A? es irreducible. En efecto, sean V; y V5 dos
variedades, tales que V(X) = V4 U V5, y suponga que V(X) # V4. Sean Ry S dos ideales
del anillo C[X, Y], para los cuales se cumple

Luego, existe un polinomio f € R que no se anula en algin punto de V(X) y dado un
polinomio arbitrario g € S, se tiene fg € RN S. El Lema (3.1) garantiza que

V(X)=ViuVa=V(RNYS),
y del Teorema de los ceros de Hilbert (3.3) se obtiene
(X)y=J(V(X)=J(V(RNS))=VvRNS,

entonces
fg € RNSCVRNS = /(X).
C[X, Y]

(X)
En consecuencia, /(X) = (X) y se obtiene fg € (X). Pero f ¢ (X), porque f no se
anula en algtin punto de V(X). De aqui se deduce que g € (X) y se tiene S C (X}, luego

Pero (X) es un ideal primo, porque el cociente

2 C[Y] es un dominio entero.

V(X) S V(S) = Va S V(X).
Por tanto V(X) = V5 y se ha demostrado que la variedad V(X) es irreducible.

El ejemplo anterior es una situacién particular del siguiente teorema:

Teorema 3.4. Una variedad no vacia V C A" es irreducible, si y solo si, el ideal
J(V) es primo.

Demostracion. Para iniciar suponga que la variedad no vacia V es irreducible. Por uno
de los enunciados del Teorema de los ceros de Hilbert (3.3), se sigue que J(V) es un
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ideal propio del anillo de polinomios C[Xj, ..., X;]. Sean f y g dos polinomios, tales que
fg € J(V), por la Observacién (3.2) y las propiedades expuestas en el Lema (3.1), se
tiene

vV =VY(J(V)) cV(fg) =V(f)uV(e).

Pero V es irreducible, luego no se pierde generalidad en suponer que V = V(f), y de aqui
se tiene

feJ(V(F)) = J(V),

por tanto J(V) es primo. Reciprocamente, suponga que J(V) es un ideal primo del anillo
C[Xi, ..., Xp]. Por contradiccién suponga que V es reducible, luego existen dos ideales
Ry S, tales que

V=V(R)UV(S)=V(RNS),

con V # V(R)y V # V(S). Entonces se pueden elegir dos polinomios f € Ry g € S
tales que ni f ni g pertenecen a J(V). Del hecho que J(V') es primo se sigue fg ¢ J(V),
luego

f(P)g(P) # 0, para algun punto P € V =V(RNS),

pero esto contradice que fg € RN S. Por tanto la variedad V es irreducible. O

SR Para todo entero n > 0, el espacio afin A” es una variedad irreducible
porque J(A") = {0}, que es un ideal primo.

Del Ejemplo (3.3), las variedades del espacio afin Al son: Al y los subconjuntos finitos de
AL. Por lo anterior, A es una variedad irreducible y se sabe que la variedad vacia también
es irreducible. Ademds, para cada a € C, se tiene J(a) = (X —a), que es un ideal méximal
y, en consecuencia, primo en el anillo C[X], asi que {a} es una variedad irreducible. Pero
si V' es una variedad finita de cardinal mayor que dos, entonces V es reducible. Por tanto,
en A! las variedades irreducibles son A!, () y las variedades que tienen un tinico punto.

Proposicion 3.3. Sean m y n dos enteros positivos, con m < n. Si ay,...,am € C,
entonces la variedad V ((X1 — a1, ..., Xm — am)) C A" es irreducible.

Demostracién. Sean D = C[Xy,..., Xply T = (X1 —a1,..., Xm — am). Si m = n, el
ideal J es méximal y, por tanto, la variedad V(J) es irreducible. Ahora suponga que

m < ny considere el homomorfismo de anillos ¢ : C[Xp41, ..., Xp] — ? definido por

¥(h) = h+ J, para todo polinomio h € C[Xp41, ..., Xn] .-

Note que para cada polinomio f € D, existen polinomios gi,...,8m € Dy un polinomio
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h € Cl[Xmt1,- .-, Xa], tales que

f=g(X1—a1)+ - +&gmn(Xn—am)+h,

T . . . D
luego (h) = f + J, y esto implica que % es un isomorfismo de anillos. Entonces, 7 es

un dominio entero, por tanto, V(7 ) es una variedad irreducible. O

Lema 3.4. Una variedad V C A" es irreducible, si y solo si, dadas dos variedades
Vi y V5 contenidas propiamente en V/, se tiene (V — V4) N (V — Va) # 0.

Demostracion. Primero suponga que V es irreducible, y por contradiccién considere como
cierto que existen variedades Vj y V, contenidas propiamente en V/, tales que

(V-v)Nn(V - W) =0,

entonces,
V=V-0=V—-(V-WVUV-W)=VUW.

Dado que V es irreducible, entonces V = V; o V = V), pero esto contradice el hecho
que las dos variedades estan contenidas propiamente en V/, en consecuencia

(V-wvi)Nn(V - Vo) #0.
Para el recirpoco, sean Vi y V, dos variedades tales que V = V; U V5, se tiene
(V-V)N(V-V)=V—-(VLUV)=0.

Lo anterior, junto con la hipdtesis, implican que alguna de las variedades V; o V5 no es
un subconjunto propio de V, es decir, V = Vj o V = V,, por tanto V es irreducible. [J

Proposicion 3.4. Toda coleccién no vacia de variedades algebraicas de A” tiene un
elemento minimal.

Demostracion. Suponga que el enunciado es falso y escoja una coleccidén no vacia F de
variedades de A”, tal que F no tiene elemento minimal. Seleccione una variedad Vg € F,
dado que V4 no es minimal en F, existe V; € F, tal que Vy D V4. Ahora, Vi no es
minimal en F, luego existe V, € F, tal que Vy D Vi3 D V,. Dado que F no tiene
elemento minimo, este proceso no termina y se construye la cadena infinita estrictamente
decreciente

VoD VID---DVypDVypi1 D
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En consecuencia, se tiene la siguiente cadena creciente de ideales del anillo C[X1, ..., X;]
J(Vo) € (V1) - € (Vim) € I (Vini1) € - -

Dado que C[Xj, ..., X;] es un anillo Noetheriano, la cadena anterior estabiliza, lo cual
significa que existe un entero positivo k, tal que

J (Vi) = J(V;) para todo entero t > k,
en particular, J(Vk) = J(Vik+1). Pero de aqui se obtiene la contradiccién
Vi =V (J (V&) =V (J (Vit1)) = Vir1 # Vi

Por tanto, la colecciéon F tiene un elemento minimal. O

Teorema 3.5. Si V es una variedad de A", entonces existen variedades irreducibles

Vi,..., Vi, tales que V = Vi U --- U V,,. Ademas, las variedades irreducibles se
pueden seleccionar de tal manera que ninguna de las V; esté contenida en la unién
de las demas, es decir, para toda i =1,..., m se cumple

vig Jv;

=L
JF#

Demostracion. El enunciado es claramente valido cuando V es irreducible, entonces
resta probar que el teorema se cumple para variedades reducibles. Por contradiccién,
suponga que la coleccién F de variedades del espacio afin A” que son reducibles y no se
pueden expresar como unién finita de variedades irreducibles, es no vacia. De acuerdo con
la Proposicién (3.4), la coleccién F tiene un elemento minimal V que es reducible, luego
existen variedades V; y V, contenidas propiamente en V/, tales que V = V; U V5. Por la
minimalidad de V en la coleccién F se sigue que las variedades Vj y V5 no estdn en F,
y se deben poder expresar como unién finita de variedades irreducibles; pero esto implica
que la variedad V es unién finita de variedades irreducibles y se contradice el hecho de
que V € F. Por tanto, la colecciéon F es vacia y toda variedad V del espacio afin A” se
puede expresar como unién finita de variedades irreducibles. Para continuar, suponga que
Vi, ..., Vi son variedades irreducibles, tales que

V=ViU.- UV,

Si alguna de las variedades V; estd contenida en la unién de las demds, entonces eliminando
V; y haciendo una nueva numeracién de las variedades restantes, se obtiene

V=WVU---UVi_1,
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esta accidn se repite siempre que una de las variedades V; esté contenida en la unién de las
demas. El proceso es finito, en consecuencia, existen variedades irreducibles V, U---U V,,,
talesque V=V, U---UV,, yparatodai=1,..., msecumple

Vi ¢

V.

s

Corolario 3.1. Sea V una variedad de A". Las variedades irreducibles garantiza-
das en el Teorema (3.5) son dnicas, salvo permutacién de las V;, y se denominan
componentes irreducibles para V.

Demostracion. Primero note que dadas las variedades W, V4, ..., V), con W irreducible,
la igualdad
W=V,U---UV,.

implica W = V;, para alguna i = 1,..., m. Ahora, sean {V4,..., Vi, } y {W4,..., Wi}
dos colecciones de variedades irreducibles en A" que satisfacen el Teorema (3.5) para V.
Sin pérdida de generalidad suponga que m < k, entonces

VicVvV=Wu.--UW,.
De aqui se obtiene
Vi=vin(Wiu---UW)=(VinWy)u---u(Vin W).

Por lo expuesto al principio de esta demostracidn, se sigue que Vi = Vi N W;, para alguna
i=1,...,k,ysalvo una nueva numeracién de los W;, se puede suponer que V; = ViNWi,
esto implica que Vi C W;. De forma similar se puede deducir que Wj C V;, para alguna
i=1,...,m. Deahi que V; C W; C V;, sin embargo,

Vlgvgu---UVm,
de modo que V; = V4, entonces V; = W, y se tiene
Vou---UVyuy=WouU---UW,.

Repitiendo el proceso anterior, se sigue que V; = W, para toda i = 1,..., m. Note que
en el caso m < k, se tendria

W,,-,+1U...UW/<:(Z),
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y se obtiene la contradiccién

k
Wm+1 = @ - U VVJ
j;éj;wlﬂ

Por tanto, m = k y la prueba estd completa. O

En seguida se determinan las componentes irreducibles de la variedad
V=VX+Y+ZXY+XZ+YZXYZ)CA.
Note que el Teorema (3.2) garantiza que en el espacio afin A3, se cumple
V=V(X,Y,Z)={(0,00)}
Luego, V es una variedad irreducible del espacio afin A3, y por tanto V = {(0,0,0)} es

su unica componente irreducible.

SR Encontrar las componentes irreducibles de la variedad V =V (X2 Y2+ 1) ,
contenida en el espacio afin A>2.

Solucién: Note que
% (X2Y2 + 1) V(XY + )XY =) = V(XY +)UV(XY — i),

Pero los polinomios f = XY + iy g = XY — i son irreducibles sobre C, pues la tnica
posible factorizacién de f (similarmente para g) es de la forma

f=(X-a)(Y-b»b),

pero esto implica a = b =0y ab = i, lo cual es imposible. De modo que los ideales
(XY +1i)y (XY —1i) son primos. Por ende las componentes irreducibles de la variedad
V=V (X3Y2+1)son Vi =V (XY +i)y Vo =V (XY —i).

Variedades isomorfas

El concepto de isomorfismo es fundamental, porque permite clasificar variedades en clases
de equivalencia, en las cuales las variedades isomorfas se consideran esencialmente iguales
desde el punto de vista algebraico y geométrico. En muchos casos, utilizar variedades
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algebraicas isomorfas consigue simplificar problemas complejos mediante la utilizacién
de variedades mds sencillas. En este punto se presenta la definicion de isomorfismo de
variedades algebraicas afines junto con algunos ejemplos de este importante concepto.

Definicién 3.3 (Anillo de coordenadas ). Sea V' una variedad algebraica contenida
en el espacio afin A”. El anillo de coordenada afin asociado a la variedad V es el

anillo cociente
Cl[Xi, ..., X5

M=""Jw)

SRR A continuacidn, se procedera a identificar el anillo de coordenadas de la
variedad V = V(XY) C A2

Por el Teorema de los ceros de Hilbert se tiene
J(V)=/(XY)={f eC[X,Y]: f™ e (XY), para algin entero m > 0}.

Primero se comprobard que /(XY) = (XY). En efecto, sea f € \/(XY), entonces para
algiin entero m > 0, se tiene

Fm e (XY) = (X)N(Y).

en consecuencia

fme(X) y fTme(Y).
Pero (X) y (Y) son ideales primos del anillo C[X, Y], entonces
fe(X)yn{y)=(XY).
Por tanto, J(V) = (XY), y se tiene

C[X,Y] C[X,Y]
JV)y — (XY)

ClV] = ={f+g+(XY):feC[X],geC[Y]}.
Observacion 3.3. Sea V' una variedad algebraica del espacio afin A”. Cada clase
lateral f del anillo C[V] se puede visualizar como la funcién f : V — C dada por

f(P) = f(P), para todo punto P € V.

La funcién f esta bien definida, porque no depende del representante de la clase
lateral 7. En efecto, la igualdad f = g es vélida en C[V], siy solosi, f —g € J(V),
entonces para todo punto P € V, se cumple

f(P)=f(P)=(f —g)(P)+g(P)=0+g(P)=g(P)=8(P).
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Por tanto, C[V] se puede ver como el anillo de funciones polinomiales definidas
en la variedad V.

Observacion 3.4. Por el Teorema (3.4), una variedad algebraica no vacia V C A"
es irreducible, si y solo si, el ideal J(V) es primo, o de forma equivalente, el anillo de
coordenadas C[V] es un dominio entero. En este caso existe el cuerpo de cocientes

de C[V] que se denotard C(V), y estd dado por C(V) = {; g ¢ J(V)} . Ahora,

f f
cada elemento — del cuerpo C(V') determina una funcién — : D — C, con dominio

g g
D ={P e V:g(P)#0}, y definida por
f f(P)
g g(P)
L . . f h -
La funcién — estd bien definida, porque la igualdad — = Z es valida en el cuerpo

C(V), siy solo si, f t = g h. De modo que el polinomio ft — gh € J(V). Esto
implica que para todo punto P € D C V, se cumple f(P)t(P) = g(P)h(P). Por
tanto,

La funcién — se denomina funcién racional y el cuerpo de cocientes C(V) es el
g

cuerpo de funciones racionales de la variedad algebraica irreducible V.

Definicion 3.4 (Aplicacién polinomial ). Sean V C A" y W C A™ dos variedades
algebraicas no vacias. Una aplicacién polinomial de la variedad V en la variedad
W es una funcién F : V — W definida por funciones polinomiales, esto significa
que existen polinomios fi, ..., f, € C[Xy,..., X,], tales que

F(P) = (f(P),...,fn(P)), para todo punto P € V.

La aplicacién polinomial F se denota F = (f, ..., fy).

Por ejemplo, si V C A"la es una variedad algebraica no vacia, entonces la funcién idéntidad
idy 1 V — V es una aplicacién polinomial, porque idy = (71 . 7,,) en la cual X;

es la funcién polinomial en C[V], dada por X; (a1, ...,a,) = a;, paratoda i=1,...,n.

SRR Sea W =V (Y — X?) C A2 La aplicacién polinomial F : A — W,
definida por F(t) = (t, t?), para todo t € Al, transforma la recta afin A! en la parbola
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Y = X2 del plano cartesiano.

Al

SEUCIBEEY Considere la variedad V' = V (X2 4 Y2 — 1) del espacio afin A% La
aplicacién polinomial G : V — A?, definida por G(a, b) = (a,1 — b?), para todo punto
(a, b) € V, transforma la circunferencia X24+Y2=1enla porcién de la pardbola Y = X2
limitada por —1 < X < 1.

V=V(X*+Y>-1) Y = X?

\ G —1<Xx<1
———

Proposicion 3.5. Sean V C A" y W C A™ dos variedades algebraicas no vacias.
Si F=(f,...,fyn) es una aplicacién polinomial de la variedad V en la variedad W
y & € C[W], entonces g o F es una funcién polinomial del anillo C[V].

Demostracién. Dado que g € C[W], entonces g es un polinomio del anillo C[Y7, ..., Y.
Seah=g(f,..., fm) el polinomio del anillo C X, ..., Xn] que se obtiene al sustituir en
g la indeterminada Y; por el polinomio f;, para toda j = 1,..., m. Por la Observacién



73

(3.3) se tiene la funcién polinomial h : V — C. Entonces para cada punto P € V se
cumple

go F(P) =g (F(P)) =& (A(P)..... fn(P)) = h(P).
Por tanto, go F = h € C[V]. O

Definicién 3.5 (Variedades isomorfas). Dos variedades algebraicas no vacias V C
A"y W C A™ son isomorfas, lo que se denota por V = W, si existen aplicaciones
polinomiales F: V — Wy G : W — V, tales que

idV:GOF Yy IdWIFOG

Ademds, cada una de las aplicaciones polinomiales F y G se denomina isomorfismo
de variedades algebraicas afines.

Las variedades V = Al y W =V (Y — X2) C A? son isomorfas. En
efecto, por el Ejemplo (3.10), se sabe que la aplicacién polinomial F : V — W, definida
por F(t) = (t, t?) transforma la recta afin A! en la pardbola Y = X2. Ahora considere
la aplicacién polinomial G : W — V/, definida por

G(a, b) = a, para todo punto (a, b) € W.
Entonces, para cada t € V, se tiene
Go F(t) = G(F(t)) = G(t,t?) = t = idy(t),
ademds, para cada punto (a, b) € W, se cumple
F o G(a, b) = F(G(a, b)) = F(a) = (a, a°) = (a, b) = idw(a, b).

Por tanto,
Al y (Y - X2) .

Por definicidn, los isomorfismos de variedades algebraicas afines son funciones biyectivas.
La aplicacién polinomial del Ejemplo (3.11) no es inyectiva, por ende, esta aplicacién no
es un isomorfismo de variedades algebraicas afines.

SRR TS Para cada permutaciéon o € S, considere el automorfismo de C-algebras
o* :C[Xy,...,X,) — C[Xq,..., X,], definido por
o* (X;) = Xo(i), Paratodai=1,..., n.

Ahora, considere los polinomios fi, ..., f, del anillo C[Xy, ..., Xy], entonces las variedades
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V=V, ..)yW=V(e*(h),...,0%(f)) son isomorfas, porque la aplicacién
polinomial

F= (Xg(l), ce ,XJ(,,)) V—w,
es un isomorfismo de variedades algebraicas afines. En particular, la variedad
V =V (X + X, Xp Xz + Xp) C A3

es isomorfa a la variedad W =V (X; + X3, XoX3 + X1), porque tomando la permutacién
o =(1,2) € S3, se tiene

o* (Xl +X2):X2+X1 y o* (X1X3+X2):X2X3+X1.

Teorema 3.6. Si las variedades algebraicas no vacias V C A"y W C A" son
isomorfas, entonces los respectivos anillos de coordenadas son C-algebras isomorfas.

Demostracién. Para iniciar suponga que F = (f1,...,f,) : V — W es un isomorfismo
de variedades algebraicas. Por la Proposicién (3.5), si g§ € C[W], entonces g o F € C[V]
y se tiene la correspondencia F* : C[W] — C[V/], definida por

F*(8)=goF.

En seguida se demuestra que F* es un isomorfismo de C-algebras. Para comprobar que
F* esta bien definida, suponga que g = h en C[W], entonces g — h € J(W), pero esto
implica que g — h es la funcién polinomial nula en C[W]. Luego, para todo punto P € V,
se tiene F(P) e W,y

(go F—ho F) (P) = (g_ E) (F(P)) =g — h(F(P)) =0.
En consecuencia, go F — ho F es la funcién nula en C[V], por tanto
F'(g)=goF=hoF=F" ().

Es decir, F* esta bien definida. Ahora, sean g y h dos clases laterales del anillo C[W] y
sean a, b € C, entonces

F* (ag +bh) = (ag+bh) o F = a(go F)+ b (ho F) = aF"(g) + bF*(h).

Ademas,
F* (gﬁ) — F* (ﬁ) —ghoF,
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pero dado un punto arbitrario P € V, se cumple
(gho F) (P)=gh(F(P)) = (F(P)) A(F(P) = (82 F) (Ao F) (P),

por ende, gho F = (g o F) (Eo F), y se tiene

F'(gh) =ghoF=(goF) (Ao F) = F'(g)F"(h).

Por tanto, F* es un homomorfismo de C-3lgebras. Para probar que F* es inyectivo, sea
g € Ker (F*), entonces B
goF=F"(g) =0,

luego g o F es la funcién nula en C[V], y esto implica
g(W)=g(F(V))=goF(V)={0}.

Asi que g es la funcién nula en C[W]; en consecuencia, Ker (F*) = {0}. Para mostrar
que F* es sobreyectivo, sea t € C[V] ysea G = (g1, ..., gn) : W — V la aplicacién
polinomial que satisface

ideGOF Yy idW:FOG.
Entonces, t o G es una funcién polinomial del anillo C[W], y se sigue
F*(toG)=(toG)oF =to(GoF)=Toidy =t.

Por tanto, F* es un isomorfismo de C-dlgebras y la prueba estd completa. O

Corolario 3.2. Sean V C A" y W C A™ dos variedades algebraicas isomorfas no
vacias. Entonces, la variedad V es irreducible, siy solo si, la variedad W es irreducible
y, en este caso, los cuerpos de funciones racionales C(V) y C(W) son C-3lgebras
isomorfas.

Demostracién. Por el Teorema (3.6), los anillos C[V] y C[W] son C-3lgebras asociativas
isomorfas. Entonces, C[V] es un dominio entero, si y solo si, C[W] es un dominio entero, en
consecuencia, V es irreducible, siy solo si, W es irreducible. Finalmente, todo isomorfismo
de C-algebras ¢ : C[V] — C[W] extiende al isomorfismo 1* : C(V) — C(W), definido

(7 ()
por ¥ <g)‘w<g>' -
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SRR La variedad algebraica V (Y — X?) C A? es irreducible. En efecto, del
Ejemplo (3.6) se garantiza que la recta afin Al es una variedad irreducible y del Ejemplo
(3.12) se sabe que y At =V (Y — X?).

El ejemplo anterior es un caso particular de una situacién general que se enuncia en la
siguiente proposicion:

Proposicién 3.6. Si f es un polinomio del anillo C[Xy,..., Xy], entonces que la
variedad W = V(Y — f) C A" es irreducible.

Demostracién. Considere la aplicacién polinomial F = (Xi,..., X, ) : A" — ArtL
Note que los puntos de la variedad W son de la forma

(P,b), donde Pe A", be Cy b=f(P).

Luego, para cada punto P € A", se tiene F(P) = (P, f(P)) € W, entonces F (A") C W.
Ahora, sea G = (Xq,..., X,) : W — A", Entonces, para todo punto P € A", se cumple
G o F(P) =G (P,f(P)) = P, ademss, F o G (P, f(P)) = F (P) = (P, f(P)). Asf que,

GoF=ida y FoG=idw.

Por tanto, A" = W, y dado que A" es una variedad irreducible, se sigue que W es
irreducible. O

Dimension de variedades afines

La dimensidén es una caracteristica importante de una variedad algebraica afin, porque
cuantifica el nimero de pardmetros independientes necesarios para describir un punto en
la variedad. El concepto de dimensién influye en la estructura topoldgica de la variedad
algebraica y su calculo se basa en herramientas sofisticadas, como la teoria de ideales y la
dimensién de Krull. Este concepto se puede abordar de varias maneras, pero el interés en
esta seccién es presentar la definicién de dimensién aprovechando la conexién existente
entre una variedad algebraica afin V y el anillo de coordenadas C [V], tomando distancia
del lenguaje técnico de la estructura de espacio topoldgico del espacio afin A”.

Para comenzar, recuerde que una variedad algebraica V C A" es irreducible, si y solo
si, su anillo de coordenadas C[V] es un dominio entero y existe el cuerpo de funciones
racionales C(V'), que es una extensién del cuerpo de los niimeros complejos. En este caso,
tiene sentido hablar del grado de trascendencia de la extensién C(V) |C, concepto que se
puede consultar en la seccién (A.3) de los anexos.
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Definicién 3.6 (Dimension de una variedad algebraica irreducible). Sea V una
variedad algebraica irreducible del espacio afin A”. La dimensién de V/, denotada por
dimV, es el grado de trascendencia del cuerpo C(V) sobre C, es decir

dimV = grtrcC(V).

SEGREETE De acuerdo con la definicién anterior, se tiene
1. dimA" = grtrcC (Xy, ..., X,) = n.

2. Si P € A", entonces J(P) es un ideal maximal del anillo C[Xy,..., Xal y

CClX,. .., X

C=""p

entonces, dimV(P) = grtrcC = 0.
3. La variedad algebraica V =V (Xy,..., X;) C A™F" es irreducible, porque

C[Vv] = ' =C[YL,.... Y],

entonces, dimV = grtrcC[Y1,..., Y] =r.

4. SiVC A"y W C A™ son variedades algebraicas irreducibles isomorfas, entonces
dimV = grtrcC(V) = grtreC(W) = dimW.

En particular, dado un polinomio f € C[Xy,..., X,], por la Proposicién (3.6), se
obtiene A" = V(Y — f) C A", luego dimV (Y — f) = dimA" = n.

Proposicion 3.7. Sean V' y W dos variedades afines irreducibles no vacias. Si
V C W, entonces dimV < dimW.

Demostracion. Del hecho que V C W, se tiene lainclusién i : C[V] — C[W], definida por
i (?) =7, para toda 7 € C[V]. La inclusién i esta bien definida, porque J(W) C J(V), y
se tiene la extensién de cuerpos C(W) |C(V'). Ahora, sea B una base de trascendencia para

C(V) sobre C, por la Proposicién (A.2) de los anexos, existe una base de trascendencia
B para C(W) sobre C, tal que B C B, por tanto

dimV = grtreC[V] = |B| < ‘E‘ = grtreC[W] = dimW.
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En particular, si V es una variedad del espacio afin A”, entonces
dimV < dimA" = n.

O

Aqui es oportuno ampliar la definicién de dimensién para cualquier variedad algebraica afin
no vacia. Para esto recuerde que el Corolario (3.1) garantiza que V se puede descomponer
de manera Unica como unién de sus componentes irreducibles.

Definicién 3.7 (Dimensién de una variedad algebraica afin). Si V4,..., V, son
las componentes irreducibles de una variedad algebraica afin no vacia V/, entonces
la dimensién de V/, denotada por dimV/, se define como sigue

dimV = max{dimV;:i=1,... r}.

Ademas, se dice que la variedad V es equidimensional de dimensién pura s, lo que
se denota por Eqd(s), si todas las componentes irreducibles de V tienen dimensién
s. Es decir, V es Eqd(s), si y solo si,

s=dimV; =-.-=dimV,.

SELEERGEY Sea f un polinomio del anillo C[Xy,..., X,] y considere la variedad
V =V (Xi(Y — f)) C A™1. Se quiere comprobar que dimV = n, para esto note que

CwvzC[X,..., X,

esto implica que la variedad Vi = V (X1) es irreducible. Ademas, por la Proposicién (3.6),
se conoce que la variedad Vo, = V(Y — f) = A", por ende, V, también es irreducible.
Entonces la descomposicién en componentes irreducibles de la variedad V' estd dada por

V=yXu(Y-1))=vX)uv(Y-f)=VUV,.
Por tanto, dimV = max{dimVy,dimV,} = méx{n—1,n} = n.
ST Sean f y g dos polinomios del anillo C[Xy,..., X,] y considere la

variedad V = V (Y2 + (f +g)Y + fg) C A" Se quiere comprobar que V es una
variedad equidimensional de dimensién pura n. En efecto, primero note que

Y4 (f+g)Y+fg=(Y+)(Y+g).
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Entonces la descomposicién en componentes irreducibles de la variedad V' es como sigue
V=VY(Y+)UV(Y +g),

pero dimV (Y + f) = dimV (Y + g) = n. Por tanto, V es una variedad Eqd(n).



CAPITULO 4

Secuencias regulares sobre anillos

Secuencias regulares

Las secuencias regulares es un concepto fundamental de la teoria de anillos conmutativos
con importantes aplicaciones en geometria algebraica. Estas secuencias estan relacionadas
con la nocién de profundidad de un médulo sobre un anillo, lo que es crucial para entender
la estructura de los médulos. En geometria algebraica, las secuencias regulares se usan
para estudiar la dimensidn de variedades y las singularidades. En esta seccidn se presenta la
definicién de secuencia regular junto con algunos resultados que involucran este concepto,
y que se utilizardn en el dltimo capitulo de este texto. Los anillos trabajados en esta seccién
son conmutativos y unitarios. Para una mayor profundidad en este tema se recomienda
consultar el libro de Matsumura (1987).

80
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Definicion 4.1 (Elemento regular). Un elemento no cero a de un anillo A se
denomina A-regular si a no es divisor de cero en A.

SO Seglin esta definicidn, se tiene

1. Todo elemento no cero de un dominio entero D es D-regular.

2. Si n es un entero positivo, entonces los elementos Z,-regulares son las unidades
mddulo n, es decir, las clases 7 tales que mcd(n, r) = 1.

. . C[X,Y ——
3. En el anillo cociente A = ([XY>] la clase X + 1 es A-regular, porque toda clase
f en Aes de la forma B
f=a+g+h,
en la cual « es una constante, g € C[X] y h € C[Y] son polinomios con término
constante cero. Suponiendo que

(X +1)f =0,
entonces
a+aX+g(X+1)+Xh+he (XY),

De aqui, « =0, h = 0 y se obtiene 7(X + 1)g = 0. Pero C[X, Y] no tiene divisores
de cero, se sigue g = 0. Por tanto, f = 0.

Definicion 4.2 (Secuencia A-regular). Sea aj, ..., a, una sucesién de elementos
de un anillo Ay para i =1,...,r considere el anillo cociente

A

A= ——m.
(a1, ..., a)

La sucesién ay, ..., a, es una secuencia A-regular de longitud r si cumple
1. El elemento a; es A-regular.
2. Paratodoi=2,...,r, laclase 3; es A;_1-regular.
3. El anillo A, es no trivial.

Observe que toda unidad es un elemento A-regular, pero una secuencia A-regular no puede
terner unidades, porque si alguno de los elementos ay, ..., a, es una unidad del anillo A,

. . . A .
entonces el ideal Z = (a1,...,a,) = Ay el anillo cociente 7 e trivial, por tanto, la

secuencia ai, ..., a, no es A-regular.
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S OEAE |a definicidn de secuencia A-regular depende del orden de los elementos;
puede suceder que una secuencia sea A-regular y después de una permutacién de los
elementos la nueva secuencia no sea A-regular. Por ejemplo, considerando los polinomios
hA=X fh=Y(X—-1)yf=2(X —1) del anillo A= C[X, Y, Z]. Con la notacién de
la definicién, se sigue que la secuencia fi, f,, f3 es A-regular, porque el polinomio f; es un
elemento A-regular. Ademads, en el anillo A; se cumple

YX -1 =VYX-Y=Y

Pero A; no tiene divisores de cero, ya que A; = C[Y, Z] es un dominio entero, entonces
Y = Y(X —1) es un elemento Aj-regular. Para continuar, en el anillo A,, se tiene la
igualdad

ZX—1)=2ZX-7-72,

Para comprobar que Z(X — 1) no es divisor de cero en A, suponga que h es un polinomio
de A, tal que 3
Z(X —1)h =0, en el anillo Ay,

entonces
Zhe (X, Y(X-1))={Xf+Y(X-1)g:f gcA}.

Luego
Zh= Xf+ Y(X —1)g, para algunos polinomios f, g € A. (4.1)

Si f,g ¢ (Z), no se pierde generalidad en aceptar que f, g € C[X, Y], y esto implica que
Xf+Y(X-1)geC[X,Y]n(Z)={0},

entonces, Zh = 0 y se obtiene h = 0 € (f;, ). Ahora, si el polinomio f o el polinomio
g estd en el ideal (Z), de la ecuacién (4.1), se obtiene que el otro también pertenece a
(Z), luego

Zh=XZg+ Y(X —1)Zr, para algunos polinomios g, r € A.

Asi que
h=Xg+Y(X-1re(X,Y(X-1)).

Por tanto, la clase Z(X — 1) es Ap-regular. Finalmente, el anillo A3 es claramente no
trivial. Entonces, la secuencia fi, 5, f3 es A-regular. Ahora, note que la secuencia
Y(X—-1),Z(X-1),X

A

no es A-regular, porque la clase Z(X — 1) es un divisor de cero en el anillo ————.
(Y(X=1))
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Proposicion 4.1. Si a es un elemento A-regular, entonces para todo entero positivo
k se tiene que a¥ es A-regular.

Demostracién. Sea b € A, tal que akb = 0, entonces a (a*~*h) = 0. Como a no es
divisor de cero, se sigue a¥"1h = 0. Repitiendo este proceso, en una cantidad finita de
iteraciones, se obtiene ab = 0, lo que implica b = 0. Por tanto, ak es A-regular. O

Proposicion 4.2. Suponga que ay, ..., a, es una secuencia A-regular. Si by, ..., b,
son elementos del anillo A, tales que

aiby +---+ab, =0,

entonces todos los b; estdn en el ideal (ay,...,a,).

Demostracién. Por induccidn, si a; es A-regular y a;b; = 0, entonces by = 0 € (a1).
Ahora suponga que el enunciado se cumple para toda secuencia A-regular con k elementos
y sea ai, ..., ak, € una secuencia A-regular. Si by, ..., bk, d son elementos de A, tales que

aiby + -+ akb +cd =0,

- A A
entonces cd = 0 en el anillo 7 enelcual Z = (ay,...,ak). PeroCes f—regular, entonces
d=0en 7 De aqui se sigue que d € 7 y deben existir elementos s, ...,sx € A, tales
que
d=ais1 + ...+ aksk,
entonces
81(b1+CS1)+"'+ak(bk+C$k)ZO.
Pero la secuencia ay, . .., ax es A-regular, por la hipétesis de induccién se obtiene
bj+csieT, paratodai=1,..., k.
Por tanto, paratodai=1,...,k
bi €T+ (c)="{(a1,...,akc)
y esto completa la prueba, porque d € Z C (ay, ..., a, ¢). O
Teorema 4.1. Si a;,a5,...,a, es una secuencia A-regular, entonces para todo

entero k > 1 la secuencia a’l‘, as,...,a, es A-regular.



84

Demostracién. Suponga que el enunciado es falso. Luego, existe un entero positivo k, tal
que la secuencia a¥, a,, ..., a, no es A-regular y no se pierde generalidad en suponer que

k =min{s € Z" : La secuencia aj, a, ..., a, no es A-regular} .

Por hipétesis k > 2 y por la minimalidad del entero k, la secuencia all‘_l, a,...,a, es
A-regular. La Proposicién (4.1) garantiza que el elemento a¥ es A-regular, entonces existe
j€{1,2,...,r — 1}, tal que la secuencia ai‘,ag,...,aj es A-regular, pero la secuencia
ak,a,...,aj,aj+1 no lo es. Considere los ideales

I:<af,a2,...,aj> y J:<af*1,a2,...,aj>,

entonces ;11 debe ser un divisor de cero del anillo T esto significa que existe be A—T,

tal que aj;1b € Z. Luego existen elementos x € Aey € N = <32, .. .,aj>, de manera
que
_ Lk _ k-1
ajib=afx+y=a; " (aix)+y.

k—1
1

Pero la secuencia a;~~, az, ..., aj+1 es A-regular, entonces b € J = <af_1> + Ny deben

existir elementos w € Ay z € N, tales que b = ai‘*lw + z, luego
s (7w +2) = 3 )+

de aqui se sigue
k—1
ai ! (ajy1w — a1x) + a1z — y = 0.

Pero aj11z —y € N, entonces de la Proposicién (4.2) se obtiene

aj1W — aix € JC <81,82,...,aj>,
en consecuencia, aj 1w € <al, as, ..., aj>, esto junto con la hipédtesis implican que w es
un elemento del ideal <al, a, ..., aj>. Luego existen elementos p € Ay g € N, tales que

w = a1p + q. Por ende,

b=a"'wtz=afp+algtzel,

pero esto contradice el hecho de que b € A— T, y la prueba estd completa. O
Corolario 4.1. Si a1, a», ..., a, es una secuencia A-regular, entonces para todos los
enteros positivos ny, na, ..., n,, la secuencia a*, a3 ..., alr es A-regular.

Demostracién. Por el Teorema (4.1), se tiene que la secuencia ai“, as, ..., a,es A-regular.
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_ _ A .
SeaZ = <af1>, entonces a,, ..., a, €S una secuencia f—regular y aplicando nuevamente el

teorema anterior se obtiene que a2, 33, ..., 3, es una secuencia f—regular y esto implica

que la secuencia a’l’l,agz,a3, ...,a, es A-regular. Continuando con este proceso, en una
cantidad finita de iteraciones, se obtiene el resultado. O

SIS Sea a, b una secuencia A-regular. Si f es un polinomio homogéneo de
grado positivo en el anillo A[X, Y], tal que f(a, b) = 0, probar que todos los coeficientes
de f pertenecen al ideal Z = (a, b).

Solucién: Por induccién sobre el grado del polinomio f. Si gra(f) = 1, entonces existen
elementos o, 8 € A, tales que f = aX + Y, y se tiene aa+ b = 0, y la Proposicién
(4.2) implica que a, 8 € Z. Ahora suponga que el enunciado es vélido para polinomios
homogéneos de grado n > 1 y escoja un polinomio homogéneo f € A[X, Y], tal que
gra(f) = n+ 1y f(a, b) = 0. Entonces es posible encontrar un elemento &« € Ay un
polinomio homogéneo h € A[X, Y] de grado n, tales que f = aX"™! + Yh, luego

aa™! + bh(a, b) = f(a, b) = 0.

Por el Teorema (4.1), la secuencia a™l b es A-regular, entonces, por un lado se tiene
«a € Iy por otro

bh(a, b) € <a"+1>,

esto implica que
h(a, b) € <a”+1> C (a"),

y existe § € A, tal que h(a, b) = da", luego g = h— 6 X" es un polinomio homogéneo de
grado n en el anillo A[X, Y], para el cual se cumple

g(a, b) = h(a, b) —6a" = 0.

Por la hipétesis de induccidn, todos los coeficientes del polinomio g estdn en Z, por tanto,
los coeficientes de h pertenecen al ideal Z y la prueba estd completa.

Teorema 4.2. Sean m un entero positivo. Si a, . . ., a; es una secuencia A-regular de
longitud t > 1y f es un polinomio homogéneo de grado men el anillo A[X, ..., X],
tal que f (a1, ..., ar) = 0, entonces todos los coeficientes del polinomio f pertenecen
alideal Z = (ay, ..., a).

Demostracion. Por induccidn sobre la longitud t de la secuencia. Para t = 1, sean a; un
elemento A-regulary f € A[X1] un polinomio homogéneo de grado m, tal que f (a;) =0,
entonces f = aX{", para algin a € A, y se tiene aal” = f(a;) = 0. Pero a; no es



86

divisor de cero en el anillo A, entonces a = 0 € (a;). Ahora, suponga que el enunciado
es valido para todas las secuencias A-regulares de longitud s < t, y sean b, a1,...,a;
una secuencia A-regulary f € A[Y, X1, ..., X¢] un polinomio homogéneo de grado m, tal
que f (b, ay,...,a;) = 0. Observe que existen polinomios homogéneos go, g1, - .., &m €n
el anillo A[Xy,..., X¢], con gra (gj) = m — j, tales que

f=go+Yg+ -+ Y"gn.

A
Sea B; = @ y considere el polinomio f € By [Xi,..., X¢]. Note que 31, ...,3; es una

secuencia Bj-regular de longitud t, ademsgs,

g(a,....a;)=go(a1,...,a:)=f(b,a1,...,a:) =0.

Por la hipdtesis de induccidn, todos los coeficientes del polinomio go pertenecen al ideal

Z=(a1,...,3a) . Pero no es dificil comprobar que

weT,siysolosi, we (bay...,a).
En consecuencia, todos los coeficientes del polinomio gy estdn en el ideal Z = (b, a1, . .., a;).
Para continuar, suponga que todos los coeficientes de los polinomios gp, . .., gj_1 estan en
el ideal Z. De acuerdo con lo expuesto en el Ejemplo (2.3), existen polinomios homogéneos
ho, h1, ..., hi—yenelanillo A[Xy,..., X¢], tales que paratoda j =0,1,...,i—1 se cumple

gra (hj) =gra (gj) — (i —Jj), ademas
gi(a1,....,a) =hj(a1,...,a).
Entonces el polinomio

h=hy+bhy +---+ b7 h 1 +bg cAlX,..., X],

es homogéneo de grado m — i y en el anillo Biy; = , satisface

A
<bi+1>
) i—1 ] -
h(aL,.... 7) =bg@....3)+ Y _bhE,....3)=Ff(ba,. .. a) =0
j=0

Por el Teorema (4.1), la secuencia b+l ay,..., a; es A-regular, y de aqui se deduce que
la secuencia a7, ..., a; es Bjyi-regular. De la hipétesis de induccidn, se obtiene que todos
los coeficientes del polinomio h, vistos en el anillo B; 1, estan en el ideal Z = (af, ..., a;).
En particular, si « es un coeficiente del polinomio g;, entonces

biae (a,...,3).
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Luego, existen elementos 4, 81, ..., B¢ € A, tales que
bao=0b"tt + Brag + - + Brar,

asi que _
b’(dbfa)+ﬂ131+"'+ﬂtat:0,

pero la secuencia b ay, ... a;es A-regular, entonces
Sb—ae <bi,a1,...,at> C(bar... a) =T.

En consecuencia, a € Z, es decir, los coeficientes del polinomio g; estan en el ideal Z.
Por tanto, todos los coeficientes de los polinomios gy, g1, - - -, gm €stan en el ideal Z y la
prueba estd completa. O

Definicion 4.3 (Secuencia casi regular). Sea J = (ay,...,a,) un ideal propio
de un anillo A. La secuencia ay, ..., a, se llama A-casi regular si dado cualquier
polinomio homogéneo f € A[X, ..., X,] de grado m, tal que f (ay,...,a,) € J™H,
entonces todos los coeficientes de f pertenecen al ideal J.

La definicién de secuencia regular depende del orden de los elementos en la secuencia,
como se mostré en el Ejemplo (4.2), pero la nocién de casi regular es independiente de
este orden, esto significa que cualquier permutacién de una secuencia casi regular, también
es casi regular.

Observacion 4.1. En la definicion de secuencia A-casi regular, la condicién
f(a,...,a) € Jm*1 implica que existe un polinomio homogéneo g en el anillo
AlXi, ..., X:], de grado m+ 1, tal que

f(a,...,a,)=g (a1, ...,ar).

,
Pero el polinomio g se puede expresar como g = > Xig;, en la cual, los g; son
i=1 ,
polinomios homogéneos de grado m, entonces el polinomio h = f — > a;g; es
i=1
homogéneo de grado m, y satisface h(as,...,a,) = 0. Luego, en la definicién de
secuencia casi regular, la condicién f (a1,...,a,) € Jmtl se puede sustituir por
f(a,...,a)=0.

Proposicion 4.3. Toda secuencia regular es casi regular.

Demostracion. En efecto, sea as, ..., a, una secuencia A-regular y escoja un polinomio
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homogéneo f € A[Xy,...,X,], de grado m, tal que f(a,...,a,) € J"1. Dado que
J™+1 C J™ entonces existe un polinomio homogéneo g € A[X, ..., X,] de grado m, tal
que f (a1, ..., a)=g(a,..., a,). Asi, el polinomio h = f — g es homogéneo de grado
m, y satisface

h(ay,...,a;)="f(a1,...,a;)—g(a1,...,a)=0.

De acuerdo con el Teorema (4.2), todos los coeficientes del polinomio h pertenecen al
ideal J = (a1,...,a), y esto implica que todos los coeficientes de f también pertenecen
al ideal J = (ay,..., ar). O

El ejemplo siguiente, aparece en la publicacién de Kim (2024), y presenta una secuencia
A-casi regular que no es A-regular

S Sea k un cuerpo y denote con B = k[X, Yy, Ya, ..., Y., ...] al anillo
de polinomios en infinitas indeterminadas conmutativas, con coeficientes en el cuerpo k.

Ahora, sea f; = XY, y para cada entero n > 2 sea f, = XY, — Y,_1. Considere el ideal

. . B . .
7= <f,, ine€ Z+> y el anillo cociente A = —, y observe que los polinomios no cero en

T tienen grado mayor que 1, entonces X +Z y Y7 + Z son dos clases no cero en A. Sin

embargo,
X+ID)Y("1+I) =X +TI=1,

esto significa que X +Z es un divisor de cero en A, y por ende, X +Z no es un elemento
A-regular. Por otro lado, en el anillo A se cumple

Yoc1+Z=XY,+Z € (X +1Z), para todo n > 2,

entonces
A={h+Yig+Z:hek[X],gek[Y]},

Sea J = (X + I), por el Ejemplo (2.3), se tiene la graduacién gr,;(A), y el lector puede
comprobar que
Jk
gri(A) = JT © k[X].
keEN

Esto implica que X 4+ 7 es A-casi regular, es decir, X +Z es un ejemplo de una secuencia
que es A-casi regular, pero no es A-regular. Otras ejemplos de secuencias casi regulares
que no son regulares se puede consultar en Cherrabi (2010).

En anillos Noetherianos N-graduados el Teorema 16.3 de Matsumura (1987), garantiza
que toda secuencia casi regular de elementos homogéneos, es una secuencia regular.

Teorema 4.3. Sea A un anillo Noetheriano N-graduado. Si la secuencia ay, ..., a,
es A-casi regular y cada a; es homogéneo de grado positivo, entonces ay, ..., a, es
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una secuencia A-regular.

Este teorema, junto con el hecho que las secuencias A-casi regulares son independientes
del orden de los elementos, garantiza que en el anillo de polinomios A = C[Xj,..., X/],
cualquier permutacién de una secuencia A-regular, formada por polinomios homogéneos
de grado positivo, también es A-regular. Por medio de secuencias regulares de polinomios
homogéneos de grado positivo, es posible estudiar la dimensién de las variedades de
Mishchenko-Fomenko, que se presentaran en el siguiente capitulo.

Regularidad y dimensidon de una variedad

Estudiar las secuencias regulares en anillos de polinomios tiene importantes aplicaciones
en geometria algebraica. Por ejemplo, el Teorema de Nagata-Auslander-Buchsbaum Aus-
lander y Buchsbaum (1959) implica que en un anillo local A la longitud maxima de una
secuencia regular, en el ideal maximal del anillo, es igual a la dimensién de A.

Definicion 4.4. Sea V = V (fi,...,f,) una variedad del espacio afin A". Se dice
que V es una interseccion completa si dim(V)=n—r.

Observacion 4.2. Si V =V (f,...,f,) es una interseccién completa y W es una
componente irreducible de V/, se tiene

n—r<dim(W)<dim(V)=n-r,

luego, dim(W) = n — r, y por la Definicién (3.7), la variedad V es Eqd(n —r).

El siguiente teorema relaciona los conceptos de interseccién completa y secuencia regular
en el dlgebra de polinomios C[Xj, ..., X;]. Los detalles de la prueba se pueden consultar
en el libro de Matsumura (1987) y el articulo de Futorny y Ovsienko. (2005)

Teorema 4.4. Sea fi, ..., f, una secuencia del algebra A = C[Xq, ..., X;]. Entonces
1. La variedad V =V (f1,...,f,) es una interseccién completa, si y solo si, V es
Eqd(n—r).
2. La secuencia fi,...,f, es A-regular, si y solo si, la variedad V (fi,...,f;) es
Eqd(n—1i), paratodai=1,...,r.
3.Si V =YV(fi,...,f,) es una interseccién completa y los polinomios f; son

homogéneos de grado positivo, entonces cualquier subvariedad de V es una
interseccién completa.
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Observacion 4.3. En las C-dlgebras de polinomios A= C[Xy, ..., Xy Y1, -1, Yol
y B = C[Y1,...,Y,] considere los polinomios Fy,...,F, € A. Ahora, para cada

i=1,...,r sea f; el polinomio que resulta de cancelar en F; todos los monomios
que sean producto de alguna de las indeterminadas X, ..., X),, es decir,
fi=F(Xi=--=X,=0)€eB.

Entonces, el segundo enunciado del Teorema (4.4) garantiza que la secuencia
X1, ..., Xm, F1. ..., F, es A-regular, si y solo si, la secuencia fi, ..., f, es B-regular.



CAPITULO 5

Subalgebras de Mishchenko-Fomenko

El dlgebra envolvente universal U (g) de un algebra de Lie g, junto con el Teorema PBW,
que el lector puede consultar en el capitulo V de Humphreys (1997), permiten enlazar la
teoria de dlgebras de Lie y la teoria de dlgebras asociativas, lo cual proporciona un camino
para estudiar representaciones del algebra de Lie g, por medio de las representaciones de
su envolvente universal U (g).

En este contexto, es importante determinar subdlgebras conmutativas B, contenidas en el
algebra envolvente universal U (g), tal que U (g) sea un B-mddulo libre. A partir de estas
condiciones, toda representacién irreducible del dlgebra B se puede visualizar como una
representacion irreducible sobre U (g), y por ende, como una representacion del dlgebra de
Lie g. Desde esta perspectiva, el famoso Teorema de Kostant (2009) afirma que el dlgebra
envolvente universal U (g), de un élgebra de Lie semisimple compleja g, es un mdédulo libre
sobre su centro. Para el caso del dlgebra de Lie gl,, de las matrices cuadradas de orden
n con componentes complejas, el resultado principal de Ovsienko (2003) establece que
U (gl,) es un médulo libre sobre la subdlgebra de Gelfand-Tsetlin.
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Sea A una subdlgebra conmutativa del dlgebra envolvente universal U (gl,). En general
U(gl,) no es un A-mddulo libre, sin embargo, por el resultado principal de Futorny y
Ovsienko (2003) se conoce que U (gl,,) es un A-mdédulo libre cuando la graduacién de A
es generada por una interseccién completa en S (gl,,), de hecho, ellos prueban el teorema
siguiente:

Teorema 5.1. Sea U un algebra filtrada especial sobre un cuerpo F. Si g1, ..., g
es una secuencia de elementos que conmutan, cuyas imagenes forman una intersec-
cién completa en el dlgebra graduada asociada gr(U), entonces el dlgebra U es un
Flgi, ..., gt]-mddulo libre a izquierda (o derecha).

Un resultado conocido en la teoria de dlgebras de Lies es que el dlgebra envolvente universal
U(g), de un &lgebra de Lie g de dimensién finita, es filtrada especial. Este hecho, junto
con el Teorema (4.4), motivan el estudio de subdlgebras del algebra simétrica S (gl,),
las cuales son generadas por una secuencia S (gl,)-regular de polinomios. Este proyecto
de investigacion analizé una coleccién especial de subdlgebras conmutativas del dlgebra
simétrica S (gl,), denominadas subalgebras de Mishchenko-Fomenko. A su vez, estas
subdlgebras juegan un papel crucial en teoria de sistemas integrables y en representaciones
de algebras de Lie. Cada vez que se escoja un parametro p € gl,, con el proceso de
“deslizamiento de argumento”se obtiene una subdlgebra de Mishchenko-Fomenko Zu-
Para estas subalgebras, se tiene la conjetura dada a continuacién.

Conjetura 5.1. Para todo pardmetro p € gl,, la subdlgebra de Mishchenko-Fomenko Z#
es generada por una secuencia S (gl,)-regular.

En lo que sigue se presentan las subdlgebras de Mishchenko-Fomenko en el dlgebra de Lie
gl, junto con los resultados mds importantes sobre la S (gl,,)-regularidad de la secuencia
de polinomios que las generan.

Subalgebras de Mishchenko-Fomenko

Las subdlgebras de Mishchenko-Fomenko, obtenidas mediante el método de modificar o
“deslizar los argumentos” (o pardmetros) de los generadores del dlgebra simétrica, son
subdlgebras conmutativas del dlgebra simétrica de un algebra de Lie, las cuales aparecen
en el estudio de las representaciones del dlgebra de Lie. Los detalles tedricos del método
de deslizamiento de argumento desbordan el interés de este texto, pero el lector puede
consultarlos en Mishchenko y Fomenko (1978). En el resultado principal del articulo Fu-
torny y Molev (2014), se presenta un procedimiento que permite elegir un conjunto de
polinomios algebraicamente independientes que generan las subdlgebras de Mischenko-
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Fomenko, contenidas en el dlgebra simétrica S (gl,,). Cada conjunto de generadores est3
asociado a una forma candnica de Jordan i € gl,, y en la investigacion se estudiaron
los generadores presentados en este articulo, para determinar si forman una secuencia
S (gl,)-regular. Aunque no fue posible dar respuesta positiva a esta problematica, se estu-
dié la subdlgebra de Mishchenko-Fomenko asociada a un pardmetro particular y se logré
comprobar que, en este caso, la variedad se puede expresar como unién de tres subvarie-
dades donde dos de estas son isomorfas. Esto, en teoria, permitird simplificar los célculos
necesarios en la busqueda de la solucién general del problema.

5.1.1. Generadores de las Subdlgebras de Mishchenko-Fomenko

El siguiente procedimiento descrito en Futorny y Molev (2014) permite escoger un con-
junto de polinomios algebraicamente independientes, que generan las subdlgebras de
Mishchenko-Fomenko.

Para cada matriz £ = (e;;) € gl, y cada par de subconjuntos | = {iy < --- < it} y
J={h <--- <j}, contenidos en [1,n] = {1,..., n}, con E(/,J), se denota el siguiente
determinante:

€ijp  Cijp .-+ Cipj

€ioji  Chjp -+ Cihj
E(L))=det| " .

€ijr  Cip -+ Cige

Ademis, por definicién E(0, ) = 1. Ahora, sea o € gl, y suponga que los diferentes
valores propios de p son Ag,..., As. Si el valor propio \; tiene asociado k bloques de
Jordan de tamafios rjy > rip > -+ > ri, con J(rjj, i) se denotard el bloque de Jordan
de tamafio rj; x rjj, asociado al valor propio A;, esto significa que en la forma canénica de
Jordan asociada a pu, los bloques de Jordan correspondientes al valor propio \; tienen la
forma
J(I’,‘l, )\,)
J J(I’,’Q, )\,)
H ()‘i) =

J(r,-k, /\,')
Asi, la forma candnica de Jordan de u se puede expresar como

Jp=du(M) & ®Ju(Ns).
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Ahora, con «();) denote el diagrama Young ! que tiene rij cajas en la j-ésima fila, y sea
|a(A7)] el nimero total de cajas en este diagrama. Entonces,

la(Ai)| = rin + -+ + rik.

Para continuar, considere otro diagrama de Young -, tal que el nimero de cajas de la
t-ésima fila de v sea el nimero total de cajas que estdn estrictamente por debajo de la
t-ésima fila en todos los diagramas «(\;) y denote este nlimero con ~;, es decir

s

Sl bop

i=1 \j>t+1

Ahora, sean M un conjunto finito y k un entero, tal que 0 < k < |M|. Con P(M, k),
denote la coleccién de subconjuntos de cardinal k, contenidos en M. En particular, para
enteros positivos k < m, se utiliza la notacién P(n, k) = P ({1,2,...,n}, k). Ademss,
sea {X,-j RS A} un conjunto de n? indeterminadas conmutativas y considere la matriz
E cuya ij-ésima componente es la indeterminada Xj;. Para enteros k y m, tales que

. . . =k .
0 < k < m < n, se define el polinomio ¢En) como sigue

=3 3" (sgno)u(B,C)E(J~B,J-C) |, (5.1)

JeP(n,m) \B,CeP(J,k)

en el cual sgno denota el signo de la permutacién o = f‘ j ? ) A continuacién,
para i,j = 1,...,n, en la ij-ésima caja del diagrama de Young [ = (n,n—1,...,1)
escriba el pollnomlo gi)nn J;lﬁl), como se presenta en seguida
—(n—1)  —(n—2) —(1)  —(0)
¢n n—1 e ¢2 ¢1
—(n=2)  —(n-3) —(0)
oo bna b
r= z
—(1) —(0)
¢n ¢n71
—(0)
bn

Se puede considerar el diagrama [/ que resulta cuando se eliminan del diagrama I
las cajas que estan en el diagrama ~y. El resultado que se presenta en seguida puede ser
consultado en Futorny y Molev (2014), y es particularmente importante en el desarrollo

IDiagrama de Young es una organizacién de cajas, en filas, de modo que el niimero de cajas de una
fila no excede al nimero de cajas de la fila anterior.
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de investigaciones sobre las dlgebras de Mishchenko-Fomenko en S (gl,,).

—(k
Teorema 5.2. Para cada parametro i € gl,,, los polinomios qbin) correspondientes
a cajas del diagrama /v son generadores algebraicamente independientes de la
subdlgebra de Mishchenko-Fomenko A, en S (gl,).

SELERES Sea 1 € gl, una forma candnica de Jordan que consta de n bloques de
Jordan de orden 1, todos asociados al mismo valor propio A. Luego u es de la forma

p= N)&...a(N)
—— .

n veces

En este caso, el diagrama de Young vy = (n—1,n—-2,. - 1), y al aplicar el Teorema (5.2),
se obtiene que la subdlgebra de Mishchenko-Fomenko A,, es generada por los polinomios

3= S (sgno)u(OE(LI= S E(LI),

1€P(n,m) 1€P(n,m)
enlaque m=1,...,n. En particular,
—(0) .
G o= > E(LN)=) X
1eP(n1) i=1
Mientras que
Xu X2 ... X
—0) Xor X ... Xop

¢, =det E =det

an Xn2 ce. Xnn

m Sea p € gl, una forma candnica de Jordan que consta de n — 2 bloques

de Jordan de orden 1 y un bloque de Jordan de orden 2, todos asociados al mismo valor
propio A. Asi que u es de la forma

Al
u<0 A) ® ()\)EB...EB()\).
n — 2 veces

En este caso, el diagrama de Young v = (n—2,n—3,...,1), y al aplicar el Teorema
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(5.2), se obtiene que la subélgebra A,, es generada por los polinomios

=3 E(,

1€P(n,m)

param=1,..., n, junto con los polinomios

Gw= > (seno)u(B.OE(U-BJ-C),

JeP(n,m) B,CeP(J,1)

en laque m=2,...,n. En particular,

—(1 n
) =\ > Xi | =

i=1

5.1.2. Regularidad de secuencias de Mishchenko-Fomenko

Esta seccién expone los avances obtenidos en la bisqueda de solucién a la conjetura (5.1).
En la tesis doctoral de Mutis (2016) se probd que en el dlgebra de Lie gl las subélgebras
de Mishchenko-Fomenko son generadas por una secuencia de polinomios S (gl;)-regular.
Igualmente, en esta tesis se logran avances significativos en la problematica para el dlgebra
de Lie gl,. En la presente investigacién se estudié el caso general de la subdlgebra de
Mishchenko-Fomenko en gl,, que es generada por una forma candnica de Jordan que
tiene un bloque de Jordan de tamafio 2 y n — 2 bloques de tamafio 1, todos asociados a
un mismo valor propio, y en la parte final de este texto se presenta el resultado principal
alcanzado en la investigacién.

Proposicion 5.1. Si u € gh estd en la forma candnica de Jordan, entonces la
subdlgebra de Mishchenko-Fomenko A,, es generada por una secuencia de polinomios
S (gl,)-regular.

Demostracion. Cualquier forma candnica de Jordan en g/, es de una de las siguientes dos
posibilidades:

- (33) e (39)

en la que o y 8 son complejos distintos. Para el primer caso, el 4lgebra A, es generada por
la secuencia fi = X1+ Xp, fo = X1 Xo — X3Xy y 3 = A (X1 + X3) — X3. Por la Observacién
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(3.1), se obtiene
V=V (h, h ) =V((, h X3) =V (X1 X2, X3) V (X1, X2, X3) .
Por la Proposicién (3.3), la variedad es irreducible, por tanto

C [X1, Xo, X3, X4]

dimV = grtrc (X1, Xo, Xa)

=grtreC[Xy] =1=4 -3,

esto significa que V es Eqd(4 — 3). Finalmente, del Teorema (4.4), se deduce que la
secuencia f1, f, f3, fa es S(gh)-regular. Para el segundo caso, la subélgebra de Mishchenko-
Fomenko es generada por los polinomios f; y £, del caso anterior, junto con el polinomio
g = BX1+ AXy, en el cual A # (. Luego

W=V (h rg)=V(h f(A—B)X).
Dado que A — 8 # 0, se sigue
W =YV (f, Hh X1) =V (X1, X2, X3).

Por tanto, W es Eqd(4 — 3) y la secuencia fi, f, g es S(gh)-regular. O

En la tesis de Mutis (2016) se prueban los dos teoremas siguientes:

Teorema 5.3. Si i € gl una forma candnica de Jordan, entonces la subdlgebra de
Mishchenko-Fomenko A,, es generada por una secuencia S (gl3)-regular.

Teorema 5.4. Si u € gl3 una forma candnica de Jordan nilpotente, entonces la
subdlgebra de Mishchenko-Fomenko A, es generada por una secuencia S (gl,)-
regular.

En este punto se presentan los resultados obtenidos durante el trabajo de investigacidn. Sea
8 =C X :i,j€[1 n]]ydenote con Vyr(n), la variedad definida por los generadores de
la subdlgebra de Mischenko-Fomenko en S (gl,,), asociada a la forma candnica de Jordan
w, la cual consta de un bloque de Jordan de tamafio 2 y n — 2 bloques de de tamaiio 1,
todos asociados a un mismo valor propio A, es decir, i tiene la siguiente forma:
Al
0 A
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En este momento es relevante resaltar que de la ecuacién (5.1), que define los polinomios

—(k . . /
gbfn), se deduce que estos polinomios son homogéneos de grado m — k. De acuerdo con

lo expuesto en el Ejemplo (5.2), los polinomios que generan la variedad Vyr(n), son

Vur(n) =V <{¢S‘O)}:1 U {¢El)}:2) .

Ademas, para cada k =2,3...,n, se tiene
S =AMn—k+ Do — > E(—{1}1-1{2}).
1C{1L,...,n}
[1|=k.{1,2}CI

En particular, para k = n, se obtiene (;5571) = A(ﬁfﬁl — E([1,n],[1,n]), en la que el
conjunto [1,n] ={1,2,..., n}. Las propiedades para variedades algebraicas expuestas en
la Observacién (3.1), implican

surto = ({7}, U () U ()

en la cual
X1 X3 Xoa s Xo,n—1 Xon
Xa1 X33 X3 o0 Xzno1 Xan
/(1\) Xa1 Xa3 Xag ce X4,n71 Xan
on’ = E([1,n],[1,n]) = det ) ) ) .
Xn—l,l Xn—1,3 Xn—1,4 T Xn—l,n—l Xn—l,n
an Xn3 Xn4 T Xn,n—l Xnn

Ahora, para un subconjunto no vacio X C {Xj; : i,j € [1, n]} y un polinomio f € P, con
X se denota el polinomio que se obtiene de f, igualando a cero todas las indeterminadas
del conjunto X. Por ejemplo, si X = {X11, Xo2} y f = X11+ Xao+ X33, entonces X = Xz3.
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Con esta notacién, y tomando X = {an}j:3 U{Xin}7_5, se deduce

X3 Xoa -0 Xopo1 Xon

X X33 Xz - Xzn-1 0
(¢$,1)) = (_1)"+1X,71 det Xa3 Xa4 o Xgn—1 0
Xn—1,3 Xn—1,4 e Xn—l,n—l 0

X33 X3s 0 X3n—2 X3,n-1

X3 Xag o Xap—2 Xa,n—1

= X, Xo,det | X53 Xoa o+ Xsp2  Xspo1

Xn—13 Xn—14 - Xacin—2 Xa—1n-1

= X XonE ([3,n—1],[3,n —1]).

Por tanto,
Vue(n) NV (X)=AUBUC,

en la cual

A=Vue(n) NV (X)NV (Xn1)
B = VMF(”) N V(X) ny (X2n)
C=Vure(n) NV (X)NV(E([3,n—1],[3,n—1])

5.1.3. Resultado principal de la investigacion

Proposicion 5.2. A4~ .

Demostracién. Considere la transposicién o = (1,2) € S, y los isomorfismos de dlgebras

p, 9§ — S, definidos por

o(Xij) = Xotyo) Y U(Xij) = Xii-

Se probard que 1o induce un isomorfismo de variedades algebraicas afines de A en . De
hecho, el proceso de demostracién se orienta en mostrar que los polinomios que generan
la variedad A se transforman en los que generan la variedad B, via la funcién 1) o ¢. Sean
Xy =XU{Xnu}tyXo=XU{Xan}, para J={j1 <jo <---<jx} C{3,...,n} se tiene

v (EU. ) = v (det (3,1, ) = det (%35)",_, = det ((X)F,,) = E(. )
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Dado que Xj, ¢ {Xa1, X2n}, entonces ¢ (E(J, J))™ = (E(J, J))™. Ahora, si ji < n,
entonces X ;, ¢ {Xp1, Xon}, y denotando C = {1} UJy D = D, se tiene

X1
X Xy o Xy
Xo1 Xin oo Xo:
Yo (E(C,ON = vp|det| T 7 o
XJﬂ Xjka T )<jkjk
Xoo X2 oo+ Xj2
X2j2 ijfz T Xjka
= det . ) )
X2Jk XJ'zJ'k )<jkjk
Entonces
X Xy Xoj
X Xin o0 Xo:
Yo (E(C.ONY = det| 77 o
)<jk2 XJsz )<jkjk
- (E(D, D))"
De forma similar, se obtiene
Y (E(D, D)™ = (E(C,C))".
Si jx = n, entonces
Xu Xy oo Xy, Xia
ijl ijjz ok —1 0
Y (E(C, Q) =g | det | : : : —0,
ijl )<jk—lj2 T )<J‘k—1jk—l 0
0 0
ademas,
X Xojp o0 Xgj, 0
ij2 XJ'2J'2 T )<jzjk—1 0
(E(D,D))"* =det | & .| =0
Xjﬂ )<jk—1j2 T )<jk—1jk—1 0

Xn2 0 0 0
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es consecuencia, X X
Yo (E(C,C))™ =0=(E(D,D))™.

También
X22 X2j2 e X2jk,1 X2n
XJ'22 ijiz T )<jzjk—1 0
Vo (E(D. D)™ = o |det| 5 : ,
ij2 )<jk—1j2 )<jk—1jk—1 0
X2 0 s 0 0
Xu ijl )<jk—11 Xn
X112 ijjz Xjk—1j2 0
= det| -
lek—l )<J'2jk71 e )<jk—1jk—1 0
Xin 0 cee 0 0
Xu Xy o Xy, X
)<j21 )<jzf2 Nojk—1 0
— det| S P
)<jk—11 )<jk—1j2 e )<jk—1jk—1 0
Xn 0 s 0 0
= (E(C.C))™.

En el caso jx = n, y denotando G = {1,2} U J, se obtiene

X1 X12 X1j3 e leka Xin
X1 X2 Xojy 0 Xoj_,  Xon
Xi1 Xio Xii Xii 0
Vo (E(G,G)" = wpldet| 0 T S
)<jk—11 )<jk—12 )<jk—1j3 )<jk—1jk—l 0

0 Xn2 0 0 0
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Luego,

—det

)<j31

det

X

k—11

an

X12 Xis2
Xu X1
le3 stj3
lek—l )<j3jk—1
Xin 0
X1 Xis1
X12 Xis2
lea Xj3j3
X]-jk—l )<_j3jk—1
Xin 0
Xo1 X1
X2 Xip2

0 0
X12 Xij,
X2 Xoj,
XJ'32 Xj3j3
)<jk—12 )<jk—lj3
Xn2
(E(G,G))™.

Ahora, si ji < n, entonces Xjj, ¢ {Xn1, Xon}, y se tiene

Yo (E(G,G))" = | det

Xi_i2  Xn2
Xi_i1 Xm
)<J'k71j3 0
)<jk—1jk—1 0
0
Xi_i1 Xm
Xj12 X
)<jk—1j3 0
)<jk—1jk—l 0
0
Xi_i1 Xn1
Xi_2 Xn2
)<J'k71j3 0
)<jk—1jk—1 0
0 0
lek—l Xin
X3y 0
)<J.3J'k71 0
)<jk—1jk—1 0
0
X1,
Xoji
Xj3.ik
)<jkjk
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entonces
X X Xpo - Xpo
Xor Xu Xz - X
Yo (E(G, G))Xl = det| X2 Xus X oo Xig ,
X2Jk lek Xj3jk T )<jkjk
Xor X Xpn oo X
Xn X2 Xpo 0 Xjo
= —det| X2 Xus Xun o Xig ,
X2jk lek XJ'3J'1< o )<jkjk
Xu X Xpi oo X
X2 X Xy - X2
= det| X Xop X o X |
Xle X2Jk )<j3jk )<jkjk
.
X X Xy X,
X1 Xao Xy Xoj,
= det )<J'31 )<J'32 )<jsj3 e )<J'3_/'k ,
)<Jk1 )<jk2 )<jkj3 )<jkjk
X
- (E(G, 6))"
Ahora, note que
X
(0) Xy n—1 n—1 n (0) X,
o (o) T =we | % | =X = (x| = (o)
=1 =1 =1

Para i =2,...,n, se tiene

oO= Y EuN+ Y EGG6)+ Y (E(C.C)+E(D.D)),

JeP([3.n].i) JeP([3,n],i—2) JeP([3.n],i—1)
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y por los célculos anteriores, se obtiene

X1 X2
Py ( > E( J)) = ( > E(, J))
JEP([3,n],i) JeP([3,n],i)
X2
Yy ( > < > E(D, D))
JeP([3,n],i—1) JeP([3,n],i—1)

X2
(% < ) < E(C, C))
JeP([3,n],i— 1) JeP([3,n],i—1)

X
WP( > E(G,G)> = ( > E(G, G)> :
JEP(Bin].i—2) JEP([Bin],i—2)

Por lo tanto,

P (¢§O)>Xl =y (¢§0))X2 ,paratodai=1,..., n.

Ahora, parai =2, ..., n, considere el conjunto J; = {{1,2,/3,...,Ji} : 3<jz <--- <ji < n},
luego

Xl X1
/—1\ X1
() = | Seu-ai-en| +|Teu-ma-en]| .
JeJ; JeJi
Ji#n Ji=n
si ji # n, entonces
Xo Xaj Xaj;
X'31 X'3'3 X'3'f
(E(J—{1},d—{2}) =det | 7 7 ’_’
Xjﬂ Xjfj3 XJ:J,
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y en el caso j; = n, se tiene

(E(J—{1},J - {21)"

Luego,

(1% (gl\)

Por tanto, A = B.

JeJ;

Xo1 Xojy - Xojin,  Xon
Xf3l XJ'3J'3 U )<J'3ji—1 0
det| 1 .
in-d Xjf—1j3 T )<ji—1ji—1 0
0 0 e 0 0
X
(E(J-{1}J={2}))™.
Xo1 X1 X1
Z det X213 )<J:3J'3 )<J'/J'3
s ; ; ;
! X2ji stji T inji
-
Xo1 Xop Xaj,
Z det Xj31 XJ:3J'3 XJzJ/
=Y : :
e Xffl Xjsz inj;
X

>, E(J-{1},J-{2})

Ji#n

@)



APENDICE A

Complementos

Sobre el Teorema de Engel

Proposicién A.1. Con las condiciones del Teorema (1.8), el subespacio
W ={w e V : x(w) = A\cw, para todo endomorfismo x € s}

es g-invariante.

Sea w un vector de W y escoja un endomorfismo y € g, se mostrard que dado un
endomorfismo x € s, se cumple x(y(w)) = Acy(w). Note que esta igualdad es clara para
w = 0, entonces se puede aceptar w # 0. Dado que s es un ideal de g, se tiene [x, y] € s,

106
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y esto implica
xy(w) = yx(w) + [x, y](w) = Ay (W) + Ay w. (A1)

El enunciado de esta proposicién se obtiene con A[,,; = 0. Para ello, se mostrard que
a todo endomorfismo x € s se le puede asociar un subespacio x-invariante M C W'y
una base B de M, tal que la matriz [x]g, del endomorfismo x en la base B, es triangular
superior con entradas de la diagonal principal todas iguales al escalar \. Sea

k = max {t €Z" :w,y(w),...,y"(w) son linealmente independientes} ,

y considere el conjunto linealmente independiente B = {w, y(w), ..., y*(w)}, luego B
es una base para el subespacio M = span(B) C W. Para cada entero j > 0, considere
los subespacios

M; = span {W,y(w), ... ,yj(W)} ,
observe que

Mo C My C--- C My = M; =M, para todo entero j > k.

ademas,
y (M) € span{w.y(w), ...y (w)} € My, (A2)

Ahora se probard por induccién que para cada entero positivo j existe un vector u; € M;_1,
tal que . '
xy! (w) = Ay (w) + uj € M.

La ecuacién (A.1), implica que existe un vector u; € My, tal que
xy(w) = Ay (w) + 1y € M.

Suponga que n € ZT, y que el enunciado es vélido para todo entero positivo j < n,
entonces

xy™Hw) = xy (y"(w)) = (yx + [x,¥]) ("(w)) = y (xy"(w)) + [x, yly"(w),
por hipétesis de induccién
y (xy"(w)) = y (" (W) + un) = Ay (w) + y (un),
para algin vector u, € M,_1, luego
xy™H(w) = Ay H(w) + y (un) + [x, yly" (w). (A3)

Observe que y (u,) € M,. Sea zy = x y para cada entero j > 1, considere el endomorfismo
zi = [zj,l,y} € 5. Recuerde que todo endomorfismo en s actiia como el producto por un
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escalar sobre cada vector de W, entonces
Zly(W) = (y21 + 22) (W) = )\Zl.y(W) + )‘Zzw S Ml-

También,

7y’ (w) = (yz1 + 22) y(w) = y (z1y(w)) + yzo(w) + z3(w) € Mo.

Al continuar con esta recurrencia, se obtiene

[x, yly"(w) = z1y"(w) € M,.

Entonces el vector up1 = y (u,) + [x, y]y"(w) estd en M, y sustituyendo en la igualdad
(A.3), se deduce que

xy" Hw) = Ay (W) + tpy1 € Moy,

En consecuencia, el subespacio M es x-invariante, y la matriz [x]g del endomorfismo x en
la base B de M es triangular superior, ademds, todas las entradas de la diagonal principal
de [x]p son iguales al escalar \,. Dado que z; = [x, y] € s, se obtiene tr([z1]g) = n\[x,]-
Las propiedades de la traza implican

tr([z1]e) = tr([xyls) — tr([yx]s) = 0.

Es decir, nA\[x ) = 0, de aqui se obtiene, A[, ) = 0. Por tanto, W es g-invariante.

Extensiones de cuerpos

El propdsito de esta seccidén es presentar la prueba del Lema de Zariski, que se utiliza
en la demostracién del Teorema de los ceros de Hilbert (3.3). Se asume que el lector
estd familiarizado con los conceptos y resultados fundamentales de la teoria de anillos
conmutativos, como son: dominio entero, dominio de ideales principales (DIP), dominio
de factorizacién dnica (DFU), cuerpo, elemento irreducible, entre otros.

Definicion A.1 (Extensiones de cuerpo). Sean K y k dos cuerpos.
1. Se dice que K es una extensi6n de k, si existe un subcuerpo k, contenido en
K, tal que k = k. En este caso, se puede ver a k como un subcuerpo de Ky
se denota con K]k.
2. La extensién K|k se denomina de tipo finito si existen by, ..., b, € K, tales
que cada elemento a € K, se puede expresar en la forma f (by, ..., b,) = a,
para algin polinomio f € k[Xy,..., Xp]. Para denotar que la extensién K|k
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es de tipo finito, se escribe K = k[by,..., b,], y los elementos by, ..., b, se
denominan generadores de K sobre k.

3. Si Kk, entonces K tiene una estructura natural de espacio vectorial sobre el
cuerpo k. La dimensiéon de K sobre k es el grado de la extensién y se denota
[K : k]. La extensién Kk es finita si [K : k] < oo, caso contrario, la extensién
es infinita.

4. Considere la extensién K|k y sea b un elemento de K. Se dice que b es
algebraico sobre k si existe un polinomio no nulo f € k[X], tal que f(b) = 0.
Si b no es algebraico, se dice que b es trascendente sobre k. La extensién
K|k es algebraica si todo elemento de K es algebraico sobre el cuerpo k, caso
contrario, se dice que la extensién K|k es trascendente.

5. Considere la extensién K|k y sean by, ..., b, € K. Con k (b, ..., b,) se denota
el menor subcuerpo de K que es extensién de k y contiene a todos los b;. Es
decir, si F es un subcuerpo de K, los elementos by, ..., b, € F y F|k, entonces
k(bi,...,b,) C F. La extensién K|k se denomina simple si K = k(b), para
algiin elemento b € K.

SRS Con base en las definiciones anteriores, se tiene
1. La extensién C|R es finita porque {1, i} es una base de C sobre R.
2. Todo elemento a € k es algebraico sobre k, porque es un cero del polinomio X — a.

3. El nimero v2 € R es algebraico sobre el cuerpo Q de los nimeros racionales,
porque es una raiz del polinomio X2 —2 € Q[X].

4. Dado cualquier polinomio no cero f € Q[X], se sabe que f(7) # 0, por tanto el
nimero real 7 es trascendente sobre Q.

5. Si by, ..., b, €k, entonces k(by, ..., b,) =k, por esta razén, cuando se utiliza la
extensién k (by, ..., b,) se asume que by, ..., b, ¢ k.

Teorema A.1. Toda extensidn finita es de tipo finito y algebraica.

Demostracién. Suponga que K|k es finita de grado ny sea {by,..., by} una base de K
sobre k. Entonces para cada ¢ € K existen escalares ay, ..., a, € k, tales que

c=aiby +---+ ayby,
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esto implica que el polinomio f = 21Xy + - - - 4+ a,X, estd en el anillo k[Xy,..., X,], y
f(bl,...,b,,):alb1+-~+a,,b,,:c.

Por tanto, K|k es de tipo finito. Por otro lado, el conjunto {1,c,...,c"} es linealmente
dependiente sobre k, entonces debe existir ¢t € span {1, C ooty ct’l}, es decir
t—1 _ .t
ap +aic+---+a—i1€ =c'.
para algunos escalares ag, a1, ..., a:—1 € k. En consecuencia, ¢ es una raiz del polinomio

no nulo
f=X" — a,_lX’_l ——ay X —aq € k[X],

por tanto, c es algebraico sobre k. O

Observacion A.1. La extensién R|Q no es algebraica, porque m € R es trascendente
sobre Q. Por el Teorema (A.1), el cuerpo R es un Q-espacio vectorial de dimensién
infinita.

Considere la extensién K|k, y para cada b € K sea ¢, : k[X] — K el homomorfismo de
evaluacién en b, definido por

ep () = f(b).
Por definicién, b es algebraico sobre k, si y solo si, Ker(ep) # {0}. Dado que k[X]

es un DIP, existe un polinomio irreducible f € K[X], tal que Ker(ep) = (f). En este
caso, Ker (ep) es un ideal maximal del anillo k[X], y se tiene el siguiente enunciado: Un
k[X]
————~es
Ker (ep)

un cuerpo. También, si a es el coeficiente principal del polinomio f, entonces f,x = —f es
a

elemento b € K es algebraico sobre el cuerpo k, si y solo si, el anillo cociente

un polinomio ménico irreducible sobre k, tal que Ker (¢p) = (fpx). Se puede probar que
el polinomio 4 es tinico y se denomina el polinomio minimal de b sobre k. Por ejemplo

fro=X—2 y fap=X—-V2

Cuando no haya ambigliedad sobre el cuerpo base k, se utilizard la notacién f, en lugar
de fb k-

SELEOVAWAS Sea Kk una extensién de tipo finito con un tnico generador, probar que
K]k es finita.

Demostracién. Sea b el generador, luego todo elemento de K se puede expresar como un
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polinomio en b, con coeficientes en el cuerpo k, entonces
K = {f(b) : f € K[X]} = k[b].

Note que b es trascendente sobre k, si y solo si, Ker (ep) = {0}, y en este caso k[b] es
un dominio entero, pero no un cuerpo. Asi que b debe ser algebraico sobre k, por ende
existe el polinomio minimal f, . Suponga que

fok=a +a X+ an 1 X4 X",

entonces
b”:—(ao—i—alb—f—---an_lb”_l) ESpan{l,b ..... b"_l}.

Luego,
bt = bb" € span {b ..... b1, b"} C span {1, by.... b"*l} .

Lo anterior implica que
b" € span {1, b,..., b"_l} , para todo entero r > 0.

De aqui, se obtiene
K = k[b] :span{l,b,...,bnfl}.

Dado que el polinomio fyk es irreducible de grado n, se sigue que {1, b,..., b"_l} es
linealmente independiente sobre k, por tanto [K : k] = n.

Sea D un dominio entero, el cuerpo de cocientes del dominio D es el menor cuerpo que
contiene a D, y estd dado por

k = {Z Labe D,b;«éo}.
Sean D y R dos dominios, con D C R. Un elemento b € R es entero sobre D si existe
un polinomio ménico f € D[X], tal que f(b) = 0. Si b,c € R son enteros sobre D, se
puede probar que b=+ ¢ y bc también son enteros sobre D.

SV Sea D un DFU con cuerpo de cocientes K. Si x € K es entero sobre D,
probar que x € D.

Demostracion. El enunciado es claramente valido cuando x = 0, asi que, puede suponer
que x # 0, y escoja un polinomio ménico f = ¢+ 1 X + -+ + ¢,_1 X"t + X" € D[X],



112

de grado n, tal que f(x) = 0. Como K es el cuerpo de cocientes del DFU D, se tiene
a
X = 5 para algln par de coprimos a, b € D.

Luego
a"=-b (cob”*1 +ab" a4+ c,oba" %+ c,,_la"71> .

en consecuencia, b | a". Note que si p es irreducible y p | b, entonces p | a y esto
contradice el hecho de que ay b son coprimos. Lo anterior implica que b no tiene factores

a
irreducibles, por tanto b debe ser una unidad en D, y se obtiene x = 5 =ableD. O

Teorema A.2. Sea D un dominio entero con cuerpo de cocientes k. Si Klky s € K
es algebraico sobre k, entonces existe un elemento no cero r € D, tal que rs es
entero sobre D.

Demostracién. Sea fy = ag+a1 X +---+ap_1. X"t 4+ X" el polinomio minimal de s sobre
el cuerpo k, entonces
a+as+ - +a,_1s" 1 +s"=0.

Como k es el cuerpo de cocientes del dominio entero D y los a; son elementos de k,
entonces para cada a; existe un r; € D, con r; # 0, tal que rija; € D. Tomando el
elemento no cero r = ryry -+ - rp—1 € D, se tiene

r" (ao +as+---+a, 15"+ s") =0.
Paracadai=0,1,...,n—1seac, = r""a; € D, se sigue que

co+c(rs)4 -+ cpa(rs)™ 4 (rs)" =0,

entonces f = cg + 1 X + - + ¢,_1 X"} + X" es un polinomio ménico de D[X] y se
cumple f(rs) = 0. O

Teorema A.3 (Lema de Zariski). Si K|k es una extensién de tipo finito, entonces
K|k es algebraica.

Demostracion. Por induccién sobre el niimero n de generadores. El caso n = 1 se presentd
en el Ejemplo (A.2). Suponga que el enunciado es vélido para extensiones de tipo finito
con maximo n — 1 generadores, y sea K|k una extensién de tipo finito con n generadores
by, ..., by, es decir, todo elemento de K se puede expresar como un polinomio en los
b;, con coeficientes en k. Se probard que todos los b; son algebraicos sobre k, para
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ello, suponga lo contrario, y sin pérdida de generalidad considere que b; es uno de los
generadores trascendentes sobre k. Luego, k[b;] = {f (b1) : f € k[X]}, es un dominio

enteroy k(b)) = {;EZ;

la extensién K |k (by) es de tipo finito con generadores by, ..., b,, y por la hipdtesis de
induccién, esta extensién es algebraica. Por el Teorema (A.2), para cada i = 2,...,n
existe un elemento no cero r; € k[b;], tal que r;b; es entero sobre k[bi]. Ahora, sea
r=mr---r, € Dy escoja un elemento no cero a € K, entonces existe un polinomio
no nulo f € k[Xy, X, ..., Xa], tal que f (by, by ---b,) = a. Suponga que N es el grado
absoluto del polinomio f, y denote con £ = a;X{*X;?--- X! a uno de los monomios en
f, se tiene

:f,g € k[X],g(b1) # 0 ; es su cuerpo de cocientes. Entonces,

n

n n
PNE(by by bo) =Nl [ b =a [ T | b2 T (rib)"
i=2 i=2

i=2

Dado que

n n
aj H PN b e k] y H (r;b;)" es entero sobre k,
i=2 i=2
N3 es entero sobre k,
m

. 1 . r
en particular, para el elemento ™ € k(b1) C K existe un entero m > 0, tal que ™ es
1

1
entero sobre k [b1]. Pero k[b;1] es un DFU, de lo expuesto en el Ejemplo (A.3), se deduce
m

se sigue que rV.L (by, by - - - b,) es entero sobre k. Esto implica que r

r )
que ™ € k[b1]. Luego, existen elementos ¢y, c1, . .., ¢ € k, tales que
1

rm
CQ+C1b1+"'+Ctb§:F.
1

Esto implica que by es una raiz del polinomio no nulo

g=—r"+cX+aX>+- -+ X ek[X],

lo que es imposible, porque by es trascendente sobre k. Por tanto, los elementos by, by, ..., b,
son algebraicos sobre k, y dado que la suma y multiplicacién de elementos algebraicos es
también algebraico, entonces la extencién Kk es algebraica. O

Grado de trascendencia de una extension
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El grado de trascendencia de una extensiéon de cuerpos es un concepto fundamental
del adlgebra abstracta que permite estudiar la dimensién de una variedad algebraica afin,
concepto relevante para clasificar y entender las variedades desde un punto de vista tedrico,
ademas de tener aplicaciones practicas en areas como la teoria de niimeros, la fisica teérica
y la computacién algebraica.

Definicién A.2 (Independencia algebraica ). Sea K|k una extensién trascendente
de cuerpos. Un conjunto no vacio A C K es algebraicamente independiente sobre
k si para cualquier seleccién de elementos ai,...,a, € A, el homomorfismo de k-
algebras ¢ : k[X1, ..., X,] — K definido por

o(f)="f(a1,-..,an),

es inyectivo. Caso contrario, se dice que A es algebraicamente dependiente sobre
el cuerpo k.

SELEITAN Sea Kk una extensién de cuerpos, se tiene

1. El conjunto unitario {a} C K es algebraico sobre el cuerpo k, si y solo si, existe un
polinomio no nulo f € k[ Y], tal que f(a) = 0. En consecuencia, f es un polinomio no
nulo de k[Y, Xy, ..., X,], y dados elementos arbitrarios by, ..., b, € K, se deduce
que f (a, by, ..., b,) = f(a) = 0, y esto implica que el conjunto {a, by, ..., by} C K
es algebraicamente dependiente sobre k.

Por lo anterior, si el conjunto {a;,...,a,} C K es algebraicamente independiente
sobre k, entonces los elementos ay, ..., a, son trascendentes sobre el cuerpo k. En
ese sentido, es vélido presentar un contraejemplo del reciproco de esta implicacién.

2. Los nlmeros reales m y 72 son trascendentes sobre el cuerpo Q de los niimeros
racionales. Sin embargo, no son algebraicamente independientes sobre QQ, porque
existe el polinomio no nulo f = X2 — Y € Q[X, Y], tal que

Definicion A.3 (Base de trascendencia). Sea K|k una extensién trascendente
de cuerpos. Una base de trascendencia para K sobre el cuerpo k es un conjunto
B C K que satisface las dos condiciones siguientes:

1. El conjunto B es algebraicamente independiente sobre k.

2. El cuerpo K es una extensién algebraica del cuerpo k (B).
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SELEOVANG El conjunto {7} es una base de trascendencia para Q (\@ ’7T) sobre el

cuerpo Q, porque 7 es trascendente sobre Q y la extensién Q (\@ w) |Q(7) es algebraica.
| Teorema A.4. Toda extension trascendente contiene una base de trascendencia.

Demostracion. Sea K|k una extensién trascendente. Luego, existe un elemento b € K,
trascendente sobre k, esto implica que el conjunto {b} es algebraicamente independiente
sobre el cuerpo k. Por ende, la coleccién F de subconjuntos de K, que son algebraicamente
independientes sobre k, es no vacia. Sea

Al C ... gAkgAk+1 g

una cadena de elementos de F, y considere el subconjunto

A= JA CK.

Tt

i=1

Note que A es algebraicamente independiente sobre k, porque al escoger los elementos
arbitrarios aj, ..., a, € A, existe un entero t > 0, tal que a1, ..., a, € A;, y dado que A;
es algebraicamente independiente, se sigue que

f(ai,...,an) #0, para todo polinomio f € k[Xy,..., X,].

En consecuencia, A € F y por el Lema de Zorn existe un elemento maximal B € F.
Ahora, suponga que B no es una base de trascendencia para K sobre k, entonces la
extensién K|k(B) es trascendente y debe existir un elemento b € K que es trascendente
sobre el cuerpo k(B). Dado que todo cuerpo es una extensién algebraica sobre si mismo, se
deduce que b ¢ k(B). Seleccione elementos by, . . ., bm € B, y considere el homomorfismo
de k-dlgebras ¢ : k[X1,..., Xmn, Y] — K, definido por

Dado un polinomio f € k[Xy, ..., Xim, Y], se infiere que existen polinomios go, g1, - - ., &r
del anillo k[X1, ..., Xy], tales que f se puede expresar de la forma

f=g+aY+ -+gVY'"

Parai=0,1,...,r,sea¢;=g;(b1,...,bm) € k(B), entoncesh=cy+c Y+ ---+¢cY"
es un polinomio del anillo k (by, ..., by)[Y], y se tiene

En particular, si f € Ker(yp), se garantiza h(b) = f (by, ..., bm, b) = 0. Del hecho que b
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es trascendente sobre el cuerpo k(B), se obtiene h = 0, luego
q=c=--=c¢=0,

por ende,
gi(b,....bpy)=¢ =0, paratodai=0,1,...,r.

Pero B es algebraicamente independiente sobre el cuerpo k y cada uno de los polinomios
gi estd en el anillo k[Xy, ..., Xi], entonces g; =0, paratoda i=0,1...,r. Luego

f=go+&¥+ - +gn¥Y"=0,

y esto significa que el homomorfismo ¢ es inyectivo, es decir, BU {b} es un subconjunto
de K, algebraicamente independiente sobre k. Entonces, B U {b} es un elemento de la
coleccién F, pero esto es una contradiccién, porque B es un elemento maximal de la
coleccién Fy b ¢ B. Por tanto, B es una base de trascendencia para K sobre k. O

Proposiciéon A.2. Sea K|k una extensién trascendente de cuerpos. Si L C K es
un conjunto algebraicamente independiente sobre k, entonces existe una base de
trascendencia B para K sobre el cuerpo k, tal que L C B.

Demostracion. Considere la coleccidn
F={ACK:LC Ay A es algebraicamente independiente sobre k} .

Claramente F # (), porque L € F y por el Lema de Zorn la coleccién F tiene un elemento
maximal B. Entonces L C B, y de forma similar al proceso de prueba del Teorema (A.4),
se obtiene que B es una base de trascendencia para K sobre el cuerpo k. O

Corolario A.1. Sea K|k una extensién trascendente y sea B un subconjunto de K.
El conjunto B es una base de trascendencia para K sobre el cuerpo k, si y solo si,
B es un conjunto algebraicamente independiente maximal.

Demostracidn. Primero acepte que B es una base de trascendencia para K sobre k. Por la
proposicién anterior existe un conjunto algebraicamente independiente maximal B, tal que
B C B. Por contradiccién suponga que B # B, entonces es posible escoger un elemento
a € B—B. Dado que la extensién K|k(B) es algebraica, existen elementos by, ..., b, € B
y un polinomio no nulo f € k(by, ..., by)[Y], tales que f(a) = 0. Luego f es de la forma
f:j:g,'(bl,...,bn)yi’
— hi (b1, ..., by)
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en la cual los g; y los h; son polinomios del anillo k[Xy, ..., X,]. Ahora, considere el
polinomio no nulo H = hghy --- hy, y para cada i = 0,1,...,t defina los polinomios H;
como sigue

~ H

H; = hg’ kXt ..., X

Note que alglin Ifl,- # 0, porque f # 0, y se tiene el polinomio no nulo

t
F=Y HY ek[Xy,.... X Y],

i=0

tal que

t ~

F(bl,...,b,,,a): H,-(bl,...,bn)a’ = H(bl,...,b,,)f(a):

i=0
Pero esto es imposible porque {by, ..., b,, a} C B y B es algebraicamente independiente
sobre k. Por tanto, B es un conjunto algebraicamente independiente maximal. El reciproco
se deduce inmediatamente de la Proposicién (A.2). O

Teorema A.5. Sea K|k una extensién trascendente de cuerpos. Si existe una base
de trascendencia finita para K sobre k, entonces todas las bases de trascendencia
para K sobre k son finitas y tienen la misma cantidad de elementos.

Demostracién. Sea B = {by, ..., b,} una base de trascendencia para K sobre k, y suponga
que A es otra base de trascendencia. Entonces la extensién K |k (by, ..., by,) es algebraica
y para cada elemento a; € A debe existir un polinomio no nulo f € k(by,..., b,)[Y], tal
que f (a1) = 0. Luego f es de la forma

g/ b].r ' ) i
f= 4
Z o)

donde los g; y los h; son polinomios del anillo k[Xy, ..., X;]. Al igual que el Corolario
(A.1), llamando H; al polinomio del anillo k [Xi, ..., X,], definido por

ltl,-:(hohlu'ht)%, paratodai=0,1,...,¢t,

se tiene el polinomio no nulo

F=SN "HY ek[X,...,Xn Y],
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tal que F (by,..., by a1) = 0. Dado que a; es trascendente sobre el cuerpo k, entonces
el polinomio F debe ser de grado positivo con respecto de alguna de las variables X;, y
salvo una nueva numeracién de las variables, se puede suponer que F es de grado positivo
respecto de la variable X;. Entonces existen polinomios Fg, F1, ..., F, € k[Xs, ..., X;, Yi],
tales que

F=F+ FRXi+...+ FX],

asi que

,

F=> Fi(by... by a)X

i=0

es un polinomio no nulo del anillo k (b, ..., by, a1) [Xi1], tal que
F(b)=> Fi(by...,bya1)bj=F(by,... by a)=0,
i=0

esto significa que b es algebraico sobre el cuerpo k (ba, ..., b, a1); por ende, la extensién
K |k (b, ..., bp, a1) es algebraica. Ademis el conjunto {by, ..., b,, a1} es algebraicamente
independiente, porque en caso contrario existe un polinomio no nulo ¥ € k[Xa, ..., X;, Yi],
tal que f (by,..., by, a1) = 0. Dado que a; es un elemento trascendente sobre el cuerpo
k, entonces existen polinomios fy, fi,...,fs € k[Xz,..., X;], en el que alguno de los f;

tiene grado absoluto positivo, tales que
f=fh+haYi+ - +£Y],
y se tiene el polinomio no nulo

f=fotafi+ - +alfek[X, ..., X,

el cual satisface f (by, ..., b,) = 0, pero esto es imposible, porque B es algebraicamente
independiente. Por tanto, {b, ..., b,, a1} es una base de transcendencia para K sobre k.
Ahora suponga que para alglin entero positivo t se han seleccionado elementos ay, ..., a;

de la base A, tales que el conjunto

C=(B—{by,....b;})U{ar ..., a}

es una base de trascendencia para K sobre el cuerpo k. Si C N B # (), entonces el
Corolario (A.1) garantiza que A — {a1,...,a:} # 0, ademds, debe existir un elemento
ary1 € A— C. Dado que la extensién K |k(C) es algebraica, entonces al aplicar un
proceso similar al presentado en la prueba del colorario (A.1) se garantiza que existen
polinomios go, g1, - , & en el anillo k[X;y1,..., Xy, Y1,..., Ye], tales que el polinomio

G=go+g&Yer1+ - +8&Y1

es no nulo y satisface G (bt1,...,bn, a1, ..., at, arr1) = 0. Observe que ninguno de los
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polinomios g; puede tener grado positivo respecto de alguna de las variables Y}, porque en
el caso de que alguno de los g; tenga grado positivo respecto de la variable Y;, entonces
al evaluar el polinomio G en el punto P = (bei1,..., by, a1, ..., 3j-1,3j41,...,3), Se
obtiene el polinomio no nulo

G(P) = go(P) + £1(P)Yes1 + - + &(P) Y1,
con G(P) € k € [V}, Yei1], porque todos los gi(P) € k [Y;]. Ademds,

G(P) (aj, at+1) =G (bH-lv ey bn, ai, ..., de, at+1) =0.

Pero esto contradice el hecho de que A es algebraicamente independiente. Por tanto,
todos los polinomios g; pertenecen al anillo k [X¢11, ..., X,] . Por lo expuesto en la parte
inicial de esta prueba, se deduce que el conjunto (C U {a;11}) — {br11} es una base de
trascendencia para K sobre el cuerpo k. El proceso de intercambiar elementos de B por
eAIementos de la base A, termina cuando se haya formado una nueva base de trascendencia

C = {a1,...,a,} contenida en A, y del hecho de que las bases de trascendencia son
conjuntos algebraicamente independientes maximales se sigue que A = C, por tanto
Al = |B]. O

Observacion A.2. Sea K|k una extensién trascendente de cuerpos. Si una base de
trascendencia para K sobre k es infinita, entonces toda base de trascendencia para
K sobre k es infinita.

SV El conjunto de variables { Xy, ..., X,} es una base de trascendencia para
el cuerpo k (Xi, ..., X,) de funciones racionales, definido por

k(Xl,...,Xn)—{;:f,gek[Xl,...,X,,],g#O}.

Definicion A.4 (Grado de trascendencia). Sea K|k una extensién de cuerpos. El
grado de trascendencia de K sobre k, denotado grtrn K, se define de la siguiente
forma
1. Si la extensién K|k es algebraica, entonces grtrnK = 0.
2. Si la extensién K|k es trascendente y K contiene una base de trascendencia
finita con n elementos, entonces grtrcK = n.
3. Si la extensién K|k es trascendente y K contiene una base de trascendencia
infinita, entonces grtr K = co.

S DIOVASAS El lector puede verificar que

1. La extencién C|R es algebraica, luego grtrrC = 0.
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El conjunto B = {m} es una base de trascendencia para Q (\@ 7r> sobre el cuerpo

Q de los niimeros racionales, entonces grtrigQ (\@ w) =1.

El conjunto B = {Xi,..., Xy} es una base de trascendencia para el cuerpo de
funciones racionales k (Xi, ..., X;), entonces

grtnek (X1, ..., X,) =|B| =n.

El Teorema de Lindemann—Weierstrass es un resultado fundamental en la teoria
de nldmeros, y establece que si los reales ag, ..., a, son algebaicos y linealmente
independientes sobre Q, entonces ef*, ..., eY son algebraicamente independientes
sobre Q. Sea Q la clausura algebraica de Q en R, es decir

Q = {r € R: r es algebraico sobre Q} .

No es dificil notar que la extensién Q |Q es infinita, luego existe un conjunto infinito
B linealmente independiente sobre Q, y esto implica que el conjunto

E:{er:re@}QR,

es infinito y algebraicamente independiente. Por tanto, grtrgR = oo.
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La teoria de algebras de Lie, cuyo desarrollo comenzé gracias a los
trabajos de Sophus Lie en el siglo XIX, ocupa un lugar de importancia
en la matematica moderna. La comprension de esta teoria puede ser
desafiante incluso para matematicos experimentados, debido a la
complejidad conceptual de sus tematicas y el requisito de tener
conocimientos basicos de otras areas como la geometria, el algebra
y la topologia. El primer propdsito de este texto es ofrecer una intro-
duccion comprensiva a las algebras de Lie y sus representaciones,
combinando rigor matematico con un enfoque didactico, con el cual
se espera que el lector alcance un mejor entendimiento de los temas
que se exponen. El otro propdsito es presentar, por un lado, las
subalgebras de Mishchenko-Fomenko y, por otro, exponer el proble-
ma de determinar si estas subalgebras son generadas por una
secuencia regular de polinomios.

El texto se estructura en cinco capitulos. El primero ofrece los funda-
mentos basicos de la teoria de algebras de Lie. El segundo aborda
una introduccion general a las algebras graduadas y filtradas hacien-
do énfasis en el algebra envolvente universal de un algebra de Lie de
dimensiodn finita. El tercero elabora una sencilla pero rigurosa intro-
duccion a la geometria algebraica. El cuarto esta dedicado a desa-
rrollar el concepto de secuencias regulares en anillos conmutativos.
El dltimo capitulo desarrolla una presentacién no rigurosa de las
subalgebras de Mishchenko-Fomenko en S (gl_n).

dl 120 éditorial

Universidad de Narifio

Universidad de Narifio

9 “ 786287 ” 771307 “

ACREDITADA EN ALTA CALIDAD
LUCIGN MEN 000022 - ENERO 11 DE 2023



