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PRESENTACION

El Teorema de Morley es uno de esos temas ocultos de la geometria,
descubierto a fines del siglo XIX, que revela un hecho inesperado: al
trisecar los angulos de cualquier triangulo, los puntos de interseccién de
las trisecciones interiores forman un triangulo equilatero. Esta
sorprendente conexion entre la trisecciéon de angulos y la simetria del
triangulo equilatero ha fascinado a matematicos durante décadas. Sin
embargo, mas alla de la demostraciéon formal, el Teorema de Morley
invita a explorar como la matematica puede combinarse con la

creatividad para construir objetos tangibles y experiencias interactivas.

Este libro tiene como objetivo brindar un recorrido integral por el Teorema
de Morley, abarcando no solo su demostracion rigurosa, sino también
aplicaciones innovadoras mediante técnicas de origami computacional y
desarrollo de software. La intencién es ofrecer a los lectores una
experiencia multidisciplinaria que entrelace las matematicas puras, el arte
del origami y la programacién, demostrando que la teoria abstracta puede

convertirse en una experiencia ladica y educativa.

En el Capitulo 1, se aborda el Teorema de Morley desde su contexto
tedrico, proporcionando una introduccién clara y accesible. Se detallan
tres demostraciones de este resultado, asi: la demostracién de M. T.
Naraniengar de 1909, explicando los lemas previos necesarios para
comprender los fundamentos del teorema, la de A. Letac de 1939 y la del

profesor Colombiano A. Chaves de 1993. Esta seccién se enfoca en




presentar los argumentos de manera gradual, facilitando que el lector
entienda cada paso sin perderse en tecnicismos, al tiempo que destaca

la elegancia matematica que caracteriza este resultado.

El Capitulo 2 explora el Teorema de Morley desde una perspectiva mas
visual y experimental mediante la técnica del origami matematico.
Aqui, el lector descubrira como la precision del plegado de papel puede
ser una herramienta poderosa para representar conceptos geométricos
complejos. Se introduce el concepto de origami computacional, una
disciplina que combina algoritmos y arte para resolver problemas
matematicos de manera tangible. En esta seccién se describe el Método
de Abe para trisecar dngulos, un enfoque practico para construir el
Tridangulo de Morley con papel. Ademas, se ofrece una guia detallada
sobre la preparacion del papel y la aplicacion del Axioma 6 de Huzita,
proporcionando instrucciones paso a paso para lograr cada pliegue de

forma precisa.

El Capitulo 3 se enfoca en llevar la experiencia del Teorema de Morley
al ambito de las aplicaciones digitales mediante la creaciéon de un
rompecabezas interactivo basado en este triangulo especial. Aqui, los
lectores aprenderan sobre las diferencias entre mapas de bits y graficos
vectoriales, identificando las ventajas y desventajas de cada enfoque
para el desarrollo de aplicaciones. Se explica cémo elegir entre
herramientas como Visual Studio con C#, Android Studio con Java y
Adobe Animate con ActionScript 3 para diseflar y desarrollar un

rompecabezas funcional y atractivo.




Ademas de los aspectos técnicos, este capitulo presenta una
metodologia de desarrollo, guiando al lector en cada paso del proceso
de creaciéon del rompecabezas. Desde la declaracién de variables y
objetos hasta las consideraciones técnicas para optimizar la experiencia
del usuario, se ofrecen buenas practicas que aseguran un desarrollo
eficiente. Este capitulo también incluye instrucciones para descargar la
aplicacion y poner en marcha el proyecto, permitiendo a los lectores

interactuar con el rompecabezas en diferentes plataformas.

Este libro no es solo una exploracién tedrica, sino una invitacion a
combinar disciplinas para crear nuevas experiencias. Al entrelazar
matematicas, origami y programacion, se muestra como conceptos
abstractos pueden convertirse en herramientas para la creatividad y el
aprendizaje interactivo. Esta obra esta dirigida a una amplia audiencia:
matematicos interesados en resultados sorprendentes, entusiastas del
origami que buscan nuevos desafios, y programadores que desean

explorar proyectos educativos y recreativos.

En un mundo cada vez més interdisciplinario, esta propuesta busca
demostrar que la matematica no solo es rigurosa, sino también
creativa, tangible y divertida. Con la combinacién de teoria, arte y
tecnologia, este libro invita a los lectores a disfrutar del camino desde
la abstraccion del Teorema de Morley hasta la satisfaccién de construir
con sus propias manos —y también con cddigos— algo que

ejemplifique la belleza de las matematicas.




1. EL TEOREMA DE MORLEY

El teorema de Morley es un resultado geométrico que nos afirma que los
puntos de interseccion de las semirrectas adyacentes que dividen los
angulos de un tridngulo en tres angulos congruentes forman un
triangulo equilatero. Aunque existe una amplia literatura al respecto,
este resultado no es lo suficientemente conocido en los ambitos de la
ensefianza media o universitaria. El proposito de este capitulo es el
presentar algunas cuestiones referentes a la evolucién de este resultado,
desde su formulacion hasta la actualidad, asi como también presentar
tres demostraciones del mismo. La primera tiene caracter geométrico y
se debe al matematico indio M. Y. Naraniengar, la segunda es de
naturaleza trigonométrica y se atribuye al matematico francés A. Letac

y, la tercera se debe al ingeniero civil colombiano A. Chaves.

1.1 INTRODUCCION

Hacia el afio 1897 el matematico britanico Frank Morley, se radico
E.E.U.U. para trabajar como como profesor del Haverford College y en
1900 se traslado a la universidad Johns Hopkins para ser el director del

Departamento de Matematicas de esta prestigiosa institucion.

En ese afno publico, en el primer nimero de la revista American Society
Mathematical Translations el articulo “On the Metrics Geometry of the Plane

n-lines”, en el cual se tratan, usando argumentos geométricos de la teoria
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de funciones, resultados generales sobre el comportamiento de n - rectas

en el plano y sus caracteristicas constantes.

En su forma mas simple el teorema de Morley, que se ilustra en la Figura

1, nos expresa que:

“Los puntos de interseccion de las trisectrices interiores adyacentes de

los dngulos de cualquier tridngulo determinan un triangulo equildtero.”
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Figura 1 El primer triangulo de Morley. Fuente propia.

Aunque en su articulo Morley, no considera de manera explicita este
resultado las referencias consultadas indican que Morley estaba
consciente del mismo y de sus consecuencias, sin embargo, no se
preocupd en su divulgacion ya que para él solo era una pequefia parte de
una teoria més general. Taylor y Marr (1913) afirman que este hecho fue
comunicado por Morley a algunos de sus amigos entre los cuales es
posible mencionar a Richmond en Cambridge y a Whittaker en

Edimburgo, y que en 1904 este resultado ya se habia hecho publico.




1. El teorema de Morley

El teorema de Morley se considera uno de los resultados mas
inesperados de las matematicas elementales que extrafiamente paso
desapercibido durante siglos, a pesar de que expresa una propiedad para
los trisectores analoga a las bisectrices. ;por qué los antiguos griegos,
aunque estudiaron muchos resultados relacionados con el tridngulo, no
fueron capaces de descubrir este resultado? No esta claro, parece que la
imposibilidad de trisectar un angulo con regla y compas les limité en la

percepcion de este.

De acuerdo con Oakley y Baker (1978) los primeros enunciados formales
de esta proposicion se encuentran como el problema 1631 en el volumen
61-81 de la revista “The Educational times” de febrero de 1908 propuesto
por E. J. Ebden y como el problema 1655, propuesto por T. Delahaye y H.
Lez en el nimero 8 de la revista Mathesis del mismo afio, sin hacer

referencia a Morley en ambas publicaciones.

La primera solucién a este problema fue desarrollada por M.
Satyanarama y publicada como “Solution to problems 1655” en el
volumen 61-308 de “The Educational times” de julio del mismo afio. La
segunda solucién conocida fue desarrollada por el matematico indio, M.
T. Naraniengar, y publicada en la revista Mathematical Questions and
Solutions, en el The Educational Times de 1909, la cual presentaremos
con detalle en la siguiente secciéon. Desde entonces se han desarrollado
numerosas demostraciones y generalizaciones de este teorema que

utilizan diferentes técnicas: geométricas, trigonométricas y algebraicas,
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en particular, presentamos en las secciones 1.3 y 1.4 dos demostraciones
de caricter trigonométrico. La primera se debe a A. Letac. Ver, por
ejemplo, Bogomolny (s.f.) y la segunda, es un aporte del profesor de la
Universidad Nacional (sede Manizales) A. Chaves, a la amplia literatura

sobre este resultado.
La siguiente tabla nos presenta un listado de diferentes demostraciones
de este teorema, algunas de las cuales utilizan sb6lo matematicas

elementales, pero pocas de ellas pueden considerarse que sean sencillas.

Tabla 1 Clase de demostracion, autor y afio. Fuente propia.

Autor Tipo de demostracién | Afio
1 | M. Satyanarama Trigonométrica 1909
2 | M. T. Naraniengar Sintética 1909
3 | J. M. Child Sintética 1922
4 | R.Bricard Sintética 1922
5 | E. Borel Sintética 1930
6 | W.J. Dobbs Sintética 1938
4 | A. Letac Trigonométrica 1939
5 | T. W. Andrews Sintética 1966
6 | H.S. M. Coxeter Sintética 1969
7 | E. W. Dijkstra Trigonométrica 1975
8 | A. Chaves Trigonométrica 1993
9 | D.J. Newman Trigonométrica 1996
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10 | A. Connes Teoria de grupos 1998

11 | Eric 1. Grinberg y Mehmet | Trigonométrica 2003
Orhon

12 | B. Bollobas Trigonométrica 2006

13 | Jhon Conway Sintética 2014

14 | Mehmet Kili¢ Sintética 2015

15 | I. Gasteratos, S. Kuruklis, | Trigonométrica 2017
T. Kuruklis

16 | J. Arioni Sintética 2017

17 | P. Andrew Geometria analitica | 2018

compleja

18 | Stéphane Peigné Sintética 2020

19 | Man Yiu-Kwong Sintética 2022

20 | H. T. Quang Sintética 2024

Es un hecho conocido que, si se consideran las trisectrices de los angulos

exteriores se obtiene un nuevo tridngulo de Morley el cual se ilustra en

la Figura 2.
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Figura 2 El sequndo triangulo de Morley. Fuente propia.

Si ahora se consideran las intersecciones entre las trisectrices interiores
y exteriores se obtienen tres nuevos triangulos de Morley los cuales se

ilustran en la figura 3.

Figura 3 Cinco triangulos de Morley. Fuente propia.
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¢Existen mas tridngulos de Morley? La respuesta es afirmativa y se
encuentra en el articulo de Taylor y Marr (1913), quienes fueron los
primeros en dar una solucion completa al problema. Ellos
demuestran que, si se considera el hecho de que cada 4ngulo A, B, C
del triangulo 44ABC, se puede trisecar en tres angulos distintos, de
manera diferente usando A, A+2m, A+4m, y de manera analoga para
los angulos en B y C, se obtienen 27 tridngulos equilateros, de los

cuales 18 son tridngulos de Morley.

Los detalles de esta soluciéon no son sencillos, utilizan conceptos no
usuales de geometria tales como: coordenadas trilineales y conjugado
isogonal y no se consideraran en este trabajo. Si Ud. desea informacion

adicional al respecto puede consultar el articulo de Taylor y Marr (1913).

Todos los triangulos de Morley tienen lados paralelos y la longitud de un

lado de cada uno es de la forma
8r sen (a + 0)sen(y + p) sen(f + ¢)

, . Vs Vi3
donde cada valor de 6, p, ¢ es algiin arreglo particular de 0, P A

es el radio de la circunferencia circunscrita al tridangulo ABC. (Letac,

1938-1939).

Por ultimo, conviene sefalar que, el teorema de Morley est4 relacionado

con muchos temas de geometria euclidea y con configuraciones
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notables de punto-linea-plano-circulo-poligono con nombres como
Apolonio, Brianchon, Ceva, Desargues, Feuerbach, Hesse, Lemoine,
Menelao, Pascal, Ptolomeo, Simson, Spieker, Steiner, et., Ver, por

ejemplo, (Ghiocas, 1934).

La ultima demostraciéon conocida del teorema de Morley se debe a
Quang Hung Tran de la Universidad de Vietnam y se encuentra en la

revista Elem. Math. de abril de 2024. Ver Quang (2024).

1.2 LA DEMOSTRACION GEOMETRICA DE M. T. NARANIENGAR.

En esta seccion se desarrolla la demostracion del teorema de Morley
propuesta por M. T. Naraniengar de 1909. Esta prueba sigue los

lineamientos de la version que se encuentra en Coxeter y Greitzer (1967).

Esta demostracion del teorema de Morley requiere del siguiente lema.
1.2.1 Lema: Si cuatro puntos Y’, X, Y, X’ satisfacen que

1. YX=XY =YX
2. AYXY' =<xX'YX = 180° — 2y > 60°

entonces estos puntos son conciclicos. Adicionalmente, si C es un punto en
el lado opuesto de la recta X’Y’ en el que esta el punto X tal que £Y’CX' = 3y

entonces el punto C también esti en la circunferencia w.
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Figura 4 Ilustracion para el Lema. Fuente propia.

Demostracion: consideremos las bisectrices de los angulos YXY' y X'YX
que se cortan en O, entonces por A-L-A los triéngulos OY'X, OXY, OYX'
son congruentes e isésceles y angulos de base de 90° -y. Por tanto,
0Y'=0Z=0Y = OX, es decir, Y’, X, Y, X’ estin sobre una circunferencia de

centro O y radio OY’ y sus angulos en el vértice O son todos iguales a 2y.

En otras palabras, cada uno de los arcos iguales Y'X, XY, YX' subtiende
un angulo central 2yy, en consecuencia, subtiende un angulo 3y en
cualquier punto del arco Y'X' que no contenga X. Este arco es el lugar
geométrico de los puntos (en el lado de la recta Y'X' donde no esta X)
desde los cuales la cuerda Y'X' subtiende un angulo 3y. Uno de esos

puntos es C; por lo tanto, C se encuentra en la circunferencia.
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1.2.2 EL TEOREMA DE MORLEY

Los puntos de corte de las trisectrices adyacentes de un triangulo

cualquiera determinan un tridngulo equilatero.

Demostraciéon: a partir de un tridngulo ABC la demostracion de

Naraniengar esta conformada por tres grandes pasos asi:

1. Construir las trisectrices de dos de sus angulos, digamos A y B las
cuales se cortan en los puntos U y Z.

2. Construir, de manera apropiada un triangulo XYZ y demostrar
que este tridngulo es equilatero.

3. Si se triseca el angulo en C, demostrar que CX y CY son las
trisectrices y que por tanto el tridngulo XYZ es el triangulo de
Morley. En esta parte debemos construir las condiciones para la

aplicacion del Lema tratado anteriormente-
Desarrollamos a continuacién cada uno de estos pasos.

1. Considere un tridangulo ABC y las trisectrices de los angulos A
= 3B y B = 3a las cuales se cortan en los puntos Uy Z como en
la grafica.

2. Consideremos los puntos X en BU y, Y en AU de tal manera que

3YZU = 4XZU = 30°

Coémo en el triangulo ABU, los angulos A y B estan divididos en

dos angulos congruentes por AZ y BZ entonces Z es el incentro

20
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del triangulo y UZ es la bisectriz del 4ngulo AUB por lo que
aplicando el teorema de congruencia ALA se tiene que los
triAngulos YZU y XZU son congruentes, por lo que ZY = ZX y el

triangulo XYZ es equilatero.

Ademas, el triangulo UYX es isosceles y puesto que en el triangulo
AUB,U=180°-2B-2a y enel triangulo UYX, 180° — 2 — 2a = 180°

entonces angulos de baseen Yy Xigualesa a + £.

Figura 5 Ilustracion para la demostracion. Fuente propia.

3. Consideremos el angulo en C, € = 3y. Como A+ B + C = 180°
entonces,
a+f+y=60°y por tanto<xUYX =<xUXY =a+ [ =60°—
y yAUYZ = 120° —y.

21




Teorema de Morley

22

Creamos las condiciones para aplicar el lema sobre esta
configuracion. Para lo cual seleccionamos puntos X’y Y en ACy
BC tales que AX’=AZ y BY’=BZ entonces las parejas de tridngulos
AZY y AYX' y ZBX y XBY’ son congruentes por lo que

XY=YZ=YX=7X=XY'

y ademés «UYZ = «UYX' = «UXZ = qUXY' = 60° —y + 60° =
120° — y.

En estas condiciones comprobamos la segunda condicién:

ZXYX' = <UYX' + 2UYX' = (60° — ) + (180° — <AYX)
= (60° —y) + (180° — 2AYZ) = (60° — y) + <UYX
= (60° — y) + (120° — y) = 180° — 2y > 60°

A
puesto quey = = < 60°.

De la misma manera, <YXY' = 180° — 2y y por aplicacion del
lema existe una circunferencia w a la cual pertenecen los puntos

X X,Y,Y,C,

Si O es el centro de esta circunferencia entonces al ser los

triangulos OX’Y, OYX, OXY’ congruentes entonces se tiene
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20X'Y = 20YX' = 20YX = 20XY = 10Y'X =90° —y

por lo que <X'0Y = «Y0X = «X0Y' = 2y.

Dado que las cuerdas iguales Z'Y, YZ, ZY' subtienden dngulos
iguales a y en C, los segmentos CZ y CY trisecan el 4ngulo C del
triAngulo ABC. Es decir, los puntos X, Y, Z que fueron construidos
artificialmente para formar un tridngulo equilatero, son los

puntos de interseccién de las trisectrices del triangulo ABC.

1.3 LA DEMOSTRACION TRIGONOMETRICA DE A. LETAC.

En esta seccion consideramos una demostracion del teorema de Morley que
posee caracter trigonométrico y que de acuerdo con Bogomolny (s.f.) fue
desarrollada por A. Letac en 1939. La prueba que presentamos sigue el
espiritu de la incluida en Bogomolny (sf), sin embargo, se han

complementado los detalles para permitir una lectura més agil de la misma.

1.3.1 Teorema: Los puntos de corte de las trisectrices adyacentes de un

triangulo cualquiera determinan un tridngulo equilatero.

Demostracion: consideramos un tridngulo cualquiera ABC en el cual los
angulos en A, By C sean tales que A = 3a¢,B =3f,C =3y cona+ f +

Yy = 60° como ilustra la Figura 6.

23
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Figura 6 Ilustracion para la demostracion de A. Letac. Fuente propia.

La demostracion consta esencialmente de los siguientes pasos:

1. Expresar las longitudes de los lados AB, BC, AC en términos de

los angulos a, B, 7.
2. Expresar las longitudes de los segmentos BP, CP, BR, AR, AQ, CQ

en términos de estos mismos angulos.
3. Encontrar expresiones para las longitudes de los lados PQ, QR y

PR del tridangulo PQR y demostrar que son las mismas.

Desarrollemos en detalle cada uno de estos pasos.
Longitudes de los lados AB, BC, AC. Sea c la circunferencia
determinada por los puntos A, By C y O su centro, puesto que

C = 3y entonces un resultado de la geometria euclidiana, ver de

1

Jesus L. F. (1987), nos asegura que para el angulo central 2A0B

se tiene £LAOB = 2(£ACB) = 6y .

24




1. El teorema de Morley

Por el teorema del coseno
(AB)? = (40)? + (0OB)? — 2(A0)(0B)cos(£B0A).

Puesto que OA = OB =, el radio de la circunferencia c,
entonces

(AB)? = 2r2(1 — cos(6v))

y utilizando la férmula del angulo medio se tiene que

2sen?(y) = 1 — cos(6y)

con lo que resulta que

AB = 2rsen(3y)
y de forma anéloga BC = 2rsen(3a) y AC = 2rsen(3f).

. Longitudes de los segmentos BP, CP, BR, AR, AQ, CQ. Por el teorema

del seno en el triangulo BPC se tiene que

Bp BC _ 2rsen (3a)  2rsen (3a)
sen (y) sen(180°—y —pB) sen(y +pB) sen (60°— )

asi que

b 2rsen (3a) sen (y)
~ sen (60° —a)

25




Teorema de Morley

Simplificamos esta expresion para lo cual utilizaremos la
formula del angulo triple y la identidad trigonométrica

pitagorica. Veamos esto.

sen(3a) = 3sen(a) — 4sen3(a)

= 4sen(a) (Z — sen?(a))
= 4sen(a) (Z (cos?(a) + sen?(a)) — sen?(a))

= 4sen(d)(§ cos(a))? — (%sen(a))z)

= 4sen(a) (? cos(a) + % sen(a))(? cos(a) — % sen(a))

=4sen(a) (sen(60°)cos(a) cos(60°) Sen(a))en (60°)
cos(a) cos (60°) sen(a))

= 4sen(a) sen(60° + a)sen(60° — a)

Por tanto, al reemplazar esta expresion en la formula para BP se

obtiene que
BP = 8rsen (y) sen(a) sen(60°+ a). (1)

Ahora, considerando el triangulo BRA, se obtiene de forma

semejante que

BR = 8r sen (a) sen(y) sen(60° +y).  (2)
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y procediendo de manera similar, podemos determinar

ecuaciones para las longitudes de los lados CP, CQ, AQ y AR.

. Longitudes de los lados PR, PQ y QR. Consideremos el triangulo
BPR en el cual conocemos los lados BP, BR y que 2PBR = . Por

el teorema del coseno,

(PR)? = (BP)? + (BR)? — 2(BP)(BR)cos () .

Si en esta expresion reemplazamos los valores de BP y BR dados

por los términos (1) y (2) tenemos que

(PR)? = 64 sen?(y) sen?(a)[sen?(60° + a)sen?(60° +y) —

2(sen (60° a)sen (60° + y)cos (B)] (3)
Ahora simplificamos la expresion entre corchetes que depende
de los angulos ,60° + y y 60° + a, para lo cual construimos un
triangulo auxiliar MNL que esté inscrito en una circunferencia
de radior.

Noétese en primer lugar que este tridngulo existe ya que,

B+ (60°+ a)+ (60°+y) =120°+ (a+ B +y) = 180°
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y por tanto podemos representar esquematicamente este
triangulo como en la Figura 7, para la cual se tiene, replicando el

argumento utilizado en la parte 1, que:

L

IDESO%\;R_‘"H——E__

M DGO ™ BN

Figura 7 Ilustracion para la demostracion. Fuente propia.

LM = 2rsen(f), LN = 2rsen(60° + a), MN = 2rsen(60° + y).

(4)

Por el teorema del coseno

(LM)? = (LN)? + (MN)% — 2(LN)(MN)cos(B)

Si en esta expresion reemplazamos las expresiones dadas por (4) y

simplificamos, obtenemos que sen?(B) se puede expresar como:
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sen?(B) = sen?(60° + a) + sen?(60° + y) — 2sen(60°
+ a)sen(60° + a)cos(B)

y al reemplazar esta expresion en (3) resulta que

PR = 8r sen(a) sen(y) sen(f)

puesto que PR > 0y a,f,y estan entre O y 60°.

Procediendo exactamente de la misma manera con los tridngulos

CPQ y AQR se encuentra que
PQ = 8r sen(a) sen(y) sen(f)
QR = 8r sen(a) sen(y) sen(B)
de lo que se concluye que el triangulo PQR es equilétero.
Noétese que esta demostracién utiliza tnicamente argumentos de
matematicas elementales y aunque esta es transparente, las ideas

y pormenores algebraicos en la misma no son sencillos y

requieren ser bastante creatividad.
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1.4 LA DEMOSTRACION TRIGONOMETRICA DE A. CHAVES.

En esta seccion se trata la demostracion del teorema de Morley de
naturaleza trigonométrica que fue desarrollada por el ingeniero civil
Narifiense A. Chaves quien fue profesor de la Universidad Nacional

(sede Manizales). Esta prueba se encuentra en Chaves (1993).

1.4.1 Teorema: los puntos de corte de las trisectrices adyacentes de un

triangulo cualquiera determinan un triangulo equilatero.

Demostraciéon: consideramos un triangulo cualquiera ABC con angulos
en A, By C tales que A=A=a,B=p,C =y y cuyas trisectrices
adyacentes se intersecan en los puntos P, Q y R como ilustra la Figura 8.
La demostracion consiste en demostrar que los angulos en P, Q y R, del

triangulo PQR, tienen como medida 60°. Veamos esto.

Figura 8 Ilustracion para la demostracion de A, Chaves. Fuente propia.
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1. El teorema de Morley

Sir es el radio de la circunferencia circunscrita al tridangulo 4ABC

entonces por el teorema del seno y el teorema del coseno, se obtiene que

BC __AC _ 4B
sen (a) sen(B) sen(y) ’

Por lo que

BC = 2r sen (a), AC = 2r sen(f)

De la misma manera en el triangulo AQC

AC sen(3) 2r sen(p) sen(3)
CQ = s a vV = a vy
sen (180° — = — ) sen (3 +3)

g = 60° entonces % +£=60°-2 por lo que

Puesto que “+Ly
3 3 3 3

B 2r sen(f) sen(%)

(1

sen (60° — éi)
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Argumentos sobre identidades trigonométricas nos muestran que

sen (3z) = sen (2z + z) = sen (2z) cos (z) + sen (z)cos (2z)
= sen (2)(2 cos?(z) + cos(2z))

= sen (2)(3 cos?(2) — sen?(2))
3 1
= 4sen (2) (Z cos?(z) — Zsen2 (2))
entonces

sen(3z)
4sen(z)

= sen?(60°) cos?(z) — sen?(60°)sen?(z)

= (sen (60°) cos(z) + cos(60°) sen(z))(sen (60°) cos(z)
— c0s(60°) sen(z))

y, por tanto

sen(3z) B . . 5
dsen(z) sen (60° + z) sen(60° — z) (2)

Sien(2)sehace z = gentonces

sen(p) = 4 sen (E) sen(60° + E)
sen (600 - %) 3 3

Y reemplazando esta expresion en (1) resulta que
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o = a B o, B
Q = 8rsen (§) sen (§) sen(60° + §) 3)

Analogamente

CP = 8r sen (g) sen (g) sen(60° + g) 4)

Si ahora consideramos el triangulo CQP, se tiene, por el teorema del

seno, que

ce CQ
sen (¢) sen (6)

Y utilizando las expresiones (3) y (4) obtenemos que

sen (8) g B sen(60° + g)
sen (@) CP sen(60°+ )

Dado que

— o y_ o O_Z— o g E
¢ +8=180° -2 =120° + (60° — ) = 120° + o +3

entonces podemos considerar el sistema no lineal de ecuaciones en las

variables ¢, §

ro=12004 %4
pro= 373

33




Teorema de Morley

sen (8) _ sen(60° + g)
sen (¢) sen(60° + %)

que tiene como solucién, en términos de a y 8
9=60°+% y §=60°+%
3 y 3

De forma analoga, considerando los triAngulos BPR y AQR se obtiene

que
— o @ — o 14 — o E _ o 14
p=60°+51u=60°+L1=60"+Ly0 =60°+L
Si ahora consideramos los angulos alrededor del punto Q tenemos que
2AQC+ @ + €+ 0 =360°

es decir

180° =2 Y 4 600+ 4 e+ 60° + L = 360°
33 37" € 3

y por tanto € = 60°.

Similarmente se muestra que, los angulos en P y R del triangulo PQR tienen

como medida 60° y consecuentemente el triAngulo PQR es equilatero.
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2. ORIGAMI DEL TRIANGULO DE MORLEY

En el fascinante mundo del origami, donde el papel cobra vida en
formas geométricas y artisticas, existe una construccion matematica
que ha capturado la imaginacion tanto de los matematicos como de los
origamistas: el TriAngulo de Morley. Si bien el teorema de Morley es
sorprendente por si mismo, lo es atin mas cuando se combina con el
arte del origami para construir dicho triangulo utilizando solo pliegues

de papel.

Algunos trabajos publicados que abordan el Origami del Triangulo de
Morley incluyen contribuciones de Tetsuo Ida y colaboradores. En
particular, el articulo "Computational Origami of a Morley’s Triangle"
presenta la construccién del triaAngulo de Morley utilizando el método
de Abe, un enfoque basado en origami que permite trisectar los 4ngulos
del tridngulo original y generar un tridngulo equilatero. Este trabajo
destaca el uso de métodos algoritmicos para resolver las restricciones
geométricas mediante bases de Grobner, lo que hace posible la
automatizacion de la construccion y la demostracion matematica del

teorema generalizado de Morley.

Otra publicacién relevante es "Morley's Theorem Revisited: Origami
Construction and Automated Proof," donde se detalla como se construyen
las trisectrices de los Angulos y se comprueban los resultados geométricos

mediante herramientas computacionales como el software Eos.
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Estos estudios se centran en la interseccién entre el origami y las

matematicas computacionales, demostrando que la construccion de un

triangulo de Morley, que no es posible con regla y compas, puede

lograrse utilizando pliegues de papel.

2.1 ORIGAMI COMPUTACIONAL

Ademas de Eos, que es un sistema de origami computacional

desarrollado por Tetsuo Ida y colaboradores, existen varios programas

disefiados para simular y asistir en la creacién de origami. Algunos

ejemplos destacados incluyen:
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TreeMaker: Desarrollado por Robert Lang, este software permite
a los usuarios crear estructuras complejas de origami mediante
el uso de algoritmos matematicos. TreeMaker es especialmente
util para aquellos interesados en el plegado técnico y avanzado.
Origamizer: Creado por Tomohiro Tachi, Origamizer permite
diseflar patrones de origami con superficies poligonales. Este
software es util para construir formas tridimensionales a partir de
patrones planos.

ORIPA: También desarrollado por Tomohiro Tachi, ORIPA ayuda
a crear patrones de pliegue y verifica si los patrones se pueden
plegar fisicamente en un modelo tridimensional. Es ideal para
quienes disefian modelos de origami y quieren probar la

viabilidad de sus patrones.



2. Origami del Triangulo de Morley

e Freeform Origami: Este es otro software de Tomohiro Tachi, que
permite manipular formas tridimensionales de origami

libremente, ideal para la creacidon de formas no convencionales.

Estos programas utilizan matematicas avanzadas y algoritmos
geométricos para simplificar y optimizar el disefio de pliegues de
origami, y se han convertido en herramientas valiosas tanto para artistas

como para matematicos que trabajan con el origami.

En el Sitio Web del Institute for Educational Origami se encuentra el

siguiente texto:

El origami, el arte de plegar papel, ha capturado la mente de
las personas por su belleza y utilidad en la vida cotidiana. El
origami también ha sido objeto de estudios matematicos. Las
operaciones de plegado son simples y faciles de realizar a
mano, pero lo suficientemente poderosas como para resolver
ecuaciones cubicas. El origami se considera una herramienta
geométrica poderosa que permite construcciones que las
herramientas clasicas euclidianas no pueden realizar. (EOS

project, s.f.)

En este sitio, que corresponde al Proyecto Eos y presenta multiples
ejemplos de su uso, se puede descargar versiones de este software. La
Figura 9 muestra algunos ejemplos de instrucciones de este software y el
resultado grafico de los pliegues origamis producidos. Especificamente,

esta figura corresponde a las tres instrucciones iniciales para crear un
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heptagono regular. Lo que hacen estas instrucciones es crear la hoja
inicial, hacer un pliegue por la mitad y desdoblar la hoja.

in[ ]:=EosSession["Regular Heptagon"]; 1/ 7:=HO["A"™, "D", Mark + {{"AD", "E"}, {"BC", "F"}}]

Inf ]:=Hark0ff[ ]; Inexact[]; Regular Heptagon/Origami: Step 2
Inf-]:=NewOrigami[] Inf J:=Unfold[]
Regular Heptagon/Origami: Step 1 Regular Heptagon/Origami: Step 3
) 3 Ot]e]:%: f r o <

outf+]:= Outf+]:= g

Figura 9 Ejemplos de instrucciones de Eos. Fuente EOS project.

El trazo de un heptagono regular es uno de los problemas clasicos de la
geometria y al igual que la triseccién de un angulo, no se puede hacer
utilizando regla y compas. En cambio, el Origami computacional puede
resolver estos problemas. La Figura 10 muestra las dos tultimas
instrucciones de la construccién del Heptagono regular.

inf+= Unfold[] In[«]= ShowOrigami [MarkPoints — {"A", "B, "C", DM WHW, MGM wou  wpn_mgw wyn,
Regutar:Heptagon/Origamiz:step 23 "s", "R}, More - {Thickness[0.01], Hue[0.2], Polygon[{"G", "R", "S",

ngn, mQny wpn nguyj}]

Regular Heptagon/Origami: Step 23

D, G (4

Outfe J=

Outfe J= :

Figura 10 Dos tltimas instrucciones del heptdgono regular. Fuente EOS project.
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El Origami computacional se define como “una disciplina cientifica que
estudia los aspectos matematicos y computacionales del origami.
Incluye el estudio matematico de los pliegues de papel, la modelizaciéon
del origami mediante métodos algebraicos y simboélicos, la simulacién
por computadora de los pliegues de papel, y la demostracion de la
correccion de las propiedades geométricas del origami construido”

(Tetsuo, Asem y otros, 2011)

Los axiomas de Huzita (1989) son fundamentales para el desarrollo de
la teoria del Origami Computacional. Estos axiomas, propuestos por el
fisico japonés Humiaki Huzita, describen formalmente las reglas que
permiten realizar construcciones geométricas utilizando solo el plegado
de papel. Ademas, son un conjunto de operaciones fundamentales que
definen como se pueden crear y manipular lineas de pliegue en el

origami, que se expresan como sigue:

Sean [1y I el conjunto de puntos construibles y de lineas construibles,

respectivamente.

e Axioma 1: Dado dos puntos en II, podemos hacer un pliegue a lo

largo de la linea de plegado que pasa por ellos.

e Axioma 2: Dado dos puntos en II, podemos hacer un pliegue para

llevar uno de los puntos sobre el otro.

e Axioma 3: Dado dos lineas en I', podemos hacer un pliegue para

superponer las dos lineas.
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e Axioma4: Dado un punto Pen Il y unalinea men T, podemos hacer
un pliegue a lo largo de la linea de plegado que es perpendicular a m

y que pasa por P.

e Axioma 5: Dado dos puntos Py Q en Il y una linea m en I', podemos
o construir la linea de plegado que pasa por Q y hacer un pliegue a
lo largo de esta linea para superponer P y m, o podemos decidir que

la construccion de tal linea de plegado es imposible.

e Axioma 6: Dado dos puntos Py Q en Il y dos lineas m y n en T,
podemos o construir una linea de plegado y hacer un pliegue a lo
largo de esta linea para superponer simultdneamente P con my Q
con n, o podemos decidir que la construccién de tal linea de plegado

es imposible.

Mas tarde, Koshiro Hatori (2005), propuso un séptimo axioma que se

expresa ast:

e Axioma 7: Dado un punto P en I1y dos lineas m y n en I, podemos o
construir la linea de plegado que es perpendicular a n y hacer un
pliegue a lo largo de esta linea para superponer P con m, o podemos

decidir que la construccion de tal linea de plegado es imposible.

Estos axiomas son analogos a las construcciones clasicas de la geometria
euclidiana, pero tienen una potencia adicional: el origami permite
realizar construcciones que no son posibles con regla y compas, como la
triseccion de un angulo, una tarea imposible con las herramientas

euclidianas tradicionales.

40




2. Origami del Triangulo de Morley

2.2 EL ORIGAMI DEL TRIANGULO DE MORLEY

Este origami combina la belleza matematica con la precision geométrica
del plegado, permitiendo crear un triangulo equilatero a partir de cualquier
triangulo inicial. En esta seccién, exploraremos cémo los principios del
origami pueden aplicarse para construir el TriAngulo de Morley, abordando
desde los conceptos basicos hasta las técnicas de pliegue avanzadas que

permiten realizar esta construccién de manera precisa.

2.2.1 EL INICIO DEL PROCESO: PREPARACION

Todo comienza con un cuadrado de papel, la base tradicional del
origami. El cuadrado es marcado con los puntos A, B, C y D en sus
vértices, estableciendo asi un marco de referencia en el que se realizara
la construccién. A continuacidn, se selecciona un punto arbitrario E
cercano a uno de los lados del cuadrado, creando el triangulo inicial
sABE, sobre el cual se generara el Triangulo de Morley. Este paso es
fundamental, ya que el punto E definira la base de los pliegues

necesarios para trisectar los angulos.

El primer pliegue, sencillo pero crucial, se realiza a lo largo de la linea
que conecta los puntos A y E. Este pliegue divide el triangulo en dos
partes desiguales, y se utiliza como referencia para los siguientes
pliegues mas complejos. El objetivo es trisectar cada uno de los angulos

del triangulo 2ABE utilizando técnicas avanzadas de origami.
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2.2.2 EL METODO DE ABE: TRISECANDO LOS ANGULOS

La triseccion de los angulos es una de las tareas mas complicadas en la
geometria clasica, pero en el origami se logra mediante una serie de
pliegues precisos. El método utilizado para trisectar los angulos en el
origami del Tridangulo de Morley se basa en el Método de Abe, una
técnica desarrollada por el matematico japonés Tetsuo Abe. Este método
utiliza las propiedades del papel y las lineas de pliegue para lograr una
precision geométrica que no se puede alcanzar con regla y compés. El
método en si, se pone en practica al final de este capitulo con la

obtencidn real del origami del Tridngulo de Morley.

Abe aplica los axiomas de Huzita, fundamentalmente el Axioma 6 en un
algoritmo que obtiene la triseccion de los angulos de un triangulo. Con
los angulos AEAB, AABE y ABEA correctamente trisecados, se forman
puntos de interseccion entre los trisectores adyacentes de cada angulo
que, al unirlos forman el Triangulo de Morley, es una construccion
sorprendente, ya que su existencia no es intuitiva al observar el triangulo
original. Sin embargo, los pliegues del origami revelan su presencia de

manera tangible.

El TriAngulo de Morley es notable no solo por su simetria perfecta, sino
también porque es una construcciéon que desafia los limites de la
geometria clasica. En el mundo de la regla y el compas, la triseccion de
un angulo es imposible de lograr con precision, pero el origami, con sus

sencillos pliegues, permite realizar esta tarea de manera exacta y
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elegante. Es en esta combinacion de arte y matematicas donde reside la

verdadera magia del origami del Tridngulo de Morley.

2.2.3 LA ELEGANCIA DEL ORIGAMI MATEMATICO

El origami del Tridngulo de Morley no solo es una construccién
geométrica precisa, sino que también es un testimonio de la belleza
inherente de las matematicas y su capacidad para fusionarse con el arte.
Cada pliegue, cada linea de interseccién y cada punto de contacto entre

las lineas de trisectores cuenta una historia de simetria y equilibrio.

La capacidad de crear un tridngulo equilatero perfecto dentro de
cualquier triangulo mediante simples pliegues es un recordatorio de que
las matematicas y el arte no estan tan alejados como se perciben. El
papel, en manos de un origamista, se convierte en una herramienta para
explorar los misterios geométricos que han intrigado a los matematicos

durante siglos.

2.3 CONSTRUCCION DEL ORIGAMI DEL TRIANGULO DE MORLEY
2.3.1 PREPARACION DEL PAPEL

Este origami se construye utilizando el método de Abe, descrito por
Tetsuo, Asem y otros (2011). El proceso comienza con un cuadrado ABCD
ubicado en el centro de una hoja de papel, ya sea impreso o dibujado
como muestra la Figura 11. Para formar un triangulo, se selecciona un
punto arbitrario E, el cual define el tridngulo 2ABE, sobre el que se

construira el triAngulo de Morley. Inicialmente, se realiza un pliegue que
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pasa por los puntos A y E, seguido de otro doblez uniendo los puntos A
con D y B con C, dividiendo asi el cuadrado en dos partes. A
continuacion, se marcan los puntos F y G, que corresponden a los puntos

medios de los lados respectivos.

Figura 11 Hoja de papel impresa con un cuadrado. Fuente propia.

2.3.2 APLICACION DEL AXIOMA 6 DE HUZITA

Se pueden realizar tres pliegues bajo la siguiente condicion: que el punto
D quede sobre la recta AE y que el punto A se posicione
simultidneamente sobre la recta FG. En esta seccion, se explicara como
encontrar dos de estos tres pliegues. No obstante, si desea proceder
directamente con la triseccion del angulo ZEAB para construir el

Triangulo de Morley, se recomienda ir a la seccién 2.3.3.
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Para realizar el primer pliegue que cumple con la condicién establecida,
resalta la recta FG en el reverso de la hoja como lo muestra la Figura 12.
Muchas de las figuras fueron obtenidas trazando a contraluz sobre un
vidrio de una ventana, por lo que se recomienda emplear la misma
técnica para obtener mejores resultados. También es conveniente para
mejor comprensién del procedimiento, observar la figura del pliegue

terminado y regresar a la anterior que muestra el procedimiento.

Figura 12 Resaltado de la recta FG por el reverso de la hoja. Fuente propia.

A continuacion, desde el frente de la hoja, realiza el pliegue de modo que
el punto D quede alineado con la recta AE y el punto A se posicione sobre
la recta FG simultaneamente. Observa en la Figura 13 como el punto A
se sitlia correctamente en la recta FG, gracias a la linea resaltada

previamente en el reverso de la hoja.
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Figura 13 Pliegue a contraluz. Fuente propia.

El doblez obtenido se muestra en la siguiente Figura 14.

Figura 14 Pliegue obtenido. Fuente propia.
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Para el segundo pliegue que cumple con la siguiente condicion: que el
punto D quede alineado con la recta AE, y el punto A se posicione sobre
la recta FG simultineamente, es conveniente repintar por el reverso de

la hoja la recta AE como se ilustra en la Figura 15.

3R a

™

L

A
N

‘\\\
"\.3
N

Figura 15 Resaltado de la recta AE por el reverso de la hoja. Fuente propia.

Ahora por el frente de la hoja déblela hasta que el punto D quede sobre
la recta AE y que el punto A quede sobre la recta FG. Note en la Figura 16
que el punto D queda en la recta AE con la ayuda de la linea que se resalt6
por el reverso de la hoja, y que el punto A est sobre la recta FG punteada

en un tramo con color verde.
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Figura 16 Pliegue a contraluz. Fuente propia.

La Figura 17 ilustra la posicién del segundo doblez que cumple la

condicion citada.

Figura 17 Plieque obtenido. Fuente propia.
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2.3.3 TRISECCION DEL sEAB

Las siguientes figuras fueron elaboradas en varias hojas de papel para
evitar una sobrecarga de pliegues en una sola hoja, con el propésito de
presentar el procedimiento de la manera mas clara y didactica posible.
Sin embargo, en la practica, todos los pliegues deben realizarse en una

tnica hoja.

A continuacion, se construira el tercer pliegue que es el indicado para
trisecar el angulo Z£EAB, al cumplir la condicién de alinear
simultaneamente el punto D con la recta AE y el punto A sobre la recta
FG. En la Figura 18, se puede observar como el punto D se encuentra
sobre la recta AE (marcada con una linea verde punteada) y el punto A

se superpone a la recta FG (marcada con una linea roja punteada).

Figura 18 Plieque a contraluz. Fuente propia.
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Se puede ver el pliegue obtenido en la Figura 19.

Figura 19 Pliegue obtenido. Fuente propia.

Doble nuevamente la hoja por el reciente pliegue y mediante alfileres o
una aguja, determine la proyeccion de los puntos A y D como se muestra

en la Figura 20.

Figura 20 Alfileres marcando proyecciones de puntos. Fuente propia.
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Los puntos son H e I resultado de las proyecciones de A y D, tienen la
propiedad que los dobleces hechos con el punto A trisecan el 4EAB.
Observe la Figura 21.

Figura 21 Triseccion del dngulo ZEAB. Fuente propia.

2.3.4 TRISECCION DEL 5ABE

Se procedera a realizar un pliegue que cumpla con la siguiente
condiciéon: que el punto C se superponga a la recta BE y el punto B a la
recta FG de manera simultanea. La Figura 22 ilustra el procedimiento.
En ella se ha repintado la linea FG con un trazo verde punteado y la linea

BE con un trazo rojo punteado.

51




Teorema de Morley

Figura 22 Pliegue a contraluz. Fuente propia.

El doblez debe quedar como se muestra a continuacion.

A

Figura 23 Pliegue obtenido. Fuente propia.
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Doblamos nuevamente la hoja siguiendo el altimo pliegue realizado y,
con la ayuda de alfileres o una aguja, perforamos los puntos G y B para

marcar sus proyecciones. Ver Figura 24.

Figura 24 Alfileres marcando proyecciones de puntos. Fuente propia.

Se generan los puntos J y K, cuyos pliegues con el punto B trisecan el

angulo «ABE como se puede ver en la Figura 25.

Figura 25 Triseccion del dngulo <ABE. Fuente propia.
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2.3.5 TRISECCION DEL 5BEA

Trisectar el angulo ABEA es mas complejo que los otros angulos. Razon
por la cual, para lograrlo, primero debemos construir una perpendicular
a la recta BE que pase por el punto E. Para facilitar el proceso, plegamos

la hoja por recta BE y la resaltamos por el reverso. Observe las Figuras
26y 21.
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Figura 26 Pliegue por la recta BE. Fuente propia.

Figura 27 Resaltado de la recta BE por el reverso de la hoja. Fuente propia.
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Para trazar una perpendicular a la recta BE que pase por el punto E,
simplemente hay que doblar la hoja por el punto E, asegurandose de
alinear los trazos de la recta BE hechos en ambos lados de la hoja, tal

como se muestra en la Figura 28.

RS W

Figura 28 Pliegue a contraluz. Fuente propia.

El pliegue de la recta perpendicular puede observarse en la figura
siguiente. El punto M representa la interseccion entre la linea de pliegue

y la recta AD.

Figura 29 Plieque obtenido. Fuente propia.
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Recordando la trisecciéon del 4EAB, donde se trabajé con los puntos D,
situado sobre la perpendicular a la recta AB, y F, ubicado en la paralela a
AB y en la mitad entre A y D, ahora tenemos el punto M sobre la
perpendicular a BE, pero faltaria aun determinar el punto medio entre
E y M sobre una paralela a BE, el cual llamaremos N. Para encontrar este
punto, realizamos un pliegue uniendo los puntos E y M, como se muestra

en la Figura 30.

Figura 30 Pliegue a contraluz. Fuente propia.

Se ha identificado el punto N, asi como el punto O, que corresponde a la

interseccion del pliegue con el lado AB. Observe la Figura 31.
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Figura 31 Puntos obtenidos. Fuente propia.

Ahora hacemos un doblez logrando que E se superponga a la recta NO y
M se superponga a la recta AE. Sabemos que hay tres pliegues posibles,
pero el adecuado es el mostrado en la Figura 32, donde la recta NO se ha

punteado con rojo y la recta AE con verde.

Figura 32 Pliegue a contraluz. Fuente propia.
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En este ultimo pliegue, utilizando alfileres o una aguja, marcamos las

proyecciones de los puntos N y E como se ilustra en la Figura 33.

Figura 33 Alfileres marcando proyecciones de puntos. Fuente propia.

Obtenemos los puntos P y Q como proyecciones de los puntos Ey N

respectivamente. Ver Figura 34.

/H" '

F \ \:G
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Figura 34 Proyecciones obtenidas. Fuente propia.
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Los pliegues que conectan estos puntos con el punto E trisecan el angulo

4BEA tal como se ilustra en la Figura 35.

D\ \/
W E

7\
s 7 YR

Figura 35 Triseccion del angulo ZBEA. Fuente propia.

La Figura 36 ilustra los pliegues realizados para la triseccion de los tres
angulos del tridngulo 2ABE, asi como los puntos de interseccién de los
pliegues trisectores adyacentes entre angulos. Estos puntos forman el

Triangulo de Morley.

Figura 36 Triangulo de Morley. Fuente propia.
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3. Creacion del Rompecabezas del triangulo
de Morley

En este capitulo abordaremos el desarrollo de un rompecabezas
interactivo que tiene como fundamento la demostracion del teorema de
Morley, que se encuentra en Conway (2014). Este teorema es un resultado
fascinante de la geometria clasica que, por su naturaleza, invita a la
exploracién tanto tedrica como practica. El proceso de creaciéon de un
rompecabezas geométrico no solo permite profundizar en la
comprension del teorema, sino también aplicar conceptos fundamentales

en el &mbito del disefio grafico y el desarrollo de software.

A lo largo de este capitulo, exploraremos las diferencias, ventajas y
desventajas de los mapas de bits y graficos vectoriales, tecnologias
esenciales en la representacion visual del tridngulo de Morley, que
permiten una manipulacion eficiente de la imagen en diferentes
plataformas. También analizaremos el software de desarrollo
adecuado para la creacién de este tipo de aplicaciones, seleccionando
herramientas que no solo faciliten la creacién de graficos, sino que

también brinden control sobre las interacciones dinamicas del usuario.

En la seccion dedicada a la metodologia de desarrollo, definiremos el
enfoque paso a paso para construir el rompecabezas. Consideraremos
tanto los aspectos técnicos como pedagdgicos, con el objetivo de crear
una herramienta intuitiva que invite al usuario a descubrir las

propiedades del triAngulo de Morley de manera ladica y educativa.
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Finalmente, profundizaremos en la construccion del rompecabezas en
si mismo, explicando como cada pieza y movimiento contribuyen a una
experiencia interactiva que refuerza la comprension del teorema. Este
proceso sera acompafado de ejemplos graficos y una guia detallada
sobre su implementacién, integrando los conocimientos previos con los

nuevos conceptos aprendidos.

Este capitulo busca combinar la belleza de la geometria con las
posibilidades de la tecnologia digital, proporcionando una herramienta
tanto educativa como recreativa para explorar uno de los teoremas mas

interesantes de la geometria clasica.

3.1 MAPAS DE BITS Y GRAFICOS VECTORIALES

En el mundo del disefio digital y la creaciéon de iméagenes, los mapas de
bits y los graficos vectoriales juegan un papel fundamental al ofrecer
dos enfoques distintos para representar visualmente objetos. Ambos
formatos tienen caracteristicas, ventajas y desventajas que los hacen
mas adecuados para diferentes tipos de aplicaciones, especialmente
cuando se trata de desarrollar un rompecabezas como el del triangulo

de Morley.

3.1.1 DEFINICIONES

De manera sencilla, podemos definir estos dos objetos computacionales

de la siguiente forma:
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e Mapas de bits: También conocidos como imagenes
rasterizadas, son representaciones de imagenes mediante una
cuadricula o malla de pixeles, donde cada pixel tiene un valor de
color asignado. Los mapas de bits son adecuados para imagenes
complejas que contienen muchos detalles y transiciones de color

suaves, como fotografias.

o Graficos vectoriales: En contraste, los graficos vectoriales se
basan en ecuaciones matematicas para describir lineas,
curvas y formas. Esto los hace ideales para representaciones
geométricas, como diagramas o figuras geométricas, ya que son

escalables sin perder calidad.

3.1.2 DIFERENCIAS CLAVE

Los mapas de bits y los graficos vectoriales tienen diferencias
fundamentales en varios aspectos. Estas diferencias hacen que ambos
tipos de graficos sean utiles en distintos contextos, dependiendo de las

necesidades del proyecto visual.
1. Escalabilidad:

o Los mapas de bits no son escalables sin perder calidad; al
ampliarlos, los pixeles se distorsionan porque se recalculan,

lo que da lugar a una imagen borrosa o pixelada.

o Los graficos vectoriales son totalmente escalables, lo que

significa que pueden ampliarse o reducirse indefinidamente
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sin perder calidad, ya que las formas se redibujan

matematicamente.
2. Tamaiio del archivo:

o Los mapas de bits suelen generar archivos de mayor
tamafio, especialmente para imagenes grandes vy
detalladas, ya que se requiere almacenar informaciéon de

cada pixel individual.

o Los graficos vectoriales, al depender de ecuaciones para
describir las formas, suelen ocupar menos espacio de

almacenamiento para imagenes simples.
3. Aplicaciones:

o Los mapas de bits son ideales para representaciones
ricas en detalles y texturas, como las fotos y las

ilustraciones complejas.

o Los graficos vectoriales se utilizan principalmente en
logotipos, diagramas, tipografias y, en nuestro caso, la
representacion precisa de figuras geométricas como el

triangulo de Morley.

3.1.3 VENTAJAS Y DESVENTAJAS

En esta seccién exploraremos las ventajas y desventajas de los mapas de

bits y los graficos vectoriales, dos formatos ampliamente utilizados en
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el desarrollo grafico digital. Ambos presentan caracteristicas que los
hacen mas adecuados para diferentes aplicaciones. Mientras que los
mapas de bits destacan por su capacidad para manejar detalles
complejos y transiciones de color suaves, los graficos vectoriales
sobresalen por su escalabilidad infinita y eficiencia en el
almacenamiento. Sin embargo, cada uno tiene limitaciones especificas
que deben considerarse al elegir el formato adecuado para un proyecto,
especialmente en contextos como la creaciéon de rompecabezas o
representaciones geomeétricas. A continuacion, evaluaremos estos

aspectos en funcion de su rendimiento en diversas aplicaciones.
e Mapas de bits:

o Ventajas: Son mas adecuados para imagenes complejas,
como fotos o ilustraciones que necesitan manejar texturas

y sombras realistas.

o Desventajas: Pierden calidad al escalarse y generan

archivos grandes cuando se trata de imagenes detalladas.
o Graficos vectoriales:

o Ventajas: Perfectos para ilustraciones geométricas y
logotipos, permiten un escalado infinito sin pérdida de
calidad y suelen ocupar menos espacio para imagenes

simples.

o Desventajas: No son aptos para imagenes complejas con

muchos detalles o transiciones de color, ya que las
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ecuaciones matematicas que los describen no pueden

capturar estas sutilezas.

En el rompecabezas del triangulo de Morley, se eligi6 utilizar graficos
vectoriales debido a varias razones clave que se alinean tanto con las

necesidades geométricas del proyecto como con la experiencia de usuario.

Los graficos vectoriales son ideales para representar figuras geométricas
como el triangulo de Morley, ya que permiten una precisiéon matematica
en la representacion de lineas, angulos y formas. El teorema de Morley
implica construcciones geométricas que deben conservar su exactitud
independientemente del tamafio o la resolucién del dispositivo. Estos
graficos se basan en ecuaciones matematicas, lo que permite que el
triangulo de Morley y otras formas se escalen sin pérdida de calidad o
distorsiéon, una caracteristica crucial para mantener la integridad

geométrica del rompecabezas.

Otro aspecto importante es la interaccion del usuario. En el
rompecabezas, el usuario necesita mover, rotar o ajustar angulos las
piezas del triAngulo. Los graficos vectoriales permiten una
manipulacion suave y precisa de estas piezas, ya que las formas se
pueden redibujar en tiempo real sin problemas de pixelacion o pérdida

de detalle, algo que no seria posible con mapas de bits.

En cuanto al rendimiento, los graficos vectoriales suelen ocupar menos
espacio en memoria que los mapas de bits cuando se trata de ilustraciones

simples, como es el caso del rompecabezas geométrico. Esto garantiza una
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mejor eficiencia en el procesamiento y carga de las piezas del

rompecabezas, especialmente en dispositivos con recursos limitados.

Por estas razones, los graficos vectoriales resultan ser la mejor opcién
para el desarrollo del rompecabezas del Tridngulo de Morley,
proporcionando una representacion precisa, escalable y una interaccion

fluida para el usuario.

3.2 SOFTWARE DE DESARROLLO

El desarrollo de aplicaciones para diferentes plataformas requiere
herramientas especializadas que se adapten a las necesidades
especificas del entorno en el que se trabajard. En este apartado,
compararemos tres plataformas de desarrollo que se utilizan
comunmente para crear aplicaciones de escritorio e interactivas: Visual
Studio con lenguaje C#, Android Studio con lenguaje Java, y Adobe
Animate con lenguaje ActionScript 3. Cada una de estas herramientas
presenta ventajas y desventajas en términos de funcionalidad,

versatilidad y el tipo de aplicaciones que pueden desarrollar.

3.2.1 VISUAL STUDIO CON C#

Visual Studio es una de las plataformas de desarrollo mas completas y
robustas para crear aplicaciones de escritorio y web utilizando el
lenguaje C# y otras tecnologias del entorno .NET. C# es un lenguaje
orientado a objetos que ofrece una gran eficiencia en términos de

rendimiento y escalabilidad.
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e Ventajas:

o

IDE poderoso: Visual Studio ofrece herramientas
avanzadas de depuracion, disefio de interfaces graficas y

administracién de proyectos.

Compatibilidad con .NET: permite aprovechar todo el
ecosistema de .NET para desarrollar aplicaciones

complejas y robustas.

Soporte multiplataforma: Con el framework .NET Core,
las aplicaciones pueden ser ejecutadas en Windows, Linux

y macOS.

Herramientas de UI: Facilita la creacion de interfaces de
usuario avanzadas utilizando tecnologias como Windows

Forms y WPF.

o Desventajas:

o

Curva de aprendizaje: Para proyectos simples, puede

resultar excesivamente complejo.

Requerimientos de hardware: Visual Studio consume
bastantes recursos del sistema, lo que puede ser un

inconveniente en equipos con hardware limitado.
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3.2.2 ANDROID STUDIO CON JAVA

Android Studio es la plataforma oficial para el desarrollo de aplicaciones
para el sistema operativo Android, y utiliza principalmente Java como
lenguaje de programacion (aunque también es compatible con Kotlin).

Esta optimizada para crear aplicaciones de escritorio para moviles.
e Ventajas:

o Enfoque movil: Android Studio estd disefiado
especificamente para aplicaciones moviles, lo que lo
convierte en una excelente opcidén para desarrollar

aplicaciones destinadas a smartphones o tablets android.

o Herramientas de emulacion: Ofrece un emulador
Android para probar las aplicaciones directamente sin

necesidad de un dispositivo fisico.

o Flexibilidad del lenguaje Java: Java es un lenguaje muy

utilizado y robusto, con una enorme comunidad de soporte.

o Integracién con Google Services: Facilita la integraciéon

de servicios como Google Maps, Firebase, y otros.
o Desventajas:

o Alto consumo de recursos: Android Studio puede ser

muy exigente en términos de uso de CPU y RAM.
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o

Limitado para escritorio: Aunque es posible desarrollar
aplicaciones de escritorio para computadores en general,
Android Studio no esta disefiado para ello, por lo que no

es la opcidn ideal para aplicaciones no moviles.

3.2.3 ADOBE ANIMATE CON ACTIONSCRIPT 3

Adobe Animate es una herramienta multiplataforma centrada en la

creacion de contenido interactivo, animaciones y juegos, utilizando

ActionScript 3 como lenguaje de programacién para aplicaciones de

escritorio y HTMLS5 y JavaScript para aplicaciones Web. Aunque su uso

ha disminuido en favor de otras plataformas, sigue siendo relevante para

el desarrollo de aplicaciones interactivas en entornos controlados.

e Ventajas:

o

o

Enfoque visual: Adobe Animate estd disefiado para
facilitar la creacién de animaciones y graficos mediante
herramientas visuales, lo que lo convierte en una opcion
ideal para proyectos que requieren un alto grado de

interactividad y animacion.

ActionScript 3: Aunque no es tan popular como otros
lenguajes, ActionScript 3 es potente y ofrece un control

detallado sobre las animaciones y las interacciones.

Exportacion a multiples formatos: Adobe Animate

permite exportar contenido a HTML5, SWEF, y otros
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formatos, lo que facilita la implementacién en diferentes

sistemas operativos.
o Desventajas:

o Enfoque limitado: Aunque es excelente para proyectos
interactivos y animados, Adobe Animate no es la
herramienta mas adecuada para el desarrollo de
aplicaciones complejas ya que sus aplicaciones producidas

no son nativas para los diferentes sistemas operativos.

La eleccion del software de desarrollo depende en gran medida de las
caracteristicas del proyecto que se desea implementar. Para aplicaciones
de escritorio robustas y con una amplia funcionalidad, Visual Studio
con C# ofrece una solucién altamente eficaz y poderosa, pero es mas
complicado a la hora de tratar graficos vectoriales, aunque puede
producir apps multiplataforma. Si el enfoque es el desarrollo moévil,
Android Studio con Java se convierte en la opcién mas conveniente
para dispositivos Android. Por otro lado, para aplicaciones interactivas
y animadas, Adobe Animate con ActionScript 3 proporciona las
herramientas necesarias para desarrollar proyectos centrados en la
experiencia visual, el disefio grafico y la interaccion con el usuario, por

tanto, esta es la plataforma elegida para este proyecto.

3.3 METODOLOGIA DE DESARROLLO

El desarrollo del rompecabezas del triAngulo de Morley se baso, desde

el punto de vista matemético, en la demostracion de Jhon Conway de
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este resultado y desde el punto de vista técnico, en la metodologia
ADDIE, un enfoque estructurado y ampliamente utilizado en proyectos
educativos. El modelo ADDIE se compone de cinco fases: Analisis,
Disefio, Desarrollo, Implementacién y Evaluacién, cada una con un
rol especifico en la creacion de contenidos efectivos y con un enfoque

continuo en la mejora.
Fase 1: Analisis

La fase de Analisis es el punto de partida, donde se identifican las
necesidades del proyecto y se determinan los objetivos principales. En
este caso, el objetivo fue crear una herramienta interactiva que permita
a los usuarios explorar el teorema de Morley de manera visual e
intuitiva. Segn Branch (2009), la fase de analisis implica definir los
requisitos del proyecto y las necesidades de los usuarios, permitiendo

establecer una base solida para las fases posteriores (p. 34).
Fase 2: Diseiio

En la fase de Diseno, se trazaron las bases de la estructura del
rompecabezas y se decidieron las herramientas visuales a utilizar, como
los graficos vectoriales, que ofrecen precisién y escalabilidad, algo
necesario para una representacion geométrica como el tridngulo de
Morley. Molenda (2003) explica que el disefio instruccional debe tener
en cuenta no solo los objetivos del contenido, sino también las

caracteristicas técnicas que faciliten la interaccion con el usuario.

Fase 3: Desarrollo

A
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Durante la fase de Desarrollo, se llevd a cabo la creaciéon del
rompecabezas utilizando herramientas como Adobe Animate y
ActionScript 3, integrando los graficos y las funcionalidades
interactivas planificadas en la fase de disefio. Branch (2009) sefiala que
esta fase consiste en implementar las estrategias planificadas,
asegurando que el producto final esté alineado con los objetivos

educativos establecidos.
Fase 4: Implementacion

En la fase de Implementacion, el rompecabezas se puso a prueba en un
entorno de prueba controlado. Esto permiti6 obtener feedback valioso
de los usuarios antes de su despliegue final. Reiser y Dempsey (2017)
enfatizan que, en esta fase, ademas de implementar el producto, es
esencial preparar a los usuarios para interactuar de manera efectiva con

la herramienta.
Fase 5: Evaluaciéon

Finalmente, la fase de Evaluacidén consistié en analizar el feedback
recopilado durante la implementacién y realizar los ajustes necesarios
para optimizar la experiencia del usuario. Branch (2009) sugiere que la
evaluacion es un proceso continuo que se lleva a cabo tanto durante el
desarrollo como al final del proyecto para asegurar que se cumplan los

objetivos del aprendizaje (p. 63).

El modelo ADDIE proporciond una estructura clara y organizada para el

desarrollo del rompecabezas del triangulo de Morley, garantizando que
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cada fase contribuyera a un producto final eficiente y educativo. La
naturaleza iterativa de ADDIE permiti6 mejorar continuamente el
rompecabezas a medida que se avanzaba, asegurando una experiencia

optima para los usuarios.

3.4 ROMPECABEZAS DEL TRIANGULO DE MORLEY

Adobe Animate es una herramienta poderosa para la creaciéon de
animaciones interactivas y aplicaciones multimedia, y ActionScript 3.0
(AS3) es el lenguaje que se utiliza para agregar interactividad a esos
proyectos. Empezar un proyecto con AS3 en Adobe Animate implica
seguir una serie de pasos para configurar correctamente el entorno y

establecer las bases del proyecto.

3.4.1 PASOS PARA INICIAR UN PROYECTO

El proyecto se inici6 con las siguientes configuraciones:
1. Nombre de archivo: “TrianguloMorley”.
2. Destino de la produccién: AIR 51 for Desktop

3. Configurar el escenario: 1280 x 720 pixeles a 15 cuadros por

segundo. Se habilitan para la aplicacién cuatro fotogramas ast:
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o Fotograma 1: Corresponde a los elementos de la portada
de presentacion de la aplicacion. La Figura 37 ilustra dicha

portada.

EL TEOREMA DE MORLEY

La demostracion de John Conway

2 =
Universidad de Narifio [ liicios_ 3l 96 b (__Acercade... X Salir D

Figura 37 Pantalla de presentacion de la aplicacion. Fuente propia.

o Fotograma 2: Se utiliza para mostrar el documento que
contiene la demostracién del Teorema de Morley,
realizada por John Conway. El visor permite navegar por el
documento mediante botones de control. La Figura 38

muestra el contenido de este fotograma.
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La demostracion de John Conway

Sobre el teorema del trisector de Morley O

Se presenta a continuacion, una version en espanol, de la demostracién desarrollada por Jhon Conway del resultado
geomeétrico conocido como, “el teorema de Morley” \a cual se, encuentra en la revista norteamericana “Mathematical
Inteligenser”. En ella Unicamente se han modificado los gréficos ilustrativos y algunas cuestiones de notacion, lo cual facilita
una lectura de esta.

En su libro Geometry Revisited Coxeter y Greitzer dicen uno de los teoremas mas sorprendentes de la ensenanza elemental,
la geometria fue descubierto alrededor de 1904 por Frank Morley [...]

Teorema: Los puntos de interseccion de los tres sectores adyacentes de los angulos de cualquier tridngulo son los vértices
de un triangulo equilatero.

Elteorema fue notorio durante todo el siglo XX ya que se consideraba dificil de probar. jEn el siglo XXI se ha vuelto facil! Aqui
estd el indiscutiblemente la prueba mas simple.

<++| B, Y

< B+ + Y

< B y++

< B+ y+

< + B Y+

< + B+ Y

0+ 0+ 0+ 0

) Acerade: (_Sar O

Figura 38 Pantalla de visualizacion de la Demostracion de Conway. Fuente

propia.

Fotograma 3: Es la pantalla principal del rompecabezas. En la Figura 39
se ilustra la ejecucion del armado de un tridangulo de Morley para la

version que corre en Windows y Linux bajo Wine.
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SRS | Aug#dtit| Rotacion: E E‘ Cree los tridngulos con el botén Generar. Puede borrarlos con el botén Eliminar. Arrastre los triangulos

manteniendo pulsado el botdn izquierdo del raton. Gire los friangulos manteniendo pulsado el botn derecho del raton. Corrija el giro con los botones +y -

> el

(isio " Demostracis Acorcade.. ) Sair )

Figura 39 Armado del rompecabezas. Fuente propia.

La version de la aplicacién para Android, cambia ligeramente, ya que, en
los dispositivos moviles que funcionan con este sistema operativo, no
existe el raton ni menos el evento click con el botéon derecho, usado para
girar los tridngulos en Windows y Linux. Por esta razon, la interfaz
cambia agregando un par de botones para hacer giros con incrementos o

decrementos de 10 grados. La Figura 40 muestra la interfaz para Android.

VAS
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rotcion: (4] [==]  [#] [

Cree los triangulos con el botdn Generar. Puede borrarlos con el boton Eliminar. Arrastre los triangulos hacia el triangulo equilatero blanco y Girelos con los botones ++ o -- en
incrementos de 10 grados. Corrija el giro con los botones + y - en incrementos de 1 grado.

— o - (T o - —)

Figura 40 Version para Android. Fuente propia.

La Figura 41 muestra el resultado final tras haber utilizado el botén

Acoplar, que permite formar automaticamente el triangulo.
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GENERARY I ECIMINAR Rotacion: lEI E Cree los tridngulos con el botén Generar. Puede borrarlos con el botdn Eliminar. Arrastre los triangulos

manteniendo pulsado el boton izguierds | ratén. Gire los triangulos manteniendo pulsado el botan derecho del raton. Corrija el giro con los botones + y -

[& Inicio  Demostracion Acercade... ) Salir )

Figura 41 Uso del boton Acoplar. Fuente propia.

o Fotograma 4: Pantalla de presentacion de los autores, que
incluye un botén de enlace a un video demostrativo sobre

el uso de la aplicacién. Ver Figura 42.
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Figura 42 Seccion Acerca de. Fuente propia.

4. Graficos en mapas de bits: Logotipos de la Universidad de
Narifio, Grafica PNG de un tridngulo de Morley, Grafica de la
demostracion del teorema por John Conway, Fotografia de la

portada de la Universidad de Narifio.

5. Elementos graficos vectoriales: Le generan en tiempo de

ejecucion mediante algoritmos que seran descritos mas adelante.

6. Importacion de librerias necesarias: Debido a que los graficos
de los triangulos se realizaran en tiempo de ejecucién, y que
deben ser manipulados por el usuario y/o maquina, las librerias

que se deben importar son las siguientes:
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import flash.display.MovieClip:
import flash.ewvents.MoussEvent;
import fl.transitions.Tween;
import fl.transitions.easing.*;
import fl.transitions.TweenEvent;

3.4.2 DECLARACION DE VARIABLES Y OBJETOS

Las variables utilizadas en la programacién del rompecabezas son

las siguientes:

1. Angulos en grados: Variables enteras int. a, b, ¢, d, e. s, ii,0,q, r

y p que se pueden observar en la Figura 43.

Figura 43 Angulos para la programacién. Fuente propia.

2. Angulos en radianes: Variables reales Number radA, radB,
radC, radD, radE, radS, radll, radO, radQ, radR y radP que

corresponden a los mismos angulos.
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3. Segmentos: Variables reales Number PC, RC, RB, QB, PAy QA

como se describe en la Figura 44.

Figura 44 Segmentos para la programacion. Fuente propia.

4. Puntos: Variables de tipo Point P, Q R mostrados en la figura

anterior.

Objetos: variables de tipo Sprite triangulol, triangulo2, triangulo3,
triangulo4, triangulo5, triangulo6 y trianguloEquilatero. Estos
objetos son para calcular y dibujar los siete tridngulos del Teorema

de Morley y poderlos manipular graficamente.

Colores: Se declar6 una matriz bidimensional llamada Colores
donde se expresan en datos hexadecimales, 16 parejas de colores
contrastantes de relleno y borde para dibujar los tridngulos. Las

parejas de colores son:
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blanco-negro, amarillo-negro, verdeClaro-negro, cyan-negro, fucsia-
negro, naranja-negro, rosa-negro, grisClaro-negro, beige-negro,
negro-verdeClaro, marron-verdeClaro, grisOscuro-verdeClaro, azul-
verdeClaro, rojo-verdeClaro, verdeOscuro-verdeClaro, morado-

verdeClaro. El Array declarado es:

var Colores:Array = [
[OxFFFFO0, 0x000000] ,
[Ox0OFFO0, 0x000000] ,
[Ox00598FF, 0x000000] ,
[OxFFOOFF, 0x000000] ,
[OxFFS800, 0x000000]7 ,
[OxFFRCCOCC, 0x000000]7 ,
[0xCCCCCC, 0x000000] ,
[OxF1DESD, 0x000000] ,
[Ox000000, 0xQ0FFOO] ,
[Oxe63300,0x00FF00] ,

[0x0000FF, 0x00FF0O0] ,

[0xFFO0000, 0x00FFO0] ,

[0x006666, 0x00FFON] ,

[0xE60066, 0x00FFON]

1:
Posiciones: son datos de puntos donde se ubicaran inicialmente los
Sprites de los tridngulos alrededor del tridngulo equilatero central.
Estos datos van en una matriz bidimensional llamada Posiciones.

Las posiciones son fijas pero la distribucién de los Sprites en ellas es

pseudoaleatoria. El Array Posiciones se declara como sigue:
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wvar Posiciones:irray = [

[400,100],

[600,100],

[900,100],

[400,250],

[600,250],

[900,250]

1:
Variables adicionales: Como los colores y la posiciéon es
pseudoaleatoria para cada tridngulo a excepcion del equilatero, se
deben calcular 6 indices para tomar elementos del array Colores y 6

p y y
del array Posiciones. Por tanto, se deben calcular dos permutaciones
y

de 6 elementos, una para Colores llamada indicesColores vy otra de

p y
6 elementos para las posiciones llamada indicesPosiciones, ambas

de tipo Vector.<uint>.

Para individualizar colores se tienen las variables uint llamadas
colorRelleno y colorLinea. De cada tridngulo se conocera un lado y
los angulos adyacentes a ese lado, por tanto, es necesario calcular el
tercer vértice, y para recibir ese dato se crea una variable de tipo

Point tercerVertice.

Se establece la longitud del lado del tridngulo equilatero central en

la variable int L.

Debido a que se deben generar permutaciones de indices, se utilizara la
siguiente funcién que calcula para un grupo de n indices del O al n-1,

una permutacién de K elementos:
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function permutacion(numElementos:uint, tamafioPermutacion:uint): Vector.<uint>
{
var vect:Vector.<uint®» = new Vector.<uint>(tamaficPermutacion) ;
Var nuevo:
var x:uint = 0;
var i:uint;
vect[0] = Math.random({) * numElementos;
for (i = 07 i < tamafioPermitacion; i++)
{
nueve = trus;
while (nuewvo)
{
nuevo = false;
¥ = Math.random() * numElementos;
for (var J =0; j <=1 - 1; j++)
{
if (x == wect[]])
{

nuevo = true;
break:;

}
vect[i] = x:
]

return vect;

5. Botones del rompecabezas: Estos objetos se crean como Clips
de Pelicula en lugar de botones, con el proposito de alternar
entre un estado activo e inactivo mediante el cambio de color en

dos fotogramas distintos, tal como se muestra en la Figura 45.

[CENERAR] | PENEAR

Figura 45 Clip de pelicula como botén. Fuente propia.

Los clips de pelicula se denominan btnGenerar, btnEliminar y

btnAcoplar. Dado que no son objetos de tipo botén, es necesario
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escribir cédigo que les otorgue el comportamiento tipico de un
botdn, incluyendo la aparicion del cursor de mano (Hand) cuando el
ratén pasa sobre ellos. A continuacion, se muestra el codigo ejemplo

que implementa esta funcionalidad para uno de estos clips.

btnGenerar.buttonMode = true:
btnGenerar.uselHandCurscr = true;
btnGenerar.mouselhildren = false:

6. Clip Meni: Consta de cinco botones que hacen la navegacion por
la pelicula principal, llevando al usuario al fotograma adecuado.
Al igual que en el caso descrito en el numeral anterior, estos no
son botones reales, sino clips de pelicula, lo que permite destacar
solo uno de ellos para indicar visualmente la seccion de la
aplicacién en la que se encuentra el usuario. La Figura 46

muestra los elementos contenidos en este clip.

@ Demostracion )~ Rompecabezas | Acercade... ) Salir

Figura 46 Menti principal. Fuente propia.
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3.4.3 ALGUNAS CONSIDERACIONES EN LA PROGRAMACION

La funcién generarTriangulos es un método asociado al evento
MOUSE_CLICK del botén btnGenerar. Comienza configurando los
botones btnGenerar, btnEliminar y btnAcoplar. Luego, genera
permutaciones de 6 indices de colores y 6 indices de posiciones. El
angulo "a" se genera pseudoaleatoriamente como un ntmero entero
entre 10 y 18 grados, y el angulo "b" entre 10 y 19 grados. Los angulos
restantes se calculan utilizando férmulas especificas. A continuacidn,
dentro de la funcién, los angulos calculados se convierten a radianes
para ser utilizados en funciones trigonométricas. Para los triangulos que

comparten lados con el tridngulo equilatero, el tercer vértice se

determina mediante las formulas detalladas en la Figura 47.
A(xo ] yO)

x°= L(1 _SEI"ICLCOSE) 'Y

senyt

y = Lsencf,sen
o~ seny

Figura 47 Coordenadas del tercer vértice. Fuente propia.
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El método queda programado de la siguiente manera:

function calcularTercerVertice (base:Nurber, alpha:Number, beta:Humbker):Point {
Convertimos los &ngulos a radianes

var radhlpha:Number = alpha * Math.PI / 180;

var radBeta:Number = beta * Math.PFI / 180;

Calculamos £1 dngulo gamma (dngulo opussto a la bhase)

var radGamma:Number = Math.PI - radRlpha - radBeta;

Calculamos la longitud de los lados a ¥ b
var ladoh: Number = base * Math.sin(radfilpha) / Math.sin({radGamma) :
var ladoB:WNurker = base * Math.sin(radBeta) / Math.sin(radGamma) ;

Caleculamos las coordenadas del tercer vértice (C)
var xC:Number = kase * (1 - Math.sin(radflpha) * Math.cos(radBeta) / Math.sin(radGamma)):
var yCi:Number = bkase * Math.sin(radflpha) * Math.sin(radBeta) /Math.sin(radGamma) ;

reamos un objeto Point para representar €1 tercer vertice

var tercerVertice:Point = new Point(xC, vC):;

return tercerVertice:;

Para los tres tridngulos restantes, el calculo del tercer vértice se realiza
utilizando las férmulas mostradas en la Figura 48, teniendo en cuenta
que uno de sus lados se encuentra sobre el eje “x”, con un vértice ubicado

en el origen del sistema de coordenadas.

X, = AC senc
¥, =-ACcosa

Figura 48 Tercer vértice para los triangulos obtusdngulos. Fuente propia.
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Finalmente, el método generarTriangulos procede a crear cada
tridngulo, asignandole el color y la posicién correspondientes de
acuerdo con las permutaciones de los indices generados previamente, y
luego los agrega al escenario. Este método esta vinculado al evento

MOUSE _CLICK del bot6n btnGenerar.

functicn generarTriangulos(event:MouseEvent) :wvoid |
btnGenerar.gotchndStop(2) ;
btnGenerar.removeEventlistener (MouseEvent .CLICK, generarTIriangulos):;
btnEliminar.goctoclndStop (1) ;
btnEliminar.addEventlistener (MouseEvent.CLICK, eliminarTriangulos);
btnhcoplar.gotolindStop (1) 2
btnhcoplar.addEventlistener (MouseEvent.CLICK, acoplarTriangulcs);
indicesaColores = permutacion (Colores.length, €)://¢ lndices para selecclonar parejas de colores
indicesPosiciones = permuatacion(&, €):
a = 10 + Math.floor (Math.random() * 9):

10 + Math.floor (Math.random() * 10);

= a0 - a - b;

a + &0;

180 - ¢ - 4;

a + &80;

=c + &60;

woE o oo
i

ii =c + &0;
o=k + &80;

q= 300 - e - n;

r = 300 - ii - =;

p =300 -d - o;

radhk = a * Math.PI / 180;
radB = b * Math.PI / 1380;
radC = ¢ * Math.PI / 180;
radD = d * Math.PI / 130;
radE = & * Math.PI / 180;
rad = n * Math.PI f 130;
radSs = 3 * Math.PI / 120;

radIl = ii * Math.BI / 180:

rad0 = o * Math.PI / 1380;
radd = g * Math.PI / 130;
radR = r * Math.PI f 120;
radP = p * Math.PI / 1380;

colorBellenc = Colores[indicesColores[0]][0]:
colorlinea = Colores[indicesColores[0]][1]:
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tercerVertice = calcularTercerVertice(L, =, d):

triangulel = crearTrianguloclrrastrableYrotable{d, 0, L, 0, tercerVertice.x, tercerVertice.y,
colorlinea, colorBRellenoc);
addChild{triangulcl); // &
triangulcl.®x = Posicicnes[indicesPosiciones[0]][0]:
triangulol.y = Posicicnes[indicesPosiciones[0]1][1]:

regar €1 tridngulc & la pantalla

//TRIANGULO 2

colorRellenc = Colores[indicesColores[1]][0]:
colorlinea = Coleores[indicesColores[1]][1]:
tercerVertice = calcularTercerVertice(L, s, n):

triangulo2 = crearTriangulclArrastrableYrotakle(0, 0, L, 0, tercerVertice.x, tercerVertice.y,
colorlinea, colorRellenc):

addChild{triangulcl) ;
triangulcl.x = Posiciones[
triangule2.y = Posicicones[indicesPosicicnes[1]][1]:

S/TRILNGULO 3

colorBelleno = Colores[indicesColores[2]1][0]:

colorlinea = Celeores[indicesColores[2]][1]:

tercerVertice = calcularTercerVertice(L, o, ii):

triangulo3 = crearTriangulolrrastrableYrotable{d, 0, L, 0, tercerVertice.x, tercerVertice.y,
colorlinea, colorRellenc):
addChild(triangulc3)
triangulco3.x = Posiciones[indicesPosicicones[2]][0]:
triangulco3.y = Posiciones[indicesPosiciones[2]][1]:

triangulo a la

J/TRIARNGULD 4

colorBellenc = Colores[indicesColores[3]][0]:

colorlinea = Colores[indicesColores[3]]1([1]:

QB = L * Math.sin(radS} / Math.sin(radB):

QB = L * Math.sin{radD) / Math.sin(radC):;

tercerVertice.x = QB * Math.cos(radQ):

tercerVertice.y = QB * Math.sin(radQ):

triangulcod = crearTriangulofrrastrable¥Yrotable (0, 0, QR, 0, tercerVertice.x, tercerVertice.y,
colorlinea, colorBelleno):;
addChild (triangulod) ; greq
triangulod.x = Posiciones[indicesPosiciones[3]][0]:
triangulcd.y = Posiciones[indicesPosiciones[3]][1]:

1 tridngulo a la pantalla

m

SATRIANGULD 5

colorBellence = Colores[indicesColores[4]][0]:

colorlinea = Colores[indicesColores[4]][1]:

RE = L * Math.sin(radN) / Math.sin(radB):

RC = L * Math.sin{rad0) / Math.sin({radf):

tercerVertice.x = RC * Math.cos(radR):

tercerVertice.y = RC * Math.sin(radR):

triangulos = crearTriangulolrrastrableYrotable(0, 0, BB, 0, tercerVertice.x, tercerVertice.vy,
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colorlinea, colorBellenc):
addChild {triangulo3) ;

trianguleS.x = P031c10nes[1ndlcesP031c1nnes[4]][D]
trianguloS.y = Posiciones[indicesPosiciones([4]][1]:

colorRellenc = Colores[indicesColeores[5]][0]:
colorlinea = Coleores[indicesColores[S5]][1]:
BL = L * Math.sin(radE) / Math.sin(radC):

PC = L * Math.sin{radII) / Math.sin(rad’):
tercerVertice.x = PA * Math.cos(radP) ;
tercerVertice.y = PA * Math.sin(radP):;
trianguloé = crearTriangulchrrastrableYrotakle(d, 0, PC, 0, tercerVertice.x, tercerVertice.y,
coleorlinea, coleorBRellenc):
addChild({triangulce) ; ¥
trianguloé.x = P031010nes[1ndlcesP031010nes[5]][D]

trianguloé.y = Posiciones[indicesPosiciones[5]][1]:

colDrRelleno = 0xFFFFFF;

coclorlinea = 0x0000000;

tercerVertice.x = L/2;

tercerVertice.y = Math.sgrt(3)/2 * L;

P new Point(0,0):

Q = new Point(L,0):

B = new Point(tercerVertice.x,tercerVertice.y):;

triangulocEgquilaterc = crearTriangulcirrastrakbleYrotable (0, 0, L, 0, tercerVertice.x,
tercerVertice.y, colorlinea, colorBellenc);

addChild(criangqulcEquilaterao) ; 1 a
triangulcEgquilaterc.x = stage.stageWidch / 2 - trlanguloEqullatero widch / 2;
trianguloEquilatero.y = stage.stageHeight / 2 - trianguloEquilatero.height / 2;

//Elimino susu listen
trianguloEquilatero. removeEventlistener (MouseEvent MOUSE_DOWN, iniciaRArrastrarTriangulo);
trianguloEquilaterc. removeEventlistener (MouseEvent .RIGHT_MOUSE DOWN, iniciaRotarTriangulo);
trianguloEquilatero. removeEventlistener (MouseEvent .MOUSE_UP, paralrrastrarTriangulo);
trianguloEquilatero. removeEventlistener (MouseEvent .RIGHT_MOUSE UP, paraRotarTriangulc):

1//Fin del método generarTriangulcos

ers

La funcién anterior utiliza un método especifico llamado
crearTrianguloArrastrableYrotable para generar los Sprites de los
triangulos. Este método no solo crea los Sprites, sino que también los

convierte en elementos interactivos, permitiendo que se arrastren y roten.
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function crearTriangulcArrastrableYrotable (x]l:Number, yl:Number,
x2:Nurber, v2:Number,
x3:Nurber, v3:Number,
lineColeor:uint, £illColor:uint) :Sprite |

var triangulco:Spri

Dibujar 1 trian
triangulo.graphics.
triangulo.graphics.
triangulo.graphics.
triangulo.graphics.
triangulo.graphics.
triangulo.graphics.

triangulo.graphics

Mover los pun

triangulc.graphics.
triangulc.graphics.

triangulc.graphics

te = new Sprite():

ngulo

bkeginFill {fillCclor)
moveTo(xl, vl):
lineTo(x2, v2):
lineTo(x3, ¥3):
lineTo(xl, ¥l):
LendFill{):

clear():
lineStyle(l,
LbeginFill (£i11Cclor) ;

lineStyle (3, lineColor):

ntos del triangulco relativos al nuewvo

lineColor) ;

e loa bordes

triangulo.graphics.moveTo (x]1 - trianguleo.x, ¥l - triangulo.y):
triangulo.graphics.lineTo(x2 - triangulo.x, ¥2 - triangulo.y):
triangulo.graphics.lineTo(x3 - triangulec.x, ¥3 - triangulec.y):
triangulo.graphics.lineTo(xl - triangulec.x, ¥l - triangulec.y):
triangulo.graphics.endFill():

Hacer que el tridngulce sea arrastrable v girable

triangulo.addEventlistener (MouseEvent .MOUSE_DOWN, inicialrrastrarTriangula):
triangulo.addEventlListener (MouseEvent .RIGHT MOUSE DOWHN, iniciaRotarTriangula):
triangulo.addEventlistener (MouseEvent .MOUSE_UP, paralrrastrarTIriangula):
triangulo.addEventlListener (MouseEvent .RIGHT MOUSE UF, paraRotarTriangula) :

return triangulo:

Como se observa en la funcidn anterior, se vinculan métodos a los eventos
MOUSE_DOWN, MOUSE_UP, RIGHT MOUSE_DOWN y
RIGHT_MOUSE_UP de los Sprites, para ofrecer al usuario interactividad

con estos objetos. A continuacion, se describen estos métodos.
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f Variables para mansjar la interaccitn de arrastrar y rotar
var isDragging:Boolean = false;
wvar isRotating:Boolean = false;
var lastMouseX:Number;
var lastMouseY:Number;
var lastRotation:Number:

var triangulolctivo:Sprite; //Variable global para mantener €1 sprite gue estd rotando o arras

Funcién para iniciar el arrastre

function iniciafrrastrarTriangulo{event:MouseEvent) :void {
triangulclctive = event.currentlarget as Sprite;
isDragging = true:
triangulclctive.startDrag()
stage.addEventlListener (MouseEvent .MOUSE UF, paralrrastrarlriangulo);

Funcion para iniciar la rotacion
function iniciaRotarTriangulc(event:MouseEvent) :void |
triangulolictive = event.currentlarget as Sprite:;
isRotating True;
lastMouseX triangulclActivo.stage.mousel;
lastMouseY = triangulolctive.stage.moussy;
lastRotation = triangulolctivo.rotation:
stage.addEventLiastener (MouseEvent .MOUSE MOVE, rotateTriangulo):
stage.addEventListener (MouseEvent .RIGHT _MOUSE UF, paraRotarTriangulo):

// Funcion para detener £1 arrastre
function paralfrrastrarTriangulo(event:MouseEvent) :woid {
if (isDragging) {
trianguloclctive.stopDrag():
isDragging = false;
atage.removeEventListener (MouseEvent .MOUSE UP, parafArrastrarTriangulo):

Funcion para detenser la rotacitn
function paraRotarTriangulc (event:McouseEvent) :woid |
if (isRoctating) |
stage.removeEventlistener (MouseEvent .MOUSE_MOVE, rotateTriangulo);
stage.removeEventlistener (MouseEvent .RIGHT_MOUSE UF, paraRotarTriangulo):
isRotating = false:
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function rotateTriangulo (event:MouseEvent) :void {
if (triangulchctive '= null) |
var dx:Number = stage.mouseX - triangulolhctivo.X:
var dy:Number = stage.mouseY - triangulclctivo.y:
var angle:Number = Math.atan2 (dy, dx) * 180 f Math.PI:

triangulcolhectivo.rotation = lastRotation + (angle - Math.atan2 (lastMouseY -
triangulcfctive.y, lastMouseX - triangulcolctive.x) * 180 / Math.PI):

La funcion eliminarTriangulos es un método asociado al evento
MOUSE_CLICK del boton btnEliminar. Su propdsito es eliminar de la
memoria los Sprites generados, si es que los hubiese, y desvincular los
métodos que tenian asociados a sus eventos para restaurar el estado

inicial de la aplicacion.

function eliminarTriangulos (event:MouseEvent) :void |
btnGenerar.gotchndStop (1) -
btnGenerar.addEventListener (MouseEvent .CLICK, generarTriangulos):
btnEliminar.gotohAndStop (2) ;
btnEliminar. removeEventListener (MocuseEvent .CLICE, eliminarTriangulos);
btnhcoplar.gotchndStop (2)
btnhcoplar.removeEventlistener (MouseEvent .CLICK, acoplarTriangulos):;

Lista de los nombres de los sprite

var triangulos:hrray = [triangulcl, triangulc2, triangulc3, triangulcd, triangulc5s,

triangulcé, triangulcEquilaterc]:

for sach (var triangulo:Sprite in triangulos) |
if (triangulc '= null){

Remover los event listeners de cada triangulo

triangulo.removeEventlistener (MouseEvent .MOUSE DOWN, iniciafrrastrarlriangulo):

triangulo.removeEventlistener (MouseEvent .RIGHT MOUSE DOWN, iniciaRotarTriangulo) :

triangulo.removeEventlistener (MouseEvent .MOUSE UF, parafrrastrarlriangulo):
triangulo.removeEventlistener (MouseEvent .RIGHT MOUSE UF, paraRotarIlriangulo):
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nar el sprite del escenaric s

if (triangulo.parent '= mmall) {
triangulc.parent.removeChild (criangulo) ;

La interactividad del usuario esta asegurada mediante los métodos

previamente descritos. Sin embargo, es necesario afiadir la opcién que

permite acoplar automéaticamente los tridngulos generados. Este

proceso se lleva a cabo mediante el método acoplarTriangulos, el cual

esta asociado al evento MOUSE _CLICK del bot6n btnAcoplar.

function acoplarTriangulos (event:MouseEvent) tvoid {

1

htnlcoplar.gotohndStop(2) :

btnhcoplar.removeEventListener (MouseEvent .CLICKE, acoplarTriangulos)

acoplarTriangule (triangulol, P.
acoplarTriangulc (triangulo2,
acoplarTriangulc (triangulo3,
acoplarTriangulc (triangulod,
acoplarTriangulc (triangulos,
acoplarTriangulc (triangulod,

oo oo
L

Fin del método acoplarTriangulos

% + trianguloEquilatero.
triangulcEquilatero.
triangulcEquilatero.
triangulcEquilatero.
triangulcEquilatero.
triangulcEquilatero.

X

+

+

+
+
+

Xy
Xy
Xy
Xy
Xy
Xy

El método anterior se encarga de acoplar los

E.

momEo

L L

A

triangulcoEquilatero.
triangulcoEquilatero.
triangulcoEquilatero.
triangulcoEquilatero.
triangulcoEquilatero.
triangulcoEquilatero.

Elr L
Elr L
Elr L
Elr L
Elr L
Elr L

&0 ;

1380) ;
-€0) ;

&0 + 2):
130 + 3);
k) :

seis tridngulos alrededor

del tridangulo equilatero de manera automatica. Sin embargo, el trabajo

individual de acoplar cada tridangulo es realizado por el método

acoplarTriangulo, que aplica calculos de traslacion y rotaciéon en una

sola interpolacién. A continuacién, se describe el funcionamiento de

este método.
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functicon acoplarTriangulo(trianguleo:Sprite, cocrEfin:int, cocr¥fin:int, angFinal:Number) :void [

Crear la interpolacion (ITween) para mover £l sprite a las coordenadas (xFin, ¥Fin)

prite a la corde (Xkin N Fin

var tweenf:Tween = new Tween(triangulc, "x", MNone.easeNone, triangulo.x, cocrXfin, 2, trus):
var tweenY:Tween = new Tween(triangulc, "y", Mone.easeNone, triangulo.y, cocr¥fin, 2, trus):;

Crear la interpoclacion para rotar =1 sprite al

var tweenRotation:Tween = new ITween(triangulo,
angFinal, 2, trus):;

Los botones btnMas y btnMenos, los cuales controlan giros finos de un
grado en el Sprite activo, tienen los siguientes métodos asociados a sus

eventos MOUSE _CLICK.

btnMas.addEventListener (MocuseEvent .CLICK, sumarl);
functicon sumarl (event:MouseEvent) :void |
if (triangulolctive '= null) triangulolctivo.rotation++;

btnMencos.addEventListener (MouseEvent .CLICK, mencsl):
function mencosl (event:MouseEvent) svoid {
if (triangulcictivo '= null) trianguloRctiveo.rotation--;

En el clip Menn, al iniciarse, se deben configurar todos los botones,
excepto btnlnicio, para que muestren su estado alterno utilizando el
siguiente codigo:

btnPresentacion.gotolndStop (2) ;

btnRompecabezas.gotolndStop (2) ;

btnAcercale.gotolhndStop (2) !
btnSalir.gotchndStop (2)
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También se deben configurar los clips de pelicula en forma de botones
que contiene, para que asuman comportamiento de botones. Por

ejemplo, el codigo para el btnAcercaDe es el siguiente:

btnhcercale.buttonMode = true;

btnhAcercale.useHandCursor = trus;
btnhcercale.mouseChildren = false:
btnhcercale.addEvenctlistener (MouseEvent..CLICK, irkAcercaDe):

Es importante tener en cuenta que, cuando el usuario presiona
cualquiera de los botones, excepto btnRompecabezas, los Sprites de los
tridzngulos deben eliminarse. Si estos objetos permanecen, pueden
superponerse en cualquier fotograma al que el usuario navegue. Por lo
tanto, en los métodos de estos botones, debe ejecutarse el método
eliminarTriangulos desde la pelicula principal. A continuacién, se
muestra como ejemplo el coédigo que se dispara con el evento

MOUSE _CLICK del botén btnAcercaDe.

function irkcercaDle (event:MouseEvent) :voild {
btnInicic.gotokndStop(2) ;
btnPFresentacion.gotolknditop (2)
btnRompecabezas.gotohndStop (2)
btnhcercale.gotokndStop (1) ;
btnlalir.gotchndicop(2) ;
if (MovieClip({rcot).currentfFrame == 3) MovieClip (rcot) .eliminarTriangulos(event) :
Moviellip (root) .gotclhndStop (4)

En la seccion Acerca de, se incluyé un botén llamado btnVideo, que
enlaza a un video demostrativo sobre el uso de la aplicacion. A

continuacion, se muestra el codigo correspondiente.
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war URL : URLRequest:

btnVideo.addEventlistenser (MouseEvent .CLICK, irAwvideo):
function irlwvideo (e:MouseEvent):v
URL = new URLRequest("httpa://drive.g
navigateToURL (URL) :

ewlusp=sharing™) ;

Por ultimo, el cédigo para salir de la aplicacién es:

function salir (ewent:MouseEwvent) :wold {
Nativelpplicaticn.nativehpplication.exit():

}

3.4.4 ALGUNAS CONSIDERACIONES TECNICAS.

El software Triangulo de Morley fue desarrollado para ser compatible
con los sistemas operativos Windows, Android y Linux, ofreciendo

versiones optimizadas para cada plataforma.

En la version para Windows, se proporciona un archivo comprimido
(TrianguloDeMorleyWindows.zip) que contiene el instalador ejecutable
(TrianguloDeMorley.exe). Este archivo guia al usuario paso a paso
durante el proceso de configuraciéon para asegurar una instalacion sin
complicaciones. Ademas, es indispensable tener instalada la tecnologia
Adobe AIR en el equipo. Para facilitar este requisito, se incluye el

instalador correspondiente (AdobeAIR_v51.1.1.5.exe).

Esta integracién garantiza que el software funcione correctamente y
proporcione al usuario la experiencia completa sin necesidad de

configuraciones adicionales complicadas.

Para dispositivos Android, se proporciona el archivo comprimido

TrianguloDeMorleyAndroid.zip, que contiene dos paquetes APK:
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o TrianguloDeMorley32.apk: disefiado para tabletas Android mas

antiguas con arquitectura de 32 bits.

o TrianguloDeMorley64.apk: optimizado para tabletas Android

con arquitectura de 64 bits.

Si bien la aplicaciéon puede instalarse en teléfonos celulares, no se
recomienda su uso en pantallas pequefias, ya que la interfaz puede
volverse dificil de manejar. En particular, algunos botones de la app

podrian ser complicados de presionar sin un lapiz electrénico o stylus.

Estos archivos APK estin listos para ser instalados en dispositivos
moviles. Sin embargo, la instalacién de aplicaciones de fuentes externas
requiere la activaciéon de la opcion “Permitir instalacion de
aplicaciones de origenes desconocidos”. El procedimiento para

habilitar esta opcion varia segtn la version de Android:

e Android 7 y versiones anteriores: En estas versiones, la
activacion de la opcion “Permitir instalacion de aplicaciones de
origenes desconocidos” se realiza desde Ajustes del dispositivo
> Seguridad. A continuacidn, se presentan algunas capturas de
pantalla que ilustran el proceso en estos sistemas Android,

mostrando los pasos necesarios para habilitar esta configuracion.
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V41812 V421812
Seguridad :

Administracion de dispositivos

Administradores de dispositivos
Ver o desactivar administradores de dispositivo

El teléfono y los datos personales

Origenes desconocidos A
son mas vulnerables a los

Instalacién bloqueada

Por seguridad, el teléfono se
ha configurado para bloquear

Permitir la instalacion de aplicaciones que
no sean de Play Store

Almacenamiento de crede

ataques de aplicaciones de origen
desconocido. El usuario acepta ser
el Unico responsable de cualquier
dafio en el teléfono o pérdida de

aplicaciones de origenes -
desconocidos. datos que se pueda derivar del uso

Tipo de almacenamien de estas aplicaciones.

CANCELAR  AJUSTES Almacenado en hardw.

CANCELAR  ACEPTAR

Certificados de confianza
Mostrar certificados de CA de confianza

Instalar desde memoria
Instalar certificados desde almacenamiento

Eliminar certificados

Figura 49 Activacién de Origenes desconocidos. Fuente (Xataka Android,

octubre 13 de 2024)

e Android 8 yversiones posteriores: En estas versiones, la opciéon
de instalar aplicaciones desde fuentes desconocidas ya no se
encuentra en los ajustes generales del sistema. En su lugar, el
permiso se concede por aplicacién individual (por ejemplo,
Chrome o un administrador de archivos). Para habilitar esta
opcion, el usuario debe acceder a Ajustes > Aplicaciones >
[Aplicacion que descarga el APK] > Instalar aplicaciones
desconocidas y activar el permiso para cada aplicaciéon que se

utilizara para la instalacion.
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Por ejemplo, si el archivo APK se descarga desde un navegador como
Chrome, el dispositivo mostrara pantallas similares a las ilustradas
en la Figura 50. Este enfoque garantiza un control mas granular
sobre las fuentes externas, mejorando la seguridad del dispositivo al
limitar los permisos solo a las aplicaciones necesarias para cada

instalacion.

349 4 O @

< Instalar ap

@ Chrome

Permitir desde esta fuente

Almacenamiento

Figura 50 Pantallas en sistemas Android 8 o superiores. Fuente (Xataka

Android, octubre 13 de 2024)

Si el archivo APK se transfiere al dispositivo mediante cable USB,
memoria externa o Bluetooth, la instalacidn se realizara a través
de un administrador o gestor de archivos, como la aplicacion

Mis Archivos. En este caso, el usuario debe otorgar los permisos
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necesarios para permitir la instalacion desde esta fuente
especifica. Para hacerlo, debe acceder a Ajustes > Aplicaciones >
[Administrador de archivos utilizado] > Instalar aplicaciones
desconocidas y habilitar el permiso correspondiente para Mis

Archivos o cualquier otro gestor utilizado.

La Figura 51 muestra las pantallas tipicas que aparecen durante
este proceso, ilustrando los pasos necesarios para completar la
instalacion correctamente. Este método permite instalar
aplicaciones desde medios externos de manera controlada,

garantizando la seguridad del dispositivo.

. Mis

Permitir desde esta fuente

Figura 51 Activar la opcién para Mis Archivos. Fuente (Xataka Android,
octubre 13 de 2024)
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e Android 14: Esta version introduce una capa adicional de
seguridad al requerir una verificacién mediante Google Play
Protect antes de permitir la instalacion de aplicaciones de
fuentes externas. Estas medidas garantizan que el usuario sea
consciente de los riesgos potenciales asociados con la instalacién
de aplicaciones no oficiales y refuerzan la proteccién del sistema

operativo contra software malicioso.

Sila aplicacién no supera la verificacion, el sistema emite una alerta
sobre los riesgos detectados y recomienda precaucion al usuario.
Ademas, Android 14 ha incrementado las restricciones, evitando la
instalacion de aplicaciones que utilicen APIs obsoletas, lo que
garantiza que el software instalado cumpla con los estandares

actuales de seguridad y rendimiento.

La Figura 52 muestra como se presenta la interfaz en un dispositivo
con Android 14 durante el proceso de instalacién, incluyendo las
opciones de verificacion y las alertas correspondientes. Triangulo
de Morley es una aplicacién completamente segura, libre de virus y
malware que puedan comprometer su dispositivo. Por lo tanto, no es
necesario utilizar la opciéon “Analizar app” que aparece en la

pantalla ilustrada.

Para proceder con la instalacion sin realizar el analisis, despliegue la
opcion “Mas detalles” y seleccione “Instalar sin analizar”. Esto
permitira completar la instalaciéon de manera rapida y segura, sin

que se active el analisis adicional de Google Play Protect.
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© Google Play Protect

Se recomienda analizar
la app

TrianguloDeMorley

Todavia no se verifico esta app con
Play Protect. Para proteger tu
dispositivo y los datos, envia esta
app a Google para que realice un

© Google Play Protect

Se recomienda analizar
la app

TrianguloDeMorley

Todavia no se verificé esta app con
Play Protect. Para proteger tu
dispositivo y los datos, envia esta
app a Google para que realice un

analisis de sequridad analisis de seguridad.

Mas detalles v <«

El anélisis podria tardar un poco.
Veras los resultados en esta
pantalla. Cémo funciona Play

Analizar app Protect

No instalar app Instalar sin analizar

Analizar app

No instalar app

Figura 52 En Android 14. Fuente propia.

Para Linux, la aplicacion se distribuye en un archivo comprimido,
CajaDePolinomiosLinux.zip, que contiene la carpeta con todos los
recursos necesarios para su correcta ejecucion. Es imprescindible
instalar previamente Wine, una aplicacién que proporciona un entorno
de compatibilidad en sistemas Linux, permitiendo ejecutar software

disefiado para Windows sin complicaciones.

La Figura 53 ilustra este proceso: a la izquierda, se muestra la carpeta de
Triangulo de Morley en un sistema Linux Ubuntu; y a la derecha, se
observa el icono caracteristico de las aplicaciones Windows listo para ser
ejecutado mediante Wine. La ejecucion es sencilla, basta con hacer

doble clic en el archivo .exe incluido para iniciar la aplicacion.
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D Recientes

% Recientes. -
@ ~dovear
* Favoritos

. AIR runtime win
* Favoritos
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) Escritorio - com ) Escritorio u Ayuda.swi
§ Descargas
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Figura 53 Carpeta y ejecutable en Linux Ubuntu. Fuente propia.

La Figura 54 muestra la ejecucién del software Triangulo de Morley en
Linux Ubuntu utilizando Wine como entorno de compatibilidad. Esta
ilustracion destaca como la aplicaciéon se integra y funciona sin
problemas en un entorno Linux, permitiendo a los usuarios acceder a

todas sus funcionalidades como si se tratara de un sistema Windows.

Figura 54 Triangulo de Morley en Linux Ubuntu. Fuente propia.
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3.4.5 DESCARGA DE LA APLICACION.

A continuacion, se presentan los enlaces de descarga para las distintas
versiones de la aplicacion Triangulo de Morley, asegurando compatibilidad

con multiples plataformas:
Instalador para Windows:

https://drive.google.com/file/d/1JvYwNkCdjovpw6IsmcdF662rrerl _jn

O/view?usp=sharing
Carpeta para ejecucidon en Linux bajo Wine:

https://drive.google.com/file/d/1Htx3EbB_dfTvESR3mJM3FBueWI2az
YWX/view?usp=sharing

APK de 32 y 64 bits para Android:

https://drive.google.com/file/d/IOEAk9rnudWMXX9gNIGZhAQrgu3s
qOObe/view?usp=sharing
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En esta Gltima seccion, se exponen a modo de consideraciones finales,

algunas reflexiones y observaciones que complementan el anilisis

realizado a lo largo de este documento:
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El teorema de Morley destaca como un resultado geométrico de
caracteristicas excepcionales que ha fascinado a matematicos
por méas de 120 afios. A lo largo de este tiempo, se han formulado
mas de cien demostraciones, la mayoria empleando técnicas de
geometria euclidiana o trigonometria. Es interesante notar coémo
estas demostraciones han evolucionado; los enfoques modernos,
en general, son mas claros en sus argumentos y requieren menos
detalles técnicos, lo que las hace mas accesibles y comprensibles
en comparacién con las versiones originales.

Una cuestion atn por explorar en profundidad es por qué este
teorema no fue descubierto por los antiguos griegos. La razén
principal parece ser que los griegos no se interesaban por
problemas geométricos cuya construcciéon no pudiera resolverse
utilizando instrumentos euclidianos como la regla y el compas.
Este es el caso del problema de la triseccién del angulo, que es
clave para el Teorema de Morley, ya que no puede resolverse
mediante estos instrumentos clésicos.

El Origami, una técnica milenaria originaria de Japén, se ha

revelado como una herramienta util en geometria. Esta técnica,



basada en el plegado de papel sin cortes ni adhesivos, puede no
solo potenciar la capacidad de visualizar y razonar
espacialmente, sino también desarrollar destrezas manuales y
coordinacion. En este trabajo, la construccién del triangulo de
Morley mediante origami se fundamenta en el método de
triseccién de angulos desarrollado por el matematico japonés
Tetsuo Abe, demostrando la conexién entre el arte y la
matematica.

La aplicacién interactiva relacionada con el Teorema de Morley
presentada en este texto, ha sido disefiada para funcionar en las
plataformas Windows, Android y Linux; ademas, se ha
optimizado para ofrecer una experiencia amigable para el
usuario final. Cabe recordar que, su descarga se ha descrito en el
numeral 3.4.5 de este libro. Asimismo, como complemento, se ha
desarrollado un recurso en GeoGebra, basado en la demostracion
del teorema de John Conway, que permite recrear el Teorema de
Morley de forma dindmica y visual. Este recurso esta disponible
en la siguiente direccién:

https://www.geogebra.org/classic/fufajqqe
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Este libro ofrece una travesia fascinante por el Teorema de Morley, desta-
cando su relevancia tanto en la matematica teérica como en aplicaciones
practicas innovadoras. A través de un enfoque interdisciplinario, los auto-
res entrelazan las matematicas, el origami y la programacién para presen-
tar una obra que combina rigor académico con creatividad y practicidad.

En el Capitulo 1, se introduce al lector al Teorema de Morley, analizando su
belleza matematica y desarrollando tres de sus demostraciones mas
destacadas: la de M. T. Naraniengar (1909), A. Letac (1939) y el colombia-
no A. Chaves (1993). Cada demostracion se explica paso a paso, priorizan-
do la claridad y accesibilidad para una amplia audiencia, desde matemati-
cos hasta estudiantes entusiastas. El Capitulo 2 aborda el teorema desde
una perspectiva visual y experimental mediante el origami matematico. Se
explora como los pliegues de papel pueden modelar conceptos geométri-
cos complejos, con un énfasis especial en el Método de Abe para trisecar
angulos y construir el Triangulo de Morley. Este capitulo incluye una guia
detallada de técnicas de origami computacional, combinando arte y algo-
ritmos para una experiencia de aprendizaje Unica. En el Capitulo 3, el libro
traslada el Teorema de Morley al ambito digital con el desarrollo de un rom-
pecabezas interactivo. Los lectores aprenden sobre graficos vectoriales,
mapas de bits y como seleccionar herramientas como Visual Studio,
Android Studio o Adobe Animate para crear aplicaciones funcionales y
atractivas. Ademas, se detalla una metodologia de desarrollo que abarca
desde la planificacién hasta la implementacién, asegurando que los
proyectos sean técnicamente sélidos y accesibles para usuarios de
diferentes plataformas.

Mas que una obra matematica, este libro es una invitacion a explorar las
conexiones entre disciplinas. Al combinar teoria abstracta, arte manual y
programacioén, muestra como la matematica puede ser creativa, tangible y
divertida. Dirigido a matematicos, entusiastas del origami y programado-
res, este libro es una muestra brillante de como las matematicas trascien-
den su rigor para convertirse en una experiencia educativa y recreativa.
"Aspectos Tedricos y Practicos del Teorema de Morley" inspira a sus lecto-
res a transformar conceptos abstractos en herramientas para la creativi-
dady el aprendizaje.
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