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INTRODUCCION

Ellibro de texto Elementos de AYgebra Lineal, Volumen Z, presenta
el complemento del contenido del curso Algebra Lineal que se
ofrece en la Universidad de Narifio. Esta dedicado al desarrollo de
conceptos fundamentales del algebra lineal como el cambio de
base, ecuaciones lineales, valores y vectores propios,
diagonalizacién de matrices y el polinomio caracteristico de una
matriz; temas que tienen una amplia gama de aplicaciones en
diversas areas. Si bien, el desarrollo de las tematicas tiene una
fuerte fundamentacién matematica, apropiada para estudiantes de
matematicas y fisica, también se puede utilizar para las clases de
algebra lineal de las areas de ingenieria y ciencias econdémicas y

administrativas.

En el campo de la informatica, estos conceptos son fundamentales
para el disefo y la implementacién de algoritmos eficientes. Por
ejemplo, la diagonalizacién de matrices y los valores y vectores
propios, son esenciales en el procesamiento de imagenes y la vision
por computadora. Ademas, las ecuaciones lineales son la base de

muchos algoritmos de optimizacién y aprendizaje automatico.

En el ambito académico, estos conceptos son esenciales para la
enseflanza y el aprendizaje de la matematica avanzada y la fisica.
Existen softwares académicos disenados especificamente para

facilitar el aprendizaje de estos temas.
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En el sector financiero, las ecuaciones lineales y la diagonalizaciéon
de matrices se utilizan en la modelizacién de mercados y la
valoracion de activos. Los valores y vectores propios, por otro lado,

son fundamentales en la teoria de la cartera y la gestion de riesgos.

En ingenieria y ciencias naturales, estos conceptos son esenciales
para la modelizacién y simulacién de sistemas fisicos. Por ejemplo,
los valores y vectores propios, se utilizan en la mecanica cuantica
para describir el estado de un sistema, mientras que las ecuaciones
lineales son fundamentales en la resolucién de problemas de

ingenieria estructural y eléctrica.

El libro contiene cinco (5) capitulos, en los cuales, se presenta un
desarrollo riguroso de las temaéticas, soportado en teoremas,
demostraciones y ejemplos.

Los Autores

Universidad de Nariiio
Junio de 2024.
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CAPITULO 1.
CAMBIO DE BASE

Por lo que precede hasta el momento, nos hemos dado cuenta que, dado un
espacio vectorial de dimensién finita, definida sobre un cuerpo (K, +,")
finito, permite elegir bases. Dado que la matriz asociada a una
transformacién lineal depende de las bases que se tome, la matriz cambia
cuando se cambian las bases. Nos proponemos, por tanto, buscar la relaciéon
entre una matriz asociada a una transformacién (que es una matriz de

coordenadas) con la nueva matriz conseguida al cambiar las bases.

Este mismo problema, soluciona igualmente, otros no menos

importantes, a saber:

1) Encontrar el nuevo vector coordenado, respecto de una nueva

base.

2) Cémo se interpreta una transformacion lineal al cambiar las bases

de un dominio y de un codominio.

En verdad, hasta el momento ya se tiene solucionado el problema; sin

embargo, intentamos formalizar este concepto.

Sea V un espacio vectorial de dimension finita definido sobre un cuerpo

K; supongamos que dim(V) = n, entonces, existe una base

B = {AlJAZJ ""ATL} de V.
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Supongamos que elegimos una nueva base de V,digamos,
B’ = {Bl' Bz, ey Bn}.

De este modo, y en virtud del Teorema Fundamental de las
Trasformaciones Lineales, la funcién f:V — V, tal que f(4;) = B;,i € ],

es una transfromacion lineal.

TEOREMA

La transformacion lineal definida anteriormente es un isomorfismo.
DEMOSTRACION

En efecto, {0,} € Kerf(f), por propiedad de las transformaciones lineales.
Sea A € Ker(f),como A € V,entonces A = a;4; + ayA, + -+ + a,Ay,.

Luego, f(A) = ayB; + a,B, + -+ a, B, = O,; pero B’ es base de V, asi,

{B1,B;, ..., By} es linealmente independiente; de modo que,
a,=a, =-=a,=0.

Luego, A = 0,,.; esto es, Ker(f) c {0,}.

Por tanto, Ker(f) = {0,},y asi, f:V — V es un isomorfismo.

Esto decide de inmediato que, la matriz asociada a f (la que hemos

construido ahora) es inversible.
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Ahora, supongamos que, «:VV = V es cualquier transformacion lineal.

Fijemos B como base del dominio V, y B’ como base del codominio V.

Siendo,
X (A1) = ay1B1 + a1 By + a3 B3 + -+ an, By
& (Az) = a12B1 + apBy + azpBz + -+ Ay By

 (A3) = a;3By + ay3B; + azzBs + -+ ay3B,

x (An) = aipB1 + azpBy + a3y B3 + -+ ay, By

Esto significa que, elegido el espacio Hom(V,V), dado que o:V =V,

entonces,
a1 Q12 ... Qi
a21 a22 aes aZn
F() = Mg = ’
anl anz ann

que es una matriz cuadrada n X n.

Esto significa que, «:V = V puede interpretarse como la siguiente

transformacion:
o:V = V,tal que o« (A) = My - 4,
donde 4, es el vector coordenado de 4, respecto de la base B.

Por tanto, Mg g, - A es el vector coordenado de « (4), respecto de la base

B'.
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Ahora, con cierta claridad, se ve que, si (x= 1), < es la transformacion
lineal de V en V, el vector A es el vector coordenado de A en V, mientras
que Mg pr - Aes el vector coordenado de I(4) = A en B'. Esto significa que

Mg g, es la matriz de transicion de la base B a B'.

EJEMPLO

Sean B={1,1+x,x+x?)y B'={1+x,1—x2%1—x+ x?}, bases de

referencia de P,[x]. Determinar la matriz de transiciéon de B en B'.
SOLUCION

Para ello, nos valemos de la funcion identidad I: P,[x] — P,[x], tal que
I(p) = p, para todo p € P,[x]. Ahora, calculamos la matriz asociada a I,

respecto de las bases By B’.

i) = 1=a(l+x)+b(1—x2)+c(1—x—x2);asique,a=§,b=

W

_1
,C—g.

IA+x)=1+x=a(l+x)+b(1—x%) +c(1—x—x?);asique,a=1,b=0,c=0.

Ix+x?)=x+x>=a(l+x)+b(1—x?)+c(1—x—x?%);asique,a=1,b=—1,c
=0.

Por tanto, la matriz de transicion de la base B en B’, es,

F(I): 0 —1 =MB,B"

Wl R W R W] =

~
N
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Por ejemplo, tomemos el vector 2 — 3x + 4x? de P,[x], cuyo vector

coordenado de la base B es (9, —7,4) y el vector coordenado de 2 — 3x + 4x2

9
respecto de B’, se calcula como el producto de M, g/ por (—7); es decir,
' 4

1

3 1 1

1 9 3-7+4 0
3 0 -11(|-7]= 3—4 =|-1)
1 - 4 3 3
3

Asi, se obtiene,

2-3x+4x2=01+x)+ (DA —-x>)+31—-x+x?)=—-1+x%+
3 —3x + 3x%2 =2 — 3x + 4x°.

TEOREMA

Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K, y sean

B y B’ bases de V, entonces la matriz de transicionde B en B’ es inversible.
DEMOSTRACION

Seal:V — V latrasformacién idéntica; asi, la matriz de transiciéon de B en

B’ corresponde a F(I) = Mpp,.

Ahora bien, se sabe que, F: Hom,(V,V) - K™ es un isomofrismo de
espacios vectoriales, y por ello, dado que I es isomorfismo de Ven V (es

decir, inversible) ocurre que, My ' es inversible.
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El lector debe recordar que, F(f) = 0, si y solo si, f es la trasnofrmacion

cero. Esto es, el Ker(f) esta formado por la transformacidn cero.
. . -1
Pero, ;qué representa la matriz (MB,B') ?

Como I es inversible, existe I™1: V — V, donde las bases de referencia del
dominio y el codominio, ahorason B’ y B;asique, F(I™1) = (MB_B/)_l =

My 5 dado que I~* también es isomorfismo de espacios vectoriales.

-1 , g
En otras palabras, (MB,B') es la matriz de transicién de B'en B.

EJEMPLO
11
Vimos que \% 0 —1) = My es la matriz de transicién de B en B’, donde,
1
-0 0
3

B={11+x,+x+x*)y B'={1+x,1—x%1—x+ x?}son bases de P,[x].
Calculemos la matriz de transicién de B'en B.

Como I es transformacion identidad, I~! = I; asi, basémonos en I: Vgr =

Vg, de donde,

0
1(1+x)=1+x=a(1)+b(1+x)+c(x+x2)=(1)
0

0
1(1—x2)=1—x2=a(1)+b(1+x)+c(x+x2)=< 1)
-1
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3
1(1—x+x2)=1—x+x2=a(1)+b(1+x)+c(x+x2)=(-2>

1
0 0 3

Mgg=[(1 1 =2
0 -1 1

Y se ve claramente, como se habia evidenciado, que,

Esto significa que,

1
101
f (003)(100)
Z 0 —1l[1 1 =2)=(0 1 o)
\f /0—11 00 1
= 00

Asi que, en general, M pr - Mpr g = I,.

En otras palabras, (MB,B')_l =Mppy (MB',B)_l = Mpp'.

Ahora, supongamos que trabajamos nuevamente en el espacio vectorial
Hom; (V,V), donde V y W son espacios vectoriales, tales que,

dim(V) =n y dim(W) = m.

Asi que, podemos fijarlas bases B = {A4,4,, ..., A}y B' = {B;, By, ..., By}
de V y W respectivamente, como base de referencia; y supongamos que,
Mp g es la matriz asociada a una transformacion asociada a una

transformacion lineal f € Hom (V, V), respecto de las bases By B'.
Es decir, F(f) = Mg p.

Deseamos averiguar, como cambia la matriz My asociada a f, al

cambiar las bases de referenciade V y W.
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Supongamos que las nuevas bases de referencia para Vy W son,

respectivamente, A y A’; de manera que, existen matrices de transicion
nxn mxXm 3 mxn.

Mg, €K y Mg o €K , mientras que Mg pr € K ; ¥ deseamos

calcular M, .

Pero, debe notarse que, M, 4,es matriz asociada a f como lo es Mg g,; esto

implica, que se trata de matrices semejantes.

En efecto, llamemos p:V — V latransformacioén idéntica que corresponde
a la matriz Mg 4 de transicion entre las bases By A; y W - W la
transformacion que corresponde a la matriz de transicion My 4 entre

lasbases B’y A’ de W.

De esta manera, dado que p y g son isomorfismos, la transformacién
lineal q o f o p es semejante a f; es decir, f = g~ o f o p. Pero esta nueva
f, asi disefada, es tal que, f: V — W, donde las bases de referencia son 4

y A’, paraV y W, respectivamente.

Esto se evidencia en la Figura 1.

-1
p f g
V(B)— V(A" WA} —W(A

000C

Figura 1. Semejanza de transformaciones lineales
Fuente: elaboracion propia
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De larelacion fz g0 = q~ 1o f, 4o p, sesigue que, f4 4o =qofpg op™?,

lo que en matrices, significa que,

Myar = Mg g Mpp - Map
donde, se ve que,
F(f) = M, 4 respecto de las bases Ay A" de V 'y W, respectivamente.
F(f) = Mg p respecto de las bases de By B’ de V y W, respectivamente.
My 4 es matriz de transicion de las bases de B’ en A’ de W.

M, g es matriz de transicion de las bases A en Bde W.

EJEMPLO
f:P,[x] » R? tal que f(a + bx + cx?) = (a—b,b + ¢).
Inicialmente, tomemos como bases de referencia, las siguientes:

B={A,,A,,..,A.}Y B' = {By,B,, ..., B,} para P,[x] y R?, respectivamente.

Calculemos F(f) = My g, asi:
f(1) =(1,0) = a(1,1) + b(-1,0) = 0(1,1) + (-1)(-1,0) = (_01)-
FA+2) =01 =a(LD) +b(-1,0) = 111D + 1(-1,0) = ().

(1 -x+x%) = (02) = a(L,) + b(-1,0) = 2(1L,1) +2(-1,0) = (3).
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Luego,

Maw = (5 1 3)

Ahora, supongamos que cambiamos las bases por las siguientes:
A={1-xx+x%x3}yA ={(2,1)(1,2)} de P,[x] y R?, respectivamente.

Deseamos calcular la matriz asociada a f respecto de las bases

AyA,'MA,A"

Para ello, calculemos las matrices de transicion Mg pr 'y M, p.

Vemos que,

2
1—x=a()+b(1+x)+c(1+x+x?) 1),
0

1
x + x? a(1)+b(1+x)+c(1+x+x2)—<0)
1
0

2—a(1)+b(1+x)+c(1+x+xz)—< 1)
1

Esto indica que,
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Ademas,

(11)=a(21)+b(1,2) =

Wl kL W| =

(-1,0) =a2) +b(1,2) =| 3|

De este modo,

MB',A' =

1 2
- -z 2 -1 0
My = Mpr g1 - Mppr - Myp = g _3 (_01 1 %)(—01 (1) —11>
5 4 1
1 — — 1 _ _ 2 a2 2
I EICN LR
3 3 3

Asi, tenemos lo siguiente,
f:P,[x] » R? tal que f(a + bx + cx?) = (a—b,b +¢).

Tomando las siguientes bases: B = {1,1 + x,1 + x + x?} y B’ = {(1,1)(—1,0)},

resulta que,

F(f) = Mg g = (_01 1 ;)
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Y tomando las bases: A = {1 — x,x + x?,x?}y A" = {(2,1)(1,2)}, se tiene que,
5 4 1
_ _| 3 3 3
F(f) = MA,A’ = 4 5 2
3 3 3

Utilizando las dos expresiones encontradas, calculemos la imagen del

vector p, a través de f, asi:
p=2-—5x+7x?
f) =f(2—-5x+7x%) = (7,2).

Para utilizar M 5 vemos que,

7
2-5x+7x2=a(l)+b(1+x)+c(1+x+x?) = (—12) = f(x).
7

Asi que,

7
(% 1 §)<-12>=(_25)=2(1.1)+<—5><—1,0)=(7,2>,

tal como se sabfa.
Para utilizar M, ,» vemos que,

2
2-5x+7x2=a(l—x)+b(x+x%)+c(x?) = <—3).
10
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Asi que,

F(2—5x+7x%) = %(_54 PO E %(ié) -(%)

=421+ (-1)(1,2) =(B84)+(—-1,-2) = (7,2),

tal como se conocia con anterioridad.

EJERCICIOS
: s 1 1\"_(1 n
1) Demuestre por induccién completa que, (0 1) —(0 1).
11 1\ [1 n 2D
2
2) Demuestre que, (0 1 1) =lo 1 n
0 0 1 0 0 1

3) Demuestre que, si A y B son matrices diagonales en K™ ", entonces

AB es diagonal de K™ y AB = BA.

4) Demuestre que si A € K™ es simétrica, entonces B'-A-B es

simétrica para toda matriz B € K™*™,

5) Obtener las inversas de las siguientes matrices, si existen:

1 -1 0
a) A=<O 1 —1>.

-1 0 1

1 -1 0
b) B=(o : _1).

-1 0 2

2 -1 0
c C=(-1 1 -1)
0o 0 1
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6) Calcular lainversa de la siguiente matriz:

1 p 0 0
01 -p 0
0 0 1 ~PJf
0 00 1

7) Calcula las matrices de transicion My zr y Mpr 5 de los respectivos
espacios vectoriales y bases de referencia dadas. En cada caso,

verificar que, Mg pr + Mprp = I.

a) R%siB={(10), (LD} y B ={(32),(23)}

b) R3,si B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} yB' =
{(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)}.

) Pfx] siB={11+x,14+x+x*}yB ={1+x,1—x,x—x?}.
d) R*%siB = {(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} y
B' = {(0,0,0,1), (0,0,1,1), (0,1,1,1), (1,1,1,1)}.
8) Seaf:R3 - R*talque f:(a,b,c) = (a,a+b,a+b+c,a—b+c).
Si tomamos las bases de referencia:

B ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} y B' =
{(0,0,0,1) (0,0,1,1) (0,1,1,1) (1,1,1,1)},

a) Calcular My pr a partir de Mp pr.
b) Calcular M, 4 si se sabe que,

A =1{(1,0,1),(01,1),(1,1,0)} y

A'={(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,1,0,0)}.
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CAPITULO 2.
ECUACIONES LINEALES

CONCEPTO

Sea f:V = W una transofrmacion lineal de espacios vectoriales
definidos sobre un mismo cuerpo K. Supongamos que elegimos
arbitrariamente un vector B € W. El problema que consiste en
encontrar alguno o todos los vectores A € V, para los cuales f(4) =

B, se llama problema lineal.

El mismo problema formulado asi, nos indica que, si B € Im(f), el
problema no posee solucidn; mientras que, si B € Im(f), el

problema tiene al menos una solucién.

Bajo el supuesto que B € Im(f), pensemos que el problema f(X) =

B, encuentre en A, una solucién que llamamos solucion particular.

1 Aun cuando el Algebra Lineal se formé como una disciplina especial de la matemética a
mediados del siglo IX, sin embargo, sin exagerar, se puede decir que es tan antigua como la
propia matematica, ya que sus ideas y métodos nacen de un problema analizado desde la
antigiiedad, como es el problema de la resolucién de la ecuacién lineal de primer grado. Es
interesante observar cémo las ideas claras y los métodos del Algebra Lineal han ido
penetrando en diferentes ramas de la ciencia, por ejemplo, el andlisis matematico y el analisis
funcional, la fisica y la mecanica teérica, la programacién lineal y la programacién de
operaciones. Por ello, no es de extrafar que, el Algebra Lineal se haya convertido en algo
indispensable en la formacién de especialistas de las mas diversas ramas de la ciencia:
matematicos, ingenieros, economistas, etc. Tampoco es extrafio que en los dltimos afios
hayan aparecido numerosos libros dedicados a la exposicién de las ideas y de los métodos
del Algebra Lineal (Maltsev, 1976).
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Suponiendo que A es otra solucién, encontramos que f(4,) =
B y f(4) = B, es decir,f(4) = f(4,), o mejor, que f(A — 4,) = Oy.
Asi, lo tinico que debe ocurrir es que (A — 4,) € Ker(f).

Ahora, supongamos que, (A — 4,) € Ker(f).

Como hemos dicho que A, es solucidon particular del problema

lineal, se ve claramente que,
f(Ao +A_Ao) :f(A) zf(Ao)+f(A_Ao) =f(Ao)"'OW zf(Ao) =B.

Es decir, f(A) = B.

Por tanto, si (A —A4,) € Ker(f) y A, es solucion particular del

problema f(X) = B, entonces A también es solucion.

De este modo, hemos comprobado que, si 4, es solucion particular
del problema y si X esta en Ker(f), el elemento de V,4, + X
también es solucidn del problema, siendo de esta forma, necesaria

y suficiente.

Asi que, el conjunto de todas las soluciones del problema lineal

f(A) = B,esdelaforma{4,} + Ker(f).

Por otra parte, la funciéon o:Ker(f) — Ker(f) + {4,}, tal que
o(A) =A+ A, es una biseccién; esto indica que, se trata de
conjuntos con la misma cantidad de elementos; por tanto, la
cantidad de soluciones del problema lineal, se puede describir
mediante la dimension del Kernel de la transformacién implicada

en el problema.
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Sin embargo, se debe tener en cuenta que, Ker(f) + {4,} no es
subespacio de V, a menos que el problema lineal sea f (4) = 0,, ,para
el cual, la solucién particular inmediata es O,; y asi, el conjunto

solucion es Ker(f).

Dado el problema lineal f(A) = B, el problema f(4) = 0, se llama
problema homogéneo asociado, el cual, como hemos dicho, tiene

como conjunto solucién al Ker(f).

Asi, por lo expuesto anteriormente, la solucion general de f(A) = B
es cualquier soluciéon particular, mas la solucién del problema

homogéneo asociado.
Pensemos ahora que, dim(V) = n ydim(W) = m.

Asi que, f:V = W puede interpretarse a través de una matriz
Mpysn € K™™ y  si B=(by,by, e, bp) yX = (X1, %2, ., Xp),
entonces, el problema lineal f(X) = B se transformaen M - X = B,
y el problema lineal homogéneo asociado, es MX = 0; obteniendo,

por igualdad de matrices, un sistema de ecuaciones lineales.

El problema M - X = B, se convierte en el siguiente,

aj1 Q2 - Qi X1 by
a21 a22 e aZn xZ — bZ
Am1 Amz Amn Xn bm
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para cuya resolucion se define la matriz aumentada del sistema,

como sigue:
i1 Q12 - Qin p,
21 Q22 - Gon  p,
A1 Gmz - Gmn by

TEOREMA DE ROUCHE FROBENIOUS O DE KRONECKER

El sistema de ecuaciones simultaneas MX = B tiene solucion, si y
solo si, el rango de M es igual al rango de la matriz aumentada

(M, B).

Siempre que exista una solucién, todas las soluciones se puede

expresar en términos de v vectores, donde,
v = Dim(V) — dim(Im(f)).
DEMOSTRACION

Sabemos que el problema f(X) = B tiene solucion, si y solo si, B €
Im(f). Pero también sabemos que, Im(f) es equivalente con el
espacio columna de M; asi, B depende linealmente de los vectores
columna de M, lo que significa que, la dimensiéon del espacio
columna de M es igual a la dimensién del espacio columna de
(M, B); y, como se vio antes, esta dimension es el rango de M. Asi

que, el sistema tiene solucion, si y solo si, los rangos son iguales.
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Ahora, sea la matriz inversible Q € K™ ™, tal que, Q1M = M’,
donde M' es una Matriz Candnica de Hermite (el lector debe

recordar que esto se puede hacer siempre). Asi que, M~M".

De este modo, cualquier solucién del sistema MX = B, también es

solucién del sistema M'X = Q"'MX = Q™ B =PB'.
Reciprocamente, cualquier solucion de M'X = B’, también es
solucion de MX = QM'X = QB' = B.

Asi que, los dos sistemas MX = By M'X = B’, son equivalentes.

Dado que, M’ es candnica de Hermite, el sistema M'X = B’ tiene la

siguiente forma:

00 W/ \=m/) \b,

Debido a que, Ran(M) = Ran(M') = p, existen n —p valores
arbitrarios que pueden asignarse a las  variables

Xn—p+1 Xn—p+2, - Xn, cON lo cual, se finaliza la demostracion del

teorema.
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OBSERVACION

El lector debe notar que, la matriz Q multiplica a la izquierda a M,
esto indica que, en la resolucién del problema, s6lo se aceptan

transformaciones elementales por filas.

La matriz M debe llevarse a la forma Canénica de Hermite, siempre
y cuando esto sea posible, aplicando inicamente transformaciones
elementales por filas. Este algoritmo se conoce con el nombre de

Meétodo de Gauss-Jordan?.

2 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) es reconocido como el matematico més destacado del
siglo XIX y uno de los tres mas influyentes de la historia, junto con Arquimedes y Newton.
Nacié en Brunswick, Alemania, en 1777. Su padre, un trabajador de caracter firme,
desconfiaba de la educacién formal e intenté evitar que su hijo accediera a una escuela de
calidad. Sin embargo, su madre, aunque carecia de formacién académica, lo apoyd
incondicionalmente en sus estudios y se enorgullecié de sus logros hasta su fallecimiento a
los 97 afios. Desde temprana edad, Gauss mostré habilidades prodigiosas. A los tres afios
corrigio un error en los calculos de su padre. Una de las anécdotas mas célebres de su infancia
ocurri6 cuando tenia 10 afios y estudiaba en una escuela de Brunswick. Su maestro les pidié
sumar los numeros del 1 al 100, y en pocos instantes, Gauss entregd la respuesta correcta:
5,050. Habia identificado un patrén en la secuencia, agrupando los niimeros en 50 pares que
sumaban 101 (1 + 100,2 + 99, etc.), lo que facilit6 el calculo. Mas tarde, Gauss bromeaba
diciendo que sumaba mas rapido de lo que hablaba.

A los 15 afios, el Duque de Brunswick lo tomé bajo su proteccién y financié su educacién en
el Brunswick College en 1795 y, posteriormente, en la Universidad de Gottingen.
Inicialmente indeciso entre las matematicas y la filosofia, se inclind por la primera, tras
realizar dos descubrimientos significativos. Primero, formulé el método de minimos
cuadrados, una década antes de que Legendre lo publicara. Segundo, poco antes de cumplir
19 afos, resolvié un problema que habia intrigado a los matematicos durante mas de dos mil
afios: demostr6 coémo construir con regla y compas poligonos regulares con un nimero de
lados no divisible por 2, 3 o 5. De manera mds general, establecié que un poligono regular
con n lados, es construible si y solo si, n es de la forma n = 2¥p,p; - p,,,, donde k = 0 y las
p; son numeros primos de Fermat distintos. Los niimeros primos de Fermat son aquellos que
toman la forma 22" + 1. Los primeros cinco numeros primos de Fermat son 3, 5,17, 257 y
65 537. El 30 de marzo de 1796, tras este descubrimiento, Gauss comenzé un diario donde
registré 146 hallazgos en 19 paginas, considerado uno de los documentos més relevantes en
la historia de las matematicas. Posteriormente, estudi6 en la Universidad de Helmstadt y, en
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EJEMPLO

Consideremos el existen siguiente sistema de ecuaciones:

4—x1+3x2+2x3—x4=4—
5x1+4x2+3x3_X4=4
—2x1—2x2—x3 +2.X4_ = _3

11x1 + 6x2 + 4X3 + X4_ = 11

1798, con solo 20 afios, presenté su disertaciéon doctoral, en la que ofreci6é la primera
demostracion rigurosa del teorema fundamental del algebra, estableciendo que cualquier
polinomio de grado n tiene exactamente n raices contando multiplicidades. Matematicos
como Euler, Newton y Lagrange habian intentado probarlo sin éxito. Ademas de sus aportes
en matematicas, realiz6 contribuciones en fisica. En 1801, desarrollé un método innovador
para calcular la érbita del asteroide Ceres con datos limitados. En 1833, junto a Wilhelm
Weber, disefi6 el telégrafo electromagnético. Aunque sus avances en astronomia y
electricidad fueron notables, su produccién matematica fue ain mas impactante. En 1811,
descubri6é un resultado clave que inspir6é a Cauchy a desarrollar la teoria de funciones
complejas. Su nombre también se asocia con el método de eliminacién de Gauss-Jordan en
algebra lineal y la cuadratura gaussiana en andlisis numérico. En 1807, fue nombrado
catedratico de matematicas en Gottingen, donde ensefi6é hasta su fallecimiento en 1855.
Incluso después de su muerte, muchos descubrimientos atribuidos a otros ya habian sido
anticipados por Gauss en sus notas inéditas. Su meticulosidad lo llev a perfeccionar cada
trabajo antes de publicarlo, siguiendo su lema “pauca sed matura” (pocas, pero maduras). Su
legado es tan profundo que, en reconocimiento, se le otorgé una medalla con la inscripcion:
“George V, Rey de Hannover, al principe de los matematicos” (Grossman y Florez, 2012).
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SOLUCION

La matriz aumentada correspondiente, es la siguiente:

4 3 2 -1 4 -1 -1 -1 0 0 111 0 0
5 4 3 -1 4\ [0 -1 -2 -1 4\ ([ 012 1 -4
-2 -2 -1 2 -3 o o 1 2 -3 0 0 1 2 -3
11 6 4 1 11 0 -5 -7 1 11 0 -5 =7 1 11

10 -1 -1 4 100 1 1

{01 2 1 -4} (0 1 0 -3 2

o0 1 2 -3 001 2 -3

003 6 -9 000 0 O

Asi que, el sistema semejante al original es,
X1 +x,=1
X, — 3%, =2
X3+ 2x4 = —3.

Este sistema se soluciona facilmente asignando un valor cualquiera

a x, y calculando respectivamente, los otros valores.
Otra manera de escribir el sistema anterior, es la siguiente,
x1=1—x,
Xy =2+ 3x4
X3 =—3—2Xx4

X4_ = X4_.
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Una solucién particular se consigue poniendo x, = 0.

De este modo, un vector solucion particular del sistema es
(1,2,—3,0) y como las soluciones del sistema dependen de x,, se

concluye que ellas tienen la forma (1,2, —3,0) + x,(—1,3,—2,1).
En forma vectorial, la solucion es
(xl,xZ, X3,X4) = (1,2, _3,0) + X4(_1,3, _2,1)

Puede verse, como se comprueba en teoria, que el vector
(=1,3,—2,1) es solucion del problema homogeneo asociada al
problema original, y por tanto, base del Kernel de Ila
transformaciéon asociada a la matriz M. El Kernel de tal

transformacion, es de la forma {a(—1,3,—2,1)/a € R}.

Se ve, pues, que la solucion del sistema, es una solucién particular,

mas el Kernel.
TEOREMA

La ecuacion AX = B no tiene solucidn, si y solo si, existe una matriz

C de un solo renglén, tal que CA =0y CB = 1.
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DEMOSTRACION

(=)
Supongamos que existe una matriz renglén C, tal que CA=0y

CB =1.
Supongamos que AX = B tiene solucion.

Asi que, como CA = 0 (matriz cero), entonces (CA)X =0X =0

(nimero cero).

Pero (CA)X = C(AX) = CB = 1;asique, 1 = 0;lo que resulta en una
contradiccion. De modo que, no se puede suponer que el sistema AX =

B tenga solucidn, porque esto conduce a la contradiccién.

=)

Ahora, supongamos que, la ecuaciéon AX = B no posee solucion, es
decir, el vector columna B no es generado por el espacio columna
de A(matriz); asi que, en términos de rangos, se tiene que, si
Ran(A) = n, entonces Ran([A,B]) =n+1, donde [A,B] es la

matriz aumentada.

Sea Q matriz inversible, tal que Q 1[4, B] est4 en la forma Candnica
de Hermite (esto siempre es posible) y como el rango de [4, B] es
nH, los elementos n + 1 renglén son todos ceros, excepto el ultimo

(dltima columna) que es 1.
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De este modo, si Ces el (n + 1)-ésimo del renglon de Q~1, entonces,
C-[4,B] =10,0,0,..,0,1].
oseaque,CA=0yCB =1.

EJEMPLO

Demostrar que, el conjunto {(1,1,1,0),(2,1,0,1)} genera al
subespacio de todas las soluciones del siguiente sistema de

ecuaciones lineales:
3x1—2x2—x3 _4X4 == O

xl+xZ_ZX3_3.X'4=O.

SOLUCION
Buscamos un sistema semejante:

CT 2507 523015230000

(7 5 D)

Asi, un sistema semejante a la inicial, es,
x1 - X3 - ZX4 == 0

xZ_X3_x4=O.
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El cual, se puede escribir como sigue:
X1 = X3+ 2%,
Xy = X3+ X4
X3 = X3
X4 = X4
Asi que, una solucién particular es (0,0,0,0).
Cualquier otra solucién, es de la forma,
(x4, %9, %x3,x4) = x3(1,1,1,0) + x,(2,1,0,1).

Y como se trata de un sistema homogéneo, ocurre que, los vectores

{(1,1,1,0),(2,1,0,1)} generan al espacio pedido.

EJERCICIOS

1. Determinar todas las soluciones de los sistemas de ecuaciones

lineales no homogéneos, siguientes:
a) x;+3x; +5x3 —2x, =11
3x1 - 2x2 - 7.x3 + SX4 = 0

2x1+x2 +X4=7
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b) x1 + 3.7(,'2 + ZX3 + 5x4 = 10
3x1 - sz - SX3 + 4X4 = _5

2x1+xZ_X3+5x4=5

2. Determinar todas las soluciones del siguiente sistema de

ecuaciones lineales no homogéneas:
2%y —2x, —3x3 =1
X1 — Xy + 2x3 = =2
4x, — 3xy +x3 = —3
Xy —5x3 =3
NOTA

Si Ran(A) # Ran[A4,B], entonces el sistema no tiene

soluciodn, tal como se evidencia en el teorema anterior.

3. Encuentre todas las soluciones del siguiente sistema de

ecuaciones:
7x1 + 3x; + 21x3 — 13x4 + x5 = —14
10x; + 3x, + 30x3 — 16x4 + x5 = —23

7x1 + 2x5 + 21x3 — 11x4 + x5 = —16

9x1 + 3%y + 27x3 — 15x,4 + x5 = =20
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4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:
a) ax+by+cz=a+b+c

bx+cy+az=a+b+c

b) ecx+by+az=a+b+c

bx+ay+cz=a+b+c
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CAPITULO 3.
VALORES Y VECTORES PROPIOS

Existen problemas fisicos, quimicos y matematicos3, en los cuales,
conocido un endomorfismo T: V — V, se requiere calcular todos los

escalares A, para los cuales, T(A) = 1A.

DEFINICION

Sea M una matriz cuadrada; si existe un escalar A que satisfaga la
ecuacion det(Al — 1) = 0, A se llama valor caracteristico de M, y a

la ecuacion formada, se llama ecuacion caracteristica de A.

Aunque no cambiaremos la notacién nominal, es bueno advertir

que las expresiones valor propio, valor caracteristicoy autovalor,

3 El problema de la determinacién algebraica de valores propios surgié en el Siglo XVIII a
partir del estudio de sistemas mecanicos discretos. Su aparicién, sin embargo, no resulta
sorprendente ya que el estudio de formas cuadraticas existia desde la segunda mitad del
Siglo XVII; Leibniz habia mostrado un gran interés en el estudio de sistemas de ecuaciones y
sistemas de formas cuadraticas y estos temas son los que eventualmente darfan lugar a una
teoria de matrices. Desde mediados del Siglo XVII], el surgimiento de esta teoria eraya claro,
especialmente en los trabajos de D’Alembert y Lagrange dedicados a la resoluciéon de
ecuaciones diferenciales ordinarias vinculadas al conocido problema de la cuerda vibrante.
Sin embargo, los métodos matematicos relacionados con estos problemas permanecieron
subordinados al aspecto mecanico de ‘estos durante algin tiempo. Fue hacia la segunda
mitad del Siglo XVIII, que tanto Lagrange como Laplace se vieron obligados -siempre
motivados por la teoria fisica profundizar en el estudio matematico de los valores propios
(Martinez, 2006:54).
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son sindnimos; como lo son, vector propio, vector caracteristicoy

autovector, término que definiremos mas adelante.

Antes de proseguir y para evitar suspicacias, vamos a recordar el

teorema que sigue.

TEOREMA

Si A es una matriz cuadrada de orden n X n, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
a) Aesinversible.
b) AX = 0 solo tiene la solucion trivial.
c) A essemejante por renglones con I,,.
d) Elsistema AX = B es consistente.
e) det(4) # 0.
f) Los vectores renglon de A son linealmente independientes.

g) Losvectores columna de A sonlinealmente independientes.

En efecto, si A es inversible, entonces debe ser la matriz asociada a
algin isomorfismo f:R"™ - R", y como f es semejante a una
Funcién Canoénica de Hermite, que por ser f isomorfismo, tal

funcién candnica es la idéntica, ocurre que, A ~ I.
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Pero esto quiere decir que, el sistema AX = 0, es semejante al sistema

IX = 0, que, como se ve con claridad, sélo tiene la solucion trivial.

Dado que, para este caso, det (A) # 0, y estamos hablando de
equivalencias, la siguiente afirmacidn, que tiene el caracter de

teorema, queda inmediatamente demostrada con el anterior.

TEOREMA

Sea 4 una matriz cuadrada, el sistema AX = 0 no tiene soluciones

triviales, si y solo si, det(4) = 0.

OBSERVACION

En ocasiones es 1til, y esto ocurre con toda legalidad, trabajar con
vectores propios y valores propios sobre el campo de los complejos

(vectores sobre espacios vectoriales complejos).

EJEMPLO

Calcular los valores caracteristicos de la matriz:

a=(1 )
SOLUCION

Por definicion, se debe solucionar la ecuacion:
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det(Al — A) = 0.
O sea,
det<,1 G -G ;)) —dec(*Z% TL)=0-22-1
= 0.
Asi que,
A-2)?%=1.

Por tanto,A —2 = +1,0seaque,A =2 + 1.

Por tanto, hemos conseguido dos valores caracteristicos: A =3y

A=1

EJEMPLO

Calcular los valores caracteristicos de la siguiente matriz:

2 10
A=11 2 3|
0 1 2
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SOLUCION

Nuevamente, por definicion debemos solucionar la ecuacién:

1 0 O 2 1 0 A=2 -1 0
det /1(0 1 0)—(1 2 3) =det< -1 A-2 =3 >
0 0 1 01 2 0 -1 A1-2

=A1-2)3-4(1-2)=
=A-2[(1-2)?-4]=Q1-2)(1—-2+2)1—-2-2) =0.
De donde,A =2, A =0, A =4, son soluciones de la ecuacion.

Asi, los valores caracteristicos, son: A =2y A =4 (y A =0, si nos

dignamos aceptando como tal).

Ademas, nos damos cuenta que, (I1 — A) es una matriz cuadrada;

asi, podemos formar el sistema (J1 — A)X =0
(vector 0, particularmente).

Pero hemos obligado a que, det(IA —A) =0 y asi, el sistema

(AI — A)X = 0 tiene soluciones no triviales.

Es decir, Si A es una matriz cuadrada y A es un escalar, entonces
det(Al — A) = 0, siy solo si, el sistema (A — A)X = 0 (vector cero)

tiene soluciones no triviales.

Vemos cémo el sistema (A — A)X = 0, puede transformarse, como

sigue:
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AX —AX = 0.
O mejor,
X1—-AX =0.
Esto es,
AX = AX.

Y asi, es valido el teorema que sigue.

TEOREMA

Si A es una matriz cuadrada, las siguientes afirmaciones son

equivalentes (A de orden n X n):
a) Aesunvalor caracteristico de A.

b) Elsistema de ecuaciones (A1 — A)X = 0 tiene soluciones no

triviales.
c) Existeunvector X € R", diferente de cero, tal que AX = AX.

Si A es valor caracteristico de A, el espacio soluciéon del sistema
(Al —A)X =0 se denomina espacio caracteristico de A,
correspondiente a A, ya que, como se ve, es el Kernel de la
transformacion, cuya matriz asociada es AI — 4; por eso, es espacio
vectorial. Por su parte, los vectores no nulos que la satisfacen, se

llaman vectores caracteristicos de A, correspondientes a A.



Elementos de dlgebra lineal Vol.2

EJEMPLO

Anteriormente tomamos la matriz,

2 1 0
A=<1 2 3)
0 1 2

sobre la cual se encontroé los valores caracteristicos A =2, 1 =0,

A =4, dado que,

1 0 0 2 10 A-2 -1 0
det| A0 1 0)]—(1 2 3 =det| -1 A1A-2 -3
0 0 1 0 1 2 0 -1 A-2

=(1-2P°-(A-2)-31-2)=1-2[1-2)*-4]
=1-2A-2+2)A-2-2)
= (1 - 2)A(2 - 4)0.

Luego,A =2, 1 =0, 1 =4.

Si A = 2,1a matriz AI — A, es la siguiente:

A=-2 -1 0
AMl—A=( -1 1-2 -3 |.
0 -1 1-2

Se convierte en la siguiente matriz:

0 -1 0
(—1 0 —3).
0 -1 0
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Y, por tanto, el sistema (Al — A)X = 0, es:

0O -1 0 X1 0
5366
0O -1 0 X3 0
—X3 0
(—xl — 3x3> = (0)
—X3 0

De este modo, x, =0 y x; +3x3 =0; el cual es un sistema

Asi que,

diofantico, cuya solucion es,

x1=—3t
x2=0
x3=t.

O también, como vimos antes,

X, = —3x3
x2 = 0
X3 = X3.

Por tanto, el conjunto solucién tiene vectores de la forma:
(%1, x2,%3) = x3(—3,0,1)

Que, como se vio anteriormente, es la base del Kernel, cuya

transformacion lineal tiene como matriz asociada a (AI — A).
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Y como se dijo, los vectores que satisfacen la ecuacién AX = 2X, son

de la forma X = t(-3,0,1).

Asi, por ejemplo, tal como mencionamos:

2 1 0\ /% 2 1 0\ /-3¢t —6t -3t
1 2 3f|*)=11 2 3 0 J={ 0 |=2] 0 |
0 1 2/ \x3 0 1 2 t 2t t

De este modo, el espacio caracteristico de A correspondiente a

A=2,es<(-3,0,1) >.

Si A = 4,1a matriz Al — A4, es la siguiente:

A=2 -1 0
AI—A=(—1 A—=2 =3 )

0 -1 1-2

4 -1 0
<—1 4 —3).
0 -1 4

Y el sistema (A — A)X = 0 correspondiente, es:

4 -1 0\ /%1 0
<—1 4 —3) <x2> = (0)
0 -1 4/ \X3 0

Se convierte en,

Dado que,
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la solucién del sistema, es (0,0,0); o sea que, el vector caracteristico
de A, correspondiente a 4, es (0,0,0); y el espacio caracteristico de

A, correspondiente a 1 = 4, es el espacio trivial < (0,0,0) >.

Si A = 0,la matriz Al — A queda como,

-2 -1 0
-1 -2 =3
0 -1 -2

Y el sistema (Al — A)X = Oes,

-2 -1 0 X1 0
(-1 =2 =3)(=)-(o}
0 -1 -—-2/\x3 0
-2 -1 0 1
(—1 -2 —3>~<0

0 -1 -2 0

El sistema se convierte en,

Y como,

or o

I
SESIAN
\./

x1—x3=0
X, +2x3=0
O sea que,
X1 = X3
Xy, = —2X3

X3=X3
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Asfi que, los vectores solucién, son de la forma,

(x1,%2,%3) = x3(1,—2,1).
Es decir, que el espacio caracteristico de A4, correspondiente a
A=0,es<(1,-2,1) >.

Y los vectores de este espacio, satisfacen la ecuacién AX = 0X.

(498456

Vemos que si X es un vector caracteristico de 4, correspondiente a

En efecto,

A, se satisface la ecuacién AX = AX, o sea que, la multiplicacién por
A mapea a un vector propio X en un miultiplo del mismo,

dependiendo esta imagen del valor propio A.
De modo que,
a) SiA > 1,lamultiplicacion por A dilata a un vector propio X.

b) Si 0 < A <1, la multiplicacién por A contrae a un vector

propio X.

c) SiA =1, la multiplicaciéon por A deja intacto a todo vector

propio X.

d) SiA = 0,lamultiplicacion por A deforma en un punto a todo

vector propio X.
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e) Si A< 1, la multiplicacion por A4 invierte la direccion del
vector propio X, dilatandolo si |A] > 1 o contrayéndolo si

1] < 1.

Indudablemente, lo que hemos hecho en las matrices, puede
copiarse fielmente en las transformaciones de un espacio vectorial
sobre si mismo (endomorfismo); y todo debido a que, una matriz
cuadrada siempre estd asociada a un endomorfismo, o sea, a una
transformacion lineal respecto de determinada(s) base(s) de

referencia.

Asi, podemos realizar, sin complicacidn, la definicion que sigue.

DEFINICION

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea f:V = V un
endomorfismo; entonces, el escalar A € K es un valor propio de f,

siy solo si, existe un vector no nulo X € V, tal que f(X) = AX.
X se llama vector propio de f, correspondiente al valor propio A.

Para hacer la transferencia a matrices del problema, es preferible

tomar como base de referencia, la base canodnica.



Elementos de dlgebra lineal Vol.2

EJEMPLO

Calcular los valores propios y vectores propios de Ila

transformacion lineal que sigue:
f:R? > R? tal que, f (x,y) = (2x, 2x — 2y).

Aqui, se ve lo siguiente,
Fn=05 2)=a
Luego,
detar - =[""2 Y |=a-20+2).

Igualando a cero, se consigue que, los valores propios, son
A=2yl=-2
SiA = 2, el sistema (Al — A)X = 0, se transforma en,
x
(5, D6)=G)

Asique, x — 2y = 0, por tanto,

x =2y

y=y.

Como una solucién particular es (0,0), las otras son de la forma

(x,y) =y(21.



Elementos de dlgebra lineal Vol.2

De este modo, (2,1) es vector caracteristico de A, correspondiente
(asociado) a A = 2. Asi que, < (2,1) > es el espacio caracteristico

de f, correspondientea A = 2.
SiA = =2, el sistema (I — A)X = 0, se transforma en,
—4 0\ (X\ _ (0
(_2 o) (y) - (0)

O sea,

Y como (0,0) es solucion particular, ocurre que, todas las demas son

de la forma
xy) =y(0,1).
De modo que, < (0,1) > es el espacio caracteristico de f,

correspondiente al = —2.

Obviamente, se ve que, f(0,t) = (0,—2t) = —2(0,t), tal como se

establece en la definicién.

El efecto causado por la transformacién sobre los vectores propios
que arman una base de del espacio dominio se percebe en la Figura

2.
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¥

7(1,0)=-2(1.0) (1.0)

Figura 2. Efecto de una transformacion lineal sobre vectores propios
Fuente: elaboracién propia

Veamos algunos ejemplos que tienen suficiente importancia.

EJEMPLO 1.

Sea V sobre R, el espacio de las funciones infinitamente

diferenciables f: R = R,y sea D:V — V el operador diferencial.

Dado que, D(e’lx) = Ae** para todo 1 € R, ocurre que, todo 1 €

Res valor propio; y para cada A4, e** es vector propio de D,

correspondiente a A.

EJEMPLO 2

Sea I: V — V la transformacién identidad de un espacio vectorial,

sobre un cuerpo K.
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Como I(X) = X = 1X, es obvio que, A = 1 es valor propio de I, y

todo X # 0 es vector propio de |, correspondientea 4 = 1.

En este caso, V es el espacio caracteristico de I, correspondiente a

A=1

EJEMPLO 3

Sea f:R? - R2(R? definido sobre R) la transformacién lineal

ROTACION.

Como se sabe, la matriz asociada a la transformacioén rotacion, es,

4= (Sene cost )

Deseamos calcular los valores propios y vectores propios de la

transformacion.

Para calcular los valores propios, calculamos:
_ A 0)_(Cos® —Senb
det(Al = 4) = det< (0 /1) (SenG Cos0 )>

_ (/1 — Cos0 Senf
—Senf A1 — Cos0

= 12 — 21Co0s6 + Cos?0 + Sen?8
= 12 — 21Cos0 + 1.

) = (A= Cos6)? + Sen?d

Igualando a cero, resulta,

A2 —21Cos6 +1 = 0.
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De donde,

1 2C0s0 + V4Cos?0 — 4

5 = Cosf ++/Cos?0 — 1.

Como exigimos que A € R, entonces debe ocurrir que, Cos?0 =1,

es decir, Cos?6 = +1;yasi,§ = m,0 = 0; o mejor, 0 = km, k € Z.

De este modo, 4 = +1, dependiendo del valor de 6.

Sig =1, 1 =1y Asetransforma en ((1) (1))

Sig =mn, A =—1y Asetransforma en (_01 _01)

Si A =1, el sistema (A — A)X = 0 se transforma en (g g) y el

sistema tiene como solucién a todo vector X € R?.

Asfi que, el espacio caracteristico de f (rotacion) si A = 1, es todo

RZ; lo mismo ocurre cuando 1 = —1.

EJEMPLO 4

Si A € K™™ es una matriz diagonal, cualquier vector canénico
E; de K™ (de la base candnica) es vector propio de 4, y el elemento

d;; es el valor propio respectivo.
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De modo que,

di; 0 0 0 0 0
0 dyp 0 0 0 0

AEi=1 0 o0 “6.133 8 1 =d; 1 = d;;E;.
000 dun) 0 0

Asi que, todos los elementos de la diagonal, son valores propios; y

los vectores propios, los vectores candnicos, respectivamente.

EJEMPLO 5

Encuentre los valores caracteristicos y bases para los espacios

caracteristicos del siguiente operador lineal:

f:P;[x] = P,[x],tal que f(a + bx + cx?) = (2a — b) + (—a + 3b)x + (b + c)x2.

SOLUCION
Tomemos la base canénica para P,[x] el conjunto: B = {1, x, x2}.

Dado que,

2
fFD=2-x=21)+(-Dx = (—1)
0

—1
fFl) ==1+43x=(-1)(1) +3&) = ( 3 )
0
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0
f(x?) =x?= (0)
1

La matriz asociada al operador lineal, es,

2 -1 0
A=|-1 3 0]
0 0 1

Inicialmente, calculemos los valores caracteristicos:

A 0 0 2 1 0
det(Al — A) = det <0 A 0) + (—1 -3 0 ) =
0 0 A 0 0 -1

=1-2Q-3@-D-@A-1
=A-D(A-2(1-3)-1).

A=-2 1 0
1 A-3 0
0 0 A-1

Igualando a cero, se consigue que 4 = 1 (que es un valor propio); y

. 5+V5
los otros valores propios son A = -

SiA = 1, se obtiene el sistema,

-1 1 0\/% 0
(1 = o)(=)-(o)
0 0 0/1\as 0

De donde conseguimos el siguiente sistema:

a1=0
a2=0
0(3=a3
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Luego, todo vector solucién tiene la forma (a, b, c) = ¢(0,0,1), que

corresponde a los vectores de la forma cx

Efectivamente, f(cx?) = 1 - cx?.

EJERCICIOS

1. Determinar la ecuacién caracteristica de las matrices que

siguen, calcular los valores caracteristicos y vectores

caracteristicos; y determinar bases para los espacios

caracteristicos correspondientes.

D (2
b (F
o (5
D (g
9 (3
n (3
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2. Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior, con las

siguientes matrices:

4 0 -1
a)<11 o)
30 1
5 1 2
b)(zzo)
0 -7 1
11 1
c)(OOl)
110
12 3
d)(456)
7 8 9

3. Sea f:P,[x] - P,[x], definida como f(a+ bx + cx?) =
(a—b)+(a+b+c)x?+ (—a+b—c)x?

Determinar los valores caracteristicos de f y las bases para

los espacios caracteristicos de f.

4. Seaf:M,y, = My, tal que,

a b\\_ 2b a—c
f <(c d)> - (c —2a d+ a)'
Determinar los valores caracteristicos de f y las bases para

los respectivos espacios caracteristicos de f.

5. Si A es una matriz cuadrada, entonces p(1) = det (Al — A)

se llama polinomio caracteristico de A. Demostrar que, el
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término independiente del polinomio caracteristico es
(—1)™det (A) (sugerencia: el término constante es el valor

del polinomio caracteristico, cuando 4 = 0).

6. Demostrar que, A=0 es valor -caracteristico de

A, siy solo si, A no es inversible.

7. Demostrar que el polinomio caracteristico de una matriz
cuadrada de orden 2, es A% — tr(4A)A + det(A), donde tr

corresponde a la traza de A.

8. Si f:R3->R3 tal que f(x,y,2)=(x+y,x—y,y—2);
determinar los valores y vectores caracteristicos; ademas,

determinar el espacio caracteristico.

9. Si  f:R¥®->R3talquef(x,y,2) =(x+y+2z2x—vy,y+32),

hacer lo mismo que en el ejercicio 8.

TEOREMA

Los vectores propios asociados a valores propios distintos, son

linealmente independientes (valores propios no nulos).
DEMOSTRACION

Sea f:V =V una transformacion lineal y sean X;,X,,..,X,
vectores propios asociados respectivamente A4, 4,, ..., 4,,, para los

cuales, se cumple que, sii # j, entonces 4; # A;.
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Debemos probar que, el conjunto {X;,X,,...,X,} es linealmente

independiente en V.
Para el efecto, aplicamos la induccién matematica.

Si n =1, el conjunto {X;} es linealmente independiente, ya que

X, # 0,.

Ahora, supongamos que, el conjunto {X;, X5, ..., X} es linealmente
independiente, y mostremos que, {X, X, ..., X, Xp+1} es también

linealmente independiente.

De este modo,

M=

al-Xl- = O,
i=1

es equivalente a decir que, a; = 0, V;€ J,.

Ahora, consideremos que,

p+1
z CliXi =0. (1)
i=1
Multiplicando (1) por 4,.4, se obtiene,
p+1
D @y Xi=0. (@A)
i=1
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Y aplicando f a (1), dado que cada X; es respectivamente vector

propio asociado a cada A;, resulta,

p+1 p+1
f z aX; | = z a;A; X; = 0. (B)
i=1 i=1

Restando las expresiones de (4) y (B), se obtiene,

p+1 p
D @i = 20X = 0= Y aiyss = 1)K,
i=1 i=1

Esto, dado que, cuando i =p + 1,4; = 4,44.

Pero 4,,, # 4;, V€ ], entonces,

p

> aiGpss = 20X, = 0,

i=0
siempre que a; = 0, V;€ J,, dado que {X1, X, ..., X, } es linealmente
independiente.
Asi que, (1) se reduce a a,1Xp41 = 0.
Como X, ., # 0,, entonces a,,; = 0.
De este modo, a; =0,V;€],; por tanto, {Xi,X;,..,Xp} es

linealmente independiente; o mejor, por induccion, {X;, X5, ..., X;;}

es linealmente independiente en V.
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TEOREMA

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K,y

seal € K.
Aesvalor propio de f, siy solo si, Al — f es singular (no inversible).

I denota la trasnformacion identidad.

DEMOSTRACION

=)
Supongamos que A es valor propio de f.
Entonces, existe X € V, tal que X # 0,, de modo que, f(X) = 1X.0

sea que, f(X) = AI(X), y, por tanto, f(X) — AI(X) = O,,; 0 sea que,
(AU - )X = 0,;y como X # O, ocurre que, X € Ker(Al — f).

Esto indica, sencillamente, que, Ker(Al — f) # {0,} y por eso, la
transformacion lineal (Al — f):V -V, es no inyectiva, y, en

consecuencia, no inversible.

(=)

Reciprocamente, si (A — f):V =V, es no inversible, entonces
Ker(Al — f) # {0,}; esto es, existe un vector X € V,X € {0,}, tal
que, (Al — f)X = 0,; y asi, AI(X) = f(X); o sea que, f(X) = 1X, lo
que sefiala que A es un valor propio de f.

Este teorema sefiala, por qué es que se iguala a cero el polinomio

caracteristico de una matriz.
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El lector debe recordar que, el polinomio caracteristico de una matriz

cuadrada A es el polinomio p(A)m tal que, p(1) = det (Al — A).

TEOREMA
Sif:V — V es una transformacién lineal y si existe una base

B ={,V,,..,V,} formada por los vectores propios de f,
correspondientes a los valores propios 44,45, ...,4,, entonces, la

matriz de f respecto de esta base es la siguiente matriz diagonal:

A, 0 0 0
0 4 0 .. 0
Ff)=1o o 25 8
0 0 0 An

DEMOSTRACION

Por las condiciones del teorema, resulta,
f(Vl) = A1V1 = A1V1 + 0V, + .-+ 0V,
f(V) = A,V =0V + A,V + -+ 01,

f(Vn) = An‘/n = 0V1 + OVZ + -+ An‘[n.

Por tanto,
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R
0 4 0 .. 0
FF)=10 o 2 8 .
\0 00 An/

Si se cumplen las condiciones del teorema, se dice que la

transformacion lineal f es diagonalizable.

De este modo, si dim(V) =ny f:V — V es un endomorfismo, que

admite n valores propios distintos, f es diagonalizable.

Como se sobreentiende, hasta este punto, es indispensable
presentar una ligera teoria sobre diagonalizacion, pero antes,

veamos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO

Determinar los vectores y valores propios de la siguiente matriz:
_(1 O
a=(_5 5)
Dado que,
1 0 1 0\ _|14-1 0
(2 - D)=P3t 2%
igualando a cero el polinomio caracteristico, resulta que (1 —

1)(A — 2) = 0; de lo cual, se sigue que los valores propios son 1 =

1yd=2.
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Si A = 1, se consigue el sistema (I1 — A)X = 0, tal que,

((3) _01) (jcci) - (8)'

De donde, obtiene el sistema,

3x1 = x5.
Asi que,

X, = X4

Xy = 3x4.

Por tanto, los vectores propios pertenecen al espacio < (1,3) >,

cuando son asociadas al valor propio A.
SiA = 2, el sistema (I1 — A)X = 0, es como sigue,
1 0\/*1\ _ (0
(3 o) (xz) N (o)'
De este modo,
x1 = 0, xZ = xZ.

Por tanto, los vectores propios correspondientes al valor propio

A = 2, pertenecen al espacio < (0,1) >.

De este modo, el conjunto {(1,3), (0,1)} forma una base de R?.

SeaP = (; (1)),seve que, P71 = (_13 (1)),yque,P_1AP = (é (2))

(queda diagonalizada).

Recordemos que, f~g si existen isomorfismos p y q, tales que
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g =qo° fop,siendo f y g elementos de Hom (V,W).

Si dim(V) =nydim(W) =m, tomando By B’ como bases de

referencia de V y W, respectivamente, se ve que F(f) = Mg pr.

Si cambiamos las bases por A y A’, respectivamente, para Vy W,

conseguimos la matriz asociada a f, F'(f) = My 4.

Dado que, My, ~ Mpp, conseguimos las matrices inversible

Mg 4+ y My g tal que,
Myar = Mpr g - Mpgr - My p.

Asi que, en el caso particular de un endomorfismo f:V -V, y
tomando una base de B de V, se consigue F(f) = Mg p; al cambiar

de base B por A de V, es obvio que,

My = Mpr - Mppr - Myp,
donde, (MA_B)_l = Mg 4.
Asi, sabiendo que, M, 4 ~ Mg g ,se sigue que,

MA,A = (1‘/1,4,3)_1 : MB,B : MA,B-

Por tanto, se puede afirmar que, si A y B son matrices cuadradas y

si A ~ B, existe una matriz P inversible, tal que B = P~ 1AP.
TEOREMA

Dos matrices cuadradas semejantes tienen el mismo polinomio

caracteristicos y, por consiguiente, los mismos valores propios.
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De este modo, el polinomio caracteristico de una transformacion
lineal es tinico; asi, que, no importa qué base de referencia se tenga,

el polinomio caracteristico es unico.
DEMOSTRACION
Supongamos que, A € K™", B € K™™", tales que A ~ B.
Debemos probar que,
det(AI — A) = det(Al — B).

Como A ~ B, existe una matriz P € K™™ no singular, tal que B =

PT1AP.

De modo que,
det(Al — B) = det(A(P~1IP) — P~1AP) = det(P~1(Al — A)P)
det(P~1) det(Al — A) det(P) = det(P~1) det(P) det(Al — A) =

det(P~1P) det(Al — A) = det(I) det(Al — A) = 1 X det(Al — A) = det(Al — A).

Asi que,

det(Al — B) = det(Al — A).

Se debe recordar que, det(AB) = det(4) det (B).
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De este modo, el polinomio caracteristico de una transformacion

lineal, es tnico.

El reciproco del teorema no es cierto, esto es, dos matrices pueden

tener los mismos valores propios y no ser semejantes.
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CAPITULO 4.
DIAGONALIZACION DE MATRICES

DEFINICION

Una matriz4 A € K™*™ es diagnonizable, si y solo si, es semejante a

una matriz diagonal.

Esto significa que, A es diagonalizable, si y solo si, existe P € K™*"

no singular, tal que, D = P~1AP, donde D es una matriz diagonal.

TEOREMA

Sea A € K™™; si A es diagonalizable, entonces su forma diagonal es

D = (4;,8;5), donde A; es vector propio de 4, i € J,.
DEMOSTRACION

Sea A~D, donde D es una matriz diagonal (esto se puede suponer

porque A es diagonalizable).

4 Las contribuciones hechas por Augustin Louis Cauchy sobre la teoria de matrices, abarca
un periodo de mas de 15 afios y destacan entre sus textos, la Memoria sobre las funciones
que solo pueden obtener dos valores iguales y de signos contrarios por medio de
transposiciones, que es una memoria sobre la teoria de determinantes publicada en 1815,
en la cual, se establecen los fundamentos conceptuales de dicha teoria y, sobre la cual, se ha
dicho que fue completa y avanzada, que poco fue lo que la teoria de determinantes tuvo que
evolucionar durante el resto del Siglo XIX. También habria que sefialar que, en las Lecciones
sobre las aplicaciones del calculo infinitesimal a la geometria, publicadas en 1826, el
problema de la determinacién de valores propios y la ecuacién caracteristica asociada,
juegan un papel central (Martinez, 2006:61).
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Supongamos que,

A4 0 O 0
0 4, 0 0
D=0 0 0
0 00 An
Por teorema anterior,
A_/ll O 0
det(Al — A) = det(i —D) = det| 0 A% 0
0 0 A=A,

=@ =)A= 22) (A= 2y).

Luego, los valores propios de A, son 44,4,,...,4, y el polinomio

caracteristicode Aesp(1)) = (1 —21)(A — 13) ... A — ).

TEOREMA
Sea A € K™*™,

A es diagonalizable, si y solo si, A admite n vectores liberalmente
independientes, que son vectores propios de A (o de la

transformacion correspondiente a A).
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DEMOSTRACION
=)
Supongamos que A es diagonalizable.

Entonces, existe una matriz inversible P € K™*", tal que, D =
P~ AP, donde D = (44, 6;5) y cada 4;, como se vio antes, es valor

propio de 4;i € J,.

Suponiendo que, P = (p;;), del hecho que, D = P~1AP, sesigue que,
PD = AP; donde PD se consigue asi:

P11 Piz - DPin A0
pp = | P21 P2z - Pan 0 1, .. 0
Pn1  Pn2 =+ Pnn 0 0 An

P11 A2P12 o AnPin
_| MP21 A2P2z - AnDzn = AP.

MPuy AaPrz - AnPun
De este modo, sean,
P11 P12 Pin
pp=(P); p=(P22 ;.. B =P
Pn1 Pn2 Pnn

Se observa que, AP; = APy, AP, = A,P,,+++, AP, = A,,P,.

Asi que, Py, P,, -+, B, son vectores propios correspondientes a los

valores propios A44,4,,..,4, de A; por teorema mostrado

Vol.2
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anteriormente, el conjunto {P;,P,,..,P,} es linealmente

independiente.
(=)
Ahora supongamos que, A tienen n vectores caracteristicos,

linealmente independientes, Py, P,, ..., B,, correspondientes a los

valores caracteristicos 44, 45, ..., 4,, de A.

Supongamos que,

P11 P12 P1in
pp=(P21); pp=(P22 ). B =P
Pn1 Pn2 Pnn

Sea, por tanto,

P11 P12 - Pin
p= P21 P22 -« P2n ’
Pni Pnz - Pnn

que por estar formadas por n vectores linealmente independientes,

es inversible.
PerO, AP]_ = Alpl'APZ = AZPZ' "',APn = ATLPTL'
Por tanto,

Mb11 b1z o AaPin
AP = P21 Aab2z2 - Auban

MPn1 A2Pnz -+ AnPan
P11 P12 - Pin A0 0
P21 P22 - DPzn 0 2 0 |=pp.
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De modo que, AP = PD; de donde, D = P~1AP (P es inversible) y

como D es diagonalizable, queda probado el teorema.

Como nos podemos dar cuenta, el mismo teorema nos ofrece el

algoritmo para diagonalizar una matriz, para lo cual, se debe

proceder, como sigue:

D

2)

3)

4)

Calcular los valores propios 44,4,,...,4, y los respectivos

valores propios Py, P, ..., B,

Formar la matriz P = (P, P,, ..., B,), siendo cada P;,i € J,,

vectores columna de P.

Calcular P~1 y hallar P~1AP; este producto es igual a:

A 0
D — O Az e 0
0 O An

Si A no admite n vectores propios linealmente independientes,

el teorema asegura que 4 no es diagonalizable.



Elementos de dlgebra lineal Vol.2

EJEMPLO

Diagonalizar la siguiente matriz:
1 0 0
A= (—1 2 1>.
-1 0 3

1) Calculamos los vectores propios de 4, como sigue:

SOLUCION

A-1 0 0
det(AI—A)=det< 1 A-2 -1 )
1 0 A-3

=A-1D@A-2)(1-3).

2) Al igualar a cero, se ve que los valores propios son 41 = 1,1 =

2,A=23.

Esto significa que A~D, siendo,

1 0 0
D={0 2 0)
0 0 3

Continuando con el algoritmo, debemos calcular los vectores

propios.

SiA =1, elsistema (Al — A)X = 0, se convierte en,

0 0 0N/ 0
1 0 =2/ \X3 0



Elementos de dlgebra lineal Vol.2

Y como,
0 O 0 0 0 O
1 -1 -1)~l1 0 -2
1 0 =2 01 -1

Se obtiene el sistema,

X, —x3=0
O sea que,
X1 = 2%3
X3 = X3
Xy =X,

Luego, el espacio caracteristico de A, correspondiente a A = 1,

es< (2,1,1) >.

Si A = 2, conseguimos el sistema (Al — A)X = 0, asi,

1 0 0\ /% 0
1 0 —-1])(X2)={0]
1 0 -1/ \X3 0

Y como,
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el sistema se convierte en,

x1=0
X3=0
Xy = Xjp.

Y asi, el espacio caracteristico de A4, correspondientea 1 = 2, es

< (0,0,1) >.

Si A = 3, conseguimos el sistema (I — A)X = 0, asi,

2 0 0\/* 0
(11 -1)(=)-(o)
1 0 0/ \X3 0
2 0 0 1 0 O
(1 1 —1>~<0 1 —1>,
1 0 O 0 0 O

el sistema se convierte en,

Y dado que,

X3 = X3.

Por tanto, el espacio caracteristico de A4, correspondiente a 4 =

2,es<(0,1,1) >.
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De este modo, formamos la siguiente matriz P:

2 00
P={1 0 1]
1 1 1
Un teorema anterior, verifica que, {(2,1,1),(0,0,1)(0,1,1)} es

linealmente independiente en R3.

Se ve claramente que,

Y asi,
1 0 0\/1 0 0\/2 0 0 1 0 0\/2 00
PlAP=E<O -2 2)(—1 2 1)(1 0 1>=5<o —4 4)(1 0 1>=
-1 2 o/\-1 0 3/\1 11 3 4 2/\1 11
260
2\0 0 6
EJEMPLO

Diagonalizar la matriz,

SOLUCION
Vemos que,

det(Al — A) = det |’1_‘13 . 0 J=0-9a-».
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Asi que, los valores propios son A=3yA=4; y los
correspondientes vectores propios son (—1,1) y (0,1); por tanto, la

matriz P, es:
De donde,

Y se ve, como esperabamos, que,
G D6 DG V-G DG D=6 2
Se debe anotar que, los valores propios de una matriz, no son

necesariamente distintos para que sea diagonalizable, pero si es

suficiente que lo sean para que tal matriz sea diagonalizable.
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CAPITULO 5.
POLINOMIO CARACTERISTICO DE UNA MATRIZ

Un polinomio P de K[x] (K(x) anillo de polinomios5 sobre un

cuerpo K) es tal que,

5 La exploracion de polinomios caracteristicos ha sido una piedra angular en el avance del
algebra lineal, ofreciendo conocimientos profundos sobre el comportamiento de las matrices
y sus valores propios. Mientras nos encontramos al borde de nuevas eras matematicas, el
papel de los polinomios caracteristicos promete expandirse y evolucionar. La interaccién
entre estos polinomios y vectores propios se ha establecido desde hace mucho tiempo como
un aspecto fundamental para comprender las transformaciones matriciales, pero el futuro
tiene potencial para aplicaciones y desarrollos tedricos ain mayores.

Desde la perspectiva de las matematicas computacionales, la eficiencia de los algoritmos que
calculan valores propios es primordial. A medida que avanza la tecnologia, crece la demanda
de célculos mas rapidos y precisos, lo que lleva a un refinamiento continuo de los métodos
numeéricos.

1. Avances algoritmicos: la busqueda de la optimizacion ha llevado a algoritmos que pueden
manejar matrices mas grandes con mayor velocidad, lo que reduce los costos
computacionales. Por ejemplo, el algoritmo QR, que se basa en la descomposicién de una
matriz en un producto de una matriz ortogonal y triangular superior, ha experimentado
mejoras que lo hacen mds robusto contra la inestabilidad numérica.

2. Conocimientos tedricos: en el frente tedrico, los polinomios caracteristicos sirven como
puente hacia una comprensién mas profunda. El Teorema Fundamental del Algebra nos
asegura que todo polinomio de grado n distinto de cero, de una sola variable y con
coeficientes complejos tiene, contado con multiplicidad, exactamente n raices complejas.
Este teorema sustenta la existencia de valores propios para matrices y, como tal, cualquier
nuevo conocimiento sobre las raices polinémicas podria tener profundas implicaciones para
los polinomios caracteristicos.

3. Aplicaciones interdisciplinarias: mas alld de las matematicas puras, la aplicaciéon de
polinomios caracteristicos en campos como la fisica, la ingenieria e incluso la economia
continua creciendo. En mecanica cuantica, por ejemplo, el polinomio caracteristico de la
matriz hamiltoniana es crucial para encontrar los niveles de energia de un sistema. Un
ejemplo de esto es el uso de polinomios caracteristicos para resolver la ecuaciéon de
Schrédinger para sistemas simples, lo que lleva a niveles de energia cuantificados.

4. Impacto educativo: el enfoque pedagdgico para ensefiar polinomios caracteristicos
también estd evolucionando. Se estan desarrollando herramientas y visualizaciones
interactivas para ayudar en la comprensién conceptual de como estos polinomios mapean la
compleja estructura de vectores propios y valores propios. Esto no sdélo mejora el
aprendizaje, sino que también inspira a nuevas generaciones de matematicos a explorar este
campo (FasterCapital. 2024).
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n

P(x) = 2 a;x*,donde a; € K, y, generalmente a,, # 0.
i=0

De este modo, si A € K™, podemos definir,

n
P(A) = Z a; A, con a; € K y definiendo A° = I,,.

i=0
En este caso, P(A4) es una matriz llamada especializacion de x por

A.

Por ejemplo, al tomar R[x] y, particularmente, p(x) = 2x? + x + 1,

2

-1 ,
0 3 ), se tendria que,

y tomando A = (

—_ 2 p— p— p— —
=2 46 D06 96 W6 -6 )

Dado que, el espacio de las matrices cuadradas forma un espacio

vectorial sobre el cuerpo de definicion, es facilmente visible que, el
algebra de polinomios se traslada perfectamente al de las matrices

especializadas de x por A.

Por ejemplo, anotemos algunos de estas similitudes:
P+ x) =p) +q(x) (» +9)(4) = p(4) +q(4)

(pg)(x) = p(x)q(x) (pq)(A) = p(A)q(A)
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Observe que, si p(x) = (x — ay)(x — a;) - (x — a,,), entonces, por
definicion,
p(A) = (A—a1D)(A—axl) - (A — a,D).

Este dltimo resultado, es de gran utilidad y lo emplearemos mas

adelante.

TEOREMA

SiA € K™ existe un polinomio P € k[x], tal que P(4A) = 0 (matriz

cero).
DEMOSTRACION
Sea A # 0 (aqui no habria nada que probar).

La dimensién del espacio V = K™™", es n? y de este modo, el
conjunto de matrices {I,4,4%--,A™} con m>n? no es
linealmente independiente; asi, que, existen escalares

Ay Am—1, ", Ay, a4, Ag, NO todos nulos, tales que,
A A™ + a1 A™ L+ -+ ay A% + a1 AT + agl = 0 (matriz cero)

que corresponde a la especializacidon de x por A del del polinomio

en K[x]:

A X™ + A1 x™ T+ -+ ayx? + agxt + ay = p(x).
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TEOREMA DE HAMILTON¢ CAYLEY

¢ Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) nacié en Dublin, es considerado el matematico
irlandés mas destacado de la historia. Tras la temprana muerte de sus padres, fue criado por
su tio, un lingiiista, quien se encarg6 de su educacién. Desde los cinco afios, Hamilton ya
podia leer en inglés, hebreo, latin y griego. A los 13 afios, dominaba numerosos idiomas
adicionales, incluidos el sanscrito, chino, persa, arabe, malayo, hindi y bengali, entre otros.
Ademés de su talento lingtiistico, Hamilton tenia una gran pasion por la poesia y mantenia
amistad con los reconocidos poetas ingleses Samuel Taylor Coleridge y William Wordsworth.
Sin embargo, su calidad como poeta no era destacada, por lo que su inclinaciéon hacia otros
campos, especialmente las matematicas, fue afortunada. Aunque mostrd interés por esta
disciplina desde niflo, su fascinacién aument6 significativamente a los 15 afios tras un
encuentro con Zerah Colburn, un prodigio del calculo. Poco después, comenzé a estudiar
textos matematicos avanzados y, a los 18 afios, descubrié un error en la Mécanique céleste de
Simon Laplace, lo que lo llevd a escribir un articulo sobresaliente sobre el tema. En 1824,
ingresé al Trinity College de Dublin, donde tuvo una trayectoria académica excepcional. Con
solo 21 afios, ain siendo estudiante de licenciatura, impresioné tanto a sus profesores que
fue nombrado Astrénomo Real de Irlanda y profesor de Astronomia en la universidad. Poco
después, publicé un trabajo fundamental en éptica en el que, basandose Unicamente en
calculos matematicos, predijo la refracciéon cénica en ciertos cristales, una teoria que
posteriormente fue confirmada experimentalmente. Este logro contribuy6 a que en 1835
fuera nombrado caballero. Hamilton incursiond en el dlgebra con un articulo publicado en
1833, donde introdujo un método algebraico para operar con pares de nimeros reales,
estableciendo las bases de la suma, resta, multiplicacién y divisiéon de nimeros complejos.
Sin embargo, no logré extender este concepto a conjuntos de tres o mas nimeros. Durante
una década, trabajé en este problema hasta que, en 1843, tuvo una revelacién mientras
caminaba por el Puente de Brougham en Dublin. La clave fue abandonar la propiedad
conmutativa de la multiplicacién, lo que llevé al descubrimiento de los cuaterniones,
precursores de los vectores modernos. En la actualidad, una placa en el puente conmemora
este momento. A lo largo de su vida, Hamilton dedicé gran parte de su tiempo al desarrollo
del algebra de cuaterniones, convencido de su relevancia para la fisica matematica. En 1853,
publicé su obra mas importante sobre el tema, Treatise on Quaternions, y mas adelante
comenz6 a trabajar en Elements of Quaternions, que quedd inconclusa a su muerte en 1865,
pero fue publicada pdstumamente por su hijo en 1866. El legado de Hamilton se extiende a
multiples areas de las matematicas y la fisica. En fisica matematica, su nombre esta asociado
con la funcion hamiltoniana, que a menudo representa la energia total de un sistema, y con
las ecuaciones de Hamilton-Jacobi en dindmica. En algebra, el teorema de Hamilton-Cayley
establece que toda matriz satisface su propia ecuacién caracteristica. En sus ultimos afios
recibi6é un reconocimiento significativo al ser elegido como el primer miembro extranjero de
la recién formada American National Academy of Sciences (Grossman y Flérez, 2012).
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Si A € K™™ysip(A) es su polinomio caracteristico, entonces A es

raiz de su polinomio caracteristico; esto es, p(A) = 0 (matriz cero).

DEMOSTRACION
Sea A € K™™, asi que, su polinomio caracteristico es,
det(Al —A) =det(A—AD) =LA —-2)A—=21) (A —2,),

donde A4, 4,, ..., 1, son valores caracteristicos de A (de acuerdo a

teorema anterior).
Asi que,
p() =A=21)A=23) (A= 2p).
De modo que,
p(A) = (A= DA = 2A1) - (A=A, D).
SI1 X; es vector propio asociado a 4;, es obvio que,
A-1DX; =0.
De modo que,
P(A)X; = 0,paratodoi € J,.

Sea entonces, P inversible, formada por los vectores propios
(columnas) asociadas a A4,4,, ...,4,; asi, que, P(4) - P = (P(A) -
X1,P(A) - X,,...,P(A) - X;;) = 0 (matrizcero); y como P es

inversivle (no nula), se sigue que, P(4) = 0.
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El lector puede intuir la importancia de este teorema en la soluciéon

de ecuaciones matriciales?’.

EJEMPLO

Calcular la inversa de (i i)

7 Arthur Cayley (1821-1895), matematico inglés, fue el responsable de desarrollar en 1857
el algebra de matrices, estableciendo las reglas que rigen la suma y multiplicacion de estas
estructuras. Naci6 en Richmond, Surrey, cerca de Londres, y cursé sus estudios en el Trinity
College de Cambridge, donde se gradud en 1842. Ese mismo afio obtuvo el primer lugar en
la exigente prueba para el Premio Smith. A pesar de que estudio y ejerci6 la abogacia durante
varios afios, nunca permitié que esta profesiéon interfiriera con su pasiéon por las
matematicas. Durante su etapa como estudiante de leyes, visitd Dublin y asisti6 a las
conferencias de Hamilton sobre cuaterniones, lo que influy6 en su trayectoria matematica.
En 1863, cuando se estableci6 la catedra Sadlerian en Cambridge, Cayley fue seleccionado
para ocupar el puesto, decisién que lo llevé a abandonar una prometedora carrera en
derecho para dedicarse de lleno a la investigacion matematica. Cayley es considerado uno de
los matematicos mas prolificos de la historia, solo superado por Euler y Cauchy en términos
de produccion cientifica. Comenzé a publicar articulos mientras aun era estudiante en
Cambridge y, durante su etapa como abogado, escribi6 entre 200 y 300 trabajos. A lo largo
de su vida, continué con una produccién incesante, acumulando un total de 966 articulos
recopilados en Collected Mathematical Papers, una coleccion de 13 volimenes, con un
promedio de 600 paginas cada uno. Su impacto en las matematicas fue vasto y abarcé
numerosas areas. Ademas de desarrollar la teoria de matrices, realizé contribuciones
fundamentales en geometria analitica, teoria de determinantes, geometria en n dimensiones,
teoria de curvas y superficies, estudio de formas binarias, teoria de funciones elipticas y
desarrollo de la teoria de invariantes. Su formacién como abogado influyé en su estilo
matematico, caracterizado por la precisién, claridad y rigor légico. Posefa una memoria
excepcional, recordando con facilidad todo lo que habia leido o aprendido, y era conocido
por su caracter tranquilo, amable y metddico, lo que le vali6 el apodo de “el matematico de
los matematicos” (Grossman y Flérez, 2012).
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SOLUCION

El polinomio caracteristico, es,

det((/l D+ _2)>=’1_3 Zl=0-n0-D-2=2-4+1

0o AT\ 1 -1 2
Asi que,
P(A) = A2 —4A + 1 = 0 (matriz cero).

Luego,

I =—A%+4A.
Es decir,

- - - -3 =2),(4 0 1 -2
A7l = —A2471 + 444 1=—A+41=(_1 _1)+(0 4)=(_1 ; ).
Luego,
3 2yt_[1 =2

1 =G 3)

EJEMPLO

Determinar la inversa de la siguiente:

1 3 3
A= (1 3 4).
1 4 3
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SOLUCION
Calculamos,
A—-1 =3 -3
det(—A)=| -1 21-3 —4|=28-72-71+1=p).
-1 -4 1-3
Dado que,
p(A) =23-722-71+1,
entonces,
P(A) =A3—7A%>—-7A+1=0.
De donde,
1 =A3—-74% 74,
O sea que,
-7 =24 =24 7 21 21 7 0 0
AN = A2+ T7A+ 7] = <—8 -28 —27) + (7 21 28) + (0 7 0)
-8 —-27 -28 7 28 21 0 0 7
7 -3 =3
= (—1 0 1 )
-1 1 0
Por tanto,
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EJERCICIOS

D

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Determinar los valores y vectores propios de las siguientes

trasformaciones lineales:

a) f:R%- R?talque f(x,y) = (3x +y,2x — 3y).

b) f:R3 - R3talque f(x,y,2) = (x +y,x —y + z,2x — 2).
Demostrar que, si 1 es valor propio de una matriz inversible 4,

_ . B . ~ !
entonces A1 es valor propio de A™! (sugerencla |47 = %)

Demostrar que, si A es diagonalizable, entonces la traza de A4 es
la suma de sus valores propios y |A| es el producto de sus

valores propios.

Demostrar que, det(Al — A) = det (Al — AY).

1 1 1
Determinar si la matriz 4 = (0 1 1) es diagonalizable.
0 0 1

Calcular P(A), siendo P(x) = x3 —x+ 1y A= (—11 g)

Demostrar que, si A es Hermitianay p € R[x], entonces p(A) es

Hermitiana.

Sean Ay B matrices en K™", donde B es no singular
(inversible). Demostrar que, (B~*AB)* = B™1A¥B; y que, si
p(x) € R[x], entonces, p(B~1AB) = B~1p(4)B.
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9) Demostrar que, si A es valor propio de A € K™", entonces
a + Aes el valor propio de (al + A), paratodo a € K.

10) Diagonalizar, siempre y cuando sea posible, las matrices que

siguen; ademas, determinar P y P~1AP:

» (12
b (; )
9 (5 3)

5 0 0
d) (1 5 0)
0 1 5
0
0

0 0
e) (0 0
2 0 3
11)Sea A € K™ y P matriz inversibles en K™,

Demostrar que, (P~1AP)? = P~1A?P.

12)Sabiendo que, (P'AP)* =P 'A"P,n€N y A= (—11 g)

calcular A°.
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Sugerencia

Calcular P que diagonalice a 4, si A~D, donde los elementos

diagonales de D son valores propios de A.
De este modo, si D = P~1AP, entonces,

D" = (P~1AP)" = P-14np.

Esto es,
A" = p~1pn"p,
donde, si
A 0 0 .. 0\ //11" 0o 0 .. 0\
0 2, 0 .. 0 0o A" o0 .. O
0 0
0

D= \0 0 A3 0),entonces D" = \ 0 0 Ao /

Este resultado verifica que, si Aes valor propio de A4,

entonces A™ es valor propio de A™.

13)Aplicando el Teorema de Hamilton-Cayley, determinar la

inversa de las siguientes matrices:

1 2 -1
a)(—l 1 2)
2 -1 1
2
(s
1

1
) (2
3

Ul o N N W W
N U1 W
v
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o3 1)
9(3 o)
0 5)
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El libro de texto Elementos de Algebra Lineal, Segunda Parte, presenta el complemento
del contenido del curso Algebra Lineal que se ofrece en la Universidad de Narifio. Esta
dedicado al desarrollo de conceptos fundamentales del algebra lineal como el cambio
de base, ecuaciones lineales, valores y vectores propios, diagonalizacion de matrices y
el polinomio caracteristico de una matriz, temas que tienen una amplia gama de
aplicaciones en diversas areas. Si bien, el desarrollo de las tematicas tiene una fuerte
fundamentacion matematica, apropiada para estudiantes de matematicas y fisica,
también se puede utilizar para las clases de algebra lineal de las areas de ingenieria y
ciencias econémicas y administrativas.

En el campo de la informatica, estos conceptos son fundamentales para el disefio y la
implementacion de algoritmos eficientes. Por ejemplo, la diagonalizacion de matrices y
los valores y vectores propios son esenciales en el procesamiento de imagenes y la
vision por computadora. Ademas, las ecuaciones lineales son la base de muchos
algoritmos de optimizacién y aprendizaje automatico.

En el ambito académico, estos conceptos son esenciales para la ensefianza y el
aprendizaje de la matematica avanzada y la fisica. Existen softwares académicos
disefiados especificamente para facilitar el aprendizaje de estos temas.

En el sector financiero, las ecuaciones lineales y la diagonalizaciéon de matrices se
utilizan en la modelizacion de mercados y la valoraciéon de activos. Los valores y
vectores propios, por otro lado, son fundamentales en la teoria de la cartera y la gestion
de riesgos.

En ingenieria y ciencias naturales, estos conceptos son esenciales para la modelizacion
y simulacion de sistemas fisicos. Por ejemplo, los valores y vectores propios se utilizan
en la mecanica cuantica para describir el estado de un sistema, mientras que las
ecuaciones lineales son fundamentales en la resoluciéon de problemas de ingenieria
estructural y eléctrica.

El libro contiene cinco (5) capitulos, uno para cada tema, en los cuales, se presenta un
desarrollo riguroso de las tematicas, soportado en teoremas, demostraciones y ejemplos.
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