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RESUMEN

En el presente trabajo se realiza un estudio de las ecuaciones de Einstein que describen la inter-
accion gravitacional como una manifestacion de la curvatura del espacio—tiempo. Se deducen
los Diagramas de Penrose para la métrica de Minkowski y de Schwarzschild, ademads se ana-
liza la formulaciéon matematica de las ondas gravitacionales y la descripcion del experimento
que logré detectar dichas ondas. Adicionalmente a partir de la linealizacién de las ecuaciones
de Einstein se estudiard la deduccion heuristica de las condiciones de incertidumbre para el
espacio—tiempo (planteadas en la propuesta para un espacio-tiempo no conmutativo) formula-

da por Doplicher, Fredenhagen, y Roberts.

Palabras claves: Relatividad general, agujeros negros, ondas gravitacionales.



ABSTRACT

In the present work a study of Einstein’s equations that describe gravitational interaction as
a manifestation of the curvature of the space—time is carried out. The Penrose Diagrams for
the Minkowski and Schwarzschild metrics are deduced, also analyzed the mathematical for-
mulation of gravitational waves and the description of the experiment that managed to detect
these waves. Additionally, following the ideas of Doplicher, Fredenhagen, and Roberts, the

conditions of uncertainty for spacetime will be deduced heuristically.

Keywords: General relativity, black holes, gravitational waves.
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GLOSARIO

Agujero negro: Gran concentracion de energia en un solo punto que deforma tanto el espacio—tiempo

que ningun objeto puede salir.

Cono de luz: Representacion del espacio—tiempo, modelo util para observa la causalidad en

una region del espacio—tiempo.

Covarianza: Objetos matemadticos que bajo transformaciones generales mantienen su forma

escrita.
Espacio—tiempo: Modelo matematico que une los conceptos de espacio y tiempo.
Espacio-tiempo de Minkowski: Espacio—tiempo con curvatura igual a cero.

Interferémetro: Instrumento que ayuda a medir distancia de una manera muy precision alta.
Su funcionamiento principal es en un haz de luz coherente que se divide al llegar a un divisor

de luz luego son reflejados por espejos para unirse de nuevo en un punto.
Ondas gravitacionales: Fluctuaciones que se propagan por el espacio—tiempo.

Radio de Schwarzschild: Tamaiio de un agujero negro de Schwarzschild, es decir, un agujero

negro con simetria esférica y sin rotacion.



INTRODUCCION

“La naturaleza estd llena de significados matemdticos

el cientifico los interpreta.”

En la medida que el Ser humano se embarcé hacia la comprension de la naturaleza identifico
un lenguaje inscripto en ella: las matemdticas, poco a poco el hombre fue construyendo este
nuevo camino de conocimiento que lo llevo a conocer lo més profundo de la materia hasta el
origen del Universo, es como si este camino de conocimiento hubiera permitido desvelar una

nueva realidad ante los ojos humanos, iluminandolo con los secretos de la naturaleza.

Asi como en un jardin con senderos que se bifurcan, el camino de conocimiento natural posee
bifurcaciones innatas, haciendo de una simple senda un millar de caminos, encontrando en
cada uno una aventura llena de acertijos y verdades, alegrias y tristezas. En este trabajo se
eligié como camino de conocimiento natural el campo gravitacional pero no por fener mas
conocimiento sino por el simple hecho de aprender, por la accién de ir y no la de llegar, por
diversién como dice Carl Friedrich Gauss: “No es el conocimiento, sino el acto de aprendizaje

y no la posesion, sino el acto de llegar ahi, que concede el mejor disfrute.” !

En este camino se adentro un gran cientifico que pasoé a la historia porque desafio los dogmas de
su época y mir6 el conocimiento de la naturaleza a través de la imaginacion, se llamaba: Albert
Einstein, para comprender de manera clara el impacto que tuvo su descubrimiento, abordemos
el contexto de su época. En este momento de la historia era conocido por los cientificos los
conceptos de espacio y tiempo, dos cantidades absolutas, permanecian ajenas a los observa-
dores, el tiempo fluia y el espacio permanecia inmovil, todos aceptan estos conceptos como

verdaderos pero realmente nadie los habia cuestionado.

Resulta algo més filoséfico debatir acerca de los conceptos de espacio y tiempo, sin embargo,
como es conocido con el pasar del tiempo, las cuestiones filésoficas a menudo llevan a descubir
los secretos de la naturaleza. Einstein no aceptaba por completo lo conceptos de espacio y
tiempo asi que se embarc hacia un nuevo rumbo, utilizando la herramienta de construccion de
conocimiento mas fuerte: la imaginacion, fue entonces que logro observar que el espacio y el
tiempo no son dos entidades separadas sino que hacen parte de una séla entidad conocida como
espacio—tiempo y ademas, esta entidad dependen del movimiento del observador, es decir, si
un observador se mueve cada vez mas rapido, el pasar del tiempo se hace més lento y para
un objeto que se mueve a lo largo de un eje un observador en reposo observa que se produce
una disminucién en su longitud en la direccién del movimiento. En un principio, estas ideas
no tuvieron una acogida fuerte en la comunidad cientifica pero como siempre ha ocurrido a lo
largo de la historia, las ideas que van en contra de los dogmas cientificos son dejadas a un lado

pero a veces estas ideas toman fuerza y salen a la luz.

YCarta a Farkas Bolyai el 2 de septiembre de 1808.
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El nuevo concepto de espacio—tiempo, llevo a Einstein a descubrir que la gravedad es una
manifestacion de la curvatura del espacio—tiempo, en principio una idea muy sencilla, pero
que posee una nueva revolucion en el concepto de la gravitacion porque hasta entonces se habia
comprendido la gravedad como una fuerza, en cambio Einstein planteaba que la gravedad no
es una fuerza sino una curvatura del propio espacio—tiempo, una de los pensamientos mas

profundos en fisica.

El siguiente paso a dar por el genio de Einstein era descubrir la ecuacion matematica que
describiera el nuevo concepto de gravitacion y fue en este mismo momento cuando el genio
matemaético David Hilbert también se interesé en el camino de conocimiento del campo gravi-
tacional e intento llegar mds rapido que Einstein a la ecuacion matematica; habia comenzado
la carrera hacia la teoria de la relatividad general. Al final fue Einstein que se llevaria todo el
mérito del descubrimiento, pero es muy importante resaltar el aporte al conocimiento del cam-
po gravitacional por parte de Hilbert, quien encontro un lagrangiano para las ecuaciones del

campo gravitacional.

Es importante detenernos en este punto para resaltar la importancia que tiene el contexto en
un camino de conocimiento, porque no s6lo nos lleva a reflexionar acerca del impacto de los
nuevos descubrimientos sino que nos insta a reflexionar de como se origind, es por esto que
Max Born se manifesto de la teoria de la relatividad asi: “la mayor hazafia del pensamiento
humano en torno a la naturaleza, la mds asombrosa combinacion de penetracion filosdfica,
intucion fisica y habilidad matemdtica” (ISAACSON, 2007).

Después de encontrar la ecuacion del campo gravitacional Einstein pensé que nadie iba a lo-
grar encontrar una solucion exacta, ya que eran 10 ecuaciones diferenciales de segundo orden,
acopladas y no lineales, sin embargo, transcurrié poco tiempo hasta que el cientifico aleman

Karl Schwarzswild lograra descubrir una solucién exacta.

No obstante, la solucién encontrada por Karl Schwarzchild presentaria un acontecimiento que
iba contra toda intuicidn fisica: el espacio—tiempo se podia deformar hasta tal punto que podia
atrapar la luz, si un observador miraba hacia ese lugar no lograria ver nada, este fendmeno se
conoce como un agujero negro. Debido a lo anterior, la soluciéon de Schwarzschild se consi-
dero como un imaginario fisico, es decir, una solucién matematica correcta pero sin realidad
fisica. Transcurrido el tiempo los cientificos descubrieron que los agujeros negros existian en

la naturaleza y eran una propiedad intrinseca de la teoria de la relatividad general.

Hasta el momento nos hemos referido al origen de la teoria de la relatividad general, luego
hablamos acerca de la solucion exacta de las ecuaciones del campo gravitacional, ahora gira-
remos nuestra vista para entrar en una prediccién, no menos extrafia, realizada por Einstein:
perturbaciones del espacio—tiempo que viajan a la velocidad de la luz, denominadas las ondas

gravitacionales.
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Cuando Einstein predijo las ondas gravitacionales no tenia la esperanza de que en algi mo-
mento se lograran detectar porque las perturbaciones son relativamente pequeiias, sin embargo,
en 2015 fueron detectadas por el Observatorio de Ondas Gravitacionales por Interferémetria
Laser (LIGO) y a partir de este momento se abrid una nueva ventana para conocer el origen
de la naturaleza, del Universo, de la Vida ya que se podria detectar las ondas gravitacionales

generadas por la gran explosion (Big Bang).

A partir de todo el contexto anterior se entiende porque los descubrimientos de Einstein son
tan importantes en el conocimiento de la naturaleza. De ahi que el objetivo de este trabajo sea
comprender la teoria de la relatividad general desde las ecuaciones del campo gravitacional

hasta los agujeros negros y las ondas gravitacionales.

Comenzaremos este viaje en el capitulo 1, eligiendo nuestras herramientas basicas: la defini-
cién de espacio—tiempo, los espacios de Riemann, el conocido principio de equivalencia y
finalizaremos con las ecuaciones de Einstein, las cuales expresan al campo gravitatorio como

una manifestacion de la curvatura del espacio—tiempo.

En el capitulo 2 encontraremos la solucién de las ecuaciones de Einstein para objetos con si-
metria esférica, llamada la solucién de Schwarzschild, en la cudl comprenderemos el signfica-
do fisico del radio de Schwarzschild, cuyo concepto nos lleva a definir un agujero negro entran-
do en un concepto temido por los cientificos, las singularidades. Se finaliza con los conocidos
diagramas de Penrose-Carter, diagramas en los cuales se puede ver fodo el espacio—tiempo,

es decir, “traer” el infinito a nuestra “vista’.

Para el capitulo 3 nos sumergimos en la comprension de los rizos del espacio—tiempo, las
ondas gravitacionales, aqui conoceremos: su “energia gravitacional’, que objetos las generan
y cudles son los fundamentos experimentales para detectarlas; se escogera el caso particular de

LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory).

Por otro lado, como un estudio adicional y producto de la linealizacion de las ecuaciones de
Einstein, el capitulo 4 consiste en comprender la concepcon heuristica que define condiciones
de incertidumbre para el espacio—tiempo, de manera similar a las condiciones de incertidumbre
de Heisenberg, en el modelo en teoria cudntica de campos sobre espacio-tiempo no conmutativo

formulado por Fredenhagen, Doplicher y Roberts.

Finalizamos este camino de conocimiento, miramos hacia atrds y vemos el camino recorri-
do porque recordar lo aprendido es hacer el conocimiento parte de nuestra propia existencia,
volvemos nuestra mirada al frente y encontramos nuevos caminos de conocimiento natural, y
es que este camino nunca termina, esto lo vio claramente Karl Raimund Popper cuando dijo:
“La ciencia serd siempre una biisqueda, jamds un descubrimiento real. Es un viaje, nunca una
llegada” (NETTO, n.d).
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CAPITULO 1. RELATIVIDAD GENERAL

En la naturaleza existen muchos fenémenos que interpelan al Ser humano para ser descubiertos,
que requieren, por parte de este, una gran entrega de intelecto y espiritu. Este es un viaje a
través del espacio y tiempo, de mujeres y hombres, que intentan encontrar la respuesta a la
existencia del Universo, a la existencia del Ser. Asi se fueron generando diferentes lenguajes
para la comprension de la naturaleza, uno de vital importancia es el lenguaje matematico. El
camino que se forja a partir de las matemadticas para comprender los fendmenos de la naturaleza

es llamado Fisica.

En Fisica existe un fendmeno que incluye a todos los objetos que poseen masa llamado campo
gravitacional®, fueron muchos que sintieron una llamada interior para entrar en el lenguaje ma-
tematico de este fendmeno pero fueron muy pocos los que llegaron a una explicacion detallada

y precisa.

Este capitulo estd enfatizado en describir el camino que se siguid para encontrar el lenguaje
matematico del campo gravitacional. Para este viaje es necesario sumergirnos en las ideas y
conceptos de lo cientificos que llegaron primero a este gran logré del Ser humano. Este camino

no so6lo es matematico sino historico.

Esta senda comienza en 1915 cuando Albert Einstein y David Hilbert intentaban comprender la
naturaleza del campo gravitacional por caminos totalmente diferentes pero complementarios.
Einstein siguié un camino que tenia en cuenta los principios fisicos a diferencia del camino
seguido por Hilbert, quien las dedujo de una manera puramente matematica sin tener en cuenta

hasta cierto punto los principios fisicos.

En este trabajo se seguird el camino de Hilbert, esta eleccion es debido a que en el transcurrir
del tiempo se da todo el mérito del descubrimiento de las ecuaciones del campo gravitacional

a Einstein sin mencionar las investigaciones que hizo Hilbert.

Este camino se entiende solo si se comprenden los conceptos basicos de relatividad especial,
el principio de equivalencia y los espacios de Riemann, es por esto que antes de iniciar con la

deduccion de las ecuaciones del campo gravitacional se dan a conocer estos conceptos.

1.1. Relatividad Especial

Para explicar y comprender los fendmenos de la naturaleza se utiliza el marco de referencia,
existen dos tipos de marcos de referencia: los inerciales que se caracterizan por un movimiento

a velocidades constantes y los no inerciales, caracterizados por un movimiento acelerado.

’De manera indirecta afecta a particulas sin masa.
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Antes de examinar el sistema de referencia inercial consideremos un observador O, con coor-
denadas (2/,y/, 2/, t'), que se mueva a una velocidad constante v hacia la derecha respecto a un
observador que se encuentra en reposo, con coordenadas (x, ¥, z,t), de modo que el origen de

los dos los ejes coincidan parat = t' = 0.

En un marco de referencia inercial se utiliza las transformaciones de Galileo dadas por:

¥ =z — ut, (1.1)
y =y, (1.2)
7 =z, (1.3)
¥ =t (1.4)

Esta transformacion es consistente con los postulados de la mecdnica cldsica, es decir, no tienen
en cuenta que la velocidad de la luz en el vacio es igual para cualquier observador. Es debido
a esto que para marcos de referencia inerciales se utlizan los postulados de Einstein, definidos

Ccomo.

= Postulado 1: Todas las leyes de la fisica son iguales para cualquier sistema de referencia

inercial.

= Postulado 2: La velocidad de la luz en el vacio es la misma para cualquier sistema de

referencia inercial.

Los postulados anteriores implican usar las transformaciones de Lorentz dadas por:

' = y(x — vt), (1.5)
v =y, (1.6)
7=z, (1.7)

=t - —a), (1.8)

donde v = \/7 Existe una interpretacion puramente geometrica (NABER, 1992) de las

transformaciones de Lorentz realizada por Hermann Minkowski donde se plantea que el es-
pacio y el tiempo no son independientes sino que forman parte de un todo conocido como
espacio—tiempo (DE LA TORRE, 2008). En este espacio—tiempo se define el elemento de

linea espaciotemporal ds® como:
ds® = —c2dt® + da® + dy* + d2?, (1.9)
ds® = Nudxtdz”, (1.10)

donde 7, = dia(—1,+1,+1,+1) es la métrica de Minkowski; se utilizara indices latinos
para las coordenadas espaciales (i, k = 1,2, 3). La teoria que utiliza las transformaciones de

Lorentz se llama Relatividad especial.
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1.2. Principio de Equivalencia

Para hablar de marcos de referencia no inerciales es necesario mencionar la formulacion ge-

neral del principio de equivalencia:

Observadores en caida libre en un campo gravitatorio son equivalentes, localmente, a marcos
inerciales. (JANSSEN, 2013)

Del anterior enunciado se concluye que la gravedad afecta la trayectoria de la luz, es de-
cir, la gravedad es un concepto fisico que se relaciona intimamente con la deformacién del
espacio—tiempo. La implicacién matemdtica del principio de equivalencia es el Principio de

covarianza:
Las leyes de la fisica son iguales para todos los sistemas de referencia.

Lo anterior implica hacer uso de ecuaciones tensoriales ya que mantienen su forma escrita
invariante bajo cualquier transformacion, en otras palabras, las ecuaciones tensoriales son co-
variantes, de estd manera es necesario conocer conceptos de transformaciones generales de
coordenadas y geometria diferencial. Asi, se elige a la métrica como la intensidad de campo
gravitacional presente en el espacio-tiempo o equivalentemente, las propiedades del potencial

gravitacional se reflejan en la metrica.

1.3. Espacios de Riemann

Un espacio riemanniano cumple las siguientes condiciones:

» Elintervalo espacio—temporal es ds® = gudatdx” donde g, es la métrica del espacio—tiempo,

tal que sea invariante bajo transformaciones generalizadas de coordenadas.
= Todas las derivadas segundas de g, existen y son continuas.

= El determinante de g,,, no es cero.

1.3.1. Transformaciones generales

Bajo transformaciones generales un vector transforma de la siguiente forma:

A — Oz'H

= A" (1.11)

Un tensor mixto B*,, transforma de la siguiente manera:

i
JTaps Y
B/'LLV _ al’ 61’ o
_— .
0x® 9z’ 7

(1.12)
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. / ., . / !/ .
La derivada del vector A* no es una operacion covariante 0 , A #, es decir, no transforma como
un tensor. Aqui surgue la necesidad de construir un operador que transforme como un tensor,

entonces se define el operador derivada covariante Vg dada por:
VAt = 9g A" 4T, A%, (1.13)
donde I'# 3, es el simbolo de Christoffel definido como:
p 1w
I af = 59 (aﬁgua + aagﬁu - 81/9046)- (114)

Para la derivada covariante de tensores de rango mayor se agrega un simbolo de Christoffel por

cada indice, por ejemplo:
V& = 0" + TV o & + T go 1. (1.15)
Para un tensor con componentes covariantes se obtiene:
Vs = 0" =T sl — I'03E (1.16)
Al aplicar la derivada covariante al tensor métrico g" se cumple que:
Vg’ =0 (1.17)

Del principio de equivalencia se dedujo que el campo gravitacional estd asociado a la deforma-
cién del espacio lo que conlleva a trabajar en espacio curvos, el intrumento matemadtico para

saber si nos escontramos en un espacio curvo es el tensor de Riemann 2“3, definido como:
R =100 =T = 15, 17, + 195,17, (1.18)
(el simbolo (,) indica derivada corriente) que cumple con la propiedad de:
R%3,, =0 asociado a wun espacio sin curvatura, (1.19)

R%g,, #0 asociado a wun espacio curvo. (1.20)

Ademads, el tensor de Riemann satisface las siguientes identidades:

R}\/},l/l{ = _R,u)\w: ) (1.21)
R)\,ul/n + R)\H/,W + R)\wcu =0 ) (122)
VoR3 + VR 35, + V, R 3,6 = 0 Identidad de Bianchi. (1.23)

Al contraer dos indices del tensor de Riemann de obtiene el tensor de Ricci g, y al realizar

otra contraccion se obtiene el escalar de Ricci R:
Rgu = Raﬁua = Rﬁ,u s (124)
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R:=R",. (1.25)

Geodésicas: Se define como aquella curva en la cual la distancia total es estacionaria (DE LA
TORRE, 2008) en otras palabras, es el camino mas corto entre dos puntos en un espacio dado.
Las geodésicas cumplen con la siguiente ecuacion diferencial:
d?>x° dx* dx”
—— +17,,———+=0. (1.26)
d\? d\ dA
donde )\ es conocido como el pardmetro afin y sirve para caracterizar los puntos que pertenecen

a la geodésica.

Con todos los anteriores conceptos ya estamos en disposicion de encontrar las ecuaciones del

campo gravitacional.

1.4. Deducccion de las ecuaciones del campo gravitacional

Como se mencioné al comienzo de este capitulo se seguira el camino elegido por David Hilbert
para deducir las ecuaciones del campo gravitacional cuyo énfasis son los principios variacio-
nales (KAEONIKHOM, 2006), se comienza planteando la funcional accion para la gravedad

Alg], qué matemdticamente se expresa como:

Algl = / d*XL(Gyu, O39yu), (1.27)

donde L = L(g,,, 039, ) es la densidad lagrangiana. La condicién que debe cumplir la accién
es que debe ser invariante bajo transformacién de coordenadas generales. Consideremos d*x’
. ’ . ., .
en un sistema de coordenadas x , al realizar una transformacion a un sistema de coordenadas x
se obtiene que:
/

d*x = |det X|d*x, (1.28)
oz’
oz

v . 7z
es g = X¢*# X7, tomando determinantes a ambos lados de la ecuacién:

. La transformacidén de las métricas

aqui X representa la matriz de transformaciéon X*, =

det g/W = det X det ¢*® det X7, (1.29)

det ¢"" = (det X)? det g°” (1.30)

Usando det g*° = y llamando g := det go5y g = det g v S€ obtiene que:

det 9Ba

g=(det X)* ¢, (1.31)
Utilizando la ecuacion (1.28) y (1.31) se puede demostrar de manera trivial que:
V—gd'x = /=gd'x, (1.32)
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en otras palabras, la cantidad \/—g d*x es un invariante. Por lo tanto, la accién Alg] invariante

bajo transformacién de coordenadas generales es:

Alg] = / d*xv/=9 L(gu, O59,m), (1.33)

donde L es un escalar. Para encontrar la densidad lagrangiana, nos remitimos al hecho de que
la gravedad es una manifestacion de la curvatura del espaciotiempo y el tensor relacionado
con la curvatura del espaciotiempo es el tensor de Riemann. De estd manera, la propuesta
como densidad lagrangiana es el escalar de curvatura, es decir, el escalar de Ricci (CARROLL,

2003), una contraccion del tensor de Riemann.

Cabe sefialar que el escalar de Ricci tiene segundas derivadas del tensor métrico y la densidad
lagrangiana posee primeras derivadas del tensor métrico; a primera vista se estd cometiendo un
proceso incorrecto. Sin embargo, como se vera mas adelante, las segundas derivadas de R no
contribuyen a las ecuaciones de campo ya que aparecen como un termino de frontera. Bajo esta

aclaracion continuemos. Entonces, la accion se convierte en:
Algl = /d4x\/—gR, (1.34)

la anterior ecuacion es conocida como la accion de Einstein-Hilbert. Ahora para encontrar
las ecuaciones que manifiestan la interaccion del espacio-tiempo con la materia se expresan

cuando la accién es minima, es decir:
dA[g] =0, (1.35)

lo cual implica:
5/d4x\/—gR =0. (1.36)

Teniendo en cuenta que la variacion es sobre la métrica y no sobre las coordenadas se obtiene

que:
/ d'x(0v/—g)R + / d*x\/=g(6R) = 0. (1.37)

Utilizando:
SR = 0(g" R, (1.38)
SR = 0(g"") Ry + 9" 0 R0, (1.39)

la ecuacidn (1.37) se convierte en:

/ d*x/—gg" S R, + / d*x(6v/—g)R + / d*x(v/=g) R (6g") = 0. (1.40)

Para proseguir, nos enfocaremos a trabajar en el primer término que se le asignara la siguiente

notacion:

§Ag = / d*x\/—gg"" 6 R, (1.41)
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Por definicion del tensor de Ricci se obtiene que:
Ry = R0 = 01 — 001 o + 10 17 ) = T 17 (1.42)
Realizando variaciones en la anterior ecuacion:

R,y = 0001 1y — 0y (0T 4a) + (6T% 0y )T + 1% (617 ,) — (51“&1”)1“7“& — I (017 ).

(1.43)
Organizando términos:
OBy = 0001 o+ T (017 0) = T (0T°,.,) = T (0T, (1.44)
_ [av(araw) T (0T ) — T (6T %) — wm((sraw)} , (1.45)

en este Gltimo paso se aumento y resto la cantidad ', (6T i ,Y). Al aplicar el operador derivada

covariante V, a la variacion de los simbolos de Christoffel 6I'“,,,, se obtiene:
Va0l = 00(61% ) + T (617,,,) — F“’#Q(F“W) — 170 (6% ,). (1.46)

De manera similar si se aplica el operador derivada covarianteV,, a la variacion del simbolo de
Christoffel 6I'“ ,, se obtiene:

Vool o = 0u(0T%a) + T (017 4a) — T70u(I%,) — T70a (617 ). (1.47)
Reemplazando (1.46) y (1.47) en (1.45) se obtiene la siguiente expresion:
OR, = Vo oI, — V01 4. (1.48)
Asi, la accion 0 Ag es:
§Ag = / d*x/=gg"" (VadT% 1 — V0T 10). (1.49)
Dado que V,g"** = 0, la anterior ecuacidn se escribe como:
§Ag = / d'xy/—g [va(gfwara,w) - vv(gwaraw)]. (1.50)
Realizando un cambio de indice v < « en el dltimo término se tiene:
§Ag = / d*x/=gVq [¢"oT* ,, — g"* 0T, ] (1.51)

definiendo la cantidad S® = ¢g*?oI'® ,, — g#*0I'" ,,, 1a anterior ecuacion se convierte en:

§Ag = / d*x\/—gV 5%, (1.52)
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En geometria diferencial se conoce el Teorema covariante de Gauss (ASAF, 2015), que men-

ciona que si S® desaparece en el infinito’, se obtiene que:
0As = 0. (1.53)

De estd manera, la ecuacion (1.40) esta dada por:

/ d*x(6v/—g)R + / d*x(v/=9) R (6g") = 0. (1.54)
Ahora vamos a trabajar con las variaciones sobre las métricas. Consideremos la inversa de la
matriz g,gs:
1
¢’ = —CP, (1.55)
9

donde CP* representa la matriz transpuesta de los cofactores de g.s. Si fijamos el valor de « la

anterior ecuacion se puede reescribir como:

9= 9asC"”, (1.56)
0
oL (1.57)
aga,@
0]
5= 99°, (158)
Gap
Tomando variaciones sobre el determinante g:
9y
09 = 75—09as, (1.59)
89046 7
89 = 99" 6gap- (1.60)
Entonces: L1
§(v/—g) = —=——=0g, (1.61)
V=
11
0(V=9) = =5 —=099""0gas. (1.62)

2=

Utilizando la identidad g.,g7¢ = 0¢, se realiza el siguiente proceso matematico :

5(grag™®) =0, (1.63)
6(91a)9" + g1ad(g™¢) = 0, (1.64)
970(gra) = —97a0(97°), (1.65)
57)\59704 = —g)\gg»ya597<, (166)
8gar = —Gargrc09" . (1.67)

38 depende de las derivadas de la métrica g*¥ y en el infinito son cero porque en este limite el tensor métrico

se convierte en la métrica de Minkowski.
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Reemplazando (1.67) en (1.62):

5(v=9) = —=——=099"" (—gar95c69™), (1.68)

1
o(v~g) = —5\/—_99&59“-

Reemplazando la anterior ecuacién en (1.54) se obtiene

1
/ d4X(—§\/—_ggu,,59“")R+ / d*x(v/=g) Ry (6g™) = 0, (1.69)

1
/d4X\/—g (RW — R§guu) 0g"” = 0. (1.70)

Debido a que ¢g"” son completamente arbitrarias se debe cumplir que:
1
R, — Riguu = 0. (1.71)

a esta ultima expresion se conoce como las ecuacion de Einstein en el vacio. El siguiente paso
para comprender las ecuaciones del campo gravitacional es trabajar con fuentes de materia, para
esto se suma una accién asociada a la materia A, [g] a la accién de Einstein-Hilbert Agy [g],

es decir, la accion para el campo gravitacional mas general A [g] estd dada por:
Algl = An 9] + K Agu (9], (1.72)

donde K es una constante que debe cumplir con el limite newtoniano, de estd manera adquiere
4
C

el valor K = el

Para obtener las ecuaciones del campo gravitacional se minimiza la accidn,
es decir:
0Alg] = 0An[g] + K Apn [g] = 0. (1.73)

La accion asociada a la materia estd dada por:

5Au lg] = / 2% 5 [Ls (6, Vad: 0u)v/ 3] (1.74)

el factor ¢ es el campo asociado a la materia y g,,, es el campo gravitacional asociado a este.

La anterior ecuacion se puede reescribir de la siguiente manera:

OLy 1
6Awm (9] = / d'x { agff - 59WLM} V=969, (1.75)

se observa que la contribucién del campo es igual a cero (el calculo es trivial). En teoria de cam-

pos se conoce un tensor que estd asociado a la energia llamado el tensor de energia-momento
T, (POISSOM, 2002) que se expresa como:

0Ly

Tuu =2
aguy
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Por lo tanto, la ecuacion (1.75) se puede escribir en términos de dicho tensor:

§Au 9] = —% / d*zTn/—gdg™ . (1.77)
Asi, se concluye que la ecuacion (1.72) es:
/ d*x\/—g {RW - %gwR - iT—ZlGTW} 5g" = 0. (1.78)
Debido a que d¢"” son completamente arbitrarias se debe cumplir que:
R, — %gWR = 8:—4GTW , (1.79)
G = &CT—4GTMV ) (1.80)

donde G, es llamado el tensor de Einstein, definido como G, := R,,, — % g R. La ecuacion

(1.34) se puede re-escribir de la siguiente manera:

_ 8nG

1
R, 1 <T/w — —gu,,Taa) , (1.81)

2

C

Esté dltima expresion es conocida como las ecuaciones de Einstein, o las ecuaciones de
Einstein-Hilbert. En resumen, el camino utilizado por David Hilbert para encontrar las ecua-

ciones del campo gravitacional fue proponer la accion:

C4

167G

Algl = /d4x\/—_g{ R+LM] : (1.82)

La pregunta que surgid en los cientificos, al comprender detalladamente las ecuaciones del cam-
po gravitacional, fue: ;Cuadl es la ecuacion que describe al Universo en todo su conjunto?. Para
buscar la respuesta, los cientificos utilizaron el principio cosmologico: El universo es isotropo
y homogéneo. Al aplicar este principio a las ecuaciones de Einstein-Hilbert, descubrieron que

el Universo se encontraba en expansion.

En este momento de la historia, muchos fisicos, incluidos Einstein, pensaban que el Universo
era estatico. Entonces, para eliminar la contradiccion entre sus ideales filosoficos y las pre-
dicciones tedricas, Albert Einstein agregé un término a mano en sus ecuaciones logrando un
Universo estdtico. Afios mds tarde Edwin Hubble demostraria, a partir de mediciones expe-
rimentales, que el Universo se encuentra en expansion indicando el gran error cometido por

Einstein.

Sin embargo, en la actualidad astrénomos intentan comprender la expansién del Universo a
partir del factor agregado por Einstein, proponiendo una energia asociada al vacio conocida

como energia oscura. De esta manera las ecuaciones de Einstein son:

1 8rG
RHV - §g“yR = ?T#V + Ag#y s (183)
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donde A se conoce como la constante cosmoldgica. La anterior ecuacion también puede dedu-

cirse de manera trivial a partir de la accién, de modo que (1.37) se reescribe como:

A[g]:/d‘*x\/—_g{ C; (R—2A)+ Ly | . (1.84)
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CAPITULO 2. LA SOLUCION DE SCHWARZSCHILD

Al sumergirnos en la comprension de la naturaleza nos encontramos con obstaculos que nublan
nuestra vision, generando sensaciones de desconcierto y tristeza. Sin embargo, la sed de verdad
es mds grande que los desafios, como dice POPPER (1991): “Lo que caracteriza al hombre
de ciencia no es la posesion del conocimiento o de verdades irrefutables, sino la biisqueda

desinteresada e incesante de la verdad”.

Lo anterior se ve reflejado en el camino de conocimiento del campo gravitacional. Cuando
Einstein y Hilbert plantearon las bases matematicas y fisicas para el fendmeno gravitacional,

su vision se nublo ya que no lograron encontrar una solucién exacta a las ecuaciones de campo.

La luz, que despejaria su visidn, provino de un integro cientifico, Karl Schwarzschild, al en-
contrar una solucién para un objeto estatico con simetria esférica. En el momento que Einstein
recibid estd solucion, emocionado y marravillado, le envid una carta a Schwarzschild donde

escribia: “no esperaba que se pudiera encontrar una solucion exacta de manera tan sencilla”
(FERREIRA, 2014).

Las implicaciones de la soluciéon de Schwarzschild, a la comprension del Universo, son muy
grandes, dio un entendimiento profundo de la relatividad general y abrié un nuevo mundo de
investigacion conocido, actualmente, como agujeros negros. No obstante, este gran cientifico
nunca conocid este camino ya que murié como soldado en el frente oriental Aleman debido a
una infeccion en una herida. Karl Schwarzschild sera conocido por hacer brillar a la teoria de
la relatividad general con més fuerza, como el cientifico que gesto conocimiento en medio de

la guerra.

En este capitulo se estudia las implicaciones matematicas y fisicas de la solucién de Schwarzs-
child.

2.1. La métrica de Schwarzschild

Para encontrar la métrica de Schwarzschild es necesario conocer los conceptos de campo isétro-

po y campo isétropo estatico.

Campo isétropo: En este caso el intervalo infinitesimal espacio—temporal ds® depende de
invariantes rotacionales (HOBSON, EFSTATHIOU Y LASENBY, 2006), es decir, debe ser un
escalar bajo rotaciones tridimensionales. Los diferenciales espaciales invariantes que se pueden
contruir son:

dx - dx, X - dX. 2.1

Denotando la coordenada temporal como ct, ds* se expresa como:

ds* = —A(|x - x|, et)Edt*+B(|x - x|, ct) (x-dx)cdt+C(|x - x| , ct) (x - dx)*+D(|x - x| , ct) (dx-dx),
(2.2)
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donde las funciones A, B, C, D, deben depender de las cantidades |x - x| y ¢t porque deben ser

invariantes rotacionales.
Campo isétropo estatico: En este caso se cumple que:

(i) Todas las componentes de la métrica g,,,, son independientes de ct.
(i) El intervalo espacio—temporal ds?, ademds de su invarianza rotacional, es invariante bajo

la transformacion dt — —dt.

Observe que (i) no implica (ii), en el caso que el espacio—tiempo satisfaga (i) pero no (ii), se

llama campo estacionario.

Para comprender mejor las anteriores definiciones tomemos como ejemplo una estrella sin
rotacion: la inversion del tiempo no produce cambios en el espacio—tiempo, esto es un campo
estético. En el caso de una estrella con rotacion, esta inversion produce un cambio en el sentido

de rotacion lo que conlleva a un cambio en el espacio—tiempo, esto es un campo estacionario.

La métrica de Schwarzschild se caracteriza por ser un campo isotropo estatico; para construir
esta métrica se elegira un intervalo espacio—temporal lo mas general posible, es decir, is6tropa
sin necesidad de recurrir a que sea estatica para después imponer una condicién que lleve a un

campo isétropo estético.

Para comenzar con la demostracion consideremos las coordenadas esféricas (r, 6, ), en este

caso se tiene:

X-X =12, X - dx = rdr, dx - dx = dr® + r2d6* + r’sin®0dy?, (2.3)

y la nueva forma que adquiere (2.2) es:

ds® = —A(r, ct)Edt* + B(r, ct)redtdr + C(r, ct)r?dr?® 4 D(r, ct)(dr* +r2d6* + r’sin®0dp?).
2.4)
Absorbiendo los términos 7 en las funciones se redefine A, B, C, D, por ejemplo: C(r, ct)r2 —

C(r, ct), tal que ds” puede escribirse como:
ds® = —A(r, ct)Edt* + B(r, ct)cdtdr 4 C(r, ct)dr® + D(r, ct)(d6® + sin®0dp?).  (2.5)

Debido a que es mds facil trabajar con intervalos diagonalizados, diagonalizaremos ds*, defi-
niendo una nueva coordenada como p*> = D(r, ct) y se absorbe todos los nuevos términos en

nuevas funciones de t,y p A, B, C, D. Por lo tanto, el intervalo ds? puede escribirse como:
ds®> = —A(p, ct)2dt* + B(p, ct)cdtdp + C(p, ct)dp® + p*(df* + sin®0dp?). (2.6)
Ahora consideremos la siguiente coordenada temporal ct definida por:

ct =ct+Y(p), (2.7
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donde T es una funcién arbitraria de p (CHENG, 2010). Diferenciando y elevando al cuadrado

se obtiene: )
_ dY dY
Adt? = Adt — | =— ) dp® — 2——dpdt. (2.8)
dp dp
Al reemplazar la anterior cantidad en (2.6) se obtiene el factor: B(p, ct) + 2A(p, ct)(%), que

it _ _B
d_p_ 2A.IJ()S

otros factores pueden incluirse en nuevas funciones A,C, por lo tanto, el intervalo ds?, diago-

puede eliminarse escogiendo adecuadamente la funcién arbitraria Y, tal que

nalizado, es:
ds® = —A(p, ct)dt* + C(p, ct)dp® + p*(df* + sin®0dp?), (2.9)

donde se ha omitido la barra sobre la coordenada temporal. Al aplicar la condicién para un
campo isétropo estético se debe cumplir que las funciones A, B, C, D, deben ser independien-
tes de la coordenada temporal. Asi, el intervalo infinitesimal espaciotemporal para un campo

isotropo estatico es:
ds®> = —A(p)cdt® + C(p)dp® + p*(df* + sindp?). (2.10)

Se observa, de manera inmediata, que el tensor métrico es:

—A(p) 0 0 0
0 C(p) 0 0
L, = . 2.11
Iy 0 0 0 (2.11)
0 0 0 p?sin?d

Para determinar las funciones A(p) y C(p) como también la relacion de p y r, se calcula las
componentes del tensor de Ricci para posteriormente aplicarlas a las ecuaciones de Einstein.

Lo simbolos de Chistoffel se calculan a partir de la expresion:

1 14
Mag = 59" (9uas + 9pra = Jaspw)- (2.12)
Parapy=1,a=1y [ =1 setiene:
1 1 1v
I = 29 (Gv11 + Gt — 9110)s (2.13)
Ity = L(C’ +C -0 (2.14)
11 20 ) .
Cl
'y, =_ 2.15
11 207 ( )
donde la prima, ’, significa derivada respecto a p. Analogamente los otros simbolos de Chris-
toffel son: ,
Moo = 54—07 [y = _%7
I %, [gy = —20
35 = %, 55 = —sin @ cosf.
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Con estos valores se puede calcular las componentes del tensor de Ricci, dadas por la expresion:
Rg, =Tsp0 =T ga — I galnp + 17 0% 24 (2.17)

Para (3, i = 0 se tiene:

Roo = T"00,0 — 00,0 = I 0l 70 + T 00l ra, (2.18)
Roo = Fl00,1 —T700I %0 — T™o1 M o + T ool 1ars (2.19)
Roo = Fl00,1 — Tl 10 — MM + Floo(Folo + T+ + F313), (2.20)

’o " N2 ’
AC A A A1 A
(4) =) 2.21)

Bo=—5cm+56 " 2ac T2cS " atae Ty

Roo 2pACA" — pCA”® — pAA'C' + 4ACA). (2.22)

_ 1 (
C 4pAC?

De manera similar, las otras componentes del tensor de Ricci, diferentes de cero, son:

” 12 o /
Rit = — o (0ACAT = pCA” — pAAC' - 41420, (2.23)
1 / /
Rss = sin®0 Ry,. (2.25)

Para utilizar las ecuaciones de campo de Einstein-Hilbert se considera una distribucién de ma-
sa con ausencia de cargas o corrientes eléctricas de modo que fuera del objeto, el tensor de
energia—momento es T, = 0 ( Dentro del objeto 753, # 0 (SHARAN, 2009)), entonces, las

ecuaciones de campo gravitacional fuera de la distribucion de masa se expresan como:
Rg, = 0. (2.26)

Por lo tanto, las ecuaciones (2.22), (2.23) y (2.24) se pueden escribir como:

2pACA" — pCA” — pAAC' = —4ACA, (2.27)
2pACA" — pCA” — pAAC' = 4A%C, (2.28)
— pCA + pAC' +2AC* — 2AC = 0. (2.29)

De las ecuaciones (2.27) y (2.28) se concluye:

A(p)C(p) = K, (2.30)
donde K es una constante. Asi: %
Clp) = —. (2.31)
©)= 40
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Reemplazando (2.31) en (2.29) se obtiene:

d

) =K (2.32)

La solucidn a esta ecuacion es: %
A=K, <1 + —2> : (2.33)
P

donde K es una constante. Para determinar las constantes K y K5 se utilizara una condicién
fisica conocida como el limite newtoniano; en el cual la teoria de la relatividad debe ser equiva-
lente al formalismo Newtoniano de la gravitacion, caracterizado por ser un campo débil(campo
gravitacional aproximadamente plano y velocidades pequefias comparadas con la velocidad de
la luz c). En este limite la componente go del campo gravitacional se comporta como:

Joo =~ —1 — 20—3), (2.34)

donde @ es el potencial gravitacional newtoniano (ver ANEXO A). Al comparar las ecuaciones

(2.16) y (2.17) se concluye que K = 1, Ky = — QCC’;M y p = r. Teniendo como base lo anterior

se establece que el intervalo infinitesimal espaciotemporal para un campo isotropo estatico es:

2GM 2GM\
ds® = — (1 - — ) Adi? + (1 - — ) dr? + r? (d62 + sin20d902) , (2.35)
cer c°r
y, la métrica (2.11) es:

—(1 - %M 0 0 0

0 1-2)1 0 0
G = S (2.36)

0 0 r? 0

0 0 0 r3sinf

Cuando r — oo se obtiene el tensor métrico para un espacio—tiempo plano, por estd razén la
solucion de Schwarzschild es asintoticamente plana (LARRANA, 2008) ademas, como es de

esperarse, para M/ = 0 se obtiene un espacio—tiempo plano.

A partir de este momento nos centramos en el problema cuando toda la distribucion de masa
estd ubicada en un punto, de modo que la anterior solucion es vdlida para cualquier punto en el

exterior, excepto para r = 0.

La métrica de Schwarzschild se puede reescribir definiendo el radio de Schwarzschild S como:

g 2G2]‘4 ’ (2.37)
C
-1
ds® = — (1 — §> cdt* + (1 - §) dr? +r* (d6® + sin®0dp?) (2.38)
r T

—(1-9%) 0 0 0

0 (1-5)71 0 0
= r 2.39
I 0 0 20 (39

0 0 0 7r%sin%0



2.2. Teorema de Birkhoff

En el caso que no impongamos la condicién que nuestra métrica sea estatica o estacionaria pero

s1 isotropa, entonces la métrica mas general estd dada por (2.9):
ds® = —A(p, ct)dt* + C(p, ct)dp® + p*(df* + sin®0dp?). (2.40)

Se puede demostrar, realizando el mismo proceso anterior, que el espacio—tiempo de una métri-
ca isotropa para las ecuaciones de Einstein-Hilbert en el vacio, corresponde a la geometria de
Schwarzschild, de manera mas formal: cualquier solucion con simétrica esférica, en el vacio,

es estatica.

Este teorema tiene implicaciones muy importantes porque, como veremos en el capitulo si-

guiente, ningln objeto simétrico puede producir ondas gravitacionales.

2.3. Singularidades

Muchas teorias en fisica pueden presentar singularidades, es decir, valores infinitos para ob-
servables que se esperan tengan un valor finito, por ejemplo: el campo eléctrico generado por
una carga puntual es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, ~ (1/r?), al eva-
luar el campo eléctrico en r = 0 se obtiene una singularidad, o un infinito, por lo tanto, la teoria
asociada al campo eléctrico de un carga puntual, no puede predecir lo que ocurre en el origen

de coordenadas, existe una singularidad en r = 0.

Esta singularidad expresa que nuestro modelo para calcular el campo eléctrico de una carga
puntual, cuando nos acercamos a la carga, no es el méds adecuado porque estamos ignorando
las propiedades de la misma carga que influyen en nuestra teoria, entonces debemos encontrar

un modelo correjido, cambiar nuestra teoria del campo eléctrico.

Bajo lo anterior, estamos interesados en identificar las singularidades que existen en la solucion
de Schwarzschild. Al evaluar » = 0 en el tensor métrico se obtiene dos infinitos en gop y
g11, si evaluamos en r = S se obtiene un infinito en g;1, asi se concluye que existen dos

singularidades; r =0y r = S.

No obstante, estas singularidades difieren mucho con respecto a la que ocurre en el campo
eléctrico de una carga puntual, porque en relatividad general juega un papel importante la
eleccion de coordenadas. Para ilustrar mejor lo anterior, evaluemos el tensor métrico en, § = 0,
con lo cual se obtiene un infinito en g44, es decir, existe una “singularidad” en # = 0, pero si

realizamos un rotacion en la parte angular 0 dicha singularidad desaparece.

Este tipo de singularidades son conocidas como singularidades de coordenadas o pseudosin-

gularidades ya que desaparecen al transformar el sistema de coordenadas.

33



Ahora surge la pregunta ; Al evaluar el tensor métrico en r = 0y » = S los infinitos son singu-
laridades o pseudosingularidades?. El punto » = S se asocia a una pseudosingularidad porque
existen varios sistemas coordenados que la eliminan, entre ellas se encuentran las coordenadas
de Eddington-Finkelstein, el de Painlevé-Gullstrand y el de Kruskal-Szekeres, en la seccion

(2.4) analizaremos las coordenadas de Kruskal-Szekeres.

En el caso del punto » = 0, tenemos en cuenta que para identificar una singularidad fisica, es
decir, propia de la teoria, s6lo es necesario encontrar un invariante*que sea singular en dicho
punto. En este caso utilizaremos el invariante de curvatura Kretschmann, definido como el
“cuadrado” del tensor de Riemann, K = R,,,,,[?*“"7 que para la solucién de Schwarzschild,

K adquiere el valor de:
48G? M?

cir6

K = Ry, M7 = (2.41)

Se observa, de manera clara, que para r = 0 se obtiene una curvatura espacio—temporal infinita
y por ello es una singularidad fisica. Por lo anterior, la teoria de la relatividad general no puede

predecir lo que ocurre en 7 = 0.

En la actualidad se busca una teoria llamada Gravedad cudntica que una los conceptos de la
relavitidad general y la mecanica cudntica, la cual representa la teoria fisica de la estructura de
la materia, para predecir lo que ocurre en la singularidad » = 0. En esta parte del trabajo esta-
mos interesados en identificar las singularidades que existen en la solucion de Schwarzschild,

por lo tanto dejaremos a un lado la teoria de la gravedad cuantica.

En definitiva, en la solucion de Schwarzchild, con las coordenadas (ct,r,0,p), conocidas como

las coordenadas de Schwarzchild, existe una pseudosingularidad y una singularidad.

2.4. Significado fisico del radio de Schwarzschild S

Existe una distincidén importante, entre el tiempo y el espacio; concepto dado en la relatividad
especial que nos dice que un objeto puede moverse libremente en el espacio, pero en el tiempo
s6lo hacia el futuro. Esto es algo claro que es necesario tenerlo en cuenta para comprender lo
que ocurre en el radio Schwarzshild S. Para analizar el radio de Schwarzshild S consideremos

el movimiento radial de un punto, para ello df = 0 = dy, con lo cual ds* es:

S S\
ds® = — (1 — —> cdt® + (1 — —) dr?. (2.42)
r r
Para una particula masiva se debe cumplir que ds* < 0,
S S\
— <1 — —) Adt* + (1 - —) dr* < 0. (2.43)
r r

4Cantidad matemdtica cuyo valor es independiente del sistema de coordenadas
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Analicemos el caso cuando » > S, que delimita la regién del espacio—tiempo comtinmente
llamada la zona exterior y para la cual el factor (1 — %) es positivo y por lo tanto (2.43) se
puede escribir como:

S 72

cdt* > (1 — —) dr’. (2.44)

T
Esta desigualdad se cumple sélo si dt # 0. Esto expresa que el movimiento requiere un cam-
bio en la coordenada ¢, por estd razon ¢ se llama una coordenada temporaloide, ademas la
desigualdad (2.44) no impone ninguna condicién sobre la coordenada dr que puede tomar el

valor mayor, menor o igual a cero, es por esto que se le llama coordenada espacialoide.

S

Ahora realicemos el andlisis para r < .S, llamada zona interior, donde (1 — ;) es negativa y

la desigualdad (2.43) queda como:

r

2
dr? > (1 — §) Adt?. (2.45)

Estd desigualdad se cumple sélo si dr # 0. Esto expresa que el movimiento se da por un
cambio en la coordenada r, por estd razén r se llama una coordenada temporaloide. Ademas
la desigualdad (2.45) no impone ninguna condicién sobre la coordenada dt que puede tomar el

valor mayor, menor o igual a cero, es por esto que se le llama coordenada espacialoide.

En resumen, al pasar de la parte exterior a la parte interior las coordenadas ¢ y 7 se intercambian:
La coordenada espacialoide se vuelve temporaloide y la coordenada temporaloide se vuelve
espacialoide, en palabras sencillas: el “espacio” se convierte en “tiempo” y el “tiempo” en

“espacio”.

Con el andlisis anterior se puede entender cual es el significado fisico en » = S. Un objeto
que se encuentre en r < S ya no puede volver a salir porque su coordenada espacialoide se
convirtio en una coordenada temporaloide osea avanza hacia adentro con la misma inevitalidad
que un objeto en > S avanza en el tiempo, dicho de otra manera, su salida ya se encuentra
en el pasado, su destino es la singularidad en » = 0. Lo anterior se puede observar de manera

clara viendo los conos de luz en la zona exterior e interior (ver figuras 2.1y 2.2).

En conclusion, el radio de Schwarzchild S actia como una membrana unidireccional llamada,
comuinmente, horizonde de eventos, ningun objeto que pase este horizonte puede salir, ni

siquiera la luz.
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Figura 1: Cono de luz fuera del radio de Schwarzschild S, zona exterior. Fuente la presente

investigacion

Act

Futuro Pasado

Y-

Figura 2: Cono de luz dentro del radio de Schwarzschild S, zona interior. Fuente la presente

investigacion
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2.5. Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Como se menciono anteriormente una eleccion de coordenadas que elimina la pseudosingula-
ridad en » = S son las coordenadas de Kruskal-Szekeres que para la regiéon r < S se definen

como:

T t

T=¢72%/1—— cosh

)

(2.46)

nn
[\

S+~ W

S

—1 sinh (2.48)

wls

X =/, [1— % sinh (C—) (2.47)

x =/ 1 h . 2.4
e 5 Cos 23 (2.49)

De las anteriores ecuaciones de obtienen las transformadas inversas:

X
ct =28 arctanh(T> para 1 <SS, (2.50)
T
ct =285 arctcmh(y> para 1 > S, (2.51)
(1 — %) /S =12 - X? para todo 7. (2.52)

Tomando diferenciales a las ecuaciones (2.46), (2.47), (2.48) y (2.49) se obtienen las siguientes

expresiones, vdlidas para todo 7:

1 s\
T=Sx —(1——=] T 2.
d 55 dt+25( 7") dr, (2.53)
dX = Tdt—l— ! 1—5 _1Xd (2.54)
25 25 r " '
Operando estds ecuaciones se puede llegar, de manera trivial, a la siguiente ecuacion:
4T — dX? = — - [*(1 = S/r)dt* — (1 — S/r)~"dr’] (2.55)
4521 - S/r ' .
En términos del intervalo ds*:
dT* — dX* = LT ds® + r*(df® + sin®0dy? 2.56
T e )] @so
45%(1 — S/r )
ds® = ﬁ(d)ﬂ —dT?) + 1*(d6? + sin®0d?), (2.57)
Utilizando (2.52) en la anterior expresion se concluye que:
—r/S
ds? = 4535 (dX? — dT?) + r*(d6? + sin®0dp?), (2.58)
r

donde ya no existe la singularidad en » = S. El paso siguiente es interpretar el significado de
las coordenadas 7" y X para luego realizar el diagrama, espacio—tiempo, de las coordenadas

de Kruskal-Szekeres, ver subseccion 3.5.2.
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2.5.1. Interpretacion de las coordenadas T y X

Para una particula masiva el intervalo espacio—temporal cumple con la condicién ds® < 0, si

la particula se mueve radialmente (df = 0 = d) se obtiene que:

ge /S 2 2
48°C " (ax? — dT?) < 0, (2.59)

r

de estd manera se concluye que d7° > dX?. Esta desigualdad se cumple sélo si dT" # 0, en
consecuencia, el movimiento de la particula viene dado por un cambio en la coordenada 7',
por estd razon 1" es la coordenada temporaloide, ademas la anterior desigualdad no impone
ninguna condicién sobre la coordenada d X que puede tomar un valor mayor, menor o igual a

cero, como resultado X es la coordenada espacialoide.

Ahora analicemos el movimiento radial para un pulso de luz, para eso hacemos ds* = 0

entonces se obtiene la siguiente ecuacion:

dX

— = =+1. 2.60
o7 (2.60)
La anterior ecuacion expresa que los conos de luz en las coordenadas de Kruskal-Szekeres
tienen una apertura de 90°. En conclusion: las coordendas 7"y X se interpretan como sien-
do coordenadas temporaloide y espacialoide, respectivamente, y los conos de luz poseen una

inclinacion de 45°, asi como en el espacio—tiempo de Minkowski.

2.5.2. Espacio—tiempo en las coordenadas Kruskal-Szekeres

Para realizar el diagrama, espacio—tiempo, de las coordenadas de Kruskal-Szekeres suprimi-
mos las coordenadas angulares (6, ¢) de modo que se obtienen los ejes (7', X)), como se muestra

en la figura 2.3.

Si evaluamos la ecuacién (2.50) en el limite cuando ¢ — oo se obtiene una recta I' = X (se
obtiene el mismo valor para la ecuacién (2.51)) y en el limite cuando ¢ — —oo se obtiene una
recta’l’ = — X, de estd manera nuestra grafica se divide en cuatro regiones que las denotaremos
como: regién I para la division del lado derecho, region II para la divisién superior, region 111

para la division izquierda y region IV para la division inferior.

Al evaluar la ecuacién (2.52), que es vélida para todo r, en r = ( se obtiene la hipérbole
T = +v/ X2 +1, grificada de color rojo en la figura 2.3. Al evaluar la ecuacién (2.52) en
el radio de Schwarzschild » = S, se obtienen rectas 7' = £X de aqui se concluye que las
regiones [ y III corresponden a > S'y las regiones Il y IV corresponden a r < S. Al evaluar
la ecuacién (2.52) para valores de r constante se obtienen hipérboles, graficadas con color

morado en la figura 2.3.
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J/r=constante

1

1

1
)

Figura 3: Espacio—tiempo en las coordenadas Kruskal-Szekeres. Fuente la presente investiga-

cion
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Al dibujar los conos de luz en la region 11, tenga en cuenta que las trayectorias de las particulas
quedan contenidas dentro del cono luz, se observa que fodas las trayectorias siempre apuntan
hacia la singularidad, es decir, » = 0. Las trayectorias de las particulas avanzan de modo que la
coordenada r disminuye, en otras palabras, ninguna particula en la region II puede evitar llegar

a la singularidad, esto se conoce como un agujero negro.

Al dibujar los conos de luz en la regioén IV se observa que todas las trayectorias avanzan hacia
valores crecientes de r, es decir, se alejan de la singularidad, por estd razon se le asigna el
nombre de agujero blanco, ya que posee un comportamiento opuesto al del agujero negro. En
el momento de realizar este trabajo se entiende a un agujero blanco como una pura abstraccién

matematica, es decir, no existen en el Universo.

2.6. Diagramas de Penrose-Carter

Con relacion al espacio—tiempo algunos sistemas coordenados como por ejemplo: la solucion
de Schwarzschild y el espacio—tiempo de Minkowski, comparten un incoveniente: no se ob-
serva toda la estructura del espacio—tiempo, es decir, no se observa el infinito. La solucién
a este problema es utilizar los diagramas de Penrose-Carter que representan el infinito co-
mo un punto, utilizando una tranformacion conforme, es decir, manteniendo invariante las

geodesicas de luz.

Para tener una idea clara de los diagramas de Penrose-Carter se aplicara su procedimiento al
espacio—tiempo de Minkowski y luego se empleara este procedimiento al espaciotiempo de

Kruskal-Szekeres.

2.6.1. Diagrama Penrose-Carter para el espaciotiempo Minkowski

En el espaciotiempo de Minkowski no se puede ver toda la estructura del mismo, no se ob-
serva donde terminan las geodésicas (NORTON, 2001-2018), en especial, para las geodésicas
nulas (ver figura 2.4). Para compactificar este espaciotiempo primero es necesario encontrar
una transformacion de modo que no afecte las geodésicas nulas, estd transformacion surge de
manera natural como veremos a continuacion.

El intervalo ds” para el espaciotiempo de Minkowski en coordendas esféricas, sin tener en

cuenta la parte angular, es:

ds® = —c*dt* + dr”. (2.61)

Para pulsos de luz ds* = 0:
—Adt* +dr* =0, (2.62)
(cdt + dr)(—cdt + dr) = 0. (2.63)
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t Tiempo

Figura 4: Espacio—tiempo de Minkowski para geodésicas nulas. Fuente la presente investiga-

cion

La anterior ecuacion se puede ver como una transformacion de dos variables u,w:

dudw = (cdt + dr)(—cdt 4 dr) = 0, (2.64)

donde se concluye que:
u=ct+r, (2.65)
w= —ct+r, (2.66)

las variables u, w mantienen invariantes los conos de luz, es decir, los conos de luz mantienen

una apertura de 90°. El intervalo ds” en términos de estds variables es:
ds® = duduw. (2.67)

El siguiente paso es encontrar una funcion que convierta el infinito en un punto. En este caso
se eligird la funcion tangente hiperbdlica y = tanh(x), por su comportamiento asintdtico en el

limite x — +o00. En términos de las varibales u, w es:
Y* = tanh(u), (2.68)
Y™ = tanh(w), (2.69)
Usando (2.65) y (2.66) en las anteriores ecuaciones se obtiene:
Y = tanh(ct + 1), (2.70)
Y™ = tanh(—ct + ). 2.71)

Consideremos el plano (ct,r) con rango de las variables 0 < r < coy —oo < t < 00, los
valores de ¢ pueden ser negativos ya que se estd evaluando los conos de luz en el pasado, y a
cada punto se le asigna un punto de la funcién Y*. Para realizar el diagrama de Penrose-Carter

se sigue los siguientes pasos:
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m Cuandor =0yt — oosetiene Yt = 1.Parar =0yt — —ocosetieneY™ = —1y
parat = 0y r — oo se obtiene YT = 1 = Y. Asi se obtienen tres puntos designados

como it, i~ y i respectivamente.

» Cuando r = 1yt — oo (matematicamente igual al punto » = 0y ¢ — o0) se tiene
Yt =1yparar =1yt — —ocosetiene Y™ = —1.

= Cuandot=+1lyr »oosetieneY"=1=Y".
Al realizar los anteriores pasos se obtiene el siguiente diagrama:

i+-,ﬁ(’r:ﬂ._,t:3c:u)

g +
=1
"""""""""""""" (r = oo, t = 0)
r=1 r= "-..____‘
t=0 = i
:—--—-——--l-—---—————----——-——'-:,
t=-1
X

Figura 5: Diagrama de Penrose para el espaciotiempo de Minkowski. Fuente la presente inves-

tigacion

El punto ;" se llama futuro infinito temporal ya que contienen los puntos futuros finales
de todas las geodésicas temporales. El punto ¢~ se llama pasado infinito temporal ya que
contienen los puntos pasados finales de todas las geodésicas temporales. El punto :° se llama

infinito espacial ya que contienen los puntos finales de todas las geodésicas espaciales.
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La recta S se llama futuro infinito nulo ya que contiene los puntos finales futuros de todas
las geodésicas nulas salientes (no olvidar que las variables u, w mantienen invariantes los conos
de luz). La recta ™ se llama pasado infinito nulo ya que contiene los puntos finales pasados

de todas las geodésicas nulas entrantes, ver figura 2.6.

Geodésicas nulas entrantes

Figura 6: Geodésicas nulas salientes y geodésicas nulas entrantes. Fuente la presente investiga-

cion

En una primera vista no se ha obtenido nada de los digramas de Penrose-Carter, parece una
nueva forma de ver el espacio—tiempo de Minkowski, sin embargo, como veremos a conti-
nuacidn, nos ayuda a comprender lo que ocurre en el colapso de una estrella. El diagrama de

Penrose-Carter para una estrella colapsando se muestra en la figura 3.7.

43



-— Horizonte de eventos
Singularidad

1

Estrella

1
1
i
|

colapsando|

I
I

Figura 7: Diagrama de Penrose-Carte para una estrella colapsando. Fuente la presente investi-

gacion

El diagrama se lee desde la parte inferior. La linea de mundo empieza desde el pasado infinito
temporal 7, un agujero negro se genera cuando la estrella colapsa hasta generar un horizonte
de eventos asi toda la materia de la estrella termina en la singularidad.

Para un planeta la linea de mundo se origina en i~ y termina en el futuro infinito temporal i .
Si un nave viaja desde el planeta y pasa el horizonte de eventos nunca va poder salir, es la zona
de no retorno. Antes del horizonte de eventos todavia puede encontrar lineas de mundo que

terminen en 7+ evitando la zona de no retorno.

Si consideramos el caso cuando la nave envie pulsos de luz al planeta se observa, claramente,
que antes del horizonte de eventos se encuentran en contacto. Cuando la nave pasa a la zona de

no retorno ninguna sefal llega al planeta, los pulsos de luz terminan en la singularidad.

2.6.2. Diagrama Penrose-Carter para el espacio—tiempo Kruskal-Szekeres

El intervalo ds” para el espacio—tiempo de Kruskal-Szekeres, sin tener en cuenta la parte an-

gular, es:
—r/S
ds® = 45°——(dX* — dT?). (2.72)
r

Para pulsos de luz ds* = 0 :

dX? —dT? = (dX — dT)(dX +dT) = 0. (2.73)
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La anterior ecuacion se puede ver como una transformacion de dos variables &, A:
E=X+T, (2.74)

A=-X+T, (2.75)

las variables £, A mantienen invariantes los conos de luz, es decir, los conos de luz mantienen

una apertura de 90°. El intervalo ds” en términos de estds variables es:

6—7"/5

ds* = —45°

dédA. (2.76)

r

El siguiente paso es encontrar una funcién que convierta el infinito en en punto. En este caso
se elegira la funcion tangente hiperbdlica y = arctan(x), por su comportamiento asintdtico en

el limite x — +oo. En términos de las variables £, A es:
v = arctan(§), (2.77)

¢ = arctan(A). (2.78)

Usando (2.77) y (2.78) en las anteriores ecuaciones se obtiene:
v = arctan(X + 7)), (2.79)

¢ = arctan(—X + 7). (2.80)

En la seccidn 2.5.2 se obtuvo que la singularidad » = 0, satisface la ecuacion de una hipérbole,
dada por la expresion:
T° - X?=1. (2.81)

Al utilizar las ecuaciones (2.79) y (2.80) en la anterior ecuacion se obtiene que:

tanvytan( = 1, (2.82)
sinysin( — cos pcos( = 0, (2.83)
cos(y+ () =0, (2.84)
7
Y+(= i§’ (2.85)
entonces, la singularidad » = 0, en las coordenadas (7,() se expresa a partir de dos rectas:
v = —(—%5Yy7 = —(+ 3. El horizonte de eventos r = S, caracterizado por las rectas:
T =—-XyT = X, enlas coordenadas (,() se expresa como: v = 0y ¢ = 0, respectivamente.

Al observar las ecuaciones (2.79) y (2.80) se observa que el espacio—tiempo se encuentra
limitado por las rectas constantes: v = +7 y ¢ = £7. Al realizar el anterior proceso se obtiene

el diagrama de Penrose-Carter para el espacio—tiempo de Kruskal-Szekeres (ver figura 2.8).
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Figura 8: Diagrama de Penrose-Carter para el espaciotiempo de Kruskal-Szekeres. Fuente la

presente investigacion

De manera analoga a lo visto en el diagrama de Penrose-Carter para el espacio—tiempo de Min-
kowski se identifica: a it como el futuro infinito temporal ya que contienen los puntos futuros
finales de todas las geodésicas temporales. El punto ¢~ se llama pasado infinito temporal ya
que contienen los puntos pasados finales de todas las geodésicas temporales. El punto i se

llama infinito espacial ya que contienen los puntos finales de todas las geodésicas espaciales.

La recta 3 se llama futuro infinito nulo ya que contiene los puntos finales futuros de todas
las geodésicas nulas salientes. La recta 3~ se llama pasado infinito nulo ya que contiene los

puntos finales pasados de todas las geodésicas nulas entrantes.

Debido a que los conos de luz mantienen una apertura de 90° todas las trayectorias en la region
IT se dirijen hacia la singularidad; una particula que no pase el horizonte de eventos atn puede
encontrar trayectorias que apunten hacia i+, en contraste con una particula que pase el horizonte

de eventos, todas las trayectorias se dirigen hacia la singularidad: la singularidad es inevitable.
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CAPITULO 3. ONDAS GRAVITACIONALES

El camino de conocimiento de la naturaleza surge en la necesidad del Ser humano en compren-
der la realidad, en una busqueda de su propio significado. En este ir y venir fue construyendo
la realidad a partir del lenguaje inscripto en la naturaleza: las matemdticas, como un lector que

didloga con la autora a través del texto para construir el significado de este.

El descubrimiento de un nuevo lenguaje matemadtico de la naturaleza lleva consigo una nueva
comprension de la realidad, como puede verse reflejado en la teoria de la relatividad general.
Cuando se comprendieron las ecuaciones de Einstein—Hilbert cientificos comenzaron a prede-
cir y desvelar los secretos de la naturaleza que antes permanecian ocultos ante la mirada del Ser
humano. Uno de suma importancia fue predicho por el gran Albert Einstein en 1916: existen
perturbaciones que se propagan a la velocidad de la luz por el espacio—tiempo, llamadas on-
das gravitacionales. Esta prediccion fue comprobada en 2015 por LIGO (Laser Interferometer

Gravitational Wave Observatory).

Comprender la fundamentacién matematica de las ondas gravitacionales es de suma impor-
tancia ya que desvelan una nueva forma de comprender la naturaleza, nos invitan a explorar

regiones desconocidas del Universo.

El presente capitulo es una invitacion a re-descubrir el lenguaje matematico de las ondas gravi-
tacionales, una invitacién a sumerguirnos en la mente de Einstein cuyas ideas aun siguen vivas

en nuestro alrededor.

Se comenzara linealizando las ecuaciones del campo gravitacional, es decir, encontraremos
cudl es la forma matemadtica del campo gravitacional en un espacio—tiempo aproximadamente

plano, aqui aparece de forma natural una ecuacion semajante a una ecuacion de onda.

Posteriormente, se analizara la energia y generacion de ondas graviacionales y se finalizara con

algunos detalles fisico—matematicos del experimento LIGO.

3.1. Limite de campo débil

El limite de campo débil se define como un espacio—tiempo aproximadamente plano, corres-
ponde a masas (energia) pequefias que generan deformaciones minimas en el espacio—tiempo.
Comenzemos definiendo el tensor métrico g,,,, para un espacio—tiempo aproximadamente plano,
tal que:

Guv =Ny + by donde  hy =hy, y o |hw| << 1, (3.1

y las derivadas parciales de %, son pequefias. La matriz h,, se llama la métrica de pertur-
bacién. Para encontrar la métrica inversa definamos ¢"* = n" + b*”, donde [0"| << 1.

El paso siguiente es encontrar b*”, y para eso utilizamos la definicién de la métrica inversa

47



9" gye = O, obteniendo:
(™ + ") (e + hwa) = ", (3.2)
o+ 0" hyo + 0Ny + 0" hyo = 0Hy,. (3.3)
A primer orden la anterior identidad se cumple si:
P — _ppb — _nuvnﬁahm’ (3.4)

entonces la métrica inversa es:
v o__ v v
g =" = ht, (3.5)

esto significa que se puede subir y bajar indices del orden de la magnitud de %, utilizando la
métrica del espacio—tiempo de Minkowski 7*”. En este momento surge una pregunta: ;Qué
forma adquiere las ecuaciones del campo gravitacional en el limite de campo débil? Para res-

ponder a estd pregunta partamos de las ecuaciones de Einstein-Hilbert:

1 e
R — ZRg = 2 v (3.6)
2 A
si definimos el tensor de Einstein G*”, como: R* — %Rg‘“’, la anterior ecuacion se convierte
en: SrC
G = . (3.7)
c

El lado izquierdo relaciona la parte geométrica del espacio—tiempo y es en donde nos enfocare-
mos. Para conocer la nueva forma de la parte geométrica del espacio—tiempo sélo es necesario
conocer el tensor de Riemann porque el tensor y el escalar de Ricci son contracciones de esté.

El tensor de Riemann g, se célcula a partir de la siguiente expresion:
Rab’w/ = Faﬁu,v - Faﬁv,u - Faaurab’v + Faauroﬁua (3.8)

donde los simbolos de Christoffel se calculan a partir de:

1

ou = §ga/\<

Guro + 9o — ga,u,/\)- (39)

Para encontrar la forma que adquiere el tensor de Riemann, para el espacio—tiempo cuasi-
plano, utilizamos (3.1) en la anterior ecuacidn, con lo cual se obtiene:
1

Faap, - §(na>\ - haA)(hu)\,U + h}\O’,[l, - hou,)\)7 (310)
1
Fao,u = §naA(huA,o + h)\o,,u - hau,)\>7 (311)

donde se ha despreciado términos a segundo orden en /. Desde este momento solo se con-
siderara términos a primer orden en h,, a menos que se diga lo contrario. Al reemplazar la

anterior ecuacion en (3.8) se obtiene el tensor de Riemann, tal que:

Rogus = Gorn R 8w = (Nanthan) | 57 (g + hag i — hpun) , — U Mhors + gy — hﬁu,A),u] :

2
(3.12)
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1
R'yﬂ/uz - iéky(huk,ﬁy + h)\,é’,/u/ - hﬁu,)w - hu)\,ﬁu - h}\ﬁ,l/u + hﬁu,ku)y (313)

1
Rvﬁ/w = §(hlmﬁv - hﬁuﬂv - hvmﬁu + hﬂmw)' (3.14)

El tensor de Ricci Rg, se obtiene realizando una contraccion de indices en el tensor de Rie-

mann, tal que:

1 12
=~/ (hﬁu,w + hu%ﬁu - hu%ﬁv_hﬁu,w)- (3.15)

Rg = 9" Rygu = B

Para obtener el escalar de Ricci R se realiza una nueva contraccion de indices:

1
R = QBMRBM = 5775#777’/(}16#77” + oy, — Py g —Pgu ) (3.16)

Utilizando (3.15) y (3.16) en el lado izquierdo (L.I) de (3.6) se obtiene lo siguiente:

1
LI = 57776(8”&,]1“5 + 0"0gh”., — 0"0" hgy — 0,03h"")

1
+ anﬁﬁcnw(afyaehgg + 858Ch07 — 8’)/8Ch69 — aﬁa‘gho{), (317)
1
LI = (00,1 + 9 0sh”® — 00" h — "1

1
+ZWWW%mmwmah—ww%%w—wm%%@% (3.18)

1
LI = 5(8"(‘%%#” + 0"gh"? — OM9"h — 9P Dght + " 0 Oph — %0 hgy).
Por lo tanto, las ecuaciones de Einstein-Hilbert quedaran como:

167G

ct

0”0, B + QPO — 910" h — DPOshH + O Ogh — P PP hge = ™. (3.19)

La anterior ecuacion se puede simplificar definiendo la métrica de perturbacion con traza

invertida 4, como:

1
Hy = hy, — 577“”}1. (3.20)
Con lo anterior® se obtiene que:
1
hyw = H,, — 577“,,1-[. (3.21)

Observemos como cambia (3.19) utilizando la anterior expresion:
1 1 1
OO H" — o0 0" 0, H + MO H"P — 577’“0”55111 +0"0"H — 0°0g H" + 5Waﬂaﬁﬂ

1 167G
- 77“”8089]‘[ - 77“”8985H59 + 57}“”77598986[{ = —4T’W, (322)

C

3Se puede demostrar de manera trivial que H = —h, de ahi su nombre.
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1 1 1
&@HW—5&%H+&@ﬂw—EWWH+WWH—W%HW+7WW%

1 167G
—Wm%ﬂ—ww%ﬁ%+?w%WH: QJW, (3.23)
167G
M@HW—W@HW—W@H”+WW%H%:>.;iWK (3.24)

Para simplificar la ecuacion (3.24) se utiliza una transformacion Gauge que consiste en esco-

ger un nuevo sistema de coordenadas x ' relacionadas con el sistema original = de la forma:
z %= g% 4 &2 donde |£%] << 1. (3.25)

Bajo esta nueva transformacion se tiene que:

or'™ o N
57 =0%g + 0587, (3.26)
0z” 0&Y Oxt /
=5 > 5B (5 B a 58 b _
o = o = (00 — 00,67 8 — 0uE (3.27)

Bajo la transformacion (3.25) el tensor métrico g, queda de la siguiente manera:

gpf=%%§§¥w, (3.28)

0 = (0% = 0uE) (0%, — 0,6") (g + hp), (3.29)
9 o = (046", — 6°40,8" = 6°,0,6%) (Nag + has), (3.30)
9 s R M = 500" — N0 + by, (3.31)

G oy 2 M + hy — 06, — 0,60, (3.32)

y debido a que ¢’ o = N + h,ﬂ,l, se obtiene la transformacion de la métrica de perturbacion

h,., dada por:

/

hyw = hyw — 0,6 — 0,6, (3.33)
Ahora analicemos como transforma la ecuacion (3.20):
1
H,uu - h,u,u - Qn,ul/ha (334)
/ 1
Hy =h g+ 0,5 + 0.8, — ?qw,h, (3.35)
/ 1 /
H, =H,+0% +0¢,+ inﬂy(h — h). (3.36)
Abhora:
Wo—h=h —n"hes =h — 0PN ap + 0uls + 0Es) = —20,E, (3.37)
entonces:
H = H,y — 0,6, — 0,€, + 1,,0aE° (3.38)
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Bajo la transformacion Gauge el tensor de Riemann R, se convierte en:

/

1 ! ! i I
R NBuy = 5(8581,}1 wy 8781,h Bu — 858“h vy T 87(9#h 51,), (3.39)

/

1
R Yoy — 5(8681/}%7 - aﬂavaufw - aﬂavawfu - a'yavhﬁu + 878v85£u + (97(91,3#55,
— 030, hyry + 00,0, + 050,05, + 050,hsy — 050,056, —0,0,0,5), (3.40)

/ 1
R 5 = 5(6581,@7 — 0,0,hg, — 030,y + 040,hs), (3.41)
obsevando la ecuacion (3.14), se tiene que R'A,ﬁw, = R,g,.. De estd manera hemos concluido
que el tensor de Riemann es invariante bajo la transformacién Gauge, es decir, la transforma-
cion Gauge no afecta a las ecuaciones de Einstein-Hilbert en el limite de campo débil; Si i, (6

H,, ) satisfacen las ecuaciones de Einstein—Hilbert, entonces I w (0 H / w Jtambién lo hacen.

Por el criterio anterior, se puede afirmar que dada una solucién de las ecuaciones de Einstein-
Hilbert en el limite de campo débil se puede generar una familia de soluciones usando diferentes
transformaciones Gauge, ajustando el factor Gauge £* (MOORE, 2010) ; esto se llama Gauge
libre.

Entonces, el paso siguiente es fijar un valor del factor Gauge de modo que simplifique la
ecuacion (3.24). Observemos que si en la ecuacion (3.24) (en términos de H /‘“’) las derivadas
de la forma 0, H "M fueran cero, se llegaria a una ecuacion semejante a una ecuacioén de onda.
Este sera nuestro enfoque, llegar a la ecuacién de onda, por consiguiente, se escogera un factor

de Gauge £ con la condicién:
0"0,&" = 0,H". (3.42)

Comprobemos que (3.42) cumple con nuestro requerimiento. La ecuacion (3.33) implica que:
H'™ = HM — §HeY — 9PEM 4+ nh 9,6, (3.43)

tomando derivada parcial J,, en la anterior ecuacion, se obtiene que:

@LHI‘“’ = 0,H" — 0,0"¢" — 9,0"¢" + 10,0 ,8°, (3.44)
aHH//.U/ — a‘uH,U«V _ aﬂal‘g’/’ (345)
auH’lw =0, (3.46)

la ecuacion (3.46) se conoce como el Gauge de Lorentz, y por lo tanto la ecuacion (3.24) en

el Gauge de Lorentz es:
167G

2 v __
PH" = ——

™ (3.47)

donde [1? es el operador D’Alambertiano y se ha omitido ’. De forma elegante las ecuaciones
(3.47) son lineales en la métrica de perturbacion con traza invertida y lo mas importante, son

completamente desacopladas.
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3.2. Solucion a las ecuaciones de campo linealizadas en el

vacio

Las ecuaciones de campo linealizadas en el vacio son:
O*H™ = 0. (3.48)

La anterior ecuacién es una ecuacion de onda cuya soluciéon " es una onda gravitacional

plana de la forma:
H" = A" cos(kya?) = A" cos(k.x — wt), (3.49)

w
c)

donde A" es una matriz constante y k, es el cuadrivector de onda k, = (—*, k), para el cual

se cumple que:
2

L ) (3.50)
C

En consecuencia las ondas gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz. Adicionalmen-

te, al aplicar el Gauge de Lorentz (0, H") a la onda plana se obtiene:
kA" =0, (3.51)
asi pues se concluye que la onda gravitacional plana es perpendicular a la direccién de propa-

gacion.

3.2.1. Gauge transversal-sin traza
Consideremos una transformacion Gauge de la forma:
&* = B sin(k,x7), (3.52)

donde las componentes del cuadrivector B* son constantes. Apliquemos el operador 0“0, a la

ecuacion (3.52), tal que:
0%0,&" = 0%0, B" sin(k,2?) = —k%k,B* sin(k,z°) = 0, (3.53)
0%0,&" = 0. (3.54)
Con estd nueva transformacion nuestra onda plana gravitacional ¥ se convierte en:
H'"™ = H" — 9hE” — Q€M 4+ nlv9,E°, (3.55)
H™ = H" — 70,8 — " 05" + 1™ 0,£°, (3.56)
y ya que 0,£” = B"k, cos(k,x”) se obtiene:

H'™ = A" cos(kyz®) — 1Tk, BY cos(kea®) — 1" kg B* cos(kea) + 1" ko B cos(kqea?),
(3.57)
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Tomando H'** = A'*cos(k,x7) la anterior ecuacién implica:
A = AW e BY — P lg BY 4 "k, BY, (3.58)
A" = AW — [P BY — kY B* 4+ 'k, B, (3.59)
Debido a que B" es arbitraria se puede escoger apropiadamente sus componentes tal que:
A =0 y A*, =0, (3.60)

las ecuaciones (3.60) definen lo que se conoce como el Gauge transversal-sin traza. Una onda
gravitacional plana que satisfaga las ecuaciones (3.60) la denotaremos con el simbolo H* .

Debido al resultado anterior, la ecuacion (3.20) se puede expresar como:
HY pp = W prp. (3.61)

Lo anterior expresa que no existe diferencia entre h** 7 y H* 71 en el vacio.

3.2.2. Una onda gravitacional propagandose en la direccion +z

Las componentes del cuadrivector de onda en la direccion +z es:
w w
ko‘ = |:__a 07 07 _:| 9

c

(3.62)
c

Entonces el Gauge de Lorentz, ecuacién (3.30), se reduce a A”> = A3, Esto junto con las
condiciones Gauge TT y la simetria de A** implican:
Gauge TT y simetria A% = A" = (),
Gauge Lorentz y simetria A”3 = A% = A% = (),

Gauge TT AT+ AV = (.

Con estas relaciones las componentes de la matriz A" son:

0 0 0 0
0 A® AW ()
A — , (3.63)
0 A% _ A ()
0 0 0 0
00 0 0000
01 0 0010
A = A Iy , 3.64
1o o -1 0 “lo 10 0 (3.64)
00 0 0 0000
donde:
A, = AT = AWy A, = AW = AW (3.65)

Las cantidades A, y Ay se llaman polarizaciones de las ondas gravitacionales debido a su
analogia con las ondas electromagnéticas. Estos dos estados de polarizacion se llaman “verti-

cal” y “diagonal” o “suma” y “cruz”, por razones que se explicaran la siguiente subseccion.

53



3.2.3. Efecto fisicos de las ondas gravitacionales sobre las particulas

Al considerar una particula en reposo, en ausencia de ondas gravitacionales, su cuadrivelocidad
viene expresada por U* = (c,0,0,0). El efecto de una onda gravitacional sobre estd particula

se determina por la ecuacion diferencial de la geodésica, dada por:

d*z°? , dx'dx”
= e (3.66)
d*a° dxt dat
d7'2 == —Fo—ttEE = —szatt, (367)
d%a° 1
o _ECQnaA(hOA,O + P00 — hoox ), (3.68)

donde en la tercera linea se ha echo uso de (3.11). Ahora adoptemos el Gauge TT, caracterizado

por h,o = 0y hgg = 0, entonces se obtiene que:

d?x°
=0, (3.69)

al parecer las ondas gravitacionales no tienen ninguin efecto sobre la particula, sin embargo,
estd ecuacion realmente no expresa esto; en realidad significa que la particula es estacionaria
con respecto al sistema de coordenadas dados por el Gauge TT, en otras palabras, el sistema de

coordenadas de la particula en reposo permanecen fijas al paso de la onda gravitacional.

Para encontrar el efecto real de la onda gravitacional consideremos un conjunto de particulas
estacionarias ubicadas en un anillo de radio R en el plano x — y (antes que pase la onda gra-
vitacional), con una particula de referencia en el centro del anillo. Los desplazamientos para
cualquier particula relativa al centro del anillo dr = Rcosf y dy = Rsinf permanecen fijas
en el sistema de coordenadas TT, como lo vimos anteriormente. Ahora imagine que una onda
plana polarizada “verticalmente” (lo que implica A, = 0) se mueve en la direccién +2z a lo

largo del circulo, en est4 condicién el intervalo ds? se expresa como:
ds® = g datda” = (n, + hTTW)dx“dx” = (N + HTTW)dx“dx”, (3.70)

ds® = [N + Ay cos(k,27)| datdx”, (3.71)

debido a que z = 0 se obtiene k;z* = 0. Entonces:
ds® = [N, + A, cos(wt)] datdx”, (3.72)

ds® = [N + A, cos(wt)] datda”, (3.73)
ds® = [New + Agz cos(wt)] da® + [, + Ay, cos(wt)] dy® + 2A,, cos(wt)drdy, — (3.74)

donde asumimos dt = 0. En nuestro caso A,, = 0y ya que A,, = —A,, se obtiene:
ds® = R*cos*0[1 + A, cos(wt)] + R*sin®0 [1 — A, cos(wt)], (3.75)
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ds* = R? [1 4+ A, cos(wt)(cos*d — sin®0)] , (3.76)

ds®* = R*[1 + A, cos(wt) cos(20)], (3.77)
ds = R[1 + A cos(wt) cos(29)]%, (3.78)
ds =~ R {1 + %/Lr cos(wt) cos(29)} , (3.79)

1 .
donde se echo uso de la aproximacién binomial (1 +z)> ~ 1+ . De manera andloga se
puede demostrar que para una onda gravitacional polarizada “diagonalmente” (lo que implica

A, = 0) el intervalo ds” es:
1 :
ds~ R [1 + §AX cos(wt) sm(29)] : (3.80)

Asi se concluye que la onda gravitacional deforma el anillo de radio R, graficamente se muestra
en las figuras (3.1—3.4), las curvas punteadas expresan al conjunto de particulas en ausencia de
ondas gravitacionales y las curvas roja y verde, expresan al conjunto de particulas cuando pasa

la onda gravitacional.

wi= 0

Figura 9: Ondas gravitacional con polarizacion “vertical” wt = 0. Fuente la presente investi-

gacion
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Figura 10: Ondas gravitacional con polarizacion “vertical” wt = 7. Fuente la presente investi-

gacion

wi=0

Figura 11: Ondas gravitacional con polarizacién “diagonal” wt = 0. Fuente la presente inves-

tigacion
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wi=m

Figura 12: Ondas gravitacional con polarizacion “diagonal” wt = 7. Fuente la presente inves-

tigacion

3.3. Energia gravitacional

En fisica existe un principio fundamental, la conservacion de la energia y el momento: en un sis-
tema cerrado la energia y el momento se conservan. Debido a que estamos estudiando espacios
curvos, surge de inmediato la pregunta: ;La energia en espacios curvos también se conserva?.
Se podria caer en el error de responder, apresuradamente, si. Observe que la conservacion de
la energia y momento surgen debido a las simetrias del espacio y tiempo en el espacio—tiempo

de Minkowski, para un espacio—tiempo en general no existen tales simetrias.

Adicionalmente se debe tener en cuenta, el detalle, que el tensor de energia—momento, en las
ecuaciones de Einstein-Hilbert, no incluye al campo gravitacional porque una transformacién
de coordenadas a un sistema en caida libre puede eliminar los efectos gravitacionales en un
evento dado, debido al principio de equivalencia. Entonces, no se puede construir un tensor de
energia momento asociado al campo gravitacional ya que en un punto dicho tensor seria cero y
por consiguiente seria cero en cualquier punto. De aqui se concluye que la energia gravitacional

no es localizable, es por esto razén que no aparece en las ecuaciones de Einstein-Hilbert.

Al conocer los anteriores argumentos ya no resulta tan trivial responder a la pregunta que si
la energia y el momento en espacios curvos se conserva. Un lector atento podria preguntar: ;
si no existe una energia asociada al campo gravitacional por qué las particulas realizan des-
plazamientos al paso de una onda gravitacional (ver seccién anterior)? Esto ocurre porque se

observo de manera global el espacio.
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En el caso del limite de campo débil se puede construir un tensor de energia-momento con-
siderando segundos términos ( h?) en el procedimiento desarrollado en la seccién (3.1), aso-
ciandolos a términos como energia gravitacional, despreciando términos de orden superior, y se
considera un promedio sobre una pequefia region sobre varias longitudes de ondas de modo que
se aprecie la curvatura del espacio—tiempo, este proceso se denotara como (....). Es importante
sefalar que el promedio de las primeras derivadas es cero, ya que el promedio es sobre todas
las direcciones en cada punto, es decir, para un campo tensorial a(z), se obtiene (J,a) = 0
(DEWITT, 2011). Esto tiene la consecuencia de que:

(Ou(ab)) =0 (3.81)

= (ad,b) = — <(6Ma)b.> (3.82)

Con todo esto en mente, proseguiremos a construir el tensor de energia—momento para el
campo gravitacional, calculando el Tensor de Einstein G, a segundo orden en (h?); parte

izquierda de la ecuaci6n (3.6), comenzemos calculando el tensor de Ricci Rg,,.

3.3.1. Tensor de Ricci R, a segundo orden en /?

El tensor de Ricci Rg, se calcula a partir de la expresion:

Rg, = 013, — 0,10 — 16,17 ga + 1501 gy, (3.83)

donde:
«a _ 1 aX _ pal _

Fm—ﬂn hY) (Oghyun + Ophag — Oxhgy). (3.84)

El primer término de (3.83) a segundo orden es:
1
(‘LFQE# = —5 [(Gah“aghw + 8ah”6#hw - 8ahaA8Ah5u) + haA((‘?a@ghM + (‘L(‘?ahw - 8Q8Ah5#)} .
(3.85)

El segundo término de (3.83) a segundo orden es:

1
~0aT 3 = 5 [(0h™0shar + 0™ Dahis = It Dahsa) + 1 (0,05han + Daduhng — udahsa)]

(3.86)
El tercer término de (3.83) a segundo orden es:
1
— I 180 = —Z(auhaaaﬁhaa + 20,h", 0,07 5 — 2&,hfj8"h5a). (3.87)
El cuarto término de (3.83) a segundo orden es:
1
0%, = é—l((“)ahﬁﬁh"u + 0,h0,h° 3 — 0y h0% hg,,). (3.88)

Reemplazando (3.85), (3.86), (3.87) y (3.88) en (3.83) se obtiene:
(2) 1 fe} 1 fe} 1 fel 1 al 1 a\
Rgu = 18 h@ghaﬂ —+ 18 hauhag — 18 h@ahm + ah aga#ha)\ — éh aua)\hag
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1 [0 1 (03 1 (63 1 (6 1 (03
+5h A0aOrhg, — h 2050ahyux — 50ah ADghay + 50ah AO\hg, — 50ah A0, hg

1 1 1
+ 105has 0 + SO0 has — SO W Daha. (3.89)

Al utilizar el Gauge TT; caracterizado por: H*'rp = h*rpy 0,H" rr = 0, en la ecuacién

(3.89) se obtiene que:

1 1 1 1
Rﬁu@) = §ha/\TTaﬁauha>\TT - Eha)‘TTaua/\haﬁTT + ihw\TTaaax\ hﬁuTT - Qha/\TTaﬁaahuATT

1 1 1
+ ZaﬁthTauha”TT + 58“#)‘(”)#&,haﬁTT — éaaha(TT)uaahaﬁTT (3.90)

Promediando sobre las longitudes de onda se tiene que:

1 1 1
<Rﬂ#<2>> = (=5 hrrO,03has™ + Sh™ 1200k, ™" = ShrrOpOahn””

1 1
— ZaﬁthTauthT — §8C’ha(TT)M8ah05TT> (3.91)

donde se ha usado la ecuacion (3.82). El altimo término de estd expresion se puede reescribir
como (9, h™,,0°h T g = — (0,0°h™ ,,,hTT)7 5} = 0, bajo el Gauge Lorentz. De manera
andloga los tres primeros términos son cero. Asi, después de una larga dlgebra, se obtiene una

expresion sencilla para el tensor de Ricci Rg, a segundo orden en h?:

1
<R5M(2)> =~ (Ohao™ 1) (3.92)

De la anterior expresion se deduce, trivialmente, que el escalar de Ricci <R(2)> a segundo orden

en h? es cero <R(2)> = 0. Por lo tanto, €l tensor de Einstein a segundo orden en (h?) se expresa

como:
Gy =~ (Dshao™ 0" rr) (3.93)
De estd manera, se concluye que el tensor de energia-momento asociado al campo gravitacional
de las ondas gravitacionales (OG) TOGW es:
A
T9C ., = 20 (0shoo” "0 1T . (3.94)

3.4. Generacion de ondas gravitacionales

Hasta el momento se ha resuelto la ecuacidnes de Einstein-Hilbert linealizadas en el vacio el
paso siguiente es encontrar la solucidon general, es decir, encontrar una solucién en presencia

de materia. Para esto comenzemos con la ecuacion que describe a las ondas gravitacionales:

B 167G

P (3.95)
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La solucion general de esta ecuacion es:

4G [ <X/’t _ g> , (3.96)

ct |x — x/|

H’lL'U

para una demostracion detallada ver ANEXO B. La interpretacion a la anterior ecuacion debe

ser clara: La perturbacion en el campo gravitacional en (x,t) es la suma de la energia y el
/

t,) donde t, = t — M (CARROLL,

2003).

Consideremos el caso donde la radiacién gravitacional es emitida por una fuente aislada y
lejana respecto al punto de observacién. Ahora, para una funcién del espacio—tiempo ((x, t)

la transformada de Fourier y su inversa ((z,t) son:

C(x,1) = \/% / dwl(x, w)e ™", (3.97)

C(x, w) - 7= / dtC(x, t)e™ . (3.98)

Por lo tanto, si asumimos que la transformada de Fourier es valida para la perturbacién métrica

con traza invertida H,,, tenemos que:

H,o(x, w) = 7 / dtH,(x, )™, (3.99)

4G Tuv (X/,t — —lX_CXII>

Ho(x,w) = —— [ dtd®x e : 3.100
(X, W) . Xe P ( )
AG s T (x
Hw(x,w) = 5 dtrdgx 67'th€“” %, (3101)
T X —X
4G il AT w)
H,,(x,w) = oy / d°x TX_—X,| (3.102)

donde en el Gltimo paso se utilizo:

To(X , w) \/_/dt T (X, t,)e™tr (3.103)

Para proseguir, consideremos que la fuente se mueve lentamente entonces la radiacion gravita-
cional emitida posee frecuencias cortas. Ademads, ya que la fuente se encuentra a una distancia
espacial r muy grande las diferentes partes de la fuente r + dr cumplen dr << 7, con lo cual
se puede considerar la siguiente aproximacion ‘x —X " ~ r, entonces la ecuacién (3.102) se

convierte en:

Twr

4G e«

P

H,,(x,t) =

C r

/ BX T (X, w), (3.104)
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Ahora enfoquemos nuestra atencién en la implicacién del Gauge de Lorentz 0, H*” = 0 en el

espacio de frecuencias:

0, H"™ =0 =0, / dwe W Y, (3.105)
0= / dwdy(e ™ HY) + / dwe ™" 0, HF (3.106)
—1w —iwt 70, —iwt g ITky
0= [ dw( Je "THW + [ dwe " O  HM, (3.107)
C
0= / dwe™wt (_—“”W n akﬁ) , (3.108)
C
v = o HMW (3.109)
w

de aqui se concluye que sélo es necesario conocer las componentes espaciales H*7 para obtener
todas las componentes de H#”. De manera andloga se puede demostrar que para la condicién
0, " = 0 se obtiene:

Tow — o, Th (3.110)
w

A partir de este momento nos enfocaremos sélo en las componentes espaciales. Observe que:
/ d*x 0, (x"T*) = 0, (3.111)

por el teorema de la divergencia. La anterior ecuacion implica:

/ d*x 6 TR 4 / d*X 10, T+ = 0, (3.112)

/ dBx T + / d*X 20, Tk = 0, (3.113)

/ Px T = — / d*x x0,, TH. (3.114)

Utilizando la ecuacién (3.110) se obtiene que:
/ dx T = - / &*x 27T (3.115)
C
/ PXTi = _Zﬂ / d*x (2T07 ¢ IT00), (3.116)
C

Ahora, teniendo en cuenta que:
O (2T TO) = 27T 4 2" T05 4 /1399, T, (3.117)
la ecuacion (3.114) se reescribe asi:

/ Ex T = —;ﬂ d°x [al,(a:’ia:’jﬁ) — 2279, T | (3.118)
C
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/ X T = ;ﬂ / 210, TP | (3.119)
c
[ w2 154 ! A ’
/d3x Ti=—— [ 2'2/TOx . (3.120)
2¢2
Es conveniente definir el fensor de momento cuadrupolar

Lj(w) := /f%/jT_m(w,x')di;x,. (3.121)

Utilizando (3.117) y (3.120) la ecuacion (3.103) se expresa como:

Esta ecuacion se puede transformar para ¢ usando (3.97):

1 o
Hij (X, t) = E/dwe_””tHij (X, U}), (3123)
1 . e
Hij(x,t) = E/dweﬂwt (— fg: 6"”6) L (w), (3.124)
_9 . N
Hy(x,t) = G dwe™ (= 8) w2 T, (w), (3.125)

rcb/2m Y

2G d? 1 Ciw(i—T
) = 2025 (= [ave 07,0, (3.126)
2G 1, (t,)
red 4t

A partir de la ecuacion (3.127) concluimos que la radiacion gravitacional es proporcional a

la segunda derivada del tensor de momento cuadrupolar, por lo tanto, la radiacién gravitacio-
nal es muy debil. En el electromagnétismo, la radiacion electromagnética es generada por el
momento dipolar por consiguiente la radiacion electromagnética es mas fuerte que la radiacion

gravitacional.

Observe que el momento dipolar no puede generar radiacion gravitacional ya que la energia y

el momento se conserva. Esto es sencillo de demostrar, el momento dipolar se define como:

It = / BxTV% (3.128)
tomando derivada temporal se tiene:
ddI: =c / d*x0,T" ", (3.129)
‘ig =—c / d*x9; T 2", (3.130)
CZ; = c/d3x 5T, (3.131)
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dI’ ’
L / Px TV, (3.132)
donde en la segunda linea se utilizo J,7"” = 0y en la tercera linea se integro por partes. Al

aplicar una derivada temporal la anterior expresion es cero porque el momento se conserva.

Ademas hay que mencionar que las fuentes estaticas no generan ondas gravitacionales debido
a la dependencia temporal en la ecuacion (3.122). El teorema de Birkhoff, visto en el capitulo
anterior, menciona que para cualquier objeto simétrico la solucién a las ecuaciones de Eins-
tein en el vacio deben ser estaticas y asintoticamente planas. Aqui se obtiene la importante

conclusion: un objeto simétrico no genera ondas gravitacionales.

3.4.1. Elflujo de energia de las ondas gravitacionales

Debido a la analogia que presenta el momento dipolar con la expansiéon multipolar en mecédnica

newtoniana es conveniente definir el tensor de momento cuadrupolar reducido:

Ji = / d*xT7% (:ﬁ:pﬂ — gnwr?) (3.133)
N
JY =1Y — gT}”I, (3.134)
la traza de J% es cero. De aqui se obtiene:
IV =J7+ oL (3.135)

Observe que si estamos ubicados lo suficientemente lejos de la fuente, las ondas gravitaciona-
les son aproximadamente planas, por consiguiente podemos utilizar el Gauge TT. Entonces la

ecuacion (3.127) en el Gauge TT es:

2G d*1; M7 (t,)
Hi ™ (2,t) = ——2 "2 3.136
(2,1) rcb dt? ( )
Utilizando la ecuacidn (3.134) la anterior expresion se convierte en:
2G d*J; T (t,)
H, (1) = =4 77 3.137
(z,1) rcb dt? ( )

Antes de proseguir detengamonos a analizar las componentes de la amplitud en TT A*” para

una onda gravitacional plana:
H" = A" cos(kax® + 0p). (3.138)

Viajando en una direccién arbitraria indicada por el vector unitario n las condiciones Gauge
requieren A% = A" = () asi que s6lo es necesario conocer las componentes espaciales A7,

Para el caso particular de una onda gravitacional moviendose en direccion +z se cumple:

T
A%y = =AWpp =

%(A‘m _Aw), (3.139)
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A% pp = A¥ pp = AV, (3.140)

las restantes componentes son cero. En este caso la condicién Lorentz implica A% = A%0 = (),
es decir, se hicieron cero las componentes de la matriz A** que viajen en la direccion de
porpagacion +z. Esto es equivalente a proyectar la matriz A’* original en el plano xy. Bajo
este razonamiento se deduce que las ondas que viajan en la direccién n proyectan la matriz
A% sobre el plano perpendicular a la direccién n. De inmediato surge la pregunta: ;Qué factor

proyecta la matriz sobre un plano?.

Resulta que el operador:
Pl =6, —nin,, (3.141)

convierte a un vector arbitrario B a un vector B’p = P7,, B™ que corresponde la proyeccion

de B sobre el plano perpendicular a n (ver ANEXO C). Ahora en el Gauge TT se cumple que:
. . 1.
AJkTT — (ijpkn _ §ijpmn) Amn (3.142)

Ademds, ya que Ji*aH7* A7* se deduce lo siguiente:

Jikh = (ijpkn - %Pj’“Pmn) Jik, (3.143)
derivando respecto al tiempo se obtiene:
T = (ijPkn = %ijpmn) k. (3.144)
De la ecuacion (3.144) se deduce lo siguiente:
T T = (Pﬂ'mpkn — %Pﬂ“Pmn> <Pajpbk —~ %Pabpjk) T Jup, (3.145)
T e = (P“mP”n - %P“men) T g, (3.146)

en este paso se uso las propiedades del operador del proyeccion (ver ANEXO C). Utilizando la

definicion del operador de proyeccion se obtiene:
gk ey TT a a b b 1 ab a, b mn T
J e g = {(0%, —nny,) (0%, —n'n,) — 5(5 —n'n°)(Omn — ) ™" Jap, (3.147)
T jTTjk = {6%,0%, — 8’y — 8un Ny + N0 Ny,
1 1 1 1
—§5ab5mn+§5abnmnn+§5mnn“nb—§n“nbnmnn}Jm"Jab, (3.148)

cesike T ceo, cee [ETIN XX 1
T T = T T — 20T m” Japnn™ + 5JmnJa,,nanbnmrﬂ. (3.149)
En este momento ya estamos en posicion de encontrar el flujo de energia de las ondas gravita-

cionales. El flujo de energia se obtiene de la ecuacion (3.94) haciendo y =0y v = r:

4
TG, = 3207r & (O™ 0, h ) (3.150)

64



4
706G, = 32‘; = (O H" 0, HY17) (3.151)

A partir de la ecuacion (3.137) se obtienen las derivadas parciales dgH*™';; y 0, H" 7

2G d*JTT;
OoH™ ;= — 2 3.152
0 J ’I"CG dtS Y ( )
. 2G 3 JTT,.  2G 2JTT,;
O.HY rp = —— Yo Y 3.153
o rc’  dt? r2cS 4> ( :
. 2G 3 JTT;

O H pp e ———— " 3.154
en la segunda linea se utilizé 0,J77;; = —20,J77;;. Reemplazando (3.152) y (3.154) en
(3.151) se llega a la siguiente expresion:

G dSJTTZ“ dSJij
T9%, = — - T (3.155)
8mcIr? dt dt
Usando la ecuacién (3.80) la ecuacién (3.84) se reescribe como:
o0c G e e P (oot . bomom
T o = a2\ Jmn —2Jm Japn n™ + §Janabn n’n™n" ). (3.156)

Esta ecuacion expresa el flujo de energia para las ondas gravitacionales en el Gauge TT, el paso

siguiente es calcular la energia total irradida.

3.4.2. Energia total irradiada

En la anterior subseccion se encontro el flujo de energia generado por las ondas gravitacio-
nales para una fuente aislada (que se mueve lentamente) y lejana del punto de observacion,
el siguiente paso es encontrar la energia total irradiada y para eso se considera un elemento
diferencial de area dA de una esfera tal que dA = 7 sin 6 cos ¢ definida por un vector unitario
n = [sin 0 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0], luego se integrara en toda la esfera. Entonces la energia total

irradiada por unidad de tiempo, es:

dE
4 - / flujo.dA, (3.157)

usando (3.156) se tiene:

dE Gr? [T SO O sy b
% = _—8ﬂcgr2A SlH@d&/{; <J Jmn — 2Jm Jan n + EJanabn nn-mn d¢>
) (3.158)
de. G [T T e b o Lo . bomm
i _87rc9/0 SlH@dQ/O <J Jon — 2T m Japn®n +§Janabn n’n™n™ ) do.
(3.159)

Los tres términos dentro de las integrales dependen de las variables 6 y ¢ a través de los vectores

unitarios n: Las componentes de J s6lo dependen de la ubicacion de la fuente en nuestro
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sistema de coordenadas y no de la direccion n, observe la ecuacién (3.133). Por lo tanto, las

2 T
<meJab> / / nn™ sin 0dfdo,
0 0
G o

27 ™
o a,bpm, n _:
oo <Jana,,>/0 /0 o™ " sin 0dfde. (3.160)

Las anteriores integrales se resuelven utilizando las identidades:

anteriores integrales son:

dE G 2r pmw
—_— = mn in 6dfd
dt 8mc? <Jan > /0 /o S b+

G
47cd

2 ™
/ / sin fcos OdOd¢p = 4, (3.161)
0 0
2 T ' A7
/ / nn"™ sin 0dOdp = —n*", (3.162)
0 0 3
o " a, b._m, _n _: 4 ab, mn bm,_an bn,_am
n*n’nmn sm&d&dqﬁzﬁ(n ™" 4" 4 ). (3.163)
0 0

Reemplazando en (3.160) se tiene:

— <Jmnjmn o _me abnam + _(nabnmn + 77bmnan + nbnnam)Janab

dt 2 3 30
(3.164)
Y, T T 3o mn g mn —J"" mn ondmn m ) 1
I 500 <J J 3J J, +30J J, +3OJ J > (3.165)
dE _ G /i gin\ 3.166
= "5 () (3.166)

el signo menos representa la disminucion de la energia total de la fuente.

3.4.3. Aplicacion a un sistema binario

Consideremos dos particulas A y B de masa m; y ms respectivamente separadas por una dis-
tancia fija D, es decir, orbitan entre si como si estuvieran sujetas a una cuerda girando alrededor
de su centro de masa. Ademds supondremos que la rotacion este ubicada en el plano zy. Los

radios orbitales de las dos masas son:

- ( ms ) D. (3.167)
mi + mo

ry = (L) D, (3.168)
my + Mo

donde se utilizé Roy = % y ri = rpi + Rear » aqui rp; representa la distancia de la

particula i al centro de masa, con ¢ = 1,2. Ahora se define ¢ = 0 como el instante cuando la

m; cruza el eje +x. Las coordenadas x4, y1 y @2, ¥ para un instante de tiempo ¢ son:

moD meD
x1 = rycos (wt) = m cos (wt) y1 = 1y sin (wt) = m sin (wt),
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D D
xe = —rycos(wt) = h cos (wt) Yo = —rysin (wt) = —h sin (wt),
(3.170)

debido a que las particulas se mueven lentamente se puede utilizar la aproximacién T%° ~ pc?

donde p es la densidad de energia. Entonces el tensor de momento cuadrupolar reducido .J7*

es:
ik of ok L ko 2 ok Lok o 2 ok Lok o
S = pct | 2" — 577J r 1 dV = mqc® | 272" — 57]] 1 ) +meac” | ol 1" — 577] ro” |,
(3.171)
Calculemos la componente para j = k = z:
2D2 1 2D2 2D2 1 2D2
J™ = myc? {mQ— cos? (wt) — —mQ—Q} +mayc? {ml— cos? (wt) — —ml—Z}
(mq + mg) 3 (mq + ma) (my + ma) 3 (mq + my)
(3.172)
2D2 2D2 1
T = { e 2 T 2] [0052 (wt) — —} , (3.173)
(m1+mg)”  (my +my) 3
m1m2D2 1
J = ——— |cos® (wt) — = |, 3.174
c ot [cos (wt) 3} ( )
1
J* = uc*D? {cos2 (wt) — 51 : (3.175)
donde p: es la masa reducida 4 = % De manera andloga se obtienen las otras componentes.

Asf el tensor de momento cuadrupolar J7* da:

1

cos® (wt) — 3 cos (wt) sin (wt) 0
J* = 1 D? | cos (wt) sin (wt) sin® (wt) — 5 0 (3.176)
0 0 -1

Usando las identidades cosfsinf = 1sin6, cos?0 = 1 + 1 cos20 y sin®0 = 1 — 1 cos20 la

anterior ecuacion se convierte en:

) 5 +cos(2wt)  sin (2wt) 0
JIk = §c2pD2 sin (2wt) 3 —cos(2wt) 0 |, (3.177)
1
0 0 -1
Su segunda y tercera derivada temporal son:
[— cos (2wt) —sin (2wt) 0
JF =20’ D*w? | —sin (2wt)  cos (2wt) 0], (3.178)
i 0 0 0
[ sin (2wt) —cos(2wt) 0
T = 4pc® D*w® | — cos (2wt) —sin (2wt) 0], (3.179)
0 0
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respectivamente. Esto ocurre en el Gauge TT para la radiacion en la direccion +z, asi que
para un observador en la direccion 4z a una distancia R del sistema del centro de masa la

perturbacién métrica h7* ;7 es:

e coS [Qw (t — %)] sin [Qw (t )} 0
h*r = —m,uDQuﬂ sin [2w (t — &)]  —cos [2w t=5)] o0 (3.180)
0 0
de donde: i
2, 2
A=A, = @MD w*. (3.181)
Utilizando la ecuacién (3.166) dada por:
dE G, 2
== —5(4) p*c* D*w’ (sin® 0 + cos®  + sin® 6 + cos® ), (3.182)
c
dE 16G
= = sk 1 D*w® (1 + sin® 0 + cos® 0) (3.183)
dE 32G 5 4 6,
— = ’D*w 3.184
dt 5 P ( )
donde 0 = 2w(t — —) Asi concluimos que la energia radiada se expresa en términos de u, D,

w, a continuacion estudiaremos el caso para un sistema binario.

Aplicacion a un sistema binario de estrellas

Supongamos un sistema binario de dos estrellas que se encuentren a una distancia D muy
grande y que su movimiento sea lento de modo que la teoria gravitacional newtoniana sea
vdlida. En estas condiciones se puede encontrar una relacion entre la distancia D y la frecuencia
angular w. Dado que la cantidad fisica més facil de observar es w, se buscara una expresion

que relacione D en términos de w. La segunda ley de Newton aplicada a la estrella de masa m;

es:
G 2
”;12% - mi} L (3.185)
GTTLQ V1 2 m2D 2
= =) =— 3.186
D2 7”1(7_1) m1+m2w 7 ( )
por lo tanto:
M
D? = G—2 (3.187)
w

donde M es la masa total M = mj+ms. Las amplitudes de polarizacion (ver ecuacién (3.181)),

para una onda viajando en direccion +2z son:

AG [GM\ 3
A, =A, = 2 1
. Rc4u( ) w?, (3.188)
4G 2
Ap=Av=27 ((GMw)3, (3.189)
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de manera anéloga la energia irradiada sera:

(3.190)

AB _ 3G o (GMY3
dt 5o ’

w2
dE 32
it~ 5GMEA!

La anterior ecuacién implica que la energia perdida aumenta drasticamente a medida que la

10
3 .

2(GMw) (3.191)

masa total M, 6 la frecuencia angular w, aumenta. En los cdlculos que se ha realizado hasta el
momento se ha supuesto que las cantidades D y w permanecen constantes, sin embargo, para
un sistema binario real la separacion de las estrellas como la frecuencia angular no permanece
constante, entonces los célculos realizados hasta el momento no son del todo correctos, pero
siempre que la energia irradiada se escape de manera lenta se justifica ignorar las variaciones

temporales en D y w.

Sistema binario real

Asumiento que la aproximacion newtoniana sea correcta, la energia total de nuestro sistema

binario es:
1 1 Gmim 1 1 Gmim
E = §m1021 + 57712’022 — 5 2 = §m17’21w2 + 577127"22102 — 5 2, (3192)
Usando las expresiones (3.167) y (3.168) la anterior ecuacion se expresa como:
1 ng 2 2 1 mlD 2 2 Gmlmg
== Z i — 3.193
2m1<m1+m2) v +2m2<m1+m2 v D (3.193)
L mme 5, o Gmimgy
FE=—-—"-"—D — 3.194
2 my + Mo v D ’ ( )
reemplazando D3 = W se tiene que:
1 2
E = —E,u(GMw)3. (3.195)
Por otra parte, la razén de cambio del periodo 7' se puede escribir como:
dl' dT dwdFE
e 3.196
dt dwdE dt’ ( )
donde g—g se obtiene de T' = fl—:;; Z_% se obtiene de la ecuacion (3.195) y ‘Z—f es la ecuacién
(3.191) tal que:
dTl’ 21
_— = 3.197
T o2 ( )
dw 3 2
— =———(GMw)s 3.198
TE = o GMw)®. (3.198)
dr 32 9 10
— =———u*(GMuw)3 3.199
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reemplazando en (3.196) se tiene que:

dr 1927
dt M

wlot

(G Mw)s. (3.200)

Para tener mas claro las ecuaciones anteriores consideremos los datos del sistema binario ¢
Boores: dos estrellas con masa de 1,0M y 0,5M, orbitando con un periodo 7' = 23, 300s la
distancia a este sistema es de 3,6 x 10'"m (OHANIAN Y RUFFINI, 2013). Para este sistema

se obtienen los siguiente valores:

A, =87 x 1072, (3.201)
E
O W, (3.202)
dT
i —8,4 x 10714 (3.203)

Como es de esperarse, la razén de cambio en el periodo es muy pequefio, de la ecuacion (3.104),
se observa que la elongacion debido al paso de una onda gravitacional es extremedamente
pequeiia, por lo cual parece casi imposible realizar una medicién de tal magnitud. Cuando
Albert Einstein descubri6 el tamafo de la amplitud, dijo que seria imposible comprobar la

existencia de las ondas gravitacionales; otro error de Einstein.

En 2015 se detect6 las ondas gravitacionales en el observatorio de ondas gravitacionales por
interferometria laser, mas conocido como LIGO, comprobando la prediccién de Einstein y a

la vez mostrando el error en el cudl se encontraba.

Entonces, luego se sumergirnos en los rizos espacio—temporales vamos a entrar a explicar el

funcionamiento principal y ciertos detalles experimentales de LIGO.

3.5. LIGO

Antes de comenzar, es necesario mencionar que el conocimiento utilizado por LIGO es muy
amplio y avanzado por lo que es muy dificil explicar de manera detallada toda su instrumen-
tacion. Entonces, lo que se pretende es dar a conocer las ideas bdsicas de su funcionamiento
de esta manera los calculos realizados en esta seccion, no son los mas fieles a LIGO, con esta

aclaridad comenzemos.

Para detectar ondas gravitacionales LIGO utiliza un interferometro de Michelson que en su
forma mds simple consiste en un ldser monocromatico, un espejo de reflexion parcial (divisor
de luz), dos espejos localizados a una distancia del divisor de luz en dos direcciones ortogonales
y un fotodetector (SAULSON, 1994), ver figura 3.5.

Al encender el laser la luz transmitida llega al divisor de luz y luego viaja a los dos espejos que

posteriormente los refleja para unirse en el divisor de luz y llegar al fotodetector. La medicion
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consiste en observar el patron de interferencia en el fotodetector, es decir, se mide la diferencia

de fase en los dos haces de luz.

Para proseguir con la parte matematica del interferometro es necesario aclarar las caracteristicas
de los espejos y el divisor de luz: el divisor de luz es de 50-50, es decir, el coeficiente de
reflexion es C,. = \/% yC, = —\/% (ver ANEXO D), del otro lado el coeficiente de transmision
esC; = \/%, ademads los espejos en el final de los brazos son perfectamente reflectores, es decir,

r=—1.

ESPEJO

. -

J—r-.

LASER
- IVISOR DE LUZ
| —— ] ESPEJO

i\/ FOTODETECTOR

Figura 13: Interferémetro Michelson, utilizado para detectar ondas gravitacionales. Fuente la

presente investigacion

Considerando el interferémetro ubicado en el plano xy y nuestro origen de coordenadas en el
divisor de luz, el campo eléctrico de la sefial de luz de entrada es Eye *(*=*.%) asi cuando el
haz de luz llega al divisor de luz campo eléctrico que es transmitido se multiplica por un factor

\/Li y andlogamente para la luz reflejada a lo largo del eje y.

Al incidir en el espejo totalmente refractante cada campo eléctrico se multiplica por -1. Al llegar
. . . . . . . 1 L .

al divisor de luz el campo eléctrico que se refleja se multiplica por —5Y el campo eléctrico

que se transmite se multiplica por \/% Entonces, el campo eléctrico de salida se expresa de la

siguiente manera:

Esalida — —’—%Eoe_i(th_QkLLy) . %Eoe_i(th_2kLLw), (3204)
Batiaa = —iBpe” 1 et ol sin [k (L, — L)), (3.205)

entonces la potencia medida por el fotodetetor es proporcional a:
| Eeatidal” = Eo?sin? [k (L, — L)) (3.206)
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. 2 . . .
Cuando L, = L, se obtiene | Ey4q)" = 0 entonces el fotodetector no realizara ninguna medi-
cién porque las ondas interfieren destructivamente. En conclusion, en ausencia de ondas gravi-

tacionales no se observa ningin patrén de luz en el fotodetector.

Interaccion con ondas gravitacionales: En la seccion anterior descubrimos que el paso de una
onda gravitacional produce un desplazamiento en las particulas en una determinada region, por
lo tanto nuestro objetivo es medir el desplazamiento de los espejos haciendo uso del interfero-
metro en el cudl se observa un patron de luz detectada por el fotodetector, expresado de manera

mas formal, es necesario medir la diferencia de fase entre los dos haces de luz.

Debido a que la onda gravitacional cambia la distancia a la cual se encuentran los espejos lo
que se requiere es calcular el tiempo que se demora en llegar cada haz de luz al divisor. Para
encontrar el tiempo que tarda cada haz de luz partamos del intervalo espacio—temporal ds” en

el sistema TT para una polarizacién “vertical”, ver seccién 4.2.2, dada por:
ds® = Gudrtdx”, (3.207)

ds® = —c2dt* + [1 + ho ()] da® + [1 — hy ()] dy® + d2* (3.208)

Los fotones se caracterizan por viajar a lo largo de geodesicas nulas, ds®> = 0, asi que para el

haz de luz a lo largo del eje = se obtiene:

0 = —cdt* + [1 + hy(t)] da?, (3.209)
dx = +edt {1 — h+2(t)} , (3.210)

N

donde se ha echo usa de la aproximacién (1 + x) 2 ~ 1— £ teniendo en cuenta que la amplitud
de la onda gravitacional es debil. Aqui el signo positivo indica el viaje del haz de luz del divisor
al espejo y el signo negativo indica el viaje del espejo al divisor. Considerando que el fotén llega
al divisor de luz a un tiempo ¢, y tomando la longitud de los dos brazos como L la anterior

ecuacion se la puede integrar asi:

c

L t1
L= / de = ety — to) — —/ dt ho (t). (3.211)
0 2 to

Luego el foton es reflejado y regresa al divisor de luz a un tiempo ¢, entonces usando el signo

menos de (3.210) se obtiene:

0 2, 1 ,
/ dr = —c/ dt [1 — —h+(t )} , (3.212)
L t1 2

to
L=clty—t) — g/ dt' ho(t). (3.213)
t1
Sumando las ecuaciones (3.211) y (3.213) se obtiene:
2L 1 (2 /
to —tg = —+—/ dt ho(t), (3.214)
& 2 Ji,
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oL 1 [ , /
to —to = - + 5/ dt Ay cos (woat ), (3.215)
to

2L A L
tg - to = — + + {Sin |:UJOG (to + 2—>:| — sin (wggto)} y (3216)
Cc

C 2wOG

la indicacién OG se la utiliza para no confundir las frecuencias asociadas a la onda gravitacio-
nal y la frecuencia del laser. Usando la identidad sin(« + 23) — sin(«) = 2sin f cos(a + () la

anterior ecuacion se reescribe como:

2L A, Lsi L L
ty —tg = — + +4 51 (wof C) cos |wog | to+ — ||, (3.217)
c ¢ (wogk) c

2L L L\ sin (wogZ
ty —ty = — + —h, [wOG (to + —)] (—Of) (3.218)
C c & (wOG?)
De manera andloga para el brazo y se obtiene (lo que difiere es en el signo menos en h(t)):
2L L L\ sin (wogZ
ty—to=—=—Zh, {wog (to + —)1 (—Of) (3.219)
C C C (wogg)

En la practica estamos interesados en el haz de luz que sale del divisor por lo que es qtil
reescribir las ecuaciones a un valor de tiempo ¢, = ¢ y calcular el valor correspondiente a ¢,

de estd manera las ecuaciones (3.218) y (3.219) se pueden escribir de la siguiente manera:

i o .

fo=t— 22 Ly wee (t - £> M (3.220)
C C L C (wOGE)
) o .

P (t - £) M (3.221)
C C L C (’U]OG?)

Reemplazando cada tiempo en el campo eléctrico respectivo se obtiene:

1 . .
E@ () = -3 Eye— (=) +idss (3.222)
(v) Lo —iw(t-2L)+ing
EW(t) = —|—§Eoe e v, (3.223)
donde: .
L L\ | si =
Agy = =h. [wOG (t _ _)] o \Rose) (wOf ). (3.224)
C C (wOG?)
L L\7 si L
Ag, = —n. [wog (t - —)] w (3.225)
C C (wOGE)
donde se observa de manera clara que A¢, = —Ag,. El campo eléctrico de salida es la suma
de los dos campos eléctricos de cada brazo es decir:
ELatiaga(t) = E@(t) + EW (1), (3.226)
1 ) ) 1 ) )
Eatida(t) = —§Eoe—”’“—%>%% + §E0€_Zw(t_%)+ZA¢y7 (3.227)
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) _eiAqﬁx +e+iA¢y
Esalida(t> = Eoeilw(ti%) [ 9 ] 5 (3228)

" [—eibes 4 mid:]

Batiaa(t) = Eoe™ ™07 : : (3.229)
Boatiaa(t) = —iBoe ™ (=) sin Ag,. (3.230)

El potencial total ( ]Esah»da]Q) observado por el fotodetector es:
P = Pysin® A¢,. (3.231)

Esta ecuacion expresa que para detectar onas gravitacionales es necesario medir la cantidad
A¢,., para darnos una idea de su valor consideremos el caso cuando wog% << 1 entonces ¢,

se puede aproximar a:
L
A¢, >~ hy (t - ;) kL. (3.232)

En términos del desplazamiento de los espejos AL, A¢, se puede escribir como:
2
A¢, = TAL = kAL. (3.233)
Por lo tanto, la ecuacion (3.232) se puede expresar de la siguiente manera:

L
EAL ~ h (t — —) kL, (3.234)
c

L
AL~ hy (t — Z) L. (3.235)

Suponiendo que los brazos tengan una longitud de 40007 y una amplitud de una onda gravi-
tacional del orden de 10~2! (ver seccién anterior) la variacién correspondiente de los espejos es
del orden:

AL ~10""®*m. (3.236)

Como se puede apreciar AL es un valor muy pequefio comparelo con el tamafio del nicleo ato-
mico 10~'°m. En conclusién, para medir el paso de una onda gravitacional por el interferémetro

es necesario medir un desplazamiento de una milésima del tamafio del nicleo dtomico.

3.6. Ruidos en el experimento

Debido a que la medicion requerida es muy pequeiia se debe aislar 6 minimizar las diferentes
clases de ruidos para no confundirlos con una sefal de una onda gravitacional. A continuacién

se explica los ruidos mds fundamentales y como minimizarlos.
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= Ruido cuantico: Se produce debido a las fluctuaciones en el nimero de fotones conta-
dos por la fotocélula, para comprender la manera de minimizar este ruido es necesario

encontrar la caracteristica que debe tener el laser en el interferémetro.

Para contar el niimeros de fotones se utiliza la distribucion de Poisson® dada por la si-
guiente expresiion:
- 1

o(N,,N,) := N?NWN”e—Nv, (3.237)

Y

donde N, es el valor promedio del nimero de fotones N,. Esté distribucién posee una

caracteristica muy importante: la desviacion estandar es igual a \/ N.:

AN, = /N, (3238)

estd ecuacion expresa que entre mayor sea el nimero de fotones “menor” es la incerteza.
Por lo tanto, para controlar el error cudntico se necesita un laser de alta potencia (un gran
numero de fotones por unidad de tiempo). Ahora, analicemos la relacién del laser con la

medicion de la amplitud de ondas gravitacionales.
La potencia promedio medida por el fotodetector durante un tiempo de observacion 7 es:
1
P = =N, hw,. (3.239)
T

Debido a que nuestro tratamiento es semi-cldsico es necesario tener en cuenta el principio
de incertidumbre de Heisenberg, que en términos de incertidumbre de energia y tiempo
es:

AFEAt > 4£, (3.240)

™
pero como la energia estd relaciona con el nimero de fétones, AE = ANAf, y la incer-

tidumbre en el tiempo se relaciona con la incertidumbre de fase, A¢ = Q%At, se obtiene

la siguiente expresion:

AN, > — 3.241
ol 2 ¢7 ( )
en el caso de la igualdad se obtiene:
AN, = L (3.242)
Y ﬁ¢7 :

entonces podemos relacionar la diferencia de l14ser entre nuestros haces de luz visto en la

seccidon anterior. Usando (3.238) y (3.242) en (3.233) se llega a la siguiente expresion:

AL = A

= —. (3.243)
2N, 2

®No se utiliza la estadistica de Bose-Einstein porque se aplica a luz térmica, en nuestro caso el ldser es una luz

coherente, es decir, la onda emitida tiene una frecuencia.
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utilizando (3.239) se obtiene:

AL = 2 (i) L (i)_Q, (3.244)

21\ wy; 2mv \ wih
P _1
C T 2
AL = — 3.245
2mv (27?1})5) ’ ( )

c2h
AL = 3.246
V 20T P’ ( )

y haciendo uso de (3.235) se obtiene una relaciéon proporcional a la amplitud de onda

requerida:

ch

estd ecuacion expresa que para realizar una medicion sensible se escoge la longitud de
los brazos lo mas grande posible. Sin embargo, hay que recordar que los haces de luz
deben completar su viaje en un tiempo mads corto que la mitad del periodo de la onda
gravitacional porque después de la mitad del periodo, el desplazamiento de los brazos del
interferometro se invierten y los efectos de interferencia cambian de signo (OHANIAN Y
RUFFINI, 2013), y lo que nos interesa es observar el patron de interferencia en nuestro
fotodetector, para observarlo de manera mas clara ver las figuras 3.1-3.4. Entonces la
longitud maxima en cada brazo es de L = A\p¢/2. Ademds, el tiempo de medicion 7'
debe ser mas corto que el tiempo del pulso gravitacional, es decir, lo que se requiere es
realizar una medicion antes de que el pulso desaparezca. De estd manera, se escoge el
tiempo de medicién como el periodo de la la onda gravitacional 7 = Tpg = ﬁ Bajo
estds consideraciones la ecuacion (3.246) se expresa como:

2
A=y |—2h (3.248)
WUPTog)\OG
Moo
A= ;;O}f . (3.249)

Llegamos a la ecuacion que relaciona la potencia del laser y la amplitud de la onda

gravitacional. Si suponemos el ldser con una frecuencia de v = 3 x 10'*H Z, con una
potenciade P = 200 wattsy para una onda gravitacional de frecuencia vog = 100H 2

se obtiene una amplitud proporcional de A ~ 1072,

Sismos: Para comprobar la existencia de ondas gravitacionales se necesita medir el des-
plazamiento que producen en nuestros espejos, en consecuencia, se requiere que nuestros
espejos permanezcan inmoviles a ruidos externos, es decir, a ruidos sismicos; entonces:

(como saber si lo que se mide es realmente una onda gravitacional y no ruidos sismicos?.
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Nuestro detector debe ser sensible a una frecuencia de alrededor de unos 1004 z y los
ruidos sismicos se presenta a varias frecuencias. El instrumento que se utiliza para mini-
mizar el ruido sismico es un péndulo simple, colgamos nuestros espejos del interferome-
tro con hilos. El péndulo posee unas caracteristicas muy importantes: a una frecuencia
especifica el péndulo se mueve mucho, a frecuencias bajas se mueve todo junto y en el
caso que se tenga frecuencias mas altas su movimiento es casi imperceptible, este es el
fenémeno de resonancia. Para evitar que el péndulo se mueva a la frecuencia de reso-
nancia pegamos unos imanes minusculos al espejo y se utilizan electroimanes, es decir,
instrumentos que generan campo magnéticos para empujar nuestro espejo. LIGO utiliza
péndulos en cascada, es decir, cuatro péndulos seguidos, uno atado en la parte inferior

del otro, de estd manera se reduce atin mas el ruido (LIGO, n.d).

= Ruidos sonoros: Los sonidos producidos por las personas alrededor del experimento se
hacen detectables, por lo tanto para eliminar las ondas sonoras los brazos deben perma-
necer en el vacio (LIGO, n.d). .

Aun bajo estas condiciones pueden existir ruidos locales, es decir, ruidos producidos por la
region que pueden confundirse con sefiales de ondas gravitacionales es por esto que se con-
truyeron dos observatorios de ondas gravitacionales en Estados Unidos (funcionando a la vez)

para verificar que la sefial detectada es producida por una onda gravitacional.’

"Los observatorios se encuentra en Luisiana y en Richland.
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CAPITULO 4

ESTRUCTURA CUANTICA DEL ESPACIO—TIEMPO

Desvelar los secretos de la naturaleza conlleva ha adquirir una nueva manera de observar la
realidad, es cambiar nuestra manera de percirbir y percibirnos. Un reflejo de lo anterior ocurrié
cuando los cientificos intentaban comprender la estructura de la materia, 1os atomos, porque
se dieron cuenta que los conceptos cldsicos no funcionaban en escalas pequeiias, fue en este
momento que la fisica cldsica se desmorond, era como si los conceptos clasicos estuvieran
sostenidos por pilares de papel, de estd forma la manera clasica de percibir el mundo no era la

mds profunda, era necesario encontrar una nueva teoria.

Asi surgi6 la mecdnica cudntica una teoria que predice los fenémenos dtomicos. Estd descon-
certante teoria maneja muchos conceptos que cldsicamente son inaceptables como por ejemplo:
la dualidad onda—corpusculo, energias discretas, efecto tinel. Un concepto cudntico de suma
importancia es el principio de incertidumbre de Heisenberg: las particulas cuanticas no se pue-

den localizar, existe una [imitacion en nuestra manera de ver la naturaleza.

Ya que nuestro contexto de trabajo es la relatividad general aqui surge la pregunta: ;existen
problemas de localizacion propias del espacio—tiempo?, al parecer estd cuestion no es tan facil
de responder. Para intentar dar una respuesta remitamonos al siguiente experimento mental
(gedanken experimenten): imagine que usted desea localizar un evento en una regién O del
espacio—tiempo, para eso usted deberia enviar un pulso de luz con una longitud de onda tal
que sea igual al tamafio de la regién O, nada extrafio hasta el momento; ahora suponga que
la regién O es extremadamente pequeiia, siguiendo el mismo proceso anterior, usted deberia
enviar un pulso de luz con una longitud de onda extremadamente pequea lo cual conlleva a
enviar una energia muy grande en la region O por consiguiente se generaria, en principio, un

agujero negro. 8

Al generarse un agujero negro ninguna informacién podria salir, haciendo que la localizacién
de un evento no tenga sentido (TOMASSINI Y VIAGGIU, 2014) , por estd razon se propone
la idea que existen ciertos principios de incertidumbre asociados al espacio—tiempo que eviten

la generacion de un agujero negro diminuto.

El objetivo de este capitulo es encontrar, de manera heuristica®, las relaciones de incertidumbre
para el espacio—tiempo utilizando los principios basicos de la mecénica cudntica y la relativi-
dad general siguiendo el modelo planteado por Doplicher, Fredenhagen y Roberts, este modelo
se conoce como DFR (DOPLICHER, FREDENHAGEN Y ROBERTS, 1995).

8Recuerde que una gran concentracién de energfa en una regién del espacio—tiempo puede generar un agujero

negro.
9Un argumento que no es riguroso pero permitiendo un resultado de forma aproximada.
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4.1. Deduccion de los principios de incertidumbre para el
espacio—tiempo

Suponga que se desea realizar una medicion de una coordenada espaciotemporal, entonces, en
principio, se deberia concentrar una cantidad de energia, en un determinado tiempo, en la regién
de localizacidn, asi se generaria un campo gravitacional que deberia determinarse a partir de

las ecuaciones de Einstein-Hilbert:

1 GG

2Rg,uu = ?Tuua 4.1)

R, —

en el limite newtoniano las anteriores ecuaciones se escriben como:

167G
O0°H,, = T (4.2)
cuya solucion viene dada por (ver ANEXO B):
[x—2|
4G Tul/ (Z, t— P >
H, =— [ dz° 4.3
g ct ‘ Ix — z| (4.3)

Asumiendo que las componentes del tensor de energia—momento (1, )7 (0, 0) son desprecia-

bles la anterior ecuacion se convierte en :

[x—2]
4G Too (Z,t— - )
Hyp = — / dz’ : (4.4)
c |x —z|
[x—
4G e (Zat - )
Hy = — / dz® , 4.5)
ct |x — 2|

en la segunda linea se ha echo uso de que 7yy = o, donde p es la densidad de energia. Del

capitulo 2 sabemos que:
goo ~ —— (4.6)

Hy ~ —=. 4.7)

Entonces la ecuacién (4.5) se escribe como:

o~ dZSQ(Z’t_’%Z')

c? Ix — z|

, (4.8)

Evaluando el potencial newtoniano en ¢ = 0y |x| = 0, la anterior ecuacién se puede escribir

como:

O ~ —g /dz?’@. (4.9)
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Suponiendo que la densidad de energia o(—t) se distribuye en un volumen con lados (Ax; +

ct)(Azy + ct)(Axs + ct) la anterior ecuacion se convierte en

o G [l AE

c? o (Azy +7)(Axg + 1) (Azs + 1) (4.10)

Asumiendo que el principio de incertidumbre de Heisenberg que relaciona la incertidumbre de
energia y tiempo cumple que:
AFEAt = h. (4.11)

De esta manera, la ecuacién (4.10) se escribe como:

G [, (hh)
d~—— [de*- Al 4.12
c? 2y (Azy +7)(Axy +7)(Azz + 1)’ 4.12)
Gh 1 1 1
O~——— [ d’- 4.13
2 At / 2 (Azy +7)(Axy + 1) (Axs + 1)’ (4.13)
Gh 1 [~ rdr
b~ ——— : 4.14
2 At /0 (Azy + r)(Azxe + 1) (Axs + 1) (4.14)
Gh [~ rdr
S~ . 4.15
cAxg /0 (Azy +7)(Azy + 1) (Azs + 1) (4.15)
La anterior integral es facil de resolver en tres regiones:
Primera region Ax; = Axy = Axs,
Segunda region Ax; = Axy > Axs,
Tercera region Axy = Axz > Axy.
Denotaremos < a la integral:
1 o rdr
g = 4.16
5= A /0 (Br + 1) (Bag + 1)(Aas +7) (4-16)

Primera Region: En este caso la integral se resuelve como se indica a continuacién:

1 e rdr
S = 4.1
¥ Az /0 (Axy +1)3 @.17)

realizando cambio de variable como W = Ax; + r la anterior integral se transforma como:

1 [ (W= Azy)dW

S = A - 73 (4.18)
S = Alxg( AZ Cé“//z — Az AZ ?/V—Mg), (4.19)
S~ m. (4.20)
Reemplazando en (4.15) se tiene:
D ~ —%w. 4.21)
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Debido a que los fotones no deben ser atrapados en la regiéon de localizacion se propone la

condicién —® < ¢? (ver ANEXO E) de estd manera la anterior ecuacion se convierte en:

2
A$0A$1 Z 6 Planck

donde 0 pianer €s la longitud de Planck definida como+ / %i

Segundo region: En este caso la integral se resuelve como se indica a continuacion:

N 1 / o rdr
S = 5 .
Azo Jo  (Azy+71)*(Axs + 1)
Realizando el cambio de variable W = Ax; + r la integral se transforma como

1 [ (W= Ax)dW
A.To Azq W2(A£L'3 — Al'l + W) )

R

Utilizando la condicién Ax; > Axs la anterior ecuacion se puede aproximar a:

5 1 > dW'
AZCO Az W2
Resolviendo la integral se obtiene el siguiente resultado:

1
N A.Cl?oA.fEl ’

&

qué cumple la condicién de la primera region.

Tercera Region: En este caso la integral se resuelve como se indica a continuacion:

N 1 /°° rdr
&= 5
Azo Jo  (Azy+71)(Axg +7)

Realizando el cambio de variable W = r + Az, la integral anterior se tranforma en:

1 > (W — Axq)dr
Ay Jag, W2H(AD — Azg + W)

3

Ahora utilizando la condicién Az, > Az, la anterior integral puede aproximarse a:

o 1 /OO (W — Axq)dr
N A.fo Azs W2<W + A.I'l)7

1 o 1 A[EQ
= — dW — .
¥ 7 Az /A [W(W+Ax1) WQ(W+Ax1)]

Utilizando fracciones parciales la integral anterior se puede escribir como:

1 o 1 Azy | 1 1
F=_— dW — S
> AJZO /Al‘z {W(W+A$1) AIl |:VV2 W(W+AJ]1):| } ’

1 1 Axy Ay 1 1 Axy >
F=— " Inll+-=) = | _—_ 0 _ " Inl1+== .
N A,Io{ A371 " ( + w > A$1 |: 1% - A[I)1 " < * w >:| }Aa:g
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(4.27)

(4.28)
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Evaluando los intervalos se encuentra que para el limite superior el resultado es cero y para el

limite inferior se obtiene que:

1 1 A.I’l A.CL'Q 1 1 A.flfl
> Az {Ax1 ! ( - Al’z) Az, {Aﬂb Ary ! ( " A332)] } (33

Si utilizamos la condicién para esta region Az, > Ax, la anterior ecuacién puede escribirse a

buena aproximacioén como:

3= Alaco {Alazl o (ﬁi;) - iij lAla;Q B Alxl o (ﬁi:)} } 434
S = Al% {Alxl In (ii) {1 n i—ij - A%l} (4.35)
il Rt 430
so e [n(22) -], ws
S = AIOI oo (ii;) . (4.38)
Reemplazando la anterior ecuacion en (4.10) se obtiene que:
O ~ —% Axol A (22) . (4.39)

Al aplicar la condicién de los fotones a la anterior ecuacion se concluye que:

A
AzoAz1 = 8% pranes In (A—Z) (4.40)

. Ax . . . .
Si A_x; es el orden de la unidad regresamos al primer caso. Entonces el limite absoluto estd

dado por la primera region dado por:
AxOAxl 2, 62Planck}a (441)

que en tres dimensiones espaciales seria:

3
Azo > Axj 2 6 pranck- (4.42)

j=1

Recuerde también que existe una relacion de energia en la relatividad especial que para particu-
las con masa despreciable es:
E =K|c (4.43)
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donde |k| es la magnitud del momentum espacial. El paso que seguiremos es encontrar otra
relacion de incertidumbre para el espacio—tiempo haciendo uso de la energia relativista. De la

anterior ecuacion es facil observar que AF es igual a:

AE =/ Ak2 + Aky® + Aks%c (4.44)

Utilizando el principio de incertibumbre Heisenberg para las coordenadas y el momento se

1 \? 1\? 1 \?
AE = \/(A—xl) + (A—b) + (A—%) ch, (4.45)

utilizando la desigualdad muy cruda:

LR S S 12+12+12 (4.46)
Az Axy  Azg — Ax; Axgy Azs) .

La ecuacion (4.45) se convierte en la desigualdad:

obtiene que:

1 1 1
< .
AE < ( A AT MB) ch (4.47)

reemplazando la anterior ecuacion en (4.10) se obtiene que:

Gh 1 1 1 1 1
L 82 4.4
= ¢ (Aq;l + Az + Aq:3> /dz r (Azy 4+ 1) (Azy +7)(Azz + 1)’ (4.48)

Gh 1 1 1
P — | ———— | (A A Az A Axzs A dz®~
- c (AxlegAxg) (A Ay + A Ay + AvpAs) / " (Azy +7)(Axg + 1) (Axg + 1)’
(4.49)
Tengamos en cuenta la desigualdad:
Az ? Az, A
Az Azy + Ay Azs + AzyAxy > i (4.50)

Ar1Axy + Ax1Axs + AxgAxs

Utilizando la desigualdad (4.50), la ecuacién (4.51) se puede escribir como:

o< 0 Ay / izt !
¢ Az Axy + A Azs + AxgAxy r(Axy +r)(Aze +7)(Azz + 1)
4.51)

Para calcular la integral hacemos uso de los valores obtenidos en las regiones anteriores.

. . . 1
Primera y segunda region: Para estas regiones se obtuvo el valor de Arp entonces la ecua-
cion (4.51) es igual a:

Gh 1
< T .
¢< c (Azleg + ArAzg + Al’gAl’g) ’ (4.52)

Imponiendo la condicién para que los fotones no queden atrapados —® < ¢? la anterior ecua-

cidn se convierte en:
AlL‘lAZEQ + AZL‘lAZE;J, + AIgA.I‘Q 2 52Planck- (453)
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De manera andloga, se obtiene este valor para la tercera region.

En conclusién, hemos obtenido relaciones de incertidumbre para el espacio—tiempo(utilizando
aproximaciones muy crudas) a partir de conceptos clasicos de relatividad general y del principio

de incertidumbre Heisenberg, dadas por:
Azo(Azy + Azy + Axs) Z 6% pranck (4.54)

Az Azy + Az Axg + AxsAxy > 62 pranck, (4.55)

las cuales son la motivacién principal para trabajar en geometrias no conmutativas relacionadas
con la teoria de la gravedad cudntica (DOPLICHER, FREDENHAGEN Y ROBERTS, 1994).
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CONCLUSIONES

Se ha identificado como densidad lagrangiana al escalar de Ricci R, escalar de curvatura del

espacio—tiempo, para obtener las ecuaciones de Einstein—Hilbert.

En la solucién de Schwarzchild se identificé una pseudosingularidad en » = S y una singu-
laridad fisica en » = 0. La primera tiene un significado fisico actuando como una membrana

unidireccional llamada horizonte de eventos.

Identificamos los diagramas de Penrose-Carter como mecanismos que nos permiten hacer los
infinitos visibles y para eso escogimos una transformacion asintética en el infinito tal que con-
serven la causalidad en el espacio—tiempo, aplicamos este proceso para el espacio—tiempo de

Minkowski y de Kruskal Szekeres.

Aplicando el limite de campo débil a las ecuaciones de Einstein—Hilbert se obtuvo la famo-
sa ecuacion diferencial de las ondas gravitacionales. Se comprendi6 el efecto fisico sobre las
particulas y que fuentes generan ondas gravitacionales, en especial, se demostré que un objeto
simétrico no puede generar ondas gravitacionales. Adicionalmente, identificamos el inconve-
niente que se presenta al asociar una energia al campo gravitacional a causa del principio de
equivalencia, sin embargo, en el contexto que nos compete, [imite de campo débil, se logré

asociar una energia al campo gravitacional.

Se realiz6 una descripcion de LIGO cuyo principio fundamental es el interferometro de Mi-
chelson, donde en ausencia de ondas gravitacionales los haces de luz producen interferencia
destructiva y al paso de una onda gravitacional existe un patrén de interferencia el cudl se
detecta por el fotodetector. Por otra parte, se comprendié como LIGO trata con los ruidos pre-
sentes en el experimento los cuales son: ruido cudntico, consiste en las fluctuaciones en el
numero de fotones contados por el fotodetector el cual se minimiza contando una gran cantidad
de fotones; ruido de los sismos, causado por el movimiento de la tierra, para minimizar este
ruido se utiliza péndulos debido a sus caracteristicas de resonancia; ruidos sonoros, sonidos
producidos, en general, por las personas alrededor del experimento y se minimiza realizando

vacio en el experimento.

Se realizaron los cdlculos para obtener los principios de incertidumbre para el espacio—tiempo
planteados por Doplicher, Fredenhagen y Roberts. Como guia para este proceso se utilizé un
experimento mental: para localizar un evento diminuto en el espacio—tiempo se necesita una

gran cantidad de energia generando, en principio, un agujero negro.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda realizar un estudio de las soluciones a las ecuaciones de Einstein—Hilbert llama-
das: la solucion de Kerr, la solucion de Reissner—Nordstrom'y la solucion de Kerr—Newman,
que consisten en: un objeto simétrico con rotacion, un objeto simétrico sin rotacidén con car-
ga eléctrica y un objeto simétrico con rotacion y cargar eléctrica, respectivamente. Ademas,
se recomienda realizar una monografia para encontrar las estructuras algebraicas del modelo

planteado por Doplicher, Fredenhagen y Roberts.
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ANEXOS

ANEXO A: APROXIMACION DE LA METRICA EN EL LIMITE DE

CAMPO DEBIL
El cuadrivector de una particula libre U* en coordenadas Minkowskianas z# = (ct, z,y, z) esta
dado por:
drH
e =& (A.1)

dr \/ 1— \/ 1—
Para velocidades pequenas comparadas con la velocidad de la luz, v << ¢, la anterior ecuacion

indica la componente temporal de la cuadrivelocidad es mucho mayor que las componentes

espaciales de la cuadrivelocidad, matemdaticamente se expresa como:

U >> Ue, (A.2)

. dz® . . dzV .
es decir, el factor s despreciable en comparacién con el factor I La trayectoria de una
particula en el espacio-tiempo se expresa a partir de la ecuacion diferencial de las geodésicas

(E.D.G):
Aot drtdet
d\? AN dN
donde A es el parametro afin . Consideremos el tiempo propio d7, tiempo que marca un reloj

(A.3)

que acompaia la particula, como el parametro afin, es decir:

d%s = —c2dr?. (A.4)
AsilaE.D.Ges: s dntt d
T xH dx?
=-I°,——. A5
dr? i dr (&-3)

Usando la identidad (A.2) se obtiene que:

d?xs dxz® dax® dz® dx?
_—= Fg Fga P A6
dr? Odr dr Ydr dr (A.6)
d?x° dz® dz°
@ g (A7)
4>z A
.z ™00 ) (A.8)

donde en la dltima ecuacién se ha echo uso de dz° = cdt. Para calcular el simbolo de Christoffel

I'*(q se utiliza la siguiente expresion:

1
FU;U/ = Egaa (gauﬂ/ + Gua,u — gul/,oz)- (A9)
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En nuestro caso p, v = 0:

1

00 = 59‘7&(90&,0 + 9000 — G00.a)- (A.10)

Debido a que el campo gravitacional es estético las derivadas gq0.0, Joa,0 SON cero. Entonces se

obtiene la expresion:
1

00 = —§gaa900,a- (A.11)

Si el campo gravitacional es debil el tensor métrico se escribe como:

9ss = Mgs + hgs, (A.12)

donde 735 es la métrica de Minkowsky caracterizada por un espaciotiempo plano y hgs, co-
nocido como el factor de perturbacién, es una matriz 4x4 con componentes |h,, | << 1y
primeras derivadas pequefias. En estas condiciones se puede operar la ecuacién (A.11) de la

siguiente manera:

1
[0 = —5(770(1 + h7*) (Moo + hoo,a), (A.13)
1
[0 = —5(77“ + 1) (hoo,a), (A.14)
1
[ = —é(nmhoo,a + habhoo,a), (A.15)
1
[ = —5770%00,(1, (A.16)
donde se ha despreciado el término habho(m. Por lo tanto, la ecuacion (A.8) es:
Prs 1, dt\
— = =" %hgoa| — | - A.17
ar? ~ 20 el g a.17)
Escribiendo la anterior ecuacién para ¢ = 0
P 1, e\’
= “hooal — | - A.18
dr? ZC oo, <d7’) ( )
Lo cudl implica que a = 0, pero como la métrica es estdtica (independiente del tiempo) se
tiene: P
—5 =0, A.19
dTQ ( )
t
— = constante, (A.20)
dr
Escribiendo la ecuacién (A.17) para ¢ = b:
2z 1, i\’
— = =" hgoo| — | A21
<2 20 " Noo, (d7'> ( )
donde se cumple que a = b, entonces:
2t 1, dt\?
— == h — A.22
12 5C Oo’b(dr) ; ( )
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P2 1 ydhe (dt\”
R bt A A.23
a? ~ 2° dm, (dT) ’ (A.23)
Proo1, dt\?
— = —c*Vhy!| — | . A.24
d2 20 Vhoo < dT) ( )
Por regla de la derivacion en cadena se puede afirmar que :
d d dt
—=——. A.25
dr dtdr ( )
Derivando nuevamente respecto a la variable 7 y como dt/dr es constante se llega a la siguiente
expresion:
2 & dt
—=———] . A.26
dr?  dt? (dT) ( )
Usando la propiedad anterior, la ecuacion (A.11) se convierte en:
dt\*dr 1, dt\?
— | — = =c"Vhy| — A.27
(dT) a2 2° 00<d7') ’ ( )
Tr_1agy, (A.28)
— = =C . .
a2

De la gravitacién newtoniana se conoce que la fuerza gravitacional F entre dos masas M y m

separadas una distancia r se expresa como:

GMm |

F=— r. (A.29)

7’2
Ademads por las leyes de newton se conoce que la aceleracidon que ejerce un cuerpo de masa M

a una distancia r es:

GM .
a=-——-T (A.30)
r
El potencial gravitacional ¢ se enuncia como:
GM
b =— . (A.31)
r
Por lo tanto, la aceleracion a en términos del potencial gravitacional ® es:
d*r
=— =_-Vo. A32
a=—_s (A.32)
Con la anterior propiedad la ecuacion (A.13) se escribre como:
1
§C2Vh00 =-Vo. (A.33)
Organizando términos :
2
\Y (hoo + —2®) =0. (A.34)
c
Para que la anterior ecuacion sea vélida se debe cumplir :
2
hoo = == P + S, (A.35)
c
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donde S, es una constante. Estd constante se determina en un punto donde ¢ = 0, es decir,
un espaciotiempo donde no exista campo gravitacional g, = 7). Por consiguiente h,, = 0,

entonces se cumple que la constante S, es cero. De estd manera se obtiene:

2
hoo = =, (A.36)
c
De aqui, se deduce que:
29
go=—{14+—5]- (A.37)
c
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ANEXO B: SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDA POR EL METO-
DO DE LA FUNCION DE GREEN

La funcion de Green G(x, ¢; X, t’) para la ecuacién de onda es:

OG(x,t;x,t") = 6*(x —x')o(t — '), (B.1)

1 02

2 ot?

Para encontrar la solucion se utilizara la transformada de Fourier en cuatro dimensiones que

G(x,t;xX,t') + V2G(x,t; X, ') = 8 (x — xX)d(t — t'). (B.2)

para la funcion de Green G(x, ¢; X', t') se define como:
G(x, t:x ) = / Prdwl(k, w; X', ' )e&x—wt) (B.3)

donde /(k,w;x’,t") es la funcién transformada. El paso siguiente es encontrar la ecuacion de

onda para la funcion transformada ¢ la cudl se obtiene reemplazando (B.3) en (B.2):

1 H? ‘ .
——2% {/ d3kdw€(k,w;x',t')ez(k'x_m)} +V? {/ d3kdw€(k,w;x’,t')el(k'x_w”
c

=B(x—x)o(t —1). (B.4)

Antes de proseguir observe que la transformada de Fourier para la distribucion delta de Dirac

temporal es:
1 [ee] ) ,
(5(25 — t/) = % / dwe_“”(t_t ), (BS)

—00

y para la distribucién delta de Dirac espacial:

3
Bx—x) = ( ! ) / ke ), (B.6)

27

Asi se concluye:

21

1\* _ ,
St —t)*(x —x') = ( ) / dPkdwe! &) —wE=t] (B.7)

Reemplazando la anterior ecuacién en (B.4) se obtiene:

1 0 : .
—=+ 3 { / d3kdw£(k,w;x’,t’)e’(k"‘_m)} +V? { / *kdwl(k, w; X', t')e' >

2 ot?
1\*
= (—) /d3kdwei[k'(X_X/)_w(t_t,”. (B.8)

27

Realizando las derivadas parciales se llega a la siguiente expresion:

1) Tk (xx’ :
<%) / d’kdwet )= (B.9)

2
/d?’kdw(—k:2 + w—2)ei(k"‘_wt>€(k, w; X', t')

C

93



eliminando integrales:

9 4
(44 o wix ) = () RO, @10
™

despejando la funcién ¢ se obtiene:

—i(k.x —wt)
A2 e i(kx'—wt

Ok, w;x' t') = TR (B.11)

Reemplazando la anterior ecuacion en (B.2) se obtiene la funcién de Green G(x, ¢;x',t'):

o 2 \ ik (x—x)—w(t—1")]
G(x,t;x,t") = = /d kdw e (B.12)

Para realizar la anterior integral primero se resuelve sobre w porque resulta la forma mas simple
de lidiar con las singularidades en w = +kc. El intervalo de integracién en la variable w es

[—00, 0] lo cudl implica integrar a través de las singularidades.

Este problema se resuelve al elejir w como una variable compleja, entonces se evita cada una
de las singularidades rodeandala en el plano complejo. Existen diferentes formas de evitar las
singularidades, cada camino da una funcién de Green vélida para la ecuacion de onda; ya que la

ecuacion de onda es de segundo orden deben existir dos soluciones linealmente independientes.

Centraremos nuestro estudio en dos caminos particulares:

= Primer camino que pasa por encima de las singularidades en sentido contrario a las

manecillas del reloj.

= Segundo camino que pasa por debajo de ambas singularidades en sentido de las mane-

cillas del reloj.

Graficamente se observa como:

AN .

T T
-ke + ke

Figura 14: Primer camino para la integral se camino. Fuente la presente investigacion
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Re

T T

Figura 15: Segundo camino para la integral de camino. Fuente la presente investigacion

Para resolver la integral en el plano complejo w se utilizara la férmula de la integral de Cauchy.
Sea f(w) una funcién analitica sobre el contorno C'; es decir, que se puede escribir como una

serie de potencias convergente, se cumple la proposicion:

f{ dwf(w) =2mi Y " R;, (B.13)
C

R;eC

1

w—w; "

de —oo a oo a lo largo del eje real w. Para realizar la integral de Cauchy es necesario cerrar la

donde R; son los residuos de f(w) de la forma En nuestro caso se tiene s6lo una integral

ruta de integracion agregando un semicirculo de radio » — oo en la mitad superior o inferior

del plano w complejo. La integral en w que se requiere resolver es de la forma:
e—iw(t—t’)

(w + ke)(w — ke)’

(B.14)

; ! . .
ilk-=x)] permanece constante en el espacio w. Al separar a la variable w en

ya que el factor e
términos de su parte real wg e imaginaria w; como w = wg + 1wy el factor exponencial se
convierte en:

—tw(t—t")

. _ el i 1) (B.15)

pero debido a que la anterior funcién debe converger en el infinito se debe escoger para el
primer camino, caracterizado por w; > 0, la siguiente condicion ¢ < t' y para el segundo

camino, caracterizado por w; < 0, la condicion ¢ > t'. Para proseguir es necesario calcular los

residuos para los dos casos especificos: w = —kcy w = kc.
Cuando w = —kc el residuo estd dado por:
6ick(tft’)
= B.16
1 e (B.16)

Cuando w = kc el residuo esta dado por:
67ick(t7t’)
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Ahora se encontrara la funcion de Green G(x, t;x’,¢) para el primer y segundo camino, con
la siguiente notacion: para el Primer camino, que pasa por arriba de los polos la denotaremos
como G_(x,t;x',t') y para el segundo camino, que pasa por debajo de los polos, la denotaremos

como G (x,t; X, t').

Primer camino

En este caso la integral se escribe como:

0o p efiw(tft’) p efiw(tft’) B18
/_OO w (w—l—kc)(w—kc)_]{_ Y ko) (w — ko) (B.18)

Debido al andlisis anterior se obtiene que:

o iw(t—t) ' /
fdw (Wt ho)(w—ho) 2mi(Ry + Re)O(t — 1), (B.19)

donde O(t" — t) se conoce como la funcién escalén de Heaviside y se define como:

0 st t<t
ot —t) = , B.20
( ) {1 ) t’>t} ( )

esta funcion se agrega para expresar que se esta trabajando en w; > 0, es decir, ¢’ > t. Reem-

plazando los residuos se obtiene:

efiw(tft’) o . .
% dw (0 ho)(w —ho) = 7 sin [ke(t —t)] O —1t), (B.21)

entonces la funcion de Green G_(x, t; X', t') se convierte en:

- nsin [ke(t —t/ t—t
G_(X,t;X,,t/) — 8_; /d3kezk.(x—x)81n[ C( k)] @( ), (B22)

trabajando en coordenadas esféricas se obtiene la siguiente expresion:
G_(x,t;x,t') = _8_03 /// dkdfdp  ksin §e*s 0 sin [ke(t' — )] O —t),  (B.23)
s

donde R = |x — x/|. Resolviendo la integral en ¢:

C

G_(x,t;x 1) = ——
(X7 )X7 ) 47_(2

// dkdf  ksin 0e™ 0 gin [ke(t' — )] Ot —t). (B.24)

La integral sobre la variable 6 es facil de realizar:

C

G_(x,t;x,t') = —
(x 5%t 2m2R

/OO dk  sin [ke(t’ —t)] sin(kR)O(t — t), (B.25)
0

utilizando la siguiente identidad trigronométrica:

[cos(A — B) — cos(A + B)]

sin Asin B = ,
2

(B.26)
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la ecuacién (B.25) se re—escribe como:

G_(x,t;x,t') = 7 CZR / dk {cos [k(R — c(t' — t)] — cos [k(R + c(t' — t)]}O(t' — 1),
Q 0
(B.27)
utilizando la propiedad de la funcién trigonométrica:
0 —if
cosf = %, (B.28)

la ecuacién (B.27) se convierte en:

9] ik[R—c(t'—t)] —ik[R—c(t'—t)]
G (x,:x,1) = —— / dk{ ‘ e )]}@(t’—t). (B.29)
0

" 8T2R _ik[Rte(t'—t)] _ p—ik[Rtc(t'—t

Debido a que la funcién que se encuentra dentro de la integral es una funcién par, se cumple la

siguiente propiedad:
o 1 oo
/ dxf(x) = 5/ daf(z). (B.30)
0 —

o0

Por lo tanto, la ecuacion (B.13) se re—escribe como:

o0 k[R—c(t'—t)] | ,—ik[R—c(t'—1)]
G_(x, t: %, 1) = ——° / dk{ ‘ e }@(t’—t), (B.31)

16m2R —gik[Rte(t'—t)] _ p—ik[R+c(t'~t)]

— 00

usando la definicion de la funcidn delta de Dirac se obtiene que:

e [ORb -0+ SR—c 0] |
e {_5 R —c(t' — )] — 6 [R+ c(t — t)]} o¢ -1, B3
G- (x X, ) =~ (3[R —clt — 0] =S [R+ et ~ 0]} —1), (B3

donde se ha echo uso de la propiedad de la funcion de Dirac 6(x) = §(—=z). Debido a que
R > 0y lafuncién de Heaviside fuerza a t’ — ¢ > 0 entonces la segunda delta de Dirac es igual

a cero, asi se obtiene que:

c

G_(x,t:;x,t') = — S[R—c(t —t B.34
(x %, 1) = =0 [R = et ~ 1), (B.34)
1 R
G_(x,t;xX t)=——6 ' — [ —+1t]]. B.35
Andlogamente para el segundo camino se obtiene la siguiente expresion:
1 R
Gi(x,t;x, )y =———=0[t'— [t —— ). B.36
RO
La forma compacta de la funcién de Green, incluyendo las ecuaciones (B.14) y (B.15), es:
w18 )
G tx t) = —— . B.37
(X7 1 X ) Ar ‘X—Xll ( )
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A la funcién de Green G (x, t;x',t') es llamada como la funcion de Green retardada debido

a que el argumento de la funcién delta indica que un efecto en x a un tiempo t es causado por
[x—x’|

una fuente a una distancia [x — x| a un tiempo anterior o retardado ¢’ =t — =

A la funcién de Green G~ (X, t;x',t') es llamada como la funcién de Green avanzada debido a
que el argumento de la funcién delta indica que un efecto en x a un tiempo t es causado por una

. . . . —_ /
fuente a una distancia |x — x’| a un tiempo posterior o avanzado ¢’ = ¢ + @

A partir de esto se puede encontrar una funcién W(x, t) que satisfaga la ecuacion de onda, es

decir: v
V2 (x,t) — gﬁ\ll(x, t) = aé(x,1), (B.38)
U (x,t) = a// X dt' G (x, ;X 1)E(X, 1), (B.39)

Teniendo en cuenta los efectos de la fisica que solo los efectos del pasado producen efectos en
el futuro, se escogera la funcién de Green retardada, es decir, sélo se utilizara G*(x, t; X', t').

Por lo tanto, la funcién V(x, t) se expresa como:

Ut(x,t) = U(x,t) = a// dx'dt' G (x, ;X )X, ), (B.40)

_ 3! 34/ 1 I _‘X_Xll royl
U(x,t) = a//d th—47r|x—x’|5[t (t . )] E(x',t). (B.41)

Asi se concluye que la funcion V(x, t) que satisface la ecuacion de onda esta dada por:

Q@ 3 3 (X/at - lX;XI|>
U(x,t)=—— [ d°X ) B.42
Para el caso de las ondas gravitacionales se obtiene la siguiente ecuacion de onda:
16mG
PH,y = ———T,,, (B.43)
C

entonces utilizamos la ecuacion (B.17) en la anterior ecuacion obteniendo:

[x—x']
1 [ 167G T (X'ﬁt - )
Hy=————— d3x’ ) B.44
47 ( ct ) / X x — x| (B.44)
De estd manera, se concluye lo siguiente:
[x—x'|
4G Tuv <X/at - ¢ >
Hyy = — / >x’ . (B.45)
ct |x — x|
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ANEXO C: PROPIEDADES DEL OPERADOR PROYECCION

El operador de proyeccién P/, :
Pl =6, —nin,, (C.D

convierte a un vector arbitrario B a un vector B’p = P7,, B™ que es la proyeccién de B sobre

el plano perpendicular a n:

n-Bp =n,n' (P, B™), (C.2)

n-Bp =n;n"(8,,B™ — n'n,, B™), (C.3)

n-Bp = (n, —n,)B" =0, (C4)

donde se ha echo uso de n - n = nyn* = 1. Realicemos otra comprobacién, si Bp es la

proyeccion sobre el plano entonces no deberia cambiar al aplicar nuevamente el operador P*;:

ijBjP = ijpijm, (C.5)

Por el anterior andlisis el operador P*; se llama el operador de proyeccion. Existen unas
J

propiedades del operador de proyeccion, de suma importancia, que son:

Pyi P, = Py, (C.8)
pimpk; = pmk (C.9)
P pi, =P, (C.10)

su demostracion es trivial. Regresemos a nuestro caso de una onda gravitacional propagandose
en la direccion +z. El vector unitario n es [0, 0, 1] entonces las unicas componentes diferentes
de cero del operador de proyeccion son P*, = 1y P, = 1. La proyeccion en forma matricial

para un vector arbitrario C es:

1 0 0] |C* c*
01 0| |CY] =|CY]|. (C.11)
0 0 0f [C7 0

Para proyectar una matriz A™" se considera a cada indice transformando como un vector

Ak, = Pi A™ Pk en forma matricial es:

1 0 0 |[A®™ A®™ A**| (1 0 O AT AY 0
0 1 0| [A¥ Aw AY*| |0 1 0| = |AY AW 0] . (C.12)
0 0 0] [A* A% A**| 10 0 O 0 0 0
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Encontremos como transforma la traza de la matriz:
nabAabP - nab(PamAmnan) = PmnAmn =A™ + A%, (C.13)

Bajo la argumentacion anterior se puede construir la matriz para el Gauge TT A% en térmi-

nos del operador de proyeccion de la siguiente manera:

1A — Aw) Ay 0 AT A () X 100
Ave %(Ayy_Am) 0l = | Avr Aw 0 -3 0 1 0| (A"™+AY), (C.14)
0 0 0 0 0 0 000
de manera compacta:
) . 1 .
APk = ATF — 5PﬂmenAm", (C.15)
. . 1.
L — (PJmPkn — §P3’“Pmn> Amm (C.16)

ya que estd ecuacion es correcta para un vector unitario n = [0, 0, 1] deberia funcionar para un

n arbitrario.
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ANEXO D: PROPIEDADES DE REFLEXION

Del electromagnétismo se conoce que si se tiene una superficie de dos medios uno denso y
otro menos denso, como se indica en la figura 4.8, existe una relacion relativa entre el campo

eléctrico entrante F,, el campo reflejado E,. . y €l campo transmitido F; tal que:
Erefle = CrEen7 (Dl)

Et = CtEena (DZ)

donde C'. y C} son los coeficientes de reflexion y transmision respectivamente (en general son
nimeros complejos). De manera similar, denotamos a C’,. y C’; como los coeficientes de refle-
Xi0n y transmision que vienen del otro medio, ver figura 4.9. Suponiendo que no exista pérdida
de energia y que la division de los medios no produzca cambios en la fase; estd condicién hace
los valores de los coeficientes de tranmision y reflexion sean reales (MAGGIORE, 2008), se
cumple que:

C24+ 02 =1, (D.3)

E;

Eref!e

Figura 16: Campo eléctrico indice del medio mds denso. Fuente la presente investigacion

‘ 2 2 . . )
de manera andloga C’,.” + (', = 1. Ahora consideremos una separacion entre dos medios
como se muestra en la figura 4.10. Denotemos al campo elétrico dentro de la cavidad como
Eeww Y E'cr para el campo eléctrico que incide desde la izquierda y el campo eléctrico que

incide desde la derecha. Entonces, por definicion de los coeficientes de reflexion se obtiene:

Ecav = CtEen + CITE(/; (D4)

av?

Erefle = CTEen + C/tE/ (DS)

cav*
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!

E,

Ereﬂe

Figura 17: Campo eléctrico indice del medio menos denso. Fuente la presente investigacion

Tomando el limite cuando d — 0 se obtienen las siguientes relaciones

Et = C,tEcava (D6)
Elcav = C/rEcava (D7)
E'refle = 07 (DS)
Eent = Et> (D9)

Een _ ECBU -~

E;
Eéﬂ‘f
Ereﬂe -+

Figura 18: Un medio menos denso entre dos medios con mayor densidad. Fuente la presente

investigacion
reemplazando las anteriores ecuaciones en (D.4) y (D.5) se obtiene:
c,=-C", (D.10)

C/tCt + C/TC/T = 1, (Dll)

Utilizando la ecuacién (D.3) la ecuacién (D.11) se convierte en:
Olt — Ct. (D12)
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En resumen, se obtuvieron las siguientes ecuaciones:
!
c,=-C,, (D.13)

c', = C,. (D.14)

Para un espejo totalmente reflector, la reflexion de un medio menos denso a uno mds denso

viene dado por C', = —1 y la reflexion de un medio mds denso a uno menos denso es C, = 1.
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ANEXO E: CAMPO FOTONICO EN EL HORIZONTE DE SUCESOS

En relatividad general es muy conocido el Efecto Doppler Gravitacional, que consiste en el
desplazamiento de la frecuencia de la radiacion al ser emitido por un objeto. A continuacioén
se realizara una andlisis matematico de como cambia la energia del foton en presencia de un
objeto gravitacional (OKUN, 2000).

De la relatividad especial se conoce que la energia en reposo esta dada por:
E = mgc?, (E.1)

donde m es la masa en reposo. En presencia de un campo gravitacional estd ecuacién ya no
es valida porque cualquier objeto masivo debe incrementar su energia a medida que se aleja
del cuerpo gravitacional porque el potencial gravitacional aumenta. Este fendmeno se explica

a través de la siguiente ecuacion, que ha sido comprobada experimentalmente:

¢
E = moc? (1 + —2> : (E.2)
&

Se podria pensar en utilizar la anterior ecuacion para el foton, pero seria un grave error porqué
se le estd asociando al foton una masa en reposo. Para resolver este problema se utilizara la

métrica de Schwarzchild, para 0 y ¢ fijos, dada por:

S _1

¢ = — (1 — —) , (E.3)

r

S
g”zé——) (E4)

T

donde s es conocido como el radio de Schwarzchild definido como:

2M G

S :: 2 (E.S)
c

El intervalo espaciotemporal para el fotén esté caracterizado por ds?> = 0 por lo tanto se cumple
que:
guvdxud«rv = 07 (E6)

Que se puede reescribir como:;
guvpupv =0, (E.7)
donde p, es el cuadrimomento del foton. Expandiendo se obtiene:

9" popo + 9" prpr = 0. (E.8)

Reemplazando (E.3) y (E.4) se tiene:

-1
_O_§>pg+@_§)ﬁzu (E.9)
T T
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Para el fotdn se tiene:
(E.10)

La ecuacidn (E.9) se convierte en :

-1 2
(1—5) E—2: (1—5) 2, (E.11)
T C T

E ~1
Py = —(1 — §> . (E.12)
c r
El Postulado de De Broglie, definido como:
2rh
pr =", (E.13)
c

donde v es la frecuencia del fotén, la ecuacion (D.6) se reescribe como:

E = h2mv (1 - g) , (E.14)
E = E; (1 - g) , (E.15)

donde 'y = h2mv es la energia del foton en ausencia de un campo gravitacional. Debido a que

el potencial gravitacional estd dado por:

M
o GM (E.16)
,
La ecuacidn (E.15) se reescribe como:
2
E=FE;+ S E;. (E.17)
C

Imponiendo la condicién £ > 0 para la energia total del fotén en presencia de un campo

gravitacional el potencial debe satisfacer la siguiente relacion:

C2

—P< —

5 (E.18)
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