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INTRODUCCION

El libro Elementos de Geometrias: algoritmos comparativos, subraya el he-
cho de que, Euclides en el Libro I de sus Elementos y en los demas libros,
presenta proposiciones algoritmicas. Y no puede ser de otra manera, ya
que, el objeto de abstraccién de la geometria, es la forma y, en conse-
cuencia, dinamiza el uso de rectas, circunferencias y el calculo de puntos
de interseccion entre estos objetos; por comparacion, existen algoritmos
comunes con otros modelos de geometria. En este libro, se presenta un
estudio por analogia con la Geometria Hiperbolica, con ejemplos que, en
su mayoria, se satisfacen en los modelos parabélicos y euclidianos.

El texto hace uso de las conicas, tanto en la Geometria Euclidea como en
la Hiperbolica, para resolver todos los casos del Problema de Apolonio y
destaca la manera en que cada algoritmo se convierte en un procedimien-
to universal de solucidon. También se presenta un algoritmo de solucién
a la construccion de una circunferencia tangente a otras tres, utilizando
la transformacion de inversion. Este problema es uno de los casos de los
Problemas de Apolonio que, junto con la inversion, esta intimamente li-
gado a la Geometria Hiperbodlica.

Finaliza el libro con el estudio de las conicas en la métrica del taxista del
plano discreto Z x Z, sosteniendo que, las definiciones de dichas curvas
tienen caracter universal, y resulta evidente asegurar que las cosas no
son como parecen.
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El libro, destaca por su relevancia en la presentacién de proposiciones
algoritmicas en la Geometria Euclidiana e Hiperbdlica. Al subrayar la
aplicacion de algoritmos comunes en distintos modelos de geometria,
este texto proporciona un estudio que amplia la comprension de la for-
ma y dinamiza el uso de rectas, circunferencias y el calculo de puntos de
interseccion. Ademas, la resolucion de casos del Problema de Apolonio
mediante el uso de conicas, tanto en la Geometria Euclidiana como en
la Hiperbdlica, resalta la universalidad de cada algoritmo como un pro-
cedimiento de solucion y a estas curvas como herramientas efectivas y
eficaces en el hallazgo de las respuestas. Este enfoque detallado y com-
parativo entre distintos modelos de geometria, realza la importancia del
libro como una fuente integral de herramientas y conocimientos para los
lectores interesados en profundizar en este campo.

El libro, se hace mas importante, si el lector acude a cada algoritmo para
construir su acervo de herramientas y se arriesga a presentar las razones
logicas de cada paso en tales procedimientos. En este contexto, el libro
ofrece un valor significativo al animar a los lectores a analizar y presen-
tar las razones logicas de cada paso en los procedimientos algoritmicos,
con lo cual, se fomenta una comprensiéon mas profunda y una apropia-
cion personal del conocimiento geométrico. Esta etapa argumentativa no
solo fundamenta las razones detras de cada algoritmo, sino que también
enfatiza la importancia de la publicacion de esta obra. Asi, el libro no solo
se destaca por su contenido tedrico, sino también por su capacidad para
comprometer y desafiar activamente a sus lectores, convirtiéndolo en
una herramienta valiosa para el desarrollo de habilidades en geometria
y algoritmia.



PREAMBULO

Sin duda, Los Elementos, como texto unificador del conocimiento aritmeéti-
co y geométrico existente en la época griega de Euclides, es un ejemplo de
uso de herramientas con caracter algoritmico enla descripcion de sus pro-
cedimientos y consecucion de resultados. Un alto porcentaje de sus teore-
mastienen caracter constructivoyhacenusodelasherramientas descritas
en los primeros cuatro postulados, la regla, el compas y el transportador.

El primer teorema explicita la construcciéon de un tridngulo equilatero
sobre un segmento dado. Sin forzar la argumentacion aristotélica, que
defiende los pasos logicos de que, la construccion es efectiva y precisa, la
solucion de este problema deriva en los siguientes pasos, siempre que se
dé un segmento basico inicial AB:

" A
Figura 1. Construccién de un tridngulo equilatero desde un segmento dado
Fuente: elaboracién propia

11
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1) Trazar la circunferencia d de centro en el punto A y radio AB.

2) Trazar la circunferencia e de centro en el punto By radio BA.

3) Ubicar el punto de interseccion C entre las circunferencias e y d.

4) Trazar los segmentos AC y BC con lo que queda determinado el
triangulo equilatero ABC (Figura 1).

El resto, es aplicar las reglas l6gicas de una demostracion sustentadas en
las definiciones de los objetos, en este caso, de la circunferencia, y utilizar
de manera adecuada las herramientas geométricas, cuyo uso tiene licen-
ciamiento desde la concepcion de los postulados.

Los teoremas constructivos y de caracter algoritmico contintan. El teore-
ma 2, estudia la repeticion de un segmento en cualquier direcciéon desde un
punto dado; el teorema 3, elucubra sobre destacar un segmento de menor
longitud en otro de mayor longitud; el teorema 9, se refiere a la bisecciéon
de un angulo; y en el 10, se ensefia como calcular el punto medio de un
segmento Y asi, va describiendo problemas como el de la construccién de
una perpendicular por un punto de un segmento, o por un punto extremo
0 por un punto que no yace en él. La lista se hace larga y se completa con
problemas que requieren de mayor argucia como el de la construccién de
numeros irracionales a través de la Espiral Pitagérica de Teodoro de Cire-
ne, tal que, las longitudes sucesivas de las hipotenusas toman como valor;
el de las raices cuadradas de los niimeros naturales Vn o del calculo de la
raiz cuadrada de cualquier nimero real positivo, mediante la busqueda de
la media proporcional.

El sentido universal de las definiciones permite que los procedimientos
se satisfagan, cuando esto es posible, dentro de otros espacios métricos.
El caso del trazado de un triangulo equilatero, por ejemplo, consigue su
validez dentro del modelo de la Geometria Hiperbdlica que se estudia en
este libro, en el contexto del Disco de Poincaré.
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Figura 2. Construccion de un triangulo equilatero en la Geometria Hiperbdlica
Fuente: elaboracién propia

La Figura 2, corresponde a la construcciéon de un triangulo equilatero
a partir del segmento AB, al interior del Disco de Poincaré. Las herra-
mientas que se utilizan para ello son las correspondientes del modelo
Hiperbolico como h- segmento y h- circulo, referidos al horizonte H. Y de
alli, con las herramientas propias de la medida, puede verificarse que, en
efecto, se trata de un triangulo equilatero. (En el Ment Hiperbdlico Cabri,
que se mencionara mas adelante, el llamado a las herramientas propias
del modelo Hiperbdlico se les antepone el prefijo h-).

En todas las construcciones que retne este texto, se ha utilizado Cabri II
Plus, como software de la Geometria Dindmica, del cual, la Universidad de
Narifio posee licencia perpetua, junto a su Menu Hiperboélico que permite
laconstrucciényverificacion deresultadosdentrode un Disco de Poincaré.

Desde cada una de las construcciones, queda facil la confeccién de ma-
cro construcciones que, de manera automatica y efectiva, con ahorro de
tiempo, producen los efectos requeridos con la posibilidad de dedicar es-
fuerzo y tiempo a hacer mas, a pensar otras situaciones y resolver nuevos

13
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problemas. Es el caso de la construccion de un triangulo equilatero,
mostrado antes, que contiene una macro en la que los objetos iniciales
son los puntos A y B y el horizonte H, y como objetos finales se tienen
los arcos AB, AC y BC. Desde un angulo funcional, esta macro es una
funcién cuyo dominio estd conformado por pares de puntos al interior
de un horizonte H y cuyo recorrido es el conjunto infinito de todos los
h- tridngulos equilateros. En el primer capitulo de este libro, se presenta
una macro para la construcciéon inmediata de tridngulos equilateros, mas
elaborada que la que aqui se ha presentado, para que el lector argumente
de su eficacia y su simplicidad y, al tiempo, en cada uno de los problemas
que de manera algoritmica se estudian, busque alternativas adicionales
de solucion.

El paso de la Geometria Elemental a la Hiperbdlica, no es intuitivo, y por
ello, este texto fundamentado en un ambiente algoritmico, que indica
paso a paso la consecucion de resultados, y que lo hace de modo compa-
rativo, anima a sus lectores a repetir las construcciones para probar lo
que es o no satisfactorio en cada uno de los modelos.

Pensamos que este texto de caracter algoritmico permite hacer un es-
tudio comparativo de los objetos y de los resultados que se cumplen o
no en los dos modelos geométricos de interés, el modelo euclidiano y el
hiperbdlico y, encontrar en los dos, hechos que asombran y que se hacen
importantes de subrayar.

Se deja al lector completar con la argumentacion légica que da vida ra-
zonable a la solucién de cada problema, de cada construccién, de cada
verificacion de un resultado.

Para determinar la universalidad de la eficacia de los algoritmos, se ha es-
cogido como tema de estudio el Problema de Apolonio, con el imaginario
de que, los algoritmos descritos en la solucion de cada caso del problema
en el Modelo Sintético, sean eficaces también en el otro modelo. De he-
cho, se pueden estudiar otros problemas, como el de la construccién de
un triangulo is6sceles conocido su perimetro y la altura al lado desigual,
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que se propone en el Ejemplo 18 de analogias y en el que no se encontr6
solucion utilizando la h- hipérbola, una solo con la h- circunferencia, infi-
nitas soluciones con h- elipses y una sola con la h- recta. Los mecanismos
de uso terminan asombrando por su recursividad y riqueza al interior de
los resultados que, ademas, son visiblemente atractivos.

Existen procedimientos generales debido a las definiciones de los obje-
tos que, en el sentido hiperbolico, son independientes del Postulado de
las Paralelas. Por ejemplo, si se desea trazar la circunferencia tangente a
una recta m que pase por un punto A arbitrario, al interior del Disco de
Poincaré, es sencillo admitir que la solucion del problema acarrea de ma-
nera tacita la definicion de parabola y, en consecuencia, el algoritmo de
solucion para el procedimiento que resuelve el problema es el siguiente:
H

Figura 3. Circunferencia tangente a un h- recta pasando por un punto al
interior del horizonte
Fuente: elaboracién propia

1) Construir la parabola p que tiene como directriz a la recta m y foco
al punto 4, dado.

2) Ubicar en p y de modo arbitrario un punto M.

3) Trazar la h- circunferencia de centro en M que tiene como radio al
segmento MA. Esta circunferencia es una de las infinitas circunfe-
rencias que pasando por 4, son tangentes a la recta m (Figura 3).

15
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En el fondo, puede adoptarse a la pardbola como el lugar geométrico de
los centros de las circunferencias que pasando por un punto fijo 4, son
tangentes a una recta fija m.

Figura 4. Simetria axial de un punto respécto de una h- recta
Fuente: elaboracién propia

Utilizar las herramientas del Menu Hiperbdlico implica escoger atajos en
la construccién de diversos objetos cuyos algoritmos se explican en el
primer capitulo del libro, tal y como si no existieran las herramientas
dispuestas en dicho Menu. Por ejemplo: es posible construir unas macros
sencillas para el calculo del simétrico de un punto respecto de una h- rec-
ta en el disco; y también, calcular la imagen de un punto respecto de la
simetria central referida a un punto (Figura 4).

Dados la h- recta m como linea de reflexidn del punto 4, se traza por este
punto la perpendicular p para encontrar el punto de interseccion B entre
my p. Con centro en By radio BA se traza la h- circunferencia c y se ubica
el punto A" que es el otro punto de interseccion entre la perpendicular p y
la h- circunferencia c. El punto 4’ es el simétrico de A respecto de la recta
m. La macro a configurar tiene como objetos iniciales la recta m, el punto
Ay el horizonte H, y como objeto final el punto A’

Para encontrar el simétrico del punto A respecto del punto B tomado
como centro de la simetria, se traza la h- circunferencia ¢ de centro en
By pasando por 4; enseguida, se traza la h- recta determinada por los
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puntos A y B que determina el punto de interseccion A’ con la circunfe-
rencia c. A’ es el punto buscado. La macro a configurar en este caso, tiene
como objetos iniciales los puntos A y B, siendo B el centro de la simetria,
y al horizonte H, y como objeto final al punto A’ Este algoritmo esta ex-
puesto en la Figura 5.

Figura 5. Simetria central de un punto respecto de otro
Fuente: elaboracién propia

El lector tiene la oportunidad de comparar estos algoritmos elementa-
les en relacién con los que se describen en el primer capitulo del libro
y reconocer la rica variedad de alternativas que se tiene con el Menu
Hiperbélico de Cabri.

El libro acude a examinar el concepto de las conicas, no solo en el orden
de la Geometria Hiperbdlica, sino también, en el mundo discreto del pla-
no entero Z x Z, donde acude el asombro evidente de hipérbolas, elipses,
circunferencias, rectas y parabolas diversas, diferentes a las que un estu-
diante ha instalado en su imaginario. En especial, vale la pena anotar que,
en especial, el concepto de parabola depende de la definicién de linea
recta y, en consecuencia, una recta tiene sentido de definicién en este
mundo discreto a través del concepto de mediatriz entre dos puntos o
entre los extremos de un segmento. Es el acto de feliz coincidencia para
evidenciar parabolas en la métrica del taxista de este mundo discreto,
tema que se estudia en el dltimo capitulo de esta obra.

17



18

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

Este libro es un compendio de practicidades algoritmicas que contiene la
geometria en la constitucion de sus objetos. Abarca elementos de tres mun-
dos métricos, a saber: el espacio bidimensional real no acotado, el espacio
métrico acotado de la Geometria Hiperbdlica modelizada en el Disco de
Poincaré y el espacio métrico discreto de la métrica del taxista en el plano
entero. En general, en estos tres mundos se estudian los mismos objetos,
las conicas, para evidenciar que las cosas no son como lo parecen, a pesar
de que guarden similitudes.

Se hace énfasis en el estudio comparativo delas conicas, cuyas definiciones
permanecen inalteradas independientemente del mundo que las subya-
cey se aplican en la solucion del Problema de Apolonio, problema de alta
riqueza inveterada que muestra la forma en que el algoritmo de solucion
cabe a la perfeccion en el plano corriente como en el Disco de Poincaré.

A pesar de que el libro tiene un caracter divulgativo exploratorio, lo ro-
dea la tarea tacita de implementar los algoritmos descritos en aplicativos
computacionales como GeoGebra, CabriIl Plusy Derive. Los dos primeros
pertenecen al enfoque denominado Geometria Dindmicay el tercero a un
CAS, software de asistencia computacional que permite elaborar archi-
vos de escogencia como lo requiere el estudio de matrices de puntos que
satisfagan las condiciones de las definiciones de las conicas. Con estas
condiciones se hace util e indispensable que el lector asuma la tarea de
ejecutar los algoritmos para tener los archivos correspondientes de los
objetos geométricos que origina un conjunto de macro construcciones
que se necesita en la composicidn de nuevos objetos o en la verificacion
de teoremas.

Con las herramientas conformadas se puede verificar la satisfaccion, en
cualquiera de los espacios métricos, de los teoremas que pertenecen al
nucleo de la geometria absoluta, y dejan de satisfacerse en el caso hiper-
bdlico, aquellos resultados que pertenecen a la Geometria Hiperbdlica,
cuando se compromete el Postulado de las Paralelas.
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El fil6sofo colombiano Fernando Zalamea asegura que, la riqueza de la
matematica radica en el aspecto variado de sus contenidos y, de hecho,
al establecer como linea de accidn las analogias que se presentan como
ejemplo en los mundos euclideo e hiperbdlico, propone las trazas de en-
tender y comprender ain mas el verdadero significado del método que
tiene la geometria y la matematica (Zalamea, 2019). Solo con esto, ya se
consigue la apertura mental que necesita un buen estudiante de matema-
ticas. En este sentido, el libro es una disculpa que abre la compuerta de
la imaginacion.

Los objetos que se estudian son los corrientes, pero asombra que su con-
figuracion en variados casos, se aleje de la percepciéon mental que se ha
hecho de ellos; esta es la razén que hace necesario la modificacion de
las definiciones de algunos objetos, a fin de que su nombre y su sentido,
quepan en el espacio métrico especifico, tal es el caso, por proponer un
ejemplo, del cambio mas universal y amplio de los conceptos afines a los
poligonos regulares.

El primer capitulo, es una modificaciéon con sentido aplicativo al estu-
dio de la satisfaccién de teoremas de la Geometria Elemental, realizado
por Elena Rozas Bellido, en el trabajo denominado: Geometria Hiperbo-
lica: Desarrollo de Herramientas en Grasshopper, el cual esta disponible
en el siguiente enlace: https://oa.upm.es/63932/1/TFG_Jun_20_Rozas_
Bellido_Elena.pdf.

Los algoritmos se han implementado en el software Cabri II Plus y pre-
sentan alternativas diferentes y modos distintos de uso de Macro- cons-
trucciones contenidas en el Menu Hiperbdlico desarrollado para Cabri.
En este mend, por presentar un caso, un cuadrado se ejecuta desde su
punto central y uno de sus vértices, la macro desarrollada ac3, parte de
dos vértices consecutivos y esto permite la efectividad del estudio com-
parativo de resultados como el Teorema de Varignon o el de Pitagoras.
Igual, los autores, han desarrollado en este punto, una macro de cons-
trucciéon de un triangulo equilatero a partir de dos de sus vértices y no de
su centro de gravedad y un centro, lo que brinda un lugar para comparar
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teoremas como el de Napoledn. Con estas herramientas se hace un estu-
dio por analogia de un buen conjunto de resultados que se satisfacen en
el modelo elemental de la geometria. Brilla por su significado el Ejemplo
18 que, muestra a las conicas como herramientas de alta capacidad a la
hora de resolver el problema de la construccién de un tridngulo isosceles,
dados su perimetro y la altura al lado desigual.

El Menu Hiperbolico Cabri no contiene las planillas propias de los movi-
mientos rigidos, como la simetria axial, la simetria central, la traslacién y
la rotacién que, en el Disco de Poincaré, permiten apreciar la riqueza del
mundo de las transformaciones geométricas. Un mismo objeto, a través
de la aplicacion de una congruencia, en el Disco de Poincaré, se ve dife-
rente, muy diferente, y esto, a todas luces, asombra.

El segundo capitulo del libro, estd dedicado a realizar una analogia del
modelo de la Geometria Analitica con la Hiperbdlica, en la solucién de los
casos del Problema de Apolonio. Aqui, se presenta un algoritmo que debe
compartirse en los dos espacios métricos que se comparan. En términos
generales, la busqueda de las circunferencias tangentes a tres objetos,
respetan los algoritmos que no pierden su efectividad en los dos espacios
meétricos. Sin embargo, el lector ve que es preciso abordar los elementos
adecuados, en el mundo hiperbdlico y se utilizan, en consecuencia, las rec-
tas, las mediatrices, las bisectrices, las circunferencias, los segmentos, que
son de ese mundo hiperbdlico, y para identificar estos objetos, tienen la
anteposicion del prefijo h-. Algunos casos del problema solo se presentan
en el modelo analitico, dejando como tarea al lector la puesta en marcha de
su creatividad en la construccion de la solucion en el mundo hiperbdlico.

El tercer capitulo, esta dedicado al estudio especial del ultimo caso del
Problema de Apolonio, consistente en la buisqueda de una circunferencia
tangente a otras tres, cuando esto es posible, con la utilizacién del con-
cepto de inversion. El inverso de un punto respecto de una circunferen-
cia, es una transformacion intimamente ligada a los espacios métricos
hiperbdlicos. La solucién proveniente desde este angulo, es mas efectiva
que la que se presenta en el segundo capitulo.
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El cuarto capitulo, es un estudio de cémo las cénicas cambian su aparien-
cia si el espacio métrico es diverso. En este caso, las definiciones se man-
tienen ubicuamente en el espacio métrico discreto de los enteros. Este
mundo, es un mundo tipo rejilla, compuesto por coordenadas de puntos
en el plano, que son nimeros enteros. La gracia de este capitulo, es que
sortea la dificultad académica de definir el concepto de recta en este espa-
cio, dado que el concepto de recta es esencial en la definicidn de parabola.
La manera de definir recta, con el empleo del concepto de distancia inhe-
rente a los espacios métricos que aqui se emplea, es idéntico al concepto
de mediatriz. Este hecho, salva y permite la constitucion de parabolas.

Las construcciones expuestas, se han elaborado en Cabri II Plus y, even-
tualmente, se ha utilizado el Menu Hiperbdlico que se tiene para este fin.
La Universidad de Narifo, dispone de una licencia perpetua, obsequia-
da por su creador Jean Marie Laborde. Sin embargo, el lector acucioso,
puede utilizar GeoGebra u otro aplicativo similar. Para el estudio de las
conicas en la métrica del taxista, se ha empleado el CAS Derive, por lo
amigable e intuitivo de su uso. Es un hecho que, las ayudas computacio-
nales que soportan el montaje y modelacion de las situaciones expuestas
en el libro, dinamizan el adagio popular: “haga lo que piensa y piense lo
que haga”. Desde este punto de vista, la utilizaciéon de recursos se hace
claro desde el punto de vista académico, en la medida en que se aprenda
geometria. Nada remplaza el conocimiento geométrico que se aplica en
estos paquetes computacionales.

El libro se ha inspirado en el desarrollo de cursos electivos de geometria
que el Programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad de
Narifio promueve cada semestre, y tiene como intencién, comprender a
fondo el método y el significado de la matematica, en un compendio di-
dactico satisfactorio que ofrece esparcimiento y alegria, y al tiempo, pro-
duce asombro, aspectos que deben arropar los procesos de aprendizaje.
Como autores, aseguramos que la temdtica expuesta es oportuna y anima
a cada lector a repetir cada una de las tematicas expuestas, y que se aven-
ture a desarrollar y explorar de acuerdo con sus propias expectativas.
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CAPITULO 1.

EL DISCO DE POINCARE Y

LA GEOMETRIA HIPERBOLICA

“He creado un mundo nuevo y diferente de la nada.”
Janos Bolyai (1802-1860)

En este capitulo se examinan y estudian algunas herramientas ubicadas
en el Menu Hiperbdlico disefiado para Cabri Il Plus, dentro del modelo
del Disco de Poincaré, que permite entender de manera simple, aunque
no intuitiva, los alcances de la Geometria Hiperbdlica y sefnalar algunas
diferencias con la Geometria Elemental. Se explican hechos que recorren
este nuevo espacio métrico en el que los objetos alcanzan nuevas formas
y dimensiones. Como se indicé antes, este capitulo toma como referencia
el trabajo realizado por Rozas-Bellido (2020), disponible en el siguiente
enlace: https://oa.upm.es/63932/1/TFG_Jun_20_Rozas_Bellido_Elena.pdf

El documento persigue ser accesible y sin complejidad en comparacion
con otros trabajos similares; se propone, atraer y atrapar la curiosidad
de los estudiantes e interesados, presentando por analogia, ejemplos de
comparacion con la geometria euclidea, sintética o elemental.
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El descubrimiento de la Geometria Hiperbélica desde hace mas de ciento
cincuenta afios, puso a flote una revolucion en el ambiente académico,
comparable a la copernicana, con un impacto filos6fico importante, como
la teoria darwiniana de la evolucién de las especies. A pesar del esca-
so conocimiento y dejadez de esta rama de la geometria, muchas de las
teorias y desarrollos cientificos del siglo XX se han podido llevar a cabo
gracias a este cambio en el pensamiento producido por tal revolucidn. La
Geometria Hiperbdlica abrié las puertas a investigaciones connotadas,
entre las que se distingue, la geometria del espacio-tiempo en la Teoria
de la Relatividad de Einstein.

Desde Euclides, precursor del Modelo Sintético de la matematica, que
auna su quehacer a través de enunciados que tan solo son definiciones,
axiomas y teoremas escritos dentro de una taxonomia propia, que re-
quiere el empleo de simbolos, la humanidad hered6 la forma sutil de
emplear la légica aristotélica para seguir impeliendo y desarrollando el
conocimiento matematico. Euclides legé al mundo un monstruo, que cre-
ce anualmente con una capacidad asombrosa, y con ello, todos los mate-
maticos son peripatéticos.

Los Elementos de Euclides son el tratado sistematico de matematicas y
geometria mas antiguo y de mayor influencia en el pensamiento cientifi-
co. Los Elementos abarcan las nociones de geometria y de aritmética que,
en el momento, cubririan un curso de Matematicas Elementales en las
carreras de matematicas, licenciatura e ingenieria.

Contrario a lo que se conoce de Los Elementos, por el nimero de edicio-
nes que ha tenido y la cantidad de criticas de orden filosoéfico y episte-
mologico y el caracter divulgativo en los procesos de ensefianza en todas
las escuelas del mundo, poco y casi nada se conoce de su autor, quien
vivié alrededor del afio 300 antes de nuestra era, en los tiempos del fa-
raon Ptolomeo I, quien posiblemente lo designé como director de la gran
biblioteca de Alejandria, donde ademas, Euclides fue profesor en una es-
cuela llamada El Museo. En Alejandria, vio la luz su magnifico texto, que
tenia como propdsito esencial, convencer a sus coetaneos que todo lo alli
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consignado era cierto, dentro de su método axiomatico. Una cosa impor-
tante, es que Los Elementos carecen de una estructura de texto escolar; es
decir, no tienen el caracter de incursionar en el &mbito educativo.

Los resultados relacionados en Los Elementos, no son creaciones auténti-
cas de Euclides, pero si su forma axiomatica y la organizacion ascendente
y acumulativa de las proposiciones que se van ligando de manera légica
como una red soportada desde sus axiomas, postulados y definiciones
iniciales. En Los Elementos se presenta el conocimiento desarrollado
hasta ese entonces en la antigua Grecia. El compendio original se per-
dio, pero dada a su importancia, alcanz6 a ser copiado en varias ocasio-
nes, e incluso, existen copias que contienen el anexo de modificaciones,
comentarios y nuevas proposiciones.

Los Elementos se dividen en trece capitulos llamados libros, como se
indica a continuacion:

> El Libro I, contiene definiciones y principios basicos, las pro-
piedades de los triangulos, de las perpendiculares y las para-
lelas, y la equivalencia extensiva (area) de poligonos.

> El Libro 11, estudia el dlgebra geométrica, ocupandose en par-
ticular de la ecuacién de segundo grado.

> El Libro 111, es un estudio de la teoria de la circunferencia.

> El Libro 1V, se centra en la construccién de algunos poligonos-
regulares inscritos a otros objetos.

> El Libro V, hace un estudio de las magnitudes y sus razones,
adentrandose en el territorio de la inconmensurabilidad.

> El Libro VI, estd dedicado a la teoria de las proporcionalidades
y la semejanza de figuras.

> Los libros VII, VIIl y IX, estan referidos a la teoria de nimeros.

> El Libro X, se dedica a la clasificaciéon de irracionales
algebraicos cuadraticos.

> Los libros XI y XII, hacen un estudio basico de la geometria
del espacio.

> El Libro XllI, es la constitucion explicita de los cinco poliedros regulares.
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Sin duda, Euclides fue un maestro, un profesor con talento inigualable,
con una obra matematica sin parangoén. En vida, su Quinto Postulado,
debié ser el punto de quiebre de las criticas y de los argumentos. Ante
ello, en el libro I se ve el esfuerzo académico que hace de ir creciendo
en proposiciones sin utilizar este Postulado de las Paralelas. Solo en la
proposicion 27 lo utiliza por primera vez, al demostrar que “Si dos rectas
cortadas por una transversal, forman angulos alternos iguales, entonces
las dos rectas son paralelas entre si”.

El uso, un poco tardio del Postulado de las Paralelas en su obra, ha hecho
que se califique a Euclides como el primer geémetra no euclidiano; pues,
justo las geometrias denominadas no euclidianas, surgen de las formas
de negar el Quinto Postulado. Con la proposicién 27, Euclides hace uso
por primera vez del postulado en mencion e inicia el estudio de la teoria
de las paralelas, estableciendo mas adelante, el importante hecho de que,
la suma de los angulos interiores de un tridngulo es igual a dos rectos.

Todo emerge desde las definiciones, los axiomas y los postulados. Los
postulados solo son cinco y estan cargados de un sentido instrumental.
Euclides pide con humildad:

Postulado I. Poder trazar una linea recta de un punto a otro punto.

Postulado 1I. Y que cada linea recta se pueda prolongar indefinida-
mente por derecho, por cualquiera de sus extremos.

Postulado III. Y que se pueda trazar una circunferencia con centro
en todo punto y con cualquier distancia como radio.

Postulado IV. Y que todos los angulos rectos sean iguales entre si.

Postulado V. Y que, si una recta al incidir sobre dos rectas hace los
angulos internos del mismo lado menores que dos angulos rectos,
las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontraran en el
lado en el que estan los angulos menores que dos rectos.
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Como se ha dicho, los cuatro primeros postulados tienen un sentido
instrumental tangible que deriva en la existencia de reglas, compases y
transportadores del mundo fisico. El Quinto Postulado es el mas polé-
mico entre todos, al punto que, con cambios, obviandolo o negandolo,
origina las llamadas geometrias no euclidianas. Un hecho no menos im-
portante, es que varios gedmetras han intentado demostrar la veracidad
del Quinto Postulado a partir de las 23 definiciones iniciales, las 8 nocio-
nes comunes o axiomas y los cuatro primeros postulados. Estos intentos,
impulsaron el desarrollo de las geometrias esférica, hiperbdlica y eliptica
que se hicieron realidad entre los siglos XVIII y XIX, y también la deno-
minada Geometria Absoluta, que se fundamenta en tan solo los teoremas
que emergen desde los cuatro postulados iniciales.

Alos pocos siglos de la divulgaciéon de Los Elementos y con la aparicion de
grandes criticos de la obra, como Proclo, el Quinto Postulado creé contro-
versia entre los estudiosos de las matematicas. Se intent6 demostrar el
Quinto Postulado a partir de los anteriores y de alguna proposicién que se
dedujera de ellos. Sin embargo, todo intento resulto infructuoso y los pos-
tulados sustitutos, mas evidentes que el original, han resultado ser logica-
mente equivalentes con él. El Quinto Postulado es equivalente con enun-
ciados como los que se disponen a continuacion (Rozas-Bellido, 2020):

1) Dos rectas paralelas son equidistantes (Posidonius, siglo I a. C.)

2) Si una recta interseca una de dos paralelas, entonces también
interseca a la segunda (Proclus, 410-485 d. C.). Esta proposicion
es equivalente al axioma de Playfair: por un punto exterior a una
recta pasa una Unica paralela.

3) Dado un triangulo, se puede construir un tridngulo semejante
con cualquier lado (Wallis, 1616-1703).

4) La suma de los angulos de un tridngulo es igual a la suma de dos
rectos (Legendre, 1752-1833).

5) Tres puntos no alineados estan en un circulo
(Bolyai Farkas, 1775- 1856).



Elementos de Geometrias - Algoritmos Comparativos

A principios del siglo XIX empiezan a coger fuerza las teorias sobre la exis-
tencia de otras geometrias alternativas a la euclidiana. Estas teorias estan
basadas en los resultados obtenidos tras la negacion del Quinto Postulado.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fue el primero en desarrollar una Geo-
metria No Euclidiana; sin embargo, Gauss tenia un importante prestigio
y no se atrevio a publicar sus descubrimientos por temor a parecer ridi-
culo ante la comunidad académica.

El ruso Nikolai Lobachevsky (1793-1856) y el hdngaro Janos Bolyai
(1802-1860) formularon por separado, el primer sistema de Geometria
No Euclidiana (Martinez, 2007) y, por ello, son considerados los funda-
dores de la Geometria Hiperbolica. Por un lado, Lobachevsky argument6
la consistencia de esta nueva geometria basandose en las férmulas tri-
gonométricas que habia redescubierto tras negar el Quinto Postulado,
al suponer que, por un punto P exterior a la recta r pasan dos rectas pa-
ralelas. Las nuevas formulas incluyen algunas ya determinadas por los
discipulos de Gauss, asi como la relacion entre el defecto de un tridngulo
y su area o el calculo del volumen de un tetraedro. Por el otro, el trabajo
de Bolyai se centr6 en la Geometria Absoluta, que consiste en aquellas
proposiciones que son independientes del Quinto Postulado.

La existencia de una Geometria No Euclidiana se demostro a finales del
siglo XIX, cuando el italiano Eugenio Beltrami (1835 - 1900) logré tradu-
cir cada término de la geometria de Lobachevski a un término de Geo-
metria Euclidiana, probando la consistencia de la Geometria Hiperbolica
con respecto ala Geometria Euclidiana. En el documento “Saggio di inter-
pretazione della geometria non-euclidea”, publicado en 1868, Beltrami
propuso que esta geometria podria realizarse en una superficie de cur-
vatura negativa constante, como una pseudoesfera.

Las geometrias no euclidianas se obtienen considerando los cuatro pri-
meros postulados y sustituyendo el quinto por su negaciéon. Hay dos ma-
neras de negar el Postulado de las Paralelas. Cada una de esas negaciones
produce una nueva geometria.

27



28

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

La primera forma, es asumir que no existe ninguna recta paralela a r que
pasa por P, Esto es lo que ocurre en la esfera, cuando se consideran como
rectas los circulos maximos. En ella, se trabaja con una curvatura cons-
tante positiva. El reconocimiento de la Geometria Esférica, como Geome-
tria No Euclidiana, se debe a Riemann (1826-1866).

Lasegundaformade negar el Postulado de las Paralelas, es aducir que exis-
ten numerosas paralelas a r que pasan por el punto P. Esto origina la Geo-
metria Hiperbdlica, descubierta por Lobachevsky y Bolyai. En ella, la cur-
vatura es constante y negativa, la cual es utilizada en el desarrollo de este
trabajo, y es lo que maneja el aplicativo del Menu hiperbdlico Cabri II Plus.

Los modelos tipicos de la Geometria Hiperbolica son:

> Modelo del Semiplano de Poincaré

> Modelo del Disco de Poincaré

> Modelo del Hiperboloide

> Modelo Proyectivo de Beltrami-Klein

Todas las construcciones contenidas en este libro se han establecido
con Cabri II Plus (Cabri. Le CAhier de BRouillon Interactif o Cuaderno
de Geometria Interactif), software de Geometria Dindmica desarrolla-
do por Jean-Marie Laborde y Franck Bellemain de la Universidad Joseph
Fourier de Grenoble en Francia. Para el uso del modelo de Geometria
Hiperboélica se ha empleado el Ment Hiperbdlico elaborado para Cabri,
que es un conjunto de Macro- construcciones para experimentar con el
modelo en cuestidn. Cabri es, en esencia, un aplicativo computacional
intuitivo y amigable que permite demostrar y verificar teoremas y con-
jeturas de Geometria Euclidiana, Analitica, Descriptica, Hiperbdlica y de
Transformaciones (Soto, 2000).

El Menu hiperbdlico (Figura 6) contiene macro construcciones robustas
y poderosas que permiten ejecutar procedimientos de alta efectividad.
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Figura 6. Algunas herramientas del Menu Hiperboélico Cabri
Fuente: captura de pantalla

Por proponer un ejemplo, el Compas hiperbolico contenido en el Menq,
se adecua para el montaje que disefia Euclides en su proposicién 22, con-
sistente en repetir un triangulo desde cualquier punto del disco horizon-
te H, en el terreno de lo hiperbdlico. “Dados tres segmentos tales que la
suma de dos cualquiera de ellos sea mayor que el tercero, construir un
triangulo con los lados respectivamente iguales a los tres segmentos.”

La solucion de este problema constructivo tiene un caracter algoritmico

que se describe en los siguientes pasos.
H

Figura 7. Fase inicial de la repeticion de un tridangulo
Fuente: elaboracion propia
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Dados el triangulo ABCy un punto A’al interior del horizonte H (Figura 7):

Figura 8. Repeticion de un tridngulo desde un punto arbitrario
Fuente: elaboracién propia

1) Con el compas hiperbdlico, se construye la circunferencia a con
centro en el punto A’y radio AB.

2) En la circunferencia a se ubica, con libre albedrio, un punto B".

3) Se traza la circunferencia b de radio BC con centro en el punto B/,
valiéndose del compas hiperbolico.

4) Se traza la circunferencia c de radio AC con centro en el punto 4’,
valiéndose del compas hiperbolico.

5) Se obtiene el tridngulo A’B’C’ que es copia fiel del tridngulo ABC
(Figura 8).

Para tener evidencia de que los triangulos ABC y A’B’C’ son los mismos,
se puede tomar referencia del calculo de sus areas, la amplitud de sus
angulos y la longitud de sus lados.

También es factible repetir de manera inmediata y automatica un trian-
gulo confeccionando una macro construcciéon cuyos objetos iniciales
sean los vértices A, By C del tridngulo a repetir, el punto de partida A’
y el horizonte H, y como objetos finales, los puntos B, C’y los arcos que
definen el triangulo A'B’C’
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De hecho, solo con la Macro de Compas Hiperbdlico es posible elaborar
montajes de teoremas y resultados como el de la repeticiéon de un angu-
lo, la repeticion de un segmento en una direccién dada, y asi de seguido,
en dependencia del resultado a estudiar. Igual ocurre con otras Macros
como las del sistema de medidas hiperbdlicas de longitudes, areas y am-
plitudes. Este Menu ofrece, con garantia, una oportunidad de exploracion
Unica, para la comprension de una tematica que ha sido oportuna, inclu-
so, para explicar hechos de la fenomenologia del universo.

Con las Macro-construcciones del Meny, varias de las tareas expuestas en
este primer capitulo, son mas simples de hacer, tales como, la reflexion
axial o la simetria central, que cada lector interesado puede ejecutar por
aparte. Estetipo detareas, se convierten en unaforma efectivade aprender
geometria y, con ello, por aplicacidn heuristica, explorar otros caminos.

En este primer capitulo, que esta referido al estudio y uso del Menu Hi-
perbolico para el aplicativo Cabri, que se fundamenta de manera exclu-
siva en el Disco de Poincaré, solo se presenta lo referente a tal disco y el
uso de las Macro- construcciones contenidas en su nucleo. De otra parte,
también se hace una conversion de los procedimientos del documento
Geometria Hiperbdlica: Desarrollo de Herramientas en Grasshopper, ela-
borado por Elena Rozas Bellido (Rozas-Bellido, 2020). Tales construccio-
nes obedecen a algoritmos que conducen, por pasos, ala implementacion
de herramientas adicionales a las que no aparecen en el menu; en espe-
cial, la elaboracion de cuadrados a partir de dos vértices consecutivos del
mismo, o de un triangulo equilatero a partir de un segmento.

Aparte de estas nuevas herramientas que se pueden establecer como
macro-construcciones de uso inmediato, se construyen las macros de los
movimientos rigidos en el disco, para permitir la constataciéon de que,
efectivamente, son congruencias en el sentido hiperbdlico. Este ejercicio
comparativo se hace especial, puesto que otorga la relevancia propia de la
consistencia de los modelos y el aprendizaje del modelo y su significado.
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1.1. MODELO DEL DISCO DE POINCARE

En 1887 el matematico francés Henri Poincaré (1854 - 1912) describi6
un modelo del plano hiperbdlico en el plano euclideo. Dicho modelo, es
conocido como el modelo del Disco de Poincaré y es parecido al Modelo
del Semiplano, creado por el mismo autor.

Los puntos en el modelo del Disco de Poincaré son los puntos del in-
terior de un circulo, con frontera en una circunferencia que se denota
por H, denominada horizonte H. Las geodésicas (rectas hiperbdlicas de
este modelo) son los didmetros y los arcos de circunferencias ortogona-
les al borde. En este modelo, los dngulos también se calculan como en la
Geometria Euclidiana (Rozas-Bellido, 2020).

Aunque los puntos del plano hiperbélico considerado en abstracto son
indistinguibles, en el modelo del Disco de Poincaré el centro O del disco
es un punto distinguido, que tiene la propiedad de que las rectas hiper-
bdlicas que pasan por él se representan por los diametros del disco.

Esta propiedad es util a la hora de construir herramientas con los apli-
cativos computacionales, ya que permite construir las herramientas
en el centro y luego, mediante movimientos hiperbdlicos, moverlas a
cualquier otro punto.

1.1.1. Posicion relativa de rectas hiperbolicas

Dos rectas en el plano hiperbdlico tienen tres posibles posiciones re-
lativas. son secantes (se cortan en un punto), son paralelas (convergen
asintoticamente a un mismo punto del infinito) o son ultraparalelas (son
disjuntas incluso en sus prolongaciones a la recta en el infinito).

Mostramos a continuacion las tres posibles posiciones relativas en el
modelo del Semiplano de Poincaré y en el modelo del Disco de Poincaré
(Figura 9).
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Rectas secantes Rectas paralelas Rectas ultraparalelas

Figura 9. Posicion relativa de rectas
Fuente: elaboracién propia

1.1.2. Algunos resultados de Geometria Hiperbdlica

En algunas de las construcciones con Cabri y su Menu hiperbdlico, por
ejemplo, el calculo del area de un tridngulo hiperboélico a partir de sus vér-
tices, se pueden comprobar los resultados clasicos de Geometria Hiper-
bdlica que se enuncian a continuacién y que se destacan por la potencia
de sorprender al estudiante:

Teorema 1. La suma de los angulos de un tridngulo es menor que dos rectos.

Teorema 2. El area de un tridngulo es igual a su defecto, es decir, la di-
ferencia entre m y la suma de sus angulos medidos en el sistema radian.

Teorema 3. Lalongitud de un circulo hiperbélico de radio res 2 x senh(r).
Teorema 4. El area hiperbdlica de un circulo de radio r es Tt x senh(r).

Como es sabido, en Geometria Euclidiana una circunferencia de radio r
tiene longitud 2mtr; sin embargo, en Geometria Hiperbolica la longitud de

una circunferencia de radio r es 21 x senh(r) y en Geometria Esférica es
2m x sen(r).
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Como sen(r) < r < senh(r), la longitud de la circunferencia esférica es
menor que la de la circunferencia euclidiana, y ésta, menor que la de la
circunferencia hiperbolica. Lo mismo pasa con el area de circulos con el
mismo radio.

Estos resultados se deben a que la Geometria Esférica tiene curvatura
positiva en cada uno de sus puntos, la euclidiana tiene curvatura cero y la
hiperbolica, curvatura negativa.

Como se ha explicado, este capitulo de caracter algoritmico, permite la
construccion de herramientas que no aparecen en el Menu Hiperbdlico
de Cabriy que pueden requerirse para establecer estudios comparativos,
esencialmente en el modelo euclidiano.

1.2. ALGUNAS CONSTRUCCIONES CONOCIDAS

En esta seccion, se indican los pasos para construir cada uno de los objetos
hiperbdlicos analogos a la geometria Sintética. Muchos de tales objetos, apa-
recen disponibles para su uso en el Menu Hiperbolico Cabri; sin embargo,
esta seccion pretende evidenciar la intima relacidon que tiene la Geometria
Hiperbdlica con el concepto de inversion, que se estudia en otros contextos.
En el Ment, por ejemplo, no aparece como herramienta una semirrecta, de la
que aqui se indica y que se debe disponer como Macro Personal.

En sentido practico, es util guardar la construccion de cada uno de los ob-
jetos para volver a obtener desde alli, la macro-construccién respectiva.
Se debe entender al conjunto de pasos a efectuar para la construccidn,
como un algoritmo geométrico de importancia.



Elementos de Geometrias - Algoritmos Comparativos

1.2.1. Construcciones basicas
1.2.1.1. Simétrico axial de un punto o inverso

El simétrico axial de un punto P respecto un circulo H, se corresponde con
el Punto Inverso respecto de un circulo y aparece como herramienta en el
nucleo del Menu Hiperbdlico elaborado en Cabri II Plus como Sym. Axiale.

Dados el punto Py la circunferencia H de centro en O, los pasos para su
construccion son los siguientes:

1) Determinar el punto medio M entre los puntos Py O.

2) Trazar la circunferencia de centro en M y radio MP y ubicar los
puntos de interseccion de las dos circunferencias Dy E.

3) El punto medio entre los puntos D y E, que se ha denominado P’
es el simétrico axial del punto P respecto de la circunferencia H
(Figura 10).

En adelante, se denomina a la macro disefiada para el calculo del simé-
trico axial de un punto respecto de una circunferencia, como h - simétrico
axial o el punto reflexivo de otro.

Figura 10. Tangente a una recta
Fuente: elaboracién propia
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En lo sucesivo, los puntos D y E (y que posiblemente tendran otros nom-
bres), que son de tangencia y, por tanto comunes a las rectas a y b, son de
frecuente utilizacién y se llamaran solo como puntos tangentes desde el
punto respectivo a la circunferencia que se nombre. De hecho, con esta
construccion, también quedan construidas las rectas tangentes a y b que
deberan disponerse como macro-construcciones, que facilitan el uso del
tiempo y efectividad para nuevas construcciones.

1.2.1.2. Construccion de una semirrecta
Dada la circunferencia H de centro en O y radio R, y los puntos A y B inte-

riores al circulo asi definido, pero distintos del centro, se procede con las
siguientes indicaciones:

Figura 11. Semirrecta en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia

1) Se obtiene A1 como simétrico axial de A respecto de la
circunferencia H.

2) Se determinan los puntos de tangencia D y E de las rectas tan-
gentes a H lanzadas desde A1.

3) Se construye la circunferencia ¢ de centro en A1 y radio A1D.
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4) Se determinan los simétricos axiales A’y B’ respecto de la
circunferencia c.

5) Se ubica el punto K que es el punto de intereccion de la semirrecta
determinada por los puntos A’y B’ con la circunferencia H.

6) Se obtiene el punto K’ como el punto reflejado de K respecto de la
circunferencia c.

7) El arco que pasa por los puntos 4, By K, es la semirrecta buscada
(Figura 11).

Vale repetir, que se debe disponer la construccién como una macro-cons-
truccion, en la que los objetos iniciales sean el horizonte H y los puntos A
y B. En consecuencia, el objeto final es el arco ABK'

1.2.1.3. Cdlculo del punto medio entre dos puntos
Dada la circunferencia horizonte H y los puntos interiores A y B, el calculo

de su punto medio M, del segmento determinado por ellos, se determina
de acuerdo con los siguientes pasos:

Figura 12. Punto medio entre dos puntos
Fuente: elaboracién propia
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1) Obtener el punto A1 como h- reflexion de A en H utilizando la
herramienta h. Sym Axiale.

2) Obtener D y E como puntos de tangencia de las rectas tangentes a
H, lanzadas desde A1.

3) Trazar la circunferencia ¢ de centro A1 y radio A1D.

4) Obtener los puntos A’y B’ como reflejados (h- Sym Axiale) de los
puntos Ay B sobre la circunferencia c.

5) Obtener el punto B” como reflejado de B’ sobre la circunferencia H

6) Determinar los puntos de tangencia F y G de las rectas tangentes a
H desde el punto B”.

7) Trazar la circunferencia g de centro B” que pase por E

8) Obtener el punto M como interseccidn entre la circunferencia g y el
segmento A'B’ (Figura 12).

Elpunto M’reflejado de M enla circunferenciac, es el punto medio buscado.
1.2.1.4. Construcciéon de un segmento
Dada la circunferencia H de centro en O y radio R y los puntos A y B inte-

riores a la circunferencia, distintos del centro, se procede de acuerdo con
las indicaciones que siguen.

H

Figura 13. Segmento en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracion propia
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1) Determinar el punto medio M entre los puntos Ay B, aqui se pue-
de utilizar la macro construida para tal efecto o la herramienta
equivalente contenida en el Menu Hiperbdlico h- Milieu.

2) Trazar el arco AMB que constituye el segmento pedido
(Figura 13).

La macro-construccién configurada aqui tiene como objetos iniciales los
puntos Ay By el horizonte H, y como objeto final el arco AMB.

1.2.1.5. Construccion de una recta
Dados la circunferencia horizonte H de centro O y radio R y los puntos
Ay B al interior de la circunferencia H, se procede como se describe a

continuacion, utilizando la herramienta h-Simetria Axial, contenida en el
Menu Hiperbolico.

Al

Figura 14. Recta definida por dos puntos
Fuente: elaboracién propia
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1) Obtener el punto A1 como reflexion de A en H utilizando la
herramienta h - Sym. Axiale.

2) Determinar D y E como puntos de tangencia de las tangentes a
H desde A1l

3) Trazar la circunferencia ¢ de centro A1 y radio A1D.

4) Determinar los puntos A’y B’ como los puntos reflejados
(o inversos) de los puntos A y B sobre la circunferencia c.

5) Obtener los puntos J e [ como interseccidn de la recta AB’y H.

6) Obtener los puntos /' e I’ como reflejados de J e I sobre la
circunferencia c.

7) Elarco que pasaporlospuntosA, B,J'e I’formalarecta hiperbdlica
buscada (Figura 14).

1.2.1.6. Construccion de una recta perpendicular a otra

Dados la circunferencia H de centro O y radio Ry los Ay B que definen la
primera recta, se desea trazar desde un punto C, exterior a ella, una recta

perpendicular. Los pasos a realizar son los que siguen.

H

Figura 15. Recta perpendicular a otra recta dada
Fuente: elaboracién propia
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1) Construir la h- recta r que pasa por los puntos A y B. Fijese que
tal recta es en realidad un arco de circunferencia.

2) Con ayuda de la herramienta mediatriz, determinar el centro Q
de la circunferencia que contiene al arco r que es la h- recta dada.

3) Trazar la circunferencia g que contiene ala h- rectar, inicial dada.

4) Determinar el punto reflexivo o inverso C’ de C respecto de la
circunferencia g.

5) Trazar la h-recta que pasa por los puntos Cy C’ Esta es la recta
perpendicular pedida (Figura 15).

En este caso, los objetos iniciales de la macro personal, son la circunfe-
rencia horizonte H, los puntos Ay By el punto C que es exteriorar, y el
objeto final es la recta que pasa por Cy C:

1.2.1.7. Construccion de la mediatriz a un segmento

Dados la circunferencia horizonte H de centro O y radio R y los puntos
Ay B al interior de la circunferencia H que determinan un segmento, se
procede como se describe a continuacion, para calcular la mediatriz de
tal segmento.

Figura 16. Mediatriz entre dos puntos o de un segmento dado
Fuente: elaboracién propia
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1) Se calcula € como punto medio del h-segmento determinado por
sus extremos Ay B.

2) Con ayuda de las mediatrices entre Ay C,y Cy B, se encuentra el
centro Q, de la circunferencia que contiene al arco AB.

3) Por C se traza la tangente al arco AB en su punto medio C, tal
tangente se llama b.

4) Se halla ¢’ como Punto Inverso de C respecto del horizonte H.

5) Se traza la mediatriz a de los puntos inversos Cy C:

6) Se encuentra D como punto de interseccion entre las rectas tan-
gente b y mediatriz a.

7) Se construye la circunferencia d que tiene centro en D y pasa por
el punto medio C.

8) Se senalan los puntos E 'y E intersecciones de las circunferencias
dy horizonte H.

9) El arco determinado por los puntos E, Cy F, es la recta mediatriz
hiperbdlica deseada (Figura 16).

De hecho, si se desea establecer desde la construccion, la macro respecti-
va, los objetos iniciales deben ser el horizonte H y los puntos A y B;como
objeto final aparece el arco ECE

1.2.1.8. Circunferencia por centro y punto

Dados la circunferencia horizonte H de centro en Oy radio R, el punto A como
centro de la h-circunferencia a construir y un punto arbitrario B, como punto
de la h- circunferencia al interior de la misma, se procede de acuerdo con los
siguientes pasos:
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Figura 17. h- circunferencia con centro y punto
Fuente: elaboracién propia

1) DeterminarA’comoPuntolnversosobrelacircunferenciahorizonteH.

2) Trazar desde A’las tangentes a y b a la circunferencia horizonte H.

3) Marcarlos puntos Cy D como puntos de tangencia sobre el horizonte
H, de las tangentes lanzadas desde A’.

4) Trazar la circunferencia c con centro en A’ que pasa por Cy D.

5) Obtener los puntos A”y B” como puntos inversos de Ay B respecto
de la circunferencia c.

6) Trazar la circunferencia d con centro en A” que pasa por el punto B”.

7) Trazar la circunferencia e con centro en A’y que pasa por el punto A”.

8) Ubicar los puntos E'y F como puntos de interseccion de las circun-
ferencias dy e.

9) Obtener los puntos E’y F’ como puntos inversos de los puntos E'y F
respectivamente y referidos a la circunferencia c.

10) La h- circunferencia que pasa por los puntos B, E’y F’es la circunfe-

rencia hiperbdlica buscada (Figura 17).
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1.2.2. Algunos movimientos en el Disco de Poincaré

Intentando establecer una analogia que permita comparar los modelos
geométricos elemental e hiperbdlico, se tiene la obligacién de construir
sus equivalentes de los movimientos del plano, y con esta consideracion
se construyen las transformaciones de reflexion de un punto y, en con-
secuencia, de un objeto, respecto de una recta hiperbdlica, la reflexion
central sobre un punto y la traslacién de acuerdo a un vector. Esto permi-
te utilizar el menu geométrico de manera amplia y con ello avizorar aun
mas, las diferencias de los modelos.

1.2.2.1. Reflexion sobre una recta
Dados el horizonte H y la h- recta determinada por los puntos Ay By un

punto C por fuera de ella, para construir la imagen C’, reflexion de C res-
pecto de la recta AB, se deben seguir los siguientes pasos:

Figura 18. Reflexion axial de un punto
Fuente: elaboracién propia
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1) Trazar la h- recta determinada por los puntos Ay B.

2) Determinar el h- punto medio M ente los puntos A y B.

3) Trazar las mediatrices a y b entre los puntos By My My
A respectivamente.

4) Determinar el punto @, interseccién entre las mediatrices a y b.

5) Trazar la circunferencia c de centro en Q y radio QA.

6) Determinar el punto C’ reflexivo de C respecto de la circunferen-
cia c. El punto C’ es la reflexion de C respecto de la h- recta AB
(Figura 18).

Aqui, ya puede ser oportuno determinar la simetria axial de una figura.
En la grafica siguiente, por ejemplo, se muestra la reflexion del tridngulo
ABC, respecto de la recta r (Figura 19).

Figura 19. Reflexion axial de un triangulo
Fuente: elaboracién propia
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1.2.2.2. Reflexién en un punto o Simetria Central

Dados la circunferencia horizonte H de centro en O y radio R, el punto
A a reflejar, distinto de O y B como centro de reflexion, la determina-
cion de A”” como simétrico de A respecto del centro B, se obtiene con los
siguientes pasos:

Figura 20. Simetria central de un punto
Fuente: elaboracién propia

1) Determinar A1 como inverso de A respecto de la circunferencia
horizonte H.

2) Determinar los puntos de tangencia C y D, de las tangentes a H
lanzadas desde A1.

3) Trazar la circunferencia c de centro en A1 que pasa por el punto C.

4) Determinar los puntos A’y B’ como inversos, de los puntos A y B
respecto de la circunferencia c.

5) Trazar la semirrecta de origen en el punto A’ (centro de la
circunferencia H y que pasa por el punto B’

6) Determinar el punto B” como Punto Inverso de B’ respecto de la
circunferencia horizonte H.

7) Determinar el punto medio E como punto medio euclideo entre los
puntos B’y B’
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8) Trazar la circunferencia f de centro en E y que pasa por el punto B’

9) Determinar el punto A” como el inverso de A’ en la circunferencia f.

10) Determinar el Punto Inverso de A” respecto de la circunferencia c,
es el punto A"

ElpuntoA”’eselh-simétricode Arespecto del punto Bbuscado (Figura 20).
En este punto, se establece la Macro construccion con objetos iniciales el
horizonte H, el primer punto a reflejar A y el centro de reflexion By como

objeto final el punto A"’

En la Figura 21 se muestra la imagen por la via de la simetria central de
un triangulo ABC respecto de un punto P

H

Figura 21. Simetria central de un triangulo
Fuente: elaboracién propia
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1.2.2.3. Traslacién de un punto segiin un vector determinado por otros
dos puntos

Dados la circunferencia horizonte H de centro en O y radio R, el punto Ca
trasladar, distinto de O y A y B como puntos diferentes del origen O, que
determinan el vector de traslacion; la determinacién de A”” como trasla-
dado de A respecto del vector AB se obtiene con los siguientes pasos:

Figura 22. Traslacion de un punto en un vector dado
Fuente: elaboracion propia

1) Determinar A1 como inverso de A respecto de la circunferencia
horizonte H.

2) Determinar el punto de tangencia D, de las tangentes a H lanzadas
desde A1.

3) Trazar la circunferencia c de centro en A1 que pasa por el punto D.

4) Determinar los puntos A, B’y C’ como inversos, respectivamente de
los puntos 4, By C respecto de la circunferencia c.

5) Obtener B’, Punto Inverso de B’ respecto de la circunferencia
horizonte H.

6) Determinar el punto de tangencia E, de las tangentes lanzadas desde
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7) B” al horizonte H.
Trazar la circunferencia d con centro en B” pasando por el
8) punto E
9) Obtener C’, Punto Inverso de C’ respecto de la circunferencia d.
10) Trazar la recta g que pasa por los puntos A’y B’
11) Trazar la recta h, recta perpendicular a g, pasando por el punto A’
Ubicar los puntos I y G, puntos de interseccion de la recta h con el
12) horizonte H.
Obtener los puntos inversos I’y G, inversos respectivos de [ y G,
13) respecto de la circunferencia d.
14) Trazar el arco i que pasa por los puntos I, B’y G-
Determinar el punto C”” como punto reflejado del punto C” en el
15) arco i
El punto reflejado de C””en la circunferencia c es el punto trasladado
buscado y se lo ha denotado por C”” (Figura 22).

Se elabora la Macro construccion en la que los objetos iniciales son
el horizonte H, los extremos del vector Ay By el punto a trasladar C,
y el objeto final es C””"

En la Figura 23 se ha dispuesto el tridngulo PQR que se traslada segin
el vector AB, para obtener el tridngulo trasladado P’Q’R; verificando
que el calculo de su area es el mismo; al mismo tiempo puede verifi-
carse que la longitud de los lados también es la misma, lo que hace
comprender que la traslacion, como la simetria axial y la simetria cen-
tral que se han disefiado, son congruencias absolutas en este caso, de
sentido hiperbdlico. En este caso, s6lo se ha calculado el area.
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Figura 23. Traslacion de un tridngulo en un vector dado
Fuente: elaboracién propia

1.2.2.4. Rotacion de un punto con centro de rotaciéon y dngulo determinado
por tres puntos

Dados la circunferencia horizonte H, el punto a rotarse By el &ngulo en A
determinado por los segmentos PA y AR, el punto imagen de la rotacion

B”” en el angulo en A se consigue de acuerdo con los siguientes pasos,
cuidando de no escoger al punto A como el centro del horizonte H.

= Al

Figura 24. Rotacion de un punto en un angulo dado
Fuente: elaboracién propia
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1) Determinar A1 como el inverso de A en relacion con el
horizonte H.

2) Determinar C como uno de los puntos de tangencia de las rectas
tangentes lanzadas desde A1 al horizonte H.

3) Trazar la circunferencia ¢ con centro en A1 que pasa por el punto
de tangencia C.

4) Determinar los puntos A’y B’ como inversos de A y B respectiva-
mente, respecto de la circunferencia c.

5) Trazar la h- circunferencia d con centro en A pasando por el
punto B.

6) Trazar la circunferencia g con centro en A’y pasa por el punto B’

7) Obtener el punto B” como rotacion del punto B’en el angulo marcado
por los segmentos AP y AQ (Hay que disponer la marca de angulo),
en torno al punto A’

8) Trazar la recta f determinada por los puntos A’y B’

9) Obtener B’ al reflejar axialmente el punto B” respecto de la
recta f.

10) El punto B”” que el es Punto Inverso de B

rencia ¢, es el punto buscado (Figura 24).

177

respecto de la circunfe-

La Macro construccion a definir tiene como objetos iniciales el horizonte
H, en su orden los puntos B Ay R que determinan el angulo en A4 a rotar
siendo al mismo tiempo A el centro de rotacién y el punto B que se rotara,
y como objeto final el punto B”” (Figura 25).

Enla Figura 25 se ha dispuesto la rotacion del triangulo STU alrededor del
punto 4, con el angulo de rotacion PAQ y se ha verificado que al igual que
en la Geometria Elemental, la rotacién mantiene la forma y la dimensién.
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Figura 25. Rotacion de un triangulo con centro en un punto
Fuente: elaboracién propia

1.2.3. Macros especiales para la Geometria Hiperbdlica
1.2.3.1.Macrodeuncuadradodadosdosvérticesconsecutivosdelmismo

El modelo del Disco de Poincaré para la Geometria Hiperbdlica, esta in-
timamente ligado al concepto de inversion y la construccion de la Macro
anunciada, lo atestigua.

Abierto un historico de Cabri Il Plus, se debe abrir el archivo de extension
men que es el Menu Hiperbdlico obsequiado por el profesor brasilero
Vincenzo Bongiovanni de la Universidad Bandeirante de Sao Paulo.

El historico de Cabri debe verse como se muestra enseguida, y claro,
los nombres franceses de las herramientas, se van familiarizando en la
medida de su uso.
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£, Cabri Géométre Il Plus - [Figura n*1 %]
Archivo Edicion Opciones Sesion Ventana Ayuda

R ] - O @I x=Jt] A

| Horizon
h-droite
h-segment
h-triangle

\ h‘

4

h-triangle equil.
h-carre
h-pentagone reg.
h-pentagramme
h-hexagone reg.

Figura 26. Menu Hiperbolico Cabri
Fuente: elaboracién propia

Este menu (Figura 26), hace una mezcla selectiva del Modelo Sintético y
el Disco de Poincaré. Lo primero por hacer es establecer la circunferencia
horizonte H. Con este menu se puede construir el cuadrado, disponiendo
un punto que es su centro y uno de sus vértices; sin embargo, la cons-
truccion de un cuadrado dados dos vértices consecutivos del mismo es
mas dispendiosa y deben seguirse los pasos que siguen, para los cuales,
los objetos a disponer en el modelo Hiperbdlico se escribiran con un
h- como prefijo, y los que correspondan al modelo euclidiano, careceran
de ella. Al final, se puede establecer una macro, en que los objetos inicia-
les son los dos vértices contiguos y el circulo horizonte H.

Con esta macro podra verificarse, por ejemplo, que el teorema de Varig-
non deja de cumplirse en la Geometria Hiperbolica, como la gran mayoria
de hechos que se satisfacen en el Modelo Sintético.

Es pertinente verificar, por ejemplo, que la suma de los angulos de cual-
quier triangulo deja de sumar dos rectos, que las longitudes de los lados
de un cuadrado son iguales y muchas cosas que en una clase haremos,
en torno del estudio de este modelo que, a todas luces, es simpatico y di-
vertido. Esta ya es la tarea que debe realizar por aparte cada estudiante.
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Figura 27. Macro construccion de un cuadrado dado su lado
Fuente: elaboracién propia

Los pasos de la construccion de un cuadrado dado su lado, son los siguientes:

1) Establecer el horizonte H
2) Ubicar los extremos A y B del futuro lado del cuadrado. Se sugiere
ubicarlos como se muestra en la figura que sigue.
3) Obtener el punto € como el h-punto medio entre Ay B.
4) Determinar C, Punto Inverso de C respecto del circulo H.
5) Determinar los puntos D y E que son los puntos de tangencia desde
C’ respecto de la circunferencia H.
6) Trazar la circunferencia c de centro en C’y que pasa por los puntos
de tangencia D y E. Esta circunferencia servira para una inversion.
7) Determinar los puntos A’y B’ que son los inversos de A y de B,
respecto del circulo c.
8) Trazar la mediatriz entre A’y B’ a la que llamamos d.
9) Determinar los puntos Fy G que son los puntos de interseccion de
la mediatriz d con la circunferencia horizonte H.
10) Trazar los arcos e(FA'G) y f(FB'G).
11) Dibujar la h-circunferencia g de centro en A’ que pasa por B’
Recuerdequelosobjetosh- (hiperbdlicos) requierensefialarsiempre
el horizonte.
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12) Determinar J como el punto de interseccién entre el arco e(FA'G) y
la h-circunferencia g mas cercano a E

13) Trazar por J la perpendicular h a la mediatriz d.

14) Obtener el punto K que es la interseccion de la perpendicular h y el
arco f(FB'G).

15) Obtener los puntos /'y K’ que son los inversos de J y K respecto de
la circunferencia ¢ que tiene centro en €’y pasa por los puntos de
tangencia Dy E.

16) Construir los h-segmentos AB, AJ; BK’y J’K, con ello queda formado
el cuadrado de lado inicial AB.

17) Configurar la macro construccién cuyos objetos iniciales son la cir-
cunferencia H y los puntos A y B, y los objetos finales, cada uno de
los arcos configurados en el paso anterior. Verificar en este momen-
to que la macro tiene orientacidn, es decir, depende del orden en
que se sefalen los puntos Ay B (Figura 27).

La siguiente construccion se ha conseguido desde la Macro-construccion
establecida antes y en la que se ha calculado el centro del cuadrado T
como punto de interseccidn de las h-bisectrices de los angulos A y B. Aho-
ra es pertinente establecer la macro con objetos iniciales circulo hori-
zonte H y los puntos A y B, los arcos de los lados del cuadrado y el punto
centro T, con los cuales se verificara el no cumplimiento del teorema de
Varignon (Figura 28).

Figura 28. Ejemplo de uso de la macro cuadrado
Fuente: elaboracién propia
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En la Figura 29, se ha utilizado la macro con todo centro y se ha verificado
que, en efecto, el teorema de Varignon, como muchisimos teoremas de la
Geometria Elemental, no se satisface.

Figura 29. Verificacion del Teorema de Varignon
Fuente: elaboracién propia

En este punto, y por analogia, deben repetirse los h- objetos que per-
miten construir las conicas: parabola, elipse e hipérbola en el Disco de
Poincaré. Este es un buen ejercicio, y en la medida que se incursiona y
anima a utilizar de manera adecuada su recurso, aparecen resultados
que asombran.

Finalmente, debe anotarse que, la Geometria Hiperbélica es poco intuiti-
vay que el progreso del mundo computacional y, en particular, de la exis-
tencia de software de Geometria Dindmica, como Cabri II Plus y su Menu
Hiperbdlico, logran demostrar con gran capacidad que las diferentes de-
finiciones de los objetos geométricos permiten establecer teoremas en
cada una de las geometrias. En particular, en la Geometria Hiperbdlica,
por un punto, pueden pasar infinitas paralelas a una recta dada.

Conseguridad, todoslos teoremas de paralelismoy perpendicularidad de-
jan de cumplirse, ya que, en el Modelo Elemental, estos objetos tienen ca-
racter Unico y no multiple, como en este tipo de Geometria No Euclidiana.
Queda a la imaginacion utilizar el trabajo realizado, por ejemplo, como
ya se tiene la macro que construye cuadrados desde un lado del mismo,
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asalta a la mente ver si se cumple el famoso teorema 47 del Libro I de
Los Elementos de Euclides, conocido como el Teorema de Pitagoras y co-
nocido siglos atras por los Babilonios. Una mente ligeramente suspicaz
asevera que no es posible su cumplimiento debido a que el teorema in-
volucra perpendicularidades y paralelismo. Pero de otro lado, también el
concepto de cuadrado cambia por el del cuadrilatero cerrado, tal que sus
lados tienen la misma longitud y sus cuatro angulos internos miden los
mismo. Igual, y como se apreciara enseguida, definir el concepto de tridn-
gulo equilatero, significa limitar tal objeto a una figura cerrada de tres
lados que miden lo mismo y que sus angulos internos tienen la misma
amplitud. En los dos casos, las medias de los dngulos internos cambian
en correspondencia con la posicion de los vértices.

Figura 30. Verificacion del Teorema de Pitagoras
Fuente: elaboracién propia

La Figura 30, muestra el disefio del triangulo rectangulo ABC, ya que los
vértices By C yacen en la recta m y el otro vértice A en la recta n que es
perpendicular a m en el vértice B. Los tres vértices pueden modificar su
posicidn en las rectas. Al calcular las areas de los cuadrados construidos
al exterior sobre cada uno de los lados del tridngulo, resulta claro que
las areas de los cuadrados C1 y Cz jamas suman el area del cuadrado CH
construido sobre la hipotenusa del mismo. También se ha utilizado el re-
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curso que, incluso en este modelo Hiperbolico, se satisface el principio de
que el area de un cuadrado es el doble que de cualquiera de los tridngulos
formados por cualquiera de sus diagonales; entre otras, porque el Menu
Hiperboélico solo puede calcular areas de tridangulos.

Y siempre asi, una vez construidos los elementos accesorios como estas
macros, debe darseles uso siendo que la matematica tiene caracter invo-
lutivo, es decir, los objetos mantienen su existencia al ser utilizados en
nuevos objetos matematicos.

1.2.3.2. Macro de un tridngulo equildtero dado su lado

De forma similar a la construccién anterior, se puede disefiar la macro
de la construccién de un triangulo equilatero, con su centro, y verificar
con ella si se cumple el Teorema de Napoleon o la forma de trisecar un
segmento (Figura 31). El algoritmo aqui descrito, es mas complejo que
el que puede desarrollarse al tener a la mano el Menu Hiperbélico Cabri;
con este mend, puede hacerse la tarea con sus herramientas en un menor
numero de pasos.

Figura 31. Macro de elaboracion de un tridangulo equilatero dado su lado
Fuente: elaboracion propia
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Los pasos a seguir son los siguientes:

1) Establecer el horizonte H

2) Ubicar los extremos A y B del futuro lado del tridngulo. Se sugiere
ubicarlos como se muestra en la figura anterior.

3) Obtener el punto C como el h-punto medio entre Ay B.

4) Determinar C’ como Punto Inverso de C respecto del circulo H.

5) Determinar los puntos D y E que son los puntos de tangencia desde
C’ respecto de la circunferencia H.

6) Trazar la circunferencia c de centro en C’y que pasa por los puntos
de tangencia D y E. Esta circunferencia servira para una inversion.

7) Determinar los puntos A’y B’ que son los inversos de Ay de B, res-
pecto del circulo c.

8) Trazar la mediatriz entre A’y B’ a la que llamamos m.

9) Dibujar la h-circunferencia d de centro en A’ que pasa por B".
Recuerde que los objetos h- (hiperbdlicos) requieren sefialar siem-
pre el horizonte.

10) Determinar G como el punto de interseccidon entre la mediatrizmy
la h-circunferencia d mas cercano a E El punto F es la interseccion
de la mediatriz m y la h-circunferencia d.

11) Obtener el punto G’ que es el inverso de G respecto de la circunfe-
rencia ¢ que tiene centro en C’y pasa por los puntos de tangencia
DyeE.

12) Construir los h-segmentos AB, AG’y BG’y con ello queda configura-
do el triangulo equilatero de lado inicial AB.

13) Configurar la macro construccién, cuyos objetos iniciales son la cir-
cunferencia Hy los puntos A y By los objetos finales, cada uno de los
arcos configurados en el paso anterior. Verificar en este momento
que la macro tiene orientacion, es decir, depende del orden en que
se ubiquen los puntos A y B, como se indica enseguida (Figura 32).
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Figura 32. Prueba de la orientacion de la macro
Fuente: elaboracién propia

Activando la macro se trazan dos medianas a la usanza euclidea y se de-
termina el centro del triangulo 7, como lo indica la Figura 33.

Figura 33. Centro de gravedad de un triangulo
Fuente: elaboracién propia

Desde la Figura 33 y, como es debido, con los objetos iniciales Ay By el
horizonte H se disefia una nueva macro de objetos finales, el tridngulo
equilatero y su centro.

Ya esta todo dispuesto para verificar si se cumple el Teorema de Napoledén
(Diaz, 2012).
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Figura 34. Verificacion del Teorema de Napole6n
Fuente: elaboracién propia

Es claro que, uno de los centros de gravedad es G1, que no es vértice del
tridngulo equilatero que disefan los otros dos centros de gravedad de los
tridngulos equilateros porel exteriorauntriangulo cualquiera (Figura 34).

Por ultimo, veamos la efectividad o no de la forma regular en la Geometria
Euclidiana, de partir un segmento en tres partes iguales con el recurso
del triangulo equilatero.

Figura 35. Triseccion de un segmento
Fuente: elaboracién propia
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Bueno, tampoco se satisface este procedimiento de trisecar un segmen-
to (Figura 35), y claro, por una fuerte razén (el Quinto Postulado), este
modelo deja de ser euclidiano y puede asegurarse que, en consecuen-
cia, un alto porcentaje de los resultados que aprendimos en la Geometria
Elemental, dejan de cumplirse. Buena disculpa para seguir incursionan-
do en este estudio del que sus creadores, el ruso Nikolai Lobachevsky
(1793-1856) y el hungaro Janos Bolyai (1802-1860) formularon de ma-
nera independiente y se convirtio en el primer sistema de Geometria No
Euclidiana, y por ello, son oficialmente considerados los fundadores de
la Geometria Hiperbdlica. Los dos, indudablemente, rebatiendo el Quinto
Postulado de las Paralelas, construyeron casi de la nada, un paraiso al
que todos podemos entrar y, ya dentro, nadie nos podra sacar de alli.

De hecho, varios de los procedimientos geométricos y teoremas eucli-
dianos siguen siendo validos, tal es el caso, por ejemplo, de la certeza
del teorema de la concurrencia de la h-bisectrices de un tridngulo arbi-
trario ABC. El punto de concurrencia es el punto / y desde alli se traza
una h-perpendicular a cualquiera de los lados, se calcula el punto de
interseccion de tal perpendicular con el h-segmento respectivo y con ello
yase define el h-circulo que se convierte en el incentro de la circunferencia
inscrita al triangulo. Esto se observa en la Figura 36.

H

Figura 36. Inscripcién de una circunferencia en un tridngulo
Fuente: elaboracién propia
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Para seguir aprovechando el recurso y animarnos a perseverar en su es-
tudio, calculemos el circuncentro que, como se sabe, es el punto de con-
currencia de las tres mediatrices a los lados de un tridngulo cualquiera.
En este caso, se debe utilizar la herramienta h-mediatriz y, calculado el
h-punto excirculo, se traza la h- circunferencia respectiva (Figura 37).

Y verificar que también las medianas concurren en su centro de gravedad
G para cualquier tridngulo ABC; solo hay que recordar que, por analogia,
en estas construcciones se deben emplear las herramientas hiperbélicas,
salvo que se diga lo contrario, como ocurrié en la construccién de un cua-
drado y de un triangulo equilatero, dados sus lados.

Recuerde en este caso, del conveniente uso de las herramientas h-punto
medio, para calcular los puntos medios de cada lado del tridngulo ABC'y,
enseguida, h-segmento.

Figura 37; Circunferencia excrita a un triangulo
Fuente: elaboracién propia

Con esta construccion es factible verificar si los centros de gravedad de to-
dos los triangulos que, teniendo igual base entre paralelas, tienen la mis-
ma area, entonces describe como lugar geométrico una recta (Figura 38).
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Figura 38. Centro de gravedad de un triangulo
Fuente: elaboracién propia

En la Figura 39, se observa que el lugar geométrico deja de ser una recta
y tiene un punto de inflexion, lo que enseguida vaticina que, de ninguna
manera el area de triangulos de igual base entre dos paralelas, tiene la
misma area.

Figura 39. Tridngulos de igual area
Fuente: elaboracién propia
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De los cuatro puntos notables de un tridngulo (en realidad ahora son mas
de 46.000) falta verificar la concurrencia de las alturas de un triangulo;
recordemos que tal punto se denomina ortocentro y se representa con la
letra H que se ha utilizado en este esbozo de ensayo para llamar al hori-
zonte. Esta repeticidn cacofdnica se utiliza también aqui (Figura 40).

H

Figura 40. Calculo del ortocentro
Fuente: elaboracién propia

Dado el caracter de concurrencia que se cumple a satisfaccién y cabali-
dad en los tridngulos arbitrarios dentro del Disco de Poincaré, modelo de
la Geometria Hiperbdlica, estan listas las herramientas para ver si tam-
bién el afamado circulo de los nueve puntos, como teorema de la Geome-
tria Elemental, tiene cabida aqui. Los nueve puntos son los tres puntos
medios del triangulo, los pies de las alturas y los puntos medios de los
segmentos, los tres vértices con el ortocentro del triangulo (Figura 41).
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Figura 41. El circulo de los nueve puntos
Fuente: elaboracién propia

Se evidencia en la Figura 41, 1a no satisfaccion del teorema de la circunfe-
rencia de los nueve puntos.

Fijese que se ha tomado la h-circunferencia que pasa por los puntos me-
dios entre los vértices y el ortocentro, y ella no contiene a ninguno de los
puntos medios de los lados ni a los pies de las alturas.

¢Y qué se puede decir de las conicas?

Las secciones conicas (Figura 42) dependen de la métrica que soportan
su contexto; como ya se dijo antes, en la métrica del taxista, por ejemplo,
ellas resultan escalofriantemente sorprendentes y, de hecho, en la Geo-
metria Hiperbodlica y en el modelo que representa, ya sea el semiplano
hiperbdlico, el Disco de Poincaré u otro, las secciones cédnicas maravi-
llardn por su apariencia. Estas curvas se consiguen por analogia de su
construccion en el Modelo Sintético y, en consecuencia, su profesor ex-
plicara la construccion Cabri para el Modelo Sintético y ustedes haran lo
particular, y especial, con el empleo de las h- herramientas respectivas,
para conseguir los lugares geométricos correspondientes.



Elementos de Geometrias - Algoritmos Comparativos

Una parébolé de foco F  Elipse de focos F1 y Fz por P Hipérbola de focos F1 y F2 por P

Figura 42. Las coOnicas
Fuente: elaboracién propia

Una tarea que evita la suspicacia del no cumplimiento de la definicion de las
cbnicas que se mantiene en cada uno de los espacios métricos, es la de me-
dir. Esto se deja como tarea, pero se expone el ejemplo de la elipse de focos
F1y F2 que pasa por el punto P del que se han tomado los segmentos desde
dos puntos M1 y Mz de la curva. Estos puntos pueden ubicarse en cualquier
parte y, como se evidencia en la Figura 43, sus sumas respectivas desde estos
puntos a los focos siempre miden lo mismo.

Figura 43. Verificacion de un teorema
Fuente: elaboracion propia
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1.3. ANALOGIAS

El abanico de herramientas del que nos hemos dotado, es propicio para
elaborar un estudio analogo de algunos hechos que se cumplen en la
Geometria Elemental, en comparacién con lo que pueda o no cumplirse
en la Geometria Hiperboélica dentro del modelo del Disco de Poincaré y
animar al lector a buscar analogias personales.

Ejemplo 1: verificar si los puntos medios de los lados sucesivos de
cualquier cuadrildtero forman un paralelogramo

En el libro de Lehmann (1974), se propone demostrar analiticamente
que los puntos medios de los lados sucesivos de cualquier cuadrilatero
forman un paralelogramo.

Este ejemplo es una muestra de la necesidad de redefinir el concepto de
paralelogramo en la Geometria Hiperboélica y dentro del Disco; debe tra-
tarse ahora, de un cuadrilatero tal que, los dos pares de lados opuestos
tengan la misma medida y los pares de angulos opuestos hagan lo propio;
es decir, tengan la misma amplitud.

Y ello puede corroborar desde el Menti Hiperbdlico Cabri.

A continuacioén, aparece un esbozo de que esto se cumple en el Plano
cartesiano R? (Figura 44).
¥

B

x

0 o C

Figura 44. Teorema de los puntos medios de un cuadrilatero
Fuente: elaboracién propia
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Y ahora se examina por la via de la inspeccion, si se cumple el resultado
por la via de las mediciones en un Disco de Poincaré.

Figura 45. Teorema de los puntos medios de un cuadrilatero en el disco

De hecho, este resultado deja de ser satisfactorio en la Geometria Hiper-
bolica; fijese que solo se han tomado las medidas de dos angulos opues-
tos y se observa que dejan de ser iguales (Figura 45).

En todo lo previo, se ha realizado un estudio comparativo de algunos
hechos, evidenciando algunos que no se cumplen, como el Teorema de
Pitagoras, el de Varignon y el de Napoleon; y otros que si son satisfactorios,
como los teoremas de concurrencia de las lineas notables de un triangulo.

Ejemplo 2: perpendicular a un segmento dado por uno de los extremos

El espiritu humano creativo e inquisidor, hace posible comparar por ana-
logia el ambito de los procedimientos que se realizan dentro del dibujo
técnico, como el ejemplo que se presenta aqui, de la construccién de un
segmento o linea perpendicular a un segmento dado por uno de los ex-
tremos. El caso es simpatico, pues obedece a una secuencia finita de cir-
cunferencias de igual radio que tienen al extremo B, por el que se trazara
la perpendicular, como una especie de punto fijo. Con cuatro circunferen-
cias se obtiene lo buscado (Figura 46).
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Figura 46. Perpendicular a un segmento por un extremo
Fuente: elaboracién propia

Dado el segmento AB, se determina su punto medio M y se traza con
centro en M la primera circunferencia de diametro AB. Enseguida y con
centro en B, se traza la circunferencia que pasa por M. Estas dos circun-
ferencias se cortan en el punto C, que se toma como centro de una nueva
circunferencia que también pasa por B, que se corta con aquella centrada
en C en el punto D, que sirve como centro de una nueva circunferencia
pasando por B. Las circunferencias centradas en C y D determinan a E
como punto de interseccion. La recta BE, el segmento BE o la semirrecta
BE es el elemento lineal perpendicular al segmento AB en el extremo B
(Figura 47).

Figura 47. Perpendicular a un segmento por un extremo
Fuente: elaboracién propia
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Siguiendo los pasos con las herramientas hiperbdlicas h-segmento, h-cir-
cunferencia y h-perpendicular, se verifica el incumplimiento de la per-
pendicular entre los elementos lineales que se han trazado.

Ejemplo 3: diagonales de un cuadrado

Se sabe que, las diagonales de un cuadrado se cortan en forma perpendi-
cular, como se ve en la Figura 48.

A

Figura 48. Diagonales de un cuadrado
Fuente: elaboracién propia

Es el momento oportuno de sacar el archivo de la construcciéon paso a
paso de un cuadrado, cuando se conocen dos vértices consecutivos y, ve-
rificar si sus diagonales son o no perpendiculares. Fijese que la herra-
mienta h- carre del Menu hiperbélico Cabri, traza los lados de un cuadra-
do hiperbolico con el primer punto como centro de gravedad del mismo
y, el segundo punto, uno de sus vértices, y por ello, no tiene la efectividad
que se necesita para resolver ciertos problemas.

En la Figura 49, se ha disefiado un cuadrado de lado AB con sus
diagonales ACy BD.
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Figura 49. Diagonales de un cuadrado en el disco
Fuente: elaboracién propia

Al ejecutar la Macro respectiva (Que no esta en el nicleo del Menu hi-
perbdlico Cabri pero que se ha construido para el ejercicio personal)
se ve, a continuacion, como la perpendicular trazada a la diagonal BD
absorbe a la diagonal AC, con lo cual, se evidencia la satisfaccion del re-
sultado; es decir, las diagonales de un cuadrado, en la Geometria Hiper-
bdlica se cortan de manera perpendicular. Ademas, las dos diagonales
se cortan en su punto medio M (Figura 50).

H

ZAN

Figura 50. Diagonales de un cuadrado en el disco
Fuente: elaboracién propia
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Ejemplo 4: segmento de los puntos medios de los lados de un tridngulo

Verifiquemos si, el segmento que une los puntos medios de los lados de
un triangulo, mide la mitad del lado no tocado. En el modelo analitico,
también puede demostrarse con generalidad, que tal segmento es para-
lelo al lado contrario al de los puntos medios (Figura 51).

C

A B

Figura 51. El segmento de los puntos medios de los lados de un triangulo
Fuente: elaboracién propia

En la Figura 51, se ha representado lo que es evidente en el Modelo Eu-
clideo. el segmento DE es paralelo al lado AB del tridngulo ABC y mide la
mitad del mismo.

H

Figura 52. El segmento de los puntos medios
Fuente: elaboracién propia
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Yocurrelo esperado.Laformade medirdistanciaenelmodelodel Discode
Poincaré, depende del seno hiperbdlico y, en concordancia con ello, es im-
posible que se satisfaga el teorema, salvo en casos especiales (Figura 52).

Ejemplo 5: adngulos opuestos de un tridngulo isésceles

En estos ultimos ejemplos, abandonamos la evidencia de la satisfaccion
del resultado en el Modelo Euclideo y solo nos referimos de manera es-
cueta al modelo Hiperbdlico, indicando de manera somera aspectos refe-
ridos a su construccion, cuando se considere necesario.

Verifiquemos si los angulos opuestos a los lados iguales de un triangulo
isosceles son iguales (Figura 53).

]

Figura 53. Angulos opuestos de un triangulo isésceles
Fuente: elaboracién propia

En esta construccién, dado el segmento AB, el punto C, vértice del trian-
gulo isOsceles, pertenece a la mediatriz del segmento AB. Dentro de la
plantilla Cabri, dinamizar C, sefiala al tiempo, la veracidad de este teore-
ma en el modelo Hiperbodlico. Es de recordar que la mediatriz entre dos
puntos es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de ellos.
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Ejemplo 6: punto medio de la hipotenusa en un tridngulo rectangulo

Verifiquemos en este momento si el punto medio de la hipotenusa de
todo triangulo rectangulo, equidista de los tres vértices del triangulo.

H

Figura 54. El punto medio de la hipotenusa en un triangulo rectangulo
Fuente: elaboracion propia

La construccion obedece al uso de la macro descrita aqui, para ubicar al
interior del horizonte H dos lineas perpendiculares y lograr que todos los
triangulos ABC, donde B es el punto de interseccion de las perpendicula-
res, sean rectangulares, y tomado el punto medio M del h- segmento AC,
verificar que la distancia de M a B, es distinta que la de entre los puntos M
y A. Esto indica que el teorema no es valido en el modelo Hiperbdlico. En
este caso, un solo ejemplo, basta para asegurar lo negativo (Figura 54).

Ejemplo 7: medianas a los lados iguales de un tridngulo isésceles

Verifiquemos si las medianas correspondientes a los lados iguales de un
triangulo isOsceles son iguales en su dimension de longitud.
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Figura 55. Un teorema para los triangulos isésceles
Fuente: elaboracién propia

La construccion elaborada, verifica la veracidad de la sentencia; ademas,
en el archivo Cabri correspondiente, el dinamismo permite verificar su
verdad en los infinitos casos posibles. De modo que su certeza depende
de las argucias légicas, pues en matematicas, infinitas posibilidades cier-
tas no demuestran positivamente un enunciado, pero un solo ejemplo
que contravenga, demuestra negativamente un enunciado. Este es un as-
pecto rico de las matematicas y de sus cuantificadores (Figura 55).

Ejemplo 8: teorema de los puntos medios de un cuadrildtero
Examinemos la veracidad del teorema euclidiano que asegura que, los

segmentos que unen los puntos medios de cada par de lados opuestos de
cualquier cuadrilatero, se bisecan entre si.
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Figura 56. Un teorema de los puntos medios de un cuadrilatero
Fuente: elaboracion propia

Dado el cuadrilatero ABCD en el H horizonte, se han calculado sus puntos
medios E, E Gy ],y los segmentos GJ y EF, y se ha ubicado su punto de cor-
te M. El solo hecho que los segmentos EM y MF tengan diferente medida,
dan testimonio del incumplimiento del mencionado teorema (Figura 56).

Ejemplo 9: todo didmetro perpendicular a una h-cuerda, la biseca
H

0,83

0,83

Figura 57. Todo diametro perpendicular a una cuerda la biseca
Fuente: elaboracion propia
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En la Figura 57, el arco p, punteado contiene al didmetro perpendicular a
la h- cuerda ABYy, en efecto, se cortan en el punto R, que es el punto medio
del segmento AB. Esto se traduce en el teorema que afirma que todo dia-
metro perpendicular a una cuerda, la biseca.

Ejemplo 10: tangente a una h- circunferencia por un punto de ella

Figura 58. Tangente a una h- circunferencia por un punto de ella
Fuente: elaboracién propia

Por asociacidn, conseguir la h-recta tangente t a una h-circunferencia de
centro en O, por un punto M de ella, consiste en trazar la h-perpendicular
por M al h-radio OM (Figura 58).

Al tener la h-tangente a una h-circunferencia, se piensa en la curva pe-
dal correspondiente, con solo recordar que la curva pedal asociada a una
curva, en especial a una conica, es el lugar descrito por el pie de la per-
pendicular lanzada desde un punto a la tangente correspondiente, referi-
da ala curva. En el caso presente, desde el punto P se traza la h-perpendi-
cular a la tangente t de la circunferencia. La tangente t y la perpendicular
m desde P, determinan el punto de interseccion X. Llegado a este punto y
calcular el lugar geométrico que describe X al dinamizar M, es todo uno,
y fijese que la mente queda corta en su imaginario al prever la curva re-
sultante y que se muestra a continuacion, y de la que es valida, tan solo,
la parte contenida al interior del horizonte H (Figura 59).



Elementos de Geometrias - Algoritmos Comparativos

Figura 59. Curva pedal referido a una h-circunferencia
Fuente: elaboracién propia

Ejemplo 11: linea de los centros de dos h-circunferencias secantes

Figura 60. Linea de lo centros biseca a la cuerda comutin de dos h-circunferencias
Fuente: elaboracién propia
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La Figura 60, es el montaje del modelo que asegura que, la linea de los
centros de dos h-circunferencias secantes, corta a la cuerda comun en su
punto medio.

Ejemplo 12: h-recta tangente a una h-pardbola

H

Figura 61. h-recta tangente a una h-parabola por uno de sus puntos
Fuente: elaboracién propia

Este ejemplo indica el procedimiento del calculo de la h-recta tangente
t a una h-parabola p, por un punto P arbitrario de ella. La h-recta m es
perpendicular a la directriz de la parabola d por el punto P, lo que deter-
mina el punto @, pie de tal perpendicular. En la Geometria Elemental, la
tangente, como aqui, es la bisectriz del angulo QPF, siendo F el foco de la
parabola (Figura 61).
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Figura 62. Curva pedal referido a una h-parabola
Fuente: elaboracién propia

De nuevo, se ha calculado la Curva Pedal correspondiente a la parabola p
desde el punto de vista V al interior del h-circulo horizonte H. El resulta-
do, debe ser similar al que se muestra en la Figura anterior (Figura 62).

Ejemplo 13: h-tangente a una h-elipse por uno de sus puntos

H

Figura 63. h-tangente a una h-elipse por uno de sus puntos
Fuente: elaboracién propia
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En este ejemplo, se evidencia la efectividad del procedimiento del calculo
de la recta tangente a una elipse e, por un punto P que pertenece a ella.
Solo se debe recordar que, en el modelo elemental corriente, la tangente
t, es perpendicular a la bisectriz formada por los radios focales PF'y PF,
donde P es un punto cualquiera de la elipse e de focos Fy F’ (Figura 63).

H

@

Figura 64. Curva pedal referido a una h-elipse
Fuente: elaboracién propia

Al tener la tangente a una elipse por un punto de ella, la mente lucubra
conseguir por asociacion, la Curva Pedal, calculada desde un punto V ar-
bitrario. El resultado obedece a un lugar geométrico como el que se pre-
senta en la Figura 64, en la que, su existencia se restringe al interior de la
circunferencia horizonte H.
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Ejemplo 14: tangente a una h-hipérbola por uno de sus puntos

H

<

Figura 65. Tangente a una h-hipérbola por uno de sus puntos
Fuente: elaboracién propia

El calculo de la h-tangente t a una h- hipérbola h por un punto P que per-
tenece a ella, se ejecuta siguiendo el proceso analogo al caso analitico,
que asegura que, la recta tangente es la bisectriz del angulo focal FPF,
siendo P un punto de ella (Figura 65).

H

Figura 66. Curva f)edal referido a una h-hipérbola
Fuente: elaboracién propia
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La Curva Pedal referido a una hipérbola, lanzada desde un punto V al
interior del horizonte H, debe verse como en la Figura 66. Desde alli, pue-
de inferirse que el ejercicio de abstraccién mental es grande, comparado
con el objeto analogo al plano cartesiano. Por fortuna, existen aplicativos
como Cabri II Plus y GeoGebra, que permiten de inmediato, obtener la
curva correspondiente, haciendo que la mente se ocupe de operaciones
mas significativas, ya que la liberan del esfuerzo que implica alcanzar re-
sultados como el expuesto.

Ejemplo 15: alineacién de centros de circunferencias

g
..

H

Figura 67. Alineacion de los centros de circunferencias que pasan por dos
puntos fijos de otra circunferencia
Fuente: elaboracién propia

Los centros de las circunferencias que pasan por dos puntos fijos de una
circunferencia estan alineados. Para verificar este hecho, en la h- circun-
ferencia de centro en O se han fijado los puntos A y B, y destacado las
circunferencias de centro en 0’y 0” que pasan por estos dos puntos. La
recta a la que pertenecen los centros 0, 0’y O, es la h- mediatriz m entre
los puntos Ay B (Figura 67).
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Ejemplo 16: lugar geométrico definido por el punto medio de una cuerda

En este ejemplo se evoca el resultado que asegura que el lugar geométri-
co de los puntos medios de una cuerda a una circunferencia que mantie-
ne fijo uno de sus extremos, es también una circunferencia que pasa por
su centro.

Dada la h- circunferencia de centro en O en el horizonte H, se ha traza-
do una cuerda AB. Al mantener fijo el extremo A y movil el extremo B,
el punto medio M de la cuerda, describe una circunferencia que contiene
al punto O como uno de sus puntos (Figura 68).

Figura 68. Lugar geométrico definido por el punto medio de una cuerda
Fuente: elaboracién propia

Ejemplo 17: repeticion de un segmento en una direccion dada

Para repetir un segmento AB en la direccidn de una semirrecta CD, como
se muestra en el paso inicial de la Figura 69, se debe proceder asi.
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Figura 69. Punto de partida de la repeticién de un segmento en una
direccion dada

Fuente: elaboracién propia

1) Construir el triangulo equilatero de lado CA4, con lo que se encuen-
tra el vértice E, opuesto al lado CA del triangulo.

2) Construir la semirrecta m de origen en E'y que pasa por A.

3) Trazar la circunferencia c de centro en A pasando por B.

4) Ubicar el punto F, punto de interseccion de la semirrecta m con la
circunferencia c.

5) Trazar la circunferencia d de centro en E'y que pasa por E

6) Ubicar el punto G, interseccidn entre circunferencia d y la
semirrecta CD.

7) El vector CG es el segmento pedido.
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La construccién debe verse similar a la que se muestra en la Figura 70.
H

D
Figura 70. Repetir un segmento en direccion dada
Fuente: elaboracién propia

Ejemplo 18: construccién de un tridngulo isdsceles

Un problema con infinitos caminos de solucidn es el de la construccion
de un triangulo is6sceles cuando esto es posible, si se conoce su perime-
tro y la altura a la base desigual. Las infinitas soluciones obedecen al uso
de las cdnicas. Presentamos aqui, la soluciéon canénica con el uso de la
mediatriz, y otra, con la construccién de una circunferencia por tres pun-
tos. Los requisitos iniciales del problema se presentan en la Figura 71.

H

Figura 71. Fase inicial de la construccién de un triangulo is6sceles
Fuente: elaboracién propia
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El perimetro es el segmento ABy la altura esta dada por el segmento OC,
siendo O el punto medio entre Ay By OC, contenido en la mediatriz del
mismo segmento. Los pasos subsiguientes, son:

H

Figura 72. Triangulo isdsceles dado perimetro y altura
Fuente: elaboracién propia

1) Trazar la h- mediatriz m entre los puntos By C.

2) Ubicarel punto Dinterseccion entre el perimetro ABy la mediatriz m.

3) Trazar la h- circunferencia c de centro en O que pasa por D.

4) Ubicar el punto E, interseccidon entre la h- circunferencia c y el seg-
mento AB. Este punto es simétrico a D respecto de O.

5) Trazar los h- segmentos ED, EC y DC que conforman el tridngulo
isosceles pedido (Figura 72).
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La segunda alternativa con el uso de una h-circunferencia, procede segtin
los siguientes pasos:

Figura 73. Otra alternativa de construccién del tridngulo isdsceles
Fuente: elaboracién propia

1) Determinar el punto h- medio M entre los puntos By C.

2) Trazar la h- circunferencia c que pasa por los puntos M, Oy C.

3) Ubicar el punto D intersecciéon entre el perimetro AB y la h-
circunferencia c.

4) Trazar la h- circunferencia d de centro en O que pasa por D.

5) Ubicar el punto E, interseccion entre la h- circunferencia d y el seg-
mento AB. Este punto es simétrico de D respecto de O.

6) Trazar los h- segmentos ED, EC y DC que conforman el tridngulo
isosceles pedido (Figura 73).
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Utilizando la h-elipse se procede como se indica a continuacién:

H

Figura 74. Construcciéon de un triangulo isésceles dado su perimetro y
altura con la elipse
Fuente: elaboracién propia

1) Trazar la h- circunferencia c de centro en O que pasa por el punto A.

2) Ubicar el punto M, arbitrario en la h- circunferencia c.

3) Trazar la h- recta n determinada por los puntos Oy M.

4) Trazar la h- mediatriz m de los puntos My C.

5) Ubicar el punto X de interseccion entre las h- rectas my n.

6) Determinar el lugar geométrico producido por el punto X cuando M
se desplaza por la circunferencia c, obteniendo la elipse e.

7) Determinar los puntos de interseccion D y E, de la elipse e con el
perimetro AB.

8) Trazar los h- segmentos ED, EC y DC que conforman el tridngulo
isosceles pedido (Figura 74).
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Ahora se presenta la solucidn del problema utilizando la h-parabola, para
lo cual se procede como se indica a continuacién:

Figura 75. Construccion de un triangulo isésceles dado su perimetro y
altura con la parabola
Fuente: elaboracién propia

1) Trazar la h- perpendicular d por el extremo B del segmento AB que
define el perimetro del tridngulo isdsceles a construir.

2) Trazarlah- parabolad, que tiene como directrizalah-rectady como
foco al punto C que determina la altura del tridngulo a construir.

3) Determinar el punto D intersecciéon entre la parabola p y el
segmento AB.

4) Trazar la h- circunferencia c de centro en Oy pasando por D.

5) Ubicar el punto E de interseccion entre la h- circunferencia c y el
segmento AB. Este punto es el simétrico de D respecto del centro O.

6) Trazar los h- segmentos ED, EC y DC que conforman el tridngulo
isosceles pedido (Figura 75).

Es bueno observar que este problema de construccidn, tiene una sola via
con la h-recta, una sola via con la h-circunferencia, ninguna via con la
h-hipérbola, varias vias con la h- parabola e infinitos caminos de solucion
con la h-elipse.
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Vale la pena terminar con las palabras de Farkas W. Bolyai (1775-1856)
“porque parece ser cierto que muchas cosas tienen, por asi decirlo, una
época en la que son descubiertas en muchos lugares simultaneamente,
como las violetas aparecen en primavera por todas partes.” Debemos
hacer una reflexion final sobre lo que puede aportar la Geometria Hi-
perbdlica. No es posible negar el enriquecimiento intelectual que a nivel
geométrico aporta el conocimiento y entendimiento de este y otros tipos
de geometrias, y desaprovechar el ejercicio de la comparacion por analo-
gia en sus procedimientos y algoritmos constructivos.

Una aplicacién académica que hace la Geometria Hiperbélica, por su ca-
racter diverso y poco intuitivo, esta en su capacidad de mostrar con clari-
dad la distincién entre una definicién matematica y los teoremas que se
obtienen por la via de la comparacién anal6gica con otros tipos de geome-
tria. Es trabajo personal, buscar y ejecutar otros teoremas de compara-
cion. Solo esto, yale da un caracter importante a la existencia de este texto.

Queda mucho terreno por explorar, se cuenta con los aplicativos como
el Menu Hiperbdlico de Cabri Il Plus y la modernidad, y el derecho y la
obligacion de explorar el recurso.

En este escrito, esta la base de una tarea que se torna incontenible y es la
de estudiar todos los teoremas constructivos que nos ha legado la Geo-
metria Elemental, también llamada Geometria Sintética.



CAPITULO 2.
LAS CONICAS Y EL PROBLEMA DE APOLONIO

“Los encantos de esta ciencia sublime,

las matemadticas, solo se les revelan a aquellos
que tienen el valor de profundizar en ella.”
Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Apolonio de Perga o Perge (262 a. C. - 190 a.C.) fue un matematico y as-
trénomo griego famoso por su obra sobre las secciones cénicas; dio el
nombre de elipse, pardbola e hipérbola a los lugares geométricos estu-
diados y logro solucionar la ecuacion general de segundo grado por me-
dio de la geometria conica. Sus trabajos tratan de las secciones cénicas y
de las curvas planas. Recopild su obra en ocho libros y fue conocido con
el sobrenombre de El Gran Gedmetra (Fernandez y Tamaro, 2004).

Uno de los problemas célebres estudiados por Apolonio o al menos
propuesto por él, y que se identifica con su nombre, es el de Apolonio,
y consiste en encontrar las circunferencias tangentes a tres objetos da-
dos: puntos, rectas o circunferencias. El problema deriva en diez casos,
algunos con subdivisiones particulares; el llamado Décimo Caso, consis-
te en determinar la circunferencia tangente a tres circunferencias dadas,
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cuando esto es posible; es el mas complicado de todos y en este texto
se presenta su solucién como una aplicacion de la transformacién de in-
version de un punto respecto de una circunferencia. Apolonio propuso y
resolvio el Décimo Caso, en la obra Tangencias.

Las soluciones esperadas, como todo lo euclidiano, retan al estudioso a
utilizar como herramientas solo la regla y el compas a la usanza euclidia-
na y, de hecho, hay numerosos estudios que atestiguan y presentan las
soluciones. Por esta razon, soluciones como la de Adriaan van Roomen,
elaborada en el siglo XVI, en la que utiliza las hipérbolas, se consideran
poco elegantes y afortunadas.

En este capitulo, escapandonos de buscar la elegancia, pero si la efec-
tividad, se presentan las soluciones a diversos casos, recurriendo a las
conicas. La motivacion es simple, establecidas como herramientas incor-
poradas al software Cabri, como macro construcciones, se convierten en
poderosas herramientas que deben utilizarse con diligencia.

Para algunos de los casos en que se diversifica el problema, también se
presenta por analogia la busqueda de la solucion, en el contexto del Disco
de Poincaré, ligada al modela de la Geometria Hiperbolica.

2.1. MACROS DE LAS CONICAS
2.1.1. La parabola

La parabola es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de un
punto fijo F, llamado foco y de una recta fija d, llamada directriz.

Para el disefio de la macro que permite un empleo efectivo en las cons-
trucciones, se recurre a la mediatriz que, a su vez, es el lugar geométrico
de los puntos que equidistan de otros dos puntos fijos, dados.

La Macro construccion se establece en Cabri, con los pasos que se indican
enseguida, siendo que se conocen tan solo la directriz d y el foco F por
fuera de ella (Figura 76).
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Figura 76. Construccion de la parabola
Fuente: elaboracién propia

1) Ubicar con libre albedrio un punto M perteneciente a la directriz d.

2) Trazar por M la perpendicular h a la directriz d.

3) Determinar la mediatriz m entre los puntos My F.

4) Ubicar el punto de interseccion X, entre las rectas h'y m.

5) Determinar el lugar geométrico trazado por el punto X, cuando M se
desplaza por la directriz d.

6) Trazarlaconicautilizando laherramienta deigual nombre, haciendo
click en cinco puntos del lugar geométrico buscado.

7) Ocultar el lugar geométrico y los cinco puntos sefialados.

8) Definir la macro teniendo como objetos iniciales la directriz d y el
foco E y como objeto final la cdnica encontrada.

9) Definir la macro con un nombre adecuado y su ayuda correspondiente.

Siguiendo los mismos pasos, se procede a construir la macro respectiva,
dentro de un horizonte H del Menu Hiperbdlico, con las herramientas
hiperbolicas analogas. A continuacion, se presenta el resultado grafico
esperado (Figura 77). Sin embargo, debe recordarse que el Menu Hi-
perbolico Cabri, contiene en su nucleo la macro de una parabola en tal
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espacio métrico y que, para el mundo hiperbélico, herramientas como
conica, no existen; en consecuencia, se deben establecer como objetos
finales las curvas de los lugares geométricos correspondientes.

H

Figura 77. La parabola en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia

2.1.2. La elipse

La elipse es el lugar geométrico de los puntos X que se mueven, de tal
modo que, la suma de sus distancias a dos puntos fijos F'y F’es constante.
Los puntos fijos se llaman focos de la elipse.

La macro construcciéon de marras requiere de la ubicacién en el plano
histérico Cabri, de los focos Fy F’'y de un punto P, tal que su distancia,
respecto de F sea mayor, de manera evidente, que la distancia entre los
dos focos.
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Figura 78. Construccion de la elipse
Fuente: elaboracién propia

1) Ubicar en el plano histoérico, los focos Fy F’

2) Ubicar el punto P, tal que la distancia entre Fy P es la constante que
define la elipse.

3) Trazar la circunferencia c de centro en Fy radio FP.

4) Ubicar en c el punto M que recorrera la circunferencia.

5) Trazar la recta n determinada por los puntos Fy M.

6) Trazar la mediatriz m entre los puntos M y F, que actia como foco
de la elipse.

7) Determinar el punto X interseccion entre las rectas m y n.

8) Determinar el lugar geométrico descrito por X cuando se mueve el
punto M a lo largo de la circunferencia c.

9) Determinar la conica por cinco puntos tomados en el lugar geomé-
trico encontrado en el paso anterior.

10) Ocultar los cinco puntos que determinan la conica del paso anterior

y el lugar geométrico que subyace en ella.

La macro construccion de la elipse tiene como objetos iniciales los dos
focos Fy F’'y un punto P que determina el valor de la constante que define
la elipse y, como objeto final, la conica encontrada (Figura 78).
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Siguiendo los mismos pasos, pero con las herramientas hiperbdlicas dis-
puestas en el Menu Hiperbodlico, se construye la macro respectiva, que
también trae incorporado en su nucleo en el Menu Hiperbdlico. La cons-

truccion debe verse como se muestra en la Figura 79.
H

P\

V4

Figura 79. La elipse en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia

La macro correspondiente a la elipse dentro del Ment Hiperbolico Cabri,
es ligeramente diferente a la Figura 79, pero las dos tienen el mismo sen-
tido de oportunidad a su utilizacién por conveniencia.

2.1.3. La hipérbola

La hipérbola es el lugar geométrico descrito por un punto X que se mue-
ve, de modo que, la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llama-
dos focos, es constante.

La macro construccién en estudio requiere de la ubicaciéon en el plano
histérico Cabri, de los focos Fy F’'y de un punto P, tal que su distancia,
respecto de F sea menor, de manera evidente, que la distancia entre los
dos focos (Figura 80).
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Los pasos a seguir, en el disefio de la macro construccion, son los que se
listan a continuacidn.

Figura 80. Construccion de la hipérbola
Fuente: elaboracién propia

1) Ubicar en el plano histoérico, los focos Fy F".

2) Ubicar el punto P, tal que la distancia entre Fy P es la constante que
define la elipse.

3) Trazar la circunferencia c de centro en F y radio FP.

4) Ubicar en c el punto M que recorrera la circunferencia.

5) Trazar la recta n determinada por los puntos Fy M.

6) Trazar la mediatriz m entre los puntos M y F’, que actia como foco
de la elipse.

7) Determina el punto X interseccién entre las rectas m y n.

8) Determinar el lugar geométrico descrito por X cuando se mueve el
punto M alo largo de la circunferencia c.

9) Determinar la conica por cinco puntos tomados en el lugar geomé-
trico encontrado en el paso anterior.

10) Ocultar los cinco puntos que determinan la conica del paso anterior

y el lugar geométrico que subyace en ella.

La macro construccién de la hipérbola tiene como objetos iniciales los
dos focos Fy F'y un punto P que determina el valor de la constante que
define la hipérbola y, como objeto final, la conica encontrada.
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Siguiendo los mismos pasos, pero con las herramientas hiperbélicas dis-
puestas en el menu hiperbolico, se construye la macro respectiva, que
también trae incorporado en su nucleo, en el menu hiperbélico. La cons-
truccion debe verse como se muestra en la Figura 81.

H

g

Figura 81. La hipérbola en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia

Dado que, para el caso de la elipse, la macro incorporada en el Ment tiene
un sentido ligeramente diferente, pues se aleja un poco de la definicion,
en el caso de utilizar las macros del Menq, las conicas respectivas contie-
nen al punto P, hecho que se ve en la Figura 82.

H H

Figura 82. Elipse e Hipérbola con las macros del menu
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Fuente: elaboracién propia
2.2. CASOS PARTICULARES DEL PROBLEMA DE APOLONIO

2.2.1. Primer caso: circunferencia pasando por tres puntos

K
LM,

. C
Figura 83. Circunferencid pasando por tres puntos
Fuente: elaboracién propia

Dados los tres puntos 4, By C del plano, la circunferencia que pasa por
tales puntos se consigue con la siguiente secuencia de acciones:

1) Trazar la mediatriz m1 de los puntos Ay B.

2) Trazar la mediatriz m1 entre By C.

3) Determinar el punto O, comun a las mediatrices m1 y ma.
4) Trazar la circunferencia c de centro en O y que pasa por A.

La circunferencia c, es la pedida. Recuerde que una mediatriz es el lu-
gar geométrico de los puntos que equidistan de dos puntos dados y este
hecho asegura la equidistancia de los tres puntos 4, By C, dados. De in-
mediato, también se tiene todo disponible para disefiar una macro cons-
truccion en la que los objetos iniciales son los puntos dados 4, By CYy, el
objeto final, es la circunferencia c (Figura 83).

Al repetir la secuencia de acciones en el Disco de Poincaré, también se

tiene la posibilidad de construir una h- circunferencia en un horizonte
H, en el caso que se requiera. La construccidn se veria como la Figura 84.

101



102

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

Figura 84. Circunferencia por tres puntos en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia

2.2.2. Segundo caso: circunferencia tangente a tres rectas dadas

Figura 85. Circunferencia tangente a tres rectas
Fuente: elaboracién propia
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Dadas las rectas 11, I2 y Is que determinan un triangulo, se procede como sigue:

1) Determinar los puntos P Q y R intersecciones de las rectas dadas,
dos a dos.

2) Trazar dos bisectrices, como las expuestas b1y b1 alos angulos Py R.

3) Determinar el punto incentro O, como interseccion de las dos
bisectrices b1y ba.

4) Trazar por O, la perpendicular al lado PR del triangulo.

5) Determinar el punto de interseccion 4, entre la recta h y el lado PR

6) Trazar la circunferencia de centro en O pasando por A que es la cir-
cunferencia pedida (Figura 85).

Con las h-herramientas correspondientes, se procede a calcular la h- cir-
cunferencia tangente a tres h- rectas dadas. Claro, también cabe la posibi-
lidad de que el procedimiento sea incompatible. Para este caso particular,
la construccion debe verse como la Figura 86.

Figura 86. Circunferencia tangente a tres rectas en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia

103



Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

2.2.3. Tercer caso: circunferencia tangente a una recta pasando por dos
puntos dados

Figura 87. Circunferencia tangente a una recta pasando por dos puntos
Fuente: elaboracién propia

Siendo la recta sy los puntos A y B del mismo lado de la recta, se procede
del siguiente modo:

1) Determinar la parabola que tiene como directriz a la recta s y como
foco al punto A.

2) Determinar la parabola que tiene como directriz a la recta s y como
foco al punto B.

3) Determinar los puntos de interseccién Oy Q de las dos parabolas anteriores.

4) Trazar la circunferencia c de centro en O pasando por A.

5) Trazar la circunferencia d de centro en Q, pasando por A.

6) Las dos circunferencias c y d, son las circunferencias pedidas
(Figura 87).

Vale la pena anotar que, el argumento de la validez y solidez de la cons-
truccion, radica en la definicion de parabola y corresponde al lector
efectuar tal deduccidn.

La h-construccion analoga a la euclidiana, sigue los pasos anteriores con
las herramientas hiperbdlicas de rigor y debe ser como se presenta en la
Figura 88.
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Figura 88. Circunferencia tangente a una recta pasando por dos puntos
en el disco
Fuente: elaboracién propia

2.2.4. Cuarto caso: circunferencia tangente a dos rectas pasando por
un punto

Figura 89. Circunferencia tangente a dos rectas pasando por un punto
Fuente: elaboracién propia
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Sean las rectas sy ty el punto A entre ellas. La construccion de las circun-
ferencias tangentes comunes a las dos rectas que pasan por 4, se ejecuta
con los siguientes pasos:

1) Construir la parabola p con directriz t y foco el punto A.

2) Construir la parabola p’ cuya directriz es la recta s y foco el punto A.

3) Determinarlospuntosdeinterseccion Oy O’entrelas parabolaspyp!’

4) Trazar las circunferencias c de centro en O pasando por Ay d de cen-
tro en O’ que también pasa por A. Estas son las dos circunferencias
buscadas (Figura 89).

Emulando los pasos en el ambiente del Disco de Poincaré y con la macro
personal o la incluida en el ment hiperbdlico Cabri, se disefia una cons-
truccion similar a la que se muestra en la Figura 90.

H

Figura 90. Circunferencia tangente a dos rectas pasando por un punto en
el disco
Fuente: elaboracién propia

El algoritmo de la construccion se satisface, incluso cuando las rectas sy
t dadas son ultraparalelas, como las que se representan en la Figura 91.
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Figura 91. El caso de rectas ultraparalelas
Fuente: elaboracién propia

2.2.5. Quinto caso - parte 1: circunferencia tangente a otra pasando por
dos puntos en su interior

Figura 92. Circunferencia tangente a otra por dos puntos en su interior
Fuente: elaboracién propia
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Con la circunferencia c de radio Ry centro en Oy, dados los puntos Ay B
en su interior, el calculo de las circunferencias tangentes a c que pasan por
los puntos Ay B se consigue, siguiendo los pasos descritos a continuacion:

1) Trazar el segmento OC con C en la circunferencia c inicial y cuya
longitud es la constante que origina las dos siguientes elipses.

2) Trazar la elipse e de focos en los puntos Oy B.

3) Trazar la elipse e’ de focos en los puntos O y A.

4) Ubicar los dos puntos de interseccion O’y 0” entre las elipsesey e".

5) Trazar las circunferencias d y f con centros respectivos 0’y 0” pa-
sando por cualquiera de los puntos A o B. Estas son las dos curvas
pedidas (Figura 92).

Por analogia y respetando que cada uno de los objetos en el Disco de
Poincaré, son de caracter hiperbélico, se repiten los pasos anteriores
para conseguir un resultado similar al que se muestra en la Figura 93.

H

Figura 93. El caso del Disco de Poincaré
Fuente: elaboracion propia
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En este caso, se ha propuesto la constitucion de la h- circunferencia ¢ de
centro en O y radio OC, al interior de la circunferencia H horizonte del
disco. La circunferencia c tiene un radio que supera la distancia entre los
puntos Ay By la elipse e tiene como focos los puntos O y 4, mientras que
la elipse e’ tiene como focos los puntos O y B. Tales elipses determinan
por interseccion los centros O’y 0” de las circunferencias d y f que pasan
porAyB.

Fijese que, el algoritmo constructivo es exacto al propuesto en el modelo
analitico corriente y soluciona de manera efectiva el problema.

2.2.6. Quinto caso - parte 2: circunferencia tangente a otra pasando por
dos puntos en su exterior

Dada la circunferencia c de centro en O y radio OC, menor que la distancia
entre los puntos A y B exteriores a c, los pasos conducentes a calcular las
dos circunferencias tangentes a ¢ que pasan por los puntos A y B, se ob-
tienen con los siguientes pasos:

1) Trazar el segmento OC con C en la circunferencia c inicial y cuya
longitud es la constante que origina las dos siguientes hipérbolas.

2) Trazar la hipérbola h de focos en los puntos Oy B.

3) Trazar la hipérbola h’ de focos en los puntos O y A.

4) Ubicar los dos puntos de interseccion 0’y 0” entre las hipérbolas hy h".

5) Trazar las circunferencias d y f con centros respectivos 0’y 0” pa-
sando por cualquiera de los puntos A o B. Estas son las dos curvas
pedidas y una sola de ellas soluciona de manera efectiva el problema
(Figura 94).
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Figura 94. Circunferencia tangente a otra por dos puntos en su exterior
Fuente: elaboracién propia

Con las herramientas hiperbdlicas y siguiendo paso a paso el algoritmo
descrito, se encuentra una situacion similar a la que se evidencia en la
Figura 95y, puede verse que, solo una de las dos circunferencias tangentes
ac,dy fpasan por los puntos A y B, tal y como ocurre en el Modelo Euclideo.

Figura 95. El caso en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia
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2.2.7. Sexto caso: circunferencia tangente a dos circunferencias pasando
por un punto de su exterior comin

Dadas las circunferencias de centros en Ay B y con radios AC y BD res-
pectivamente, las circunferencias que son tangentes a tales circunferen-
cias y que pasan por un punto P en su exterior comun, se consiguen con
los pasos que se describen enseguida:

Figura 96. Circunferencia tangente a otra por dos puntos en su exterior
Fuente: elaboracién propia

1) Trazar la hipérbola h cuyos focos son los puntos Ay Py cuya cons-
tante de definicion es la longitud del segmento AC.

2) Trazar la hipérbola h’ cuyos focos son los puntos By Py cuya cons-
tante de definicidn es la longitud del segmento BD.

3) Ubicar los puntos de interseccion entre las hipérbolas hy h’ que se
han marcado como Oy O’

4) Trazar las circunferencias d de centro en 0, pasando por Py e de
centro en O’ pasando por P, Esas son las circunferencias pedidas
(Figura 96).
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Figura 97. El mismo caso en el Disco de Poincaré
Fuente: elaboracién propia

Por analogia y tomando las h- herramientas correspondientes, se cons-
truye la h- circunferencia tangente comun a dos circunferencias que pa-
san por un punto P fijo en el disco horizonte H, en el exterior comtn de
las circunferencias dadas. La construccion debe verse similar a la que se
muestra en la Figura 97.

En el ambiente dindamico de Cabri, hay que desplazar puntos a fin de evi-
denciar la existencia de al menos un punto de interseccion.

2.2.8. Séptimo caso: circunferencia tangente a dos rectas dadas y a una
circunferencia en el interior del angulo que ellas determinan

Dadas las retas s y t y la circunferencia de centro en O y radio OG al inte-
rior del dngulo que tales rectas determinan, se construye la circunferen-
cia tangente comun a estos tres elementos, con los pasos que se indican
a continuacidn:

1) Ubicar los puntos A y B en las rectas t y s respectivamente y desde
cada punto se trazan perpendiculares a las rectas que los contienen.
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2) Trazar circunferencias de radio OG con centros A y B. Es util llevar
este radio con la herramienta compas del aplicativo.
3) Ubicar los puntos C'y D como puntos de interseccion de lascircunfe-
rencias descritas en el paso anterior y sus respectivas perpendiculares.
4) Trazar una paralela a la recta t por el punto C. Tal recta se ha
denominado t’
5) Trazar una paralela a la recta s por el punto D.
6) Trazar la parabola cuya directriz es la recta t’y de foco el punto O.
7) Trazar la pardbola que tiene como directriz a la recta s’y cuyo foco
es el mismo punto O.
8) Determinar los puntos 0’y 0”, que son comunes a las dos parabolas
pyp:
9) Trazar perpendiculares por O’y 0” para determinar los puntos E'y
F, como intersecciones de las perpendiculares con la recta t.
10) Trazar las circunferencias d de centro en O’y radio O’E'y la de cen-
tro en 0”y radio O”F que hemos llamado e. Estas son las circunfe-
rencias buscadas (Figura 98).

Figura 98. Circunferencia tangente a dos rectas y a otra circunferencia en

su interior
Fuente: elaboracién propia
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Observe que, este caso requiere del concepto de paralelismo, del que no
disponemos y, por tanto, rehusamos el intento de elaborar una construc-
cion dentro del Disco de Poincareé.

Esta construccion se requiere para resolver con el concepto de inversion
de un punto respecto de una circunferencia, el caso de la construccion
de la circunferencia tangente comun a tres circunferencias dadas, que se
estudia en el siguiente capitulo.

2.2.9. Octavo caso: circunferencia tangente a una recta y a una circunfe-
rencia pasando por un punto

Figura 99. Circunferencia tangente a una recta y a una circunferencia
pasando por un punto
Fuente: elaboracién propia

Siendo la recta s la circunferencia de centro en A4 y radio ACy el punto B
exterior a ella y en el mismo semiplano de la circunferencia, la circun-
ferencia tangente a estos dos elementos, pasando por el punto B, se en-
cuentra con los siguientes pasos:

1) Trazar la hipérbola h con focos en los puntos A y B cuya constante
de diferencia es la longitud del segmento AC.
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2) Trazar la parabola p cuya directriz es la recta s y con foco en el
punto B.

3) Determinar los puntos de interseccion entre la hipérbola h y la pa-
rabola p que se denominan Oy O

4) Trazar las circunferencias c y d de centros en los puntos O y O’ pa-
sando por el punto B. Estas dos circunferencias resuelven el caso
particular del problema (Figura 99).

Al realizar los pasos correspondiente y analogos a los elementos hiper-
bolicos descritos dentro de un horizonte H, se encuentra la disposicion
que soluciona el caso particular del Problema de Apolonio, tal como se
indica en la Figura 100.

Figura 100. Circunferencia tangente a una recta y a una circunferencia
pasando por un punto, caso del disco
Fuente: elaboracién propia
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2.2.10. Noveno caso: circunferencia tangente a una recta y a dos circunfe-
rencias disjuntas en el mismo semiplano de la recta.

Figura 101. Circunferencia tangente a una recta y dos circunferencias
Fuente: elaboracién propia

Dadas la recta s, las circunferencias de centros en los puntos A y B de
radios respectivos AC'y BD, los pasos conducentes a conseguir la circun-
ferencia tangente a estos tres elementos, son los siguientes:

1) A partir de los segmentos AC y BD, radios de las circunferencias, se
consigue el segmento de su diferencia que actia como la constante
que define la hipérbola h del paso que sigue. En la Figura anterior,
la imagen de la hipérbola se ha ocultado.

2) Trazar la hipérbola h con focos en los puntos A y B, centros de las
circunferencias dadas.

3) Trazarlarectas’paralelaalarectadadasyaunadistanciaigual a BD.

4) Trazar la pardbola p cuya directriz es la paralela s’a s y de foco el
punto B.

5) Determinar el punto O, intersecciéon entre la parabola p y la
hipérbola h.
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6) Trazar por O una perpendicular a s para determinar el punto J, in-
terseccion entre esta perpendicular y la recta s.

7) Trazar la circunferencia de centro en O y que pasa por J. Es la circun-
ferencia que resuelve este caso especial del Problema de Apolonio
(Figura 101).

En este caso, no vale la pena intentar por analogia resolver el problema
dentro de un disco horizonte H, puesto que la construcciéon depende del
trazado de una paralela. Recuerde que, en el Modelo Sintético el paralelis-
mo tiene sentido Unico, en cambio, en el modelo Hiperbdlico es diverso.

2.2.11. Décimo caso: circunferencia tangente a tres circunferencias

Figura 102. Circunferencia tangente a tres circunferencias
Fuente: elaboracién propia

Siendo las circunferencias de centros en los puntos 4, B y C, de radios
diferentes dos a dos, los pasos conducentes a obtener la circunferencia
tangente a las dos dadas, son los que se describen enseguida:

1) Determinar los segmentos FG y DE como diferencias de las respec-
tivas circunferencias en relacion con la de radio menor. Estos seg-
mentos actuaran como constantes en la confeccion de las hipérbo-
las que se requieren en los dos siguientes pasos.
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2) Trazar la hipérbola de focos en los puntos A y By constante FG.

3) Trazar la hipérbola de focos en los puntos A y C'y con constante de
definicion DE.

4) Determinar el punto de interseccion O entre las hipérbolas disefia-
das en los dos pasos anteriores.

5) Trazar el segmento OA que interseca a la circunferencia de centro
en A en el punto H,

6) Trazar la circunferencia de centro en O pasando por H. Esta es la
circunferencia que soluciona el caso especial del Problema de
Apolonio (Figura 102).

La abundancia de pasos intermedios, impide que nos animemos a resol-
ver este caso dentro de un Disco de Poincaré, pero un lector porfiado
puede intentar hacerlo.

En uno de los memorables eventos de modelacion matemdtica que se rea-
lizaba entorno de seminarios Cabri en la Universidad de Medellin, el profe-
sor Vicenzo Bongiovanni de la Universidad Bandeirante de Sio Paulo, ofre-
ci6é un cursillo sobre la resoluciéon del Problema de Apolonio con el uso de
las conicas, cursillo al que tuvimos la suerte de escoger y asistir. El cursillo
se fundamentaba en la estrategia de pensar cada uno de los casos resueltos
y, ver que en la busqueda del centro o centros de las circunferencias solu-
cién, se escondian de manera tacita el ejercicio delicado de las definiciones
de las cénicas. A primera vista, cada solucién se convertia en una manera
eficiente y rapida de solucionar el problema, y distinta, al menos, a las que
se presenta en el articulo del profesor Benjamin Sarmiento Lugo de la Uni-
versidad Pedagégica Nacional de Colombia, que se acerca a la utilizaciéon
de la regla compas y las herramientas propias del Modelo Euclideo, y que,
por ende, son mas laboriosas que las que aqui se presentan.

Animados ante la existencia del Menu Hiperbdlico Cabri, en este capi-
tulo, se ha estudiado por analogia y comparacién, cada uno de los ca-
sos del Problema de Apolonio dentro del Disco de Poincaré, que brin-
da el espacio métrico acotado y adecuado para medir la oportunidad
de la universalidad de las definiciones y la recursividad de los procesos.
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En este sentido, el Problema de Apolonio se convierte en un problema
perteneciente a la geometria absoluta que, en la gran mayoria de caso, ni
siquiera requiere el concepto de paralelismo, el cual, en el modelo Hiper-
boélico es diverso y no unico.

Como es deseable, cada una de las construcciones han sido elaboradas
con los pasos indicados por los autores e invitamos al lector a ejecutarlas,
no solo para alcanzar un conocimiento significativo, sino también, para

entender que el aprendizaje es una actividad divertida.

Este Décimo Caso del Problema de Apolonio, es significativo y ha obede-
cido a la confeccion de soluciones adicionales como la que se propone en
el capitulo que sigue de este libro. La solucién estudiada se fundamenta
en el concepto de inversién de un punto respecto de una circunferencia,
concepto intimamente ligado a la constitucion del Disco de Poincaré, el
cual se liga al modelo de la Geometria Hiperbélica.

119



120

APITULO 3.
EL DECIMO CASO DEL PROBLEMA DE APOLONIO

“Hay geometria en el zumbido de las cuerdas,
hay musica en la separacién de las esferas.”
Pitdgoras (Circa 570-495 a.C.)

El matematico C. Stanley Ogilvy elabora la solucién del Problema de Apo-
lonio en su Décimo Caso, consistente en el calculo de la circunferencia
tangente a tres circunferencias dadas en el plano, cuando esto es posible.
La solucion es ingeniosa y satisfactoria e, incluso, mas efectiva que la pre-
sentada en el capitulo anterior. Aqui, se realiza una traduccién aumenta-
da y acomodada de la misma (Ogilvy, 1969).

Lo particular de esta solucion, es que utiliza el concepto de inversion,
transformacion del plano referida a una circunferencia que tiene la capa-
cidad de vaciar el interior en el exterior y viceversa, de transformar rec-
tas en circunferencias y circunferencias en rectas y de dejar una infinitud
de objetos invariantes a tal transformacion.

De otro lado, la inversion tiene una intima relacion con la Geometria Hiper-
bélica que se ha estudiado por analogia con la euclidiana, en los dos capitulos
anteriores, mediante el mecanismo algoritmico de la construccion de objetos.
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3.1. LA INVERSION

El matematico aleman Ludwing Immanuel Magnus, en 1831 ide¢ la trans-
formacion llamada Inversion, la cual esta referida a una circunferencia
fija de centro en O (inversion en 0) y que resulta novedosa en el sentido
en que transforma rectas en circulos (Salvo infinitos casos) y viceversa;
pero, ademas, tiene caracter involutivo, y tiene como caracteristica espe-
cial, que preservala amplitud. De hecho, la Inversion, vuelca el exterior de
la circunferencia en el interior y el interior en el exterior, salvo el centro O
del mismo que, para fines matematicos, se aplica en el infinito. El trabajo
de Magnus merecié que, de parte del Consejo Superior de la universi-
dad de Bonn, se le otorgase el titulo de doctor honoris causa. Todos sus
trabajos aparecen en los Anales de Georgonne de matematicas puras y
aplicadas en los volimenes XI y XVI (1820-1825) y en los Journal de Cre-
lle, volumenes V, VII, VIII y IX (1830-1832) con segunda parte en 1833.

T

Figura 103. Calculo de un punto de inversion
Fuente: elaboracién propia

A partir de la circunferencia de centro en Oy de radio r, se define el inver-

so de un punto P diferente de O, como el punto P’ del rayo OB tal que, su
distancia a O satisface la ecuacién OP x OP’ = r? (Figura 103).

121



122

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

De inmediato, se tiene como consecuencia, que el inverso de P’es Py que
si P se encuentra en la circunferencia, el punto P es invariante; es decir,
que su imagen por inversion es él mismo. Este concepto de invariancia, se
agranda al tener que, todo el circulo es invariante consigo mismo, porque
cada uno de sus puntos es invariante; toda recta que pasa por el centro O
es invariante, aunque no punto por punto, porque los Unicos puntos inva-
riantes resultan ser los dos puntos de interseccion con la circunferencia,
que son extremos del diametro.

El inverso de un punto P en el exterior del circulo se puede construir tra-
zando la circunferencia cuyo didmetro es el segmento OP y que corta a la
circunferencia de inversion en T; la perpendicular a OP desde T corta a este
diametro en P’ o viceversa. Desde la semejanza de los triangulos rectangulos
OPT y TPP, se puede inferir el cumplimiento de la definicion de la imagen
inversa de un punto P. Aqui, también se puede observar que, los segmentos
OTy PT son perpendiculares, lo que anima a asegurar que los dos circulos asi
definidos son ortogonales, y que cualquier punto del arco exterior se trans-
forma en un punto del arco interior de la misma circunferencia; y viceversa,
es decir, que la circunferencia de diAmetro OP’ es invariante para la inversion,
pero no punto por punto. En este sentido, tan solo son invariantes absolutos
los puntos T'y su simétrico respecto de B esto es, P’

3.2. CIRCULOS ORTOGONALES

Como se dijo, dos circulos son ortogonales si intersecandose en dos pun-
tos, las tangentes comunes en tales puntos de contacto son perpendicula-
res. De esta simple definicién aparece como consecuencias que, el circulo
O tiene infinitos circulos ortogonales con él; y algo mas, cada uno de esos
circulos es invariante respecto de la inversion sobre O (Figura 104).
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Figura 104. Ortogonalidad de circunferencias
Fuente: elaboracién propia

Como consecuencia inmediata de la definicion de Punto Inverso, se tiene
que, todas las circunferencias que pasan por dos puntos mutuamente inver-
sos Py P’y cuyos centros se encuentran en la mediatriz de tales puntos, son
ortogonales y, en consecuencia, cada una de las circunferencias es invariante
respecto de la inversion en la otra. Asi, cada circunferencia se transforma en
si misma. Este punto es un asunto notable y se debe tener en cuenta en la
solucion del Décimo Caso del Problema de Apolonio (Figura 105).

Figura 105. Verificacion de la ortogonalidad de circunferencias
Fuente: elaboracién propia
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Y claro, también resulta evidente que, en un plano se pueden escoger in-
finitas circunferencias que son invariantes respecto de un circulo O.

Como resultado de lo descrito, se tiene que, el inverso de un punto Pes el
segundo punto de interseccion de dos o mas circulos que son ortogonales
al circulo inicial y que pasan por P (Figura 106).

__|..L__

Figura 106. Las circunferencias por dos puntos mutuamente inversos son
ortogonales
Fuente: elaboracién propia

3.3. INVERSIONES DE RECTAS Y CIRCULOS

Se afirmo que, las rectas que pasan por el centro del circulo se invierten
en si mismas, pero no punto a punto; solo los puntos que son extremos
del didametro son invariantes en sentido absoluto.

Figura 107. Inversion de una recta
Fuente: elaboracién propia
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Teorema 1.

La imagen de cualquier linea recta que no pase por el centro del circulo
de inversion es una circunferencia que contiene al centro del circulo de
inversidn y, consecuentemente, la imagen por inversion de una circunfe-
rencia que pasa por el centro del circulo de inversion, es una recta perpen-
dicular a la linea de centros que contiene a los puntos de interseccion de
tales circunferencias y que no pasa por el centro del circulo de inversion
(Figura 107).

Teorema 2.

La imagen de una circunferencia que no pasa por el centro de la circun-
ferencia de inversidn, es otra circunferencia que no pasa por el centro
de la circunferencia de inversién. Los centros de las tres circunferencias
permanecen alineados (Figura 108).

£
O, N 0

Figura 108. Inversion de una circunferencia
Fuente: elaboracién propia

Nota

La Inversion es una transformacidn del plano que preserva la amplitud en
sentido inverso, es decir, todo dngulo se invierte en un angulo igual, y mas
estrictamente, en su dngulo opuesto, como se observo, al preservar la

125



126

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

ortogonalidad de circunferencias ortogonales que pertenecen invarian-
tes a la transformacidn. Asi, las circunferencias ortogonales se invierten
en circunferencias ortogonales, en donde se incluyen a las rectas que pa-
san por el centro de la circunferencia de inversidn.

Figura 109. Compuesta de dos inversiones concéntricas
Fuente: elaboracién propia

De modo que, al preservar amplitud y tener sentido inverso, la com-
puesta de dos inversiones en circunferencias concéntricas, se convierte
en una dilatacién u homotecia, pues se preserva de manera absoluta el
paralelismo; la razén de la homotecia de centro en O, tiene como factor

2 . . . . a .
(%) ,siendo r1 el radio de la circunferencia sobre la que actia en primera

instancia la compuesta de inversiones, y r2 el radio de la circunferencia
de inversion final. En la figura anterior, se avizora la forma en que un
cuadrado pequeiio se dilata por composicion inversiva a través de dos
circunferencias concéntricas y se ve la forma en que el paralelismo se
conserva (Figura 109).
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3.4. DOS PROBLEMAS DE FACIL SOLUCION

Figura 110. Una circunferencia secante a una familia infinita de ellas
Fuente: elaboracién propia

Al considerar una familia de circunferencias tangentes unas a otras y
al eje Y, que concurren al origen de coordenadas, y una circunferencia
que pasando por el origen no es tangente al eje Y, puede demostrarse
por inversion que, esta ultima circunferencia corta a todas y cada una
de la familia, debido a que, la inversion preserva el angulo de incidencia
(Figura 110).

De este modo, las circunferencias tangentes, se convierten por inversion
respecto de cualquier circunferencia con centro en el origen de coorde-
nadas, en una familia de rectas paralelas y, la circunferencia no tangente,
se invierte en otra recta que corta a la familia de paralelas bajo el mismo
angulo de incidencia (Figura 111).

Es mas evidente entre rectas que, una secante a un par de paralelas tam-
bién corta a toda la infinita familia de paralelas a ellas; la inversion resuel-
ve de manera clara, que este hecho se traslada de manera fiel, al caso de las
circunferencias que concurren tangencialmente al origen de coordenadas.
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Figura 111. Conversion al paralelismo
Fuente: elaboracién propia

Un resultado general y derivado de lo expuesto respecto de la inversion,
es el de la preservacion de la tangencia entre objetos geométricos; fa-
cultad esta que se emplea para resolver de manera efectiva un caso del
afamado Problema de Apolonio.

Figura 112. Preservacién de la tangencia en objetos
Fuente: elaboracién propia
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En la Figura 112, 1as dos circunferencias tangentes entre si y la recta tan-
gente a una de ellas, se transforman en objetos al interior de la circunfe-
rencia de inversidn que preservan su caracter de tangentes. Este hecho,
permite convertir el problema de la construccion de la circunferencia
tangente a tres circunferencias dadas (siempre que el problema tenga
solucidn) al problema de calcular la circunferencia tangente a dos rectas
paralelas y una circunferencia contenida en su franja.

3.5. EL PROBLEMA DE APOLONIO

El Problema de Apolonio ha sido heredado desde la antigiiedad y consiste
en utilizar tan solo regla y compas, a la usanza euclidiana, para construir
la circunferencia tangente a tres circunferencias dadas. Las tres circun-
ferencias dadas pueden tener diferente radio y pueden o no intersecarse
unasaotras. Desdeluego, aparecen situaciones enla que resultaimposible
su solucion; por ejemplo, el caso en que los centros de las circunferencias
sean colinealesy los radios de las mismas sean diferentes, porque de tener
el mismo radio, la circunferencia tangente es el caso defectuoso de una
recta que se adopta como una circunferencia de radio infinito, la recta es
cualquiera de las dos rectas tangentes comunes a las tres circunferencias.

O

Figura 113. El Décimo Caso del Problema de Apolonio
Fuente: elaboracion propia
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Y asi, pueden pensarse en casos de solucién imposible, como si dos o las
tres circunferencias sean concéntricas.

El Problema de Apolonio, consiste en construir una circunferencia tan-
gente a tres objetos geométricos que pueden ser puntos, rectas o circun-
ferencias. Se presentan diez casos particulares al combinar los objetos
base: puntos, rectas y circunferencias, y algunos de los casos producen
subcasos especiales.

Concentramos la atencidn en la solucion del caso especial de la circunfe-
rencia tangente a tres circunferencias dadas, siempre que la solucién sea
posible. La busqueda de la solucién al problema, es una tarea pesada sino
se recurre a la inversion y, de hecho, se inicia pensando en tres circunfe-
rencias dispuestas como en la Figura 113, y que las mismas posean dife-
rentesradios; hecho que no implica diversos caminos de solucion- Asique,
la solucion de otros casos y disposiciones, siguen los pasos especificos
que aqui se sefalan.

La solucion al problema comienza con el incremento d para cada uno de
los radios de las tres circunferencias; incremento que se consigue como
el punto de contacto para que las dos circunferencias mas cercanas sean
tangentes entre si; tales nuevas dos circunferencias, se convierten en dos
rectas perpendiculares a su linea de centros, si se invierten respecto de
cualquier circunferencia centrada en su punto de tangencia (Figura 114).
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Figura 114. Uno de los pasos iniciales via solucion
Fuente: elaboracién propia

Se hace evidente en este punto, que de ser posible hallar la solucién del pro-
blema para estas tres nuevas circunferencias de mayor radio, incrementadas
en el mismo valor d, el centro de la circunferencia tangente a ellas, también
es el centro de la circunferencia tangente a las tres circunferencias originales,
y que la diferencia entre los radios de las dos circunferencias tangen-
tes es exactamente el mismo valor d. Esto significa que, al radio de la cir-
cunferencia tangente a las tres nuevas circunferencias, tan solo debemos
incrementarlo en el valor d (Figura 114).

Retornando a la solucidn, ahora se hace suficiente recordar que, toda cir-
cunferencia que pase por el centro de la circunferencia de inversion, se
transforma en una recta perpendicular a la linea de sus centros. Pero no
tomaremos cualquier circunferencia de inversion, sino aquella circunfe-
rencia de centro en O que es ortogonal a la circunferencia de centro 03,
para tener que la circunferencia Os sea invariante a la inversién sobre su
circunferencia ortogonal O (Figura 115).

Segun teorema 1, se tiene también que las circunferencias 01 y O se in-
vierten en sendas rectas perpendiculares a la linea de sus centros y, por
lo tanto, paralelas entre si.
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Figura 115. Rectas inversas paralelas
Fuente: elaboracién propia

Ahora, basta recordar que, a su vez, las rectas paralelas se invierten en las
circunferencias 01y Oz; por tal razon, el problema de encontrar la circun-
ferencia tangente a la vez a tres circunferencias, se ha transformado en el
calculo de la circunferencia tangente a dos rectas paralelas y a la circun-
ferencia Os que subyace entre ellas. Este ultimo problema, se resuelve de

Figura 116. Un paso intermedio de la solucién
Fuente: elaboracién propia
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Es suficiente ubicar la directriz de la parabola como la recta m paralela a
lasrectas invertidas y una distancia igual ala del radio de la circunferencia
0s, incrementada en d (Figura 117).

Figura 117. De nuevo la parabola en apoyo a la solucién
Fuente: elaboracién propia

El centro O4 de la circunferencia tangente comun de las rectas parale-
las y de la circunferencia Os, es el punto de interseccion entre la elipse
de directriz m y la mediatriz entre las paralelas. Con esto, se construye
la circunferencia tangente a estos tres elementos y que se invierte, en
consecuencia, en la circunferencia tangente a la vez a las circunferencias
incrementadas 01, Oz y Os (Figura 118y 119).

Figura 118. El centro de la circunferencia tangente
Fuente: elaboracién propia
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Figura 119. Solucién del Problema de Apolonio
Fuente: elaboracién propia

La inversién de la circunferencia O4, por tltimo, debe incrementarse en la
magnitud d para encontrar la circunferencia buscada y que es la tangente
a las tres circunferencias dadas (Figura 120).

Figura 120. Una apreciacion de la solucion del Problema de Apolonio
Fuente: elaboracién propia
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Con Cabri II Plus, se puede hacer el montaje de los pasos explicados aqui,
previa la construccion de las macros que se infieren de las explicaciones
dadas; por ejemplo, las macro construcciones de inversion de una recta,
de una circunferencia pasando por el centro de inversion, de la circunfe-
rencia ortogonal a otra que pasa por un punto, de la circunferencia que
pasa por tres puntos y de la elipse dada su directriz y su foco.

Pero se hace necesario aqui, repetir que muchos de los problemas que
se solucionan en las matematicas, se resuelven dentro de una estructura
isomorfa mas simple; asi, por ejemplo, los calculos multiplicativos en-
tre reales positivos, se pueden hacer simples a través de la utilizacion
de logaritmos que convierten el problema en el calculo de sumas; igual,
muchos problemas de variable real, se resuelven atravesando el terreno
de la variable compleja. En el caso que se ha expuesto, la construccion de
la circunferencia tangente a tres circunferencias dadas, se ha transfor-
mado en resolver la construccion de la circunferencia tangente a la vez
a dos rectas paralelas y a un circulo compendiado en la franja que ellas
determinan, y que, a todas luces, es un problema de mayor sencillez para
el que toca aplicar el sentido comun.
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CAPITULO 4.
CONICAS EN LA METRICA DEL TAXISTA

“La vida es una marioneta del tiempo en la
medida en que cambia a cada instante,
cambia el mundo interior y el exterior

de forma que no somos los mismo dos instantes seguidos.”
Aldous Huxley (1894 - 1963)

En este capitulo, se efectiia una relaciéon comparativa de las definiciones
de los objetos en dependencia del espacio métrico que habitan. Los obje-
tos son las cénicas: la circunferencia (como caso especial de una elipse),
la elipse, la hipérbola y la parabola cuya definicién depende de la existen-
cia de rectas y la misma recta, que necesariamente se debe definir como
el conjunto de puntos que equidistan de los dos puntos que la definen.
Con este presupuesto, se hace facil trabajar y comparar, pero al tiempo,
evidenciar que la riqueza de las matematicas radica en la versatilidad
de su variedad; variedad que se asume, en ese caso, como un espacio
métrico diverso.
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Con seguridad, ejecutar los archivos elaborados en el CAS Derive, que
tiene una estructura simple y de facil manejo, permite la evidencia de
objetos diversos y distintos a los que se esta acostumbrado dentro del
modelo de la geometria analitica e, incluso, de la sintética y, de hecho,
causan asombro. Es un hecho simple también, encontrar similitudes,
pero también diferencias.

La riqueza didactica de este libro, aparece alli, consistente en el hecho en
que las conicas, su estudio y su aplicaciéon a ciertas actividades geomé-
tricas practicas, se desarrollan en tres espacios métricos diferentes, a sa-
ber: el espacio bidimensional real, el espacio hiperbélico del modelo del
Disco de Poincaré y el espacio bidimensional discreto de los enteros.

El campo de accién en la métrica del taxista, que se adopta en este texto,
es en consecuencia el dominio entero del plano Z x Z, en el que la distan-
cia entre dos puntos Py Q del plano, P(a,b) y Q(c,d), se calcula mediante la
formula d(BQ) = |a-c| + |b-d| y obedece a la forma que deben utilizar los
taxistas (automovilistas) en el trafico urbano, para sus desplazamientos
(Figura 121). En esta forma, se impide ir de un punto A a un punto B a
través de un segmento rectilineo y, por el contrario, debe hacerlo a través
de una trayectoria quebrada, recorriendo siempre la menor distancia po-
sible. Las posibilidades de desplazamiento dependen de la ubicacion de
los extremos de la trayectoria y, en nimero, pueden ser abundantes, en la
medida en que la distancia se va haciendo mayor. En la Figura 122, se ven
algunas de tales posibilidades respecto del grafico a izquierda, problema
que es de interés dentro de la aritmética y, particularmente, en teoria
de numeros.
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Figura 121. Un mapa urbano
Fuente: elaboracién propia
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Figura 122. Recorridos urbanos posibles
Fuente: elaboracién propia

Es de interés asegurar la forma en que es definido un objeto por un gru-
po de determinadas propiedades. Por ejemplo, al estudiar el comporta-
miento de las conicas, las cuales se definen por propiedades o requisitos
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fundamentadas en una funcién de distancia; es decir, la métrica que se
emplee en la construccion tedrica de los objetos, define el mundo en que
ellos habitan.

En el desarrollo explicativo de la utilizacién de cada uno de los archivos
utilitarios elaborados en el CAS Derive, se explican detalles importantes
de su utilizacién y resultados que, por no ser motivo de estudio en este
texto, no dejan de ser importantes dentro del modelo y son interesantes
dentro de los campos de la aritmética, pues juega un papel central el con-
teo como evidencia directa del cumplimiento de los requisitos en cada
uno de los casos.

4.1. LA CIRCUNFERENCIA

En el modelo euclidiano y en espacios con otras formas del calculo de distan-
cias, la circunferencia es el lugar de los puntos que equidistan de otro, llamado
centro. En la forma de medir en métrica del taxista, por asuntos topolégicos,
existen varios puntos que equidistan de otro, pero de ninguna manera se ubi-
can en arcos. La circunferencia es la tinica conica con centro en cualquier pun-
to y radio entero mayor que cero. La existencia de otras curvas conicas, como
se vera mas adelante, en esencia, depende de la paridad entre la distancia de
los puntos y las constantes que las definen. Para este caso, el archivo imple-
mentado en CAS Derive, tiene el modelo indicado en el Cuadro 1.

11(a,b,r).=VECTOR([a,b]+[i,r-i],i,0,r)

12(a,b,r).=VECTOR([a,b]+[i,i-r],i,0,r)

13(a,b,r).=VECTOR([a,b]+[-i,r-i],i,0,r)

14(a,b,r).=VECTOR([a,b]+[-i,r-i],i,0,r)

circunferencia(a,b,r).
=APPEND([[a,b]],11(a,b,r),12(a,b,r),13(a,b,r),14(a,b,r))

grilla(n).=VECTOR(VECTOR([i,j],i,-10-n,10+n),j,-n,n)

Cuadro 1. Modelo de algoritmo implementado con CAS Derive
Fuente: elaboracién propia
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A continuacién, en la Figura 123 se esbozan dos graficas comparativas
que evidencian de manera creativa y recreativa, lo general de la defini-
cion y lo particular y rico del espacio métrico adoptado.

¥ -

Boo1o0) S 4 + @ s+ e« . =

Circunferencia en la métrica
del taxista: centro en C(3,1) y
radioR=4

Circunferencia en la métrica
usual: centro en C(3,1) y
radioR=4

Figura 123. Evidencia analoga de circunferencias
Fuente: elaboracién propia

La funcion grilla(n) establece el reticulado. Es recomendable establecer
n entre 15y 20, y desde la opcion grdfica deshabilitar 1a orden de cambio
de color, y enseguida ubicar el préximo color en rojo.

Al simplificar la expresion circunferencia(3,1,4), se genera una matriz de
puntos que se dibuja desde la linea de opciones de pantalla en color ne-
gro y con tamafio grande para los puntos. De esta manera, se obtiene la
grafica de la derecha de la Figura 123.

En general, la orden circunferencia(a,b,r) se corresponde con una circun-
ferencia de centro en C(a,b) y de radio R = r, siendo todos estos para-
metros nimeros enteros, puesto que se esta trabajando sobre el plano
discreto Z x Z.

Un asunto atinente a esta situacidn, es que siempre existe una circun-
ferencia centrada en cualquier punto y con radio r € Z*. Las siguien-
tes son representaciones sustentadas desde las simplificaciones de las
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expresiones circunferencia(-2,3,1), circunferencia(-2,-4,3) y circunferen-
cia(4,0,7), las cuales se representan en una sola grafica con la intencién
de calcular sus puntos de interseccién que, bajo estas condiciones, pue-
den ser mas de dos (Figura 124).

- ] =2 . .
. -
. - - ® -
= ] 6 - ] -

Figura 124. Circunferencias secantes
Fuente: elaboracién propia

4.2. LA ELIPSE

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de
distancias a dos puntos fijos F1 (a,b) y F2z (c,d) llamados focos, es una
constante r no menor que el valor de la distancia entre los focos.

El archivo utilitario conseguido para evidenciar el cumplimiento de los
requisitos expuestos en esta definicion, se muestra en el Cuadro 2,y en
esencia, hace una escogencia de los puntos de Z x Z que en un rectangulo
adecuado del plano satisfacen los requisitos de la definicidn; esto mismo
se hace en todas las conicas.

taxi(a,b,c,d):= ABS(c - a) + ABS(d - b)
suma(al,bl,a,b,c,d):= taxi(al,bl,ab) + taxi(al,bl,cd)
prueba(al,bl,a,b,cd,r):= I[F(suma(al,bl,ab,cd)=rl[albl],[])
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elipse_oblicua(a,b,c,d,r):
=VECTOR(VECTOR(prueba(FLOOR((a+c)/2)+i,FLOOR((b
+d)/2)+j,a,b,c,d,r),i,-FLOOR(r/2)-1,FLOOR(r/2)
+1),j,-FLOOR(r/2)-1,FLOOR(r/2)+1)

elipse(a,b,c,d,r):= APPEND([a,b;c,d],elipse_oblicua(a,b,c,d,r))

elipse_taxista(a,b,c,d,r):= IF(MOD(ABS(a+b+c+d),2)
=MOD(r,2)Btaxi(a,b,c,d)“r,elipse(a,b,c,d,r),” No existe”)

grilla(n).=VECTOR(VECTOR([ij],i,-10-n,10+n),j,-n,n)

Cuadro 2. Modelo de algoritmo para elipse implementado con CAS derive
Fuente: elaboracién propia

A continuacion, se desarrollan algunos ejemplos de la utilizacién del apli-
cativo con el que muy pronto se decide que, la elipse existe solo cuando la
paridad de la constante es igual a la de la suma de las cuatro componen-
tes o coordenadas de los focos (Figura 125).

(S - - +5 = = = =
- . . = = = .
. = = =
L = = = .
+ L} - - ] .
& - = =
s £ s 5 = .
| L} L} L]
L | L} L} L]
- ’ : ’ : ’ . —_C . - . . - -
Elipse de focos F1(4,5) y F2 (4,-3) 'y Elipse de focos Fi1(4,5) y F2 (6,-3) 'y
con radio r = 8 que se halla con la con radio r = 10 conseguida con la
orden elipse_taxista(4,5,4,-3,8) orden elipse_taxista(4,5,6,-3,10)

Figura 125. Casos tipicos de elipses
Fuente: elaboracién propia

En la elipse a izquierda de la Figura 126, los focos se ubican sobre la pa-
ralela al eje Yy la distancia entre ellos es igual a la constante. En la elipse
de la derecha, los focos no se ubican en ninguna de las paralelas a los ejes,
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pero la constante es igual a la distancia entre ellos; esto permite que la
elipse adquiera una forma inusitada e inesperada.

- L} L L] L] Ll u = u . . . ] [ L] L] .
= = =5 . - - om . B . -
n . - n " 5 = ]
™ - [ " ']
- - ] ']
- - ] ']
- - ] ']
. PR~ . P
] = L] . .
] . [ - . ™ .
. [ | I n = . . . . " - . . . m .
. +-5. . . . . . . . . " 5= = = .

Elipse de focos Fi(-1,5) y Fz (3,-3),
constante r = 16 resultado de
simplificar elipse_taxista(-1,5,3,-3,16)

Elipse de focos Fi(-1,5) y F2 (4,-3),
constante r = 15 graficada desde la
orden elipse_taxista(-1,5,4,-3,15)
Figura 126. Elipses cercanas a las euclidianas
Fuente: elaboracién propia

En los ejemplos precedentes se observa que, la paridad de la distancia
focal en la métrica del taxista coincide con la paridad de la constante que

se utiliza, y que no puede ser menor a la distancia entre los focos.

En los dos ejemplos de la Figura 127, los focos se ubican sobre paralelas

a los ejes coordenados. S e
. . 4 j_a- . . . . . . N I
. . = "= = "= = . . . ' : - ' 5 :
. [ . - . . .
. ] . - - ] . L] -
L] [ ] - ] ™ - -
. L] - 5 - ] . - .

]

T
-an
-a.

Elipse de focos F1(-1,6) y F2 (4,6) y
constante r = 11 graficada desde la
orden elipse_taxista(-1,6,4,6,11)

Elipse de focos F1(-1,6) y F2 (-1,-3) y
constante r = 15 desde la orden elipse_
taxista(-1,6,-1,-3,15)

Figura 127. Elipses tipicas en la métrica del taxista
Fuente: elaboracién propia

143



144

Oscar Fernando Soto Agreda - Segundo Javier Caicedo Zambrano

4.3. LA HIPERBOLA

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferen-
cia de distancias a dos puntos fijos F1 (a,b) y F2 (¢, d) llamados focos, es
una constante r no mayor que el valor de la distancia entre los focos.

El archivo utilitario conseguido para evidenciar el cumplimiento de los
requisitos expuestos en esta definicion, se muestra en el Cuadro 3 y, en
esencia, hace una escogencia de los puntos de Z x Z que en un rectangulo
adecuado del plano satisfacen los requisitos de la definicidn; esto mismo
se hace en todas las conicas.

taxi(a,b,c,d):= ABS(c-a) + ABS(d-b)
FOCOS(a,b,c,d):= [a,b;c,d]
RESTA(al,b1,a,b,c,d):= ABS(taxi(al,b1,a,b) - taxi(al,bl,cd))
prueba(al,b1,a,b,cd,r):= IF(RESTA(al,bl,a,b,c,d)=r,[al,b1],[])
HIPERBOLA(a,b,c,d,r,n):
=VECTOR(VECTOR(prueba(FLOOR((a+c)/2)+i,FLOOR
((b+d)/2)+j,a,b,c,d,r),i,-r-n,r+n),j,-r-n,r+n)
hiperbola_taxista(a,b,c,d,r,n):
= APPEND(FOCOS(a,b,c,d),HIPERBOLA(a,b,c,d,r,n))
hiperbola_taxi(a,b,c,d,r,n):=IF(MOD(ABS(a+b+c+d),2)
=MOD(r,2)andtaxi(a,b,c,d)<
=r,hiperbola_taxista(a,b,c,d,r,n),” Noexiste”)
grilla(n):=VECTOR(VECTOR([i}],i,-10-n,10+n),j,-n,n)

Cuadro3.ModelodealgoritmoparahipérbolaimplementadoconCASDerive
Fuente: elaboracién propia

Al igual que en el caso de la elipse, la paridad de la suma de las coordena-
das de los focos debe coincidir con la paridad de la constante diferencia
para que exista hipérbola. En la funcién hiperbola_taxi(a,b,c,d,r;n), el va-
lor de n amplia la zona de examen aumentando el area del rectdngulo so-
bre el que se escogen los puntos de Z x Z que satisfacen las condiciones.
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Esta funcién determina la hipérbola de focos fijos F1 (a,b) y F2 (¢, d), y la
constante diferencia r que no puede ser mayor que la distancia entre los
focos. A continuacidn, se exponen algunos ejemplos de uso del utilitario.
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Figura 128. Una hipérbola fenomenal
Fuente: elaboracién propia

La Figura 128 es la hipérbola que se consigue al simplificar y representar la
orden hiperbola_taxi(-2,2,-2,6,4,6) que se corresponde con la hipérbola de
focos F1(-2,2) y F2(-2,6), y constante r = 4.

En este caso, el sexto parametro, que es igual a 6, amplia un poco el rectangu-
lo de escogencia de los puntos que satisfacen los requisitos de la definicion.

Para el caso representado en la Figura 128, se han tomado los focos sobre
una linea vertical y la distancia focal como la constante diferencia que
define la hipérbola.

Enseguida se representa la matriz que se consigue al simplificar la fun-
cion hiperbola_taxi(-2,2,-2,8,2,6), que tiene como focos F1(-2,2) y F2(-2,8)
y la constante de diferencia r=2.
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En este caso, los focos se ubican en una paralela al eje Y, y la distancia
focal es mayor que la diferencia que impone requisito sobre la hipérbola

(Figura 129).

Figura 129. Una hipérbola curiosa

Fuente: elaboracién propia

La Figura 130, corresponde a hipérbolas con focos en una paralela al eje X.

i

|
(14

[
[
[ -} ]

Hipérbola de focos F1(-1,-2) y
F2 (5,-2) y con constante r = 2

AL .

-18

Hipérbola de focos F1(-1,-2) y
F2 (5,-2) y con constante r = 4

Figura 130. Hipérbolas de este mundo discreto

Fuente: elaboracién propia

La utilizacion de los archivos es simple y, en consecuencia, en lo que sigue
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se omiten al maximo las drdenes o expresiones que deben ejecutarse para
simplificar y representar cada una de las conicas en estudio (Figura 131).
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Hipérbola de focos F1(1,1) y F2
(5,5) y con constante r = 2

........

Hipérbola de focos F1(1,1) y F2
(5,5) y con constante r =4

Figura 131. Hipérbolas similares a las clasicas euclidianas

Fuente: elaboracién propia
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Hipérbola de focos F1(1,1) y F2
(5,5) y con constante r=6
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Hipérbola de focos F1(1,1) y Fz

(55)y

con constanter=8

Figura 132. Hipérbolas que asombran por su apariencia

Fuente: elaboracién propia
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Observe que en la Figura 132, para la grafica a derecha, el valor constan-
te de la diferencia de distancias r=8, es igual a la distancia en la métrica
del taxista entre los focos. El resultado no deja de ser especial y, de he-
cho, causa asombro, pues difiere de lo que se consigue con la métrica

euclidiana usual.

La hipérbola de la Figura 133 se encuentra al simplificar y graficar la expre-
sién hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,3,10); es decir, es la de focos Fi (-3,-2) y F2 (7,5),
y radio o constante de diferencia r = 3. Todo esto no deja de ser llamativo,
pues asegura como al cambiar la métrica se cambian los paradigmas.
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Figura 133. Hipérbolas poco evidentes por su configuracion

Fuente: elaboracién propia

Es de utilidad graficar las matrices que resultan de simplificar las

siguientes expresiones:

hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,5,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,9,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,13,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,17,10)

hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,7,10)

hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,11,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,15,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,19,10)
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4.4. LINEAS RECTAS

En la métrica euclidiana, dos puntos del plano determinan una recta que
pasa por ellos; tal recta se determina por una infinidad de pares de pun-
tos contenidos en la misma recta. Sin embargo, también es factible deter-
minarla por infinidad de pares de puntos que no pertenecen a la recta 'y
que se ubican en una perpendicular a ella y equidistantes del punto de
interseccion de las dos rectas. Es decir, es factible definir cualquier recta
como el conjunto de puntos que equidistan de dos puntos dados. Esta
definicion concuerda con la definicion del lugar geométrico denominado

mediatriz entre dos puntos (Figura 134).
Ao A

L B

7 T

se
Recta determinada por dos La misma recta como mediatriz de
puntos del plano. dos puntos del plano.

Figura 134. Formas de definir una recta
Fuente: elaboracién propia

Esta forma de definir la recta, como el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de dos puntos fijos dados, permite el estudio de las rectas
en general dentro de la métrica del taxista y, en consecuencia, estudiar y
configurar las parabolas.

Se muestra a continuacion el utilitario disefiado para este efecto, encon-
trando algunas particularidades para ellas. Por ejemplo, para definir una
recta se requiere que la medida, en la métrica del taxista, sea un nimero
par, ademas, se encuentra que existen solo tres tipos de rectas: parale-
las al eje X, paralelas al eje Y, y paralelas a las bisectrices y = x, ey =-x,
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en algun sentido segmentado. Esto permite al mismo tiempo, definir rec-
tas paralelas y pares de rectas perpendiculares.

A continuacion, en el Cuadro 4 se detalla el archivo utilitario elaborado en
el CAS Derive que implementa en la métrica del taxista la idea de media-
triz como definicion de recta.

taxi(a,b,c,d):= ABS(c - a) + ABS(d - b)
pruebal(al,bl,a,b,cd):
=IF(taxi(al,b1l,cd)=taxi(al,bl,a,b),[al,bl],[])
linea(a,b,c,d,n):
= VECTOR(VECTOR(pruebal(ij,a,b,c,d),iMIN(a,c)
-n,MAX(a,c) + n),j,MIN(b,d) - nMAX(b,d) + n)
lineaconpuntos(a,b,c,d,n):=APPEND([[a,b]],[[cd]].linea(a,b,c,d,n))
linea_taxi(a,b,c,d,n):= IF(MOD(taxi(a,b,c,d),2)
= 0,lineaconpuntos(a,b,c,d,n),”No existe”)
M:= [0,-1,' 1,0]
grilla(n):= VECTOR(VECTOR([i,j],i,-10 - n,10 + n),j,-n,n)

Cuadro 4. Modelo de algoritmo para lineas rectas implementado con CAS Derive
Fuente: elaboracién propia

La hipérbola de la Figura 133, se encuentra al simplificar y graficar la expre-
sién hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,3,10); es decir, es la de focos F1(-3,-2) y F2(7,5),
y radio o constante de diferencia r=3. Todo esto no deja de ser llamativo,
pues asegura como al cambiar la métrica se cambian los paradigmas.

La funcién linea_taxi(a,b,c,d,n) determina la mediatriz entre los puntos
P(a,b) y Q(c,d). El parametro n se utiliza para ampliar el rectangulo de ob-
servacion para la escogencia de los puntos que satisfacen los requisitos
de equidistancia.

A continuacién, se muestran ejemplos de la simplificacién y graficaciéon
de rectas en la métrica del taxista (Figura 135).
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-------------

Recta conseguida al simplificar linea_taxi(2,-
4,2,6,10) y que por consiguiente esta deter-
minada por P(2,-4) y Q(2,6).

Recta determinada por los pun-

tos P(-3,5) y Q(5,5).

Figura 135. Rectas similares a las del mundo euclidiano
Fuente: elaboracién propia

En la Figura 136 esta representada la recta definida por la expresion
linea_taxi(1,7,4,-2,15); en consecuencia, es la mediatriz de los puntos

P(1,7)y Q(4,-2).
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........... » @ " = = = om o= o= o= omom
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Recta definida por P(1,7) y Q(4,-2).

......... .118. . .

s s Riiza R
Recta definida por
P(-7,5)y Q(0,0).

Figura 136. Rectas ligeramente diversas en el plano entero
Fuente: elaboracién propia
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En la Figura 136, la recta a la izquierda, tiene mayor sentido de horizon-
talidad hacia el infinito; es decir, es paralela al eje X; mientras que, la rec-
ta a derecha tiene mayor sentido de paralelismo con el eje Y. Al mismo
tiempo, es evidente que muchas rectas tienen una porciéon segmentada
paralela a las bisectrices de los cuadrantes, como se anotd antes. Esto
permite definir, para estos dos casos de paralelismo usual de rectas, a los
ejes coordenados, rectas paralelas que se desplazan segiin un vector en
sentido vertical (sumando igual valor a las ordenadas de las coordenadas
de los puntos), en el caso tipo a izquierda, y trasladando segtin un vector
horizontal (sumando igual valor a las abscisas que definen los puntos) en
el caso tipo a derecha.

De esta manera, los siguientes pares de érdenes producen rectas parale-
las y corresponden a las que se presentan en la Figura 137.

linea_taxi(1,7,4,-2,15); linea_taxi(1,7+8,4,-2+8,15)
linea_taxi(-7,5,2,5,15); linea_taxi(-7+9,5,2+9,5,15)
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Figura 137. El concepto de paralelismo en rectas
Fuente: elaboracién propia

La matriz M= (0 7)) se utiliza para determinar rectas perpendiculares a

una dada.
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Antes de estudiar la perpendicularidad, conviene asegurar que la defini-
cion de recta que se ha propuesto es consistente y la inica via de definir
lineas rectas dentro de la métrica del taxista; sin embargo, cuando los
puntos que definen la recta son simétricos a una paralela a cualquiera de
las dos bisectrices de los cuadrantes, la recta definida adquiere un aspec-
to que rompe lo paradigmatico.

La siguiente recta definida por la expresion linea_taxi(-2+5,4,4+5,-2,15)
es un claro ejemplo de lo expuesto y se representa en la Figura 138.
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Figura 138. El concepto de perpendicularidad

Fuente: elaboracién propia

Ahora bien, debido a que la matriz M= ({ 7)) representa a la transfor-
macioén lineal de una rotacién en % =90° de todos los puntos del pla-

no alrededor del origen, se tiene una forma general de hablar de una
perpendicular a una recta.

Siendo que (9 3)(;)=(3) , las 6rdenes linea_taxi(a,b,c,d,n) y

linea_taxi(-b,a,-d,c,n) producen rectas perpendiculares
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alrededor del origen, que deben trasladarse en el sentido del paralelismo
que se ha definido antes.

En la Figura 139 se presentan dos ejemplos de rectas perpendicula-
res; el primero, determinado por las 6rdenes linea_taxi(-2,5,5,-2,10) y
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linea_taxi(-5,-2,2,5,10).
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Figura 139. Rectas perpendiculares
Fuente: elaboracién propia

El siguiente par de rectas perpendiculares a representar, se determinan por
las expresiones linea_taxi(-1,-2,2,5,10) y linea_taxi(2,-1,-5,2,10) (Figura 140).

Fuente: elaboracién propia
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4.5. LA PARABOLA

Definida una recta y su perpendicular, cada una de ellas puede ser direc-
triz de una parabola.

La parabola es el lugar geométrico de los puntos de Z x Z que tienen la
misma distancia a una recta (directriz de la parabola) y a un punto fijo
F(o,) llamado foco.

El archivo utilitario disefiado para la parabola, contiene los casos de los
tres tipos de directrices y la ubicacién del foco, con el fin de optimizar la
zona a examinar de los puntos que satisfacen los requisitos que definen
la parabola.

El utilitario se describe a continuacion.

taxi(a,b,c,d):= ABS(c-a)+ABS(d-b)
lineah(centro,s,n):= VECTOR([centro-i,s],i,-n,n)
lineav(centro,s,n):= VECTOR([s,i],i,-n,n)
prueba(al,b1,l,m,s):=1F(taxi(al,bl,lm)=b1-s,[al,bl],[])
foco(lm):=[lm]
parabolaarriba(l,m,s,n):
=VECTOR(VECTOR(prueba(ij,,m,s),il-n,l+n),j,s;m+3n)
pruebal(al,bl,l,m,s):= IF(taxi(al,bl,Lm)=s-b1,[al,b1][])
parabolaabajo(l,m,s,n):
=VECTOR(VECTOR(pruebal(i,j,l,m,s),i,l-n,l+n),j,m-3:n,s)
prueba2(al,bl,lm,s):= [F(taxi(al,bl,Lm)=al-s,[al,b1][])
prueba3(al,bl,l,m,s):= IF(taxi(al,bl,Lm)=s-al,[al,b1][])
parabolaaderecha(l,m,s,n)
=VECTOR(VECTOR(prueba2(ij,,m,s),is,s+2-n),jm-2-n,m+2-n)
parabolaaizquierda(l,m,s,n):
=VECTOR(VECTOR(prueba3(ij,l,m,s),is-2-n,s),jm-2-n,m+2n)
lineaoblicua(centro,desplazamiento,n):
=VECTOR([i+desplazamiento,i],i,centro-n,centro+n)
prueba4(al,b1,lm,desp):= IF(taxi(al,bl,[Lm)
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=al-b1-desp,[al,b1][])

parabolaaderechaoblicua(l,m,n,desplazamiento):
=VECTOR(VECTOR(prueba4(ij,l,m,desplazamiento),i,l-n,l
+3-n),j,m-2-n,m+2-n)

prueba5(al,b1,l,m,desp):= IF(taxi(al,b1,lm)
=b1+desp-al,[al,b1],[])

parabolaaizquierdaoblicua(l,m,desp,n):
=VECTOR(VECTOR(prueba5(ij,,m,desp),il-2-n,l+n),jm
-2:-n,m+3n)

grilla(n):= VECTOR(VECTOR([ij],i,-10-n,10+n),j,-n,n)

En las funciones iniciales, el centro es el parametro que indica el punto
del segmento central de recta que se va a representar, el cual, se sugiere
que sea también una de las componentes de las coordenadas del foco, asi
debe ser abscisa u ordenada.

El parametro s es la recta horizontal y = s 0 1a vertical x = s en concordan-
cia con el tipo de parabola que se va a representar. Los pardmetros [ y m
son las coordenadas del foco F(I,m), y de nuevo, el elemento n amplia el
rectangulo sobre el que el test (pruebas) escoge los puntos que satisfacen
los requisitos que definen la parabola.

El usuario del utilitario debe ejercer una actividad interactiva en concor-
dancia con la ubicacion de los focos y de los tipos de recta que definen
las parabolas.
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Figura 141. Parabolas con directrices horizontales
Fuente: elaboracién propia
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En la Figura 141 se han utilizado las funciones: lineah(5,7,10), foco(5,13)
y parabolaarriba(5,13,7,10). Se observa que la ubicacién del foco requiere
de una parabola céncava hacia arriba. La representacion corresponde al
grafico de la izquierda en la Figura 141; la directriz eslarectay =7 y el
foco es F(5,13).

En la Figura 141, el grafico ala derecha corresponde a la parabola que tie-
ne como directriz la recta y = 3 y foco F(6,-5); para ello, se han simplifica-
do las expresiones lineah(6,3,10), foco(6,-5) y parabolaabajo(6,-5,3,10).

Si en el segundo caso, se cambia el foco por el punto F(6,1), manteniendo
la directriz, solo cambiaria la tercera orden por parabolaabajo(6,1,3,10)
y se veria la secuencia de dos cuadros como se presenta en la Figura 142.
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Figura 142. Parabolas que no son evidentes
Fuente: elaboracién propia

Las dos ilustraciones de la Figura 143, se corresponden con directrices
verticales y con focos ubicados a derecha o izquierda de las mismas.
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..... Beasam Directriz x = -1 y foco F(-3,3) y con
""""""" las 6rdenes
s LA lineav(5,-1,15), foco(-3,3) y
Directriz x = -3 y foco F(7,5) con parabolaaderecha(-3,3,-1,11)
las érdenes

lineav(5,-3,20), foco(7,5) y
parabolaaderecha(7,5,-3,10)

Figura 143. Parabolas concavas a izquierda y derecha
Fuente: elaboracién propia

En caso de que la directriz sea paralela a la bisectriz del primer cuadrante
y = x, se tiene la orden lineaoblicua(centro,desplazamiento,n) en la que,
centro indica un punto central (c,c) de la bisectriz; el parametro desplaza-
miento es el valor que la mencionada bisectriz se desplaza y n es la mitad
de puntos por calcular de la recta.

La secuencia de 6rdenes del siguiente ejemplo son: lineaoblicua(5,4,12),
que calcula unos 24 puntos de la recta y = x + 4; foco(12,2), que ubica
el foco de la parabola F(12,2); y la expresion parabolaaderechaobli-
cua(12,2,12,4) en la que, el ultimo valor 4, se corresponde con el despla-
zamiento de la bisectriz del primer cuadrante (Figura 144).
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Figura 144. Parabolas con directriz oblicua

Fuente: elaboracién propia

Con las siguientes expresiones:

lineaoblicua(3,2,15), foco(-3,3) y parabolaaizquierdaoblicua(-3,3,2,10),
se obtiene la representacion de la Figura 145, que corresponde a la para-
bola que tiene como directriz la recta y = x + 2 y foco F(-3,3).

Fuente: elaboracién propia
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De hecho, en varias ocasiones no existe parabola y se deja como ejercicio
estudiar el caso y, en consecuencia, redefinir cada parabola.

En una analogia con la métrica usual de Euclides, respecto de la circunfe-
rencia, también existe un solo tipo de circunferencias, salvo que se dege-
neren en un punto que, en este caso, son familias de rombos con diagona-
les paralelas a los ejes coordenados.

En la métrica del taxista también hay tres tipos de elipses, a saber: seg-
mentos, rectangulos completos de Z x Z y elipses con ejes paralelos a los
ejes coordenados; esto sugiere la inexistencia de elipses con ejes orienta-
dos en diferente inclinacidn.

Para el caso de las hipérbolas, hay alguna variedad, pues se alejan del
paradigma de curvas y pueden eventualmente tener sectores conforma-
dos por nubes infinitas de puntos. También hay tres tipos de rectas: las
paralelas a los ejes coordenados, aquellas que tienen un sector oblicuo
finito paralelo a las bisectrices de los cuadrantes, y las que tienen un sec-
tor infinito de puntos como nube rectangular. En este sentido, también se
abre la posibilidad de distinguir un conjunto finito de clases de parabolas
y que se corresponden con las tres clases de rectas que en este caso ad-
quieren el titulo de directrices. Las parabolas que tienen directriz parale-
la a la bisectriz a un cuadrante, se acercan en gran sentido a la imagen de
hipérbola de la métrica usual.

Lo significativo de este estudio, es que, si cada una de las conicas en las
dos diferentes métricas tienen elementos similares, son justamente los
aspectos que las diferencian los que permiten decidir que la métrica del
taxista es un recurso didactico importante para la comprension estructu-
ral de los conceptos.

Como ultimo ejemplo y para corroborar cémo se cambian los paradig-
mas, se presenta una parabola sin vértice y se deja como tarea el dis-
poner una parabola, tal que, si el foco queda a una distancia de 1 de su
directriz, el mismo foco se convierte en vértice de la parabola.
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Figura 146. Una parabola a todas luces elegante
Fuente: elaboracién propia

La parabola de la Figura 146, surge de las o6rdenes lineah(5,-7,15),
foco(5,-4) y parabolaarriba(5,-4,-7,13).

Y unos ultimos ejemplos, en los que se indica la forma en que se modifi-
can el sentido de focos y vértices.

La primera parabola adopta una especie de dos vértices, se representa

en la Figura 147, obtenida a través de la simplificacién de las siguientes
expresiones lineav(4,10,20), foco(5,4) y parabolaaizquierda(5,4,10,15).
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Figura 147. Un nuevo ejemplo de parabola concava a izquierda
Fuente: elaboracién propia

Estudiemos lo que ocurre cuando la distancia del foco esta a un solo paso
de la directriz (Figura 148).
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Figura 148. Una parabola que relaciona la distancia del foco a su directriz
Fuente: elaboracién propia

Es claro que, el foco es a la vez vértice de la parabola y, solo este hecho,
cambia sustancialmente los aspectos paradigmaticos del conocimiento y
ponen en apuesta el interés del estudio por nuevas particularidades de
los objetos geométricos.
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En el ejemplo de la Figura 148, se utilizaron las expresiones foco(14,2),
lineaoblicua(5,4,12) y parabolaaderechaoblicua(14,2,12,4); es bueno
reconocer que, en infinitos casos no existe parabola, como ocurre con
las expresiones:

parabolaaderechaoblicua(14,1,12,4) o parabolaaderechaoblicua(81,12,4)
(Figura 149).

Figura 149. Nuevo ejemplo de parabola con directriz oblicua
Fuente: elaboracién propia

El ejercicio de estudiar las conicas dentro de este espacio métrico, se
hace importante ya que, con él se subraya la importancia de la defini-
cion de los objetos. Las conicas con su definicidon universal, hacen que, en
dependencia del espacio métrico, modifiquen su apariencia a pesar de
satisfacer los requisitos de sus definiciones.

Sin duda, quedan cosas por examinar, como las formas de constituir trian-
gulos o cuadrilateros dentro de esta métrica, o la forma posible en que la
bisectriz de un angulo puede estar constituida por un dnico punto. Es
decir, escoger un nuevo espacio métrico en el que subyacen los objetos,
todos aquellos que se derivan de los iniciales modifican su apariencia. En
esto radica la importancia de este capitulo, con el que se demuestra que,
en la naturaleza variable de la matematica, radica su riqueza y su belleza.
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EJERCICIOS

Ejercicios Capitulo 1

Realice la construccion robusta y creativa correspondiente a cada uno
de los teoremas que siguen, en el modelo de la geometria Sintética, la
analitica y la hiperbdlica. Para ello, puede utilizar cualquier software de
geometria dindmica, como GeoGebra y Cabri II Plus, que va acompafiado
del Menu Hiperbdlico.

Los ejercicios de este primer bloque conservan la numeracién de las pro-
posiciones correspondientes del Libro I de los Elementos de Euclides.

v

Proposicién 2. Dado un segmento y un punto cualquiera, se pue-
de construir un segmento de la misma longitud que este y en
cualquier direccion.

Proposicién 3. Dados dos segmentos desiguales, destacar del mayor
un segmento igual al menor.

Proposicién 4. Si dos tridngulos tienen iguales dos lados y el angu-
lo comprendido; entonces tienen igual también el tercer lado, el
triangulo es igual al tridngulo y los demads angulos, opuestos a lados
iguales, también son iguales.

Proposicién 5. Los triangulos isésceles tienen iguales los angulos de
la base.

Proposicién 6. Si un tridngulo tiene iguales dos angulos, entonces
los lados opuestos también son iguales entre si.

Proposicién 8. Si dos tridngulos tienen respectivamente iguales los
tres lados, entonces los tridngulos son iguales.

Proposicién 9. Dividir por la mitad un angulo.

Proposicién 10. Dividir por la mitad un segmento.

Proposicion 11. Construir la perpendicular a una recta por un punto
de esta.

Proposicion 12. Construir la perpendicular a una recta dada por un
punto fuera de ella.
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Proposicién 15. Dos rectas que se cruzan forman angulos opuestos
al vértice, iguales entre si.

Proposicién 16. En cualquier triangulo, un angulo exterior es mayor
que cada uno de los dos angulos interiores no adyacentes.
Proposicién 18. En cada triangulo, a lado mayor queda opuesto
angulo mayor.

Proposicién 19. En cada triangulo, a angulo mayor queda opuesto
lado mayor.

Proposicién 20. En cada triangulo, la suma de dos lados es mayor
que el tercer lado.

Proposicién 22. Dados tres segmentos tales que la suma de dos cual-
quiera de ellos sea mayor que el tercero, construir un triangulo con
los lados respectivamente iguales a los tres segmentos.
Proposicién 23. Construir sobre una recta y con vértice en un punto
de ella, un angulo igual a un dngulo dado.

Proposicién 32. En cada tridngulo, un angulo exterior es igual a la
suma de los dos angulos interiores no adyacentes.

Ejercicios Capitulo 2

Utilizando las macro construcciones indicadas en el capitulo 2 del
presente libro, resuelva en el Modelo Sintético y en el hiperbdlico, los
problemas que siguen:

v

Determine la circunferencia tangente a dos rectas perpendiculares
que pasan por un punto que no yace en ninguna de ellas.
Determine la circunferencia tangente a dos circunferencias que son
tangentes entre si.

Determine la circunferencia tangente a dos circunferencias que son
secantes entre si.

Determine la circunferencia que es tangente a dos circunferencias
tangentesentresi,que pasanporunpuntoenelexteriorcomunaellas.
Determine la circunferencia tangente a dos circunferencias secan-
tes entre si, que pasan por un punto exterior comun a ellas.
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Determine la circunferencia que es tangente a dos circunferencias
tangentes entre si, que también es tangente a una recta que yace en
el exterior de las dos circunferencias.

Determine la circunferencia tangente a dos circunferencias secan-
tes entre si, que también es tangente a una recta que yace en el ex-
terior de las dos circunferencias.

Determine la circunferencia tangente a otra circunferencia y a una
recta que yace en el exterior a la misma.

Determine la circunferencia tangente a una circunferencia y a una
recta que es tangente en un punto cualquiera de la misma.
Determine la circunferencia tangente a una circunferencia y a una
recta que es secante a ella.

Determine la circunferencia tangente a una recta y a un punto por
fuera de ella.

Ejercicios Capitulo 3

Siguiendo el esquema indicado en el capitulo 3 del presente libro, en-
cuentre la ecuacidn de la circunferencia tangente a las tres circunferen-
cias que se describen en cada uno de los siguientes puntos:

<

<

<

<

<

Ci.(x-1)*+(y+1)*=4;C.(x+6)*+ (y-7)=9; (3. (x- 16) + (y + 10)* = 25.
CL.x+ 1%+ (y-1)°=4; C2. (x-6)*+ (- 7)7=9; C3. (x- 16)* + (y+ 10)* = 25.
C1+(y+1)2=1;Ca. (x+6)*+ (y-7)*=9; C. (x- 16)*+ (y+ 10)2 = 25.
C1.(x-1)%+(y+1)*=16;C2. (x + 6)*+ (y-7)*=9; 5. (x- 16)* + (y + 10)* = 4.

C1.(x-10)%+ (y+1)*=4; C2.(x +8)* + (y-8)*=9; Cs. (x- 16)* + (y- 10)2 = 25.
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Ejercicios Capitulo 4
Caso circunferencia

v Utilizando el CAS Derivey con los archivos correspondientes e indi-
cados en el capitulo 4 del presente libro, determine las curvas en el
plano Z x Z, aplicando la métrica del taxista.

circunferencia(10,-2,5) para obtener la correspondiente a la ecuacion:
(x-10)% + (y + 2)* = 25.
circunferencia(10,2,4); circunferencia(5,-2,8).

v Grafique las matrices correspondientes a las siguientes circun-
ferencias y determine las razones que inducen a determinar que
siempre existen puntos del plano entero que satisfacen su defini-
cion siempre que el radio es un entero positivo.

circunferencia(-2,-4,3); circunferencia(-2,-4,4); circunferencia(-2,-4,7).
circunferencia(2,3,7); circunferencia(2,3,8); circunferencia(2,3,9).

v Las oOrdenes circunferencia(-2,-4,3) y circunferencia(4,0,7) se co-
rresponden en el Modelo Euclideo con circunferencias tangentes ya
que, mediante la métrica del taxista, la distancia entre sus centros
es igual a la suma de sus radios; sin embargo, verifique que estas
circunferencias en su métrica, se cortan en mas de dos puntos. Pro-
ponga ejemplos de parejas de circunferencias que, siendo tangen-
tes, si y no satisfagan estos criterios de tangencia.

v Verifique que las circunferencias determinadas por las d6rdenes
circunferencia(2,3,5) y circunferencia(10,3,7) se cortan en dos pun-
tos. Proponga pares de circunferencias que hagan lo mismo.
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v Verifique que las circunferencias determinadas con las érdenes
circunferencia(10,3,8) y circunferencia(2,3,5), siendo secantes no
se cortan en punto alguno. Proponga pares de circunferencias que
hagan lo mismo.

Caso elipse

v En cada caso que sigue, sefiale los focos de la elipse y la constante
que la define.

elipse_taxista(4,-5,4,-3,8)
elipse_taxista(2,5,4,-3,9)
elipse_taxista(4,5,-4,-3,6)
elipse_taxista(4,1,4,-3,9)
elipse_taxista(3,1,4,-3,10)
elipse_taxista(2,1,-4,-3,6)

Simplifique las siguientes matrices correspondientes a elip-
ses y grafiquelas indicar cuales son los focos y la constante y
verificar que los puntos satisfacen la definiciéon de la curva:
elipse_taxista(4,5,4,-13,18).

Sefiale la razon porque no o si existen, en la métrica del taxista,
las elipses que se sefiala con las siguientes 6rdenes, indicandolos
focos y la constante de definicidn de la curva y dibujandolas en el
histdrico de Derive:

elipse_taxi(-1,6,-1,-3,12)
elipse_taxi(-1,6,-1,-3,11)
elipse_taxi(-1,6,-1,-3,13)
elipse_taxi(-1,6,-1,-3,14)
elipse_taxista(4,5,4,-3,8)
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v Trace la elipse que se disefia con la orden elipse_taxista
(4,5,6,-3,10) y determine las razones por las cuales se rompen
todos los paradigmas evidentes de la curva. ;Ocurre lo mismo
con la orden elipse_taxista(2,2,6,-3,9)?

v Grafique las elipses que siguientes, las cuales tienen los ejes pa-
ralelos a los ejes coordenados:

elipse_taxista(-1,6,4,6,11)
elipse_taxista(-1,6,4,6,12)
elipse_taxista(-1,6,4,6,13)
elipse_taxista(-1,6,4,6,15)
elipse_taxista(5,6,5,8,11)
elipse_taxista(5,6,5,8,12)
elipse_taxista(5,6,5,8,13)
elipse_taxista(5,6,5,8,14)

Caso hipérbola
v Encada caso, sefiale los focos de la hipérbola y la constante que la define:

hiperbola_taxi(-2,2,-2,6,4,5)

hiperbola_taxi(2,2,-2,6,4,2)

hiperbola_taxi(-2,2,-2,8,2,4)

hiperbola_taxi(2,2,-2,8,2,6)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,5,10); hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,7,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,9,10); hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,11,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,13,10); hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,15,10)
hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,17,10); hiperbola_taxi(-3,-2,7,5,19,10)
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v Grafique las matrices correspondientes a las siguientes 6rdenes
relativas a hipérbolas, en el caso de que no exista la curva, sefale
las razones de su no existencia. En cada caso, sefiale los focos de la
conica y la constante comprometida en su definicion.

hiperbola_taxi(7,10,12,11,4,8)
hiperbola_taxi(-6,2,18,-10,13,9)
hiperbola_taxi(-6,2,18,-10,12,9)
hiperbola_taxi(7,-9,14,-2,1,10)
hiperbola_taxi(7,-9,14,-2,2,10)
hiperbola_taxi(7,-9,14,-2,14,10)
hiperbola_taxi(7,-9,14,-2,8,10)
hiperbola_taxi(7,-9,14,-2,14,10)

Caso de larecta

Grafique las matrices correspondientes a las siguientes 6rdenes relativas a li-
neas; en el caso de que no exista la curva, sefiale las razones de su no existencia.

linea_taxi(2,-4,7,9,10)

linea_taxi(5,12,11,3,15)

linea_taxi(5,-1,13,7,10) (Examine lo extraordinario de esta recta)
linea_taxi(5,-1,13,8,10)

linea_taxi(5,-1,13,9,10)

linea_taxi(3,0,-4,5,15)

linea_taxi(7,4,9,2,15)

linea_taxi(-1,-2,2,5,10)

linea_taxi(2,-1,-5,2,10)

linea_taxi(-1,2,2,5,10)
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Caso parabola

v En cada caso, en un solo historico, grafique las matrices correspon-
dientes a las tres 6rdenes siguientes:

lineah(5,7,10), foco(5,13); parabolaarriba(5,13,7,10).
lineah(6,3,10), foco(6,-5); parabolaabajo(6,-5,3,10).
lineah(5,-7,15), foco(5,-4); parabolaarriba(5,-4,-7,13).

foco(14,2), lineaoblicua(5,4,12); parabolaaderechaoblicua(14,2,12,4).

v Grafique las matrices correspondientes a las siguientes ternas de
ordenes relativas a parabolas; en el caso de que no exista la curva,
sefale las razones de su no existencia.

lineav(4,10,20);foco(-4,4);parabolaaizquierda(-4,4,10,15).
lineah(6,3,10); foco(5,13);parabolaarriba(5,13,7,10).
lineah (6,3,10); foco(6,-1);parabolaabajo(6,-1,3,10).
lineav(5,-3,12);foco(7,5);parabolaaderecha(7,5,-3,10).
lineav(5,-1,15);foco(0,3);parabolaaizquierda(-3,3,-1,11).
lineaoblicua(5,4,12);foco(12,2);parabolaaderechaoblicua(12,2,12,4).
v lineaoblicua(3,2,15);foco(8,10);parabolaaderechaoblicua(12,4,12,4).
lineaoblicua(3,2,15);foco(-3,3);parabolaaizquierdaoblicua(-3,3,2,10).
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El libro de texto Elementos de Geometrias: algoritmos comparativos, destaca
la presentacion de proposiciones algoritmicas en la geometria euclidiana e
hiperbdlica. Al subrayar la aplicacion de algoritmos comunes en distintos
modelos de geometria, este texto proporciona un estudio que amplia la com-
prension de la forma, dinamizando el uso de rectas, circunferencias y el calcu-
lo de puntos de interseccion. Ademas, la resolucion de casos del problema de
Apolonio mediante el uso de conicas, tanto en la geometria euclidiana como en
la hiperbdlica, resalta la universalidad de cada algoritmo como un procedi-
miento de solucidn y a estas curvas como herramientas efectivas y eficaces en
el hallazgo de respuestas. Este enfoque detallado y comparativo entre distin-
tos modelos de geometria realza la importancia del libro como una fuente
integral de herramientas y conocimientos para los lectores interesados en
profundizar en este campo. El libro se vuelve aiin mas importante si el lector
acude a cada algoritmo para construir su acervo de herramientas y se arriesga
a presentar las razones logicas de cada paso en tales procedimientos. En este
contexto, el libro ofrece un valor significativo al animar a los lectores a anali-
zar y presentar las razones logicas de cada paso en los procedimientos algorit-
micos, fomentando asi una comprension mas profunda y una apropiacion
personal del conocimiento geométrico. Esta etapa argumentativa no solo
fundamenta las razones detras de cada algoritmo, sino que también enfatiza la
importancia de la publicacion de esta obra. Asi, el libro no solo se destaca por
su contenido tedrico, sino también por su capacidad para comprometer y
desafiar activamente a sus lectores, convirtiéndolo en una herramienta valio-
sa para el desarrollo de habilidades en geometria y algoritmia.
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