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1.1

1 — Operaciones y operadores vectoriales

En los temas abordados en este texto, se realizardn numerosos procedimientos que implican
el uso de operaciones vectoriales y operadores diferenciales vectoriales. Por lo tanto, es util
proporcionar un breve resumen de algunas operaciones vectoriales, incluyendo los operadores
diferenciales que se utilizardn durante el curso. Ademads, se explicard lo que se conoce como
notacion indicial, la cual se empleard en la mayoria de los célculos en el desarrollo de la tematica.

Para iniciar, se definirdn y resumiran las principales caracteristicas de la Delta de Kronecker
y del simbolo de Levi-Civita. Posteriormente, se explicard en qué consiste la notacién indicial,
también conocida como notacién de Einstein.

Delta de Kronecker

La delta de Kronecker es una funcién de dos variables discretas que se define de la siguiente
manera:

1 sii=j
R P (L1)
0 sii##j.
Los indices i y j en la expresion (1.1) toman valores enteros y satisfacen &;; = §;;. La delta de
Kronecker es util para simplificar expresiones y facilitar calculos matemaéticos, como se demostrara
en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1

A A A

Escribir en forma compacta la condicion de ortonormalizacion de los vectores bases {i o s k}.

Solucion: Los vectores base {i, Js k} del sistema de coordenadas cartesiano tridimensional
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son ortonormales; es decir:

= ;']’%:
= j.j=

Ao
~ o

(1.2)

1

La condicion de ortonormalizacion (1.2) se puede expresar de manera mds compacta
utilizando la siguiente notacion:

é1=1i, ér=j, &=k (1.3)
De esta forma, el conjunto de ecuaciones (1.2) se reduce a:

él-ém:&m V,l,m:1,2,3. (1.4)

FI

scribir la solucion de la integral
2w .
[= / im0 4. (1.5)
0

en forma compacta utilizando la delta de Kronecker.

Solucion: En el cdlculo de la integral (1.5) se deben considerar dos casos: m =ny m # n.
Para m = n se tiene que:

o ) 21T . 2
/ ez(m—n)ﬂde — / el(o)ede = doe =2m. (1.6)
0 0 0

Ahora, si m # n, resulta que:

o i(m—n)6 |27 1 .
i(m—n)0 _ ¢ — i(m—n)2mw _
/0 ¢ 49 i(m—n)|, i(m—n) (e 1)
1
— Ls-n=o (1.7)
m—n)

En (1.7) se ha tenido en cuenta que el 2% — 1 (ya que (m— n) es un entero). Los resultados
(1.6) y (1.7) se pueden escribir en forma compacta como:

2
/ dmmog9 — s (1.8)
0
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ilizar las propiedades de la delta de Kronecker para reducir la siguiente expresion:

S=Y 20§, (1.9)

M=

=1

Solucion: La sumatoria planteada en (1.9) establece una suma sobre el indice 1, tal que:
S =M &3 464 Gy 1+ M 833 1. 4 PN 55, (1.10)

Sin embargo, la funcion delta de Kronecker, serd diferente de cero, solo cuando sus dos
indices sean iguales. Por lo tanto (1.10) se reduce a:

S = @) x4 0+ei(6”)533—|—...—|—ei(2N”) x 0

[
‘\N

>

3
&
w

07), (1.11)

Como conclusion:
N
§— Z (UM § ) — pi(67) 5.0 — (i(6T) (1.12)

La presencia de la delta de Kronecker dentro de la sumatoria elimina todos los términos
exceptuando el término | = 3. En el ejemplo anterior, se fijé un valor de 3 para uno de los
indices de la delta; sin embargo, no es necesario especificar numéricamente el valor de uno
de los indices. Es decir:

S — ei(ZIﬂ.') 6lm — e (2m7r) 6mm — e (2m7r) (113)

M=

=1

\ pro

tilizar las propiedades de la delta de Kronecker para reducir la siguiente expresion:
N

Solucion: La presencia de la delta de Kronecker elimina una de las sumas en (1.14), de

i@2m) § (1.14)

[ Mz
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manera que:
N N N [N
S = Z Zel(Zln)Sm _ Z Zei(Zlﬂ?)Sm
m=1I[=1 m=1 \/=1
N
_ Z ei(2m7t) S
m=1
= ei(zn)éll + /47 on+...+ ei(ZNn)SNN
_ ez(27r) + ei(47r) 4.+ ei(ZNn)
I+1+...+1
N. (1.15)
En la expresion anterior, se ha tenido en cuenta que ¢*N™ = 1.

1.2 Simbolo de Levi-Civita

El simbolo de Levi-Civita es un conjunto de niimeros definido a partir del signo de una
permutacién de los ndmeros naturales (1,2,3,...,n), donde n es un nimero entero positivo. Este
simbolo se utiliza principalmente en dos, tres y cuatro dimensiones.

Dos Dimensiones

El simbolo de Levi-Civita en dos dimensiones se denota como &;; (con i, j = 1,2) y se define

por:

+1 si (i,7) =(1,2),
g, =4 —1 si (i.j)=(21), (1.16)
0 i i=].

El simbolo de Levi-Civita en dos dimensiones tiene la siguiente propiedad:

Eij€mn = 6im6jn_6in6jm- (L.17)

Ejemplo 1.5
q

Demostrar que:

Eij€in = 5jn; y
Eij&ij =2. (1.18)

Solucién: A partir de (1.17), haciendo m = i y utilizando notacion indicial, se tiene que:

&ij€in = 6ii0jn — 8indji. (1.19)



12 Operaciones y operadores vectoriales

Utilizando las propiedades de la funcion delta de Kronecker, se tiene que 6; = 011 + 6 = 2
y que 8;,0j; = 0,j. Entonces:

Eij€in = 26]'” — 6jn = 6jn. (1.20)

Ahora, reemplazando en (1.20) n — j, se tiene que:

8,'j8ij=5jj=2. (1.21)

Tres Dimensiones
El simbolo de Levi-Civita en tres dimensiones se denota como &;j; (con i, j,k =1,2,3) y se
define por:

+1 i (i,j,k) =(1,2,3),(2,3,1),(3,1
8ijk: =1 i (lajak) (3 2 1) (17372)7(271
0 si i=joi=koj=k.

,3), (1.22)

Si se tiene el conjunto de indices {i, j,k,l,m}, los cuales puedan tomar valores entre 1 y 3, se

cumple que:
81 Oim O
& jk€mn = 5jl 6jm 6jn . (1.23)
O Okm  Orn
A partir de (1.23), se puede demostrar que:
3
Y. €ijkiim = 618m — SjmSu- (1.24)
i=1

Ejercicio 1.1 Demuestre a partir de (1.24) que:
& jk€ijm = 20m, (1.25)

donde la expresion se ha escrito utilizando notacién indicial.

1.2.1 Aplicaciones

Entre las aplicaciones mds comunes del simbolo de Levi-Civita se encuentra el producto cruz de
dos vectores (A) y (B), que se puede expresar en términos del tensor de Levi-Civita como:

3
AxB = Y (€mAuBn)é

3 3
=) Al( Y (EzmnAmBn)>, (1.26)
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donde se asume que los vectores A y Ben (1.26) se expanden en una base ortonormal {é;,é,,é3}.
Desarrollando (1.26), se tiene que:
AxB = ((£123A2B3) + (€13243B2)) &
+ ((£21341B3) + (£23143B1)) &2
+  ((&31241B2) + (€32142B1)) é3, (1.27)
donde se han eliminado términos nulos asociados al simbolo de Levi-Civita con indices iguales. La
anterior expresion se puede escribir como
K X E = (AzB3 —A3Bz)é1
+ (—A1B3+A3B1)é;
+ (Ale—AzBl)é3. (1.28)
Ahora, si la base estd asociada al sistema de coordenadas cartesianas, se identifica {é;,é,,é3} =
{i,j,k}, {A1,A2,A3} = {A,A),A;} y {B1,B2,B3} = {Bx, By, B }. Entonces, de (1.28) resulta:
AxB=(AyB,—A.B,)) i+ (—AB, +A.B,) j+ (AB, — A,B,) k. (1.29)

La expresion (1.26) también establece que la [-€sima componente del vector A x B se identifica por:

(A’xﬁ)lz i (EtmmAmBy) - (1.30)

m,n=1

Otro ejemplo en el que el simbolo de Levi-Civita permite realizar simplificaciones es en el
rotacional de un campo vectorial A, que se puede escribir como:

3 3
VxA=Y ¢ ( Yy (elmn8mAn)> : (1.31)
=1 m,n=1

Al considerar la primera componente del vector V x A, se obtiene:

3

(6 xﬁ)lz Z (E1mnOmAn)

m,n=1
= €123hA3 + €1320534A
— DAy — A (1.32)

Utilizando la correspondencia con las coordenadas cartesianas, se obtiene que la componente x del
rotacional V x A es:

(VxA) =da.-aa, (1.33)
X
De forma similar, se deduce:
(% x A) — QA — A,
y

(Vx A)Z = DA, — DA, (1.34)
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Notacion indicial

La notacién indicial es una forma simplificada de escribir expresiones matemadticas que implican
sumas, eliminando el simbolo (o los simbolos) de suma. Para que esta notacion sea consistente, el
indice utilizado para especificar la suma (o las sumas) en la expresion matemaética debe aparecer
como indice repetido en el término i-ésimo (j-ésimo, 1-ésimo, etc). que describe el sumando (o los
sumandos) de la expresion original. De este modo, si en una expresion aparece un indice repetido,
se asume automaticamente que se trata de una suma sobre ese indice. En notacién indicial, una
expresion no puede tener un indice repetido méas de dos veces. Ademds, si un indice aparece solo
una vez en la expresion, no implica una suma.

Para ejemplificar el uso de la notacidn indicial, a continuacion se presentan algunas expresiones
en su forma usual (con sumatorias) y en notacion indicial.

1. Vector A escrito en una base ortonormal:

Notacién normal | Notacién indicial

—

A=Y3 Ag A=A

2. Traza de una matriz A de dimension 3 x 3 con entradas a;:

Notacion normal | Notacion indicial
Tr(A) =Y} a4 | Tr(A)=ay

3. Producto cruz entre vectores A x B:

Notacién normal Notacion indicial
— — 3 3 3 ~ — — A~
AXB=Y:" Y51 X EijiAjBiéi | A X B = & jxAjBié

4. Componente i-€sima del producto cruz A x B:

Notacién normal Notacidn indicial
(AxB)i=Y3_ | Yi_ &jxABi | (A% B)i = &A;By

Como se observa en la expresion anterior, el indice (i) especifica una componente del vector y
por lo tanto, no estd asociado a una suma, ni aparece como indice repetido en la expresion
matematica en el mismo lado de la igualdad.

5. Elemento ¢;; de una matriz C de dimension 3 x 3 obtenida por la multiplicacion de una matriz
A(3 x 3) por una matriz B(3 x 3):

Notacion normal | Notacion indicial
3
Cij = Yj—1 Gikby; cij = ajby;

En la expresion anterior, los indices i y j aparecen solo una vez en cada lado de la igualdad,
por lo tanto no implican suma. El indice k aparece repetido en el lado derecho de la igualdad
y por tanto existe implicitamente una suma.
No todas las expresiones matemdticas que implican sumas, se pueden escribir directamente en
notacién indicial. Por ejemplo, la expresion:

S=A1BCi +A,B,Cy +A3B3C3, (1.35)
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se puede escribir de manera abreviada con una suma, tal que:

S=) ABC,. (1.36)

3
i=1

Si se intenta utilizar la notacién indicial eliminando simplemente el simbolo de la suma, se tiene
que:

S =A;BiC;; (1.37)

Sin embargo, en tal caso, el indice i aparece tres veces en un lado de la igualdad, lo cual no es
permitido en notacidn indicial.

Escribir las las siguientes expresiones utilizando notacion indicial: a) A-B b ) A x B.

Solucion:
a) Producto escalar de vectores:

A-B = (M) (Bjé;) =AiB;(é:-¢))

——
6[]’
= A(B;6ij) =AB;
——
B;
= (A4;0)B;=A;B;
——
Aj
= A|B;1+A,B)+A3Bs. (1.38)

El indice repetido j en el producto A ;B implica suma sobre j (de 1 a 3 en este caso).
b) Producto cruz entre vectores:

A XE = (Aiéi) X (Bjéj) =AiBj(éi X éj)

= 8ijkAiBjék. (1.39)

Los indices i, j,k en (1.39) estdn repetidos y por tanto implican una suma por cada
indice, donde cada indice toma valores de 1 a 3.

Demostrar que: AxB=—BxA.

Solucion: En términos de notacion indicial, se entiende que el producto vectorial se expresa
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como.
A X B = ¢i€jxA By, (1.40)

con lo cual:

b NI
X
oo]]

Ci€;jkA jBi = i€;jiBiA j = —éi€ixjBiA |
— —BxA. (1.41)

De esta relacion, se puede deducir que:

AxA=—AxA, (1.42)
con lo cual:
2(AxA) =0, (1.43)
de manera que se debe cumplir que:
AxA=0. (1.44)

}l Ut

ilizando notacion indicial, demostrar que:
A’.(Exé)zé.(éxx):é.(gxg). (1.45)
Solucién: Se tiene que:

A . (E X 6‘) — Ai (E X 6) :AieijkBjCk = 8,'jkA,'BjCk

i

- B. (é xA’). j (1.46)

= ngjkiAiCk = ngjkiCkAi = Bj (6 XK)

De forma similar,
A~ (E X 6) = AigijkBjCk = SiJkAiBjCk
= CkgkiinBj
- (Axé)kzé-(ZxB’). (1.47)
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|| U

tilizando notacion indicial demostrar que:

Ax(éxé):ﬁ(ﬁ-é)—é(@é). (1.48)
Solucion: La expresion (1.48) se puede desarrollar asi:

A x (E X 6‘) = éigijA; (E X 6‘)k = i&;jkA j (EmBiCm)
€ jkEkimiA jBICm = €kij€xim@iA jBiC
= (848jm— 6imbj1) &:A;B,C,
= (8181)(8jnj) BiCon — (8ini) (814 }) BiCin
é Am ém A
= (21B1)(AnCin) — (émCin)(A1B))
B AC C A-B
= B(A-C)-C(4-B). (1.49)

|| U

tilizando notacion indicial demostrar que:

(4xB)-(CxD)=(4-C)(B-D)-(4-D)(B-C). (1.50)
Solucién: Se tiene que:
(A X E) : (6‘ X 5) = (X X E)i (C‘ X ﬁ)i = (&xA;Bx) (€imCiDm)

= & k€imAjBiCiDym = (8j18um — 8jmO) AjBkCiDp
= (8jiA}) (8imBi)CiDm — (8jmA ) (SuBi) CiDim
L — e —

_ (5.8) (-5)- (1-5) (3.0). s

a) (A’xB’ x(éxf)). (1.52)

b) A Xxé). (1.53)
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Ejercicio 1.3 Demostrar las siguientes relaciones:

(ed) (con) - (1O)50) (B)(5S). s
(AxB) = (CxDB) = B|A-(CxD)|-A[B-(CxD)]. (1.55)

Zx<§x5>+§x<5xﬁ>+éx<ﬁx§)=6. (1.56)

Gi
Ul
N———
[l
Um

QL
@L

b)

Identidades con operadores vectoriales

En el curso de electromagnetismo se hard uso de operadores diferenciales vectoriales, los cuales
se estudiaran a continuacidn, utilizando notacidén indicial.

Operador gradiente

Se considera una funcién diferenciable f que depende de las coordenadas (x,y,z) de la siguiente
manera:

if = Yo 4y %4, (1.57)
ox dy dz

Esta expresion se puede interpretar como el producto escalar de dos vectores; es decir:

df . df . df. A . .
df = |=—i+="j+="k)-(dxi+dy]+dzk
f (a +ait (dxi+dyj + dzk)
- (vf> dF, (1.58)
donde se ha introducido el gradiente de la funcién escalar f de la forma:
vr=01 95 9k (1.59)
dy dz

y esta expresion compacta puede representarse como:

S of of~ of, odf . df  df

Vf = El—i_a_y]—i—a_zk_a_xl]—'_a_mez—'_a_@%
af
= a—Xie,. (1.60)
Al establecer:
g=2 (1.61)
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se puede expresar el gradiente de un campo escalar f como:

Vf=édf, (1.62)

de modo que el operador vectorial gradiente, simbdlicamente denotado como V, se define en
coordenadas cartesianas como:

V =¢0;. (1.63)

w_l

ilizando notacion indicial, demostrar que:
=7 (1.64)

Solucién: Utilizando la definicion del operador gradiente se tiene que:

= 1 1 _1
Vr= éiair = éiai (xjxj) 2 = éi (§> (xjxj) 2 8,- (xkxk) . (165)
Posteriormente, al simplificar,
8xk
0; (xkxk) = (&,-xk)xk -+ X (8,-xk) = 2x; (8,~xk) = 2x;, 9% ) (1.66)

y considerando que:

oxk 1 si i=k
8_x,~_{0 si itk R (1.67)
se concluye que:
8xk
8,~ (xkxk) = 2xk g = 2xk3,~k = 2x,~. (168)
[

Finalmente, al realizar los cdlculos se obtiene:

=7 (1.69)
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Calcular V" utilizando notacién indicial.
Solucion: Aplicando la definicion del operador gradiente en notacion indicial se tiene que:
— n n n R n 21
Vr” = e,-&l-r" = e,~8,~ (ijj‘) 2 = €; (§> (Xij) 2 8,~ (xkxk)
2x;
n_ n—2
= n(xjx;)?  (éxi) =n(xjx;) > (éx;)
(n=2)
1
= n (xjxj) 2 (éix;) = nr"=27 = pprn=2), (1.70)
—— ~—~
r r
Determinar 6( fg), donde fy g corresponden a campos escalares.
Solucion: Aplicando el operador gradiente se tiene que:
V(fg) = éi(dif)g+éif (dig)
= (&idif) g+ f(éidig)
N—— N——
vf Ve
= (VH)g+/f(Vg). (1.71)

Ejercicio 1.4 Utilizando notaci6n indicial, reducir las expresiones:
a) v (AI?) .
v ()
b) V (g(x)) .
Ejercicio 1.5 Utilizando notacién indicial, demostrar que:

—

¥ (Inr) = (1.72)

|

1.4.2 Operador Divergencia
SiA (x,y,2z) es un campo vectorial, la divergencia en coordenadas cartesianas se define como:
V-A = (6idi)- (Aje)) = (éi-2))A; = diA;, (1.73)

N——
Sij
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que en coordenadas cartesianas se expresa como:
0A; = 01A1 + A + d3A3
=dA,+A,+ dA;
=V-A. (1.74)

-

A partir de la definicion del operador divergencia, simplificar la expresion: a) V - z

3.

~

Solucion: Utilizando la definicion del operador divergencia, se tiene que:

= a() =) =a i)

_3 3 _3_
= (9mi) (xjxj) > +x; (_§> (x) 2" 9 ()

Jii 2x;

V.

|

o=
o=

= 3| ()
—

r r r2

-3 -5
] =3 | m)? | )
5

= 333,32 =33 -373
= 0. (1.75)

|| A

plicando la definicion del operador divergencia, demostrar que:
V(fﬁ) _ (%f) -X+f(%-2), (1.76)
donde f es un campo escalary A un campo vectorial.
Solucién: Se tiene que:

V(fﬁ) = 9i(fﬁ> = 0; (fAi)

= (aif)Ai;‘f(aiAi)
= (Vr) A (V:4)
(W)-A’Jrf(%-;x’). (1.77)

Ejercicio 1.6 Encontrar el resultado de: a) V. (A X E)
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Ejercicio 1.7 Demostrar las siguiente relaciones:

V(%xﬁ) — 0, (1.78)
V-(Fr) = 67, (1.79)
Vv (13) = 3 (1.80)
r |
V-(r'r) = (n+3)r", (1.81)
V(v (13) = 9 [rai <l3>} (1.82)
r ] r

1.4.3 Operador Rotacional

De la definicién de producto vectorial

A) X E = éieijkAjBka (1.83)
se puede entender que el rotacional de un campo vectorial A en coordenadas cartesianas se expresa
como:

VxA=2¢ (% xA).:éieijkajAk. (1.84)
1
En coordenadas cartesianas, esto se representa como:
i ]k
Vo A_ |0 Jd d
A, Ay A
Ejemplo 1.16
A Demostrar que:
V- (AxB)=B-(VxA)—A-(VxB), (1.86)

donde A y B son campos vectoriales.

Solucién: Aplicando el operador divergencia, se tiene que:

V- (A x B) = 0(A x B); = 9i(&isABx)
= &j10;(A;By)
= &jk(iAj)By + &;jrA j(d;Bx)
= By&ij(0iA ;) — A j€ji(9:By)
= Bi(VxA)—A;(V xB);
=B-(VxA)—A-(VxB). (1.87)
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Calcular la expresion: V x ( fﬁ), siendo f un campo escalary A un campo vectorial.

Solucion: Aplicando el operador rotacional, se tiene que:
V x (f[f) = &igxd; (fg)k = &;&;jx0; (fAk)
= &€k (0,f) A+ éigijif (9Ax)
= &i&jk <€7f ) jAk + féigiji (9jAr)

= (Vr) x A+ (VxA). (1.88)

Evaluar V x (K X E) para A y B dos campos vectoriales.

Solucion: Aplicando el operador rotacional, el producto cruz y haciendo uso de notacion
indicial, se tiene que:
6 X (A X E) = éisijkaj (A X E)k = é,-eijkaj (gklmAle)
= & kEméi0j (A1Bm) = &k j€uméid; (AiBm)
= (6,~,6jm—5,-m5ﬂ) é; [(8jA,)Bm + A (8ij)]
= 818jméi (0jA1) B+ 8y 8méiA; (9jBm)
—8im8j16i (9jA1) B — 6im16iA; (0jBn) , (1.89)

y aplicando las propiedades de la delta de Kronecker, se tiene que:

Vo (AxB) = &(9nA) B+ A1 (nBu) — én (341 B
—émA; (9Bp,)
= (BmOm)(é1A;) + (é1A1) (OnBm) — (émBm)(d1A1)
—_——N— A N —A—

oS
ool
<t
S~—
0
o>
S
<t
oL
SN—
=}
S
<t
|
SN—

—(Al8l)(émBm); (190)

es decir,

§><(A’xé):(E-%)AHT(VB’)—B’(%-A’)—(‘-%)B’. (1.91)
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Calcular: a) VX7

Solucion: Aplicando el operador rotacional, se tiene que:

Vx?# = éieijkajxk = éieijk(Sjk = éigijj =0. (1.92)

Ejercicio 1.8 Demostrar que:

V x (W) — 0, (1.93)
¥V x (6 xA’) -V (% A) _V2A, (1.94)
V x [f(*f ] — 0, (1.95)
Vx(7F) = 0 (1.96)

1.4.4 Operador Laplaciano

El operador Laplaciano aplicado a un campo escalar F' en coordenadas cartesianas, se define
como:

V2 =V (VF) =0, (VF) =9,0F. (1.97)

Utilizar la definicion del operador Laplaciano para calcular V2,

Solucion: Aplicando la definicion del operador Laplaciano, se tiene que:

- n n n_
VZrn = 8,-8,1” = 8l-8i (ij]') 2= 8,~ <§) (ijj) 2 ai (kak)
2x;

= noj [(xjxj)%_lxi] , (1.98)

al aplicar la segunda derivacion se tiene:
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. i
.
n n_» n_1
= n<{x (5—1> (xjx;)? " 0 (exx) —l—\b‘g/(x]xj)z
. 2x; 3
= n{x, {Zx,- (%) (xjxj)'l;t} +3 (x]xj)nzz}

= n n—|—1) 72 (1.99)

Calcular: a) V x (6 X F ) , donde F es un campo vectorial.

Solucion: Aplicando la definicion del operador rotacional, se tiene que:

% X (% X ﬁ) = é,-e,-jkaj (% X ﬁ)k = éisijkéjsklmalFm
= &i&jk€um9j01Fn = i€ j€um0;01Fn
= (848jm— 6imbj1) €i0;0Fn
= 8;10jnéi0;0Fy — 6in8;1i0;01Fy

= (€19))(OmFn) — (9,9))(émFim) (1.100)
— N N N—
v V.F V2 F
es decir,
V x (%xﬁ) :%(Vﬁ)-%zﬁ, (1.101)
a partir del cual,
ﬁzﬁ:%(ﬁ-ﬁ>—%x (%xﬁ), (1.102)

lo que se interpreta como el Laplaciano de un campo vectorial F.
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Ejemplo 1.22

que:

Ejercicio 1.9 Probar las siguientes identidades:

Vi =
V-(r3?) =

(2] -

Ejercicio 1.10 Probar las siguientes identidades:

—

()]
0l

Ejercicio 1.11 Encontrar el resultado de la expresion: a) V2 [6 [r% <

Aplicaciones adicionales

Campos solenoidales

Probar que: a) V x [(p (%(p)} =0, donde ¢ es un campo escalar.

Solucion: Aplicando la definicion del operador rotacional y el operador gradiente, se tiene

(1.103)

(1.104)
(1.105)

(1.106)

(1.107)

(1.108)

ol

Campos solenoidales son campos vectoriales que satisfacen las siguientes condiciones:

a) Su divergencia es cero: V.F=0.

b) El resultado de la integral: |, Sf? -dA, es independiente de la superficie de integracion.
c) Laintegral: §517” -dA es igual a cero, para alguna superficie cerrada S.
d) EI campo vectorial F se puede expresar como el rotor de un campo vectorial; es decir:

F =V xA.
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Ejemplo 1.23
|

Demostrar que: V X'V, es un campo solenoidal si V es un campo vectorial.

Solucién: Aplicando el operador divergencia y rotacional, se tiene que:

%- (%XV) = 8,~ <§><X7>i:8,- (Sijkajvk)
= sijka,-ajvk = sijk8j8ivk
= —sj,-kajaivk = —8j (sjikal-Vk)

= =9, (VxV) ==V (VxV), (1.109)
J
asi que
. (§><\7> —0, (1.110)
lo que implica que
V(%xf/):o. (1.111)

Por lo tanto, V x V es un campo solenoidal.

Campos irrotacionales
Se denominan campos irrotacionales a 1 cCampos vectoriales que satisfacen las siguientes condiciones:
a) El rotacional del campo Vectorlal Fescero: Vx F =0.
b) El resultado de la integral : f 4 F-dF, es independiente de la trayectoria escogida para unir los
puntos extremos a y b.
¢) Laintegral: §CF“ -d7 se anula, para alguna trayectoria cerrada C.

d) El campos F se puede expresar como el gradiente de un campo escalar; es decir: F = —§(p.

Ejemplo 1.24
"

Demostrar que VF, es un campo irrotacional si F es un campo escalar.

Solucion: Aplicando el operador rotacional y el operador gradiente, se tiene que:
6 X <§F> = é,-sijk8j <§F>k = é,-sijk8j8kF
= éieijk8k8jF = —éisikJ-&k&jF
= —oiEn0 (?F) = _Vx (%F) , (1.112)
J
es decir . .
2V x (VF) =0, (1.113)

por tanto

V x (%F) — 0, (1.114)



28 Operaciones y operadores vectoriales

l lo que garantiza que VF es un campo irrotacional.

Teorema de Helmholtz

El teorema de Helmholtz afirma que un campo vectorial puede determinarse de manera tnica si
se conoce su divergencia, su rotacional, y apropiadas condiciones de frontera.

Se busca determinar si es posible encontrar un campo vectorial F si se conoce su divergencia y

rotacional, es decir: _ .
V.- F=C , VX F =D, (1.115)

donde C es un campo escalar y Dun campo vectorial, que por consistencia es un campo solenoidal,
ya que:
V-D=V-(VxF)=0. (1.116)

El teorema de Helmholtz garantiza que el campo F estard Gnivocamente determinado, bajo
apropiadas condiciones de frontera. En electromagnetismo el teorema de Helmholtz es ttil, ya que
los campos campos eléctricos (E (7,¢)) y magnéticos (E(?,t)), satisfacen ecuaciones diferenciales
que incluyen las divergencias y los rotacionales de dichos campos. En este caso, las condiciones
de frontera se establecen asumiendo que los campos tienden a cero en el infinito, lejos de las
distribuciones de carga y corriente.

Si el rotor de un campo vectorial G desaparece en todas partes, es decir, es un campo irrotacional;
entonces G se puede escribir como el gradiente de un campo escalar @, que se conoce como un
potencial escalar, es decir, . .

VxG=0 , G=-Vo, (1.117)
donde el signo se ha introducido por conveniencia. El potencial escalar ¢ no es tinico ya que una
constante puede ser adigionada al potencial sin afectar la definicién de G. Ahora, si la divergenciil

de un campo vectorial G desaparece en todas partes; es decir, es un campo solenoidal, entonces G
se puede expresar por el rotor de un potencial vectorial A

V.G=0=G=VxA. (1.118)

El potencial vectorial A 1o es tinico ya que el gradiente de un campo escalar puede ser adicionado
al potencial vectorial sin afectar el campo A ya que

- — — = —

%x@hﬂﬁ):%xA+Vfo:VxA. (1.119)

Entonces, se supone que el campo vectorial F (¥) esta especificado por un campo escalar C (7) a
partir de .

V.- F=C, (1.120)
y un campo vectorial D (7), tal que

VxF =D, (1.121)

donde D (7) es un campo solenoidal, como se mostré en (1.116). Sin embargo, si los campos C (7) y
D (7) tienden a cero lo suficientemente rapido en el infinito, (|7| — o), se puede demostrar que el
campo vectorial F (7) se expresara en la forma:

F(F)=—-VU@®+VxW (7, (1.122)
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donde U(?) y W (?) S€ pueden escribir como:
1 Cc(7
U(;-’) — / il3 / (7‘) 7

47 ]r— ]

l

W(F) = 47r/d3’ () (1.123)

F=7|

y donde las integrales se extienden sobre todo el espacio.

Ejercicio 1.12 Probar que:

> 1
V| o= | = —4a8’ (F-7). (1.124)
7]
Con el fin de probar (1.122), se aplica a esta relacion el operador divergencia, de manera que
VE@) = VU@ (VW)
——
V2u () 0

, (1 C(7)
2 2\ — 21 5 3./
= VUF)=-V [4n/dx - *’I}

— —L§2/d3 / :__/d3xlvz )
47 \r—r’| \

_ 1 3.7 =1\ 72 1
- 47:/‘” )V [|?—?/J
———
—4783 (x—x/)
— [ &X (@) 8 F-7)
v

= C(7). (1.125)

Este resultado garantiza que se cumpla (1.120).
Para el rotacional del campo vectorial F (¥), se tiene que:

VxE(F) = —%X%U(?*H%x(%xﬁ/(?))
A/_/ N )

0 e WX L

V(V~W>7V2W

- V{V. —1 Ay ?(?i) V2 /d3 ) D7)
aw Jy |7 —7| 471 |r—r
1 - . D) | 1 . 13(?')
- —V 43X V- —— | d* V? 1.126
A {V o 7—7| } an Jy ¢t 77| ( )

De la identidad vectorial:

v. [f(?)A(V)} - [W(?)] A +f(7) [VA’(?)} , (1.127)
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se determina que

S, i
v 13(’3 = ﬁﬁlﬁ/ D(7)+ qlﬂ [Vﬁ(?’)]
|7 —7| |7 —7] | |r—r|T
_ o 1 _‘*4
= VP‘—WL D(7). (1.128)

Abhora, si f (x—y) es una funcion diferenciable donde su argumento depende de la diferencia de las
variables z = x —y, se puede determinar que:

d _df(z) dz _df(z)
a_f(x_y) dz 5 - dz ’
b
0 _ df(2d) dz _ df(2)
8_yf(x_y) Bl M (1.129)
Iyl
y por lo tanto
d d
Sl )= =5 ). (1.130)

de tal manera que:

- | D(@) -1 L -, 1 L
V. = |V D =—|V D (7
= I R =ikl
———
_%/1
=
-, | D) o
- _ V,' [V/D —»/i|
=7 =7 )
0
_ .| PO (1.131)
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donde su utilizé el hecho de que D (7) es un campo vectorial solenoidal. Asf,

;

J/

VxF(F) = 1y /d3x’ g. 20 —i/cﬁ /52| )
A ) Jy 7F—7| Ax Jy F—7]
|

(1.132)

donde el teorema de Gauss ha sido utilizado. El volumen V se extiende sobre todo el espacio, de
manera que la superficie S que lo limita se extiende al infinito. Ahora, la integral de superficie

D(¥)

considera que el integrando ] estd siendo evaluado en los puntos de esta superficie. Dadas

la caracteristicas del campo vectorial D (7) que tiende a cero lo suficientemente rapido cuando
(7

|7| — o, se cumple que % — 0, de manera que no hay contribucién de la integral de superficie y

esta desaparece, por lo tanto:

o . 1 - [ -
VxE@) = D(?)—EV?gdA-

—0

— D), (1.133)

garantizando la existencia del campo vectorial F (F).

La demostracién asume que las integrales que definen los campos escalar U (7) y vectorial w (7)
convergen, de otro modo estos no se podrian definir. Para entender este argumento se considera que
7| es muy grande, asi que:

F—7|=|F| =", (1.134)
de esta manera, las integrales de volumen que se han considerado, se comportan como:

/d3/ ’”/ _ / 247 40! X( ) / Qd/dQ/X( )
\% \%

|7 —7| |7—7| r
= / rdrdQ x (?) o< / rdr x (?’) . (1.135)
0 0

Aunque ¥ (¥) — 0, cuando r’ — oo, dicha condicién no garantiza que la integral (1.135) converja,
por ejemplo:
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» Siy(7)~ %, se determina:
(o] oo 1
lim rdr x (7/) = lim rdr = > = lim dr — oo, (1.136)
r— oo 0 r'—oo 0 r ' —eo 0

con lo cual la integral de volumen diverge.
= Ahora, si y (?’2) ~ r% resulta,

o5} oo 1 oo d /
iim [ Adr x(F) = lim [ Fdr 5 =lim [ =
r'—e0J0 r'—e0.J0 2 roelo F
= lim Inr — oo, (1.137)
¥ —o0

de manera que tampoco se tiene un buen comportamlento
Por lo tanto, los campos C = V.F y D =V x F deberén tender mas répido a cero que ,2 para
que la prueba sea vélida, lo que es mds que suficiente para asegurar que la integral de superﬁc1e del
tipo considerado anteriormente se anule. . .
Sin embargo, las condiciones impuestas a los campos C =V - F y D=VxF para garantizar
que el campo vectorial F se pueda expresar como

F=-VU+VxW, (1.138)

no son suficientes para determinar univocamente el campo vectorial F', ya que al lado derecho de la
ecuacion anterior se le puede adicionar un campo vectorial G, si cumple con las condiciones:

V.-G=0 , VxG=0, (1.139)
que aun garantiza que V.-F=C y V x F = D. Vectorialmente es posible demostrar que no existe

un campo G que posea divergencia y rotacional cero en todas partes y tienda a cero en el infinito.
Por tanto, se introducira el requerimiento que cuando || — oo, el campo vectorial F—0,1lo que
garantizard que este sea unico. Teniendo en cuenta lo anterior, el Teorema de Helmholtz se puede
formular, asi: . .

Si la divergencia V - F=C y el rotacional V x F =Ddeun campo vectorial F son especificados,
y si estos tienden a cero mas rdpidamente que riz, cuando r — oo, y ademas F — 0 cuando r — oo,

entonces, F es tinico y se podrd expresar como:
F=-VU+VxW. (1.140)

Un campo vectorial F (¥) diferenciable que tiende a cero mas rapido que % cuando r — oo, puede
ser expresado como el gradiente de un campo escalar mas el rotor de un campo vectorial:

. S V.F@)| - |1 V' x F ()
F(F =V By TNy —/d3’—. 1.141
= |2, e | am A, T (114D

y por lo tanto

N 1 V' x F (7
W@ = —/Vd3x'x—(). (1.142)
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En electromagnetismo, tipicamente los campos eléctricos E (7,t) y campos magnéticos B (7,1)
tienden a cero a grandes distancias de las distribuciones de carga y corriente, que son las fuentes de
estos. Sin embargo, se pueden considerar ejemplos ideales y ficticios en las cuales las fuentes se
extienden al infinito, ejemplo: alambres o planos infinitos. Para estos casos, se deberan introducir
otros requerimientos con el fin de establecer la existencia y unicidad de las soluciones de las
ecuaciones de Maxwell.

El campo electrostatico E (7) satisface:

ﬁé:gﬂ, VxE=0, (1.143)
0

de manera que,

. [ V' E(#)]
EF) = V|—— [ ad%
") 47:/\/ 77|
_ —6 L/d‘%x/ V/_)E_()?/)
A Jy |7 —7|
_ Vo). (1.144)
donde ¢ (7) es el potencial escalar
1 V' -E(7)
A= — [ d&®x ——2 7 1.145
e (1.145)

Ahora, en el caso del campo magnetostatico B (¥), se tiene que:

V.-B=0, VxB=pul, (1.146)
con lo cual,
. -1 V' x B(?)
B(F) = Vx|— [ ¥ 22—~
") * 4n/v =7
= VA7), (1.147)

donde A (7) es el potencial vectorial definido como,

. 1 V' x B(¥
A7) / py Y XBE) (1.148)
%4

T 4n F—7]

Coordenadas curvilineas

En el caso de las coordenadas cartesianas, la base en tres dimensiones (7, f, lAc) es constante en
todos los puntos del espacio, lo que significa que no depende de las coordenadas cartesianas. En
contraste, las coordenadas curvilineas se refieren a aquellas que tienen una base vectorial ortonormal
que, en general, puede variar en funcién de las coordenadas, lo que implica que los vectores base
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pueden cambiar de un punto a otro. Ejemplos comunes de coordenadas curvilineas incluyen las
coordenadas esféricas, con vectores base {7, é, (13}, y las coordenadas cilindricas, con vectores base
{p, (ﬁ,fc} En este contexto, se considera un espacio de tres grados de libertad, donde las coordenadas
curvilineas, que pueden representar cualquier base ortogonal, como las cartesianas, cilindricas o
esféricas, se denotan como:

{ur,uz,u3}, (1.149)
y la respectiva base serd:
{dy,d2,03}, (1.150)
de tal manera que una funcidn vectorial se escribird como:
F (uy,up,u3) = Fy (uy,u0,u3) iy + F (uy,u2,u3) o + F3 (1, up, u3) i3. (1.151)

A continuacion, se procederd a encontrar algunos operadores diferenciales en coordenadas
curvilineas, como el gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano de funciones escalares y
vectoriales asumiendo una dependencia en coordenadas curvilineas.

Gradiente en coordenadas curvilineas

El gradiente para una funcion escalar f(uj,us,us3), en coordenadas curvilineas, se puede
deducir a partir de su definicion; es decir, teniendo en cuenta que el diferencial de una funcién d f
es igual al producto del vector gradiente V f por el desplazamiento infinitesimal d7, tal que:

df(ui,up,u3) = Vf.dr, (1.152)
donde
df(uy,uz,u3) = jfduﬁaafduﬁjf (1.153)
ui Ui u3

Por otra parte, el diferencial del desplazamiento vectorial d7 en términos de las coordenadas
{u1,uy,u3} viene dado por:

7 ar
—dur + —dus. (1.154)
u d us
La derivada parcial del vector 7 respecto a u; representa el cambio del vector 7 respecto a

u1, donde se mantiene constante las coordenadas u; y u3. Por lo tanto, a—ur debe ser proporcional
al vector unitario u; (ya que u; es precisamente el vector orientado en la direccién en la cual

incrementa la coordenada u, manteniendo u; y u3 constantes). Ahora, al d1V1d1r el vector a ~ sobre

su norma | ur oF |, se obtiene un vector cuya direccién coincide con el vector 3+ y de norma 1, es
decir i1y, por 10 tanto:
oF 5
. u; 1 07
=21 —_ 1.155

Ry
=
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donde se ha definido

or
8ul~
Los valores h; se conocen como factores de escala de la trasformacién. A partir de (1.155) se
establece que:

h,-:‘ : (1.156)

a—)
T . (1.157)
8ui
Reemplazando (1.157) en (1.154) se obtiene que:
d¥ = hiduyuy + hadusiiy + hydusziis. (1.158)

Abhora, el gradiente V f es un vector, que en la base {u,up,u3} se puede escribir como:

%f:<§f>1d1+<§f)2u}+<§f)3z[3, (1.159)

donde (6 f) _representa la componenete i-esima del operador vectorial % f enla base {i;}. Al
reemplazar (f.158) y (1.159) en (1.152), se tiene que:

df = ((%f)lziﬁ—<§f)2122+<§f)3123> - (hyduyidy + hoduaids + hydusids)
_ <6f)1h1du1+(§f>2h2duz+(%f)3h3du3. (1.160)

Por otra parte se sabe que:

df:ﬁdu1+ﬁdu2+ﬁdu3. (1.161)
duy dur duz

Al comparar (1.160) con (1.161), se puede establecer que:

a —
9f _ (w) hi, parai=1,2,3, (1.162)
8u,- i
y por lo tanto:
- 10
<Vf) _ L9 arai=123, (1.163)
i /’l,‘ 8u,~

con lo cual se puede concluir que (teniendo en cuenta (1.159)):

-~ 1adf . 1af. 1df.

Ve ) — ) — L ja. 1.164
f hl 8u1 u1+h2 8u2u2+h3 8u3u3 ( )
Asi, el operador vectorial gradiente en coordenadas curvilineas se define como:
- i d i d i3 d
v=4 2 “3 (1.165)

I oy ows s ows
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1.5.2 Divergencia en coordenadas curvilineas

La divergencia de una funcién vectorial F, se denota por V.F y se puede interpretar como el
“producto escalar"del operador gradiente (1.165) con un campo vectorial representada en la forma

de la ecuacion (1.151), tal que:

V-F =

(Fllfl + Fhu + F3I/tA3)

V.
6- (Fllfl) —|—§- (le/fz) —|—§~ (F3Lf3).

(1.166)

Al aplicar el operador gradiente (1.165) sobre una de las coordenadas curvilineas u; se tiene

que:

Vl/t,'

Ahora, por ser bases orthonormales,

lo cual, teniendo en cuenta la relacién encontrada en (1.167) se puede expresar como:

i ou; i du; i3 Ju;
hidu;  hyduy h3dus

= i i dui _ i i )

N =1 du, _J—1h1 !

se cumple que:

ﬁl = 122 X ﬁ3,
122 = 123 X ﬁl,
123 = 121 X ﬁz,

ﬁl = h2h3Vu2 X Vu3,
ﬁz = /’l3/’l]Vu3 X Vul,
ﬁg = hthVul X Vuz.

Por lo tanto, los términos presentes en (1.166) se pueden escribir como:

6. (Fllfl) = 6 <F1h2h36u2 X 6143) R
%. (lefz) = % <F2h1h3§u3 X %l/tl) s
%. (F3L1\3) = % <F3h1h2§u1 X %uz) .

(1.167)

(1.168)

(1.169)

(1.170)

Ahora, utilizando la propiedad para el gradiente del producto de un campo escalar f por un campo

vectorial X, dada por:

(1.171)
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se tiene que:
V.(Fuiy) = (§F1h2h3> . (%2 X %3) + FihohsV. (%2 X %3) ,
V.(Fiiy) = (%Fzmhl) . <6u3 X ﬁul) + Bhyi V. (%3 X %1) ,
V. (Fyiy) = (Wghlhz) . (%1 X %uz) + FhihyV. (%1 X %uz) . (1.172)

Dado que el rotacional de un gradiente es cero, los términos V. (Vu,- x Vu j> se anulan:

V. (Vi x Vuy) = (V< Vi) Vay = (V x Yty ) Vit =0, (1.173)
Con lo anterior se tiene que:

6. (Fllfl) = <§Flh2h3) . (6142 X 61/!3) R
6. (szfz) = (6F2h3h1) . <§u3 X 6”1) R

V.(Fuiy) = <§F3h1h2>.(%1><%2>. (1.174)

Reemplazando las relaciones (1.169) en (1.174) se determina:

. 1 /o X
V.(Fllfl) = th (VF1h2h3> .(ul),
— 1 —
V.(Fih) = —— (Vthg,/’ll) (i),
hihs
— ~ 1 — A
V.(Fiis) = o (Vthlhz) (d3). (1.175)

Ahora al usar la expresion (1.165) para el gradiente en coordenadas curvilineas, se obtiene

Y i1 9(Filohs) | iy d(Fihahs) itz O (Filohs)

V(Fimhy) = 4 i i

V(Fhshy) = DOWFMM) | i d(Fhyh) | i 0(Fshsh)

— 1 F A F A F

V(Fyhy) = it d(F3h1hy) +Q3( 3hihy) _1_58( 3h1h2). w176

h_l 8u1 h2 8u2 /’13 8u3

Al reemplazar las expresiones (1.176) y teniendo en cuenta que i;.ii; = J;;, se deduce de (1.175)
que:

1 d(Fihyh3)

V.(Fui) =
1 8(F2h1h3)
V. (P
( 2u2) h1h2h3 8u2
. 1 9(Fshih
V. (Fyf3) = (Fshihz) (1.177)

hihohs 8u3
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Finalmente al reemplazar (1.177) en (1.166) se tiene:

V.F=

1 8(F1h2h3) I 1 8(F2h1h3) 1 8(F3h1h2)

1.178
h1h2h3 8u1 h1h2h3 8u2 h1h2h3 8u3 ( )

La expresion (1.178) representa la divergencia de una funcion vectorial en coordenadas curvilineas.

Rotacional en coordenadas curvilineas

El rotacional de una funcién vectorial, se puede interpretar como el “producto cruz"del
operador gradiente (1.165) con un campo vectorial, tal que:

§xﬁ = §X<F1Lf1—{—lef2—|—F3uA3)
= 6)((F]lf])—l-%)((le/i\z)—l—%X(F:;l/i\_g). (1.179)

A partir de la relacién (1.167), se tiene que:
6 X (Fllfl) = % X <F1h1§u1> R

6 X (FQMAQ) = % X (thz%btz) 5

Vx (Fuiy) = Vx <F3hﬁu3>, (1.180)
lo cual se puede escribir como:
§>< (Fllfl) §(F1h1> X%l/ll—Flfn%X%btl,
% X (lefz) %(thz) X %uz — thz% X 61/{2,
Vx (Fii3) = V(Fshs) x Vuz — F3h3V x Vus. (1.181)

En (1.181) se ha tenido en cuenta que el rotacional aplicado sobre una funcién escalar multiplicada
por un vector viene dada por:

Vx (fA)=V(f)xA+Ax V. (1.182)

Ya que el gradiente del rotacional es cero, las expresiones (1.181) se reducen a:

6 X (F1 Al) = ﬁ(Flhl) X 6”17
V x (Fouiy) ﬁ(thz) X %uz,
VX (Fyui3) = V(F3h3)x Vus. (1.183)

Usando la relacion (1.167) en (1.183), se obtiene:

- . 1 > .

V x (F11/l1> = h—lV(Flhl) XUy,

— ~ 1 — ~

VX (Fuh) = h—ZV(thz) X Uy,
1

V x (Fyf) = 3§(F3h3) X 3. (1.184)

=
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Realizando el producto cruz en el lado derecho de las expresiones (1.184) en la forma

3
AxB= & kA By, (1.185)
i,j k=1
se tiene que (1.184) se puede escribir como:
3
— 1 —
Vi (Fai) = Y e (V(Flhl)) (i)t (1.186)
i,jk=1"1 /
3
— 1 —
Vi (Biiy) = Y (V(F2h2)> (i)t (1.187)
i.jk=1"2 /
3
— ~ 1 — ~ ~
Vx(Fiy) = Y e (V(F3h3)>j (if3), . (1.188)
irj k=1

Ahora, la componente k de un vector unitario #; es 1 si k =i, de lo contrario es cero; es decir,
(1#;), = O y por tanto, se tiene que:

3

3
V x (F]M]) = Z h—Sijk (V(F/’l])) .51ku,~ = Z h—&j] (V(F]h])) uj,
i,jk=1"1 J ij=1M J
o 301 - 31 o
Vx(Fuh) = ) o Eijk (V(th2)> Sty =) G (V(thz)) 1y,
i.jk=1"2 J ij=1 J
o 301 - 3.1 o
V x (F3ui3) = Z h—Sijk (V(F3h3)> O3l = Z h—S,'j3 (V(F3h3)) .
ijk=1""3 J ij=1 J
(1.189)
Por otro lado:
- 1 d(Fh)
V(F ) - :
( (Fihi) ). o (1.190)
de manera que:
3
- 1 1 d0F hy
V x (Fu)) = uj,
( 1 1) i7j2_1 hl l]lh] auj i
3
- 1 1 d0Fh,
VX (Fip) = s iy — 1,
x (Foil2) I.JZ::I hy thj du;j i
3
> 1 1 dF;3h
Vx(Bi3) = Y 6 =2 (1.191)
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Expandiendo las sumas de las expresiones anteriores resulta:

- R 1 Jd(Fih) . 1 J(Fih) .

VX(FIMI) N h1h3 8u3 uz_hlhz 8u2 13
1 d(Bh) . 1 d(Bh) .

mhy duy ° oy duz U
1 d(Bhs) . 1 9(Fshs)

Mol Ouy ' hshy du

V x (Foudy)

6 X (F3Lf3)

uy. (1.192)

Finalmente, al reemplazar (1.192) en (1.179) se concluye que:

VxF = 6)((F]lf])—l—%X(szfz)—i-%X(Fﬁfg,)
| OFh . 1 OFh .
hhs Ouz 2 by Oy
| OBk . 1 9Fh .
hhy Oui ° hahy Ouz
| OFhs . 1 OFhs .
hohy Ouy 0 hshy Oup Y (1.193)

que se puede escribir como:

U« F 1 JFsh; 1 dFh)\ |
= — u
hyhs duy hyhs 8u3 !

( 1 8F1h1 1 8F3h3) ~

hihs dus  hshy Ju

1 JdFh 1 JdFh
_ 0. 1.194
(hlhz dui  hhy dur ) (1.194)
1.5.4 Laplaciano en coordenadas curvilineas
El laplaciano se define como la divergencia de un vector gradiente:
V2f =V.(Vf). (1.195)

Para encontrar la expresion del laplaciano en coordenadas curvilineas se toma en cuenta la
divergencia de un campo vectorial dada por:

1 9(Fihyhs) 1 d(Fohhs) 1 9(Fshihy)

V.F=
hihahs 8u1 hihahs auz hihahs 8u3

(1.196)

Ahora, si el campo vectorial F se obtiene del gradiente de una funcion escalar f, tal que:

F=vVr, (1.197)
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entonces a partir de la definicion del gradiente en coordenadas curvilineas (1.164), se establece que
las componentes F; se identifican como:

1 9f

F=_—_27 1.198
Reemplazando (1.198) en (1.196) y al tener en cuenta que V.F=V2 f, se determina que:
1 d 1 df 1 d 1 df
Vif = — ——hyh ——=—hih
L= ol o <h1 ouy 3> T ihahs 9w <h2 ouy ! 3>
1 d 1 df
——=—hihy ). 1.1
T i 9w (h3 ous ! 2) (1.199)

Ejemplo 1,25
0

En este ejemplo se deducird el gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano en coordenadas
esféricas.

Solucién Para lograr el objetivo propuesto, se inicia encontrando los factores de escala h;
definidos como:

ar

| (1.200)

=

En este caso, se identifican las variables uy — u,, uy — ug y uz — uy, de manera que:

hy=h, = ‘& , (1.201)
ar
ar
hy =hg = |=— 1.202
2=he =551 ( )
a7
hy=hy = |=—]|. 1.203
3= Ny ‘ 90 (1.203)
Ahora, teniendo en cuenta que:
7= rsin(0)cos(¢)i+ rsin(6)sin(¢) ]+ rcos(0)k, (1.204)
resulta:
hy = |sin(6) cos(¢)i + sin(0) sin(¢9) /4 cos(6)k
=|r|=1. (1.205)

De igual forma,
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hg = |rcos(9)cos(¢)f—|— rcos(G)sin(¢)f—sin(9)lA<|
= \/(rcos(e)cos(¢))2+ (rcos(0)sin(¢))? + (rsin(6))?

(1.206)
Siguiendo el mismo procedimiento, para la coordenada ¢ se tiene
hy = |—rsin(0) sin(¢)i+rsin(0) cos((p)f‘
= \/(rsin(8) sin(9))? + (rsin(6) cos(9))?
= rsin(6). (1.207)

Utilizando las expresiones encontradas para hy (1.205), hg (1.206), hy (1.207), se determina
que:
» Gradiente de una funcion escalar f:

19f. 19f~ 19f,

Vi=—2L g9
F =W ar e a0 T e 90
af 18f A 1 Jdf »
7 0. 1.208
T or - roe + rsin® do ( )
= Divergencia para un campo vectorial F = Fyii, + Fyilg +Fyly -
S d(Fyhgh d(Fgh,h d(Fyh,h
viEo_ " 9 9¢)+ 1 Jd(Fy ¢)+ 1 d(Fyhrhg)
hrhghg ar hhehy 06 hhehy — J¢
1 OJF’sin6 N 1  OJFyrsin@ 1 OFyr
~ r2sin@  or r2sin@ 00 r2sin@ d¢
19 (r’F, 1 9 (Fpsi 1 OF,
_19(PR) 1 9(Fesing) | 1 _OF (1.209)
r2 odr rsin@ 00 rsin@ 0¢
» Rotacional para un campo vectorial F = Fii, + Fpiig + Fyiigy:
- o d(F
VP — 1 ( ¢h¢)_ 1 a(thg) ;
hehy 00 hehy J¢
1 I Fh 1 Jd(Fph N
N (Foho)\ 4
hyhy h¢h, ar
1 d( Fgl’le 1 Jd(Fh)\ »
1.21
* <h hg or  he 0 (1.210)
F¢rs1n9) 1 Jd(Fpr)\.
V>< = .
r251n9 ~ r2sin@® d¢
1 Jd(Fyrsin6)\ A
N (Fprsin@) 5
rs1n9 8¢ ~ rsin® ar
1 8 Fgr 1 8F
1.211
+ < ;. ae) ( )
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que se reduce a:
- = 1 8(F¢sin9) 1 8F9 ~
VXF_<rsine 96 rsinf a¢)r
1 JdF. JFy)\ 4
i (rsin@ 20  or ) o
dFg 10F\ .
(5215 )¢ (1212
» Laplaciano de una funcion escalar f:
Vi o= 1 i h9h¢% n 1 i hrhgﬂ
hrh9h¢ 8r hr 8r hrh9h¢ 8¢ /’l(p 8(])
1 d (hhydf
+hrh9h¢%< o %> (1.213)
Por lo tanto:
L L0 (a1 0 (o df
Vif o= 2sind or \ Smear +r2sin9 d¢ \ rsinB d¢
1 Jd [rsin@df
*rmas (7 96) 1214
Finalmente se tiene que:
2p o L9 (pdf\, L 9
ViE = e\ +rzsin293¢2
1 0 (. df
+—r2sin6% (mnG%) . (1.215)

F

n este ejemplo se encontrardn los operadores gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano
en coordenadas cilindricas.

Solucién: En coordenadas cilindricas {p,¢,z}, el vector de posicion se puede escribir como:

7 =pcosi+psing ]+ zk, (1.216)

por lo tanto, los valores h; en coordenadas cilindricas serdn:
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a7
== ‘3p’
erefE]
tal que
hp = |cos ¢i+singj| = \/cos? ¢ +sin* ¢ = 1,
asi mismo:

hy = |—psingi+pcosg,|

y por iltimo:

he = |k| =1.

» Gradiente de una funcion escalar f:

= py/sin® ¢ +cos2 ¢ = p,

- 1df,. 1df,. 1df-
= —= — = ——=k
hpap” Theao? T i oz
df . 1df . Jf.
" pae® o
» Divergencia para un campo vectorial F = Fpiip + Fylig + Fyiiy:
o1 Apheh) | 1 Fyhph) 1 (Fhphy)
V.F =
hphgh,  dp hphoh, — d¢ hohgh; dz
_19(Fp) | 19Fy _13(Ep)
p dp pIdp p Iz
B l&(Fpp) 1(9F¢ 8F
p dp  pI¢P
» Rotacional para un campo vectorial F = Fii, + Fpilg + Fyliy:
%xﬁ:( I d(Fh) 1 3(F¢h¢))
heh, ¢ hoh, 0
( 1 8(thp) 1 8(Fh)>¢3
hph,  dz h hp
( 1 8(F¢h¢) thp )
+ )

(1.217)

(1.218)

(1.219)

(1.220)

(1.221)

(1.222)

A partir de las expresiones dadas para hy (1.220), hy (1.221) y h; (1.222), se obtiene que:

(1.223)

(1.224)

(1.225)
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que se reduce a:

pde p Iz
OF, JF\ .
+( 5z~ ap)"’
19(Fep) 1 an) )
+( = - k. (1.226)
(p dp p I¢

SR (1apZ 18(F¢p))f

» Laplaciano para una funcion escalar f:

vipoo L9 (Pary, 19 (hhor
"~ hphgh, dp \hpdp) " hphsh, 99 \ hy 0¢

+hph¢hz3_z( I, a_z)' (1227
Por lo tanto:
10 ([ df\ 19 [1df
/ pap \Pap) 03 \pag
10 of
—_ - il 1.228
+p 7z (P 8z> ; ( )

y finalmente se tiene que:
2y _ L9 (9f\ 19
v pap \Pap) " p299?

% f
+8—Z2. (1.229)

Ejercicio 1.13 Coordenadas Parabdlicas: La trasformacién de coordenadas cilindricas (p, ¢,z)
a coordenadas parabdlicas (&,mn,¢), estd dada por las siguientes expresiones:

E-m), p=+¢n, (1.230)

=

| =

siendo que
0<E& <o, 0< N <eco.

Las superficies & = cte y 1 = cte, constituyen dos familias de paraboloides de revolucién con el eje
z como eje de simetria. Para la transformacién planteada encontrar:

= Los factores de escala.

= El operador gradiente.

= El operador Rotacional.

= El operador Laplaciano.
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Ejercicio 1.14 Coordenadas Elipticas: La trasformacion de coordenadas cilindricas (p, ¢,z) a
coordenadas elipticas (£,1,9), se definen por las siguientes ecuaciones de transformacion:

p=c\/(E-1)(1-n2, z=oén, (1231)

siendo que

donde ¢ representa un pardmetro en la transformacién. Se introducen las distancias r; y r; a los

puntos A; y A, sobre el eje z, para los cuales z = 406, rj =/ (z— 6)*+p2y rn = 1/ (z+ 6)* + p2.
02
£2-1

2
que la superficie 1 = cte estd asociada al hiperboloide 6522 — 5 <f_n2> =1, con focos en (A,A3).

La superficie £ = cre identifica el elipsoide 05252 + (ET) 1, con focos en (A1,A>), en tanto

Para la transformacion descrita, determinar:

= Los factores de escala.

= El operador gradiente.

= El operador Rotacional.

= El operador Laplaciano.
Ejercicio 1.15 Coordenadas Toroidales: Este sistema de coordenadas estdn identificadas por las
variables (0,7, ¢), las cuales se caracterizan por:

0<o<2m, 0< T <oo, 0< ¢ <2m.

Las transformaciones de coordenadas que conectan (o, T, ¢) con las coordenadas cartesianas (x,y,z),
estdn definidas por:

inh
x = a—2%  coso, (1.232)
cosht —coso
sinh T
_ - 1233
Y acosh’c—coscsm(])’ ( )
7 = MO s, (1.234)

a—
cosht—coso

Donde a es constante. La superficie T = cte representa toros alrededor del eje z. Las superficies
O = cte, son esferas sobre el eje z. Finalmente, las superficies ¢ = cte, son planos que contienen al
eje z. En términos de coordenadas toroidales encontrar:

= Los factores de escala.
El operador gradiente.
El operador Rotacional.
El operador Laplaciano.
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2 — Fuerza y campo eléctrico

Los objetos en general poseen propiedades que les permiten interactuar entre si. Por ejemplo,
los cuerpos, debido a su masa (propiedad intrinseca), pueden interactuar a través de la fuerza
gravitacional. Sin embargo, la masa no es la tnica propiedad que permite a un cuerpo interactuar
con otros. Un experimento sencillo ilustra este punto: al frotar un material de ebonita con un pedazo
de lana y acercarlo a pequefos trozos de papel, se observa que estos se adhieren al material de
ebonita. Es facil demostrar que dicha interaccion no se debe a la masa de los cuerpos (aplicando
la ley de gravitacion de Newton). Por lo tanto, debe existir otra propiedad asociada a los cuerpos
que genere esta interaccion. Esta propiedad se denomina carga eléctrica, y se sabe que existen dos
tipos: positiva y negativa. A nivel microscépico, la particula con la menor carga eléctrica negativa
es el electrén, y la particula con la menor carga positiva es el protén !. A nivel macroscépico, los
objetos cargados positivamente se consideran aquellos con un exceso de protones en relacion a
los electrones que conforman sus atomos. De manera similar, los objetos cargados negativamente
tienen un exceso de electrones en relacion a los protones. La carga es una propiedad fundamental
de la materia. Sin embargo, incluso cuando las particulas estdn cargadas, sus efectos macroscépicos
pueden ser ocultos. Esto se debe a que, a pesar de la existencia de cargas positivas y negativas, la
materia suele ser eléctricamente neutra. Experimentalmente se ha determinado que la carga no se
crea ni se destruye, y que la carga total de un sistema cerrado permanece constante.

Ley de Coulomb

Las técnicas experimentales han permitido realizar observaciones sobre la fuerza de interaccién
entre las cargas eléctricas. El resultado de estas observaciones se resume en las siguientes afirmaciones:
1. Hay solo dos clases de carga eléctrica, identificadas como positivas y negativas.
2. Dos cargas puntuales ejercen entre si fuerzas que estdn dirigidas a lo largo de la linea
imaginaria que las conecta, y su magnitud es inversamente proporcional al cuadrado de la

'En fisica de altas energfas, donde se estudia el niicleo de los dtomos, existen particulas con menor carga que la del
electrén, asi como particulas cargadas positivamente con la misma masa que el electrén, denominadas positrones. Sin
embargo, estos temas no serdn abordados en este curso.
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distancia que las separa.
3. La fuerza es proporcional al producto de las cargas, resultando ser repulsiva si las cargas son
del mismo signo y atractivas si son de signo contrario.
Estas observaciones se compilan en lo que se conoce como ley de Coulomb y matematicamente
se pueden expresar de la siguiente forma: Si ¢g; es una carga ubicada en la posicidn 7| respecto a
un origen de coordenadas O, mientras que g es una segunda carga ubicada en la posicion 7, (ver
figura 2.1), la fuerza o aplicada sobre la carga g, debido a la carga ¢, estd dada por:

q1

L Q2

\F_‘ZIA

=

Figura 2.1: Fuerza eléctrica F,; entre dos cargas puntuales ¢q; y g2 .

% 9192
= KFAT. (21)

A partir de la figura 2.1, se puede determinar geométricamente que:

A_'r = 72 — ?1, (22)
y — —
P2 L (2.3)
|72 — 71|

por lo tanto la ley de Coulomb se puede escribir como:

B =k q192 2(22—21):,( q192 L(a—T). (2.4)
|72—71| |r2—r1| |72—71|

La ecuacion (2.4) es vélida independientemente del signo de las cargas; si estas cargas son del
mismo signo, el vector F’zl seguird la direccion de (7, —7}), lo que representa una interaccion
repulsiva. En caso de que las cargas tengan signos opuestos, el producto ¢;¢g; incluird un signo
negativo, y por lo tanto, la direccién del vector fuerza estard determinada por el vector (— (¥, — 7)),
lo que indica una interaccion atractiva. Para calcular la fuerza que la carga g, ejerce sobre la carga
q1, simplemente se intercambia 1 por 2 en la ecuacion (2.4), obteniendo asi:



2.1 Ley de Coulomb 49

Fi,= K_’q—q_‘3 (r1 — 1"2) = —F;. (25)
|71 — 73]

La ley de Coulomb se aplica a cargas puntuales, donde macroscépicamente una carga puntual
se interpreta como aquella cuya dimension es relativamente muy pequefia en comparacion con
cualquier otra longitud presente en el problema. Esta ley se utiliza para estudiar interacciones entre
nicleos a distancias mayores de 10~!4 metros; a distancias menores, predominan las interacciones
fuertes, otro tipo de interaccion presente a nivel de los nicleos atomicos.

El valor numérico de la constante k depende del sistema de unidades que se esté utilizando. En
el sistema internacional, la carga eléctrica se mide en culombios (C), de manera que:

2

1 Nm
K=-—=289876x 10°—, (2.6)
4rey C
donde la constante &y se conoce como la permitividad eléctrica del espacio libre. Ahora, si el sistema
en consideracion esta constituido por N cargas puntuales: q1,¢2,43, - ,gn, caracterizadas por los
vectores de posicion 7y,7,, 73, - - , Py, se determina que la fuerza ejercida sobre la i-ésima carga g;
del sistema debido a las restantes N — 1 cargas, es dada por:
= 91 o Q2 L iqN o
Fo= K qqqu 3 (=) +x qqlqa s(Fi=T2) 44K qqqu 5 (Fi =)
|r,-—x1| \r,-—rz ]ri—rN
N
949 . -
= k) — (-7 2.7)
S~
(J#i)

La suma se extiende sobre todas las cargas que constituyen el sistema, con excepcion de la carga g;.
El resultado anterior es simplemente la aplicacion del principio de superposicidn, el cual establece
que la fuerza total que actia sobre una carga es igual a la suma vectorial de las fuerzas individuales
que se ejercen sobre ella. Por ejemplo, al aplicar la ecuacién (2.7) a un sistema de cuatro particulas
cargadas (ver figura 2.2), la fuerza que se ejerce sobre la carga ¢ debida a las cargas ¢», g3 y g4,
sera:

Fr=x—1L 7 —5)+«—BL 7 7))+ LI (7 —7). (2.8)
|71 — 72 |71 — 73] |71 — T4l

Ejercicio 2.1 Un pentdgono regular tiene cargas Q, 20, —Q, —2Q'y Q en sus vértices, colocando
la primera carga (Q) sobre el semi-eje x positivo y las demds de manera simétrica en sentido
antihorario. ;Cuadl es la fuerza resultante sobre una carga Q situada en el centro?

Ejercicio 2.2 Una piramide tetraédrica regular cuenta con cargas Q ubicadas en los tres vértices
de la base y una carga —Q en el cuarto vértice, posicionada a una altura H desde el centro de la
base triangular. Todos los lados de la pirdmide son iguales, y en su centro geométrico se encuentra
una carga ¢. Para el sistema planteado, encuentre el valor de la carga g que mantiene en equilibrio
al sistema.

Ejercicio 2.3 Considere una configuracién de cargas similar al ejercicio (2.2), con la variacién de
que en este caso la carga g no se encuentra en el centro geométrico de la pirdmide. En esta situacion,
encuentre la posicion de equilibrio para dicha carga.
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Figura 2.2: Vectores de fuerza debido a la interaccion de cuatro cargas puntuales.

2.1.1 Densidades de carga eléctrica

Los resultados anteriores pueden extenderse a distribuciones continuas de carga, es decir, a
casos en los que se considere carga distribuida a lo largo de la longitud, la superficie o el volumen de
un objeto. A nivel macroscépico, la carga eléctrica puede tratarse como una magnitud “continua”.

La distribucién continua de carga puede expresarse en términos de densidades de carga. Si la
carga se distribuye sobre un elemento unidimensional (o cuando una dimensién es mucho mayor
que las otras dos que forman el volumen del objeto), se define una densidad lineal de carga A como:

Ag _dq
A=lim — = —. 2.9
A0 AL d (3)
Cuando la carga se extiende sobre una superficie, se introduce la densidad superficial de carga o,
definida por:
Ag _dq
o= lim —=—. 2.10
A;glo As ds ( )
En el caso de carga distribuida en un volumen, se puede hablar de una densidad volumétrica de
carga p dada por:
Aq _dq
= lim — = —. 2.11
p Avlgo Av  dv ( )
Estos conceptos permiten calcular la carga total de las diferentes configuraciones de la siguiente

| = / AF)LF), q= / o(F)ds(F), q—= / p(F)dv(#"). (2.12)

Las respectivas densidades de carga en general son funciones de las coordenadas que definen los
puntos ocupados por el cuerpo. Si la carga se distribuye de manera uniforme por el espacio ocupado
por el cuerpo, las densidades de cargas toman un valor constante (densidad uniforme) y se puede
inferir que: J J q

r=7. 0= p=qn (2.13)
donde (¢,L,S,V) representan la carga, longitud, superficie y volumen totales del sistema.
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Densidades de carga volumétricas equivalentes

Cualquier distribucion de carga discreta, lineal o superficial, puede considerarse equivalente a
una distribucién de carga volumétrica utilizando las propiedades de la funcién delta de Dirac, como
se explicard a continuacion:

1. Una carga puntual g localizada en la posicion establecida por 7, se puede escribir como:

q:q(l):q/dV’S( /dV’qS r—r (2.14)
entonces la densidad volumétrica de carga equivalente es:

p(F)=q8(F-7). (2.15)

2. La carga total asociada a N cargas puntuales g; localizadas en las posiciones 7;, esta dada por:

N N N
0 = Ya=Ya)=Ya[av's(-7)
N
= /dV Zq, ¥ —7), (2.16)

de manera que

(2.17)

I
1=
2
[o%)

3. La carga total asociada a un plano xy cargado con una densidad superficial de carga o (x,y)
localizado en zp, se puede calcular como:

0 = /G(?') ds (?’) :/G(x',y') dx’dy’:/c(x’,y') dx'dy’ (1)
= /G («',y) dx'dy’/dz' 8 (7 —z20) = /dx’dy’dz' o(x,y)é(d—2),(218)

y por lo tanto,
p(F)=0(r,y)6( ). (2.19)
4. La carga total asociada a una linea de carga A (z) perpendicular al plano xy y que pasa por el
punto (xg,yo), se puede determinar a partir de:

0 = [A@) @)= [2() a2 = [2() a2 () (1)
— /lz dz/dx5x—x0 /dy’S(y’—yo)

= /dx’dy’dz' A ()8 (¥ —x0) 8 (Y — o), (2.20)

entonces

p(F)=A(d)6 (X —x0) 8 (Y —yo0)- (2.21)
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Una linea de carga se caracteriza por una densidad lineal A(z), la cual es perpendicular al
plano xy y paralela al eje z, pasando por el punto (xo,yo). Para la situacion planteada se
calculard la densidad volumétrica de carga equivalente.

Solucion: La carga total asociada a la distribucion considerada se expresa como:
0= [ axo) (2.22)
En coordenadas cartesianas, la delta de Dirac se define como:
6(F—7p) = 8(x—x0)8(y—y0)6(z—20), (2.23)
mientras que el elemento de volumen se expresa como:
d*x = dxdydz. (2.24)

La posicion de la distribucion de carga se garantiza implementando dos deltas de Dirac de la
siguiente manera:

0 = /wdz)v(z)-l-l

— /:odz,x(z) (/_ide(x—m)) (/_O;dy5(y—yo))

= [ || axtvar@stx-x0)80-y0)

— /d3xl (2)6(x—x0)6(y —yo)

— [ daplay.a), (2.25)
donde la densidad volumétrica de carga equivalente del sistema se interpreta como:

p(x,y,2) = A(2)8(x —x0) 8 (y — yo)- (2.26)

C—i

onsidérese una espira circular de radio a que posee una densidad lineal de carga uniforme
A. El plano de la espira es paralelo al plano xy y su centro se encuentra a una distancia h
sobre el eje 7. Se desea determinar la densidad de carga volumétrica equivalente.

Solucién: La carga total de la espira es:

0=AL, (2.27)
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donde L es la longitud de la circunferencia, expresada como L = 27a. Asi, se tiene:
27 2r
0= AL =A(27a) = A (/ adq)) — 7 Aado. (2.28)
0 0
En coordenadas cilindricas, la delta de Dirac se representa como:
L 1
6(F—T7o) = 55(P—po)5(¢ —0)6(z—20)y (2.29)
y el diferencial de volumen en coordenadas cilindricas se define como:
d*x=pdpdedz. (2.30)

Un elemento de carga dq sobre la espira se encuentra a una distancia radial a y a una
distancia h del plano xy. La posicion de la distribucion de carga sobre la espira se puede
caracterizar asi:

) Oznxadcb O }Ladq)(/ dp 3(p —a)(/idzé(z—h)>

:/Ow/ozn/_iadpd¢dzl5(p—a)5(Z—h)

_ /:/02”/_1(1%/1 5(p —a)d(z—h)

= /d3xp(?), (2.31)

con lo que la densidad volumétrica de carga equivalente asociada al sistema es:

p(F)=A6(p —a)d(z—h). (2.32)

Ejemplo 2.3

18

Calcular la distribucion de carga equivalente a una carga puntual localizada a una altura h
sobre el eje z, utilizando coordenadas esféricas.

Solucién: En coordenadas esféricas, la delta de Dirac se define como:

1
r2sin @

0(F—7y) = 0(r—ro)6(60—6p)d(o—do), (2.33)
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mientras que el elemento de volumen se expresa como:
d*x =r*sin0drd0de. (2.34)

Para una carga puntual Q localizada a una distancia h sobre el eje z, se tiene que ro = h,
0 =0y ¢ =0 (¢ puede tomar cualquier valor sin afectar el resultado, dado la posicion sobre
el eje z de la carga, el cual por comidad se tomard igual a 0), entonces a partir de (2.15) se
tiene que:

0

r2sin @

6(r—ro)o(60—6p)6(d—¢o). (2.35)

A partir de la definicon anterior se puede verificar que

/p(?—?o {/ M 2dr }{/On%smede}{ 02n6(¢—¢0)d¢}
—/ Q6 zdr/ ede/zn (¢)d

=0. (2.36)

Ejercicio 2.4 Un cubo de lado a tiene ocho cargas Q situadas en sus vértices. Calcular la densidad
de carga volumétrica equivalente del sistema.

Ejercicio 2.5 Un pentdgono regular posee cargas Q, 2Q, —Q, —2Q 'y Q en sus vértices. La primera
carga 2Q se ubica sobrer el semi-eje x positivo y el resto de forma simetrica en sentido anti-horario.
(Cual es la densidad de carga para la distribucién de carga dada?

Ejercicio 2.6 Una piramide tetraédrica regular posee cargas Q situadas en los tres vértices de
la base, y una carga —Q situada en el cuarto vértice, que se encuentra a una altura H del centro
de la base triangular. Todos los lados de la pirdmide son iguales. Ademads, existe una carga g
ubicada exactamente en el centro geométrico de la pirdmide. Encontrar la densidad de carga para la
configuracion de cargas descrita.

Ejercicio 2.7 Para la distribucién de carga descrita en el Ejemplo (2.1.2), calcular la distribucién
de carga equivalente:

a) En coordenadas cartesianas.

b) En coordenadas polares.
Ejercicio 2.8 Considérese un anillo de densidad lineal de carga A (¢) y radio R, paralelo al plano
Xy y con centro a una distancia b sobre el eje z. Para la configuracion planteada, determinar la
densidad volumétrica de carga equivalente.
Ejercicio 2.9 Calcular la densidad volumétrica de carga equivalente asociada a un disco de radio
R, con densidad superficial de carga o (p, ¢), ubicado en el plano xy, con su centro en el origen de
coordenadas.
Ejercicio 2.10 Resolver el ejercicio (2.9) en el caso de que el centro del plano del disco se
encuentre a una distancia b sobre el eje z.
Ejercicio 2.11 Considérese un cascarén esférico de radio R. Calcular la densidad volumétrica de
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Figura 2.3: Fuerza ejercida por un elemento infinitesimal de carga dg’ sobre una carga puntual g.

carga equivalente en los siguientes casos:
a) La densidad superficial de carga o es uniforme.
b) La densidad superficial de carga, depende las coordenadas angulares (o (0, ¢)).

Distribuciones de carga continuas

De las expresiones (2.9) a (2.11), es posible determinar la fuerza ejercida por una cierta
distribucién continua de carga sobre una carga puntual g localizada en la posicién descrita por
el vector 7. Considérese inicialmente una distribucién de carga distribuida sobre un volumen V/,
caracterizada por una densidad de carga p (¥'), como se ilustra en la figura 2.3. Inicialmente se
toma un elemento de carga infinitesimal dq’ ubicado en la posicién 7. La fuerza ejercida por este
elemento de carga (considerado como una carga puntual) sobre g estd dada por la ecuacién (2.4), es
decir:

oo qdq ., gp(Fhav' .
dF(}"):Km(I’—I’/):KV_—?/P(}’—}J), (237)

donde se ha utilizado la relacién (2.11). Ahora, la fuerza total ejercida por toda la carga distribuida
sobre el volumen V se determina de acuerdo al principio de superposicién, como la “suma” vectorial
de todos los elementos de carga dg’ que conforman el sistema. Matemdticamente, una suma de
elementos infinitesimales se representa como una integral, por tanto:

2\ (72

F= /dﬁ - Kq/dvlw. (2.38)
7 —7|

Sin embargo, si el sistema ademds de poseer carga distribuida sobre el volumen tiene carga en

la superficie S que delimita dicho volumen y esta se encuentra caracterizada por una densidad
superficial de carga o (7”), la fuerza total ejercida sobre g es:

=1\ (7 ! 2N (7l
F= Kq/dv’w + Kq/da”w_ (2.39)

=7 =
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Si el sistema también esta constituido por N cargas puntuales, entonces la fuerza total es dada por la
suma de las ecuaciones (2.7) y (2.39), de manera que:

F=xq¥ Lf (F—7)) + Kq/dV’M + Kq/da”%. (2.40)

’7—r" —*//’

Campo Eléctrico

El campo eléctrico se puede interpretar como una propiedad que adquiere el espacio debido a
la presencia de una distribucion de carga, de tal forma que si una carga g se coloca en la regién
donde el campo estd presente, esta experimentara una aceleracion (y por tanto, una fuerza, ya que
F = md). Para evidenciar el campo eléctrico en un punto 7, se puede calcular en primera instancia,
la fuerza que experimenta una carga de prueba g positiva que se ubica en dicho punto. Esta carga
debe ser muy pequefia para evitar los efectos que su propia carga genera en el espacio (una carga g
por si sola genera un campo eléctrico y puede modificar el campo ya existente). Con esto, el campo
eléctrico en un punto 7 se define como:

- F 7
E(¥) = lim ﬁ 2.41)
qg—0 q
Si se aplica la definicion (2.41), tomando la expresion de la fuerza dada (2.40), se determina
que:

=/

E(?):lfmizxi%( +1</dV’L+:</d ”w.

= F—FP’ F—rP
(2.42)

La expresion (2.42) corresponde al campo eléctrico en el punto 7, debido a una distribucién de
carga, caracterizada por N cargas puntuales, una distribucidn continua de carga sobre una superficie
S y un volumen V. El limite en la expresion (2.41) se introduce con el fin de garantizar que el campo
eléctrico evaluado en 7 sea debido a la distribucion de carga, y no exista contribucion de la carga de
prueba.

Una manera de comprender el campo eléctrico es mediante el concepto de lineas de campo
eléctrico, las cuales son lineas imaginarias que ayudan a visualizar como cambia la direccién del
campo eléctrico al pasar de un punto a otro del espacio. Estas lineas especifican las trayectorias
que seguiria la carga de prueba positiva si se dejara libre en el espacio. Las propiedades que se
introducen al concepto de lineas de campo son:

1. Las lineas de campo salen de las cargas positivas (consideradas como fuentes de lineas de

campo) y llegan a las cargas negativas (interpretadas como sumideros de lineas de campo).

2. El vector campo eléctrico es tangente a las lineas de campo en cada punto.

3. Las lineas de campo eléctrico son abiertas; es decir, salen siempre de las cargas positivas o

del infinito y terminan en el infinito o en cargas negativas.
4. El nimero de lineas que salen de una carga positiva o entran en una carga negativa es
proporcional a la magnitud de dicha carga.
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Figura 2.4: Lineas de campo eléctrico (a) carga puntual positva. (b) Carga puntual negativa. (c) Dos cargas puntuales
con g1 = —qp > 0. (d)Dos cargas puntuales con g; = ¢ > 0.

5.

6.

7.

La densidad de lineas de campo en una regién que rodea un punto es proporcional a la
intensidad del campo eléctrico en dicho punto.

Las lineas de campo no pueden cortarse. En caso de que se intersecten, se entenderia que en
un unico punto se pueden presentar dos valores de campo eléctrico diferentes.

Se puede considerar que a grandes distancias de una configuracién de cargas localizada en
un region finita del espacio, las lineas de campo eléctrico estdn igualmente espaciadas y son

radiales, comportandose casi como si fueran generadas por una carga puntual.
Algunos ejemplos de lineas de campo eléctrico se indican en la figura 2.4.

Ejemplo 2.4

q

Esfera hueca cargada (Ver figura 2.5) : En este ejemplo se calcula el campo eléctrico a una
distancia r del centro de una superficie esférica cargada de radio R, la cual presenta una
densidad superficial de carga G uniforme y cuyo centro se ubica en el origen de un sistema
cartesiano.

Solucion: En principio, el punto asociado a ¥ donde se evaliia el campo eléctrico podria ser
arbitrario; sin embargo, por conveniencia (que se explica mds adelante) y sin pérdida de
generalidad, se orienta el sistema de coordenadas de manera que ¥ esté a lo largo del eje 7 y
se pueda expresar como ¥ = zk. Se consideran los casos z < R (dentro de la esfera) yz> R
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(fuera de la esfera). El resultado se expresa en términos de la carga total Q de la esfera.

Figura 2.5: Campo eléctrico de un elemento diferencial de carga dq’ de una esfera hueca cargada.

Si se considera un diferencial de carga dq' sobre la superficie de la esfera (ver figura 2.5), el
campo eléctrico dE(¥) generado por dicho elemento de carga es:

dg (F—7) 1 dq' (7—7)
7P Ame |77

dEF) = k (2.43)

Si se orienta el sistema de coordenadas como se indica en la figura 2.5, es posible representar
el conjunto de vectores (F,7') de la siguiente manera:

F=zk, P =r7, (2.44)

siendo 7' el vector unitario radial en la base de coordenadas esféricas, que en términos de los
vectores unitarios de la base cartesiana, se expresa como (ver figura 2.5):

# = sin6’ cos ¢'i +sin 8'sin ¢’ j + cos 0'k, (2.45)
y por lo tanto
7' =1'sin0 cos@'i+ 1 sin@'sing’ j + ' cos 0'k. (2.46)
A partir de lo anterior se tiene que:
F—7 = —r'sin6'cos¢'i—r'sin@'sin¢’ j+ (z — ' cos 0') k. (2.47)

La magnitud del vector (¥ —¥') se puede deducir a partir de (2.47); sin embargo, también se
puede encontrar a través de la aplicacion del producto escalar, asi:

= 1" —2rr' cos(at) + 1, (2.48)

donde o corresponde al dngulo formado entre el vector 7 y el vector ¥/, el cual cambia
conforme ¥' cambia. Es en este punto donde toma relevancia ubicar ¥ a lo largo del eje z,
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ya que por esta razon, el dngulo o coincide con el dngulo 6’ que corresponde a una de las
coordenadas esféricas que definen el vector ¥'. Si no se realiza dicha eleccion, el dngulo
a seria una variable adicional en el proceso de integracion a las variables que definen el
elemento de drea dd'. A pesar que la magnitud del vector ¥' es igual a R, se mantendrd la
notacion v’ para representar la magnitud de ¥’ hasta el final del cdlculo (ya que el resultado
se aplicard al préximo ejemplo, donde v ya no es constante). Por lo anterior:

[F—7| = [F*+2> =22/ cos 0] : (2.49)

Ahora, el elemento de carga dq' puede ser expresado en términos de su densidad superficial
de carga 6 como:

dq =odd, (2.50)

siendo que el diferencial de drea da' donde se encuentra confinado el elemento de carga dq/,
en coordenadas esféricas se expresa como:

dd = r"?sin0'de’' d¢’. (2.51)
Entonces, la relacion (2.43) se puede expresar de la siguiente forma:
1 or?sin0'd0’'d¢’ [—r'sin@ cos¢'i — ' sin0'sin ¢’ + (z— ' cos ') k]

dE = ;
4meo [+ 72 — 2zr' cos 0']2

. (2.52)

Asi, el campo eléctrico total debido a la esfera completa es dado por:

F_ O /”/2” r?sin0’'de’ d¢’ [—r'sin@’ cos ¢'i —r'sin@’sin ¢’ j+ (z—r’cos@’)fc]
“dmey | Jo Jo

3
[F2 472 — 2727 cos 6]

(. s

1
(2.53)
Al identificar la integral entre corchetes como I, se puede escribir el campo eléctrico como:

- o
E=—1]. 2.54
4mey ( )
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Se procede ahora a evaluar la integral I:

~ [T in@'d0’sin6’ 2
I = —r’3i/ o o 3/ d¢’ cos ¢’
O [F242z2—2zr'cos 0120 __

0

d¢’sin ¢’
0

o [k
0

3
(2472 — 2z cos 6]2 L0 _
o

3 c/” sin0’dO’sin @’ 2n
—r
J 0 [

3
P2+ 72 —2zr' cos 6']2 L0

_ 27rr'21Ac/ﬂ sin@’d6’ (z—r'cosO’) (2.55)
0

.
[+ 72 — 2zr' cos 0']2

El resultado anterior indica que el campo eléctrico estd orientado a lo largo del eje z, lo
cual se podia predecir dado la simetria del problema. Introduciendo el cambio de variable
i = cos ', se determina que:

du = —sin6'do’, (2.56)

bajo el cambio de variable aplicado, los limites de integracion para la variable [l son:

0=0=u=1
O0=n=u=-—1, (2.57)

de manera que:

/
R peys / ) i
/2 +Z ZZI,./“]E

=21k / —rH (2.58)
/2 +Z ZZF’[.L]Z

Continuando con el procedimiento para el encontrar el valor de la integral I, se procede con
el cambio de variable: @ = r'* + 7> — 22/, con lo cual se tiene que:

o=r>+72-2z'u. (2.59)
Al derivar con respecto a |L:

d
do = -2z dy —> du = —ﬁ. (2.60)

Ahora, los limites de integracion vendrdn dados por:
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= Cuando 4 = —1:
o=r?+72-2z"'(—1)= (¥ +2)%. (2.61)
= Cuando u = 1:
o=r+2-22(1)= (" —2)". (2.62)

Entonces, los limites de integracion cambian de p € [—1,1] a @ € [(¥' +2)?, (¥ —z)?]. Ahora
al reescribir la integral usando la nueva variable ® se tiene que:

/_11 [ du(z—r'u) :/((r’—Z)2 (Z_’”, (,/ +22’7(0)) (—52) (2.63)

3 3/2 ’
T et =

por lo tanto:

/1 d“ (Z _ r/u) _ 1 (Z2 B r/2) /(r/—z)z w73/2d0) n (r,_Z)Z wil/z o
2422 - 2zr’li]% 4z (r+2)? (r'+2)?
— 1 2 .12 1 _ 1 1 (A
222 [(Z . (Ir’—zl r’+z) (I = = +Z))} ’

(2.64)
con lo cual se tiene que:

I = n—;/fc{(zz—r’z)( ! ! )—(!r’—zl—(r’+z))]. (2.65)

z \r’—z!_r’+z

De la definicion de valor absoluto, se determina que:

/ . /
r ) (P =2) si r>z,
|r' —z| = { (z—7) si P <z (2.66)

Por lo tanto, para v’ > z, se tiene:

= 0. (2.67)
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Ahora, el segundo resultado de la relacién (2.66) se cumple para z > v/, es decir, para puntos
fuera de la esfera, para los cuales se cumple que:

[ = ﬂ—;fc (Zz—r'2)<(zl : )—((Z—rl)_(r/+z))

S/

Vv
~~ —2r

A2,
_ ”2’ i (2.68)
<

Los resultados obtenidos para la integral I, se pueden resumir como:

0 siz<r
1= 2 A . 2.69
{ 47252]{ siz>r (269)

Reemplazando los resultados descritos en (2.69) en (2.54), se tiene que para puntos dentro de
la esfera, el campo eléctrico es nulo, mientras que para puntos fuera de la esfera, el campo
eléctrico viene dado por:

2

o 4nr? or

E = dneg 2 k= e k. (2.70)
Ahora, teniendo en cuenta que:
o= g = & 2.71)
A 4Anr'?’
se concluye que:
E—— 9 (2.72)
Ameg 2 '

La simetria permite inferir que el resultado que se obtendria si 7 se orientara hacia cualquier
punto en el espacio, seria:

E=—=7 2.73
Amey r? " 2.73)

que es equivalente al campo electrostdtico generado por una carga puntual en un punto ¥
cuando esta se encuentra localizada en el centro de la esfera.

Ejemplo 2.5
|

Esfera Maciza (Ver figura 2.6) : En este ejemplo, se calcula el campo eléctrico debido a
una esfera de radio R, la cual presenta una densidad volumétrica de carga p uniforme, y se
expresa el resultado final en términos de la carga total Q de la esfera.
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Figura 2.6: Campo eléctrico debido a un elemento de carga dq’ sobre una esfera con densidad de carga p.

Solucion: Si se considera un diferencial de carga dq' dentro de la esfera, el campo eléctrico
dE generado por dicho elemento de carga es:

1 dq (F—7")

dE =
Amey |77/

(2.74)

Si se orienta el sistema de coordenadas como se indica en la figura 2.6, es posible especificar
el conjunto de vectores (F,F') de la siguiente manera:

7= 7k, (2.75)
7' =7r'sin0'cos @'+ 1 sin @’ sin ¢’ j + r cos O'k. (2.76)

Entonces, se determina que:
7#—7 = —r'sin@ cos¢'i — ' sin@'sin¢’ j + (z — 7' cos 6’) k, 2.77)

de donde es posible deducir:

1
F—7| = [r’z sin? 6’ cos? ¢’ + ' sin® @' sin” ¢’ + (z — 1’ cos 9’)2] ’
1
= (rsin? @' + 2% +r?cos? 0’ — 2z cos 0')
1
= (422 —2z'cos0’)?. (2.78)

Ahora, el elemento de carga dq' puede ser expresado en términos de su densidad volumétrica
de carga p como:
dg =paVv’, (2.79)

dado que el diferencial de volumen dV', donde se encuentra confinado el elemento de carga
dq', en coordenadas esféricas se expresa como:

dv' =r?sin0'dr' de'd¢’, (2.80)
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entonces, la relacion (2.74) se puede expresar de la siguiente forma:
T pr2sin®’dr'd6’d¢’ [—r sin®’ cos ¢'i — v sin 0 sin ¢’ j+ (z — ' cos 0') k]
F)= - )
4mey (r'2 + 7% —2zr' cos 0')2

(2.81)
Ast, el campo eléctrico total debido a la esfera completa es dado por:

E(7) = p /R /" /277 (=7 sin@’cos ¢'i — r'sin0'sin @’ j + (z — ' cos ') k)
drmey Jo Jo Jo (r'2 + 22 — 2zr cos 9/)%
x r'"?sin®'dr' d6’d¢’. (2.82)

Si se define como I a la integral dada por:

m 27 (—f sin @’ cos@'i — r'sin @ sin@’ j+ (z— ' cos 0') k
I = // (= §i=rsind'sing'j+ (= r'eosO0K) o o1 g ag
0 Jo (r'2 + 72 —2zr' cos 0')?
(2.83)
es posible establecer que
E(7) b /Rld’ (2.84)
V) = r. .
4rey Jo

En este punto, se puede constatar que la integral I (ecuacion (2.83)) es la misma expresion
que ya se analizo en el ejemplo anterior (ver Ejemplo (2.2), ecuacion (2.53)). Por lo tanto,
teniendo en cuenta los resultados de la integral I definida de la ecuacion (2.53) del Ejemplo
(2.2) (resultados en (2.68) y (2.67)), se determina que:

0 siz<r
I: 2 A . 285
{ 4Z§2k siz>r (2.35)

Ahora, si se desea calcular el campo eléctrico en un punto fuera de la esfera, donde 7 > R,
también se tiene que 7 > r' (ya que R > 1’). Por lo tanto, aplicando el resultado de (2.85), se
tiene que:

Amegy Z2
R3 .
3gpz>
_ ! 0 g
3g022 (4/37R3)
0 k (2.86)

- Amegz?
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donde se ha tenido en cuenta que p = m. Por la simetria del problema, se puede inferir

que si la posicion ¥ es arbitraria, se tendria que:

o .

= 7.
477:8()}’2

E‘(?) (2.87)
El anterior resultado indica que el campo eléctrico en la region exterior a una esfera maciza
cargada es equivalente al de una particula puntual de carga Q localizada en el centro de la
esfera.

Ahora, para encontrar el campo eléctrico en el caso que r < R (dentro de la esfera), se debe
separar la integral en (2.84) en dos partes, tal que:

E@) = L/Zldr’+L/R1dr’ (2.88)
4rey Jo dmey J; ' '

En la segunda integral de (2.88), ' siempre es mayor que 7 (ya que en dicha integral v’ va de
za R) Yy, por lo tanto, es cero (de acuerdo al resultado establecido en (2.85)). Adicionalmente,
en la primera integral, ¥ siempre es menor que z (ya que en dicha integral, ¥ toma valores de
0 a z). Por tanto, reemplazando el resultado deducido en (2.85), se tiene que:

E(F) = L/Zldr’
47[80 0

Zpl"/2
—Jo €22
_p7
 3gge?
_ 9
3¢y (4/37R3)

0Oz i

- 477:80R3 .

dr'k

(2.89)

La simetria del problema permite generalizar el resultado anterior para cualquier posicion ¥
(para r < R), tal que:

(2.90)




66 Fuerza y campo eléctrico

i Anillo metdlico: En este ejemplo se considera un anillo metdlico circular de radio R, como se

indica en la figura 2.7, que posee una carga total positiva Q distribuida uniformemente. Se
desea determinar el campo eléctrico a lo largo del eje de simetria z.

Figura 2.7: Campo eléctrico generado por un elemento de carga dg’ de un anillo uniformemente cargado.

Solucién: Teniendo en cuenta la orientacion de coordenadas indicada en la figura 2.7, es
posible deducir la siguiente representacion para el conjunto de vectores (F,F'):

~

F=zk 7 =Rp/, (2.91)

siendo p’ el vector unitario utilizado en coordenadas polares, el cual se expresa en
coordenadas cartesianas como:

p’ =cos¢'i+sing’j. (2.92)
Entonces, se determina que:
7—7 = —Rcos¢'i — Rsin ¢’ + zk, (2.93)
de forma que:
1
77| = [Rz cos® ¢’ + R?sin® ¢’ —|—z2] 2
1
- [R+2". (2.94)
Asi, el campo eléctrico dE debido a una distribucion de carga dq' localizada sobre el anillo
es dado por:
. 1 dq (F—7 1 dq (—Rcos¢'i—Rsin¢’j+zk
dE = q(F=7) A 0! O+ k). (2.95)

dmey [F—7>  4mep B2 422}
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El elemento de carga dq' se encuentra en un diferencial de longitud dl' del anillo y se
relaciona como:
dq =Adl' =ARd¢’, (2.96)

dado que la carga Q se distribuye uniformemente sobre el anillo, la densidad lineal de carga
se puede expresar como:

0 0
A===— 297
L 27R’ 2.97)
de manera que:
4 1 (—~Rcos¢'i —Rsing’j+ zk
o ( cosQ'i sn:(p ]+z) [0 Rdo'
471'8() [Rz +Z2]‘j 27R
—Rcos ¢’ —Rsin ¢’ j+ zk
— ( Pi_Rsingj+e ) ag' (2.98)
87=€ [R2 + 2]

A partir del resultado anterior, se puede evidenciar que el campo eléctrico total generado por
la carga distribuida sobre todo el anillo, de acuerdo al principio de superposicion, es:

s 0 27 (—Rcos¢'f—Rsin¢/f+Z]%)d¢/
8wy Jo R2 + 2]
0 | on o [T
Y 3 —Ri/ Cos¢/d¢/—Rj/ Sin¢/d¢/+zk/ i
VRepp & & &
0 0 27
o o (2.99)

4rey [Rz +Z2]%

El resultado anterior indica que el campo eléctrico en el punto en consideracion estd a lo
largo del eje de simetria. Sin embargo, si el punto de interés estd en el centro del anillo, es
decir, en 7 =0, se deduce que el campo es nulo, ya que por simetria la contribucion de cargas
se anula en este punto.

Ahora, si se consideran puntos muy distantes del anillo, comparados con la dimension del
mismo, es decir, 7 > R, es posible deducir que:

1 1 1 R?] 2
—— = 3:§{1+Z—2} . (2.100)
3 L
[R +Z]2 [Zz<1+§2>}2

Siendo que 7> R, implica 1 > Ig, es posible utilizar la aproximacion:

(14+x)" ~ 1 +nx, (2.101)
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de manera que:

1 1 3 R? 1
R2+22]7 % 2z z

. 2 p ~

donde se analiza el hecho de que (If) es mucho mds pequeiio que §, por tanto, mucho menor
que uno. Entonces, se determina que el campo electrostdtico para puntos distantes del anillo
tiene la forma:

(2.103)

es decir, es idéntico al campo generado por una carga puntual Q localizada en el origen.
Entonces, en puntos muy distantes del anillo no es posible establecer la forma geométrica
de la fuente del campo, de manera que no se puede distinguir entre el campo generado por
una carga puntual y el generado por el anillo en puntos ubicados sobre el eje de simetria del
anillo.

I D

isco cargado: Sea un disco de radio R (ver figura 2.8) que posee una carga total positiva Q
distribuida uniformemente sobre su superficie. Se desea determinar el campo electrostdtico
generado a lo largo del eje de simetria z.

Figura 2.8: Campo eléctrico dE, debido a una carga dg’ sobre un disco de carga Q.

Solucion: De la figura 2.8, se puede determinar:

(2.104)

>
L
Il
b\
oY

F=z

de modo que:

P—7 =—p'p’ +zk. (2.105)
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Entonces:
77| = [p'2—|—z2}%. (2.106)
El campo eléctrico dE debido a una distribucion de carga dq' localizada sobre el disco es:
JE — 1 dg'(F—7) 1 dq(-p'p +zk) 2107

angy [F—7  4mE  [pn )

Es posible relacionar la cantidad de carga dq' con el drea da’' ocupada por la misma a través
de la siguiente relacion:

dq =odd =op'dp'd¢’. (2.108)
Dado que la carga Q estd distribuida uniformemente, se tiene que:
0_ 0
=——=— 2.109
1 R ( )
de modo que:
ﬁ 1 "0+ zk
& [pxz _|_Z2]§ TR
—p'p’ +zk
_ 0 (=Pb < )p’dp’dq)’. (2.110)

El campo eléctrico total debido al disco se obtiene de integrar la relacion anterior, es decir:

- 27r _ k
E = 2// +Z) p'dp'd¢’
T-&R [p’2+z
2 plp o
= "dpo'd +Zk// — o'dp'd
47'[280R2 // (0”2 422 P dpdy’ /2+z] pp'dp'dg’

(2.11D)

El vector unitario p' no puede ser extraido de la primera integral ya que depende de la
posicion del elemento de carga dq' que se estd considerando. Por lo tanto, se debe expresar
en términos de una base que no cambie con la posicion del elemento de carga. Usando la
relacion (2.92), la relacion anterior se puede formular de la manera:
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. 2m + R 2
E= 2 R? / Pleosdl Sm(pj) p'dp'dy’ Zk/ pp v ad¢’
=& /2+Z] /2_1’_Z]20
2
R 2 R 2 /d /
= - 2QR2/ p ~dp’ / (cos¢'i+sing’j) do’ —|—4 QRzk/ p ap 5
TER o [p2 2] -~ FEORT IO [p2 22
0
R R 2 /d /
_ 4QZR2/</ pep 2.112)
ey 0 [p/2_|_Z2]§
Realizando el cambio de variable: |1 = p'* + 22, se tiene que:
du=2p'dp’ , p'=0=>u=7z> , p'=R=>u=R*+7*, (2.113)
por lo tanto:
2.2 1 |R2+22
P o Qz ]AC/RJerN Qz P
47:80R2 22 uz 47[80R2 —% Zz
T 2meR2\ V22 VRZ1Z2
0z - < 1 1 )
= — k| ———— | . 2.114
2meoR2 \J7 VRE L2 2.114)

La figura 2.9 muestra grdficamente la solucion establecida por (2.114), para un valor de
OQ=1CyR=1m.

1e10 Campo Eléctrico E en funcién de z

— E(2)
1.51

1.01

0.51

0.0

E (N/C)

—0.54

~1.04

~1.54

Figura 2.9: Campo eléctrico generado por un anillo cargado en funcién de la distancia z, para una carga Q = 1C
yR=1m.
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Ejercicio 2.12 Encontrar el campo eléctrico en un punto sobre el eje z generado por un circuito
cuadrado de lado a, ubicado en el plano xy y cuyo centro coincide con el origen de coordenadas.
Este circuito posee una densidad lineal uniforme de carga A (ver figura 2.10).

P

Figura 2.10: Representacién de un circuito cuadrado de lado a, ubicado en el plano xy, con densidad de carga A

(Ejercicio (2.12).)
Ejercicio 2.13 Encontrar el campo eléctrico generado por un plano infinito que posee una densidad
superficial de carga uniforme ¢ a una distancia z del mismo.
Ejercicio 2.14 Una carga lineal infinitamente larga tiene una densidad de carga uniforme A por
unidad de longitud. Por integracion directa, encuentre el campo eléctrico a una cierta distancia de la
linea.

Potencial Electrostatico

Una consecuencia de la ley de Coulomb es que el campo eléctrico es irrotacional debido a su
naturaleza conservativa, lo cual se puede demostrar aplicando directamente el operador rotacional
sobre el campo eléctrico descrito por la ecuacion (2.42) (que se plantea como ejercicio); sin embargo,
también es posible demostrar que el campo eléctrico se puede escribir como el gradiente de una
funcidn escalar denominada potencial escalar eléctrico, tal que

E=-Vo(), (2.115)

y, por consecuencia de ello,

VxE=-Vx(Vo(F) =0, (2.116)

ya que el rotacional de un gradiente siempre es cero. Para mostrar lo anterior, se procederd a calcular
la siguiente relacion:

D=

9 () =8 ], 21
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al realizar la derivacion, se tiene:

V(otm) = @l =) o= )]

- = 7_71|3 (x; —x;)ei = — 7;_;:/|3’ (2.118)
es decir,
e gl (2.119)
[T |
Por tanto:
N 2_ = ! -/
S F—7j 3 o F—T g T—T
E(F) = K‘Zlqj—v_?j‘3 —I—K/d X p(7) PR —I—K/a’a"o’(r”)—‘?_?N|3
J:
—— ——
*ﬁﬂlﬂ *§ﬂ1»/ *6» L//
= 7] =7
N
- e 1 e 1
= KZq]V‘_, 7 K‘/dV’p(r’)V‘?_?/| - K/da"G(r")V‘?_?”‘ (2.120)
j=1 J
Ahora, teniendo en cuenta que
Y P(?,) - p(Fl) DAY 1 =\ 1
\% {\7—74 = ¢;0; 7] =p(7¥ )eiai|?—7’\ =p(7¥ )V|7_m, (2.121)
es posible escribir el campo eléctrico como:
[ N i 1
Er = —vI|xY L —K/dVV_, J —K/da”V_,(r_,l)/
i j:1‘r_rj‘_ 7 =7 7 —7"|
[ N T =/ =11
= Vi) 4] —VK/dV’E(rﬁ)/ —Vk da”q(’;/}, (2.122)
= |7 — rj\_ 77| F—7|

de manera que el campo eléctrico se puede escribir como el gradiente de un funcién escalar, en la
forma:

EF) = -V ﬁ" +1</dv’p +/d” ]
=1l 7= 7]
= _%(7), (2.123)
donde N
o(F) = Kj—Zl |?€j?,-| + K/d3x’ |§(_?;),| + K‘/da” ;jg/,),‘ . (2.124)
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La funcion escalar establecida en (2.124), se interpreta como el potencial electrostdtico de
la distribucion de carga en un punto 7. El primer término de la relacion (2.124) corresponde al
potencial electrostatico debido a una configuracién de N cargas puntuales, el segundo al potencial
generado por una distribucidn continua de cargas confinada a un volumen V' y el tercer término es
el potencial debido a una distribucion de carga ubicada sobre una superficie S.

La relacion (2.123) establece que es posible determinar el campo eléctrico en un punto dado a
partir del potencial electrostatico; de igual forma es posible deducir el potencial electrostético a
partir del campo eléctrico, teniendo en cuenta que

—

E=-Vo(7). (2.125)

Al integrar (2.125) a lo largo de una trayectoria entre un punto inicial definido por 7; y un punto
final 7, se tiene que

ﬁﬁ(?’)-d?’:—[ Vo). dr. (2.126)

El integrando en el lado izquierdo de la expresion anterior corresponde al diferencial d¢ (7), por lo
tanto

=—[o(7) —o(7)]. (2.127)

Entonces, )
AQ(F) = @(F) — @(Fi) = — ;E“(?’) -d7’, (2.128)

con lo cual, ) l
o) = o) - [ E(F)-a7. (2.129)

Si se considera una distribucién de carga localizada, se puede adoptar que para 7; — oo, entonces
¢(7;) = 0. Esto es una consideracién apropiada, teniendo en cuenta que los efectos de una
distribucién de carga localizada deberian desaparecer a distancias muy lejanas de la configuracién
de carga en estudio. Por lo tanto, la relacién (2.129) se expresa como:

o(F) =~ [ EG)-dl. (2.130)
Ahora, de la relacion (2.123) es posible verificar que si se hace la transformacion:
¢(F) = ¢'(F) = 0(F) +a, (2.131)

donde a es una constante, el campo electrostatico no cambia:

— —

E'(F)=-V¢'(F) = =V [p(F)+d] = —Vo(F) = E(P), (2.132)
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lo que indica que el potencial electrostatico no es unico. Si la distribucién de carga no esta localizada,
la consideracion de que ¢ (7) = 0, para 7 — oo no puede ser contemplada, ya que no importa qué tan
distante se esté de la distribucidn, sus efectos no disminuirdn. Sin embargo, se puede adoptar para
un punto 7, que ¢ (7;) = cte. El valor constante asignado a ¢ (7;) corresponde a la constante que se
incorpora en la transformacion (2.131), que garantiza que el campo electrostdtico no cambie.

Ejemplo 2.8
|

En este ejemplo se demostrara que (6 x E ) =0, partiendo de la expresion (2.42).

Solucién: Para realizar la demostracion anterior, primero se muestra que:

= 1 (F—7")
\% — | = . 2.133
<|?—r’|> 77 139
Siendo 1
7 =7 = [(xi —xi) (v —))] 2, (2.134)
se determina que:
. (=) (-7)
= )
_3
= Gepd{ (w—x) [ —2) (w—)] 2}, @139)
por lo tanto
- 77 N 3
VX\(?_M% = @ () [(w —xp) (a —x)]
S

J

I

)

+eigiji (X —xp) {31 (v —x7) (v =)

1

_ a@/[(x,—x;) (u—)]

0

—;a&jk (xk —x;c) [(xl —x}) (xl —xm = Jj [(xm —x,’n) (xm _xl/n)l’

(.

-~

2(8jxm) (xm—x4,)

(S5

= =3[(u—x) (a—x)] 7 @i (i —x1) (97m) (m =)
Sjm

(2.136)
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con lo cual
- (F=7) 3
Vi mEp T T () (o)
3 — — — —
= — |?—?’|5 (r—r’) X (r—r’) =0. (2.137)
Finalmente se ha demostrado que:
V x (r—r)3 0. (2.138)
=7
Ast, de la expresion (2.42)
N . =/ =N (7
E“(?):KZ 4 ( )+ k& dvfw_kk- da”M, (2.139)
j=1 }?—?j} ?—r/|3 |7”—7””|3
se puede deducir que:
SN (2
VXE(F) = K‘VXZ (F— ?j)+1<V></dV’p(r)(x )
= P71
—» =l
0 [ da"%. (2.140)
7

Dado que las operaciones de derivacion e integracion se realizan sobre variables
independientes, se pueden conmutar, resultando en:

N 2P, 2N\ (7 _ 7
VxE(#) = KZ(]JVX(_’; j)+K/dVV>< M]
J=1 il [F=7
0

2N (7o

+1</da”V>< —G(Tﬂ)(fuﬁr )
F—T7

(7 =/ = o
_ /dVVx rﬁ)(ﬁ/|3r) +1</da”V>< %] (2.141)
F—T

Ahora, dado que el operador diferencial V actiia sobre las coordenadas no primadas, no
influye sobre las densidades de carga p(7') y o(#"). Por lo tanto, se tiene que:

N -1/
VXE() = /de (7) |E f/| —H(/da”c (#)V x |(; ;/@
0 0

= 0. (2.142)
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Ejercicio 2.15 Dados los siguientes vectores,
1. E=k <xy?+ 2yzf—|— 3xz%) ,
2. E=k (yz/i\—k (ny + zz) f—l— 2yz/k\) ,
donde k es una constante. Determinar cudl de estos vectores describe un campo electrostatico. Para

el verdadero campo, calcule el potencial tomando el origen como punto de referencia.
Ejercicio 2.16 Un cascardn esférico posee una densidad de carga,

k
p(F)=—, a<r<b (2.143)
r

Utilizando la relacién (2.130), encontrar el potencial en el centro del cascarén esférico, utilizando
el infinito como punto de referencia.

Ejercicio 2.17 Calcular el potencial a una distancia p de un alambre recto infinito que posee una
densidad de carga lineal uniforme A. Definir el punto de referencia para el potencial eléctrico.
Ejercicio 2.18 Calcular el potencial dentro y fuera de una esfera sélida cargada uniformemente
de radio R y carga total Q. Utilizar el infinito como punto de referencia. Ademads, derivar el campo
eléctrico resultante y demostrar que el valor obtenido es correcto.

Ley de Gauss
El campo eléctrico debido a una distribucion de carga segtin la ley de Coulomb viene dado por:
-, 1 dq' (7 (F—7")
E(7) = . 2.144
7) 477:80/ |7 =73 ( )

Si la distribucién de carga estd definida por una densidad volumétrica de carga p(7), el campo es:

1 p(F)(F—F)
E(f)=— (AN 2.14
(%) 4rey /VdV |7 =73 (2.145)

Ahora, si se toma la divergencia del campo eléctrico, se tiene que:

o . 1 - 2\ (7 )
V-E#) = HV./C,'\/’M
0

—~

1 _ —7')
= — [ aV'p(#)V- 2.146
47r£o/v pr) {W—?’P}’ (2.146)

En la dltima igualdad, se ha considerado que el operador V actia sobre las coordenadas no primadas,
por lo tanto no afecta la densidad p (7). Ahora, teniendo en cuenta el resultado,

—»_—»/ 5 1
(7 r/) _ ¥

S S (2.147)
|7—7|3 |7 —7

/|’
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se obtiene que:

S 1 S |
VEF) = ——— | &@xp(#)V-|V
B = e P09 [
1 - 1
= ——— [ @Pxp(#)V? : 2.148
47T80/v *P () L?—?'J (2.148)
Ademads, se sabe que:
2 1 32 =
Vo= | = —4nd°(F—7). (2.149)
|7 —=7]
Por lo tanto, la divergencia del campo eléctrico se puede escribir como
V-E(F) = L / dxp(F') [-4n8 (F—7")]
4rey Jv
1/ 3 2\ 32 2/
= — [ d’xp(F)6°(F—7F
& p(F') 6" (F—7)
1
= —p(P), (2.150)
&
es decir: :
%-E(?):g-p(?). (2.151)
0

La relacion (2.151) se conoce como la ley de Gauss en su forma diferencial e indica que la
divergencia del campo eléctrico en un punto dado es proporcional a la densidad de carga en dicho
punto.

Si se integra la ecuacion (2.151) sobre un volumen V (el cual contiene la carga distribuida sobre un
volumen V', como se observa en la figura 2.11), se obtiene:

Figura 2.11: Ley de Gauss. Volumen V que rodea una densidad de carga p distribuida en el volumen V’.

/d%ﬁ-ﬁ(?}: l/a,'%cp(?), (2.152)
v & Jv
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Ahora, utilizando el teorema de Gauss, se deduce que

/d3xv E(F j{E (2.153)
y por lo tanto la expresion (2.152) se puede escribir como:

fﬁ(*) di— d3xp( 7). (2.154)
S

Por otra parte, la integral [, d3xp(7) se puede realizar separando la contribucién del volumen V'
(donde la densidad p(r) es diferente de cero) y el volumen exterior a V' (es decir, V — V' donde

p(r) =0), tal que:
/d3xp /d3xp +/ d>xp (7 (2.155)
v/

Ahora el término [/ d3xp(7) corresponde a la carga contenida dentro del volumen V', que
corresponde a la carga interior al volumen V (que se denominard g;,,;), de tal manera que:

/d3xp /d3xp +/

qlnf
= qint, (2.156)

por lo tanto

%E qm, (2.157)

La ecuacién (2.157) representa la forma integral de la ley de Gauss (que se ha deducido a partir
de su forma diferencial). La ley de Gauss es una de las ecuaciones de Maxwell que resumen los
fendmenos electromagnéticos. En términos del potencial eléctrico, la ecuacion (2.151) se puede
expresar como:

1 — — — — — —
(P = VEO=Y[-Vom)| =V [Vo()]
= —V%(7), (2.158)
es decir,
- 1
V() = ——p(7), (2.159)
0

La ecuacidn (2.159) se conoce como la ecuacion de Poisson.

Ejercicio 2.19 Demostrar la relacion (2.149).

Ejercicio 2.20 Una esfera de radio R posee una carga Q distribuida de manera que p(7) = ];C
donde r es la distancia radial medida desde el centro de la esfera y k es una constante. Calcular el
valor de k y utilizar la ley de Gauss para determinar el campo eléctrico dentro y fuera de la esfera.
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Ejercicio 2.21 Un cilindro muy largo de radio R tiene una carga Q distribuida de acuerdo con la
expresion:

p(P) = po <1—%), (2.160)

donde p es la densidad volumétrica de carga, pp y & son constantes, y p es la coordenada cilindrica
que mide la distancia de un punto al eje en el plano xy. Calcular el campo eléctrico producido por
este cilindro a una distancia d respecto al eje del cilindro, que puede estar dentro (d < R) o fuera
del mismo (d > R), utilizando la ley de Gauss.

Ejemplo 2.9 |

) Considere el campo eléctrico definido por:
oo q 7
E(f) = ———. 2.161
(I‘) 4mey ré ( )

En este ejemplo se demostrard que el campo eléctrico en mencion es irrotacional y se
determinard la densidad de carga que lo genera. Ademas, se calculard el potencial eléctrico
asociado.

Solucién: Para demostrar que el campo es irrotacional, se calculard el rotor del campo
eléctrico de dos maneras diferentes: utilizando notacion indicial y coordenadas curvilineas.
1. Mediante notacion indicial:

O B(7 9 5. |7 q . 7
VXE = —~ Vx|—|=—"F—v &0 |—
(F) 4re [ra] dmey KO [raL
q -~ _a
= %ei&jkaj{xk(xm) 2}
(
= L?jé‘i ” ((9~xk) (xlxl)f% + X (_ﬁ) (xlxl)f%fla(xmxm)
drey NV 2 L
Ojk 2xm0 i Xm
\ J J
(
q _a _a_
= 4—eiel~jk 5jk(x1x1) Z—axk(xlxl) 2 lxm(ajxm) , (2.162)
TEY
\ Sjm
por lo tanto:
V x E() = ﬁa&jk {5jk (xpx)” 2 — axg (xlxl)_f_lxj}
~ _a R _ay2
— —47380 {eieijk6jk ()C[.xl) 2 —aeieijkxk (_xlxl) 2 xj}7 (2163)
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y finalmente
V x E(?) = % e &jj (xlxl)_% —a(xlxl)_# €& jIXX
0 ~~
0
q a — —
— ——471:80 ra+2 (r X r) =0. (2164)

2. Utilizando coordenadas curvilineas: El rotacional en coordenadas esféricas viene dado
por:

6><Ez( 1 J(Essin®) 1 &E9>f

rsin@ 90  rsinf 0¢
| OE, 0JEy)\ ,
N (rsin@ 90 or )9
dEg 10E,\ .
(5215 )¢ (2169

Dado que el campo en estudio solo tiene componente E;, (Eg = Ey = 0) y que depende
exclusivamente de la variable r, se tiene que:

1 JE,, 10E,

VxE= ~=T$=0. 2.166
E= e a0’ v a8? (2.166)
En conclusion: .
V xE(7) =0. (2.167)
Para determinar la distribucion de carga, se utiliza la ley de Gauss:
- 1
V-E(?):g—p(?), (2.168)
0

1. Mediante notacion indicial, se tiene que:

B = e E@ —ev. |- = g (o)t
p(F) = &V-E(F)=¢gV [477:801’“] 471:8, [x,(xlxl) 2]

= AL (9ixz')(x1Xl)_%+xi<—g> (o) 27" 9 (mim)
—— 2 ——

47
L 8," meaixm
= 1 () ™2 — ax; (xx) "2 (O
4T |~~~ ——

3 5.

(2.169)
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Entonces,

pr)= L4

4 re
2. Aplicando la divergencia al campo eléctrico en coordenadas esféricas, se obtiene:

- o D/ & J heh E,
() = 0¥ £ = = (M)

& d r?sin OF, g d ? g 1
r2sin @ dr 1 ~r29r \ 1 4mey ra-!

_1d [(q 1
2 or \4mre3
q 3—a

== ) 2.171
4 r? ( )

(2.170)

A partir de este resultado, es posible calcular el potencial utilizando la siguiente expresion:

7 7 2!
- - gw.v:_/ 0 P
o) = — [ EG)-d w[M%W dl

o | 4TEY r’”
q Ty / q /r N—a 3./
= —— | —d¥r = ——— dr'. 2.172
drey r'e ’ 4rey Joo ’ : ( )
a)+1 | q Al-a)+1 J1-a)+1
471:80 ( drweyg |(1—a)+1 (1—a)+1
_ 1 r/(Zfa)
47[80 (2 — a) o
B 1 1
B 47r80 r2-a)  (2—a) 2|
q 1 1
= = 2.173
477:8() (2 - a)  4mey (2—a) r(2-a)’ ( )
con lo cual, se obtiene que
1 1
o(F) = — (2.174)

drwey (2—a) ra2’
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Ejemplo 2.10

) El potencial de Coulomb de apantallamiento estd definido por:
(=4 ¢ (2.175)
F)=—— .
¢ Arey 1’

donde A es una constante. Se desea calcular el campo eléctrico y la densidad de carga.

Solucion: Para determinar el campo eléctrico y la densidad de carga, se empleardn dos
enfoques diferentes: uno utilizando notacion indicial y otro a través de los operadores de
gradiente y divergencia definidos en coordenadas esféricas.

1. Mediante notacion indicial: El campo eléctrico asociado estd dado por

q _a,e A _r 1
ame | T ¢ l(r)]
g [ 1 _» _r 1
= 1 sl 7 20; | =
pr, e oi(r)+e %0 (r }
~ [ 1 r 1 _r -1
= —é e 10; (xjxj)* +e 19; (x;x;) 2}
g | 1 .1 -1 e ¥ -3
T Tane, | A ' <2) (jx7) zal(xlxl)+(_7> ()% 9% (xpxr)
L 2x;0;x; 2x79ix;
q | L ~ I -3
= g e T (xjxj) 2x 0 —ee * (xjx;) 2 x; 0ix;
i 5,[ 5ll
g [ 1 _ _r -3 A — -3
) _lr(e,xz)e *(jxg) 2= (@xi) e % (xpx;) 2}
q 1 N _Ll N 1
— _—— —_— A—— A —
4me ( )ere r e ”3>
q _r_, 1 1 1
N gy G S N S 2.176
47rgoe r( Arr r3) ’ ( :

por lo tanto, el campo eléctrico correspondiente es:

oo q e 7 (1 1
Ef)=——n—| —+—-]. 2.177
(%) Amey 12 (l + r) ( )
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Para calcular la distribucion de carga asociada a este potencial se utiliza:

PR = &V-E) =&V |[-Vo@)] = -aV- Vo] = -&V2o(

et | 4 | g let 'l
N &V drwey r ]_ 471:8,(9,[ r ] { ]}
P [aierz o (%)] (2.178)

__ 4 |%{de’F) Yo (1) e sv2 (L
--4 y +2<a,e A>a, ~) e 5V () (2.179)
——
L — 4783 (7)
de manera que:
-4 ai(aiei%) I\ o 1 _ R
p(7) = i [—r +2(die” )0, ~ | —d4me 18 (7)| . (2.180)

A continuacion se desarrollard de forma independiente cada uno de los términos
expresados en (2.180):

r 1 - 1 1 1 /1
die ¥ = —Ie*I(a,r) ——Ie 10; (x]xj)2 :—Ie*T (2) (x,x,)*%a, (x1x7)
2x18,»xl
= e () gy = e () (2.181)
o
por lo tanto
r 1 r
de F = ——e K (xjx;) 2x;. (2.182)
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Ahora, derivando la expresion obtenida en (2.182), se tiene:

0i(de ) = —%% [67%(961)6]')7%%}
= 7% (8,e_%) (xjx;) %xi+e %[al(xjxj)*%]x,

s
Sii
1 1 1 _r 1
= “72) 2¢ * () 2xi(xgxg) T 2xi e 5 (xjx7) 72 0 (XimXm) | i
2% 0iXim
r _1
+e 7 (xjxj) 7 i }
3
e 7 1 _1 _1 _3 _1
= —T —x(xjxj) 2xi(xjxj) 2X; — (xjxj) mea,-xm x,-+3(xjxj) 2

6im

1 [ 11,1 1 1 1 ./ 1 1 _1
= ——¢ 7 [—rz—rz—i—?a}:—el (——+3>, (2.183)
r

A Ar or 13 r A Ao
es decir,
(e F) = —re i (L0l (2.184)
ieie 2= A ) '
Ahora,
1 7% 1 _3 3
o, ) = 9 (xjxj) * = ) (xjxj) 20 (xpx) = —(xjx;) " 2x; 9y
2x1<9,~x1 5,'1
3
= —(xjx;) " 2x;, (2.185)

es decir,

3 (1) _ N (2.186)
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Al reemplazar las expresiones (2.182), (2.184) y (2.186) en (2.180), se tiene que:

p® = |2 a(aet) +2 (3 ) 8,-(%)—4%6/{53(}’)

I I SN AR SN A WIS T e

= et | (g2 ) 42 4 ()

R ;

- 4rxm g AZr 21r2+2lr2 410 (r)}

A S DR

= e g w0 (r)]. (2.187)

g |1 3
2. Mediante la aplicacion del gradiente y la divergencia en coordenadas esféricas se
deduce que:
S > [ g 7 g 10 [e 7).
E=-V¢=-V|—— | =—"— | — 2.189
¢ (471'8() r ) 4meg hy or ( r ) e ( )

] 5 o
E=-1 <_€ S )a. (2.191)
r

Ahora, la densidad de carga estd dada por:
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= Lo () (e ) (B ametoi
- = {V.(M er>+<Ve l).(r3)+47re 75 (r)}. (2.192)

Usando la divergencia y el gradiente en coordenadas esféricas (sin considerar derivas
sobre las variables 0 y ¢), se tiene que:

= —<V. | — Ve 7
p 47 { < Ar er> Ve

_oa ] v 9 (hehgeE (19 N\ (F e
Y ; h,h9h¢8r< h, Ar + hrare 1 )e,. 3 +4me %87 (F)

_ %{—%4—4%_/{53(?)}. (2.193)

En la anterior expresion se ha tenido en cuenta que hy =1, hg =r, hy =rsin6.

Ejercicio 2.22 Se tiene que el campo eléctrico en una region es:

E = krF, (2.194)
donde k es una constante. Para la situacion descrita, encontrar:
1. La densidad volumétrica de carga (p).

2. Calcular la carga total contenida en una esfera de radio R, centrada en el origen, utilizando la
ley de Gauss.

2.5 Trabajo y Energia

Se sabe que la fuerza ejercida por un campo eléctrico E (¥) sobre una carga Q es:

F(¥) = QE (7). (2.195)
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Figura 2.12: Cancelacién de la fuerza eléctrica por una fuerza externa F,y en el movimiento cuasiestatico.

Ademads, se puede expresar el campo eléctrico como:
E(7)=-Vo(7), (2.196)
de esta forma, la fuerza eléctrica se define como:
F#) =-VI[Qo ). (2.197)

La expresion [Q¢ (7)] es una funcién escalar denominada energia potencial eléctrica U (¥). Por
lo tanto, la fuerza eléctrica puede expresarse en términos del gradiente de la energia potencial, tal
que:

F(7)=-VU(®). (2.198)

El trabajo realizado por esta fuerza se define como:

B _ B B
W = —/ F(7).di— —/ VU (7)-dF = —/ dU (7) = —U (7) | = — (U(Fs) —U (7).
A A A
(2.199)
por lo tanto,

Wz = —AU (7). (2.200)

Este resultado muestra que el trabajo realizado por la fuerza es independiente de la trayectoria,
y si la trayectoria es cerrada (ver figura 2.13), este trabajo es nulo. Por lo tanto, se concluye que la
fuerza electrostética es conservativa, lo que implica que el campo electrostatico también lo es, en
virtud de (2.196).

En general, a toda fuerza conservativa se le puede asociar una energia potencial, y el trabajo
realizado por dicha fuerza es igual a menos el cambio de la energia potencial asociada. La energia
potencial se interpreta como la capacidad de una carga Q para realizar trabajo debido a su posicion.

La energia potencial eléctrica dada por (2.200) también se puede entender como el trabajo
minimo necesario para mover la carga Q desde el infinito hasta la posicién 7 (donde existe un campo
eléctrico E(7) y un potencial ¢ (7)), en contra de la fuerza eléctrica. Este trabajo seria realizado
por una fuerza externa, y serd denotado como Wey;. Para calcular el trabajo externo, se considera
que la carga Q se mueve de manera cuasistdtica, es decir, aplicando una fuerza externa Foy que
contrarresta la fuerza eléctrica F en cada punto de la trayectoria, como se muestra en la figura 2.12.
Esto se expresa como:
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e
&)

Figura 2.13: Representacion grafica de una trayectoria cerrada.

Fy=F+Fg=0. (2.201)

Por lo tanto, el trabajo neto para llevar la carga de 7/ — 0 a 7/ — res:

Woet = /rﬁm (7)-dF = — /VF*E (7)) - dF' = —QLVF? (7)) -d' = Q[p(F) — (=)].  (2.202)

oo oo

Si se asume que @(e0) — 0, entonces el trabajo externo es:

Wext = Q0(7) = U (7). (2.203)

El resultado anterior muestra que la energia potencial U (¥) representa el trabajo externo minimo
necesario en contra de la fuerza eléctrica para mover una carga Q desde el infinito hasta el punto
7 (bajo la condicién de ¢ (¥ — =) — 0). Es crucial distinguir la energia potencial que posee una
carga en una region donde hay un potencial eléctrico (definida por (2.203)), de la energia potencial
eléctrica de una configuracién dada de cargas que se explicard a continuacion.

Energia potencial de una distribucion de cargas discretas y continuas

Para calcular la energia potencial de un sistema compuesto por N particulas cargadas, es
fundamental determinar el trabajo necesario para configurar dicho sistema. Una estrategia consiste
en llevar cada una de las cargas, una por una, desde el infinito (donde se establece el potencial
de referencia ¢ = 0) hasta su posicién en la configuracién deseada, y medir el trabajo minimo
requerido en contra del campo eléctrico para desplazar cada carga. La energia potencial del sistema
serd la suma de los trabajos individuales.

Como ejemplo, se considerard la configuracion de cuatro cargas puntuales descritas en la figura
2.14 y se calculard la energia eléctrica asociada a dicha configuracién. Inicialmente, se asume que
las cargas estdn lo suficientemente separadas para que la interaccion electrostatica entre ellas sea
despreciable. Luego, se procede a llevar una a una cada carga hasta alcanzar la configuracion final,
tal como se esquematiza en la figura 2.14.

Al posicionar la primera carga g, no se requiere realizar trabajo, ya que se parte del supuesto de
que las otras cargas eléctricas se sitdan en el infinito, por lo tanto, su campo eléctrico en la posicion
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q3

q1

Figura 2.14: Configuracion de 4 cargas puntuales en el espacio.

7 es insignificante. Para desplazar la carga ¢, hasta la configuracién deseada, es necesario realizar
trabajo en contra de la fuerza eléctrica originada por la carga g; (ver figura 2.15a). Este trabajo

viene dado por:

1 6]1}

W = ) = _—
2 201 (r2) e |:477:80 ‘72 —71|

1 qqi
—_— (2.204)
477:8() |r2 — I |

donde el potencial @) (7,) representa el potencial generado por la carga g en la posicién 7, (donde

se encuentra la carga g7).
Para desplazar la carga g3, es necesario realizar trabajo en contra de la fuerza eléctrica generada

por las cargas previamente posicionadas g1 y g» (consultar figura 2.15b). Este trabajo se expresa

Ccomo.

W = q3[@1(3) + @2 (73)]

_ 1 qi n 1 q2
& 477:8() ’?3 — ?1 ‘ 471'8() ‘?3 — 72|
I gq 1 @2 (2.205)

47'[80 ‘73 —71 ’ 477:8() |73 — ?2| ’

donde ¢ (¥3) representa el potencial generado por la carga g, en la posicion 73, y ¢, (73) es el

potencial creado por la carga ¢, en la posicion 73.
Por dltimo, el trabajo necesario para colocar la cuarta carga g4 serd (referirse a la figura 2.15c):
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(a) (b)

(c)

Figura 2.15: (a) Trabajo para desplazar la carga ¢, a la posicién 7}. (b) Trabajo para desplazar la carga g3 a 73. (c)

Trabajo para desplazar la carga g4 a 74 .
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Wi = qa|@1(7s) + @2 (7s) + @3 (74)]

~ 1 /AN 1 @2 1 93
Areg [Fy — 71| Amey |4 —To|  Amey [F4 — T3
_ b qaq I quq I qaq3 (2.206)

47'680 |74—71| 471'80 |74—72| 471'80 |74—?3| ’

siendo ¢ (74) el potencial debido a la carga g; en la posicién 74 (donde se ubicara la carga g4),
¢, (74) el potencial generado por la carga g, en la posicion 74, y finalmente @3 (74) es el potencial
generado por g3 en 7y.

El trabajo total para formar la configuracién de cuatro cargas mostrado en la figura 2.14 es:

Wr = Wi+Wo+W3+Wy

1 qq 1 g3q I g3q2
51-71'8() |72 — ?1 ’ 471'80 |73 — 71‘ 471'80 ’?3 — 72L
Z, Qt ne
2 Li=1 l;éjm 0| |
1 qaqq 1 qsq2 I qaq3 (2.207)

Amey [Py — 71| Amey [Py —To|  4mey [Py —Ts|’
lo cual se podria expresar como
1 4 4 1 i 1 4
:EZ 24_} | :EZQi(P(?i)~ (2.208)
i

=

o(7)
Por lo tanto, el trabajo necesario para conformar un sistema de N cargas puntuales se generaliza
de (2.208) y se expresa como:

=

Wr = (2.209)

N =
™=
Q
S
=i
I
<

lqjgél' ‘ _?j|
i#]

N J/

o(7)

NIP—*

i

resultado que se interpreta también como la energia potencial electrostética del sistema de N cargas

puntuales.
En el caso de una distribucion continua de cargas se puede generalizar la sumatoria en la
expresion (2.209), de manera que se escribe como:

1 L
=3 / dd (79 (7). (2.210)

Abhora, si se considera que la carga se encuentra distribuida en un volumen V' y caracterizada
por una densidad p (¥), la relacién anterior se expresa como:

=3 /V xp (7) 0 (7). 2.211)
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La energia eléctrica se puede escribir exclusivamente en términos del campo eléctrico, para lo cual
se tiene en cuenta la ley de Gauss en forma diferencial

p(F)=&V-E (7)), (2.212)
a partir de lo cual se obtiene que
1 -
U= —/ dxe [V-E(?)} (7). (2.213)
2 )y
Ahora, utilizando la identidad vectorial:
V- e ME®)| = [Vo@)|-ER)+0() [V-E@), (2.214)
se determina que
oM [V-E@| = V-[eME®| - | Vo) -Em)
5’,_/
—E(7)

= V- o@E®|+E@®-EM

— V. ]e@®ME®|+E2®. 2.215)

De tal forma que la expresion para la energia eléctrica se puede escribir como:

U = %/Vd3xeo{§- [¢(7)E(7): +Ez(?)}

1 = = 1 =
= = / d>xeyV - [qo (F)E (?)] + = / d>xeoE* (7). (2.216)
Y 2J)v
Al aplicar el teorema de Gauss sobre la primera integral, se tiene que:
& S, &
v="2 7{ da- [pME®M) +2 / BAEX (7). 2.217)
14
S

La superficie S en la anterior expresion, representa la frontera que delimita el volumen V. Si dicho
volumen se extiende hasta abarcar todo el espacio, la evaluacion de los campos en puntos de la
frontera que se encuentran en el infinito, donde el comportamiento del potencial eléctrico y del
campo eléctrico es:

| . 1
p(F)~~-—0, E(F)~-5—0, (2.218)

r r

conlleva a que la integral §da- [(p()_c')E (?)} tienda a cero:

faa-fpmew] ~ fran](2) (3)

S

~ lim dQ(1>
r—oo r

s
— 0, (2.219)
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E
q

donde da = r?dQ = r*sin0d0d¢. Por consiguiente, la energia potencial electrostitica de una
distribucién continua de carga se expresa como:

1 . 1 S
U= /V PxegEX(F) = /V B [zeoEz(r)]. (2.220)

El resultado anterior, permite concluir que la energia electrostatica se encuentra distribuida de
forma continua a lo largo del espacio, con una densidad de energia dada por:

Ug = BSOEZ(?)} . (2.221)

La energia potencial electrostatica de una distribucion continua de cargas se describe inicamente
en funcion del campo eléctrico, lo que sugiere que el campo eléctrico en si posee energia.

jemplo 2.1 I|

Tres cargas puntuales estdn situadas en las esquinas de un cuadrado con lado a, como se
muestra en la figura 2.16. ; Cudnto trabajo se debe realizar para llevar una carga +q desde
7 — oo hasta la esquina superior derecha del cuadrado?

y
qB = —4 9D = ¢
________________ 4T\&

- \_/
I 1
! |
I 1
I 1
! ;

|
I a
I 1
! |
I 1
I 1
! |
I 1
L ga=q qc = —q‘l

x

Figura 2.16: Configuracién de un sistema de tres cargas puntuales localizadas en las esquinas de cuadrado de la
lado a; una carga +¢ se ubicard en el cuarto vértice.

Solucién: El trabajo necesario para traer la carga +q y situarla en la esquina superior
derecha del cuadrado se calcula de la siguiente manera:

W = q9(7), (2.222)

donde @(7) es el potencial debido a las otras tres cargas en el punto 7, donde se ubicard la
carga +q. Este potencial, considerando el origen de coordenadas en la carga +q, se obtiene




Q4

como.

P(F) = 014(F) + 94 (F) + 94 (7)
(ot ) (e (52

g 1 n —2q 1
 4meg\2a 4meya
q 1/ 1
=——=-2). 2.223
dmey a (\/5 ) ( )

W=gqgp=——=" (i—2>. (2.224)

A continuacion, se determina la energia necesaria para configurar este arreglo de cuatro
cargas. Utilizando el resultado previamente derivado:

gl .
U=3 Y qai0(7), (2.225)
i=1

que para este caso en particular se expresa como:

1 .
U=3 Y qi0(7), (2.226)
i=1
por lo tanto

U= =[qa0(Fa) +q0(78) + qc@(Fc) +qp@(7p)]

[(+q)9(Pa) + (—q@)9(Fs) + (—q)@(Fc) + (+q)@(7p)]
[(7a) — ¢(7) — @(Fc) + 9 (7p)] - (2.227)

NILQ{QN ==

Calculando cada potencial en las posiciones indicadas:

I ¢ Il —q 1 —q

S 1
0(Fa) = 4meg \2a + Amey a + dmey a 4w

1
<% — 2) , (2.228)

. 1 —q 1 ¢ 1 ¢ 1 g 1
= 1 E N 2.229
¢(7s) Amey v/ 2a + 4mega  4mega 4Ameya V2)' ( )

. I g 1 q 1 g 1 g
o(7c) p

_ q 9_ 2.230
¢ Aneg\2a 4meya 4Ameya  4Ame ) ’ ( )

Fuerza y campo eléctrico
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. 1 g 1 —¢q 1 —¢q 1 g/ 1
= _—t = = | —==2. 2.231
¢(7p) 4mey \/2a + 4mey a + 4mey a  4meya ( )

Por lo tanto:

gl 1 g1 ) 1 ¢ ) 1 1 ¢ ) 1 L 1 g/ 1 )
© 2 |4megya \ V2 4meya V2) 4rmeya V2) 4mega \\2

1 1 1 11
7 " 4 [——2—2+——2+—+——2}

" 24mega |2 V2 V2 V2

g 1 q( 4

9 1 9( = _g). 2.232
247t£0a(\/§ ) ( )

por:

2
v= 92 (i — 2) . (2.233)

Ejemplo 2, lq

A

Se desea determinar la energia almacenada en una esfera solida cargada uniformemente, la
cual posee un radio R y una carga total q. Este objetivo se alcanzard mediante dos enfoques
diferentes: en el primero se deducird la energia a partir de la ecuacion (2.211) y en el segundo
a partir de la expresion (2.220).

Solucion: Para deducir la energia eléctrica a partir de la densidad de carga y el potencial
eléctrico, se parte de la expresion:

L I N
U— Z/Vd xp (7)o (7). (2.234)

Para hacer uso de la expresion anterior, es necesario evaluar el potencial eléctrico dentro y
fuera de la esfera, asumiendo que el potencial en el infinito es cero. Asi, se tiene que:

o) =— L 'E (7)-dr. (2.235)

A partir de la ley de Gauss, se puede determinar que el campo eléctrico dentro y fuera de la
esfera estd dado por (lo cual se deja como ejercicio para el lector):

7 - ro.
q n (7) q

Epu(F) = —— = =1 7 2.236
ou (7) dreyr? " e R ( )
Ahora, utilizando el vector d7 en coordenadas esféricas:
di =drf+rd00 +rsin0d¢ ¢, (2.237)

se establece que el potencial eléctrico en un punto exterior a la esfera (r > R) es:
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Pout (F) = —/ E(7)-dr

; A

= _/ [47?801”;2] [dr'#+1d80 + 1 sin0d¢ ]

q rdr q 1"
- _ R S - 2.238
4mey Joo 72 47758()|: r’] ’ ( )
por lo tanto:
qg 1

@our (F) = dmeo (2.239)

Realizando un procedimiento similar, es posible determinar el potencial eléctrico en un punto
7 dentro de la esfera (r < R), para lo cual se tiene que:

on(®) = ~ [ E@-ar

R
= / ouz dr—/ Eln

R
q F i 5
= _/ {%’72].[drr+rd99+r'81n9d¢¢]

7 /
-/ {—47[80 - } [dr'7+1'd08 -+ sin0d9 ]
R r
q dr’ g 1 / /g0
- N d 2.240

4rey Joo 1r? Amey R3 JR rars ( )
donde se ha tenido en cuenta la ortonormalidad de los vectores base en coordenadas esféricas.
Al realizar las respectivas integrales, se tiene que:

o g [ 17% g 1

P - N ~ =

Pin drey | 1], 4megR3 [ 2 |,
_ g9 1 g 1 (P~ R)

Ameyg R 4mey 2R3

_ a1l e p
- 47r£oR_1 T R)]

1 2 2 2
= ira 2R3 (2R*—r* +R?), (2.241)
es decir, |
- q
Oin (F) = yr—TE (3R*—1r?). (2.242)

Retomando el cdlculo de la energia eléctrica, se debe observar que en la expresion (2.211),
el volumen de integracion se extiende a todo el espacio. Por lo tanto, dicha integracion se

Fuerza y campo eléctrico
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debe realizar dividiendo el espacio en dos regiones: interior y exterior a la esfera y tener en
cuenta que la densidad fuera de la esfera es cero. Asi, se tiene que:

U = /d3xp

= 2 d3xp( )(pm / d3xp )(Pout( )
Vin
O

= % d*xp (7) oin (7). (2.243)
Vin

Dado que la carga estd distribuida uniformemente, se tiene que

q 3q

- q
r:—:—:—’ 2.244
a partir de lo cual, se obtiene que:
1 3q 1
- d3 R2_
v 2/v x[47tR3] {47‘5802R3 (3 r)}
1 1 2
_ 5(43;1?3) (47[802R3)/ // P sin0drd0dg (3R — )
1/ 3q 1 22 4
= = 4 dr (3R
2(47:R3> <4 802R3)( ”)/ g )
1/ 3q 1 ¢ /R 20 4
= = — 1 3R%2 — ) d
2<4irR3> (802R3) , CRr=rt)dr
R
1 3q 1 g AR P _r5
2 \4nR3 ) \ 2R3 3 5/,
_ L 3a N\ (L a )\ (4ps
2\47nR3 ) \ &2R3 ) \ 5
1 (34
= g), (2.245)
es decir,
1 (3¢
= 2omee (%) , (2.246)

La manera alternativa de llegar al mismo resultado es a partir de la ecuacion (2.220),

1
U=- / d>xeoE? (7). (2.247)
2J)v

Para este caso, se deben considerar los valores del campo eléctrico dentro y fuera de la esfera.
Asti, se tiene que:
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u=25 [ 5 E2 (7 )+ B E>

5/, | dxEg, (7). (2.248)

Utilizando los resultados conocidos para el campo eléctrico, se tiene que:

~72
& 3 q & 3 q 1
U = 2| $x|-L L P

R 27 1172
_ E/ // P sinfdrdodg [—q —3] r
8() 27
0drdod -
Sh [ rsnoar 4480] -
2
&[ g 1 /R q /°°1
B I d 4| 4 ~d
2 {47:801%3] (4m) J, ridrt {477:80] (47) fo 24"

R I’
L¢P +1 7 1
"~ 24megyRO\ 5 , 24me \ 1

R
5
1 ¢ (% 1
= 1 |24 2.24
24mey <R6 * R)’ (2.249)
con lo cual se obtiene el resultado ya deducido:
1 3¢4%

= — . 2.250
207ey < R > ( )

Ejercicio 2.23 Demuestre las ecuaciones (2.236).
Ejercicio 2.24 Utilizando la expresién de la energia potencial dada por:

807{da P E ( *}+%/d3x1§2 (), 2.251)
\%4

encontrar el campo eléctrico fuera de una esfera de radio R (r > R) y densidad uniforme p(r).
Tomar el limite cuando r — oo en el resultado. Demostrar que este resultado es igual al encontrado
en (2.250).

Ejemplo 2.13
A |

En este ejemplo se considera dos cascarones esféricos concéntricos con radios a 'y b. Se
asume que el cascaron interior lleva una carga q y el cascaron exterior una carga —q. El
objetivo es calcular la energia de esta configuracion.
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respectivamente .

Resolviendo la integral:

ey

Figura 2.17: Configuracién de dos cascarones esféricos concéntricos con radios a y b, con cargas g y —g,

Solucion: De acuerdo con la ley de Gauss, el campo eléctrico solo estd presente en la region
comprendida entre los cascarones y estd dado por:

por lo tanto, la energia del sistema se determina mediante:

= q T
E=—— 2.252
ey r2’ ( )
& & ?
3.2
— E“(
/dx / {47‘580r2]
2
= <4ﬂ£0> /// rsm@drd@d(])—
€ q
2 (4 2.2
2 (47reo) ”/dr (2:253)
2 b
y - 14 (1
24nep \ 1),
2
q I 1
= L (Z_2). 2.254
8mey (a b) ( )

Una manera alternativa de llegar a este resultado es recordar que el campo eléctrico E es
consecuencia de la superposicion de los campos debidos a las cargas q y —q, dados por:

~

q T
Ameg r?’

~

4 7 (2.255)
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de manera que el campo eléctrico de la configuracion es:
E=E +E,. (2.256)
Por lo tanto,
8 8 5 5 2
v = D[P =2 [ @B ) @)
2 Jv 2 Jv
8 7 > _' - = —
— 30 /Vd3x [Elz (F)+E3 (7) +2E, (7) - E» (r)]
8 o d —
- 30/ dx [EF (7) + E3 ()] + & / d*xEy (7) - Ex (7). (2.257)
v %

Evaluando cada término,

U / / /2”r sin@drd0d¢ [4 &rz}
///an smGdrde(b[—%r—]

2n qg 7
- 41 @2
& / / | Psinodraodg {4%0 rz] { i r2] (2.258)

En la ultima igualdad de la expresion anterior, se ha tenido en cuenta que el campo generado
exclusivamente por el cascaron esférico de radio b es cero en su region interior (r < b), y por
ello la integral solo se evaliia teniendo en cuenta como limite inferior el punto r = b. Ahora,
resolviendo las integrales, se obtiene que:

2 2
& q /°° 1 & q /°° 1
U = —|— 4 —dr+—| — 4 —d
2 (47‘580) (4) a 12 rt 2 (47‘680) (47) b r? '

2
_ 7 (é - 1) , (2.259)

lo cual es consistente con el resultado obtenido anteriormente.
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Ejercicio 2.25 Demostrar la ecuacién (2.252).

Ejercicio 2.26 Considerar un cascarén esférico de radio R con una densidad superficial de carga
uniforme . ;Cudl es la energia electrostatica almacenada por dicho sistema? ;Qué sucede cuando
el radio de la esfera disminuye?

Ejercicio 2.27 Considerar una distribucién de carga esférica para la cual la densidad de carga
volumétrica tiene la forma:

p(F)=kr™ 0<r<R, (2.260)

donde k y n son constantes positivas. Calcular la energia electrostatica asociada con dicha distribucién
de carga. ;Para qué valor de n la energia es finita?

2.6 Dipolo Eléctrico

=

Figura 2.18: Dipolo Eléctrico. (a) Diagrama para calcular el potencial y campo eléctrico en 7. (b) Lineas de campo
eléctrico de un dipolo eléctrico.

Un dipolo se interpreta como un sistema constituido por dos carga puntuales de igual magnitud
y signo opuesto (ver figura 2.18). El potencial debido a este sistema es dado por:

10 1 (-9

*)= =l T ame = (2:261)
De la figura 2.19 facilmente se puede determinar que:
Fo=7_+7, (2.262)
Fe=7F 47, (2.263)
donde 7’ es un vector que determina el centro de masa del dipolo eléctrico. Asi que:
o) =2 : ! (2.264)

amey | [F—7 =7, [F—7'—F
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Figura 2.19: Definicién de coordenadas 7.’ y 7,/ en el dipolo eléctrico.

La segundo término en (2.264), se puede escribir como:

_1
N aNE
‘r—r’—r |

1
o s o 12 -2
R S e GO S 2 (2.265)
PP |
Ahora, definiendo:

7]

=7

—¢, (2.266)

y bajo la aproximacién [F —7'| > ‘?/_ , se determina que € < 1. Respecto a la proporcionalidad
con € del segundo y tercer factor en el radical de (2.265), se tiene que:

P(F=7)  r|F=7|cosax ¥ cosa Y 1_8
[ T T e BN ’

=/ 2 / 2
A ( rl ,|> _ 2 (2.267)
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Manteniendo exclusivamente factores a orden €', en la expresion (2.265), se tiene que:
-4
1 -l 2 - (F=7)
_— & |F-F l-— = . 2.268
F—F —F| =7 { 77| (2209
Ahora, de la expansion en serie de potencias:
n 1 2 1 3
(1-x)"=1 —nx-l—an(n— 1)x —yn(n— Dn—=2)x"+---, (2.269)
identificando
1 2 (F=7)
n— ——, X = ———, (2.270)
: =7
resulta que:
_1
| 2 - (F—7) : _ ( 1) 2 (F—72)
77 2 P
2
+1 1 1 ! 2 (F—=7) N
2! 2 2 7—7)?
=l (=
G ;)+0<82), 2.271)
7|
de manera que en aproximacién a primer orden en <|?i},| > , se tiene que:
_1 .
27 - (F—=7) : Fo(F—F)
=7 =7
Entonces
d ql d ~ 414 1+?L (?—j’)
F—7 =7 | 7= 7| F—7|
1 A7)
= 2.273
=7 =7 (2273)
Ahora, teniendo en cuenta que 7/, = —7’_, se tiene que:
1 B 1
F—F = P-4
1 7 (7!
~ r_(F-7) (2.274)
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Entonces, el potencial eléctrico debido al dipolo, en puntos muy distantes al centro de masa del
mismo, se puede expresar cCOmo:

0 L
*()= Tre [\7—7'—7f+| |7—7f—7'_}]

ol 1 J.-v) 1 AL.@-7)
Tdne |[F-F )P P77
1 20(—F_)-(F=F
o(=r'-) (;’ ) (2.275)
4mey 77|

Identificando el vector d = (—217’ ), como el vector orientado desde la carga negativa del dipolo a
la carga positiva, se tiene que:

—

1 Q(d)-(F-7)
= . 2.276
(P(l”) 471'8() ‘?_?l|3 ( )
La cantidad Qci se denomina momento dipolar eléctrico, tal que
7=0d, (2.277)
y por lo tanto
1 p-(F=7)
r)= . (2.278)
Ejercicio 2.28 Demostrar que el campo eléctrico del dipolo es dado por:
S 1 |3(F=7F)-p . p
E(¥) = -7 (2.279)
") arwey | |7 — ?| ( )~ \r—r|

Ejercicio 2.29 Demostrar que el campo eléctrico (2.279) es un campo irrotacional.

Torque Sobre un Dipolo Eléctrico

En esta seccion se analiza el comportamiento de un dipolo eléctrico cuando se encuentra
expuesto a un campo eléctrico externo. Cada carga del dipolo estd sometida a la accion de una
fuerza eléctrica, tal como se ilustra en la figura 2.20, lo que provoca la aparicién de un torque sobre
el dipolo eléctrico. El torque resultante, considerando el centro de masa del dipolo como origen, se
expresa como:

T, =7 XF_ +7. xFy, (2.280)

donde se cumple que,
=7 (2.281)

Asumiendo inicialmente que el campo eléctrico es uniforme, resulta que,

F,=—F, (2.282)
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Figura 2.20: Dipolo eléctrico en un campo eléctrico externo.

de manera que

— 27, x F, = 27, x (QE) — 0d xE, (2.283)
N <~
i P
es decir,
2, =pxE, (2.284)

El torque que experimentaria un dipolo en presencia de un campo eléctrico homogéneo suele llevar
al dipolo a orientarse en la direccion del campo. En contraste, cuando el campo eléctrico no es
homogéneo, cada carga del dipolo experimenta una fuerza que depende de su posicion en el espacio.
Como resultado, el dipolo se vera sometido a una fuerza total dada por:

F = 17“++I7“_:QE++(—Q)E_:Q(E“+—E“_>

= 0|EF)-E(F)]. (2.285)

donde 7, y 7_ son los vectores de posicion de las cargas Q y —Q, respectivamente, en relacién al
origen de coordenadas O como estan indicados en la figura 2.19.

De la figura (2.19). se tiene que 7’ define el vector de posicién del centro del dipolo, 7, la
posicion de la carga Q en relacién al centro geométrico de las dos cargas y 7 la posicion de la carga
—Q con respecto al punto en mencidn, entonces,

F=0 [E (7s) — E (7,)} ~0 [E* F4+7)—EF+7)]. (2.286)

Ahora, se considera que |F| < |F| y |[F—| < |F|, de manera que se puede realizar una expansién en
serie de Taylor en torno a la posicion 7. La expansion se realiza teniendo en cuenta que para una
funcion escalar f (1) de una variable, el polinomio de Taylor en torno de un punto ug viene dado
por,

fay=y LA

el (u— up)". (2.287)
n=0"""

X—rU(

Ahora, en el caso de una funcion de varias variables, las derivadas se realizan sobre ellas de manera
que se convierten en parciales y la serie de Taylor de f (if) = f (ux, tty, ;) en torno a (iuy, iy, Uz )
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se define como,

. c© o0 oo 1 a(n+m+l)f(ﬁ0) " m /
fd) = n;) ”;Ol;)n!m!l! QLI Il (e = 130)" (sty =)™ (4 — 0 (2.288)

que al considerar los primeros términos se escribe:

df (40 d f (i, d f (i,
f@) = f(io)+ (uxy—uy) ]‘;(Lz ) + (”y - ”y0> J;Ety()) + (uz — ) %ZO)
1 9% f (i 02 f (i 9> f (i
+§ (t — Uy )2 (J;LE;O) + (”y - ”yO)z (];Lfy;t()) + (u — ”zO)Z (];LE;O)
92 (i 92 f (i
(I/lx MxO) (My Myo) alj:;g:fy) + (ux - uxO) (uz uzO) alj;(au;)
9> f (o)
+ (uy ”‘yO) (”z zO) auyauz }
= f(do)+ | (@~ 7o) V| £ (di) + - (2.289)

En el caso del campo eléctrico E (i) = E; (ii) €;, la serie de Taylor para la componente E; se expresa
como,

E/(@) = Ei (o) + | (i — i) - V| Ex (o) + -+ (2.290)

de manera que,

= E(iio) + | (ii— i) -V E (i) + -+ (2.291)

Uy — 7 , Uu—7+7, (2.292)
se tiene que,
E(+7)=E@)+ (7 V)E@) -+ (2.293)

Siendo que |F+| < |F|, se puede aproximar la relacién anterior a

E(F+7) ~E @+ (?vi . %) E(@). (2.294)
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Con lo cual,
Fo— Q[EG+7)~E(F+7)]
= o{[E®+(7-V)E@®] - [E@+(7-V)E@]}
— o[(r V)E®- (¢ V) EW)
— 0| -7)-V|E®
i
_ LQQ'V E(7), (2.295)
7

de manera que la fuerza que se ejerce sobre el dipolo eléctrico debido a un campo eléctrico externo
no homogéneo es,

F= (ﬁ : %) E). (2.296)
Ahora, el torque que ejerce el campo eléctrico sobre la carga +Q y medido respecto al origen 0,
estard dado por:

B = FoxF(7) =7 x |QE (7)| = Q(F+7) xE(F+7)
~ Q(F+7) x [EM+ (7.-V)E)]
- Q{(?xE)—i—rx[(r’ V)E(r)}w;xE(?)Jr?;x[(7;-%)5(?)”. (2.297)
En forma similar, sobre la carga —Q el torque serd:
to= FoxF(F)=F x |-QE()| =—QF+7) < E(F+7)
—Q(F+7) x [E (7) + (7;-%
- —Q{(er>+r><[(7;-*)E(?) +?;><E(?)+?;x[(?;-%>

El torque total se expresa como,

12

i

(?)] } .(2.298)

T, = T +7%, (2.299)

por lo tanto

T = Q{(?xﬁ)wx:(aﬁ E(?):+*;XE(?)+?;X[<* -6) (7)}}
@] V)E (7
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que al simplificar factores, toma la forma

0 OF x < (?;—?;)ﬁ E(7) +Q(?;—?;)><F?(?)
—_— —
\ d d
+QF, x [(?ﬁr-%)ﬁ(?)} — QP X [(?; V)E(?)]
7 x (QJ) 6] EF) b+ (QJ) « E (7)
— —
R P
+an:(ﬁ,%)ﬁo§-—gnx[<a §)ﬁﬁﬂ
7X[Qa%)ﬁwﬂ+ﬁxéoq+gax Qv§)ﬁﬁﬂ
~o7 x |(7--V)E@)]. (2.301)
Abhora, al tener en cuenta que 7. = —7*, se tiene que:
= ix |[(FV)E@|+FxE@+07 x [(7:-V)E@)
-0 P x { PV E(?)
i
x [(5V)E®)]+5xE@)+07 x| (7 V) E@)]
—an[ ﬁ,%)ﬁoﬂ, (2.302)
es decir,
@:?x[@a%)ﬁ@ﬂ+ﬁxﬁaﬁzrxﬁ+ﬁxﬁﬁy (2.303)

El segundo término en (2.303) se interpreta como el torque alrededor del centro del dipolo, en tanto
que el primer término se entiende como el torque medido respecto al origen O producido por la
fuerza resultante que actta sobre el dipolo y la cual se aplica en el punto 7.

Ejercicio 2.30 Mostrar que la energia potencial de un dipolo cuando este esta sometido a un
campo eléctrico uniforme E es dado por,

U=—p-E. (2.304)

Probar que el resultado (2.304) es valido atin cuando el campo eléctrico externo es no homogéneo.
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“
dq' = p(7")dV’

\
(

Figura 2.21: Diagrama para calcular potencial y campo eléctrico de una distribucion de carga caracterizada por una
densidad p(r').

2.8 Desarrollo Multipolar de Campos Eléctricos

Una distribucién de carga que ocupa un volumen V, caracterizada por una densidad de carga
p(r') (ver figura 2.21), tiene un potencial eléctrico dado por:

1 p ()
Ae— [ av’ , 2.305
PO =y o
Se tiene que:
o 1 _ 1
PPl o)) (R—2FF472)
- 1 1 1
(P2 — 27 74 12)? r(1—2§f+§)%
1
1 o7 .7 2\ T2
_ ! (1_r_2r+r_2> | (2.306)
r r r

Si se considera un punto 7 muy alejado de la distribucion de carga en estudio, es posible expandir
. - o — . . ., 7 P! .
la cantidad |F — 7| ! en una serie de potencias en funcién de “- (- < 1), para lo cual se tiene en
cuenta la expansion en serie de Taylor para x < 1 dada por:

1 1 3
(1—x)‘%:1+§x+§x2+---, (2.307)
con lo cual, al identificar,
I3 2
p T (2.308)
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se obtiene que,

es decir,

1 Foro1|3@ 7 2 3277 3
Sol+—+= | —s——=+> o +-
r r 2 r4 r 20 4 8 rt
1 ~ =~ - 1 \1,/
L r r% r3 r )

1 FE L3 2
oy r3 2 r r3
L PR OL[3F-RFEE) P
oy r3 2 rd r3

roorr 2 P
1 7.7 11
= 7 rr3r 575 3x§x,~x;~x]—r'2 "
XiXi
1 FF 1]
= 71t 3 +§r_5(3Xfxixljxj—r'25ijxi)€j), (2.310)
1 1 77 dlxxj L, .,
P ST T GG —rtey). 2311)
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Asi que, el potencial se puede expresar en la forma,

o) ~ g [ v 2

47758() 74

L

4rey Jv
1 1

- ! =/ L / - :
_ /de(r)+4n80 av'p ()=
————

dreg rly

0

11
+—4ﬂ805x;’5‘f /V dv'p (7 (3x§x}—r’26,~j), (2.312)

por consiguiente, el potencial se expresa como,

o) = — /de (7)

47r80 r 47reo 3

1 xix;
ine i [ @0 () (3,26, 2313)

El primer término en (2.313) se interpreta como el potencial que surgiria si la carga total Q
estuviera concentrada en el origen. El integrando del segundo término es una generalizacion del
concepto de momento dipolar para una distribucién continua de carga, conocido como el momento
dipolar de la distribucion de carga:

B= / av'p(#)7, (2.314)
1%

y por lo tanto, el segundo término en (2.313), representa el potencial que surgiria si un dipolo
puntual con un momento dipolar y carga Q estuviera ubicado en el origen de coordenadas. El tercer
término de la expresion (2.313) puede simplificarse al introducir la cantidad:

2= /V dv'p () (3xix; — 12 8;) (2.315)

llamada tensor de momento de cuadripolo, que amplia el concepto de momento dipolar. El tensor
Q;; posee una representacién matricial Q con nueve componentes (debido a que 7, j = 1,2,3). Dado
que el tensor es simétrico Q;; = Qj;, solo seis componentes son independientes

Al considerar términos de orden superior en el potencial, & ( ) con n > 7, surgen momentos
de orden superior que son relevantes en fisica nuclear.

Ejemplo 2.14

q

Verificar que 2;; (ecuacion (2.315)) posee traza cero.

Solucion: La traza es definida por:

Traz(o@) = o@ii, (2.316)



112 Fuerza y campo eléctrico

por lo tanto

Traz(2) = Qii:/vdV'p (7) | 3 xix] —r"? §;

2 3
= [ aV'p(¥) (3r*-3r7) =0. (2.317)
Vv
I Evaluar los multipolos cartesianos equivalentes a una carga puntual localizada en 7 = a
como se indica en la figura 2.22.
!
q,
0
a,
v
Y
T L

Figura 2.22: Representacidn de una carga puntual localizada en z = a.

Solucion: La densidad volumétrica de carga, correspondiente a una carga puntual, viene

dada por:
0 = q=a() (1) =q [ax5(x) [ a5 () [dz8(z-a)
= 4 [ dxdydz ()8 (18 (2 —a) = [ d¥[a8 ()3 (3) 8 (z— )
- / Bxp (x,3,2), 2.318)
con lo cual, la densidad volumétrica equivalente a la carga puntual de la figura 2.22 es,
p (x,y,2) =q8(x)d(y)0(z—a). (2.319)

Por tanto, el primer término cartesiano que se conoce como monopolo es:

q= / Bxp () = / Pxqd (1) 8 ()8 (z—a). (2.320)
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El siguiente término, es el dipolo y se expresa como:
p= / &xp (AT, (2.321)

donde 7 es el vector de posicion asociado a la carga y que viene dado por:

7= ak, (2.322)
de manera que
pP= /d3xp (7) ak = aic\/ d>xp (7) = aq%. (2.323)
—_—
q

El siguiente término, que corresponde al tensor de cuadrupolo, se calcula a partir de:

9 = /V dxp (7) (3xix; — 128;) = /V dxp (%) (3xixj — a*8;) (2.324)
de donde,
21 = | dap(F )<3x1x1 —a 611) S / Pxp (F) = —qd®,  (2325)
—
2y = /V Bxp (7 )<3x2x2—a 822> g, (2.326)
Dy = /V & (7) (3rys — a6 ) = /V &Pxp (7) (3% — a?) (2.327)
= 24 Vd3xp (7) = 2qa°,
2, = / &xp (7 )<3x1x2—a 512> 0, (2.328)
D5 = / & () (3uims — @813 ) =0, (2.329)
Dy = /V Bxp (7) 3x2x3—a2523> —0. (2.330)

En las expresiones anteriores, se ha tenido en cuenta que x1 =0, x; =0y x3 = a (componentes
cartesianas de la particula en estudio). A partir de los resultados obtenidos, el cuadrupolo Q
tiene la siguiente representacion matricial:

21 2 23 —qa®> 0 0
Q = Dy Dy D3 | = 0 —ga*> O
D31 P i3 0 0 2gd°
-1 0 O
= g 0 -1 0 |. (2.331)

0O 0 2
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Ejercicio 2.31 Calcular el campo eléctrico que se deriva del potencial (2.313).
Ejercicio 2.32 Mostrar que el siguiente orden en el potencial (2.313) es de la forma:

1 xixixg
i o -
donde
M =3 /V dv'p (7) [Sxipxd — 1'% (xi8ju + 8 +x,.851) ] (2.333)

cantidad que se conoce como momento de octupolo eléctrico.
Ejercicio 2.33 Calcular los momentos de multipolo cartesiano de la distribucién de carga mostrado
en la figura 2.23.

-q +q
L °
| I
0 i °
+q -q

Figura 2.23: Distribucién de cargas en un cuadrado con cargas +¢q y —q alternadas en los vértices.
Ejercicio 2.34 Un cubo de lado a tiene ocho cargas Q situadas en sus vértices. Calcular los
momentos de multipolo cartesiano del sistema.

2.9 Condiciones de Frontera

Figura 2.24: Condiciones de frontera para el campo eléctrico a partir de la Ley de Gauss.

Para analizar las condiciones de frontera que el campo eléctrico debe cumplir al pasar a través
de dos medios, se considera dos regiones del espacio separadas por una superficie con una densidad
superficial de carga o, la cual se identifica como la frontera. Las condiciones de frontera se examinan
teniendo en cuenta la divergencia y el rotacional del campo en las proximidades de esta superficie.
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La integral de la divergencia del campo eléctrico en un volumen V lleva a la Ley de Gauss. Para
aplicarla, se define una superficie cerrada de integracion. Se asume una superficie cerrada S en
forma de una caja cilindrica (véase figura 2.24). La altura de la caja es € y el drea de la base es A.
Se debe calcular el flujo eléctrico a través de la superficie gaussiana S utilizando la ley de Gauss:

f E-da= s, (2.334)
S
La integral cerrada en el izquierdo de la ecuacién (2.334) se puede dividir en tres superficies;
superior (S7), inferior (S7) y lateral (Sz), tal que:
fﬁ-da‘: E“l-dc‘i+/ E,-dd+ | E-da, (2.335)
S AY) St
S
donde S y S5 son las superficies correspondientes a la cara superior e inferior de la caja, respectivamente,
y S identifica la superficie lateral de la misma. Los vectores E| y E, representan el campo eléctrico
en las regiones (1) y (2), respectivamente. Ahora, se tomara el limite cuando € — 0, con el fin

de acercar las superficies S| y S a la frontera. Bajo esta aproximacion, el flujo | SLE -dd ~ 0, de
manera que:

fﬁ-da’z By .di+ [ Ey-da. (2.336)
< S SH

Aunque los campos E; (7) y E» (7) dependen del punto, si el drea de la base A es lo suficientemente
pequeiia, se puede considerar que estos campos son uniformes, es decir:

fﬁ-da ~ E,-| di+E, | dd
5 S S,

= E] ‘ﬁ|A+Ez'ﬁ2A

= (El -I/’l\l—l—Ez-I/’l\z)A. (2.337)

Sin embargo, n, = —n; = i, siendo 7 un vector normal a la superficie que rodea un punto en la
frontera. Por lo tanto,

fﬁ.daz (B2~ E1) -7, (2.338)

S

Ahora, la carga encerrada por la superficie S es:

Ging = / dq' = / dac (7). (2.339)

Aunque la densidad de carga o (7) también depende del punto, cuando A es lo suficientemente
pequeiia, esta se torna uniforme, de manera que:

Ging ~ G/da = OA. (2.340)
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Por lo tanto, al combinar las expresiones (2.338) y (2.340) en la ley de Gauss, se obtiene:

(Ez —El) qa=2a, (2.341)
€
es decir:
(Ez - E‘l) =2 (2.342)
€

La cantidad E -7 = E,, representa la componente del campo eléctrico que es normal a la
superficie. De esta manera, la ecuacion (2.342) establece que la componente normal del campo
eléctrico es discontinua en la frontera por una cantidad de % En el caso particular de que o = 0, se
puede afirmar que E,, = E,,, es decir, la componente normal del campo es continua en la frontera.

Dado que E = —%(p, la ecuacién (2.342) se reduce a:

(j(pﬁ%]) = SEO (2.343)
entonces
(7-Ve2) - (7- Vo) = —8%. (2.344)
Teniedo en cuenta que
( V<p> ‘3"’1’ (2.345)

Lo anterior corresponde a la la derivada normal del potencial, es decir, la razén de cambio del
potencial en la direccion perpendicular a la frontera. Por lo tanto, la expresion (2.342) es equivalente
a:

dp, doi_ ©
on  dn &
Un analisis similar resulta al examinar la otra condicion que satisface el campo electrostatico
relacionada con su rotacional. Se sabe que:

(2.346)

V x E(7) =0. (2.347)
Esta relacién es equivalente a:
7{ E(®)-dr=0. (2.348)
C

Ejercicio 2.35 Demostrar la ecuacién (2.348).

Para hacer uso de la ecuacion (2.348), se considera una trayectoria cerrada C que abarca las dos
regiones (véase figura 2.25). La trayectoria consiste en un rectingulo con lados / y €. La ecuacién
(2.348) se expresa como:

0 — fﬁ(?) d7

= /E1 )-dF + Ez()d? E(7)-d7 | E(7)-dr, (2.349)

I3 Is



2.9 Condiciones de Frontera 117

Figura 2.26: Continuidad del potencial a través de una frontera.

donde las trayectorias /; y /1 se encuentran en las regiones superior e inferior, respectivamente,
mientras que 3 y l4 son trayectorias de longitud €. Tomando el limite € — 0, lo que implica
aproximar las trayectorias [ y [, cerca de la frontera, resulta en que la contribucion de las integrales
alo largo de /3 y I4 en la expresion anterior es casi nula, de manera que:

~ / E\(7)-dr+ | Bx()-a (2.350)

Ahora, si la longitud [ de las trayectorias /1 y /5 es lo suficientemente pequefia de manera que E| (7)
y E» (¥) sean aproximadamente uniformes, se obtiene:

&

E\- | dF+E,- [ d?
I8 153

= E\-l+Ey-1
- (F:1 -E+E2-1§)1, (2.351)

0

donde ljl y l; son vectores tangentes a las trayectorias /; y /. Sin embargo, se puede observar que
Ih =—1; =1, conlo cual:
0= <E2 . E}) 1. (2.352)

Identificando E -/ = E;, como la componente tangencial del campo eléctrico, la ecuacién anterior
establece que las componentes tangenciales de los campos son continuas en la frontera, es decir:

EtZ — Etl . (2.353)

Esto significa que no hay discontinuidad en la componente tangencial del campo eléctrico
al pasar de una regién a otra, lo cual es una propiedad fundamental del campo electrostatico en
presencia de una frontera.

Ahora, se demostrara que el potencial es continuo a través de la frontera. En la figura 2.23 se
muestra la diferencia de potencial entre el punto a, ubicado en la region 1, y el punto b, localizado
en la region 2. La diferencia de potencial se calcula como:
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b_; —
G- = — / E.dl (2.354)

Si la longitud de la trayectoria tiende a cero, la integral de trayectoria también tiende a cero. Por lo
tanto,

¢ — @ =0, (2.355)

lo que implica:

02 = ¢1. (2.356)

El calculo anterior ha establecido la continuidad del potencial en la frontera.

Ejemplo 2.16

q

Un cascaron esférico de radio R posee una densidad superficial de carga uniforme ©. Se
debe mostrar que este resultado es consistente con la ecuacion (2.342).

Solucioén: Para derivar el campo eléctrico dentro y fuera del cascaron, se utilizard la ley de
Gauss:

) I
}[ E(R)-di= g (2.357)

Fuera de la esfera, se considera una superficie gaussiana esférica de radio r > R centrada en
el cascaron, para la cual se cumple que:

fﬁ(?)-da’ _ ?{(E?)-(?da):fEda:E}[da
S

S S S
= E(4nr). (2.358)

Ahora, fuera de la esfera, la carga encerrada por la superficie gaussiana S es:

Gint = / cda=oc / da= o (4nR*), (2.359)
de manera que
N |
]{ E(7)-dd = —qin, (2.360)
&
N
resulta en:
2 1 2
E (47r®) = P (47R°). (2.361)
0

Por lo tanto, el campo eléctrico fuera de la esfera es:
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2
- o R __
E(F) = ——T, r>R. (2.362)
& r
Para analizar el campo eléctrico al interior de del cascaron esférico, se considera una
superficie gaussiana esférica de radio r < R, para la cual se cumple que:

Gint = 0, (2.363)
por lo tanto, aplicando la ley de Gauss, se tiene que

E (4n?) =4 — g, (2.364)
£
con lo cual se concluye que:
E(F) =0, r <R. (2.365)

El campo eléctrico en la region exterior e interior del cascaron esférico, esta dado por las
expresiones:

q oR>_
E, = ——=T, >R,
2 &0 r2 ’ "
Ei = 0, r<Rg, (2.366)
con lo cual se determina que:
N N ocR_ 2\ |
<E2—E1)-n‘ = <E2—E1>-r = (——Zr—O)-r
S r=R & r =R
c R? cR> o©
= —— =——=—, (2.367)
&r|,_g &R &

lo que garantiza el cumplimiento de la condicion de frontera.

Ejercicio 2.36 Considere un largo tubo cilindrico de radio R que lleva una densidad superficial de
carga 0. Para la configuracion descrita, muestre que se cumple la condicion de frontera (2.342).
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El potencial y el campo eléctrico han sido calculados para distribuciones de carga que poseen
un alto grado de simetria y en puntos donde las integrales se pueden evaluar de manera exacta.
Sin embargo, si se desea evaluar, por ejemplo, el potencial o el campo eléctrico generado por un
disco uniformemente cargado, en un punto distinto del eje de simetria del disco, el cdlculo de las
integrales podria resultar mas complicado. Para este tipo de casos, evaluar el potencial eléctrico
implica utilizar otros métodos, y uno de ellos consiste en resolver una ecuacion diferencial.

De la ley de Gauss, escrita en forma diferencial, se tiene:

v.EF = PY) G.1)

y del cardcter irrotacional del campo eléctrico, que establece que:

E(F) = -Vo(7), (3.2)
es posible deducir que:
E(F) = V- [-Vo()] = —V2e(7) = P
V-E([) =V [-Ve(@)] = -Vie(R) ===, (3.3)
es decir:
V2o = PO, (3.4)
€

La ecuacidn anterior se conoce como la ecuacion de Poisson. Esta ecuacion establece una relacién
entre una distribucién de carga p (7) conocida y el potencial generado por ella. Ahora, puede ocurrir
que se esté interesado en evaluar el potencial en regiones del espacio donde la distribucion de cargas
es nula, es decir, p(¥) = 0. Para estos casos, la ecuacion (3.4) se reduce a:
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V2o(7) = 0. (3.5)

La ecuacion anterior se conoce como la ecuacion de Laplace, la cual se pretende resolver para
algunos casos de interés. Si bien la ecuacidn (3.5) proporciona un mecanismo para encontrar el
potencial en lugares donde no existen densidades de carga, se asume que debe existir una fuente que
genere dicho potencial. La solucion de la ecuacién (3.5) dependerd entonces de como se distribuyen
las cargas en el espacio, informacién que afecta la solucidn al considerar las condiciones de frontera.

Antes de resolver problemas a partir de la ecuacion de Laplace, se estudiardn algunas propiedades
fundamentales de las ecuaciones de Poisson y de Laplace.

La ecuacién de Poisson es una ecuacion diferencial para el potencial ¢(7) en una regién del
espacio de volumen V, donde estd definida la distribucién de carga p(7), y la cual estd limitada por
una superficie S. Esta ecuacion requiere de condiciones de frontera que garantizan que la solucién o
las soluciones de la ecuacién sean completamente determinadas. Con el propoésito de hacer énfasis
en estas condiciones, se introducird una serie de observaciones que son fundamentales.

Superposicion de soluciones

Si @1 (F), @2 (F), @3 (F), - - -, ¢, (¥) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién de
Laplace (3.5), entonces, la solucion mas general de la ecuacién es una combinacion lineal de estas
con coeficientes apropiados, es decir:

Z doPo (7 (3.6)

La demostracion de este teorema es bastante simple; se puede aplicar el operador Laplaciano a la
ecuacion (3.6), es decir:

n

Vie(r) = V° Zaa(Poc Z (a0 Pa ()]

a=1 a=1

= Z agV? @a (F
a=1
- 0. 3.7

Entonces, ¢ (7) es también solucién de la ecuacién de Laplace. Las constantes a, se escogen de
manera que se satisfagan las condiciones de frontera dadas en cada problema.

Unicidad de las soluciones

Sean ¢, (7) y ¢, (7) dos soluciones generales de la ecuacion de Poisson. Estas soluciones se
pueden escribir, utilizando el principio de superposicién como:
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0. (F) = Zaaq)a (3.8)

n

o () = Z a®o (7 (3.9)

Si estas soluciones satisfacen las mismas condiciones de frontera en una region definida por el
volumen V, el cual estd limitado por la superficie S, entonces, los potenciales ¢, (7) y ¢ (¥) difieren
a lo sumo por una constante numérica aditiva. Para demostrar lo anterior, primero se estableceran
los tres tipos de condiciones de frontera que un problema puede tener:
= Condiciones de frontera de Dirichlet: consiste en definir el valor del potencial ¢ sobre las
superficies que limitan el volumen en estudio; es decir,

¢ ()]s = ¢s. (3.10)

= Condiciones de frontera de Neumann: cuando se establece (0 se conoce) la componente
normal del campo eléctrico en la superficie S que limita el volumen en estudio; es decir,
E, = E-n, donde 7 es un vector unitario normal en cada punto de la superficie S. Ahora,

siendo que E (¥) = —V ¢ (¥), esta condicion de frontera se puede expresar como:
E,(F)|s = E(F)-nls == Vo (7)-nls
29 (¥
_ ‘gi )| 3.11)
S

es decir, la derivada normal del potencial evaluada en la frontera. Esta es una forma equivalente
de hacer referencia a la condicién de Neumann.
= Condiciones de frontera de Cauchy: es aquella que se caracteriza por definir el valor del
potencial ¢ sobre algunas superficies y el valor de la derivada normal del potencial %—(g en
otras.
Los problemas que se resolverdn en este libro utilizardn las condiciones de frontera de Dirichlet
0 de Neumann, ya que son mds simples de trabajar.
Ahora, se mostrard la unicidad de las soluciones de la ecuacién de Laplace. Dadas dos soluciones
0, (F) y @p (F) que satisfacen las mismas condiciones de frontera, se puede definir la funcién:

¢ (F) = @q (F) — @5 (7), (3.12)

la cual satisface la ecuacidon

V2Q(F) = V2@ (F)— Ve, (7)

_ o, (3.13)
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es decir, ¢ (7) es solucion de la ecuacion de Laplace en la region de consideracion. Si las condiciones

de frontera en consideracion son de Dirichlet, se cumple que:

(Pa|5 = (pb|57

pero si las condiciones de frontera son de Neumann, se debe cumplir que:

o,
on |g

g,
on |g

De esta manera, las condiciones de frontera que satisface el potencial ¢ (7) seran:

¢lg= @uls— @p|g=0, C.F. Dirichlet,

o bien:

Py

on |g

o,

99| _
s dnlg

on

=0, C.F Neumann.

Ahora, de la primera identidad de Green se tiene

/ @x[V-(@V)] = | Ex 3V + Ve VY]
\%

= %@V‘{’ -nda,

considerando ¥ = ® = ¢, se obtiene:

——
|V<p|2 90

n

/d3x q)VZ(p+V(p Vo :j{(p[pr 7l da.
s

Ejercicio 3.1 Probar la identidad de Green (3.18).

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Teniendo en cuenta que el potencial ¢ satisface la ecuacion de Laplace (3.13), se determina que:

/d3x|V(p|2 _ ?{(pa—q)da.
1% J on

(3.20)

El lado derecho en (3.20), considera el valor del potencial o su derivada normal sobre la frontera
S que limita el volumen V. Si se consideran las condiciones de frontera, ya sea las de Dirichlet o
de Neumann (ver (3.16) y (3.17)), el integrando en el lado derecho de la ecuacidn (3.20) es igual a

C€ro, de manera que:
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/d3x\V(p]2 = 0. (3.21)
|4

- |2
Ahora, ‘V(p‘ es una cantidad que siempre es positiva, por lo cual, para garantizar que la integral se
anule, debe cumplirse que:

Vo =0, (3.22)

en cada punto contenido en el volumen V. La relacion anterior establece entonces que ¢ deberd
ser constante dentro del volumen V y, teniendo en cuenta la continuidad de la solucién, también
serd constante sobre la superficie que limita al volumen V, donde se conoce su valor o el valor
de su derivada (por las condiciones de Dirichlet o Neumann). Por tanto, habra dos situaciones,
dependiendo de si se aplican las condiciones de Dirichlet o Neumann, tal que:

» Condicién de Dirichlet: siendo que ¢,|g = ¢, entonces
Ps = Qals— Pplg =C =0, (3.23)
con lo cual
Qa = P, (3.24)
de manera que el potencial sera tnico.
= Condicion de Neumann:
d d d
A L Ay (3.25)
dnlg dn|g In|g
es decir,
d d
Pa) _ 2P (3.26)
on |g dn|g
Por lo tanto,
(pa = q’b + Cte7 (327)

lo que implica que las dos soluciones difieren a lo sumo en una constante, asi, excepto por la
recalibracion, el potencial es tinico.
Los problemas en electrostética se resuelven mediante la especificacion de las condiciones de
Dirichlet o de Neumann sobre la misma regién de la superficie, una excluye a la otra.
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Problemas en dos dimensiones

Inicialmente, se procederd a resolver la ecuacion de Laplace en dos dimensiones utilizando
coordenadas cartesianas. Para ello, se identifican las dimensiones en consideracién como x y y, de
modo que la ecuacién de Laplace se expresa como:

o %0 (x, %0 (x,
vig () = T T80 g, (3.28)

Con el fin de resolver la ecuacion, se aplicard el método de separacion de variables, mediante el
cual la funcién @ (x,y) se expresa como un producto de dos funciones: X (x) y Y (y), tal que:

P (x,y)=X(x)Y(y). (3.29)
Al sustituir (3.29) en (3.28), se tiene:
92 92
0 = 55 XM@Y+ a2 (X (x)Y ()]
B d’X (x) d’y (y)
= YO e X0y (3.30)

Dividiendo la ecuacion anterior por ¢ (x,y) = X (x)Y (y), se obtiene:

1 d’X 1 d%Y
_ ) _ ) (3.31)

X (x) dx Y(y) dy
En la ecuacion (3.31), el lado izquierdo depende exclusivamente de la variable x, mientras que el
lado derecho depende exclusivamente de la variable y. Si se espera que la identidad se cumpla para

todos los valores de (x,y), ambos lados deben ser iguales a una constante k, de tal manera que:

X(x) dx2 77 Y(y) dy?
La constante k puede ser positiva o negativa; la eleccion dependerd de las condiciones de frontera de
cada problema en especifico. Sin embargo, sin pérdida de generalidad, en la busqueda de la solucion
general se puede asumir que k es positiva (finalmente, las condiciones de frontera corregirdn el
signo de la misma). Por lo tanto, se puede elegir k = &, con lo cual se tiene que:

1 d’X (x) 1 &Y (y)

=k. (3.32)

d’X (x)

e +a’X(x) = 0, (3.33)
d*Y (y)
7 —a’Y(y) = 0. (3.34)

Para el caso @ > 0, las soluciones de la ecuacién (3.33) son armodnicas, es decir:

X (x) ~ e, (3.35)
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o de forma equivalente

X (x) ~ sin(kx),cos(kx). (3.36)

La eleccion de (3.35) o (3.36) como solucion a la ecuacidn (3.33) es arbitraria; sin embargo, las

funciones sinx y cosx tienen una paridad definida y llevan a una solucién mas directa en el caso

que los problemas a tratar presenten alguna simetria. Por lo tanto, en este libro se utilizara dicha
solucién, de manera que:

X (x) = Agcos ox + By sin oux. (3.37)

Por otro lado, en el caso de la ecuacién (3.34), las soluciones son de la forma:

Y (y) ~e=®, (3.38)

de modo que se propone que Y (y) se exprese como:

Y (y) = Cqe™ +Dge™*. (3.39)

Las constantes (Ag,Bg,Ca,Dq), serdn determinadas por las condiciones de frontera para cada
problema. De esta forma, la solucién de la ecuacion de Laplace para el caso ¢ > 0 se expresa como:

@o (x,y) =X (x)Y (y) = (Agcos ax+ By sinax) (Coe™ + Dge™ ). (3.40)

Ahora, considerando el caso a = 0, el sistema de ecuaciones (3.33) y (3.34) toma la forma:

2

d;igx) — 0, (3.41)
&’y (y)

o =0 (3.42)

Es facilmente demostrable que las soluciones de estas ecuaciones son:

X (x) =Aox+ By, Y (y)=Coy+ Dy, (3.43)

de manera que, para @ = 0, se tiene que

¢ (x,y) = X(x)Y(y)

= (on + B()) (C()y + D())
= AoCoxy+AgDox+ BoCoy+ BoDo, (3.44)
~—~ S~~~ ~—~ S~~~
E; E; E3 E,4

es decir, para el caso @ = 0, la solucién es:

¢ (x,y) = E1xy+ Exx+ E3y + E4. (3.45)

La solucion de la ecuacion de Laplace en dos dimensiones resulta de combinar las expresiones
(3.40) y (3.45) de la siguiente manera:
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@(x,y) = (Agcosax+Bgsinax)(Cae®™ +Dge” *)
—|—E1xy + Erx+ E3y + E4. (346)

La solucién més general debe contemplar todos los valores posibles de «; sin embargo, las
caracteristicas de o dependen de las condiciones de frontera especificas de cada problema. Por lo
tanto, el método que se utilizard en este libro para encontrar soluciones particulares consistird en
aplicar, en primera instancia, las condiciones de frontera que determinen las caracteristicas de o
para incluir todos los valores posibles en la solucién del potencial.

I C

alcular el potencial en la region mostrada en la figura 3.1.

Y

Y

p(z,y — 00) =0

L
0

#(0,y) =0

w(L,y)

e(2,0) = V(z)
z

Figura 3.1: Ejemplo (3.3.1). Regién donde se calculard el potencial eléctrico ¢ (x,y) en un dominio rectangular.
Este problema estd caracterizado por las siguientes condiciones de frontera:

= ¢(0,y) =0 para todo valor de y.
= ¢ (L,y) =0 para todo valor de y.
» @ (x,y — o) =0 para todo valor de x.
» ¢ (x,0) =V (x) para todo valor de x.
Solucion: Utilizando la primera condicion de frontera en la ecuacion (3.46), se obtiene:

?(0,y) = (Aq) (Cae™ +Dge™ ) + E3y+E4 =0. (3.47)

Teniendo en cuenta la independencia lineal de las funciones y, et% y la funcién constante
Ey4, la condicion establecida en (3.47) implica que:

Aqg = O, (3.48)
E3s=E, = 0, (3.49)

de manera que la solucion parcial del problema es:

o (x,y) = (Bgsinax) (Caeay +Dae_°‘y) + E1xy + Ex. (3.50)
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Al considerar la segunda condicion de frontera, se obtiene:

@ (L,y) =BgsinaL (Cqe® +Dge™ ™) + E\Ly+ E;L = 0. (3.51)

Ahora, teniendo en cuenta que la condicion anterior debe cumplirse para todo valor de vy,
y que las funciones: v, e*® y la funcion constante E>L, son linealmente independientes, se
debe exigir que:

Bgsinal = 0,Va, (3.52)
Ei.L=EL = O. (3.53)

Siendo L una constante bien definida y diferente de cero, se debe establecer que E1 = E, = 0.
Ahora, con el fin de evitar la solucion trivial, se requiere que By # 0, por lo tanto:
sinaL = 0. (3.54)

Para que la ecuacion anterior se cumpla, es necesario que el dngulo sea un miiltiplo entero
de 1, es decir:

oL =nm, n=1,23,... etc, (3.55)
de este modo, se tiene que:
nmw
o — —. 3.56
7 (3.56)

La relacion anterior define los posibles valores que pueden asumir las constantes o en
términos de n. Por lo tanto, en la solucion general se debe incluir una suma sobre todos los
valores permitidos para n, obteniéndose asi:

@ (x,y) =Y Bysin (%x) (Cne% +Dne*"f”y) . (3.57)
n=1

Ahora, se examinard la condicion de frontera: @ (x,y — o) = 0, para todo valor de x.
Cuando se considera el limite y — oo, la funcion ety diverge. Para que se obtenga una
solucion finita y bien comportada en este limite, se debe retirar la contribucion de esta funcion,
lo que se logra seleccionando C, = 0. Asi, se tiene que:

- . (N7 _nm - ;) . (AT _nm
9 (x.y) = ¥ BuDysin (“=x) ey = Y B sin (“Fx) e, (3.58)
HZIY L n=1 " L

n




3.3 Ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares 129

La ultima condicién de frontera, @ (x,0) =V (x), permite determinar las constantes B),, de
manera que:

0(5,0) =V ()= Y B.sin("x). (3.59)
¥ ssin ()

El conjunto de funciones {sin (%x) } constituye una base ortonormal en el intervalo [0,L], y
satisfacen la siguiente condicion de ortogonalidad:

L L
/0 dx sin (%x) sin (’%ﬂ) — 8 (3.60)

Ejercicio 3.2 Probar la ecuacién (3.60).
Por lo tanto, utilizando la condicion (3.60), es posible deducir que:

L ad L
/ axsin("Tx)vx) = Y B, / dxsin (") sin (“x) (3.61)
0 L n=1 L0 L L

o

nOnm (3.62)

ilNel
&
™

=)

S

(3.63)

SN w N e

por consiguiente,

/_%/L in ("™
B=7 dxsm(Lx)V(x). (3.64)

Considerando el caso particular en el que V (x) =V = cte, se determina que:

, 2 (L /nm
B, = - / dx sin (—x) vV
L Jo L

2 L nw \ ¢
= =V ——cos(—x)
L nw L 0

2
= —V |l —cos(nn)
nmw N——
(="
2 n
V= (=]

4 .
_ {ﬁV — n impar

0 —npar ’ (3.65)
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entonces, el potencial se expresa como:

> 4 nmw > 4 nmw
olry)= ¥ —vsin("Fx)e B=v ¥ sin("Fx)e P (3.66)
n=1 n=1
—— —~—
nimpar nimpar

La figura 3.2 muestra una representacion grdfica de la solucion (3.66), truncando la sumatoria
en N =20, paraV =5(N/m*C) y L= 1m. La barra de colores a la derecha, indica el valor
del potencial, y las curvas punteadas en rojo representan lineas equipotenciales para los
valores de potencial seiialados en la grdfica. Se observa de la grdfica que, efectivamente, el
potencial en x =0y x = L es cero, mientras que en'’y = 0 el potencial es V (5(N/m=C)). En
el eje y, la grdfica se acoto a 2L donde ya se observa que el potencial tiende a cero.

Grafico del potencial ¢(x, y)

2.00

1.75

1.50

1.25

w
o

£ 1.00
=

w
o
o(x, y)(IN/(m*C))

N
IS

0.75

0.50

0.25

0.00

x(m)

Figura 3.2: Representacién gréfica de la solucién (3.66), con L= 1my V = 5(N/m«C), acotando la suma a 20
términos.

Ejemplo 3.2 ’

Se considera el caso de dos placas metdlicas infinitas a potencial cero, localizadas en x =0
Yy X = a, que estdn acopladas en +b a otras dos placas metdlicas que se encuentran a un
potencial constante V), como se muestra en la figura 3.3. El objetivo es encontrar el potencial
dentro del tubo rectangular.
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Y YA
o(x,b) = Vo
PE—
R
o H a o
N2 I
r Sk S
S B 5
S 5
¥
z olx,=b) =Vy
4

Figura 3.3: Ejemplo (3.3.1). Configuracién de placas metélicas para encontrar el potencial en la regién dentro
del tubo rectangular.

Las condiciones de frontera del problema son las siguientes:
= ¢ (0,y) =0 para todo valor de y.
» ¢(a,y) =0 para todo valor de y.
» ¢ (x,—b) =V, para todo valor de x.
» ¢ (x,b) =V para todo valor de x.

Solucion: Al aplicar la primera condicion de frontera, ¢ (0,y) = 0, en la ecuacion (3.46), se
tiene:

¢ (07y) = (A(x) (Caeay +Da€7ay) +E3y+E4=0.

(3.67)
Dado que la condicion (3.67) es vdlida para todo valor de y, se concluye que:

Ag = 0, (3.68)

Es=E, 0, (3.69)

de modo que la solucion parcial del problema es:
¢ (x,y) = (Bg sinax) (Caeay + Dae_ay) + Exy + Ex. (3.70)
Al considerar la segunda condicion de frontera, se obtiene:
¢ (a,y) = Bgsinaa (Caeay + Dae_ay) +Ejay+ E>a=0. (3.71)

Considerando que esta igualdad debe cumplirse para todo valor de y, y que las funciones: vy,
ety la funcién constante E»a, son linealmente independientes, se debe imponer que:

By sinaa
Eia=E»a

0,

(3.72)
0.

(3.73)
Dado que a es una constante bien definida y diferente de cero, se debe cumplir que E; = E, = 0.

Ahora, para descartar la solucion trivial, se requiere que By # 0, lo que conduce a la
condicion:
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sinaa =0. (3.74)

Para que esto se cumpla, es necesario que el dngulo sea un miiltiplo entero de T, es decir:

oa=nrm, n=1,273,... (3.75)
de modo que se tiene que:
a— "= (3.76)
a

La relacion anterior define los posibles valores que puede asumir la constante o. Asi, en la
solucion general se debe incluir una suma sobre todos sus posibles valores que ingresardn en
términos de n, tal que:

@ (x,y) =Y Bysin (ﬂx> (Cne%y +Dne‘%) . (3.77)
n=1 a

La segunda condicion de frontera se expresa como:

¢ (x,—b)=Vo=0(x,b). (3.78)

Esta condicion de frontera se puede interpretar de manera general como una condicion de
simetria que debe satisfacer la solucion de la ecuacion de Laplace para el problema en
consideracion, que se expresa como:

(p(x7 _y) - ¢(x7y)7 (379)

y que debe ser vdlida para todo (x). Esta condicion implica que:
> T nm nm > T nm nw
Y Busin (ox) (Cue™ Y 1D, = ¥ Busin (“x) (Gie® 4 Dye ™). (3.80)
n=1 a n=1 a
v dada la independencia de las funciones senoidales, se tiene que:

Cpe~ @Y +Dye'a” = Cpe'a? + Dype'a?, (3.81)

0, de manera equivalente:

(Co—Dy)ea? + (Dy—Cy)e @ =0. (3.82)
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Dado que las funciones e* a” son linealmente independientes, se concluye que:

C,=Dy. (3.83)

- . /N« e
(P(XO)): ZBnCnSIIl<7x> (eay+e ay)

’;Bﬁl sin (%x) cosh <%y> . (3.84)

Las constantes B,, serdn deducidas de la condicion de frontera Vo = ¢ (x,b), de manera que:

Vo=0(x Z B!, cosh (—b) sin (Ex> (3.85)

a

Ahora, utilizando la condicion de ortogonalidad (3.60), se determina que:

a T nmw
/ dx, sin (m—x> Vo = Z B, cosh / dx, s1n sm < x)
0 a a v

n=1
“5nm
a
= 3 Z B, cosh —b> Oum
n=1
— %cosh (m—”b) B, (3.86)
2 a
Por consiguiente, se establece que:
2V()
B = / d 3.87
" a cosh( 7” xsm (3.:87)

con lo cual
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2V 1
B, = iy = / dxsm —x
a cosh (%b
2V0 1 [ (mr >] a
= ————— | ——cos X
a cosh(“2p) L nm a 0
2V 1
= =2 = 4 1 —cos (nm)
a cosh (%b) nw
(=1)"
2Vo 1
= (-, (3.89)
nm cosh (%b)
por lo tanto se concluye que:
4V, 1 .
Tﬂ?cosh(%b) — n impar
B, = . (3.89)
0 — n par

Por lo tanto, la solucion de la ecuacion de Laplace para el problema en consideracion es:

o (x,y) = g’ 1‘7/: m sin <%x> cosh (%y)

a

{

00 nm
— 4V Z 1—COSh( a y) sin (ﬂx) . (3.90)

La figura 3.4 muestra grdficamente la solucion (3.90), truncando la sumatoria en N = 100,
paraV =10(N/mxC), a= 1my b = 1m. La barra de colores a la derecha, indica el valor
del potencial, y las curvas punteadas en rojo representan lineas equipotenciales para los
valores de potencial sefialados en la grdfica. Se observa de la grdfica que efectivamente el
potencial en x =0y x = a es cero mientras que eny = —byy= —b es Vo (10(N/m=C)).
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Potencial ¢(x, y)

1.00

0.75

0.50

0.25

y(m)

0.00

—0.25

o(x, Y)(N/(m*C))

—0.50

-0.75

Figura 3.4: Solucién ejemplo (3.3.1). Potencial @(x,y), para0 <x<ly—-1<y<1.

(Gemmeias]

n este ejemplo se considera el problema de dos placas metdlicas infinitas a potencial cero,

localizadas en x = —a y x = a, acopladas en y = +b a otras dos placas metdlicas que se
encuentran a un potencial Vo paray = —b y a un potencial V (x) para y = b, como se muestra
en la figura 3.5. El objetivo es encontrar el potencial en la region entre las placas.
Y Y,
ola.b) = V(@)
©
Iy ENN N i
= K 2a s
B BB 3 _
: x
L_
o, —b) =V
A

Figura 3.5: Ejemplo (3.3.1). Configuracién de dos placas metdlicas infinitas a potencial cero, acopladas a dos
placas a potencial constante V.

Las condiciones de frontera del problema son las siguientes:
» @(—a,y) =0 para todo valor de y.
» ¢(a,y) =0 para todo valor de y.
» @(x,—b) =V para todo valor de x.
= @(x,b) = V(x) para todo valor de x.
Solucién: Al aplicar la condicion establecida en x = —a en (3.46), se tiene que:
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@(—a,y) = (Agcos 0ta — Bysinaa) (Coqe™ + Dge™*') — Eyay — Exa+ E3y+ E4 = 0.

(3.91)
La relacion (3.91) debe ser vdlida para todo valor de y, y por lo tanto:
(Agcosoa— By sinoa) =0 (3.92)
—Eja+E3=0 (3.93)
—Erya+E4=0. (3.94)

De manera similar, al aplicar la condicion establecida en x = a, se tiene que

¢(a,y) = (Agcosaa+ By sinaa) (Caeay+Dae_O‘y) +Ejay+Era+ Ezy+Ey=V.
(3.95)

La relacion anterior se puede escribir como

(Agcosaa+ Bgsinaa) (Cue™ +Doe”®) + (Era+E3)y+ (Era+Es— Vo) =0, (3.96)

lo cual, al ser vdlido para todo valor de y, establece que

(Agcosoa+ By sinoa) =0, (3.97)
Eia+E; =0, (3.98)
Eya+E4—Vy=0. (3.99)

Ahora, si se suman las ecuaciones (3.93) y (3.98), se obtienen que 2E3 = 0y, por lo tanto,
E5 = 0. Este resultado, al ser reemplazado en (3.93), lleva a que E| = 0. Ademas, al sumar
(3.94) y (3.99), se tiene que 2E4 = V), y, al ser sustituido en (3.94), determina que E, = ;—g
En resumen:

E, = Ey =0, (3.100)

Ey= % (3.101)

E= (3.102)
2a

Adicionalmente, al sumar (3.92) y (3.97), se obtiene:

2Aqcosaa =0, (3.103)

y al restar (3.92) de (3.97), se obtiene:
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2Bgsinoa = 0. (3.104)

Si no se permite una solucion trivial (es decir, Ao, = Bq = 0), las posibles soluciones de
(3.103) y (3.104) serdn:

a) By #0ysinoa = 0. Lo anterior implica que cos a # 0y, por lo tanto, Aq = 0.

b) Ay # 0y cosaa = 0. Esto implica que sinaa # 0y, por lo tanto, By, = 0.
Para encontrar la solucion mas general, se debe evaluar independientemente las condiciones
a)yb), asi:
condicion By # 0: Si, Ay =0, By # 0 y sinaa = 0, se tiene que:

) nw
sinka=0 = oQqa=nnm = oc:;. (3.105)

Al considerar todos los posibles valores de o y reemplazar el valor de las constantes
establecidas hasta el momento en (3.46), la solucion del potencial toma la forma:

. nmw nm _nm Vo Vo
= “Zx) | BuCpe'@ +BpDye™ @7 | + x4 2
o (x,y) r;mn( p; x) 2WCne «” + B,Dye +2ax+ >
c, D,
> T nw nm Vi Vi
= Y sin (25 (e 4 D ) 4 a0, (3.106)
= a 2a 2
Ahora, la condicion en'y = —b establece
= . (NTW _nx nm Vo Vo
b = (-)(c’ wb 4 pf ab> Dt 2=Vy,  (3.107
¢ (x,—b) r;sm = | W€ +De —|—2ax+ > 0 ( )
H,
es decir
Vo Vo = . (NTW
ox— = —nzlsm (7x>Hn. (3.108)

Para establecer los valores de H,, se hace uso de la ortogonalidad de las funciones seno, y se
tiene que:

“ Vo WV\. /mm\, & [*(. nT . Mm%
/_a (Zx_7) sin <7x>dx— :lf_a <sm( p x) sin ( p x)) de,,, (3.109)

n

~
adum
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y por lo tanto
1 (e [V Vi T
H, = ——/ 0 sin <m—x>dx
al-a\2a 2 a

Vo [ Vi a
—_0 / <x sin (m—ﬂx> dx) + -0 / sin <m_7rx> dx
2a2\ —a a 2a \ J_a a

-

_%V_l)m ‘0,
Vo(—1)"
_ (=D" (3.110)
mn
Ya que H, depende de C), y D), se tiene que
nmw nmw V _1 n
(C,;eﬁb +D;e7b) _ = G3.111)
nw

La ultima condicion sobre el potencial en 'y = b, establece que:

> nw nmw V V
o(x,b) = Z’l sin <%x> <C,’167b +D;e_ab>l+ St =V, G112)

N

-~

In

es decir

Dt Xy =— isin (%x)ln. (3.113)
n=1

Nuevamente, para encontrar los valores de I,, se hace uso de la ortogonalidad de las funciones
seno, con lo cual se tiene que:

a/Vy V . o (¢ (. -
/_a (i)ﬁ— ?0 —V(x)) sin <m7nx>dx =-) /_a <sm(%x) Sln(%nx)) d)jlnv

n=1

P
alum

(3.114)

I e (W %
I, = _E/a (Z—Zx—}- ?0 —V(x)) sin (m?nx>dx

= _ZL;Z/“ (xsin (%x)dx) - ;/—Z </u sin <m77rx>dx) —I-é ( ’ V(x)sin (%x)dx)
N . Q4 —

J/

2 TV
,%(,l)m 0

_W=nm 1 ( / V(x)sin(m—n)dx). (3.115)

mm a —a a
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Ya que I, depende de C), y D, se tiene que

nm a —a a

(c’ ~Tb 1 Dle '””’) M—Fl(/a V(x)sin(ﬂ)dx). (3.116)

Las relaciones (3.111) y (3.116) representan un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
C) y D., las cuales determinan completamente la solucion para el potencial (ec (3.106)),
para el caso en el cual A =0, By # 0, sinaxa =0.

Condicion Ay, # 0: Siguiendo un procedimiento similar al realizado en el literal a), bajo la
eleccion Bo, =0, Aq # 0, cosaa = 0, se tiene que:

nw )
cosaa=0 = Oca:7, n=impar
T
~ g= (3.117)
2a°

Al considerar todos los posibles valores de Q y las constantes establecidas hasta el momento,
la solucion del potencial tendrd la forma:

nd nmw nm o V() V()
= — A, Crea” +A,D ay —x+ —
(p(x,y) glcos<2ax> nCne s’ +ADye ‘|‘2a X+ >
L=_ 64 Dy
impar
> nmw nx _nm V V()
_ "N (cresy L p ay) 0,410 3.118
nglcos<2ax> < n€ "+ Dne 2%t 7 (3.118)
——
impar
Ahora, la condicion en y = —b establece
>° nmw nw V V
nw g, ar g, 0 0
o (x,—b) — g ( )\(C"e 5b 4 Dot )/Jrz—axju7 —V,, (3.119)
impar };
es decir
Vo V() > ( )
—X— — . 3.120
5 ; (3.120)
\\_,../

impar

Teniendo en cuenta la ortogonalidad de las funciones coseno, es posible encontrar los valores
de J,, tal que:
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/a (cos (5 x)cos (5ox) ), (3121)

2a a

al-a\2a 2
Vo [ o [
= —2—;2\/% (xcos(nzfl—:x)dx);k ﬁ (/_a cos (n;_;rx)dx>
-0 -0
o (3.122)

Ya que J,, depende de C)) y D!, se tiene que

(C;’e*%b +D;’e%b) ~ 0. (3.123)

La ultima condicion sobre el potencial en 'y = b, establece que:

> nmw nm _nm Vo Vo
¢ (x,b) = nglcos (5x>\(c,'1'e T4 Dle b>1+ oo =V(), (.124)
—~— Ky
impar
es decir
Vo Vo = nm
%x—f—E—V(x) = —’;cos <%x)Kn, (3.125)

con lo cual se puede establecer que

o>}

a a
/a (%x—l— % — V(x)) cos (n;—;rx)dx =— Z /a (cos <%x) cos (n;_;rx» deKn,

n=1 ~
adum
(3.126)
y por lo tanto
1 ¢ /(V Vo m7m
o [ (B v ) ()
m a/—a (2ax+ > V(x)) cos - dx
Vo [ Vi a 1 a
= _2—6?2/_a <xcos (%x)dx)l— i (/_acos <%x)dx> +; (/_QV(x)cos <gx>dx)

~\~ ~~

=0 =0

1 a nmw
== ( _aV(x) cos (2—x>dx) : (3.127)

a
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Ya que K, depende de C)] y D)), se tiene que

1 ,—"Zp ) 1 ¢ na
(Cne a’+Djea ) =- V(x)cos (—)dx . (3.128)
a\J-a 2a
Las relaciones (3.123) y (3.128) representan un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
C! y D!, las cuales determinan completamente la solucion para el potencial (ec (3.106))
para el caso en el cual Ay, # 0, By, = 0, cos @a = 0. Para este caso, la solucion general solo
contempla una sumatoria sobre valores impares.

La solucion mas general, serd la suma de las soluciones establecidas a partir del literal a) y

b) contempladas anteriormente, lo cual conlleva a la evaluacion de las constantes {C,,D/,} y
{Ca. Dy}

Ejercicio 3.3 Determinar la solucién para el potencial expresado en el ejemplo (3.3.1), para los
casos dados por:

a) V(x)= %xz.
b) V(x) = Vpsin (2w /a).

i Dos placas metdlicas infinitas a potencial cero, se localizan en x =0y x = a, y estdn acopladas

en +b a otras dos placas metdlicas con potenciales definidos, como se muestra en la figura 3.6.
Para el sistema establecido, se procederd a encontrar el potencial dentro del tubo rectangular.

Yy YA
o(z,b) =V
A
€ >
=N a
H o
I § 2 I
= = -
A <
st =
_‘
e, —b) =W
z A

Figura 3.6: Ejemplo (3.3.1). Configuracién de dos placas metalicas infinitas a potencial cero, acopladas a dos
placas con potenciales definidos.
Las condiciones de frontera del problema son las siguientes:
= ¢(0,y) =0 para todo valor de y.
» ¢(a,y) =0 para todo valor de y.
= @(x,—b) =V para todo valor de x.
= @(x,b) =V, para todo valor de x.
Solucién: Aplicando la primera condicion @(0,y) = 0 en (3.46), se tiene que:

0(0,y) = (Aq) (Cae™ +Dge ™)+ Ezy+E4=0. (3.129)

La condicion establecida en (3.129) se satisface para todo valor de y si
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Ag = 0, (3.130)
Ez—E, = 0, (3.131)

de manera que la solucion parcial del problema es:

©(x,y) = (Bgsinox) (Caeay —|—Dae*°‘y)
+E1xy+ Eox. (3.132)

Al considerar la segunda condicion de frontera, se obtiene:
@(a,y) = Bysinaa (Coe™ +Dge™ ) + Ejay + Era = 0. (3.133)
Ahora, la condicion de frontera anterior se garantiza si

Bgsinoa = 0, (3.134)
Eia=Ea = 0. (3.135)

Dado que a es una constante distinta de cero, se debe requerir que E\ = E; = 0. La solucion
trivial se evita si By # 0, lo que implica que

sinqa = 0. (3.136)
La condicion anterior se garantiza si
oa =nmw, n=1,273,... (3.137)
por lo cual
@ (3.138)

Al incluir todos los posibles valores de o en la solucion general, se tiene que:

> nimw nw nx
X, y) = sin(—x| | B,C,e «” +B,D,e” «”
p(ry) = Y, sin (*5x) G+ 3

n

=) sin <ﬂx> (C;e%y +D;e_%y> . (3.139)
n=1 a

D/

n

Ahora se aplica la condicion:

> nm nm Y/
Q(x,b) =V, = (C;leTb +D:le_7b> sin <n—x>
n=1x -~ v a
T
Vo= Jysin ("), (3.140)
a
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En (3.140), se ha definido

Iy = (c;,e%”JrD;,e—%b) . (3.141)

Para encontrar el valor de J,, a partir de (3.140), se hace uso de la ortogonalidad de la
funcion sin ( ) lo que implica que:

a
/ V5 sin <m_7r> dx
0 a

Il
(ngk
S~
o\g
e
@
=
S
Q|=1
)
N——
®
=
3
Q‘:I
N——
N———
>

=2 Y Juun = S (3.142)

por lo tanto, se tiene que:

0
2V2 2V2
=——= n)—1}=—"={(-1)"—1 3.143
2 feos(nm) — 1} = ——2 {(—1)" 1}, (3.143)
lo que lleva a:
J = 4%2, si n es impar, (3.144)
0, sinespar. ’
Por lo tanto, a partir de (3.141) se tiene que:
4V nmw nmw
_7r2 = <C;167b +D£le_7b> , paranimpar, 'y (3.145)
n
0= <C;167b +D;e_7b> , para n impar. (3.146)
A continuacion, se aplica la condicion establecida para y = —b, tal que:
o(x,—b) =V, = i(C' SEN) i >sm< Jr)
’ = a
Hy
- T
= Y Hysin (“x). (3.147)
a

n=1

En la ecuacion (3.147), se ha definido:

H, = (c’ T 4Dl e ””b) . (3.148)
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Para determinar el valor de H, a partir de la ecuacion (3.147), se emplea la ortogonalidad
de la funcion sin (%x), resultando en:

/OaVI sm(nf / s1n sm (n;ﬂ»dx

H O = 2H (3.149)

”"[’\';8 i M 8

Por lo tanto, se tiene que:

2 (4 Vg 2V T
Hn:—/ Vlsin<n >dx———lcos<n )
alo a nw a

0
2V, 2V,
= icos(nm) =1} = =L {(=1)"— 1}, (3.150)
nm
lo que lleva a:
ﬁ . .
H, — { na > SLNes impar, 3.151)
0, sinespar.
De esta manera, se tiene que:
4V, nx
—ﬂl = (C,/1 _*b+D ea >pam nimpar, (3.152)
n
0= (C’ +D e > para n par (3.153)

Las ecuaciones (3.152) y (3.145) constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
C,, y D, para n = impar. De igual forma, las ecuaciones (3.153) y (3.146) constituyen un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas: C,, y D), para n = par. Al resolver los sistemas
de ecuaciones planteados, se tiene que:

( N (Vle & —Vze"f”) '
o= (e—zT”ber%b) para n impar, (3.154)
|0 para n par.
( (Vle%bfvze—%ﬂ ,
Dl = = (eZ%b,e#%b) para n impar, (3.155)
0 para n par.

\

Finalmente, al sustituir los valores obtenidos de C;l y D;l en (3.139), se tiene:




3.3 Ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares 145

T 9 T 9

= 9 ni (Vle_%b - Vze%b> o (Vle%b - Vze_%b o

pry)= ¥ —sin("x) e L
(672717 _ 627b> (62711 _ e*27b)

(3.156)

Con algunos cdlculos algebraicos, la solucion se puede expresar como:

< 4 . /nxm Visinh (“Z(b—y)) + Vasinh (2Z(b+y))
— - i a a . .1
o(x,y) ngl o s1n( p x) ( ol (@> (3.157)
——

n=impar

La figura 3.7, representa grdficamente la solucion (3.157), truncando la sumatoria en N = 20,
para Vi =10, V, =5 ya = b = 1. La barra de colores a la derecha, indica el valor del
potencial, y las curvas punteadas en rojo representan lineas equipotenciales para los valores
de potencial sefialados en la grdfica. Se observa de la grdfica que, efectivamente, el potencial

enx=0yx=a es cero, mientras que en y = —b el potencial es Vi (10(N/m*C))yeny=>b

es Vo (S(N/m=C)).

Gréfico del potencial ¢(x, y)

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00

y(m)
[)]
o
o(x, y)(IN/(m*C))

-0.25

—0.50

-0.75

—-1.00

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
x(m)

Figura 3.7: Solucién ejemplo (3.3.1). Potencial @(x,y), para0 <x<ly—-1<y<1.

Ejercicio 3.4 Mostrar que la solucién (3.46) es inconsistente para las condiciones de frontera
indicadas en la figura 3.8. Encontrar la solucién de la ecuacion de Laplace para el problema indicado
en la figura 3.8.

Ejercicio 3.5 Evaluar el potencial en el caso mostrado en la figura 3.9a.
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z

(b)

Figura 3.9: Condiciones de frontera: a) Ejercicio (3.5). b) Ejercicio (3.6).

Ejercicio 3.6 Evaluar el potencial para el caso mostrado en la figura 3.9b.

| En este ejemplo se consideran dos placas paralelas infinitas separadas por una distancia L,

tal como se ilustra en la figura 3.10, bajo las siguientes condiciones de frontera:
y A

o(w, L) = V()

p(z — +o00,y) =0 VL

#(a,0)=0

Figura 3.10: Ejemplo (3.3.1). Configuracién de dos placas metalicas paralelas separadas por una distancia L.
= ©(x,0) =0 para todo x.
= ¢(x,L) =V(¢) para todo x.
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» @(x — Foo,y) — finito para todo y.

El objetivo de este ejemplo es determinar el potencial eléctrico en la region situada entre las
placas.

Solucion: La solucion de este problema requiere un enfoque distinto al que se ha abordado
previamente, ya que en este caso no existen condiciones de frontera que definan posibles
valores de . Por lo tanto, la solucion general debe incluir todos los posibles valores de
a, abarcando el rango de los niimeros reales; es decir, —oo < ¢ < oo. Un cambio adicional
consiste en preferir una solucion armonica expresada en términos de funciones exponenciales,
es decir, et'%, lo que lleva a que la solucién mds general sea:

) = [ o B ) (o D)

—00
[\ J/
-~

1
+E1xy+ Exx+ E3y+ Ey. (3.158)

La integral en (3.158) puede reescribirse de manera mds conveniente, mediante el siguiente
procedimiento:

I= / (Age™™) (Coe®™ + Dge™® da+/ 10 (Ce™ + Dye™®) dar. (3.159)
Ahora, en el segundo término, se reemplaza ¢ — — o, de modo que:

I:/ (A lax) (C eay+Dae @y d06+/ l(XX C_ae_ay+D_a€ay) dOC
(3.160)

Al agrupar términos, se obtiene:

I= / aCa+B oD— ) e® +(AqDg+B_oC_q)e ¥ | do
F(a) 6(a)
_/ W TF(a)e® +G(a)e” *] da. (3.161)

Por lo tanto, la solucion mds general en este caso se puede expresar como:

o(r,y) — / ¥ [F(a)e®™ + G(at)e™®] da
VExy+Esy+ Es. (3.162)

Al aplicar la primera condicion de frontera, se tiene que:
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oo

o(x,0) = /_ e F (@) + Gla)|dar+ Eyx-+ By =0, (3.163)

. . . . — / . .
Multiplicando la igualdad anterior por e'*~ e integrando respecto a x, se obtiene:

{e]

0 = / / ei(a_a/)xdx[F(a)+G(a)]d06—|—E2/ xe_ialxdx+E4/ e—ia’xdx

—00

-~ -~

2né(a—a’) — —2nd(a’)
_ on / " (00— o) [F(or) + G(or)] da+ En / " e gy B s (al)
—o00 —o00
—»00
= 21 [F(a')+G(a')] + Ey (— o) — Es218 (). (3.164)

Como se observa, el coeficiente E, estd acompaiiado de una integral que diverge, por lo tanto
se requiere que E>» = 0, adicionalmente para que la condicion anterior se cumpla para todo
valor de o se debe cumplir que :

F(a)=-G(a), (3.165)
E,=0. (3.166)

Por tanto, la solucion toma la forma:
o(x,y) = / 2F (o)’ sinh (ay)d o + E1xy + Esy. (3.167)

Aplicando ahora la segunda condicion sobre el potencial, se obtiene:

o(x,L) = V(x):/m 2F (at)e'* sinh (atL)d ot + E1xL+ EL. (3.168)

. . . . 7 / . .
Multiplicando la igualdad anterior por e '** e integrando respecto a x, se tiene que:

/ V(x)e “%dx = / / (=) gxsinh (aL)2F (a)d

2nd(o—a’)
+ E1L/ xeia/xdx+(E3L)/ e 1%y
—o00 —o0
—o0 —2nd(a’)

— o / " §(a— o) sinh (QL)2F (@)da + | L (— o) — (EsL)278(o!')

= 2msinh (o'L)2F (o) + E1L(— o0) — (E3L)27m8 (). (3.169)
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Dado que la integral que acomparia al coeficiente E; tiende a infinito, se debe considerar
E| = 0. Adicionalmente, para que la relacion anterior se satisfaga para todo valor de o, es
necesario imponer que E3 = 0, resultando en:

2. V(x)e % dx

Fla)= 4w sinh (L) (3.170)

Finalmente, el potencial se expresa como:

1 ! .
o(x,y) = 2n/ smh (/ V(x _’axdx/)e’axsinh(ocy)da. (3.171)

Para el caso particular en que V (x) =V = constante, se tiene que:

Vo[ 1 . .
o(x,y) = 271:/ sinh (o) (/ e ' dx’) ¢'* sinh (oy)da

_ iox
N V/ « sinh ocL ) smh(ay) da

1
sinh (aL)
— _Vlim smh((ay) o

a—0sinh (L)

_ (3.172)

o » Vo
E=-Vo()=——5=]j= ] (3.173)

Ejercicio 3.7 Evaluar el potencial para las placas mostradas en la la figura 3.11, en los que
¢ (x,y) — 0 cuando x — oo,

Solucion a la ecuaciéon de Laplace en tres dimensiones

Ahora se considerara la solucidn de la ecuacién de Laplace en tres dimensiones en coordenadas
cartesianas. En este caso, la ecuacién se expresa como:

9% (x,,2) N 929 (x,y,2) N 929 (x,y,2)

2 _ _
Vi (x) =~ 3 S5 =0 (3.174)

Utilizando nuevamente el método de separacion de variables, se propone la solucion en la forma:

O (x,y,2)=Xx)Y (y)Z(z2)- (3.175)
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\/

Figura 3.11: Ejercicio (3.7).Configuracién de dos placas paralelas separadas por una distancia L, con potenciales V; (x)
y Va(x).

Al reemplazar (3.175) en (3.174) y dividir la ecuacién resultante por X (x)Y (y) Z(z), se obtiene:

1 &X(x) 1 dv(y) 1 d*Z(2)
Xo e Tye) a? 70 a2

-~ -~ -~

fx) gy h(z)

=0. (3.176)

J/ J/ J/

Cada uno de los términos en (3.176) depende exclusivamente de una sola variable; por lo tanto,
para que la expresion (3.176) sea vélida para todo valor de x,y y z, cada término debe ser igual a
una constante, es decir:

1 d&X(x) 1 dY(y) 1 d*Z(z)

=0 3.177
X (x) dx? Y(y) dy? Z(z) dz? ’ ( )
kx;rcte ky;rcte kZ;rcte
y por lo tanto
ky+ky+k, =0, (3.178)
con lo cual
1 d*X (x)
=k 3.179
X (x) dx? v ( )
1 d’Y(y)
— =k 3.180
1 d’Z(2)
— =k;. 3.181
Z(z) dz? ‘ ( )

Las anteriores ecuaciones diferenciales tienen soluciones arménicas para k; > 0 (combinacidn lineal
de senos y cosenos), hiperbdlicas si k; < 0 (combinacion lineal de eimxi) o lineales si k; = 0. Los
valores que puedan tomar las contantes k;, dependen de las condiciones de frontera de cada problema
en particular y por lo tanto no se puede predecir con certeza si la solucion para una determinada
coordenada sera armonica, hiperbdlica o lineal. Sin embargo, metodolégicamente si es posible
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asumir inicialmente valores positivos o negativos para las constantes k; y por tanto definir posibles
soluciones armoénicas o hiperbdlicas. Tras aplicar condiciones de frontera, una eleccién inadecuada
en los signos de las constantes serd corregido y la solucién que se presenta como armoénica resultard
en una solucién hiperbdlica y viceversa. Por lo tanto sin perdida de generalidad se puede tomar que:

ky = —ocz,
k=2,
k=7,
lo cual a partir de (3.178) conlleva a que
—o?—B?+9y> =0, (3.182)
por lo cual ¥> = a? + B2. Las ecuaciones diferenciales que se obtendrian a partir de (3.176) son:
dz;i §x> - —o’X (x), (3.183)
dz;yg” = B (y), (3.184)
dilzzgz) = PZ(2). (3.185)

En este punto, las soluciones dependeran de los valores que puedan tomar las constantes o2, 32
y 72, donde ademds se debe tener en cuenta la relacién (3.182). A partir de lo anterior, se deben
contemplar los siguientes casos:
» Si ? >0y B? > 0, entonces las soluciones para las variables x y y serdn arménicas (de
acuerdo a (3.183) y (3.184)), mientras que la solucion para la variable z sera hiperbdlica (de
acuerdo a la ecuacion (3.185)), por lo tanto se tiene que:

¢ (x,y,2) = (Ag, cos 1 x+ By, sin o x) (Cﬁ1 cos B1y + Dg, sin ﬁly) (F%e”IZ + G%e—m) :
(3.186)

donde se ha redefinido @ — o, B — B1 y ¥ — 7., para diferenciar la solucién encontrada de
otras posibles soluciones que se analizardn a continuacion.

= Sise toma a? = 0 en (3.183), entonces a partir de (3.182) se tiene que 3 2 = }/2 y la solucién
mads general serd (lineal para la variable x, solucién armoénica para y y solucion hiperbdlica
para z):

9 (x,7.2) = (A1x+ B1) (Cp,cos By + D, sin Bry) (Fp,eP 4+ Gpe P, (3.187)

donde se ha redefinido B — fB».

= Si B2 =0, a partir de (3.182), se tiene que &’ = y* y la solucién para Y (y) serd lineal,
armonica para X (x) e hiperbdlica para Z(z). Por lo tanto, la solucién més general en este caso
para @(x,y,z) sera:

@ (x,y,2) = (Ciy+D1) (Ag, €08 0nx + B, sin 0px) (Foye® 4+ G e~ %), (3.188)

donde se ha redefinido ¢ — .
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= Si ’}/2 = 0, a partir de (3.182), se tiene que a? = —/32 y las ecuaciones (3.183), (3.184) y
(3.185), toman la forma

2
d;;g” — —o’X (x), (3.189)
2
ddY_y§y> =a®Y (y), (3.190)
dZZ(z) B
= =0 (3.191)

que corresponde a una solucién arménica para X (x), hiperbélica para Y (y) y lineal para Z(z);
es decir

¢ (x,y,2) = (Fgz+ Gp) (Ag cos 0x+ By sinotx) (Coe™ +Dge™*) (3.192)

= Sisetoma a?> =0y B2 =0, entonces se tiene que y*> = 0 y las soluciones para Y (y), X (x) y
Z(z) son lineales. De tal manera que la solucién més general en este caso para ¢(x,y,z) serd:

¢ (x,y,z) = (Aox+ Bo) (Coy + Do) (Foz+ Go) . (3.193)

Con lo anterior, la solucién més general para el potencial vendra dada por:

¢ (x,9,2) = (Ag, cOS Q1 X + B, sin 01 x) (Cﬁ1 cos B1y+ Dg, sin ﬁly) (FyleylZ + Gy, e*m)
+ (A1 x+By) (Cﬁz cos By + Dg, sin Bzy) (Fﬁzeﬁzz +Gp, e*ﬁﬂ)
+ (Cry+D1) (Ag, €08 0ox + Bg, sin 0px) (Fo, €™ + Ggre™ %)
+ (Fyz+ Gy) (Ag cos otx + By sin 0x) (Coe® + Dge™*)
+ (Aox + Bo) (Coy + Do) (Foz + Go) - (3.194)

Nuevamente, es importante mencionar que la solucion general debe incluir todos los posibles
valores que puedan tomar las constantes o, &, 0, B1, B2y 7.

Ejemplo 3.6
Y

Se considera una caja conductora rectangular de lados a, b 'y ¢ que define un volumen en el
espacio el cual estd libre de carga, como se indica en la figura 3.12. Todas las superficies, a
excepcion de una, se encuentran a potencial cero. Se desea encontrar el potencial dentro de
la caja.
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0

E 1 #(0,9,2)

p(a,b,2) =0 |

yd

Figura 3.12: Ejemplo (3.3.2). Cascaron rectangular, con superficies a potencial cero con excepcién de la
superficie z = c.
Las condiciones de frontera asociadas al problema son:

» ¢ (0,y,2) =0 para todo valorde y y z.

» ¢(a,y,z) =0 para todo valorde yy z.
(x,0,z) = 0 para todo valor de x y .
(x,b,z) = 0 para todo valor de x y .
(x,,0) = 0 para todo valor de x y y.

= ¢ (x,y,¢) =V (x,y) para todo valor de x y y.
Solucién: Aplicando la primera condicion sobre la solucion general (3.194), se tiene que:

"0
=0
¢

9032 = (Aaw) (Cﬁl Cosﬁ1y+Dﬁ1 Sinﬁly) (F% el 4 Gy, eiylz)
+(B1) (Cp, cos B2y + Dg, sin By) (Fﬁzel}ZZ + Gme*ﬁzz)

(Cly +D1) (Aaz) (Fazea2Z + Gazeiazz)
+ (Fyz+ Gp) (Aq) (Cae™ 4+ Dge™*)
+ (Bo) (Coy + Do) (Foz+ Go) = 0. (3.195)

Teniendo en cuenta que la condicion (3.195) se debe cumplir para cualquier valorde yy z, y
que las funciones involucradas son independientes, se deduce que:

Aa :Aal :Aaz — Bl — BO — O. (3.196)

Con lo anterior, la solucion queda:

@ (x,y,z) = (Bg,sin(aix))(Cg, cosBiy—+Dpg sinfiy) (Fy e+ Gye M%)
+(A1x) (Cﬁ2 cos By + Dg, sin ,Bzy) (Flg2 Pz 4 Gﬁze_ﬁzz>
(Cly +D]) (Bog2 Sin (sz) (F'azeaZZ + G(xzeiazz)
+ (Foz+ Gp) (B sinax) (Cae™ + Dge™ )
+ (Aox) (Coy + Do) (Foz + Go) - (3.197)
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Al aplicar la condicion ¢(x,0,z) = 0, se obtiene:

¢ (x,0,z) = (Bgsin(aix))(Cp,) (Fye"*+Gye ")
+(A12) (Cp,) (Fp,eP +Gpye )
+ (D) (Ba, sin cx) (Fazeazz 4 Ga2efazz)

+ (Foz+ Gy) (B sinax) (Co + Dq,)
+ (Aox) (Do) (Foz + Go) = 0. (3.198)

Para que la condicion anterior se cumpla para cualquier x y z, se requiere que:
Cp,=Cp,=D1=Dp=0, y Dg=—Cq, (3.199)
entonces, la solucion parcial se escribe en la forma:

@ (x,y,2) = (Bg,sin(aux)) (Dg, sinfiy) (Fye"*+Gye 1)
+ (A1x) (Dg, sin Bry) <F[326B2Z + sze*ﬁzz)
+(C1y) (Bg, sin 0x) (Fg,e%* + G e~ %)
+ (Fjz+ Gj) (Basin ax) (2C, sinh ay)
+ (Aox) (Coy) (Foz + Go) - (3.200)

Ahora, teniendo en cuenta que ¢(x,y,0) = 0, resulta:

¢ (x,y,0) = (Bgsin(ox)) (DBI Sinﬁly) (F% +G71)
+(A1x) (D, sin Bay) (Fp, +Gp, )
+(C1y) (Ba, sin owx) (Fo, + Gy
+ (Gp) (Basinoix) (2Cq sinh ay)
+ (Aox) (Coy) (Go) = 0. (3.201)

Exigir que la condicion (3.201) se garantice para todo valor de x y y requiere que:

FYl _G}’n
Fp, = —Gg,,
F(x2 = _GOC27
Gy =G, =0. (3.202)

Con lo anterior, la solucion hasta el momento tiene la forma:
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¢ (x7y7 Z) - (FYIB(XI Sin(al.X)) (D,Bl Sinﬁly) (eYIZ — e_YIZ)
——
2sinhy;z

+ (A1x) (Fp,Dg, sin B2y) <eﬁ21 - e_ﬁzz>
—_—
2sinh Bz

+ (Fyz) (Ba sinowx) (2Cq sinh aty)
+(C1y) (Fap B, sinopx) (€%F — e~ %7). (3.203)
N—

2sinh oz

Ahora, la condicion ¢(x,b,z) = 0 implica:

@ (x,b,z) = (2FyBg, sin(ox)) (Dg, sinfib) (sinh7iz)
+ (Alx) (ZFﬁzDﬁz sin ﬁzb) (sinh ﬁzZ)
+ (Fyz) (Ba sin 0ix) (2Cq sinh at)
+(C1b) (2Fg,Ba, sin 0px) (sinh 0pz). (3.204)

La condicion establecida por (3.204) exige que:

sinib=0=Bib=nn= B = %, paran=1,2,3,... etc
k
§inBab = 0 = Pob =k = P = 7”, parak=1,2.3, ..., etc

Asi que la solucion hasta el momento, considerando todos los posibles valores de B; (i =1,2),
se reduce a:

(x,v,2) Z 2Fy, Bg, sin Oclx)) (Dn sin (%y)) (sinhy;z2)

S
—_

+A Y, (ZFBZDk sin <%y>) (sinh ;7). (3.206)

k

La condicion ¢(a,y,z) = 0 se traduce en:

¢(a,y,z) = Y (2F;Bg sinaya) <Dn sin <%y>> (sinhy;z)

n

+(Aja) Z (2Fka sin (%y)) (sinh Bz) =0, (3.207)

k




156 Ecuacion de Laplace

que se debe cumplir para todo valor de y y z, y dada la independencia de las funciones
implicadas, se tiene que:

. mm
sina=0=aqa=mn= 0o =——, param=1,2,3,... etc,
a

A =0. (3.208)

Finalmente, la solucion del problema, bajo las condiciones de frontera consideradas, se
escribe como:

o (x,y,z) = mgl2Fyﬁ:Dm (sin <m77rx>> (sin (%y)) (sinhy;z)

= i A (sin (m—jrx>> <sin (%y)) (sinhy,z), (3.209)

m,n=1 a

donde vy = \/ o + B = (/72 (Z—i + %2) que se denominard Yy, tal que:

0 (xyz) = ilAm" <sin (m—”x)> (sin (%y)) (sinh¥pmz).  (3.210)

a

Las constantes Ay, se deducen de la condicion @ (x,y,c) =V (x,y) para todo valor de x y y,
resultando en:

¢ (x,y,c) =V (x,y) = ;’;Anm sin ('%”x) sin (%y) sinh (Yumc)- (3.211)

Utilizando la condicion de ortogonalizacion (3.60), que para el caso se lee como:

a /
/ sin (ﬂx> sin <Hx) dx = 6—15,1,1/,
0 a a 2
b mm N\ . (m'm b
/0 sin (7)7) sin (Ty) dy = §5mm/,

se deduce que:

a

a b ! /
/ / V (x,y)sin (m ”x) sin (%y) dxdy = ‘;—bA,,m, sinh (Y c). (3.212)
0 JO

Es decir:



3.3 Ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares 157

4 1 a rb mn nmw
App=——"""-—"—+ in| — in— . 21
= sinh(}/nmc)/o /0 V(x,y) sm< , x) sm( p y)dydx (3.213)

Considerando el caso: V (x,y) = Vo = constante, los coeficientes Ay, son:

4 Vo a b mmoN\ . /nxw
A = Sinh (Yomc) Jy ) sin (%) sin (G Jave

4 Vo /“, <m717 )d /b, <n7r >d
=——— [ sin[—x)dx [ sin{—

ab sinh (Yunc) Jo a 0 b)Y

4 Vo [ a cos <m7r >]a b cos (nn ) b
= _—— —x _— —_—

ab sinh (fyme) L mm a 0| nm b 0

4 Vo
= : 1 —cos(mm)| |1—cos(nr)
nm7? sinh (Ymc) —_—— ——
=" (=1)"
4 Vo

= s sinh (o) L D= (1, (3.214)

de donde se determina que los uinicos elementos diferentes de cero se cumplen cuando (n,m)
toman valores impares. Por tanto:

4 Vo

A = 2)(2

@nEDEmED) = 20+ 1) (2m+ 1) 72 sinh (y(zm),(zm“)c)( /@)
16 Vo

_ . , (3.215)
(2n+1) (2m+ 1) 7% sinh (Y24 1) (2m41)€)

con lo cual el potencial para el problema en consideracion toma la forma:

= . 2m+1)7w . 2n+ 1w )
¢ (x,y,2) = Z A(2n+1)(2m+1) sin <¥x) sin (%}D sinh (Y(zn+1),(zm+1)2),

n,m=1 a

(3.216)

donde A3, 11)(2m+1) estd determinado por la expresion (3.215).

Ejemplo 3.7
A |

Un tubo de metal semi-infinito de seccion transversal rectangular de lados a y b se encuentra
“aterrizado” (ver figura 3.13). Sin embargo, uno de sus extremos se encuentra a un potencial
especifico Vo = cte. Se desea encontrar el potencial en el interior del tubo.
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(.Y, 2 = 00)

0

0

S p@bz)

0y, 2) =

>
S

‘r"’(l y,()) =W

Figura 3.13: Ejemplo (3.3.2). Tubo de metal semi-infinito de seccidn transversal rectangular de lados a y b.
Las condiciones de frontera del problema son:

» ¢0(0,y,2) = ¢ (a,y,z) =0 para todo valor de (y,z).
» ¢ (x,0,z) = ¢ (x,b,z) =0 para todo valor de (x,z).
= ¢ (x,y,0) =V, para todo valor de (x,y).

= @ (x,y,z — o) — 0 para todo valor de (x,y).

Soluciéon: Como punto de partida, se toma la solucion mds general de la ecuacion de Laplace
en coordenadas cartesianas, dada por:

¢ (x,y,2) = (Ag cosox+ Bg, sin(ax)) (Cﬁ1 cos 1y + Dg, sinﬁly) (F},leylz + Gyle_m)
(Alx + Bl) (Cﬁz cosS ﬁzy + Dﬁz sin BZY) <FB eﬁzz + Gﬁze_ﬁzz>
+(C1y+ D7) (Ag, €08 09X + By, sin 0x) (Fg,e®* + G g, e ™)
(Foz + GO) Agq €08 0tx + B sin 00x) (Cae Y4+ Dae*“y)
+ (Aox+ Bo) (Coy + Do) (Foz+ Go) - (3.217)

Aplicando la primera condicion sobre la solucion general (3.217), se obtiene:

0(0,5,2) = (Ag)(Cp,cosPry+Dg, sinPiy) (Fye"*+Gye ")
+(B1) (Cp, cos Boy+ Dp, sin Bry) (Fﬁzelbz + Gme*ﬁzz)
+(C1y+D1) (Aay) (Fop, ™ + Gope™?)
+ (Foz+Gp) (Aa) (Cae™ +Dge™*)
+(Bo) (Coy + Do) (Foz+ Go) = 0. (3.218)

Dado que la condicion (3.218) se debe cumplir para cualquier valor de y y z, se obtienen las
siguientes restricciones:

Aa :Aal :Aaz — B] — BO — O, (3.219)

resultando en la siguiente solucion parcial del problema:
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@ (x,y,z) = (Bg,sin(aix))(Cpg, cosBiy-+Dpg sinfiy) (Fy e+ Gye M%)
+ (Alx) (Cﬁz CcOS ﬁzy +Dﬁ2 sinﬁzy) (Fﬁzeﬁzz + Gﬁze_ﬁ21>
+(C1y+ Dy) (Ba, sin 0x) (Fp,e®* + Go,e)
+ (Foz+ Gp) (B sinotx) (Cqe™ + Dge™ ™)
+ (Aox) (Coy + Do) (Foz + Go) - (3.220)

La condicion ¢(x,0,z) = 0 establece que:

@ (x,0,z) = (Bgsin(aix))(Cp,) (Fye"* +Gye M%)
+ (A])C) (Cﬁz) <Fﬁ2€ﬁzz + Gl}le_ﬁzz>
+(D1) (Ba, sin 0x) (Fg,e®* + G o, e ™)

+ (Fyz+ G}) (Basinox) (Co + De)
+ (Aox) (Do) (Foz + Go) = 0. (3.221)

El resultado expresado en (3.221) es vdlido para cualquier valor de x y z, lo que implica:

Cﬁl = Cﬁz =D :D() = 0, y Dy = —Ca, (3.222)

con lo que es posible escribir:

0(0:2) = (Buysin(@ny) (Dp,sinfuy) (Fye + Gpe ™))
+ (Alx) (D[b sin ﬁz)/) (FB2€ﬁ2Z + Gme—[bz)
(Cly) (B(Xz Sin OCQ)C) (Fa2eazz + Gazeazz)
+ (Foz+ Gy) (Bg sinotx) (2Cq sinh ary)
+ (Aox) (Coy) (Foz + Go) . (3.223)

Ahora, al aplicar la condicion ¢(x,b,z) = 0, se tiene que:

@ (x,b,2) = (Bg,sin(ox)) (Dg, sinfb) (Fye"* + Gye ")
+ (A1x) (2FBzDﬁ2 sin ﬁzb) <Fﬁ2eﬁzZ + Gﬁze*BZZ)
+(C1b) (2Fg,Bg, sin 0px) (F,e®* + G, %)
+ (Foz+ G) (Bg sin otx) (2Cq sinh ab)
+ (Agx) (Cob) (Foz + Go) = 0. (3.224)

La condicion establecida por (3.224) impone los siguientes requisitos:
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sinfib=0= B1b=mn =B :an,

k
§infob = 0 = Pob = km = B = 7”, parak=1,2,3,....etc,

param=1,2,3, ... etc,

C1=Cy=Cq=0. (3.225)

Asi que la solucion general, considerando todos los posibles valores de B; (i = 1,2), se reduce
a:

¢ (x,b,z) = Z (Bg, sin(01x)) (Dm sin (m?ny» (Fy e+ Gy e M%)

m=1
(]

k . .
+(Am) Y <2Fka sin (gy)> (er%u er—%1> . (3.226)

k=1

Aplicando ahora la condicion ¢(a,y,z) =0, se tiene que:

¢(a,y,z) = Y, (Bgsinoya) (Dm sin <m7ny>> (Fye"* + Gy e M%)

m=1

k ¥4 T
+(A)Y (ZFka sin (%@)) (er%z + er*%ﬁ —0. (3.227)

k

La condicion (3.227) exige que:

. nmw
sina=0=qa=nnt= o = —,
a

A =0, (3.228)

lo que permite expresar parcialmente la solucion en la forma:

[ee]

/1 T
9(xy.2) = ¥ By (sin""x) (sin %y) (Fy e+ Gpe ™). (3.229)
mn=1 a
donde y; =/ Oc12 + [312 =4/ n? (Z—z + ’5—22) que se denominard Yyy,. Asi que:
9(x.y.2) = Y, BuDy(sin"ox) (sin any> (Fy, e + Gy e 7). (3.230)
m,n=1 a

Ahora, teniendo en cuenta que @(x,y,z — o) — 0, se debe establecer que Fy,, = 0. Por lo
tanto:
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¢ (x,y,2) = i B.D;,Gy,, (Sinﬂx> (smmTﬂy)( Vnmz)

m,n=1 a
nm

o)

]’[:

a

Utilizando las condiciones de ortonormalizacion:

se determina que:

a b / / a /
/ / Vo sin (gx> sin (m_ny) dxdy = ZAnm ( / sin (Hx) sin (Ex> dx)
o Jo a b o 0 a a
/b sin (mﬂ: ) sin m'n d
0 b y b y|ay

ab
= A Anm6 ’8m’
ab

4

de manera que:

4Vy [ b
Apm = =0 [ sin (ﬂx> dx/ sin (m—ﬂy) dy
ab Jo a 0 b

4V0[ a cos <n7t )}a b cos (mﬂ ) b
= | —— —X —_— _—
ab nm a o| mm b 4 0
4Vy
= [1 —cos(nm)][1 —cos (mm)]
4V

2nm

Finalmente, la condicion ¢ (x,y,0) = Vy permitird fijar las constantes Ay, resultando en:

= Z (sm —x) (sin an'y> (e_y"’”z) . (3.231)

0 (x,,0) = Vo = ZAnm (sm (—”x)) (sm ('%”y» . (3.232)

a !/
/ sin <n7t ) sin Hx dx = ES,, W (3.233)
0 a a 2"
b mm N . (m'm b
/0 sin (7))) sin ( 5 y) dy = §6m7m/, (3.234)

= DA, (3.235)

= (1= (=D = (=1)"], (3.236)
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por lo tanto se tiene que:

16V, .
—-L  parany m impar,

Ay = { W PATER YTV (3.237)
0 para n o m par .

Entonces, el potencial en el interior del tubo semi-infinito es:

16V) & 1 T T _ n\2, (m)2
¢ (x,y,2) = n_zo n;n o sin (%x) sin (mTy)e (@) +(5) = (3.238)
=~
impar
La figura 3.14 muestra grdficamente la solucion establecida por (3.238) para diferentes

valores de z, donde se ha truncado las sumas en N =40 (paranym), con Vo =10,a=1Yy
b=2.

Gréfico del potencial ¢(x, y, z) para z=10.1 Gréfico del potencial ¢(x, y, z) para z=0.5

2.00 2.00
2.4
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x(m) x(m)
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x(m) x(m)

Figura 3.14: Representacién grafica de la solucion (3.238) para diferentes valores de z, con N = 40 (limite
truncado de la sumatoria parany m), Vo =10, a=1yb =2
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Figura 3.15: Ejercicio (3.8). Cascaron rectangular semi infinito con superficies a potencial cero con excepcioén de z = 0.

Ejercicio 3.8 Un tubo de metal rectangular infinitamente largo de lados a y b estd aterrizado, pero
uno de sus extremos, en z = 0, se mantiene a un potencial @ (x,y,0) = Z—gxy, como se indica en la
figura 3.15. Encontrar el potencial dentro del tubo.

Ejercicio 3.9 Una caja cibica, de lado a, consiste de cinco placas de metal que estdn soldadas
juntas y aterrizadas (ver figura 3.16). La parte superior de la caja estd hecha de una hoja de metal,

separada y aislada de las otras caras de la caja, y se mantiene a un potencial Vy (x,y,a) = Vo =
constante. Encontrar el potencial dentro de la caja.

Figura 3.16: Ejercicio (3.9). Cascaron cibico con superficies a potencial cero, con excepcion de la superficie z = a.
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Ecuacion de Laplace en Coordenadas Cilindricas

Problemas en dos dimensiones
En el contexto bidimensional, las coordenadas cilindricas (p, ¢,z) se asumen como coordenadas
polares (p, ¢,z =0). En este caso, la ecuacién de Laplace se expresa como:

19 [ de(p,¢)] 1 e(p,¢)
s {pT} t g =0 (3.239)

Al utilizar el método de separacion de variables, la solucion de (3.239) se considera de la forma:

Vio(p,9)

¢(p,9) =R(p)P(¢). (3.240)

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (3.239), se obtiene:

®(¢) d [ dR(p)]  R(p)d*®(9) _

p %[p dp h p> do> e
lo cual implica:

p i{ dR(/))]:_ 1 d’®(9) 3.942

R(pydp [P dp |~ @(9) do? (242

Esta identidad debe ser verdadera para todo (p, @), llevando a que ambas expresiones sean iguales a
una constante, que convenientemente se elige como v2, y por lo tanto:

_p d dR_(p)] — V2 3.243
R(p)dp [p dp . (249
1 d*®(¢) 5

Elegir la constante como v? da lugar a soluciones arménicas peridicas en la variable ¢, lo cual se
espera para una coordenada angular. De aqui se deduce:

d dRP)}_V_zR _ 0 3.045
=P - SRy = o (3.245)
d’d(¢) _
or tVe9) = 0 (3.246)

La ecuacioén (3.245) se transforma a:

d’R(p)  dR(p) Vv
2 T ap —?R(p)—o. (3.247)

La anterior expresion se puede reescribir en términos de una nueva variable u, definida por

p=e' 6 u=Inp, (3.248)
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para la cual

dR dR 1

— = ——, (3.249)
dp dup
d’R 1 dR 1 d°R
) _ _1dR 1dR (3.250)
dp? prdu  p*du?
Entonces, en términos de U, la ecuacién (3.247) se convierte en:
d°R(n) “V2R(u) =0 (3.251)
du? ’ '
y presenta las siguientes soluciones:
R(u)=Ave"™ +Bye "F =A, (") +By (). (3.252)
que en términos de p, se puede escribir como:
R(p)=Cyp¥+Dyp~". (3.253)
Por otra parte, la ecuacion asociada a la variable ¢ es:
’®(9)
Tq)z +v-d(¢) =0, (3.254)
cuyas soluciones son:
®(¢) =Cycosve + Bysinve. (3.255)

Por lo tanto, la solucién de la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas en dos dimensiones
para v # 0 se expresa como:

@(p,9) = (Cvp" +Dyp~") (Aycos Vo + Bysinve). (3.256)

Para cada valor de v # 0, se obtiene una solucion del tipo descrito por (3.256). Por lo tanto,
la solucion mdés general debe comprender todos los valores posibles de v, lo que exige aplicar
condiciones de frontera para determinar los valores admisibles de v.

Cuando v = 0, las ecuaciones (3.245) y (3.246) toman la forma:

d [ dR(p)]
dI*e(¢)
o =0 (3.258)

cuyas soluciones son:
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R(p) =E{Inp + E, (3.259)
D(¢) = E3¢ + Eu, (3.260)

por lo tanto, el potencial para v = 0, sera:

@(p,¢) = (EyInp + Ey)(E3¢ + Ey), (3.261)

sin embargo, una solucioén lineal en la variable ¢, no cumple el requisito de periodicidad angular:
(¢ +2m) = D(¢), por lo tanto e independiente de las condiciones de frontera de un problema en
particular, se debe tomar E3 = 0, tal que la solucion para v = 0, se reduce a:

¢(p,9) = (E1E4Inp + EGEs)
S~~~ S~~~
E; Ey
= (EiInp +Ey). (3.262)

Con lo cual, a partir de (3.256) y (3.262), se determina que el potencial en coordenadas polares esta
dado por:

9(p,9) = (Cvp* +Dyp ") (Aycos Vo +Bysinve) + (Ey Inp +Ey). (3.263)
Nuevamente la solucién mas general posible, se obtiene teniendo en cuenta todos los valores

posibles para el pardmetro v, que como se mostrard en el proximo ejemplo, deben ser valores
enteros para cumplir el requisito de periodicidad sobre la variable ¢.

Ejemplo 3.8

q

En este ejemplo, se analiza un cilindro infinito que tiene un potencial V(@) en su superficie,
ubicado en p = R. El objetivo es determinar el potencial eléctrico en el interior del cilindro,
partiendo de la solucion mds general de la ecuacion de Laplace en dos dimensiones, usando
coordenadas cilindricas (polares), dada por:

@(p,9) = (Cvp" +Dyp~") (Aycos Vo + Bysinve) + (E; Inp + E). (3.264)

Solucion: Dado que el potencial no varia con respecto a la coordenada z, es decir, presenta
una simetria con relacion a esta coordenada, el problema puede tratarse como bidimensional.
La condicion de frontera en este caso es: @ (R,¢) =V (¢). Sin embargo, para obtener una
solucion finita y consistente en el interior del cilindro, se desea que el potencial sea finito
cuando p — 0. Por esta razon, se impone la condicion D, = E; = 0 en la solucion general,
ecuacion (3.264), de tal forma que esta deberd expresarse como:
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o(p,0)=(p") | CvAycosv +CyBysinve | +Eo. (3.265)
AL B,

Simplificando, se obtiene:

@ (p,9)=p" (A}, cosvo+B,sinve) + Eo. (3.266)
La condicion de simetria que debe satisfacer el potencial es: ¢ (p,¢) = @ (p,¢ +2n), lo

cual implica:

@ (p,¢+2m) =pY (A, cosv(¢+27)+ B, sinv(¢ +27)) + Ey
p" (A, cosv)+B,sinve) + Ey. (3.267)

Esto significa que:

cosvp =cosV(9 +2m) =cos(vp +2vm)
sinvg =sinv (@ +2x) = sin (v +2vrm), (3.268)

por lo tanto,

cos(2mv) =1 , sin(2zv) = 0. (3.269)

Estos resultados establecen que las identidades se satisfacen simultdneamente si el pardmetro
V es un entero, es decir, v =1,2,3,---. Asi, la solucion de la ecuacion de Laplace se expresa
como:

op,¢9) = i p" [A}, cos (Vo) + By, sin(ve)] + Ey. (3.270)

v=1

En este punto, se puede simplificar la expresion teniendo en cuenta que la constante E se
puede absorber en la constante que resulta en el primer término de (3.270) cuando v toma el
valor de cero; es decir A6 — A6 + Ey, con lo cual se tiene que:

¢(p.9)= i p" [Aycos (ve)+ Bl sin(ve)]. (3.271)
v=0

Ahora, se aplicard la condicion de frontera @ (R,9) =V (@), tal que:
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¢ (R,9) i [A}, cos (V@) + B, sin(ve)]. (3.272)

Utilizando las condiciones de ortogonalizacion de las funciones {cos(v¢)} y {sin(v¢)}:

znd(psin(vq))sin(v’(p) = 78y,

2r

dgcos(ve)cos (V') = mdyy, (3.273)

2r

d¢sin(ve)cos(V'¢) = 0,

se establece que:

21

doV (¢)sin(V'9) = iRV A",/Oznd(pcos(V(p)sin(v'qb)+B’v 02”d¢sin(v¢)sin(v’¢)
v=1

‘0, 7'L'5vv/
= nY R'B,8,y =7R"B,, (3.274)
lo cual lleva a:
, 1 21 )
B, = R doV (¢)sin(ve). (3.275)

Finalmente, si se multiplica (3.272) por cos (V') y se integra en @, se encuentra que:

2

doV (¢)cos (V'9) = iRV A(,/Ozndd)cos(vq))cos(v’q))+B(, 02”d¢sin(v¢)cos(v’¢)
v=1

~~

7'!75VV/ 0
= Y R'A,S,, =RV A}, (3.276)
v=1
por lo que:
, 1 2
A, = R Jo doV (¢)cos(vo). (3.277)

Reemplazando los valores obtenidos para A', y B, se establece que la solucion general es:
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¢(p.9) = ipv{

= d“”V (¢7) cos (WP/)} cos (v9)
[mle /Omd‘l’ V(¢')sin (v¢’ )} sin<v<z>>}

_|_

= %i (%> "dg'v (¢') [ cos (vo') cos (vo) +sin (ve')sin (v9)]
-1 é &)/ a0V (¢') cos [v (0 — 9')] (3.278)

Figura 3.17: Ejercicio (3.11) y (3.12). Diagrama para calcular el potencial eléctrico de una cuiia.
Ejercicio 3.10 Probar las relaciones (3.273).
Ejercicio 3.11 Calcular el potencial para la configuracién geométrica indicado por la figura 3.17a,
considerando las siguientes condiciones de frontera: ¢ (p,0) =V, ¢ (p,B)=Viy ¢ (R,0) = V).
Ejercicio 3.12 Calcular el potencial en el interior de la cufia de la figura 3.17b.
Ejercicio 3.13 Evaluar el potencial entre un par de cascarones cilindricos concéntricos infinitos de
radios ay b, (b > a) y a potenciales 0y V, (¢) respectivamente. Analizar el caso V, (¢) =V = cte.

Problemas en Tres Dimensiones

La ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas en tres dimensiones se expresa como:

3 [p2eeea], ] P0(p.0:3)  I0P:03) (3579

2 — — JR—
V(p(p7¢7z)_p&p ap p2 a(PQ + azz

Utilizando el método de separacién de variables, se plantea una solucién para el potencial en la
forma:

¢ (p,9,2) =R(p)P(¢)Z(2). (3.280)

Sustituyendo esta solucion en la ecuacion (3.279), se obtiene:

2
®($)Z(z) d [Pdljlf,p)] +R(p;ZZ(Z)dZ)(2¢>+R(p)¢(¢) —0, (3.281)
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la cual al dividirse entre R (p) ® (¢) Z (z) adquiere la forma:

1 d a’R(p)] 1 d*®(9) 1d22(z):0 328
PR(p)dp {p dp P2B(9) do? | Z() dZ ’ (-282)
y se puede expresar como:
p d [ dR(p)] p*dZ(x) 1 d*®(9)
Ro1as Pl ) 2 e e (3289

La parte derecha de la igualdad dada por (3.283) depende exclusivamente de las variables (p,z),
mientras que la parte izquierda depende exclusivamente de la variable ¢. Dado que la relacion
(3.283) debe ser valida para todo valor de (p,¢,z), se determina que dicha expresion se cumple
solo si ambas partes son iguales a una constante, la cual se llamar4 /:

p_d [ dR(p)]  p* d*Z(z)
Rmﬁﬁ[ dp]*Z@)d% b (3289
1 d*®(9)
5@ . = " (3.285)

Dado que ¢ es una variable angular, se requiere soluciones arménicas en la variable ¢, lo que
implica que la constante [ debe ser positiva. Para enfatizar esta seleccién, se toma [ = V2. Asf, las
ecuaciones en (3.285) se reformulan como:

p_d [ dR(p)] P> dZ(z) ., _

Rrds P i) T e = O (3280
2
dZ)(f)Jrvch(@ = 0. (3.287)

Como se ha mencionado, la ecuacion (3.287) conduce a soluciones armonicas en la parte angular, las
cuales aseguran la continuidad del potencial satisfaciendo la condicién ¢ (p,¢,z) = ¢ (p, ¢ +27,z).
Asi, las soluciones de la ecuacioén (3.287) se expresan como:

q)(¢> ~ eiiwp?o
D(p) ~ sin(ve),cos(ve). (3.288)

Si los ejemplos a tratar tienen una paridad definida en la variable ¢, es recomendable tomar la
soluciéon como una combinacion lineal de {sin(v¢),cos(v¢)}, siendo esta la opcién adoptada en
este libro.

Por otro lado, la ecuacién (3.286) puede ser expresada como:

1 d [ dR v? 1 d*z

= [p W} v L4z (3.289)
pR(p)dp | dp p Z(z) dz
La identidad se mantiene para todo valor (p,z) cuando cada término se iguala a una constante, que
puede ser positiva o negativa. Al definir esta constante como positiva (k), se obtiene una solucién
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arménica en z, pero si se define negativa (—k?), la solucién en z es hiperbélica, la cual inicialmente
se considera aqui, dejando la solucién arménica para una discusion posterior. Asi, definiendo la
constante como —k2, se tiene:

1 i{ dR(p)}_V_2 _ e
PR(p)dp | dp p? ’
S ey =l ey (3.290)

lo que da lugar a las siguientes ecuaciones:

pip P15+ (0o = 0

d’Z(2)
dz?
En este contexto, las soluciones de la ecuacion (3.291) se exponen como combinaciones lineales de
funciones hiperbolicas; es decir

—k*Z(z) = O. (3.291)

Z(z) ~ o,
Z(z) ~ (cosh(kz),sinh(kz)). (3.292)

Para resolver la ecuacion (3.291), se plantea el cambio de variable x = kp, resultando en:

1d [ dR(x) v?

-—— 1—— |R(x)=0 3.293

xdx [x dx ] * ( xz) (x) ’ ( )
que puede reescribirse como:

d’R(x) 1dR(x) N (1—V—2

dx? X dx x2

La ecuacién (3.294) es conocida como ecuacion de Bessel, cuyas soluciones se determinan
asumiendo una serie de potencias de la forma:

) R(x)=0. (3.294)

=Y ap/t (3.295)

Al insertar la serie (3.295) en (3.294), se determina que @ = V. Las soluciones que surgen de este
andlisis se conocen como funciones de Bessel de orden v y —V, y se escriben como:

hd J 2j+v
Rl(-x) = ]ZO_]'F ]+V+1) <2) s
. 0 J X 2j—v

Ro(x) = JZE)J'F = v+1) (5) , (3.296)
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donde I'(z), es la funcién gamma, definida para un argumento complejo z con parte real positiva
(Re(z) > 0) como:

I'(z)= / dr -7 te ™, (3.297)
0

Las soluciones mencionadas en (3.296) poseen las siguientes caracteristicas: si V no es un
entero, Jy y J_y son linealmente independientes, permitiendo que la solucion general se exprese
como una combinacioén lineal de estas funciones. Si v es un entero, situacion comun en los ejemplos
considerados, Jy y J_y son linealmente dependientes, cumpliendo que:

Jy(x) = (=1)VJ_y (x). (3.298)

Por lo tanto, cuando se considera v como un nimero entero, es necesario encontrar una segunda
solucion que sea linealmente independiente de J,. Esta segunda solucion se conoce como la funcién
de Bessel de segunda clase o funcion de Neumann y se define de la siguiente manera:

_ cos(mv)Jy(x) —J_v(x)
sin(7v) '

Ny (x) (3.299)

Por consiguiente, la solucién mas general para la variable x (donde x = kp) se expresard como una
combinacién lineal de las funciones de Bessel J,, y de Neumann Ny, (x).

Antes de establecer la solucién mds general posible de la ecuacién de Laplace en coordenadas
cilindricas, es importante enunciar algunas propiedades de las funciones de Bessel y Neumann que
son cruciales para hallar soluciones particulares, especialmente en lo que respecta a las condiciones
de frontera.

Propiedades de las Funciones de Bessel
Raices de las funciones de Bessel

Se define en este texto xy , como las raices de la funcién de Bessel de orden v (ver Tabla 3.1);
es decir, los valores de x que satisfacen la ecuacion:

Jo(tya) =0, n=1273_.. (3.300)

Cuando Vv es un ndmero real, los ceros de esta funcién también son reales. Las funciones de
Neumann también presentan raices (ver Figura 3.18).
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Funciones de Bessel s Funciones de Neumann
ERN
x X 00
=< 02 2:
0 2 a N 6 8 10 o 2 ! N 10
(a) (b)
Figura 3.18: Primeras funciones de Bessel y Neumann de orden entero.
Jo Ji J2 53 Jy
24048 3.8317 5.1356  6.3802  7.5883
5.5201 7.0156  8.4172 9.7610 11.0647
8.6537 10.1735 11.6198 13.0152 14.3725
11.7915 13.3237 14.7959 16.2235 17.6160
149309 16.4706 17.9598 19.4094 20.8269
Cuadro 3.1: Ceros de las funciones de Bessel.
Propiedades de recurrencia
Las principales formulas de recurrencia que satisfacen las funciones de Bessel son:
2v
Jy—1 (X)) +Jv1 (x) = 7Jv (x), (3.301)
dJy (x
Jo1 (0) = Jys1 (x) = 2 ;( ) (3.302)
X
d
— X (x)] = Xy (x), (3.303)
dx
d . _ _
o V()] = Vv (x), (3.304)
/dxvao (x) = XN (@)+v=Dx""px) = (v- l)z/dxxv_zJo (x). (3.305)

Formas Limite

Las funciones de Bessel poseen el siguiente comportamiento asint6tico:

m Enelcasox < 1:
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s Cuando x > I:

X 2 4
2
Ny(x) — n—sin( —%—%). (3.306)
X
m Para v — o
1 ex\Vv
J o (3v)
v () 2wy \2V
2 rex\—Vv
Ny (x) — H<E> . (3.307)
m Six=0,
Jy (0) = Sy0. (3.308)

Relaciones de Ortogonalidad y Completez
Para v real y v > —1, las condiciones de ortogonalidad y completez de las funciones de Bessel
se expresan en la forma:

2

/ dp py % )0 () = % et ()l G, (3.309)
Jv (MP/) /

= 0(p— . 3.310

AR P=r) R

El conjunto {Jv (’%p)} es completo para cualquier valor fijode vy n=1,2,3,... etc. Cualquier
funcion f(p) definida en el intervalo 0 < p < a puede expandirse en términos de esta base como:

ZAVnJv (xV” ) (3.311)

donde los coeficientes de expansion A’,, se pueden determinar considerando la relacién (3.309), tal
que:

2 1 a Xyn
A= [dp oy (*2p) £ (p). (3312)

a2 [Jv+l (xvn)]
Ahora, si el intervalo de la variable p es infinito, es decir: 0 < p < oo, las condiciones de ortogonalidad
y completez para v real y v > —1 son:

oo 1
/Odppfv(kp)fv(k’P) = 78 (k=K),

/Omdk kly (kp)Jy (kp') = %S(p—p'). (3.313)

Asi, una funcién f(p) definida entre 0 < p < oo se puede expandir en la forma:
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£(p) = [ dk Ay ()3 (kp). (3.314)

y teniendo en cuenta la relacion (3.313), se puede determinar que:

Ay (k) =k /0 “dp 1 (kp) £ (p). (3315)

Solucion general para la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas
En resumen, después de aplicar el método de separacion de variables, se han determinado un
conjunto de tres ecuaciones diferenciales asociadas a las variables (p,z, ) y sus posibles soluciones.

Para la variable ¢ la ecuacién diferencial correspondiente es:

d*®(¢)
d¢>

+v2®(9) = 0. (3.316)

Las posibles soluciones de (3.316) dependen del valor que tome la constante v, donde ya se ha
establecido que vZ > 0, para garantizar soluciones arménicas en la funcién ®, y se determiné que:
» Para v2 > 0, las soluciones son arménicas y su forma mds general viene dada por una
combinacién lineal de las funciones linealmente independientes {ei"¢ , e_ivq)} 0, equivalentemente,
como combinacién de las funciones {sinv¢,cos v }. La eleccion en este texto, serd:

(@) =A,sinve + Bycosve. (3.317)

= Cuando v = 0, la solucién para ®(¢) es lineal en ¢; es decir,
D(¢) ~ ¢ +cte. (3.318)
Sin embargo, una solucién lineal en ¢ no es periddica, por lo que no es fisicamente aceptable.

La ecuacion asociada a la variable z queda definida como:

d’Z(z)
dz?

—k*Z(z) =0, (3.319)

cuyas soluciones son de la forma:
= Para k* > 0, las soluciones se expresan como una combinacién lineal de las funciones
linealmente independientes {¢*?,e~**} o, equivalentemente, como una combinacién lineal de
{sinhkz,coshkz}. En este texto la eleccion sera:

Z(z) = Fe + Gre ™. (3.320)
= Cuando k = 0, la solucidn para Z(z) es lineal en z:

Z(z) ~ z+cte. (3.321)
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Finalmente, la ecuacion diferencial asociada a la variable p estd dada por:
1d { dR(p)} < 5 v2>
—— |p——=|+|k"——= |R(p) =0, (3.322)
pdp [” dp p?
la cual, tomando x = kp, se puede escribir como:
d’R(x) n 1 dR(x)
dx*  x dx

Las soluciones para la ecuacion (3.323) son:
= Sik# 0y v #0 (yasea Vv entero o no), la solucién mas general en la variable p serd una
combinacion lineal de las funciones de Bessel y Neumann: Jy (kp) y Ny(kp). Si v no es
entero, es posible escribir la solucién general como una combinacién lineal de Jy (kp) y
J_y(kp), pero también es posible en términos de Jy (kp) y Ny (kp).
» Sik=0yVv#0,laecuacion (3.322) se puede expresar en la forma:
d’R(p) . 1dR(p) V*
dp> p dp  p?
esta ecuacion tiene solucién de la forma p*, es decir,

R(p) = p*, (3.325)

que, al reemplazar en (3.324), se tiene que:

v2
+ (1 - —) R(x) =0. (3.323)

x2

R(p) =0, (3.324)

S(S_l)ps—2+lsps—l_v_2ps -0
p p?

S(S i l)psz _}_spsz i v2ps72 -0
(SZ _ v2)ps72 -0

(s+Vv)(s—Vv)p*2 = 0. (3.326)
Lo que implica que la identidad se garantiza si:
§==Vv. (3.327)

Por tanto, las soluciones de (3.324) pueden expresarse como una combinacion lineal de las
funciones {p",p "}, es decir:

R(p)=Cyp¥+Dyp~". (3.328)
» Sik=0yv=0,laecuacion (3.322) tendr4 la forma:

1d dR(p)}
—— |p——| =0, (3.329)
pdp { dp
lo cual es equivalente a
dR(p) _
P ap = cte, (3.330)

y, por lo tanto:

R(p) ~Inp +cte. (3.331)
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Todos los resultados presentados se pueden resumir de la siguiente manera:

( R(p) = EoJo(k2p) + E1No(k2p)
Siv=0=< D(¢)=FEsd+E;
Z(Z) = szekzz + sze—kzz

Sik*>0=
R(p) = Cy,Jv, (kip) + Dy, Ny, (ki1 p)
Siv£0= (¢ P(¢)=Ay,cosvVid+By sinv|¢
\ Z(z) = R, M7+ Gy e M2
( R(p) = ExInp +Ej3
Siv=0=<¢ D(¢)=E9od+E)
Z(z) = Esz+ Es
Sik=0=

R(p) =Cv,p" +Dy,p™"
Siv#0= (¢ P(@)=Ay,cosV20+By,sinv,¢
Z(z) = Foz+ Gy

Por tanto, la solucién més general resulta de una combinacién de las soluciones establecidas para
los diferentes valores de k y valores de v . Para que la solucidn sea fisicamente aceptable la solucién
general no puede tener dependencia lineal en la variable ¢ y por tanto en el caso que v =0, la
solucién para ®(¢) serd simplemente una constante que en principio se puede absorber en las
constantes asociadas a las funciones R(p) y Z(z), con lo cual la solucién vendra dada por:

\

(PA<P, (p,Z) = (CV1JV1 (klp) + Dy, Ny, (klp» (AVI cos Vi ¢ + By, sin V1¢> (Fkleklz + lee_klz>
+ (Cy,p*? + Dy, p~*?) (Ay, cOs V29 + By, sin v29) (Foz + Go)

+ (EoJo (k2p) + E1No(k2p) (k2p)) (szekzz + sze_kzz>
+(ExInp + E3) (Esz+ Es). (3.332)

Si existe una simetria bajo traslacién en la coordenada z, la funcién Z(z) es constante y, por
tanto, k = 0, lo que conlleva a la solucién en dos dimensiones definidas por las coordenadas polares.
La solucién (3.332) en realidad no expresa la solucién mds general posible, ya que dicha solucién
debe incluir todos los valores admisibles para las constantes vy, v,k y kp, que se determinan al
imponer las condiciones de frontera en un problema especifico. Por lo tanto, se tomara la solucién
(3.332) como una solucién general preliminar y posteriormente se incluirdn los posibles valores que
puedan tomar vy, Vo, k| y ky , una vez impuestas las condiciones de frontera en cada problema a
resolver.

Solucién alternativa para la ecuacion de Laplace

En el procedimiento para encontrar la solucion (3.332), se establecid en (3.290) que k> > 0.
Dicha eleccidn no es restrictiva para que la solucién (3.332) sea valida ya que admite soluciones para
las cuales k% < 0; es decir, para valores donde k sea imaginario puro. Que k sea real o imaginario
quedaré establecido por las condiciones de frontera y, de ser necesario considerar un valor imaginario
para las constantes k, las funciones de Bessel J,, y de Neumann N, tendrdn argumentos imaginarios,
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lo que se denomina funciones de Bessel modificadas. Por todo lo anterior, es aconsejable definir
cudl serfa la forma que toma la solucién (3.332) en términos de las funciones de Bessel modificadas
cuando se debe considerar k? < 0.

Si en (3.290) se establece K2 <0,se puede reemplazar —k? — x2, con lo cual (3.290) se escribe
como:

1 d dR(p)] v? )

Bl Pk U A (3.333)
PR(p)dp [p dp p?
. = 334
20 a2 K2, (3.334)
que se pueden expresar como:

d’R(p)  1dR(p) [ o V* _

o o ap K +? R(p) = 0, (3.335)
d*Z(z) 5

d—Z2+K Z(Z) = 0. (3.336)

Las soluciones de la ecuacidn (3.336) son armonicas y se pueden escribir como combinacion
lineal de las funciones {e'*?,e™"**}, o equivalentemente como combinacién lineal de las funciones
{sinkz,cos kz}. Por otro lado, si se realiza el cambio de variable y = xp en la ecuacién (3.335), se
obtiene:

d’R(y)  1dR() v?
— —(14+—= |R(y) =0. 3.337
Esta ecuacion se puede reescribir en la forma de la ecuacion de Bessel si se cambia y — ix, tal que:
d’R(x) 1dR(x) v?
— l1-— |R(x)=0 3.338
a2 x ax x? (x) =0, ( )

Las soluciones a la ecuacién (3.337) son también J, y Ny se conocen como las ecuaciones de Bessel
modificadas I, (x) y Ky (x), que en términos de las fuciones de Bessel y Neumann J,, y Ny se pueden
escribir como:

L(x) = i7YJy(ix),

Ko(x) = giVH [Jv(ix)+iNv(ix)]:gi”lf]é”(ix). (3.339)
Las formas limite de estas funciones son:
m Six—0:
1 x\Vv
I —(—) , 3.340
W = mea (3.340)
—|In(3)4+0,5772+...| , v=0,
Ky(x) — { Mz%* o (3.341)

) . VAO.

X
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s Six> 1t

1
L(x) — me", (3.342)

T —X
K(x) — \/%e . (3.343)

Al tener en cuenta los diferentes valores que puedan tomar las variables v y K, se puede
establecer que la solucion general para el potencial es:

08(p,6,2) = (Cyyhn(kip) +Di, Ky, (kip)) (A}, cosvig + By, sinvig) (Fy, ™%+ Gl e ™)
H(CLp" 4 Dlp™ ) (A1, c05v20 -+ Blysinvo0) (Fiz +Gi)

+ (Eodo (kap) + EiNo(kap) (k2p)) (Fiye™ + Gloe ™)
+ (EyInp +E3) (Ejz+E3) . (3.344)

Por lo tanto, se puede elegir como solucidn general de la ecuacion de Laplace en coordenadas
cilindricas las establecidas por (3.332) o (3.344). Sin embargo, dependiendo de las caracteristicas
de las condiciones de frontera y con el fin de llegar en forma més directa a la solucién particular
buscada, serd preferible tomar como punto de partida una u otra de las soluciones mencionadas.
Nuevamente se debe entender que la solucién més general posible debe incluir todos los posibles
valores de v; y k; permitidos por las condiciones de frontera.

En este ejemplo se considera un cilindro de altura Ly radio a cuyo eje es paralelo al eje z
como se muestra en la figura 3.19. Para el problema planteado se encontrard el potencial
eléctrico al interior del cilindro.

Figura 3.19: Ejemplo (3.4.2). Cascarén Cilindrico con superficies a potencial cero, excepto para la superficie
circularen z = L.
Solucién: Las condiciones de frontera del problema son:

= ¢(p,9,0) =0 para todo valor de (p,9).
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= ¢(a,9,z) =0 para todo valor de (¢,z).
= ¢(p,9,L) =V (p,9) para todo valor de (p,§):

Inicialmente, se realizard el el andlisis con la solucion @4 (p,9,2).

Pa(p,9,2) = (CyJy, (kip)+DyNy, (kip))(Ay, cosVi9 + By, sinvi¢) (qu eklz‘FleefklZ)
+ (Cvzpv2 —i—szp*"z) (Ay,cosva¢ + By, sinv29) (Foz+ Go)
+ (EoJo (kap) + ErNo(kap) (kap ) (szekzz + sze_kﬂ)
+(Bxlnp +E3) (Eaz+Es). (3.345)

Siendo que el potencial debe ser evaluado en el interior del cilindro (0 < p < a), se debe
garantizar que el potencial sea finito cuando p = 0. No obstante, los términos de la solucion
que contienen los elementos p~" y Inp, tornarian la solucion divergente en este punto.
Entonces, con el fin de garantizar que la solucion sea finita en p = 0, se deberd descartar los
términos que generan divergencias y por lo tanto se debe tomar Dy, = E» = 0. Ahora, si se
recuerda el comportamiento asintdtico de las funciones de Bessel (Jy,Ny) cuando p — 0, se

observa que:
1 kp\"

%[m(%”)+0,5772+~--} , v=0,
Ny (kp) —
-0 (%)v , V#£O.

De manera que en el limite en consideracion, las funciones de Neumann Ny (kp) — oo, por lo
tanto se deberd tomar: Dy, = E1 = 0. En consecuencia, la solucion quedaria como:

0 (p,0.2) = (CuJy, (kip))(Ay, cos Vi + By, sinv¢) (Fkleklz +Gy, e—kIZ)
+(Cy,p"?) (Ay, cos V29 + By, sinv20) (Fyz+ Go)
+ (EoJo (kap)) (szekﬂ v sze_kﬂ)
VE3 (Esz+Es). (3.346)

Ahora, si se analiza la condicion de continuidad del potencial, ¢ (p,9,z) = @ (p,¢ +271,2),
se determina que el potencial ¢ (p,¢,z) debe tener periodo 21 en la variable ¢, por lo tanto
se debe cumplir que:

cosV;(§+2m) = cosvid (i=1,2),
sinvi (¢ +27) = sinvip (i=1,2). (3.347)

las anteriores expresiones se cumplen solo si

cosv2r = 1,
sinv2r = 0, (3.348)
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por lo cual se determina que v; =entero. Con lo anterior se ha determinado que v;i =1,2,3---,
y por lo tanto ya se puede incluir en la solucion general una suma sobre todos los posibles
valores de v;. Entonces, la solucion parcial del problema es:

A (P, 9,2) Z (Cudv, (ki) (Av, cos Vi + By, sinvi ) (Fiy €7 + Gy, e™1%)

+ Z (Cy,p"?) (Ay,cos V20 + By, sinv29) (Foz + Go) +

=1
+EoJo (kzp) (szekzz + sze—k2z>
+E> (E4Z + E5) . (3.349)

Ahora, si se considera la condicion de frontera: ¢ (a,§,z) = 0, se tiene que:

(a,9,2) Z (Cy,Jv, (k1a)) (Ay, cos vi¢ + By, sinv; @) (Fkleklz—l—lee*klZ)
v=1
+ Y (Cv,a"?) (Ay,cos Va9 + By, sinv29) (Foz+ Go) +
V=1
+EoJo (kza) (szekzz + sze—k2z>
+E;(Eqz+Es) =0. (3.350)

Dado que la condicion anterior se debe cumplir para todo valor de (9,z), se debe garantizar
que:

Cy,Jy, (kla) =0, CV2av =0, E()Jo(kza) =0, E;=0, (3.351)

por lo tanto se determina que Cy, = E» = 0. Ademads, si no se considera la solucion trivial (es
decir, se toma Cy, # 0y Eo # 0), se debe exigir que:

Jv] (kla) = 0, y Jo(kza) =0. (3.352)

Las condiciones establecidas en (3.352) se cumplen para ciertos valores de x que
corresponden a las raices de las funciones de Bessel J, (x) (Jy (x) = 0), que se denotardn
cOmo Xyy, tal que:

Jy, (kia) = Jy, (xy,;n) =0, n=1,2,3,---, (3.353)
J() (koa) :J() (xon) :0, n—= 1,2,3,--- y (3.354)

con lo cual:
kia = xy,p, n=1,2,3,---, (3.355)
koa = xon, n=1,2,3---, (3.356)

es decir:
ki = kyn =20 p=1,2,3,-. (3.357)
a

ko= koy =20 p=1,2.3,..-. (3.358)
a



182 Ecuacion de Laplace

Lo anterior establece los posibles valores de las constantes k| y ko, y todos sus posibles
valores se deben incluir en la solucion mas general, y por tanto se tiene que:

oa(p,9,2) = CVIJVl (kv,np)) (Av, cos Vi@ + By, sinv;9) (Fnekvl”Z+Gne_kV1nZ)

||[\48
||M8

+Eo Z Jo (konup) (ks + Gpe™75) (3.359)
n=1

Si reemplazamos vi — Vv, se tiene:

4 (0, 6,2) Z Z Cydy (kynp)) (Aycos Vo -+ By sin ve) (Fnekv"Z+Gne—kan)

—

[}

+Eo Y Jo (koup) (Fne’mnz + Gme_k(’"z) . (3.360)
n=1

Si se considera que CoAg = Ey, se puede incluir el segundo término en (3.360) en la sumatoria
del primer término (haciendo que la sumatoria en V inicie en 0), tal que

CVJV (kvnp)) (Ay cos Vo + By sin vo) (Fnekv”z—i—Gne_kV”Z), (3.361)

9-1,;

siendo ky, = =. Ahora, al considerar la condicion de frontera: ¢ (p,¢,0) = 0, se tiene:

\\Mz

= Z Z (CyJy (kynp)) (Aycosv +Bysinve) (F,+G,) =0,  (3.362)

la cual se debe garantizar para todo valor de (p, @) y por lo tanto
F,+ G, =0, (3.363)

con lo cual

Pa(p,9,2) = i

Ms

(Cydy (kynp)) (Aycos Ve + By sin ve) (Fnekv"z - F,,e_k""z>

<
3
I

I
s
s

kVnZ_ 7kVnZ
Jy (kvy, 2CyF,A \% 2CyF,By sinv _—
(Jv (kvap)) vFAy cos v +2Cy F,By sin v < 5 >
AVI‘L an

<
Il
—_
3
I

Il
gk
gk

(Jv (kynp)) (Aypcos Vo + By, sinve) sinh (ky,2) , (3.364)

I
—_
3

I
—_

1%

donde las constantes Ay, y By, estdn por determinar. Finalmente, si se tiene en cuenta la
condicion @ (p,¢,L) =V (p,9), se obtiene que:

op,9,L)=V(p,0)= i i] (xvn ) (Ay,cosvo + By, sinve)sinh (—L) (3.365)

v=0n=1
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Utilizando la condicion de ortonormalizacion de las funciones de Bessell:

/Oa dp Py <_p ) v (MP> a; 1 (tvn)]” Sums (3.366)

se puede determinar que

/OadPPJv (x‘;—mp> V(p,90) = i i (Ayncos v + By, sinve)sinh <—L>

=0n=1

X Oa dppJy _P>Jv (—P)

<

2 [JVH (Xvn)]z(snm

% Z Z (Ayncos Ve + By, sinve)sinh (%L)
v=0n=1
X [Jv+1 (-XVn)]2 Onm

2 oo
a . . Xvm
— A vo +B 1% h <—L>
7 EZO (Aymcos Vo + By, sinve) sin p

X [y (tvm)]?, (3.367)
es decir
a Xvm a - vm
/0 dppJy (7p> == ; [Jv+1 (Xym)] Avmcos V@ + By, sinve) sinh (7L>
(3.368)

Para encontrar los coeficientes By,,, se utiliza las condiciones de ortonormalizacion de las
funciones sinv:

2

d¢sin(ve)sin (V'9) = 1y, (3.369)

Por lo tanto, al multiplicar la ecuacion (3.368) por sinV'¢ e integrar entre 0 a 27 en la
variable @, el lado derecho (LD) y el lado izquierdo (LI) de la ecuacion (3.368), resultan en:

L = / dppJv( p) d¢sin(v’¢)V(p,¢) (3.370)
Cl > 21 o
LD = ? Z [y+1 (xvm)] s1nh( L) Ay d¢sin (v’¢) cosve +va/ d¢ sin (v’¢) sinve
v=0 0 0
0 ﬂﬁvv'
= % ; v1 (xvm)]* sinh (%L) BymOyy

2 !
_ ”% [yt (xy7,)] sinh (XVQ”" L) By, (3.371)
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por tanto
T 2 . Xy m

| dppss (mp) [ " dgsin (v 0)V (p.0) = = [y ()| sinh (Z2L) By,
(3.372)

con lo cual

2 a 27 Xvn )

By = / dpdépi, (2 Vo)V (p.6). (3373
" U o () Jo Jy 204900 (TG0 )sn(vO)V (p.0). 3373)

Para encontrar los valores de Ay, se realiza un procedimiento similar al anterior, pero esta
vez utilizando la propiedad de ortonormalizacion

2
dcos(ve)cos (V'§) = w8, (3.374)

Por lo tanto, al multiplicar la ecuacion (3.368) por cos V' ¢ e integrar en la variable ¢, y tener
en cuenta (3.374), se determina que:

2 a 27 Xu
Avn: d d JV e V , . 3375
ﬂaz[fv+1(xv,,)]zsinh()%L)/() , apdep (aP)COS(M) (p,9). (3.375)

Los valores de Ay, y By, determinan completamente la solucion para el potencial eléctrico
dado por (3.365), bajo las condiciones de frontera establecidas.

Ahora, se mostrard que la segunda solucion de la ecuacion de Laplace en coordenadas
cilindricas no es consistente para las condiciones de frontera del problema en consideracion.
La segunda solucion es:

P(p,9,2) = (C Iy, (k1p)+Dy, Ky, (K1p)) (A, cosvig + By, sinvi9) (Fy, ™7 + Gy, e™™7)
+(Cy,p*> + D), p~*?) (A, cos V20 + B),, sinv29) (Fyz+ Gp)
+ (Eglo+ EKp) (Fr e + G o)
+ (EyInp +E3) (Ejz+E3) . (3.376)
Dado que el potencial debe ser finito para p = 0, se tiene que D’V2 = E} = 0. Ahora, al

analizar el comportamiento asintdtico de las funciones de Bessel (Iy,Ky) cuando p — 0 se
observa que:

Iy(x) —

Ky(x) — ,
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con lo cual Ky (x — o) — oo, por tanto se deberd escoger D, = D\, = E| =0, y la solucion
se expresard como:

o8P, 0,2) = (C(/llvl (KIP)) (A(,I cos Vi@ +B,v1 sinvl(p) (F;élemz—i—G;qe_iKlz)
+ (Cy,p"?) (A}, cos V29 + By, sinv29) (Fyz+ Gj)
£ (Bl (529)) (FLe™ 1 Gl )
B (Eiz 4 ). (3.377)
Dado la condicion de continuidad: ¢ (p,9,z) = @ (p,¢ +27m,z), se establece que el

pardmetro V; debe ser entero y la solucion general incluird una suma sobre todos los valores
posibles de Vv;, con lo cual la solucion se deberd expresar en la forma:

s

o5(p.0,2) = ) (G, 1w (kip)) (A}, cos Vi +By, sinvi) (Fe e™7+ Gl ™)

Vi

+ Z \,Zp A 2cosvzq) +B(,2 sinV2¢) (Féz—FGf))

+ (Eolo (k2p)) (Frye™ + Gipe™ ™)
+E; (Ejz+Es) . (3.378)
Dada esta version de la solucion parcial de la ecuacion de Laplace para el problema

planteado, se procede a evaluar las condiciones de frontera caracteristicas del mismo. La
primera condicion establece que: ¢ (a,¢,z) = 0, entonces:

[}

080,00 = ¥ (Coly (1)) (A4, c05v19 + By, 5invi) (Ey ™7+ Gloe )

vi=0
+ Z C(,z A , COS V20 4—Bv2 smv2¢) (F(;z+G6)

(BB 20) (P + )
+E; (Ejz+ Es)
= 0. (3.379)
Dado que el resultado anterior debe ser vdlido para todo (§,z) se debe garantizar que:

Cy Iy, (x1a) =0, Egly(ka) =0, Cya"> =0, yE;=0, (3.380)
con lo cual se termina que C,, = 0. Adicionalmente, si no se considera la solucion trivial
(Cy, # 0y Ey # 0) se debe exigir que:

Iy, (x1a) =0, (3.381)

Iy (kpa) =0. (3.382)

Sin embargo, esta condicion de frontera no puede ser satisfecha, ya que le funcion de Bessel
Iy (Kp) no tiene raices y por lo tanto se deberia tomar Ey = C(,l =0, que junto a las restantes

condiciones establecidas para la solucion, anula completamente el potencial Qg (p,¢,z) y
por lo tanto @ (p,@,z) no conlleva a una solucion aceptable para el potencial.
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F

alcular el potencial en el interior del cilindro mostrado en la figura 3.20, con las siguientes
condiciones de frontera:
= ¢(p,9,0) =0 para todo valor de (p, ).
= ¢(p,0,L) =0 para todo valor de (p,¢).
» ¢(a,0,z) =V(9,2) para todo valor de (§,z).
Solucién: Para solucionar este problema, se parte de la solucion @g(p,,z) (mas adelante
se demostrard que la expresion @4 no resuelve el problema), dada por:

o8(p,0,2) = (C Iy, (x1p)+ D\, Ky, (x1p)) (A}, cos Vi + By, sinvi9) (Fy, e 7 + Gy e ™7)
+(Cy,p*> + D)y p~ ") (A, cos Vo9 + B), sinv29) (Fyz+ Gp)
+ (Eglo(2p) + E{Ko(K2p)) (Fy ™ + Gl e ")
+ (EjInp +E3) (Ejz+ES) . (3.383)

e(p,d.L) =0

o(p,6,0) =0

Figura 3.20: Ejemplo (3.4.2). Cascarén Cilindrico con superficies a potencial cero, excepto para la superficie
lateral definida por p = a.
Ahora, teniendo en cuenta que se requiere una solucion finita en p — 0, se debe eliminar

de la solucion general, las funciones divergentes en p = 0, por lo tanto se debe tomar
D\, =D, =E| = Ej =0, con lo cual la solucion se puede escribir como:

®(p,9,2) = (C(/IIW (Klp)) (A(/I cos Vi@ +B(,1 Sinvl(p) (Filq PUSENE G;qe_i’clz)
+ (C(/zp\/z) (A/v2 cos Vo ¢ JrB’v2 sin v2¢) (F6Z+ Gé))
+ (E(l)lo(sz)) (F,Qze""zz + Gl:cze_iKzz)
+ (E3) (E4z+Es). 30

Los valores de v; deben ser enteros para garantizar la periodicidad requerida en la variable
¢, de tal forma que:




3.4 Ecuacion de Laplace en Coordenadas Cilindricas 187

5(p:9:2) Z (CV v (K1P)) (AY, cos Vi + By, sinvig) (F €™+ Gy e ™)

+ Z (Cy,p"?) (A}, cos V2 + B), sinv29) (Fyz+ Gg)

vr=1
+(h(2p)) | EGFy,e™* + EgGy, | + | E5Ejz+ESES | - (3.385)
N—— N—— N~ ~——
A6K2 B6K2 E‘/( Eg
2 2

Entonces la solucion toma la forma:

s

(Cy dv, (K1p)) (A}, cos Vi + By, sinv¢) (F,éle”(lz — G'Kle_”(lz)
1

o8P, 0,2) =

Vi

+ Y (C),p") (A}, cos V20 + B, sinv20) (Foz+ Gy
=1
/ /

A . B .
+(Io(x2p)) (—(;Kz et 4 —ng e"KZZ) + (E{z+Ej).

Ahora, tomando la condicion @g(p,¢,0) =0, se tiene que:

95(p.0.0) = Y (Chyl(x1p)) (A}, cosvig + B, sinvig) (F, +Gh,)
+ Y (C,p"?) (A}, cos Voo + B, sinva9) (Gp)

) (A6K2 + BOKQ)

5 +E!=0. (3.386)

+lo(Kk2p

Dado que la condicion anterior se debe cumplir para todo valor de las variables (p, @), y de
la independencia de las funciones implicadas, se debe cumplir que:

Fg, +Gy,
G, =
(A6K2+36K2) =
E! =

===

(3.387)

Teniendo en cuenta las condiciones anteriores, la solucion general toma la forma:
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- I Il s (emz B eii’qz)
5(0,0,2) = Z (I, (k1p)) | 2iAY, Fy, Cy, cos Vi ¢ +2iB), Fy, Cy, sinVi¢ oF
: ’ / —/_/
Alel BVIXI sin K1z
+ Z] (Cy,p"?) (A}, co8 V20 + B, sinv,0) (Fyz)
V=
€iK2Z _ e*l.K2Z
+Io(K1p) iAy, ( : ) +(Eq2).
~—~— 2i
A6x2 Sink»z
es decir:
5 (D, 9,2) Z (Iv, (x1p)) (Ay,,, cOSVI@ + B, , sinvi¢) sink)z
Z (Cy,p"?) (A}, cos V20 + B, sinv,0) (Fyz)
—|—I()(K2P)AOK2 sin K2Z+ (EZZ) .
Ahora, al aplicar la condicion @g (p,¢,L) = 0, se tiene que:
o5 (p, Z (Iy, (x1p)) lel cos Vi@ +va smvl(p) sink; L

Z (C,p*?) (A}, cos V29 + B, sinv,¢) (FyL)

+10(1<2p)A0K2 sinko L+ (E4L) = 0.

Dado que la condicion anterior debe cumplirse para todo valor de (p, ), y considerando la
independencia de las funciones asociadas, se tiene que:

sinkijL. = 0,= ki L=nm,
L = 0= F;=0,
sinkpl,. = 0= KL =nm,
(EfL) = 0=E{=0. (3.388)
Por lo tanto kiL =nx (i=1,2), conn=1,2,3,...,etc, tal que ki = ==, con lo cual la solucion

mds general implica una suma sobre todos los valores posibles de n y se tiene que:

B(P,9,2) i i <Iv (mrp>> (A}, cos Ve + B, sinve) sin (%z)

=ln=1

5 () s ().

n=1

<

_I_
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En la ultima expresion se ha renombrado vi — Vv, y se ha puesto la funcion en términos de
n en lugar de x;. El segundo término en la iiltima expresion se puede incluir en el primer
término, agregando en la suma sobre Vv el término v = 0, por lo tanto:

(P, ,2) = ZZ@(MP)) coqu)—i—B’vnsinvq))sin(%z). (3.389)

Para la ultima condicion de frontera, se tiene que:

¢(a,0,7) Z ilv (ﬂa> [A, cos (V@) + B, sin (v@)] sin <%z> (3.390)

v=0n=

Multiplicando la ecuacion anterior por sin (’"T”z) e integrando en 7 resulta,

/OLdzsin (%ﬂ) Vip,s) = i

v=0n=1
[ ()5
L,
- 520,;“ (%a) [AL,, o8 (V@) + By, sin (V)] Sum
_ Ii Y 1, ("%”a) [A,,,c08 (V) + By sin (v9)], (3.391)

<
Il
o

es decir:
2 (L /mm ¢ mm , ;.
Z/o dzsin <TZ> Vip,z) = ‘golv (Ta> [AY,,cos (Vo) + B, sin(ve)].  (3.392)

Ahora, para determinar los valores de las constantes B),,,, se multiplica la expresion (3.392)
por sinV'@ y se integra en el dngulo ¢, con lo cual, el lado derecho (LD) y el lado izquierdo
(LI) de la expresion (3.392), se pueden escribir como:

2 rL ) 21 ) ,
L = Z/o dzsm<mTﬂz) [ dgsin(vi9)V (p.2) (3.393)

LD = ZIV (ana>>< A’\,m/oznd¢sin(v’¢)cos (vo) + B, / d¢sin (v s1n(v¢)

&

-~

0 7r6
mim
Y (") B
v L

— 7, (mT”a) B, (3.394)
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por lo tanto

2 (L /mm 2z . mw
. /O dzmn(Tz) [ dgsin (Vo) V (p.2) = nly (Ta>B'Vm (3.395)

de manera que (reemplazando v' — v),

) _ 2 1 Lo . (N \ .
V"‘sz(%a)/o 0 dqu’Sln(fZ)SIH(V¢>)V(p,z). (3.396)

Para determinar los valores de las constantes A, se aplica un procedimiento similar al
utilizado para encontrar B),,,. En este caso se multiplica la expresion (3.392) por cos V'@, se
integra en el dngulo ¢ y se utiliza la condicion de ortogonalidad para las funciones cos v,
con lo cual se puede verificar que:

2 1 L 2m . (nT
- EI(TCI)/O A dzd ¢ sin <TZ> cos(vo)V (p,z). (3.397)
vl

Las constantes A),,, y B, determinan completamente la solucién (3.389).

Ejercicio 3.14 A partir de (3.392), demostrar la expresién para A}, dada por (3.397).
Ahora se demostrard que la expresion Q4 (p,¢,z), no permite una solucion bajo las
condiciones de frontera planteadas en este ejemplo. En primer lugar se establece la solucion
mas general:

0 (p,0,2) = (Cydy(kip)+Dy,Ny(kip))(Ay, cosvid + By, sinvi¢) (Fk1 e ¢ lee_klz)
+ (Cv,p"> +Dy,p™*?) (Ay, cOs V20 + By, sin v29) (Foz + Go)
+ (EoJo(kap) + E1No(k2p)) (sz e 4 szeszz)
+ (ExInp + E3) (Esz+Es) . (3.398)
Si se tiene en cuenta que: 1) La solucion no debe depender Ny, p~V y Inp, para evitar

singularidades del potencial en p = 0. 2) Los pardmetros V; deben ser enteros para garantizar
la periodicidad requerida en la variable ¢. Entonces se tiene que:

A (P, 9,2) Z (Cudv, (ki) (Av, cos v + By, sinvi ) (Fiy €7 + Gy, e™1%)

+ Z (Cy,p"?) (Ay, c0s V2@ + By, sin v20) (Foz + Go)

=1
+ (EoJo(k2p)) (szé’kzz + Gy, szz)
+E3 (Eqz+Es). (3.399)
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La condicion de frontera, ¢ (p,9,0) = 0, establece que:

(CV1JV1 (klp)) (AV1 cos Vi + By, sin V1¢)) (F/q + Gk1)
1

s

QDA(p7¢70) =

Vi

+ Z (Cv,p"?) (Ay, cos va¢ + By, sinv29) (Go)

=1
+ (EoJo(k2p)) (Fi, + Gi,y) + E3 (Es)
= 0. (3.400)

Si la condicion anterior se debe cumplir para todo valor de (p, ), se debe exigir que:

Go
Fi, + Gy, =
F, +G, =
E3(Es) =

S o o o

(3.401)

Asumiendo E3 # 0, se tiene que Es = 0 y la solucion bajo las condiciones establecidas toma

la forma:

oo . . . (eklz —_ eiklz)
(pA (p7¢7Z) = Z(]vl (klp)) 2le1CV1AV1 COS v1¢+2le1Clev1 SanI(P f
Vi \ﬁ/,_/ \ﬁ/,_/ l
Ak1V1 Biyv, sinhk;z

+ Z (Cy,p"?) (FoAy, cos Va¢ + FyBy, sinv29) (z)
Vi

(ekzz o e—kzZ)

+((2F,Eo) Jo(k2p)) 3
——
sinhk,z
VE3 (Exz). (3.402)

Por lo tanto se tiene que:

[eo)

P4 (p,9.2) = Y (Jv, (kip)) (Af,y, cOSVIQ + By, sinvi) sinhk;z

Vi

+Z (Cvzpvz) (FOsz cos V20 + FoBy, sin V2¢) (Z)

Vi

+((2FyEq) Jo(kap)) sinhkyz + E3 (E4z) . (3.403)

Ahora, la condicion de frontera: ¢ (p,¢,L) =0, implica que:
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[

Qa(P,9,L) = Y (Jy, (kip)) (A},y, cOS Vi@ + By, sinvi @) sinhk; L

Vi
+Y (Cv,p") (Ay, cos V29 + By, sinv29) (FyL)
Vi

+ ((2Fk2E()) Jo (kzp) sinhk, L+ E3E4L
= 0. (3.404)

Dado que la condicion anterior se debe cumplir para todo valor de (p,9), y de la
independencia de las funciones implicadas, se tiene que:

sinhkiL = 0=k =0,
RhL = 0=FK=0,
(2Fk2Eo) sinhkp)L = 0= 2Fk2E0 =00k = O,
EsEy = 0. (3.405)

Las condiciones anteriores, eliminan completamente la solucion general @4 (p,9,z) . Esto
implica que la solucion @4 (p,9,z), no resuelve el problema con las condiciones de frontera

planteadas.
3

Ejemplo 3.11

q

Calcular el potencial en el interior de un cascaron cilindrico semi-infinito, bajo las siguientes
condiciones de frontera:

» ¢(a,¢,z) =0 para todo valor de (¢,z).

» 9(p,0,z— ) =0 para todo valor de (p,9).

= ¢(p,0,0) =V (p,0) para todo valor de (p,9).
Solucion:La solucion general es dada por:
oA (p,9,2) = (AyJy, (kip)+ By, Ny, (kip))(Ay, cosVi¢ + By, sinvi¢) <Fkleklz - lee*kﬂ)
+ (C\,zpv2 + DV2p_V2) (Ay,cos Vo + By, sinva @) (Foz+ Go)
+ (EoJo(kap) + E1No(kap)) (szekzz + sze—"ﬂ>
+ (ExInp + E3) (Esz+Es),

teniendo en cuenta que,
= La solucion no debe depender de las funciones Ny,Ny, p~" y Inp, para evitar
singularidades del potencial en p = 0, y por lo tanto se debe tomar By, = Dy, =
E\=E;,=0.
» Ya que el potencial debe mantenerse finito para z — oo, se debe tomar Fy, = Fy = Fy, =
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E;=0.
» Por periodicidad de la variable ¢, los pardmetros V; deben ser enteros.
Con lo anterior se tiene que:

o5}

Pa (p,¢,z) = Z (CV1JV1 (klp)) (AVIle cos Vi + By, Gy, SinV1¢) (e—k1z>

vi=1

+ Z (Cv,p"?) (Ay,Gpcos Va¢ + By, Gosin v2¢)

V=1

+ (EoJo(kap))Grye ™ % + E5 (Es) . (3.406)

Ahora, la condicion de frontera: ¢ (a,¢,z) = 0, implica que:
(a,9,2) Z (Cv,Jv, (k1a)) (Ay, Gy, cos V1§ + By, Gy, sinvi9) (e_klz>

+ Z (Cv,a"?) (Av,Gocos v2¢ + By, Gosin V2 9)

V=1

+ (EoJo(kaa))Gyye ™ 4 E3 (Es) . (3.407)

Dado que la condicion anterior se debe cumplir para todo valor de (,z7), se debe garantizar
que:
Cy,Jv, (kia) =0, Cy,a"?> =0, EyJo(kaa)Gy, =0, E3Es=0, (3.408)

por lo tanto se determina que Cy, = ExEs = 0. Ademds, si no se considera la solucion trivial
(es decir, se toma Cy, # 0y EgGy, # 0), se debe exigir que:

Ty, (kia) =0, Jo(kya) = 0. (3.409)

Las condiciones establecidas en (3.409), da a entender que se deberdn buscar los valores del
argumento de la funcion de Bessel J,, (x) que garanticen que J,, (x) = Jo(x) = 0; es decir, las
raices de la funcion de Bessel que se denominardn x = xy,, tal que:
JV] (xv]n) = O; 1’121,2,3,"',
Jo(xon) = O, n=1,273-.-- (3.410)

de manera que se debe cumplir:

kia =Xy =123, (3.411)
es decir:
kl — kvln_anu n_172737 ’
a
X0n
by = k=12 p=123.. (3.412)
a
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Lo anterior establece los posibles valores de las constantes k| y kp, y todos sus posibles
valores se deben incluir en la solucion mas general, de forma que se tiene:

o4 (p, — Y Y (v (kvyup)) | CoyAv, Gue™'? +Cy, By, G ™19 (e*kv1n2>
vi=1n=1 N— N——
Avln B\/ln
+ Y Jo(koup) | EoGue = |, (3.413)
n=1 T

por lo tanto:

®a P,(P Z Z Z Jv1 kv]np (Avlneivl¢ +Bv1ne—iv1¢> (e—kvlnz)

+ Z Jo (konp) (AO,,e*kOnZ> . (3.414)
n=1

El segundo término en (3.414) se puede incluir en el primer término si se toma que la
sumatoria en Vy inicie en cero, de tal manera que se tiene que:

(P,d’ < Z Z-Ivl kvlnp) (AvlnCOSVI(p +Av1n81nvl¢) (G e kvan> (3415)
=0n=1

si se redefine Vi — V, se tiene

01(0,0,2)= ¥ Y Jy (kvnp) (Avncos VO + Ay, sin vo) (Gne*kvﬂ) , (3.416)
v=0n=1

siendo ky, = 2. Ahora, se considera la condicion de frontera: ¢ (p,9,0) =V (p,¢):

o)

P4 (p,9,0)=V(p,¢) = i Z Jv (kvup) (Ayncos Ve +Ay,sinve). (3.417)

v=0n=1
Utilizando la condicion de ortonormalizacion de las funciones de Bessell:

2
/ ap ply (“2p) gy (220 ) = % v (vvn)] o (3.418)
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se determina,

/dpplv( p) (p,¢) = ii (Avncosve + By, sinve)

2 oo oo
a
= 5 L Y (Avncosve +Byusinve) [Jys1 (xva)]” Sum
v=0n=1
2 oo
a .
= 5 Y (Avmcos Ve +Byysinve) [Jy.1 (xym)]”, (3.419)
v=0
es decir
a (oo}
/ dppJv< "p)V (p :32 Uyt (Gym)]? (Aymcos VO + Bymsinve).  (3.420)

Ahora, para determinar los valores de las constantes By,,, se multiplica la expresion (3.420)
por sinV'@ y se integra en el dngulo ¢, con lo cual, el lado derecho (LD) y el lado izquierdo
(LI) de la expresion (3.420), se pueden escribir como:

21
u_/ dppJv< p) dgsin (V') V (p,0) (3.421)
a & 2 2r ) , o . / .
== z_: [Jv+1 (v m)]” [Avm ; dgsin (V'¢) cosve +Byy, A d¢sin (V'9)sinve
X 7173:\,/

ﬂ [oe]
= 7 Z Jv+1 xvm va6vv’

= % vt (2vm)]* By, (3.422)
de manera que
2
[ dopa (“2p) | T apsin(vio)V (p.0) = B ot ) B 3423

y por lo tanto

2 a 2w Xvn )
By = s [ [ dpdopa, (2p)sin(vo)V(p.0). (424

na? [Jyv+1 (xva)]

Para determinar los valores de las constantes Ay,,, se aplica un procedimiento similar al
utilizado en la determinacion de By,,. En este caso se multiplica la expresion (3.420) por
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cos V'@, se integra en el dngulo ¢ y se utiliza la condicion de ortogonalidad para las funciones
cos V@, con lo cual se puede verificar que:

2

ma? [Jy 41 (Xvn)]

Las expresiones dadas por (3.425) y (3.424) determinan completamente la solucion buscada
y definida por (3.416).

AVn =

a 2w Xvn
s [ [ dpdopa (*p)eos(vo)v(p.g).  (3425)

3.5 Ecuacion de Laplace en Coordenadas Esféricas

En esta seccion se presenta un resumen del procedimiento para encontrar las soluciones de la
ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas (r,0,¢), la cual se expresa como:

V2 _ L9 (299 L9 (Gne?? L 9% _
Vorn6.9) === (r5- )+ 3579 (N0 T rareger =0 (3426

A continuacion, se procede a implementar el procedimiento correspondiente para alcanzar el
objetivo planteado. Para ello, se considera que:

1d [(,d0¢9 1 92
— ) == 3.427
r2 or (r ar) ror? (r9). ( )
de manera que la ecuacién de Laplace en estudio puede reescribirse como:
- 1 9? 1 9 P 1 9%
V2 (r,0,0) = —=— = ( sinf == =2 =0. 3.428
0(r0,9) =530+ 55696 (Sm ae) T 250 992 (3.428)
Aplicando el método de separacion de variables, se considera una solucion de la forma:
Ul(r
0(6.0)= "y (0,0). (3429

De este modo, la ecuacién (3.429) se presenta como:

- Y(6 ¢)d2U(r) U(r) d . 0Y(6,9) U (r) 82Y(9 o)
Vip(r0,9) = — = (singT—== 9 _p,
¢(1,6,9) r dr? + PBsing 90\ 20 * Psin?@  d¢?
Este resultado se puede reorganizar en la forma:
r? 92U (r) 1 1 9 d 1 92
=— — [ sin@—=— —— =1 Y(0,0). 3.430
U@r) or Y(8,9) Line 20 <Sm ae) Sin20 a¢2} (8,4) (3430)
Abhora, el operador de rotacion al cuadrado ( L2= | — iF X §|2), en coordenadas esféricas, viene

dado por:

N R (R B N
L° = Lin@&@ sm@é)6 +sin299¢2 . (3.431)
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Con lo cual la ecuacion (3.430) se puede escribir como:

r? d*U (r) R
U (r) arr Y(97¢)L Y(0,9). (3.432)

La identidad anterior debe ser vdlida para todos los valores de (r,0,¢). Dado que el lado
izquierdo de (3.432) depende tnicamente de la coordenada r y el lado derecho de las coordenadas
0 y ¢, la igualdad se cumple solo si cada lado de la ecuacion es igual a una constante, que por
conveniencia se elige como /(I 4 1). Asi, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

rr d*U(r)
U(r) drr HE+1),
1 ~
L’Y(0,¢) = I(I+1), 3.433
Y(6.9) (6,9) (I+1) (3.433)
de tal manera que
A’U(r) 1(I+1)
R U(r)=0, (3.434)
L2Y(6,0)=1(1+1)Y(6,9). (3.435)

La eleccién de la constante como /(I 4 1) es conveniente para abordar problemas que presentan
simetria esférica. Para resolver la ecuacién radial, la cual es homogénea en r, se propone una
solucion de la forma:

U(r)=r-. (3.436)

De este modo, se obtiene:

d*U(r) 1(1+1) L, L{I+1)
0 = TR U(r)=a(a—1)r"""— g r¢
= la(a—1)—1(I+1)]r" 2= [az—a—l(l—l—l)] ré?
= (a+D[a—(I+1)]r" 2 (3.437)
Por lo tanto, se tiene que:
(a+1l)ja—(I+1)]=0. (3.438)
Asi, para [l > 0, la solucién de la ecuacion radial es de la forma:
U(r)=Ar-t+Brt! (3.439)

Ahora, la ecuacion angular, dada por (3.435), se puede reescribir como:

1 4 d 1 92
——— = | SinO=—— | + —5—=55| Y (O I(I+1)Y(6,¢9)=0. 3.440

[sme&e (Sm 39>+sin298¢2] (0,0)+1(1+1)Y(6,9) (3.440)
Para resolver la ecuacion diferencial anterior, se considera una solucién de la forma:

Y(0,0)=P(0)D(9). (3.441)
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Asi, se tiene:

1 9 (. 0 1 92

_ ®(9)d (. dP(8)\ 6 P(6)d*P(9)
= sin()%(sme 70 )+sin26 292 +I(I+1)P(6)D(9). (3.442)
Esto se puede reescribir como:
sin@ d (. dP(0) o, 1 dPP(9)

La igualdad anterior solo puede cumplirse si cada lado de la ecuacién es igual a una constante,
que se elige como m? para garantizar una solucién periédica en la coordenada ¢ (es decir, ®(¢) =
®(¢ +2m)). Por lo tanto, se establece que:

ing d AP (6
o —(sin9L>+l(l+l)sin29 E—_

P(6)d6 do
1 d*®(¢) 2
- = m". (3.444)
D(9) do?
La ecuacion (3.444) presenta soluciones de la forma:
D(p)~et™  si m#£0, (3.445)
0
D(p)=ap+b si m=0. (3.446)

Sin embargo, la solucién (3.446) no es periddica en ¢, por lo que solo tendria sentido fisico si a = 0.
Esto implica que ®(¢) = b = constante; en otras palabras, si m = 0, la solucién a la ecuacién de
Laplace en coordenadas esféricas es independiente de la coordenada ¢.

Para resolver la ecuacién (3.444), se realiza el cambio de variable x = cos 0, lo que permite
expresar la ecuacion (3.444) como:

d*P (x) dP (x) m
1—x) ——L —2——2 4 |[I(I+1)—
(1-x7) dx? VTR (t+1) 1—x?
La expresion (3.447) se conoce como la ecuacion asociada de Legendre. A partir de ella, se deduce
la ecuacion de Legendre cuando m = 0, que se presenta de la siguiente manera:

} P(x)=0. (3.447)

2
(1-2)4 ; ) —zxdl;ix) I+ 1)P(x) = 0. (3.448)

La solucién de la ecuacion (3.448), proveniente del método de Frobenius, establece lo siguiente:

P(x)=) ajx/t®. (3.449)
Jj=0
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Al sustituir (3.449) en la ecuacion diferencial (3.448), es posible demostrar que o solo puede tomar
dos valores: 0y 1. En ambos casos, la serie converge para x> < 1y diverge si x = 4-1. Para garantizar
la convergencia en el intervalo —1 < x < 1, la solucién obtenida mediante el método de Frobenius
debe truncarse, convirtiéndose asi en un polinomio para/ =0 o [/ € Z. Los polinomios resultantes
se normalizan a uno en x = 1 y se conocen como polinomios de Legendre. Estos se expresan de
forma compacta mediante la formula de Rodrigues:

P@) = o (2= 1) (3.450)

Los polinomios de Legendre {P; (x)} constituyen un conjunto ortogonal y completo en el
intervalo —1 < x < 1, satisfaciendo las siguientes relaciones de ortogonalidad:

! 2
/ dx Py (x) Py (x) = 2l—+13”"
100
5; QI+1)Px)P(¥) = 6(x—x). (3.451)

Siendo que x = cos 0, la condicién de ortogonalidad de los polinomios se expresa de la siguiente
manera:

T
/ dO sinO P (cos0) Py (cosB) = O p- (3.452)
0

2l—|—1

Los polinomios de Legendre constituyen un conjunto completo en el intervalo (—1, 1), por tanto,
cualquier funcién regular f (x) en este intervalo puede expandirse en términos de la base {P, (x)},
de tal manera que:

) =Y AP (), (3.453)
donde

2041 [1
A= T+/_1dxf(x)ﬁ(x). (3.454)

La solucién de la ecuacion de Laplace en el caso m = 0, es independiente de la variable ¢ y se
expresa como:

0 (r,0) = @Y(e) _ @P(e), (3.455)
es decir:
0(r6,) = -(A ’+Brl+1)P(x)

;
_ (Af’*l —|—Brl> P (x). (3.456)
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Por lo tanto, para cada valor de [ se obtiene una solucidn, lo que implica que la solucién més general
es:

o)

A
¢ (r6,9)=Y (ﬁ +Blrl) P (x). (3.457)

Este tipo de soluciones caracterizard problemas que poseen simetria azimutal, es decir, aquellos
que no dependen de la variable ¢. Las constantes (A;, B;) seran determinadas por las condiciones de
frontera que caracterizan cada problema particular.

Ejercicio 3.15 Probar la relacion (3.431).

Ejercicio 3.16 Probar que con el cambio de variable x = cos 0, la expresion (3.444) toma la forma
de (3.447).

Ejercicio 3.17 Utilizando la relacién de ortonormalizacién de los polinomios de Legendre (3.451),
mostrar la relacion (3.454). Deducir la relacién de completud de los polinomios de Legendre (3.451).

Ejemplo 3.712
i

Se considera una esfera de radio R sometida a un potencial Vi en su superficie. El objetivo es
calcular el potencial dentro y fuera de esta esfera.

Solucion: Este problema presenta una clara simetria esférica, por lo que se utilizard la
solucion descrita por la ecuacion (3.457):

0(n0)=Y (r% +B1rl) Px=Y (r% +B1rl> Pi(cosH). (3.458)

Inicialmente, se analiza el caso cuando r < R, es decir, en el interior de la esfera. Debido
a que el punto r = 0 forma parte del dominio de la solucion, el potencial presentard una
divergencia en r =0, lo que no es permitido. Por lo tanto, se concluye que los coeficientes A;
deben ser cero para garantizar un potencial finito. Asi, la solucion en el interior de la esfera
se simplifica a:

¢ (r,0) =Y B;r'P(cosH). (3.459)
=0

La condicion de frontera en r = R implica que:

¢ (R,0)=Vo=Y BR'P(cosb). (3.460)
=0

Utilizando la condicion de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, dada por:

2
20+1

T
/ dOsinOP,; (cosO) Py (cosO) = S, (3.461)
0
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es posible determinar el valor de la constante By, tal que:

T had T
VO/ dOsinOPy (cosB) = ZBZRI/ dOsinOPy (cosB) P, (cosO)
0 =0 .

-~

18
- 2
= Y BR S
= 21 +1
— BR =2 (3.462)
- g ‘
De esta manera se obtiene que:
21+ 1)V,
B = (+_0 / d46'5in 0P, (cos 6). (3.463)
Teniendo en cuenta que el primer polinomio de Legendre es:
Py(cos0) =1, (3.464)
se puede establecer que:
21+ 1)V,
B, = H—O/ dOsinOPy(cosO) P, (cos@)
100
Vo Vo
pu— ﬁ , pu— FSO,Z
= Voo, (3.465)

Por lo tanto, el potencial dentro de la esfera, considerando la condicion de frontera, se
expresa como:

[

¢(r,0) = iBl”lPl (cosB) = Z (V05o71) P, (cos )

=0 =0
= VoY 807" Pi(cosB)
=0
= Vor'Py(cos®). (3.466)
——

1
Es decir,

0 (r,0) =V (3.467)
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Ahora, como el campo eléctrico es el gradiente del potencial, el campo eléctrico dentro de la
esfera es nulo.

A continuacion, se analiza el potencial fuera de la esfera (r > R). La solucion se expresa
como:

(o)

¢ (r,0)= Z < ﬁl +B;r ) P (cos9). (3.468)

Esta solucion incluye el limite cuando r — oo. En este caso, si se desea un comportamiento
adecuado del potencial en r — oo, es necesario que B; = 0. Por lo tanto, la solucion toma la
forma:

Z M (cosB). (3.469)
Nuevamente, las constantes A; se determinan a partir de la condicion de frontera:

(o)

A
¢[R,0)=Vo=Y Rl—LP; (cos ). (3.470)
=0

Haciendo uso de la condicion de ortonormalizacion de los polinomios de Legendre, resulta
que:

oo

T A T
Vo/ dOsinOPy (cos) = Z /dOsinGPl/(cose)Pl(cose)
0

l:OR ~~ o
18
i A 2 s
= i1~ 7oLl
l:ORlJrl 201+1
Ay 2
= WZZ’——H 3.471)
Entonces, se tiene que:
21+ 1)RHY, (7
4 = Ot : 0 /" 465in 6P (cos 6)
0
204+ 1) Ry, (7
— 2+ )2 O [ d6sinOPy(cos )P, (cos0)
0
%,51,0
20+ )Ry, 2
_ @+ 0 8.0 = RVody0. (3.472)

2 20+1
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Con lo cual el potencial fuera de la esfera es de la forma:

o)

A =1
QD(I’,G) = Z #PI (COS 0) = Zm (RVO6[7())PI(COS 9)
=0 =0

o 1
= RVOIZOESL()P[ (COS 9)

1
= RVy—Py(cos0), (3.473)
F N——
1
es decir,
RV,
¢ (r60)=—2, (3.474)
r

que es equivalente al potencial generado por una carga puntual localizada en el origen. Se

debe interpretar RVy = ﬁ, donde q es la carga almacenada en la superficie del cascaron
de radio R.

Ejemplo 3.13
A |

En este ejemplo se evaliia el potencial eléctrico tanto en el interior como en el exterior de
una esfera de radio a, teniendo en cuenta que ¢ (a,0,9) =V (0).

Solucion: La condicion de frontera establecida sugiere una solucion con simetria azimutal,
lo que implica que la solucion serd de la forma @ (r,0). Al analizar la region interior de la
esfera, y para evitar que el potencial presente un comportamiento divergente cuando r — 0
en la ecuacion (3.457), se debe tomar A; = 0. Por lo tanto, la expresion para el potencial en
el interior es:

¢ (r,0) =Y B;r'P(cosH). (3.475)
=0

Las constantes B; se determinan a partir de la condicion de frontera, tal que:

¢(a,0)=V(0)= iBlalP, (cosH). (3.476)
=0

Utilizando la condicion de normalizacion de los polinomios de Legendre (3.452), se tiene:

2
20+1

T
/ dOsinOP,; (cosO) Py (cosO) = O (3.477)
0
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Por lo tanto, al aplicar la condicion de ortogonalidad, se obtiene:

T &0 T
/ dOsinOPy (cosB)V(0) = ZBlal/ dOsin 0Py (cosB) P, (cosO)
0 = 0

J

-~

o
- Z 1 <2z+1>5
/ 2
= Byd [——). 3.478
ra (2z'+1> (3478)
De esto se deduce que:

214+1 7
B = 2+l /dOsinGPl(cosO)V(G). (3.479)

a 0

Ast, el potencial en el interior de la esfera se expresa como:

o((r0) = ZB;rlPl (cos0)

1=0
= Y 7P /(cos0) [212;; ! /ndelsin 6'P, (cos0") V (6)
1=0 0

= %i(ZlH)(g)l/nde’sine’ﬁ(cose)a(cose’)v(e’). (3.480)
=0 0

Ahora, si se considera el potencial fuera de la esfera, se debe escoger B; = 0 en la solucion.
Esto garantiza que @ (r,0) sea finito cuando r — oo; asi, fuera de la esfera, el potencial debe
ser de la forma:

Z M P (cos®). (3.481)

La constante A; se determina nuevamente a partir de la condicion de frontera:

¢ (a,8) = Z M Py (cos6). (3.482)

Aplicando la condicion de ortogonalidad para los polinomios de Legendre, se obtiene:
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[ee]

T
/d@sinGPp(cosG)V(Q) = 1+1/ dOsinOPy (cosB) P (cos0)
0 1 ‘a

V

21+1 6171’

B i A (2 N\,
T Edt\2i41) ™

Ay 2

Por lo tanto, se establece que:

2041 4
A = (T+> a’“/ dOsinOP; (cosO)V (0). (3.484)
0

Entonces, el potencial fuera de la esfera se expresa como:

¢(r,0) = Z l+1 P (cos6)
= Z l+1 P (cos @) {(21—;—1>a”l/nde'sine’Pl(cos@’)V(G’)
= ;Z(2l+1) /de’s1n9P,(cos9) (6'). (3.485)
I=0

Como caso particular, se considera el potencial V (0) definido como:

T
2 (3.486)
T.

La solucion del potencial en el interior se establece al encontrar los valores para Bj, que en
este caso estdan dados por:

20+1 (7
B, = l+l /d@sinGPl(cose)V(G)

2a 0
2041 (3 2041 (7

_ At /zd()sinOPl(cosG)(V)+ * /dOsinGPl(cose)(—V)
24! 24! z
21+ 1 21+1

= 2+l V/ dOsinOP; (cosB) — + V/ dOsinOP, (cosH). (3.487)
a

Realizando el cambio de variable x = cos 0, se puede expresar la relacion para B en la
forma:
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21+1 C20+1 -1
B, = L+ V/ (—dx) P (x L V/ (—dx) P, (x)
2a! 0
21 1
_ 2t / dxP (x / dxP (x (3.488)
24!
Usando la formula de Rodrigues:
Px) = - d_l(xz_l)l (3.489)
: 2111 dx! ’ ‘
es posible determinar que:
Ax) = ot frot] =y L ey
: T2 gy B 2111 did!
= (-1)'P(x), (3.490)
de manera que:
(2l+1)V
B = +— /del / dxP; (x)
%,_/
X——X
(2l+1)V
- B [ - [ ()]
(21+1)V
= +— / dxP; (x / dXPl
)’Pz(>
(2[+1)V
_ +—[/ dxP; (x 1)1/ de,(x)]
0
21+ 1)V
- GV ] / dxP, (x) (3.491)
2a! 0
Esta relacion indica que:
B, = 0 si [=par,
21+1)V 1
B = u / dxP;(x) si 1=impar. (3.492)
0
Para evaluar la integral, se utiliza la siguiente formula de recurrencia de los polinomios de
Legendre:
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dP(x) dP-—i(x)

dx o~ @+DAX) =0, (3.493)
de manera que:
A = |t - e - @) (499
W=y | dr b oy vl GO G B

Entonces, para valores de | impares, se cumple que:

20+ 1 1
PECELI e
a 0

2l+1)V 1 d

1
— —1/0 dxma[PlJrl(x)—Pl—l(x)]

1
= 2 a o @ -po W)
= E[P,H(x)—le(x)](l)

= P ()~ B (0]~ [Pt (0)— P 0)). (3.495)

Una de las propiedades de los polinomios de Legendre establece que:

P (+1) = (£1), (3.496)

con lo cual: Pryy (1) = (1)'*!, se tiene entonces:

B = [P (0)- P 0))
= A1 (0) =P (O)] (3.497)

Asti, el potencial en el interior de la esfera se expresa como:

o(r,e) = BlrlPl (cosB)

(o

impar

AP (x) [5 [P—1(0) — P41 (0)]

(o

= v Y (9 AR )~ pa 0] (3.498)
=l

impar
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Ejemplo 3.14
A |

En este ejemplo se considera un cascaron esférico de radio R, el cual posee una densidad
de carga superficial 6(0). El objetivo es calcular el potencial eléctrico dentro 'y fuera de la
esfera.

Solucion: Ya que la condicion de frontera no depende de la coordenada @, la solucion serd
independiente de dicha coordenada y, por lo tanto, la solucion mds general serd:

[ee]

o(r,0) = Z ( Iltl + Byr ) Pi(cos ). (3.499)

Entonces, el potencial en el interior y exterior se expresa de la forma:

[}

A
Pin(r,0) =) ( 7 T Bir > P;(cos ),
1=0

[e)

Pour (1,0) = Z ( lil + Dyr ) P;(cos0). (3.500)

Para garantizar un potencial finito en r — 0y r — oo, se deben tomar A; =0y D; =0, con lo
cual,

Qin(r,0) ZBlrlPl (cosB),
=0

Pour (r,0) = Z 1+1 Py(cos6). (3.501)

Las condiciones de frontera en r = R establecen la continuidad del potencial, con lo cual se
debe cumplir que:

¢in(R,0) = @out (R, 0), (3.502)
es decir,
" BRP(cos8) = Y -1 P(cosB 3.503
12‘6 1R P;(cos )—ZW )(cos 0), (3.503)
entonces,
i BR - < P(cos8) =0. (3.504)
= l Rl+1 l .

Siendo los polinomios de Legendre linealmente independientes, se tiene que:

— =0. (3.505)
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Con lo cual se puede deducir,

G

Asti, el potencial dentro y fuera de la esfera se expresa como,
W(10)= Y o P(cos )
Qin(r, ZR21+1r (cos8),
@ou(1,0) Z 5 L-P)(cos 0). (3.507)
Otra condicion de frontera implica que:
— — o~ 0-
[Ex(F) —E((F)]g-n= o (3.508)
Ahora, como E(F) = —V (%), la anterior relacién se puede expresar como,
- > ._C
{— [sz(r)] - [—qul(r)] } = (3.509)
S 8()
es decir,
Vo) - [Veu ()] i=- (3510)
)| -n— P n=—— .
(] s 01 s & ’

donde n se entiende como un vector normal a la superficie. Siendo la frontera una esfera, se
tiene que n = 7. Identificando @) = Quy; y O = Q;y, resulta,

20 )] i Vo] 7
= [Veu®)| 7= Vo9 -7
_ :QQDOLSY,Q a(pm (r,0) } (3.511)

donde,

a(p,-n(r,e) a > C I > lC[ 1—1
T:a_rZRZZH r'Py(cos ) = Z})RZlHr Pi(cos0),

a(Paut(rae) a l —

G
e = 8_rlz6rlTPl<COS 0) = —lz%)(l—k 1) l+2P(COS 0), (3.512)
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con lo cual,
[G(pom n60)  deu(n 9)}
—% ar
r=R
= —§) Z (I+1) ﬂP[ (cosO) — ZR21+1R Py(cos0)
1=0 1=0
= [ (1+1) I
= _0{ Rz T gk ]CIPI(COSG)
= Z (14 1) +1] 275 Pi(cos ), (3.513)
es decir,

—SOZ (21+1) ﬁP,(cose) (3.514)

Utilizando la condicion de ortonormalizacion de los polinomios de Legendre,

" 2
/O 485inOPy (c0s 0P (c0s6) = 51, (3.515)

se determina que,

7[ oo
/ dGsinGPl/(cose)G(Q):802(21+1 l+2/ d6sinOPy(cosO)P;(cos0)
0 1=0

)
=g ) (2+1) 5

57 79
= RI+22[+1
Cy 2
=2l 5=
&) pra
Cy
:280W, (3.516)
por lo tanto,
Rl+2
C = / dOsinOP(cos)o(0). (3.517)

Como caso particular, se considera una densidad superficial de carga dada por:

o(6)=xcos0, (3.518)

donde K es una constante. Utilizando la representacion de los polinomios de Legendre se
determina,

6(6) =KcosO = kP(cos0), (3.519)
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con lo cual,

RH—Z

C = / dBsinOP;(cosO)kP;(cos )
2€)

Rl+2
_K / d6sinOP;(cos 0)P;(cos6)

KRI+2 2
2eg 20+1 0

=—39 3.520
3g O ( )

Entonces, el potencial dentro y fuera de la esfera serd:

> C[ ! > 1 KR36
(pin(r,e):lg)lmrﬁ(cose) ZRlerPl(cosG) ——O01

1 R

= R—rP1 (cos ) 1;80 = %rcos@ (3.521)
KR?
Qour (1,0) = Z l+1 P;(cos0) Z l+1 P;(cos 0) —511
1 KR> KR3 1
= —Pl(cos 0)— 36, 3_80r_2COS 0. (3.522)
En conclusion:
Qin(r,0) = =—rcos 6,
€
KR 1

goom(r,e) = Eﬁ cos 6. (3523)

Ejercicio 3.18 Considerar la configuracién del ejemplo (3.5) y calcular el potencial en el exterior
de la esfera.

Ejercicio 3.19 Encontrar el potencial en el interior de un par de cascarones esféricos concéntricos
de radios a y b (a < b), tales que el sistema satisface las siguientes condiciones de frontera:

= En el cascardn exterior se cumple: ¢ (b,0) =V
= En el cascarén interior: ¢ (a,0) =

Armonicos Esféricos

A continuacion, se analiza la solucion general de la ecuacién de Laplace en coordenadas
esféricas para el caso m # 0. En este contexto, es necesario considerar la ecuacion asociada de
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Legendre,

2P (x x
(l—xz) d;;g ) _2xd1c)b(c ) + {Z(H—l)—

T 2] P(x) =0, (3.524)

donde la solucién, conocida como funcion asociada de Legendre P/" (x), se puede expresar en
términos de las funciones de Legendre P, (x) mediante la siguiente expresion:

m qmp (x) (—l)m m gltm I
m 2 ) 2 2
le()C):(—l) (1—)( )2 i = le' (1—)( )2 W(X —1) y (3525)
la cual posee la siguiente propiedad de simetria:
[—m)!
P (x) = (—1)" (E=m)! oy, (3.526)

(I+m)!!

Las funciones P/" (x) constituyen un conjunto ortonormal y completo en el indice / para el
intervalo —1 < x < 1. La condicién de ortogonalizacion se define mediante la relacion:

2 (I+m)!
/de, )P (x) = T (O (3.527)

La solucioén de la ecuacion diferencial asociada a ¢,

I’®(¢)
497 +m®(¢) =0, (3.528)
para el caso m # 0, es de la forma:
D (¢) ~ e, (3.529)

la cual constituye un conjunto ortogonal en el intervalo (0,27).
Es posible combinar las funciones P y ™ paral=0,1,2,3,---etc,ym=—I1,—1+1,—1+
2,---,1—2,1—1,1,y formar la funcién:

Y(6,0)=P(0)P(§) > ¥1,,(6,0) =A;,,P" (cos 0) e™?, (3.530)

donde las constantes A;,, son constantes de normalizacion. Las funciones Y} ,, se denominan
armonicos esféricos y son solucién de la ecuacién diferencial

L o 0() . o Y (6 I(1+1)Y(0,0)=0 3.531
[sm@&@ (sm 3_9>+sin298752} (6,9)+1(1+1)Y(6,9)=0. (3.531)

Las funciones Y; ,, (0, ¢) constituyan un conjunto ortonormal que satisface la relacion:

/dQYlm(e, O) Y} (6,0) = 818 (3.532)
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Se puede demostrar que bajo la normalizaciéon dada por (3.532), el conjunto de funciones
ortonormales Y; ,, (0, ¢) se expresa como:

2041 (1 —m)! .
YLm(G,q)):\/ 4; %ﬂm(mse)em. (3.533)

La relacion de completitud asociada a esta base se expresa como:

o |
Y ) Yi.(6,0)Y,(60,0") =8(cos®—cos8')5(¢p—9'). (3.534)

[=0m=—I

Dado que el conjunto Y;,, (6, ¢) es completo, una funcion arbitraria f (6, ¢) se puede expandir en
términos de armdnicos esféricos como:

F(6,0)=Y Y BiuYim(6,9), (3.535)
donde los coeficientes de expansion By ,, son dados por,

/ Q1 (6,0)Y; . (6,9). (3.536)

En términos de los arménicos esféricos, la solucion de la ecuacién de Laplace se expresa como:
g Al m
¢(r,0,9)= Z ) ( I+1 +Blmr)Yl7m(97¢)- (3.537)
=0m=-—1

Las constantes A; ,,, y By ,,, se derivan de las condiciones de frontera para cada problema en particular,
como se mostrard en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.15

q

En este ejemplo se evaluard el potencial entre un par de cascarones esféricos concéntricos de
radios a’y b con a < by a potenciales V(0,0) y Vo(0,9), respectivamente. Adicionalmente,
se analizard el caso en el cual V1(0,¢0) = —Vo y Vo(0,¢) = V.

Solucién: En este escenario, se parte de la solucion inicial:

o(r,0,0) = Z Z < l+1+Blmr>Yl7m(6,¢), (3.538)

=0m=—1

donde las condiciones de frontera determinardn los valores de las constantes A, y By , de
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la siguiente manera:

(Cl 7] ¢ = Z Z +Blmal Yl,m(9,¢)7
l+1
[=0m=-1
o ]
0(b,0,9) = = Z Z <bl+1 +B mbl) Yim(6,9). (3.539)
Aplicando las condiciones de completitud:
/dQYl,m(e, 0)Y;11(8,0) = 8118 (3.540)
se obtiene:
. > & [ Aim Ay y
/dQYl/’m/(9,¢)V1(9,¢) = Z Z l+l +Bl ma 5[71/5,”7,"/ = W+Bl/7m/a y
I=0m=—I
. > & Aim Ay
/dQYl,’m,(Q,q))Vz(G,m -y Z S B! ) 618 = S B
[=0m=—
(3.541)
Entonces:
I
[d9Y7,(8,0)1(6.0) = S+ Byl
] AL !
/dQY,m(e,(p)Vz(e,(p) B (3.542)
De la primera relacion se deduce que:
1 " Al,m
Bin = | [ 4977, (0.0)V1(8.0) - “4 (3.543)

que en la segunda ecuacion implica:

) Arm
/dQYLm(O,(Z))Vz(O,(P) bl+1 +Bl mb
Al, * Al
=S VdQY,m(e,mvl(e,q)) lﬁ} b

1 ! b
:<zﬁ 2,+1)A1m+ /dQYlm (0,9)V1(6,0). (3.544)

Entonces:

b L A= [ dQYS (0 V(6 —blve 3.545)
vt et ) A= [ d9Y7,(8.0) [V2(0.0) - ZVi(8.0) | G
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Por lo tanto:
1 . 1 1
A=y [ 490¥7(60.0) | 120.0) ~ V1(6.0)
()
(ab) 21+1 1 1
= P21 _ il /dQ Y/'n(0,9) V1(9 0)— V2(9 o). (3.546)
Reemplazando el valor obtenido de A ,, en (3.543), se tiene que:
1 * Al7
= [a@¥;,(0.0(0,0) - S
1 p2l+l J
= 2 [ 49071000, [0.0) ~ 13— s (Vi0.0)+ 12(0.0) )]
" bl+1V2(97¢)_al+1VI(97¢)
= /dQYl,m(67¢) ( p2I+1 _ 20+1 ) . (3.547)
Para el caso particular en el cual Vi(0,¢9) = —Vy y Vo(0,0) =V, resulta:
(ab) 2041 Vo Ve
Alm = bzz+1 _a21+1 /dQ Y/ (6 [— - ﬁ}
(ab)* v, 11
Tl 2\ g Bl /dQ Y/ n(6,0)1
(@) vy (1 1
=V 4”W P + b 6[706”170. (3.548)
Esto significa que:
bV
Ay = —2\/4%;1_261706%0. (3.549)
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La constante B ,, serd:

Bl7m = W/dQYZm(G7¢) bl+]V2(97¢) _al—HVl(evd))
Vo -V
— 0 * I+1  I+1
IS R N /dQYl,m(e"P) (b ta )
—L(b”wa’“) aQys, (6,6) 1
PRI+ Q2041 Lm\ ™ ~—
VATTY)0(6,9)
V() *
— VAT (bl“ +al+1) /dQYLm(G,(p)YQo(O,q))
al,OﬁgmA,O
R <bz+1+al+1> 508
pRIHT _ 2041 1,0Cm,0
Vo
47rbT (b+a) &1,00m.,0- (3.550)
De manera que el potencial entre los cascarones es:
o ]
r@ (P Z Z < l+1 +Blmr) Yl,m(eaq))
I=0m=—I
o ]
Cle() V() !
:l;()m:ZlYLm(e,(I) [ S| ( 2v4 > < 47Tb_a(b+(l)> 7‘} 51705,"’()
vz Yy ’ 1
b P Y ) | “2aby PSS +(b+a)r | Yim(6,)8,08m0
I=0m=—1
Vo
2ab +( b+a) Y0.0(0,9). (3.551)
Finalmente:
Vo 1
0(r,0,0)=v4n —2ab—+ (b+a) Y070(9,¢)
b—a r N—_——
7
Vo 1
=5 { 2ab— +(b+a)} (3.552)
Por lo tanto, el potencial entre el par de cascarones es
1% 1
©(r,0,0) = 0 (—2ab—+b+a). (3.553)
b—a r
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Una manera de corroborar este resultado es partir del hecho de que el campo eléctrico entre
el par de cascarones es dado por:

0.

E(r) = k37, (3.554)

el cual se puede derivar a partir de la ley de Gauss, y donde se asume que Q es la carga
almacenada en el cascaron interior. La diferencia de potencial entre dos puntos dentro del
cascaron es:

B
<pB—goA=—/A E(r)-dl
B T
-, {kgz?}"“:—kQ " dr
T

A ra r
1" 1 1
= —kQ [__} =kQ <_ — _) , (3.555)
r A rp ra
entonces,
1 1
Pp—Pa=kQ| ——— . (3.556)
rp ra
Siry =ayrpg =r es un punto entre los cascarones y ¢4 = —V,, se deduce que:
1 1
o(r)+Vo = kQ (— - —) , (3.557)
roa
es decir,
1 1
o(r) =kQ (— — —) — V. (3.558)
roa
Con el fin de calcular la carga Q, se tiene en cuenta que Q(b) = Vy, de manera que:
1 1
o(b) = Vo = kQ (5 - ;) ~ Y, (3.559)
con lo cual
2V() 1 2Vo ab
0=— =— , (3.560)
k (% — é) k (a—Db)
por tanto,

vk a2y () v

a2 (5a) @)

2
- —(b‘f’a) (%b—Zb—cH—b)

- V() _2ab
_(b_a)( ; +b+a), (3.561)

lo que comprueba el resultado derivado a partir de la ecuacion de Laplace.

217
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Ejercicio 3.20 Evaluar el potencial electrosttico en el interior y exterior de un cascarén esférico
de radio R a potencial V (60, ¢). Mostrar que en el caso particular V (0,¢) = V) = cte se cumple:
= En el interior del cascarén:

¢ (r,0,0)=V. (3.562)

s En el exterior:

¢(r,0,9)= Yok (3.563)

r



4 — Campo eléctrico en materiales

La materia estd constituida de 4tomos, que en general, poseen igual cantidad de cargas positivas
y negativas. De acuerdo a sus propiedades eléctricas, la materia se puede considerar conductora o
no conductora: los materiales conductores se distinguen por tener cargas libres que se mueven bajo
la influencia de un campo eléctrico. Los materiales que no son buenos conductores se denominan
materiales dieléctricos y no poseen cargas libres que puedan moverse facilmente por el material.
Sin embargo, estos también son afectados por la presencia de un campo eléctrico.

OREOE CTCCCC
olololoJe e e e
QOO CCGCTC

(a) (b)

©
©

0,00,

Figura 4.1: a) Material dieléctrico en ausencia de campo eléctrico. b) Material dieléctrico en presencia de campo
eléctrico.

En ausencia de campo eléctrico, las moléculas asociadas a materiales dieléctricos presentan
una distribucién simétrica de su carga negativa alrededor del nucleo cargado positivamente (ver
figura 4.1a), lo que implica un momento dipolar nulo en la molécula. Al someter el material a un
campo eléctrico, se genera una fuerza sobre cada particula cargada. Las cargas positivas tienden
a moverse en la direccién del campo, mientras que las cargas negativas se desplazan en sentido
opuesto, alejandose de su posicion de equilibrio. Las fuerzas internas de la molécula generan una
nueva configuracion de equilibrio, en la cual la distribucion de carga molecular resultante difiere
de su forma original simétrica. En otras palabras, los centros de las cargas positivas y negativas
se desplazan entre si, como se muestra en la figura 4.1b. Una vez alcanzada esta disposicion, la
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molécula adquiere un momento dipolar no nulo, inducido por el campo eléctrico. En esta situacion,
se dice que el material dieléctrico se ha polarizado.

Existen materiales cuya estructura interna hace que sus moléculas tengan una distribucién de
cargas positivas y negativas no simétrica; es decir, en cada molécula, las cargas positivas y negativas
no comparten un mismo centro de carga, resultando asi en un momento dipolar intrinseco. Estas
moléculas, conocidas como moléculas polares, presentan un momento dipolar permanente. El agua
es un ejemplo de una molécula polar, donde las cargas negativas tienden a agruparse alrededor
del oxigeno, dejando al hidrégeno con carga positiva (ver figura 4.2). En ausencia de un campo
eléctrico, estos momentos dipolares se orientan de manera aleatoria, de modo que el momento
dipolar total del material es nulo (ver figura 4.3a).

Figura 4.2: Molécula de agua.

Cuando se aplica un campo eléctrico externo a un material no polar, se ejerce un torque sobre
los dipolos, lo que tiende a orientarlos en la direccidén del campo (ver figura 4.3b). Sin embargo,
este alineamiento puede verse afectado por efectos térmicos. A pesar de ello, una vez alcanzado el
equilibrio, los dipolos permanentes, en promedio, mostrardn un cierto grado de alineacién con la
direccion del campo eléctrico aplicado. Como resultado, el material adquiere un momento dipolar
neto en la direccidn del campo, lo que indica que ha sido polarizado.

o0 ﬂ cecEE

Vel oo

SHPVN® oo
(a)

(b)

Figura 4.3: Material polar bajo la accién de un campo externo.

Polarizacion

Como ya se menciond, cuando un campo eléctrico externo actia sobre un material dieléctrico no
polar, se inducen dipolos que se orientan en la direccién del campo. De manera similar, al aplicar un
campo eléctrico sobre un material polar, los dipolos intrinsecos se alinean en la direccién del campo
externo. En ambos casos, se dice que el material dieléctrico estd polarizado, y esta polarizacion
contribuye al campo eléctrico total dentro del medio dieléctrico.
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Figura 4.4: a) Volumen AV de material polar en ausencia de campo eléctrico. b) Volumen AV de material polar en
presencia de campo eléctrico.

Un material dieléctrico polarizado puede ser caracterizado a través de sus momentos dipolares
microscopicos, los cuales estan asociados a un dipolo eléctrico p. Para ello, se considera un volumen
AV dentro del material, suficientemente pequefio como para ser considerado infinitesimal, pero
suficientemente grande para contener varios momentos de dipolo microscépicos (ver figura 4.4a).
Este volumen tendra un dipolo eléctrico resultante dado por la suma de los dipolos microscépicos
contenidos en el, tal que:

AP =Y Ap;. 4.1)

Sin embargo, el momento dipolar eléctrico Ap dependera de la dimensién del volumen AV. Por
tanto, para obtener una cantidad fisica independiente del volumen, se divide Ap entre AV y se define
el vector de polarizacion eléctrica P en la forma:

P= lim 7
AV—0 AV
_dp 4.2
= 4.2)
Si se considera que antes de aplicar el campo eléctrico, los dipolos eléctricos estaban orientados de
manera aleatoria o no se habian inducido, entonces P=0 (material no polarizado, como se observa
en la figura 4.4a). Sin embargo, cuando el campo eléctrico es aplicado, los dipolos se inducen (en
caso de ser no polar) y se alinean, lo que implica que el material se polariza, es decir P =0 (ver
figuras (4.4b)). Las unidades del vector de polarizacién son % Ademads, se debe tener en cuenta
que el limite AV — 0, conlleva a que el volumen se pueda caracterizar por un punto en el material,
de manera que el vector de polarizacion serd funcion de 7; es decir, 13(?)

Potencial y campo eléctrico asociado a un material dieléctrico

Para calcular el potencial eléctrico generado por un material polarizado, se parte de la expresion
para el potencial eléctrico asociado a un dipolo eléctrico puntual, el cual estd dado por:

_ 1L p-(F=7)
Amey |77

¢ (7) (4.3)
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En cada punto de un material dieléctrico, se puede establecer un momento dipolar dp(7")
asociado a un volumen dV’ (ver figura 4.5). Por lo tanto, el potencial eléctrico d@(7) evaluado en
un punto del espacio definido por el vector 7, y generado por el momento dipolar dp(7’), estard
dado por:

1 dp-(F—7)

do (¥) = “4.4)
Asi, el potencial total serd entonces:
. 1 rdp-(F-7')
= i 4.5
00~ ey | T (4.5)
Ahora, de la ecuacién (4.2), se puede establecer que:
dp (¥') =P (¥')av’, (4.6)
y por lo tanto:
1 [PF)-(F—7)aV’
7) = ) 4.7
0= e | (47

La ecuacién anterior permite encontrar el potencial eléctrico de un material dieléctrico si se conoce
su funcién de polarizacién P(7’).

Figura 4.5: Potencial eléctrico d¢ (¥) asociado a dipolos eléctricos contenidos en Ap.

La expresion (4.7) se puede reescribir para considerar una contribucion al potencial eléctrico
exclusivamente de la superficie del material y una contribucion asociada a la polarizacién en el
interior del material dieléctrico. Para ello, se considera la siguiente identidad:
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/|)3. (4.8)

7
7

7|

1 ]_(?—
=]

Con lo anterior, es posible expresar la ecuacion (4.7) en la forma
1
} (4.9)

1 - -
2 d3 /P =/ -V/
¢ (7) ‘47.[80/‘/ X (’") [|7_7/|

Utilizando identidades de operadores vectoriales, el integrando en la expresion anterior, se puede

escribir como:

o1 - | B#) | V.BF)
P(#")- |V =V — 4.10
= Rl = = 410
con lo cual, el potencial eléctrico toma la forma
(—») 1 /d3 / 6/ P)(_:/) 4 ﬁ(?al)
7)) — —— X . —
P = dme Jy =7 =7/
— _)/ =4 =/
1 -, | P®)) [—V P (7, )]
=— [ &NV ’ /d3 ! . 4.11
47r£0/v YR T dmen Jy 77/ “4.11)

Utilizando el teorema de Gauss, es posible transformar una de las integrales de volumen en una

integral de superficie, con lo cual

7B Vﬁ(?')]
P (7, ) 3 ,[ ’

dd d’x ———— 4.12
o) = 471'80]{ 7 ? 47:80/ [F=7' “412)

donde S es la superficie que limita el volumen V' y 7 es el vector unitario normal a dicha superficie
en cada punto. Con el fin de interpretar el resultado obtenido, se introduce la siguiente notacion:

op(F)=n-P(F) , pp(A)=-V-P(@), (4.13)

donde op (¥) y pp(7) tienen unidades de carga por unidad de drea y carga por unidad de volumen,

respectivamente. De manera que,
(4.14)

1 fd /GP(_‘/) + 1 /d3xl PP(_’/)
v F=E

qD(r):47r£0 s a\r—r | 4me

Al comparar la expresion (2.124) deducida para el potencial en el capitulo (2) con la expresion
(4.14), es posible establecer que el potencial generado por un material polarizado es equivalente
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al generado por una distribucién de carga superficial op =7 - P mis la contribucién de una carga
volumétrica pp (7) = —V - P (7). Por esta razén, a 6p y pp se les denomina densidades de carga de
polarizacién volumétrica y superficial, respectivamente. A pesar de que la interpretacion de estas
cantidades es el resultado de una comparacion del potencial producido por un material dieléctrico
polarizado con una forma de potencial general, es posible entender el origen de dichas densidades
en una manera fisica mas clara bajo las siguientes consideraciones: Si se toma un pedazo de material
uniformemente polarizado, el vector de polarizacién P () = P, es independiente del punto. Asi, se
establecerdn dipolos de la misma magnitud, todos alineados en la misma direccién como se muestra
en la Figura 4.6. La cabeza de la flecha indica la carga positiva y la cola la carga negativa. En un
pequefio volumen dentro del material (que se indica con la linea punteada) se tendrd en promedio el
mismo nimero de cargas positivas y negativas de manera que pp (¥) = —V - P (7) =0.

Sin embargo, esta cancelacion no se dard en las superficies del material, por lo que se producira
una densidad superficial de carga del signo indicado en la Figura 4.6. Siendo que P tiene la misma
orientacién de los momentos dipolares eléctricos asociados a los dipolos, op =71 .P=+P,enla
cara derechay, op =n- P=—P,enlacara izquierda del material.

coee

g #--3 .
cece

Figura 4.6: Origen de cargas superficiales de polarizacién en un dieléctrico polarizado uniformemente.

Ahora, si la polarizacién del material no es uniforme, la distribucién de los dipolos se asemeja a
lo indicado en la Figura 4.7. Al considerar un volumen fijo dentro del material (regién sombreada

cooooas -

Figura 4.7: Origen de cargas volumétricas de polarizacion en un dieléctrico no uniformemente polarizado.
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en verde), antes de que el material se polarice, este volumen contendrd muchas moléculas neutras,
asi que pp () = 0. Una vez que el material se polarice, algunas de las cargas habran salido del
material en cuanto otras habran ingresado. Si la polarizacién no es uniforme, puede ocurrir que en
el volumen termine con mds cargas de un signo que del otro, por lo que habria una densidad de
carga de polarizacién asociada a él, es decir, pp (7) = —V - P (¥) #0.

La polarizacion de un material inicialmente neutro no puede generar una carga neta en el
material, por lo cual su carga neta debe seguir siendo cero a pesar de la aparicién de cargas de
polarizacién. Esto se demuestra al calcular la carga total dentro del material, tal que:

Op — 74 dacp (7) + /V Bxpp (7)

= ?{danP /d3 6 q")]
- f daii- B (7 / PV B (7 (4.15)
ahora, utilizando el teorema de Gauss en la integral de volumen se obtiene,

Op = ]{dan P j{dan P (4.16)

Lo anterior pone en evidencia que el proceso de polarizacidn no crea cargas de la nada, apenas
ocurre la formacién u orientacién de dipolos microscopicos.
Para calcular el campo eléctrico, se puede hacer uso de

E(F)=-Vo(7), (4.17)
con lo cual se tiene que
2o | op(F)(F—7) 1 3Pp(F) (F—7)
Er:—%d' + /dx—. 4.18
) 4meo ) 77 Ameo Jv 77 (19

Ejercicio 4.1 Probar la relacion (4.18), a partir de (4.14).

Ejemplo 4.1

q

En este ejemplo, se considera una varilla delgada de material dieléctrico de seccion
transversal A, que se extiende sobre el eje x desde x = 0 hasta x = L (ver figura 4.8). La
polarizacion de la varilla estd orientada a lo largo de su longitud y se describe mediante la
expresion:

P(7) = (ax* +0)i. (4.19)

A continuacion, se determinard la densidad de carga de polarizacion asociada y se mostrard
que la carga total de polarizacion se anula.
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Figura 4.8: Varilla dieléctrica de longitud L y secci6n transversal A, con polarizacién P (F) = (ax? +b) .
Solucion: La densidad volumétrica de polarizacion asociada a la varilla se calcula de la
siguiente manera:

—

pp(F)=—V-P(F) = —% (ax® +b) = —2ax. (4.20)

Ahora, las densidades de polarizacion superficial asociadas a las superficies S1, Sy y la
superficie lateral Sy, se determinan como sigue:

on, (7) = - P(7)| = (-7) - (a®+b) Loz—b,
Op;, (?)zﬁz-f’(?)s =i (ax +b)A’ _ =al® +b,
op;, (F) = nL-P(7) 6= 0. (4.21)

A continuacion, la carga total de polarizacion se calcula como:

Op = 7{ dacp (F) + /V Bxpp (7)
S

= [ dd'on, () + [ daoy, (¥)+ | daon, ()
d3 / =/
—|—/V X pp (7‘ )
= / dd (—b)+ / dd (aL®+b) + / d’x(—2ax)

:—b/da'+(aL2+b)/da'—2a/ dx'x' /da
— —

A A

L2
J— 2 —_ —_—
bA+ (aL*+b)A—2a SA

[—b-i—aL2 +b— aLz} A
0. (4.22)

De esta manera, se ha demostrado que la carga total de polarizacion es cero.
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% En este ejemplo, se considera una barra de seccion rectangular con lados a, b y longitud L,

como se muestra en la figura 4.9. Esta barra estd hecha de un material dieléctrico con una
permitividad € y presenta una polarizacion dada por:

P(?) = Pyzk, (4.23)

donde Py > 0. El objetivo es encontrar la densidad de carga de polarizacion y la carga total
de polarizacion.

ra g

\
S

i

»

s

Figura 4.9: Barra rectangular con polarizacién P = Pyk.
Solucion: La densidad volumétrica de polarizacion de la barra se determina mediante la
expresion:

=2 = a
pr(7) ==V P(7) =~ (Rz) = =P, (4.24)

Las densidades de polarizacion superficial correspondientes a las superficies S1 (superior),
Sy (inferior) y lateral Sy, son las siguientes:

or,, (F) =i -P(7)| = k- (Poz?) _,=AL
Or,, (7) = - P(F)| = k- (Ack)|_ =0,
o, (F) =i+ P(7) o= 0. (4.25)

Entonces, la carga total de polarizacion se calcula como:
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QP:%CZGGP(?)—I—/Vd?’xpP(?)

S
= /Sl da/O'pS1 (7’) +/52 da GPS2 (?/) +/SL da Op;, (7/)
d3 / —/
+/V X pp (r )
:/ﬁduug+/d%%—%)
\%4

L
=P0L/da/ —Po/ dz//da/
— 0 —

ab ab
= PyLab — PyLab

—0. (4.26)

Asi, se ha determinado que la carga total de polarizacion es igual a cero.

Gemmeies]

n este ejemplo, se considera una esfera dieléctrica descargada de radio R y permitividad &,
que presenta una polarizacion uniforme orientada en el sentido positivo del eje z, como se
muestra en la figura 4.10. Se buscard calcular el campo eléctrico tanto dentro como fuera de
la esfera a lo largo del eje z.

Figura 4.10: Esfera dieléctrica de permitividad € y polarizacién P (7) = Pk.
Solucion: El vector de polarizacion para este problema se expresa como:

~

P(7) = Pk. (4.27)
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A partir de esto, se puede deducir fdacilmente que la densidad de carga de polarizacion
volumétrica es cero:

pp(F)=—V-P(#) =0. (4.28)

Por lo tanto, la contribucion al campo eléctrico proviene exclusivamente de la densidad
superficial de carga de polarizacion, que se calcula como:

op, (7') = ﬁ-P(?)‘S — 7Pk = PPk, (4.29)
Utilizando la relacion
7k =cos (4.30)
resulta que:
op, (7') = Pcos . 4.31)

La carga total de polarizacion es:
Op = 7( dacp(7)+ /V Bxpp (7)
S

2w 7@
- / / R?sin0'd6'dg’ (Pcos o)
o Jo
V3
=P (27rR2) / —d(cos0')sin 6’
0

= —P(27R?) /ﬂd(cos 0")cos 0’
0
=-P (271:R2) % cos? 9/‘(7;
=-P (27rR2) % (0052 T — cos® O)
_o. (4.32)

Ahora, el potencial debido al material dieléctrico se calcula como:

_ 1 op(¥) 1 pp(7)
— d / /d3 / 4
¢ () 47:.907{ T Tame (4.33)
S
donde, dado que pp = 0, se simplifica a:

5 1 ,0p (?/)
= . 4.34
¢ (") 47:807{‘1“ F—7] (4.34)

S
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Orientando el sistema de coordenadas de acuerdo con la figura 4.10, se establece que:

F=zk, y 7 =R7. (4.35)

En términos de las coordenadas cartesianas, el vector ¥ se expresa como:

7 =sin 6’ cos (P’/i\—k sin 8’ sin q)'f—f— cos 0'k. (4.36)

Por lo tanto,

F—7 =zk—RF
—zk—R (sin 6’ cos /i + sin 0’ sin ¢’ j + cos 9’%)
= —Rsin @’ cos gbri\— Rsin @’ sin (l)’f—i— (z — Rcos 9/) k. (4.37)

De aqui se deduce que:

77| = \/R2 sin” 0/ cos2 ¢/ + R2 sin” 8/ sin” ¢’ + (z — Rcos 0/)2

— V/R2sin? 0 + 22 + R2 cos2 0/ — 2zR cos
= /R2+ 722 —2zRcos 0. (4.38)

Finalmente, el diferencial de drea se expresa como:

da' = R*sin0'de'd¢’. (4.39)

Entonces, el potencial eléctrico se escribe como:

0 ()= o faa )

" 4re F—7]
S

_ / ” / " Rsin6'd6'dy’ Peosd’
4rey Jo  Jo VR 472 —2zRcos 6/
P (27nR?) /ﬂdG' sin 6’ cos 6’
dmey  Jo VR? + 72 —2zRcos 0’
_PR* T, sin 6’ cos 6’
- 2g /0 VR2+72 —2zRcos 6’
1

(4.40)

donde se ha definido la integra I como:

Campo eléctrico en materiales
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I—/ﬂde’ sin 0’ cos 6’ 441
0 VRZ +72—2zRcos 0’ '

de tal manera que el potencial vendrd dado por:
¢ (F) =51 (4.42)

Para realizar la integral definida como I en la expresion (4.41), se procede a realizar el
siguiente cambio de variable:

U =R>+7*>—2zRcos 0’, (4.43)
donde se tiene que
R2 2
cos@' = M,
2zR
1
du =2zRsin0'd0’ = sin0'do’ = ﬁdu. (4.44)
z

Bajo este cambio de variable, los limites de integracion son:
» Cuando 0" = 0:

w=R>+7>—22R=(z—R)?, (4.45)

» Cuando 0' = &:

n=R>+72+2R=(z+R)% (4.46)

Por lo tanto, la integral I se expresa como:

/Z+R R+ —-p\ _
~Jere 2R\ 22k )H

(z+R)?
/(Z du (RP+z72—u)u~
<

D=

D=

422R2 )
= [t -] (447
—

y evaluando la integral, resulta:

(z+R)?

(z+R)?
} . (4.48)

3

1 i
= | (B2 [ou
4z2R2{ [ ] (:—R)?
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Finalmente, la integral I viene dada por:

1= s { R4 2) (@R~ =)
(e R? &P}, (449

donde
z—R si z—R>0=z>R (fuera)
lz—R| = )
—(z—R) si z—R < 0= z<R (dentro)
Entonces, para puntos donde 7 > R se tiene que:
1

— o] E+D) R - - R)

1
R Ry } (4:50)
Teniendo en cuenta que

(z+R)’—(z—R) = Z2+32R+3zR*+R— (2 — 3R+ 3R — RY)
2 +372R+3R* + R — 22 +377°R - 3zR* + R

= 6z°R+2R?
= 2R(3Z+R?), 4.51)
se tiene que:
1
I = 5om {(Rz-l—zz) (2R) — R(3ZZ+R2)]
1
= ZZ—R[(RZ—I-ZZ) (3z2+R2)]

= = (4.52)

Ahora, para puntos donde z < R, la integral I toma la forma:

- 2Z1R2{(R2+z2)[(z+R)+(z—R)]

2
—% [(z+R)3 + (Z—Rﬂ } . (4.53)

Campo eléctrico en materiales
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y teniendo en cuenta que

(z+R)+(z—R) = 2
(z+R)’+(z—R)’ = Z2+32R+3R*+R + (2 — 3R+ 3R — RY)

= 27 +62R
= 2z (Z2 + 3R2) , (4.54)
se tiene que:
R (R*+2%) (22) — ! [22(* +3R%)]
272R? 3
1 2 2 1 2 2
= — - = 3R
GRS RGeS
1 2 2 1 2 2
R ( +z 32
1 (2,
- = (5)
2z
= . 4.
3R? (4.55)
Los resultados obtenidos para la integral I, se resumen en:
32712 Para z > R
1= . (4.56)
3% Paraz <R

Reemplazando los resultados establecidos en (4.56), el potencial eléctrico descrito por la
ecuacion (4.42), vendrd dado por:

) 31:5; Paraz > R
o(F) = . 4.57)
313—82 Paraz < R

Ahora, el potencial asociado a un dipolo estd dado por:

. 1 p-(F-7 1 plF—7|cos® 1 pcos’
oy L D=7 1 p _

_ _ = . (4.58)
Amey |[F—7/f  4me |77 Amey 7 —7|?

De la expresion (4.58) se observa que si el punto donde se calcula el campo estd orientado en
la misma direccion del momento dipolar eléctrico P, entonces 8’ = 0, y adicionalmente si se
toma ¥ — 7 = z, entonces se tiene que

OF) = -——". (4.59)




234

Ahora, es posible reescribir el resultado para el potencial establecido en (4.57) para 7 > R,
como:

ATTR? 1 p
A=|(P = 4.60
49 ( 3 )47reoz2 Ameg (4.60)

donde %nRS corresponde al volumen de la esfera y se ha interpretado a P (%ﬂR3) como el
momento dipolar eléctrico asociado a la esfera polarizada. Por lo tanto, al comparar las
expresiones (4.59) y (4.60), se establece que fuera de la esfera el potencial generado por esta
es equivalente al de un dipolo eléctrico de momento dipolar P (%nR3).

Por otra parte, el campo eléctrico fuera de la esfera serd:

&) (3)

k(4 8\ L
= e {P(?)nR )]Z3. 4.61)

De igual forma el campo eléctrico dentro de la esfera polarizada serd:

B - 4290 2 (L)

dz dz \ 3g
P P
= —k=——. 4.62
38() 38() ( )

Ast, el campo eléctrico en el interior de la esfera a lo largo del eje z es proporcional a la
polarizacion Py sentido opuesto al de este.

Campo eléctrico en materiales

Ejercicio 4.2 Un cubo dieléctrico de lado a, centrado en el origen, posee una polarizacién
P (¥) = k7, donde k es una constante. Encontrar las densidades de carga de polarizacién y mostrar

que la carga total de polarizacion es nula.

Ejercicio 4.3 Una varilla de material dieléctrico tiene forma de un cilindro recto de longitud L y
radio R y se encuentra polarizada en la direccién de su longitud. Si la polarizacién es uniforme y de
magnitud P, calcular el campo eléctrico resultante de esta polarizacién en un punto a lo largo el eje

de la varilla.

Ejemplo 4.4

Demostrar la relacion entre el vector de polarizacion P y las densidades de carga de
polarizacion en un dieléctrico de volumen V, limitado por una superficie S.
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Solucion: teniendo en cuenta que:

/ &xB(7) / &xTpp(7) + ]f da7 opy(7), (4.63)

para alcanzar el objetivo propuesto, se plantea la siguiente relacion:

Ve [P (@) = 0; [xiPi(F)] = (97) Pi(F) +x: (9;P4(7)
——
— P(F) +xi [6 : 13(?)} . (4.64)
A partir de lo anterior, se obtiene la siguiente expresion:
P(7) = —x; [6.13(?)} +V. [x,f’(?)} : (4.65)
Al integrar esta igualdad sobre el volumen 'V, se obtiene:
/ BxP(F) = — / Brx; [6-13(?)} + / PV - [x,ﬁ(?)} : (4.66)
1% 14 1%
Aplicando la divergencia, se tiene que:
= / dxx; [—616(?)} +j{daﬁ- [x,ﬁ(?)] ) 4.67)
\4 S

Donde la iiltima integral es resultado del teorema de Gauss. Por lo tanto, se puede reescribir
como:

/d3xP /d3xx, —V.B(? +7{dan x,P(r)}
:/d xx;pp, (7 +%dax,~6ps 7). (4.68)
1% S

Multiplicando la expresion anterior por el vector unitario e;, se establece que:

/de /dxeP /d3xP
:ei/vd xx;pp, (¥ +e,~7§dax,~6ps(?)

_ / &x (@x1) pr(7) + ]{ da (&) oy (7). (4.69)
1% S

Finalmente, se deduce que:

/ d>xB(7) / d>x7 ppy(7) + 7{ datopy(7). (4.70)
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Ley de Gauss para un Dieléctrico

Se considera un espacio completamente ocupado por un material dieléctrico, en el cual se
encuentra una distribucién de carga real (libre) descrita por la densidad p (7). Esta carga libre puede
consistir en electrones sobre conductores, iones inmersos en el material dieléctrico, o cualquier
otra carga que no resulte de la polarizacion. Teniendo en cuenta la contribucién de la carga libre al
potencial eléctrico, este se expresa de la siguiente manera:

= =/
o(7) = ! / d>x p(7F) + ! fda’ op(7) + ! /dBX/IiP(r_,/).
v/ S %4

47 77| 4mey F—7|  Amey

4.71)

Dado que el material dieléctrico ocupa todo el espacio, se puede extender su superficie hacia el
infinito, lo que permite desestimar la contribucion del potencial asociada a esta superficie. Por lo
tanto, se obtiene:

o] p(¥) 1 pp(r)
— d3 / /d3 /
?(7) 477:8()/\/ g |7 —7 Jr47:60 v F—7
1 7)+pp(¥
- = /V ML |)?_’;f|’( I 4.72)

En este punto se puede introducir el concepto de densidad de carga efectiva, definida como:

Pers(F) = p(F) + pr(). (4.73)

Con esta definicion, el potencial toma la forma:

o(F) = —— /V Py Pets ) (4.74)

- 4re 7—7|

La expresion (4.74) en forma es equivalente al potencial asociado a un densidad de carga p, el cual
viene dado por:

N 3. P(F)
o(F) = 47180/Vd x 7] (4.75)

de aqui, se puede deducir que el campo eléctrico estd dado por:

L 1 Pesr(F)(F—7)
E#) =— | d®x . 4.76
(F) 4me /v * F—73 (4.76)

Un analisis similar al realizado para el campo eléctrico en el vacio permite determinar que:

= = 1
V-E(7) = gpeff(?)' 4.77)
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Ejercicio 4.4 Probar la relacion (4.77) a partir de (4.76).
Utilizando la definicion de la densidad de carga efectiva, la ecuacion (4.77) puede reescribirse
como:

o 1 1 L
V-E®) = ()] = p(7)~V-F(7)]. (4.78)

De este modo,
%-%aa+ﬁﬁﬂ:pwy (4.79)

La expresion anterior se puede simplificar si se introduce un nuevo campo vectorial denominado
vector de desplazamiento eléctrico, definido como:

D(¥) = &E(F) + P(7). (4.80)

Por lo tanto, la relacién (4.79) se escribe:

V.-D(?) = p(7). (4.81)
La expresion anterior representa la primera ley de Maxwell en presencia de medios materiales, o,
de manera equivalente, la ley de Gauss en forma diferencial para medios materiales. En el vacio,
donde P(7) = 0, se determina que:

D(¥) = gE(7), (4.82)

y la ecuacioén (4.79) adopta su forma conocida para el espacio libre. La version integral de la ley de
Gauss resulta de integrar la ecuacion (4.81) sobre un volumen V, tal que:

L/d%%.ﬁ@yz/}ﬁmxa. (4.83)
\% \%4

El lado izquierdo de la ecuacion (4.83) puede transformarse, a través del teorema de Gauss, en una
integral de superficie, mientras que el lado derecho se interpreta como la carga libre Q contenida en
el volumen V, por tanto:

fmaﬁng (4.84)
S

lo que indica que el flujo del campo de desplazamiento eléctrico 5(?) a través de la superficie
gaussiana S es igual a la carga libre contenida en el volumen V limitado por dicha superficie.
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Susceptibilidad Eléctrica

Teniendo en cuenta la definicién de la polarizacion, se puede intuir una relacién funcional
entre el campo eléctrico E y la polarizacion P; es decir, ﬁ(ﬁ ). La teorfa macroscépica descriptiva
no permite predecir la forma de esta funcidn, pero si la admite como informacién que debe ser
determinada experimentalmente. Sin embargo, a partir de la mecdnica estadistica y la fisica del
estado soélido, es posible establecer relaciones tedricas entre estas cantidades, considerando las
propiedades microscdpicas de la materia. Dependiendo de las relaciones establecidas, se pueden
caracterizar los materiales, como se resumira a continuacion.

Un material dieléctrico se denomina lineal si la polarizacion P estd relacionada linealmente con
el campo eléctrico E que la produce. Las componentes P; resultan de una combinacion lineal del
campo eléctrico polarizador E, tal que:

P, = &xijEj, (4.85)

donde los factores de proporcionalidad y;; reciben el nombre de componentes del tensor de
susceptibilidad eléctrica. El factor &) se introduce para garantizar que J;; no tenga dimensiones.
Estas componentes, en general, no necesitan ser constantes y pueden ser funciones de la posicion
dentro del material, 1o que es comun en los cristales.

El dieléctrico se considera isotrdpico lineal si P es paralelo a E. En este caso, se cumple que:

P =gyx.E, (4.86)

donde Y, se conoce como susceptibilidad eléctrica. Para este tipo de materiales, la relacion entre el
campo eléctrico y el vector de desplazamiento eléctrico es:

D(7) = &0E(7) + P(F) = &E (7) + €0 E ()
= (14 2)E (7). (4.87)
Introduciendo el concepto de constante dieléctrica:
K=14 e, (4.88)
junto con la nocién de permitividad del material:
e=¢g(l+2e), (4.89)

se puede expresar la relacion entre los vectores D'y E como:

D(7) = gykE (¥) = eE(7). (4.90)
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Las cantidades ()., k,€) caracterizan las propiedades eléctricas del material y se derivan a
partir de observaciones experimentales, de manera que existen tablas que identifican sus valores. La
relacion (4.90) se conoce como ecuacion constitutiva.

Un dieléctrico isotropico homogéneo lineal se caracteriza porque las propiedades eléctricas
son independientes de la posicion dentro del material. Para este tipo de materiales, los pardmetros
(Xe, K, €) son constantes, que caracterizan el material. En general, los gases, liquidos y muchos
solidos se encuentran en esta categoria. Para estos materiales, se puede deducir que la ley de Gauss
se expresa como:

V.D(#) =V-[eE(F)] =eV-E(F) =p(7), (4.91)

es decir,

V-E(F) = Ep(?), (4.92)

que en forma integral se expresa:

- 1
f dai-E(7) = 0. (4.93)
s €
Dado que el campo electrostético es irrotacional (E (7) = —V@(7)), es posible escribir la expresion
(4.92) como:
v (P(’”):—EP(”% (4.94)

que es la ecuacion de Poisson. Cuando no hay cargas libres en el volumen V, es decir, p(7) =0, la
ecuacion de Poisson se convierte en la ecuacion de Laplace:

V2p(7) =0, (4.95)

de tal manera que los resultados derivados en el vacio son equivalentes a aquellos que se obtendrian
en el caso de un medio dieléctrico infinito que ocupa todo el espacio, simplemente substituyendo la
permitividad eléctrica del vacio & por la permitividad del dieléctrico €.

Ejemplo 4.5

A

Un cascaron esférico con radio interior a y radio exterior b estd compuesto de material
dieléctrico y presenta una polarizacion descrita por el vector:

7, (4.96)
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siendo K una constante y r la distancia radial medida desde el centro del cascaron (ver figura
4.11). Para el sistema planteado se encontrard el campo eléctrico para todo valor de r.

Figura 4.11: Cascar6n dieléctrico esférico con polarizacion en direccién radial.
Solucion: Se utilizardn dos métodos equivalentes para evaluar el campo eléctrico. Primero,
a partir de la ley de Gauss para medios materiales, expresada en términos del vector de
desplazamiento eléctrico:

f{ dan-D(F) = Opree- (4.97)
S

En este caso, el lado derecho de esta ecuacion depende de la carga libre encerrada por
cualquier superficie gaussiana S. Sin embargo, dado que Qf.. = 0 para este problema, se
determina que:

7{ dai-D(?) =0, (4.98)
S

lo que implica que D(?) = 0. Por la definicion del vector de desplazamiento eléctrico, se
obtiene:

D(7) = gE (7)) + P(7) = 0. (4.99)
De aqui, se puede deducir que el campo eléctrico debido al material polarizado es:
E(F) = LB —-XT (4.100)
7)=——P((F)=——-. .
&0 E&r

Este resultado se interpreta como el campo eléctrico dentro del material dieléctrico, ya que
la polarizacion solo prevalece en su interior.
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El segundo método consiste en partir de la ley de Gauss en su forma original:

}{daﬁ-ﬁ(?) = lQ, (4.101)
S &

siendo que la carga total Q incluye la carga libre Qf.,, mds la carga de polarizacion Qp:

O = Ofree + Op- (4.102)

Por lo tanto, la ley de Gauss en presencia de medios materiales también se puede expresar
como:

f dai-E(7) = %(Qﬁee +0p). (4.103)
S

Dado que Qfr.e = 0 en este problema, resulta que:

Zfdaﬁ-ﬁ(?) = éQp. (4.104)

Se considera ahora una superficie gaussiana comprendida entre los cascarones. La figura
4.12 indica una seccion transversal de la configuracion esférica en estudio, donde la linea
punteada roja estd asociada a la esfera sobre la cual se aplicard la ley de Gauss.

Figura 4.12: Seccion trasversal de un cascaron dieléctrico con polarizacién radial.
Dada la simetria del problema, se puede determinar que:

7{ dai-E(7) = (4nr*)E. (4.105)
S

Para calcular la carga de polarizacion, primero es necesario determinar las densidades de
carga de polarizacion. Partiendo con la densidad volumétrica:
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pe(F) =~V -P®) = -V-|
19 [,
= K323, ( ;>
1
= —K—

Ops, (F)=n
esfera de radio ry, es:

Op;, (F)=n

Op = 7{ dacp(F)+ /V &xpp(F)
N

:/ daGpSl (?)—i—/depp(?)
S \%

2n rm r
:z/‘L/tfﬁnydydw<—5>%:/cﬁx<—

= —K‘a(47r K(4m)(r—a)

= —47nKr.

f@ﬁﬂﬂ:—@
S
(4wr*) E = ——4mk
&
I x
E=———.
& r

Es decir,

2

(4.106)

(4.107)

en tanto que la densidad de carga superficial correspondiente a Sy que corresponde a la

(4.108)

La carga de polarizacion encerrada por la superficie gaussiana esférica S de radio r es:

K

)

-(-5 (/mi/ sin0'de’d¢’ — U/t/ /Qﬂr sin6'dr’d6'd¢’ < )

(4.109)

Por lo tanto, el campo eléctrico dentro del material dieléctrico es:

(4.110)
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- K7
E#)=——-. 4.111
=4, @111

Ahora, se considera que la superficie gaussiana se encuentra fuera de la esfera. En este caso,
la carga de polarizacion encerrada serd:

0r= fdacr(?) + [ dxpo(?)

S
_ / dacp, (7)+ / dacp, (7)+ / &xpp()
S ! So 2 \%4
2n @ 2n rm
_ / / Psin@'de'dg’ (~*) + / / Psin6'de'dg’ (%)
0 Jo a 0 Jo b

+/abd3x (—}%)
_ (_g) &2 (47) + (g) b2 (47) — k(47)(b— a)
— —xa(4n) + kb(4T) — k(47) (b — a)
—0. (4.112)

Esto es consistente con la expectativa, ya que se estd evaluando la carga total de polarizacion.
De la ley de Gauss se obtiene que

o 1
fdaﬁ-E(r) = ng
N
(47rr2)E =0
E—o, 4.113)

lo que garantiza que el campo eléctrico es nulo, confirmando los resultados derivados
inicialmente.

i Se considera una esfera metdlica de radio a con una carga Q, que se encuentra rodeada por

un material dieléctrico de permitividad € y radio b (ver figura 4.13). El objetivo es determinar
el potencial al interior de la esfera metdlica en relacion al infinito.
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Figura 4.13: Esfera metdlica de carga Q, rodeada esféricamente de material dieléctrico con permitividad €.
Solucién: Para comenzar, se calculard el campo eléctrico en tres regiones distintas: fuera

del dieléctrico, E1(7), en el material dieléctrico, E>(7), y dentro de la esfera metdlica, E3(F).
Para derivar el campo eléctrico en la region exterior, se considerard una superficie gaussiana
de radio r > b. De la ley de Gauss se tiene que:

= 1
7{ da-E(®) = - (Opec +0r) 4.114)
S

y dada la simetria del problema, la integral de superficie se reduce a
7{ dait-E\(F) = (4nr%) E;. (4.115)
S

La carga encerrada por la superficie gaussiana, es tinicamente la carga libre Qf,. = Q, ya
que la carga de polarizacion es nula. Por lo tanto, se concluye que:

- o 7

Ahora para evaluar el campo eléctrico en el material dieléctrico, se utiliza la ley de Gauss en
la version

]{daﬁ-ﬁ(?) = Ofree- (4.117)
S

Siendo que el material dieléctrico se caracteriza por una permitividad €, la relacion entre el
campo de desplazamiento eléctrico y el campo eléctrico se expresa como:
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D(?) = €eE(7), (4.118)

lo que permite reescribir la ley de Gauss de la siguiente manera:

?{daﬁ-ﬁz(?) = éQ. (4.119)
S

Si la superficie gaussiana S dentro del material dieléctrico es una esfera de radior (a <r < b,
se determina que:

S 1
]{ dai-Ex(F) = (4mr?) Ey = 20 (4.120)
S
de donde se deduce que:
2 Q 7
E == 4.121
2(7) 4me r? ( )

El campo eléctrico E3 (F) dentro de la esfera es nulo, dado que no existe carga en esta region.
La informacion obtenida hasta el momento permite establecer que el potencial eléctrico en
un punto c al interior de la esfera metdlica, estd dado por:

Gc = Peo
~—
0

b, . a_,
= _/ El(?)-dl—/ Ex(7)-dl. (4.122)

Por lo tanto, se puede expresar como:

245
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b N a_, -
0 = —/ El(?)-dl—/ Bo(7) - di
b

b o 7 . al Q 7 .
= — ——— | -dl— ———|-dl
L [47‘580 rz} /;, {471?8 r2}

0 bdr QO [4dr
Amey Joo ¥2 4me Jp 12

- 4mey r|, 4me r|,
0|1 1/1 1
N T 4.123
4w [sob Telaw)) ( )
lo que implica que el potencial al interior de la esfera es:
0 /1 1 1
==|—4+——-— 4.124
P = an (sob+as be )’ ( )

resultando en un valor constante.

Ejercicio 4.5 A partir de los resultados obtenidos de campo eléctrico y potencial en el ejemplo
(4.4), encontrar las densidades de carga de polarizacidn correspondientes.

Ejercicio 4.6 Una carga g estd sumergida en el centro de una esfera de material dieléctrico lineal
con susceptibilidad &, y radio R. Para el problema planteado, encontrar el campo eléctrico, la
polarizacion, las densidades de carga de polarizacion y la carga superficial total en la superficie de
la esfera.

Condiciones de Frontera

En esta seccion se analizard el comportamiento del campo eléctrico y del vector de desplazamiento
eléctrico cuando estos atraviesan una frontera que separa dos medios dieléctricos de permitividades
eléctricas €1 y &. Se considerard que la frontera posee una distribucion de carga caracterizada por
o (7).

Figura 4.14: Superficie cilindrica usada en la integracion de la ley de Gauss para el desplazamiento eléctrico.
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La primera condicién de contorno involucra el campo de desplazamiento eléctrico y para ello se
empleard la ley de Gauss en forma integral:

da i-D(7) = Ofree. (4.125)

El medio 1 esta caracterizado por un vector de desplazamiento eléctrico D (7), mientras que
el medio 2 se identifica por D2( 7). Se considera una superficie gaussiana en forma de cilindro de
altura L y seccion transversal A situada en la frontera de los dos medios, como se muestra en la
figura 4.14. Para esta superficie gaussiana cilindrica se cumple:

fdaﬁ.f)(?): da iy -Dy\(F)+ | dais-Dy(F)+ | daiy-D(7), (4.126)
S $2 St
S

donde S1 y $; son las bases circulares del cilindro en los medios 1 y 2 respectivamente, en tanto que
St es la superficie lateral curva del cilindro. Cada una de las integrales mide el flujo del campo de
desplazamiento a través de las superficies en consideracion. Ahora, al considerar el limite cuando
L — 0, el flujo a través de la superficie lateral tiende a cero y las superficies S y S se aproximan a
la frontera que separa los medios. Por lo tanto, el flujo del campo de desplazamiento eléctrico se
expresa como:

% da i - D1 —|—/ da iy - D2( 7). (4.127)
N
S

Se considera que el 4rea A es lo suficientemente pequeiia, tal que los campos Dy (7) y D»(7) en cada
punto de A sean aproximadamente uniformes, de manera que:

fdaﬁ-B(F) ~ D\(#) -y | da+Dy(?) -y | da
S S &
A A
- [131(7)~ﬁ1+52(?)-ﬁ2}A. (4.128)

El vector unitario 711 es el vector normal a la superficie Sy, 7, es normal a la superficie S», y en el
limite L — O se deduce que 71, = —#i1. En el limite en consideracion 7i; = 7, siendo este ultimo un
vector normal a la frontera en estudio, de manera que:

fmwﬁm = [B:) - Bu(7)] -4

= [Bo()-Di()] 44 (4.129)
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Ahora, la carga libre Qg encerrada por la superficie gaussiana S se puede expresar en términos de
la densidad superficial de carga o (¥) distribuida en la superficie de la frontera que separa los dos
medios, de manera que:

Otree = / da o(7) = o(7) / da = o (P)A, (4.130)

donde se ha utilizado nuevamente el hecho de que A se considera lo suficientemente pequefia como
para asumir que o (7) es constante sobre el drea A. Entonces, de la ley de Gauss se obtiene:

%da ) D(?) = Ofree,
S

{52(7) —Dl(?)] A = o(P)A, (4.131)

es decir:

[132(7) ~ b, (?)] =0 (7). (4.132)

Lo que significa que la componente normal del vector de campo de desplazamiento eléctrico no
es en general continua a través de la frontera que separa los dos medios dieléctricos, estando la
discontinuidad asociada a la densidad superficial de carga real que existe en la interface y no a la de
polarizacién. En el caso de que la frontera no posea carga libre, se cumple que:

D>(7) -7 =Dy (7) - A, (4.133)

es decir, la componente normal del campo de desplazamiento eléctrico es continua. Como forma de
verificar las relaciones anteriores, se considera el caso de una frontera entre un conductor (medio
1) y el vacio (medio 2). En el vacio y en un conductor perfecto se cumple que P =0. Se sabe que
dentro del conductor el campo eléctrico es nulo, con lo cual el vector de desplazamiento eléctrico
también es nulo (D = 0). Ahora, en el vacio, se determina que f)z = BV = SOEV, con lo cual:

D) =Di(P)] 4 = o),

= o(7), (4.134)

S>
Il

>

80E'v ’

que es una relacion entre la componente normal del campo eléctrico en la vecindad del conductor y

la densidad superficial de carga. Resultado que se habia derivado anteriormente con la ley de Gauss.
La ecuacién (4.133) se puede expresar en la forma:

&Ey(F) -7 = € E(7) -7, (4.135)

donde se relacionan los campos eléctricos y las permitividades eléctricas de cada medio material.
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Una segunda condicion de contorno resulta del caracter irrotacional del campo electrostatico
(consecuencia de que E(¥) = —V@(7)). Esto se puede expresar en forma integral como:

7{5(?) -dl =0, (4.136)
C

donde C es una trayectoria cerrada. En una frontera que divide dos medios, se puede establecer una
trayectoria cerrada como se indica en la figura 4.15, que consiste en un circuito rectangular de lados
ABCD orientado en el sentido antihorario. Para esta trayectoria se tiene que:

0 = fﬁ(?).diz/ E\®)-di+ | E@-di
c Cap

Cpc

+ [ Ex®-di+ | E@)-dl (4.137)

-
~———

Figura 4.15: Circuito cerrado aplicado a la integracion del rotacional del campo eléctrico.

Las integrales asociadas a los tramos DA y BC que son longitud € (l4 = [, = L) se anulan en el
limite € — 0. Las integrales restantes se calculardn a lo largo de trayectorias proximas a la frontera
que separa los medios dieléctricos, de modo que:

0= [ E\(®)-di+ | Ey#)-dl. (4.138)

Cag Cep

Considerando las trayectorias Cap y Ccp lo suficientemente pequefias como para asumir que los
campos E| (F) y E>(7) son aproximadamente uniformes, se obtiene que:

= Ei(7) L +Ey7) b, (4.139)

L=-I) =l (4.140)
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con lo cual:

0= (E‘z(?) —E1(7)) T (4.141)

que se puede relacionar como

Ex(R)-T=E (7)1 (4.142)

En el limite bajo consideracion (L — 0 para las trayectorias DA y BC), la componente del campo
eléctrico definida por E - [ , corresponde a la componente tangencial del vector de campo eléctrico
sobre la superficie que define la frontera. Por lo tanto, se puede escribir que:

Ey = Ey;, (4.143)

La relacién anterior indica que la componente tangencial del campo eléctrico a la frontera que separa
los dos medios materiales dieléctricos es continua. Como ejemplo, se considera nuevamente el caso
del conductor (medio 1) y el vacio (medio 2). La condicién de frontera asociada a la componente
tangencial en este caso sera:

E,(7)-I=E.(F)-[=0. (4.144)

Es decir, el campo eléctrico en la vecindad del conductor no puede tener componente tangencial,
por lo cual las lineas de campo eléctrico son siempre perpendiculares a la superficie del conductor
en sus proximidades.

Ejemplo 4.7

N

Dos medios dieléctricos con constantes dieléctricas K y Ky estdn separados por una superficie
plana sin carga libre. El objetivo es encontrar la relacion entre los dngulos 61 y 0, formados
por los vectores de desplazamiento eléctrico de cada medio con la normal a la superficie (ver
figura 4.16).

B, Regién (1) Region (1)

Figura 4.16: Interfaz entre dos medios dieléctricos de constantes dieléctricas k; y k.
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Solucion: Las condiciones de frontera se traducen en las siguientes ecuaciones:

-

Da(7) = Di(7)] -7 = o(7),
Ey(#)-T=E(7)-1. (4.145)

En este caso no existe carga en la interfase que separa los dos medios y se ajusta de tal
manera que el vector normal a la superficie es n = k. Las componentes tangenciales de
los campos eléctricos se encuentran en el plano xy, por lo que el vector tangente [ puede
representarse en términos de los vectores unitarios (?, f) De aqui se deduce lo siguiente:

Dy (7) —51(7)] k=0 = Dy, D, =0,
Ey(#)-I=E|(¥)-] = Ey;—E;; =0, (4.146)

donde el subindice t indica la componente tangencial de los campos eléctricos. De la figura
4.16 se observa que:

D; , = D> cos 6, D ;= Djcos o;,
Ey; = Epsin6;, Ey;=E;sin6]. (4.147)
Ademds, dada la relacion D= SE, se tiene que:
D, , = &E,cos Gé, Dy, = € Ejcos 9{. (4.148)

De esta forma, las ecuaciones correspondientes a las condiciones de frontera se expresan
como:

Eyy =E;; = E»sin6, = E;sin6y,
Dy, =D, = &E;cos0; =€ E|cos . (4.149)

Dividiendo las ecuaciones anteriores se obtiene:
: / : /
Ersin®;  Ejsin6

&Eycos0;  €E cosO]’ (4.150)
es decir,
ltan% = itan@l'. (4.151)
& €1
La constante dieléctrica se define como:
k=2 = e—gk (4.152)
€
de manera que:
Ltan 0, = Ltam o;. (4.153)
k2 &K1
Finalmente, se deduce que la relacion entre los dngulos es:
tan 0 = 2 tan o;. (4.154)

K1
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Ejemplo 4.8
A |

Una plancha plana de material dieléctrico con constante dieléctrica K| estd limitada por
ambos lados por otro material dieléctrico caracterizado por una constante dieléctrica ;.
En el medio 2, el campo eléctrico es uniforme y perpendicular a la interface. El objetivo es
encontrar el campo eléctrico en el medio 1.

Region 2 Dy

Figura 4.17: Plancha dieléctrica con constante dielétrica kj limitada por material dieléctrico de constante
dieléctrica K.

Solucion: El campo eléctrico en el medio 2 se identifica como E», orientado segun se indica
en la figura 4.17. Se escoge el eje 7 como la normal a la interface que separa los planos.
Inicialmente, se considera que el campo eléctrico E| en el medio 1 tiene una direccion
arbitraria.

Dado que no existe carga libre en la interface que separa los medios, las condiciones de
frontera se expresan como:

52(7)—51(?) -/k\ZO — DZ,Z_DLz:O:
Ey(7) - [=E\(F)-] = Ey,—Ej,; =0. (4.155)

El problema se caracteriza por el hecho de que el campo eléctrico en el medio 2 es linicamente
normal, con lo cual su componente tangencial es nula, es decir, E> ; = 0. Esto implica, por la
condicion de frontera, que:

Ey, =0, (4.156)

es decir, el campo eléctrico en el medio 1 solo posee componente normal. Como D\ = € E
y Dy = &F), la condicion de frontera asociada a las componentes normales del campo
eléctrico se expresa como:

D2,z D 25
§E =6k, (4.157)
de manera que:
€ &K K
E = 2E=2"2F - 22E, (4.158)
&1 &K1 K1

Ejercicio 4.7 A partir de los resultados obtenidos en el ejemplo (4.5), encontrar la polarizacién y
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las densidades de polarizacion del medio uno.

Energia Electrostatica de un Sistema en Presencia de un Dieléctrico

Se ha demostrado que en el vacio, la energia necesaria para reunir un sistema estacionario de

N cargas puntuales q1,92,43,...,qy en las posiciones caracterizadas por los vectores de posicién
71,72,73,. .., N, estd dada por:
1 N
=5 Y qi0(7). (4.159)
i=1

Este resultado se deriva de un proceso en el cual las cargas se trasladan sucesivamente desde el
infinito hasta conformar la configuracion requerida.

Si el mismo proceso se realiza en presencia de un material dieléctrico, se debe considerar que se
requiere trabajo no solo para trasladar las cargas libres, sino también para polarizar el material. Al
interpretar la ecuacion (4.159) para constituir el sistema de cargas dentro del material dieléctrico, es
necesario entender que ¢ (7;) serd el potencial establecido en la posicién 7, donde se encuentra la
carga g;, debido al resto de las cargas puntuales y al potencial debido al material polarizado. Para
comprender mejor este resultado, se considera la ecuacion (4.159) en el caso de una distribucién
continua de cargas:

/ dq(7) / &Pp(F) (4.160)
Recordando la ecuaciéon de Maxwell en la presencia de medios materiales:
V-D(7) =p(7), (4.161)
se puede escribir:
- % /V Pro(7) [V-B()| . (4.162)

Ahora, teniendo en cuenta propiedades de operadores vectoriales, se deduce que:

—

o(7) |V-D(#)| = V- |0@®D(F)]| - Vo) - D(F), (4.163)
a partir de lo cual, la energia potencial se expresa en la forma:
= [@x{V-[o®)B()| - [Vo) -D(?)}
/d3xv —-/d3 Vo | D)
—_— - A. 7 7 _ 3 7 . 7
=2 7§ aAsi- [p(7)D(F)] - 5 /V &x [Vo(m)] D), (4.164)

donde se ha utilizado el teorema de Gauss para transformar la integral sobre un volumen V en una
integral sobre la superficie cerrada S, que es la frontera de dicho volumen.
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Si la superficie S que limita el volumen V se extiende al infinito, la primera integral considera
evaluar los campos en puntos de la frontera que estdn en el infinito. Para una distribucién de carga
libre localizada, se cumple que:

| - - 1
o)~ ¥ DF)=EF)~ 5, (4.165)

de manera que el integrando en la integral de superficie es de la forma:

dA @(F)D(F) ~ (r’dr) (1) (%) ~1 0, (4.166)

r r r

por lo que la integral de superficie desaparece. Por lo tanto, se obtiene la siguiente expresion para la
energia electrostatica de un sistema de cargas en presencia de un dieléctrico:

1 . .
U= —5/ d3x [V(p(?)} D(7). (4.167)
v
Ahora, teniendo en cuenta que E (7) = —V@(7), la energfa total electrostética es:
1 - -
U= 5/ d>xE(7)-D(7). (4.168)
v

Asi, es posible definir una densidad de energia potencial electrostatica como:

ug = %E(?) -D(7). (4.169)

=
—

En el caso de un medio material dieléctrico, lineal e isotrépico, para el cual D(F) = €E(7), la
densidad de energia se expresa como:

ug = —€E(7)-E(F) = —eE*(P). (4.170)
Ahora, de la relacion:

e=¢g)(1+ ), 4.171)

donde se determina que € > &, se deduce que en un material dieléctrico se almacena mas energia
que en el vacio.

Ejemplo 4.9

A

En este ejemplo se considera una esfera dieléctrica de radio R y permitividad €, con una
densidad volumétrica de carga homogénea py. El objetivo es calcular la energia electrostdtica
del sistema.

Solucion: En primer lugar, se utilizard la relacion:

L[ g B
U= /V SrE(F)- D). 4.172)
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La integral se extiende sobre toda la region donde existe campo, que en este caso serd fuera y
dentro de la esfera, de modo que la ecuacion anterior se expresard como:

1 -
v-3/ &5 E oyt (7) - Do ( / BxEin(7) - Din(P). (4.173)

Donde se cumple que:

~|

) = & Lot

Eou(7),
E

5out(
Din(7) = €Ej, (7), (4.174)

siendo que Eiy(F) y Eyu(7) identifican los campos eléctricos dentro y fuera de la esfera,
respectivamente. Por tanto,

~|

1 L - 1
U=~ / BxE (7) - 0Bt (F)+ = | dPxEin(7) - €En(F)
2 Wou 2 I
&
:30 ; dPxE%,(F) + / dxEL (7 (4.175)

Utilizando la ley de Gauss, se puede demostrar que:

= o 1.3,

Eou = el(?rz 3R3 parar >R (4.176)
2 Po .

E;,, = e rr, parar <R 4.177)

Ejercicio 4.8 Demostrar los resultados para el campo eléctrico expresados en (4.176) y
(4.177).
A partir de los resultados anteriores, se determina que la energia electrostdtica es:

€0 3 [PoR® 7 / 3 Po A
U=2[ BP0 d3x
2 . x{ 3¢ r2} 2 rr

3 2 R T 27
[pOR} / // §in0d0do -+ & [ ] / r’4dr'// 5in6d0do
3¢ R 12 0 0 Jo

Po 6 1 1 ("
— 2 [ } RO(—=) +2(2) |, 4.178
2m) [ [80 (-5) +:(5). @.178)
es decir, la energia electrostdtica del sistema es:
271:R5p0 1
— 4.179
9 < +58) ( )

Una manera alternativa de calcular la energia electrostdtica es utilizando la relacion:

i
U= §/d3xp(?)(p(?). (4.180)
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volumen de la esfera para la cual p(¥) = po, de modo que:

/d3xP0(0m = /d3 (Pm

siendo @iy (7) el potencial electrostdtico dentro de la esfera, entonces:
0u(7) ~ 9 =) = gu) = / E()- a7’
= / out d?l - / Em

con lo cual se tiene que:

—~ _ Po N 15,
; = R —
n(r) =75 K +2e) 2 }
Entonces, la energia electrostdtica del sistema es:
U= @/aﬁxq’in ?)
2z 1 1 1
/ / / , smGdrde(ppo[ 2 ( +—
2¢e
_Po / 1 1 1 2
4 R
6(7r)ordr{ 28r+ +2£
2 R R
Py 1 / o1 2/ 2
=—(4 _ 4d R d
6(7[)[ 2€0r r+ +28 Or r
2 5\ R 3\ R
o 1 [r 1 1 T
=-—(4 - = —+— R =
6(”)[ 2£<S)O+<£0+2£ 3/,
2np2 [ 1 (R 1 1 R?
_ P | (R =+ —\R*=
3 2e \ 5 & 2€ 3
2R p2 1 1 1
= Po(_ g
3 10e 3¢ 6¢

_27R°pg (1 L1
3 15¢  3g /)’

27rR5 1
Po (1 +
9 5¢

Este resultado concuerda con la expresion derivada en (4.179).

es decir,

Aqui, la integral de volumen se extiende sobre la region que contiene la carga, es decir, en el

(4.181)

: (4.182)

(4.183)

Ejercicio 4.9 Demostrar el resultado para el potencial eléctrico expresado en (4.183)

)¥]

(4.184)

(4.185)
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Spme 416

n este ejemplo se considera una esfera metdlica de radio a y carga Q rodeada por un
material dieléctrico de susceptibilidad ¥, y radio exterior b, como se indica en la figura 4.18.
El objetivo es encontrar la energia de esta configuracion.

Figura 4.18: Esfera metdlica de carga Q, rodeada esféricamente por material dieléctrico de susceptibilidad ..
Solucion: En el ejemplo (4.4) se mostro que los campos eléctricos para r > b (fuera del
material dielectrico y para a < r < b (dentro del material dieléctrico), estdn dados por:

Ez(?):%r_z’ a<r<b. (4.186)

Adicionalmente, E = 0 dentro de la esfera metdlica. La energia eléctrica del sistema se
calcula a partir de:

1 = —
U= / PrEF) D7)
1 = = 1 — —
=3 / ExEx(7) - Da(r) + 5 / PxEN(7)- D (P)

_ g / BxEr(7)- Ba() +% / PrEy(7)-E1 (7). (4.187)
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Reemplazando las expresiones para los campos eléctricos, se tiene que:
2 ~\ 2
/ —l—@ dx Qo
) 471'8 r2 2 ey r?
2n g [~ [T 2 1
(47:8) { / / / . s1n9drd9d¢r4 E/b /O /0 Psin6drd0do —
el Q bdr & ( 0 \° = dr
=== (4 — ) (4 —
2 (47:8) ( ”)/a Y (47:80) 4m) ),
- 1( D, ra ()
= = | - _— + JR— —
8mle\ r), &\ r/,
Q2 1 1 /1
—-—= — (=1 4.188
T 8rn a b +8() b ( )

Ahora, de la definicion de la permitividad del material, € = €y(1+ ).), se tiene:

1
87:{ +xe (5_5) eob}
0% T 1 1
871:80 (14 %e a b
5 r
N
~ 87e (1+xe)a (1+xe)
[ 1 1 Xe 1}
+ 4.189
“8me [(1+xe)a (1+xe)b (159
Es decir, la energia electrostdtica del sistema en consideracion es:
S Y Gy (4.190)
C8meg (14+x.)\a b))’ '

Ejemplo 4.11
Y

Se tiene un campo eléctrico uniforme en la direccion z dado por E = Ek en el vacio. En este
campo eléctrico se coloca una esfera dieléctrica de radio R y permitividad €, descargada y
aislada (el dieléctrico es lineal, isotropico y homogéneo). La esfera perturba el campo en la
region proxima a ella, pero esta perturbacion es muy pequeiia como para alterar el campo en
las regiones distantes. El objetivo es obtener el campo eléctrico y la polarizacion en la region
exterior a la esfera.
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&

Figura 4.19: Esfera dieléctrica en un campo eléctrico uniforme.
Solucion: Para resolver este problema, se utilizardn las soluciones de la ecuacion de Laplace
en coordenadas esféricas, que son aplicables dentro y fuera de la esfera; por tratarse de un
material descargado, lineal, homogéneo e isotropico. Adicionalmente, teniendo en cuenta
que el problema presenta simetria azimutal, la solucion vendrd dada por:

(o)

©(r,0,¢)= Z ( 114+1 +B;r ) P;(cos0). (4.191)

Las soluciones fuera y dentro de la esfera deberdn ser de la forma:

[}

Ay
Pin(r,0) =Y ( 57 T Bir > P;(cos ),

[e)

G
Pour (1,0) = Z ( 1 T Dir ) P;(cos0). (4.192)
1=0

Dado que la esfera no perturba el campo eléctrico en las regiones distantes, en estos sectores
se debe cumplir que E = Ek. Para encontrar el potencial en regiones distantes se parte de:

z Z . "
(PE(Z)_(P(ZO):—/ E~d?=—/ Ek-(dZ'k)
Z 20

0
Z
= —/ Ed7 = —E(z—z),
20
(4.193)

a partir de lo cual se deduce que

¢r(z) = —Ez+ (Ezo+ 9(20)) - (4.194)
\%

Los valores zo y ¢ (zo) son constantes que se pueden elegir convenientemente, que en este
caso se han tomado de tal forma que (Ezo+ ¢ (z0)) = Vo, con lo cual se tiene que:
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¢0g(z) = —Ez+Vo, paraz>R (4.195)

Dada la orientacion de las coordenadas indicadas en la figura 4.19, se puede expresar el
potencial anterior como:

¢p = —Ercos0+Vy=—ErP;(cos0)+ VyPy(cos0), (4.196)

donde se ha utilizado la representacion de los primeros polinomios de Legendre.
Ahora, como se mostro en el ejemplo (4.2), el potencial eléctrico de la esfera en el exterior al
ser polarizada, es equivalente al de un dipolo eléctrico, es decir,

cos O P (cos O
Ges = :pl(rz ) (4.197)

donde p serd el momento dipolar eléctrico asociado a la esfera polarizada. Asi, es posible
afirmar que el potencial eléctrico fuera de la esfera deberd ser:

Pour (1,0) = O + Pesy

P
= —ErPy(cos0) + VyPy(cos0) + LZOSG)
I
P
}M +VoPy(cos0) —ErPi(cos6). (4.198)
r

La cual deberd ser igual a la solucion considerada anteriormente:

oo

G
%ut(i’,e) = Z < 1 + D;r > P](COSG)

(CO —|—D0) Py(cosB) + (C—21 —|—D1r> Pi(cos0) + (%2 —|—D2r2) P>(cos )
r r

C
+ <r—j —|—D3r3) P3(cosB)+---

CoPy(cos 6 C1Py(cos @
- M—FDOP()(COSG)+w+D]rP1(COSG)
r r

P 0 P 0
+ GoPy(cos0) 25(3:05 ) +D2r2P2(cos 0)+ CsPs(cos8) 3(;08 )

Igualando términos del mismo orden en potencias de r en las ecuaciones (4.198) y (4.199),
se determina que:

+D3r°P3(cos 0) +--- . (4.199)

pPi(cos0) =C P (cos0) — p=Cy,
VoPy(cos 8) = DyPy(cos0) = V= Dy,
—EPy(cos0) = Dy P(cos§) = —E =Dy,
Co=0,
C;=0 para 1=2,3,4,---,
D=0 para 1=234, (4.200)
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Ast, el potencial fuera de la esfera deberd ser de la forma:

= [ C
Pous(r,0) = Y <rl% +Dlrl> P;(cos )

= VoPy(cos 0) + (%—Er) Pi(cos0). (4.201)

Con esto se concluye la solucion para el potencial eléctrico fuera de la esfera. La siguiente
parte del problema implica encontrar la expresion correspondiente para el potencial y el
campo eléctrico dentro de la esfera, asi como determinar la polarizacion en términos de los
parametros dados.

Ahora, el potencial dentro de la esfera se considera como:

= [ A
Pin(1,0) = Z (rl% +Blrl) P;(cos0). (4.202)
=0

Para garantizar que este sea finito cuando r — 0, se debe exigir que A; = 0. De esta manera,
el potencial dentro de la esfera se expresa en la forma:

Pin(1,0) = ZB,rlPl(cos 0). (4.203)
1=0

La condicion de continuidad del potencial implica que en la superficie de la esfera se debe
cumplir:

(Pin(Ra 9) = Qout (R7 9)7 (4.204)
es decir,
i B/R'P(cos 8) = VyPy(cos 0) + (£ - ER) Pi(cos0) (4.205)
L R . .

Utilizando la condicion de ortonormalizacion de los polinomios de Legendre:

T 2
/0 dBsin 6 P;(cosO)Py(cos ) = 21’—4—151’1/’ (4.206)

resulta que,
N T T
Z B/R! / d6sin 0 P;(cos0)Py(cos0) = VO/ d6sin 6 Py(cos 0)Py(cosO)
1=0 0 0
p T
+ (2 —Er) / d0'sin 6 Py (cos 0)Py(cos0).  (4.207)
0

De donde se obtiene:

2
= Wb+ (ﬁ - ER) 51y (4.208)
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Entonces, se determina que:

Paral =0: 2By =2Vy — By =V,

Paral'=1: BR= £—ER,
RZ
;2
Paral' =2,3,4,...: ByR' 1 =0 = By =0. (4.209)

El valor de la constante de integracion V estd indeterminado y se escoge igual a cero por
conveniencia, de manera que: By = 0. Por tanto, el potencial dentro de la esfera se puede
expresar como:

@in(r,0) = B1rP;(cos0). (4.210)

Hasta este punto, los potenciales dentro y fuera de la esfera se expresan como:

_(P _
Pour (1,0) = (r2 Er) Pi(cos6),
@in(r,0) = BirPi(cos6). (4.211)

Todavia existen dos constantes por determinar, p y By, y la ecuacion que las relaciona es:

p
BiR = o] —ER. (4.212)
Se necesita una condicion adicional para fijar estos valores. La siguiente condicion se obtiene
de la ecuacion de continuidad de los vectores de desplazamiento eléctrico:

—

{132(?) —Dl(?)] 7= o(7), (4.213)

donde o (7) es la densidad superficial de carga libre en la superficie de la esfera dieléctrica.
Dado que no hay carga libre, se tiene:

— D7) 'ﬁ’s' 4.214)

Se identifica con el indice 1 el interior de la esfera de permitividad €, y con el indice 2 la
region fuera de la esfera (vacio), entonces: Di(¥) = €E;,(¥) y D2(7) = &Eou (F). EL campo
eléctrico E;,(7) dentro de la esfera se encuentra utilizando:

Ein(F) = =V un(1;6). (4.215)
Para el campo eléctrico fuera de la esfera se tiene:
Eout (?) = _ﬁq)out(ra 9) (4216)

La condicion de continuidad del vector de desplazamiento eléctrico se expresa entonces
como:

80a(P0ut(r;9) _ ga(Pin(r79)

| | (4.217)
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Con esto, se obtiene:
0 0 0 2
9 Pou(r0) (p —Er> Pi(cos0) = (——I;—E) Pi(cos0),
ar R ~ or R R
dQin(r,0 0
% =5 BirPilcos®)| = BiPi(coso) 4.218)
De modo que:
2p B
€|~ 73 —E | Pi(cos0) = €BPi(cosB),
2p
& _F_E = €By, (4.219)
es decir,
& 2p
Bi=—|-=—E 4.220
1= ( 73 ) ( )
Comparando las relaciones (4.212) y (4.220) se determina que:
BiR=L _ER,
R?
p _p-_ 82 &g
€ R3 £
2
(1 n ﬂ) 1 _ By,
€
€ — 8() 3
R’E. 4.221
pP= ( £ 12 80) ( )
Por lo tanto, la constante B| se expresa como:
P 1 E—& 3
Bi=—=-E= R°’E—E
TR R3 (s + 280)
_ [(e—& —(e+2g) £
N £+2¢
3¢
=— E 4.222
(8 +2¢& ) ( )
De manera que el potencial fuera y dentro de la esfera estd dado por:
e—g \ R
Oout (1, 0) = (% —Er) Pi(cos@) =E [(8+280> a2 r] Pi(cos0)
R3
:E[<8 £ —r}cos@
£+2¢g
(r,0) = B1rPy(cos 6) S0 ErPi(cos0)
: 7. = T = — r
Pin(r, 170 €1 28 1
3E¢g)
= — 0. 4223
(8 + 280> reos ( )
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Finalmente, la polarizacion P de la esfera se puede calcular utilizando:
P(#) = eoxeEin(P), (4.224)

donde ¥, = % -1
Con esto, se completa la descripcion del campo eléctrico y la polarizacion dentro y fuera de
la esfera dieléctrica en el campo eléctrico uniforme.

Ejercicio 4.10 Calcular los campos eléctricos externos e internos del problema anterior.
Ejercicio 4.11 Deducir la polarizacion de la esfera y las cargas de polarizacion asociadas. Mostrar
que la carga total de polarizacion es nula.
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"Electrodinamica, teoria y problemas, volumen I" se presenta como una herramienta robusta para
aquellos interesados en profundizar en los fundamentos y aplicaciones de la electricidad en el
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abordando las interacciones entre electricidad y materiales, una tematica crucial en la
fisica moderna.
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resolucion, permitiendo una practica efectiva y la aplicacion de la teoria. Esto no solo facilita
el aprendizaje, sino que también prepara a los estudiantes para los desafios de sus
estudios e investigaciones futuras.

En resumen, este libro de electrodinamica es una contribucion significativa al aprendizaje
de la fisica, combinando una teoria rigurosa con un enfoque practico en la resolucion de
problemas. Es altamente recomendable para quienes desean comprender los principios de
la electrodinamica. Con su claridad, organizacion y atencion al detalle, se espera que este
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entusiasmo la continuacion de este viaje educativo.
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