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Resumen

En este trabajo se analizan los principales resultados del articulo “The zero-divisor
graph of a commutative ring” de los autores David F. Anderson y Philip S. Livingston.
Se estudian propiedades y caracteristicas del grafo de los divisores de cero de anillos
conmutativos R con identidad denotados por I'(R); donde su conjunto de vértices es
Z(R) y en el que dos vértices diferentes x,y son adyacentes si y solo si zy = 0. Se
exponen los conceptos basicos de la teoria de anillos y grafos y se presentan ejemplos
necesarios para mejorar el entendimiento de los posteriores capitulos. Se estudia el
grupo de los automorfismos de I'(R); en particular se examina una caracterizacion de
Aut(I'(Z,)). Por ultimo, se presenta implementaciones en el software SageMath para
calcular I'(Zy,,) y I'(Zyny).
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Abstract

In this manuscript, we analyze the main results of the paper “The zero-divisor graph
of a commutative ring” written by David F. Anderson and Philip S. Livingston. We
study the properties and characteristics of the zero-divisor graph of commutative rings
R with identity denoted by I'(R); defined as the graph whose vertex set is Z(R) and two
different vertices x,y are adjacent if and only if xy = 0. The basic concepts of ring and
graph theory are presented with examples that are necessary to handle the results in
the following chapters. We study the automorphisms of I'(R), specifically Aut(I'(Z,)).
Finally, we give implementations in SageMath to obtain I'(Z,,) and I'(Zyn,).
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Introduccion

En este trabajo se presentan de manera ordenada los conceptos y resultados basicos
tanto de la teoria de anillos como de la teoria de grafos, necesarios para el estudio
del articulo “The zero-divisor graph of a commutative ring” de los autores David F.
Anderson y Philip S. Livingston, ver [3]. Se espera que esta presentacién facilite la
lectura de otros articulos relacionados con el tema y que surgieron a partir del trabajo
de Anderson y Livingston. El estudio del conjunto de los divisores de cero en anillos es
un tépico que ha llamado la atencién de muchos investigadores en algebra abstracta.
En [3] se establece una interaccién entre las propiedades del conjunto de divisores de
cero de anillos conmutativos y la teoria de grafos. El estudio de este tema se origind en
el trabajo de I. Beck en 1988, ver [9], quien estaba interesado en el problema del coloreo
de grafos originados a partrir de anillos. Posteriormente, esta investigacién continud
con D. Anderson y M. Naseer ver [5] aunque en su definicién se consideran todos los
elementos del anillo como vértices del grafo, lo que la hace en esencia diferente a la que
se estudiara en este trabajo. La investigacién sobre este tipo de grafos ha impulsado
nuevas lineas de trabajo vigentes en la actualidad, ver [1,2,4,6,11,12,20,22].

El objetivo en este trabajo consiste en representar mediante un grafo el conjunto de
los divisores de cero de un anillo conmutativo y estudiar sus principales propiedades y
caracteristicas. Para ello, en el Capitulo 1, se presentan conceptos basicos de la teoria
de anillos y grafos en dos secciones divididas, respectivamente, en cada una de estas
se presentan diferentes definiciones con ejemplos para que sea de mayor entendimiento
y dindmico para el lector; aunque es importante que el lector tenga conocimiento en
conceptos basicos de la teoria de nimero y grupos.

En el Capitulo 2, se expone formalmente el concepto del grafo de los divisores de cero
en anillos conmutativos denotados por I'(R) y se exponen las diferentes propiedades de
estos. Se dan algunos ejemplos para previo entendimiento y se demuestran teoremas
entre los que se resalta el hecho de que I'(R) es siempre conexo, su didmetro menor o
igual a 3 y su cintura es menor o igual a 4. Luego, se divide en dos secciones el capitulo,
en la primera de ellas se presenta cuando en I'( R) un vértice es adyacente a cualquier
otro vértice, mientras que en la segunda, se especifica cudando I'(R) se puede realizar
como un grafo completo.

En el Capitulo 3, se estudia el grupo de los automorfismos de I'(R) denotados como
Aut(I'(R)). Entre los principales resultados se encuentra cémo un automorfismo en un
anillo induce a un automorfismo en I'(R). Seguidamente, se caracteriza el grupo de los
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automorfismos de I'(Z,); en particular se dan algunos resultados importantes, entre
ellos se destaca que I'(Z,) es isomorfo a un producto directo de grupos simétricos. A
partir de este resultado se determinan los n para los que Aut(I'(Z,,)) es abeliano.

Finalmente, en el Capitulo 4 se toma como referencia el articulo “Representacién
de grafos divisores de cero para anillos”, ver [18]; el cual se enfoca en los grafos de los
divisores de cero de anillos Z, y en particular se presenta un algoritmo que permite
representar el grafo divisor de cero de anillos de la forma Z,»,. El objetivo, en este
capitulo es implementar en el software SageMath este algoritmo. Por ello, primero se
hace una funcién que determina el conjunto de los divisores de cero de cualquier anillo
Z.,,. Adicionalmente, se construye una funcién que hace una representacion general de
grafos divisores de estos anillos. Luego, se realiza la funcién del algoritmo donde se
utiliza la definicién de conjuntos r-partitos y la construccién de estos. Como un caso
especial se estudia cudando Z,n, es un grafo bipartito.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan los preliminares necesarios para comprender el articulo
“The zero-divisor graph of a commutative ring”. También se indica ejemplos relaciona-
dos con las definiciones para una interpretacién mas dindmica.

1.1. Conceptos basicos de la teoria de grafos

A continuacién se enunciaran algunos conceptos de la teoria de grafos que seran
de utilidad para la compresion del articulo en cuanto a teoremas y demostraciones. El
lector interesado puede consultar estos conceptos y resultados en los libros [10, 11, 13].

Definicién 1.1 (Grafo). Un grafo es un par I' = (V, E) de conjuntos tal que los
elementos de E son subconjuntos de orden dos de V. Los elementos de V son los
vértices del grafo I' y los de E son sus aristas. Dos vértices u y v de I' (u,v € V') son
adyacentes si {u,v} € E.

Cuando no sea claro el conjunto de vértices y aristas del grafo I" se denotaran con
V(I') y E(I'), respectivamente.

En general, en un grafo se pueden considerar direcciones en las aristas, multiaristas
(aristas con los mismos vértices extremos) y bucles o lazos (aristas que conectan al
mismo vértice). Sin embargo, en este documento, unicamente se trabajard con grafos
no dirigidos y sin bucles, este tipo de grafos se conoce como grafos simples.

Ejemplo 1.2. Considere el grafo I' = (V| F) tal que V = {a,b,¢,d,e} y E = {{a, b},
{a,c} {a,d} {ar e}, {b,ch, {b,d}, {b, e}, {e.d}, {c. e}, {d,e}}, ver Figura 1.2.
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o

d
Figura 1.1: Grafo del Ejemplo 1.2.

Dado un grafo I'; un subgrafo A de I' es un grafo tal que V(A) C V(") y E(A) C
E(T).

Ejemplo 1.3. Del grafo del Ejemplo 1.2, se puede considerar el subgrafo A donde
V(A) ={a,b,c} y E(A) ={{a, b}, {b,c}}, ver Figura 1.2.

a

C

Figura 1.2: Subgrafo del grafo del Ejemplo 1.2.

En las siguientes definiciones se presentaran los conceptos de camino, sendero, tra-
yectoria, ciclo y cintura.

Definicién 1.4 (Camino o walk). Sea I' un grafo, un camino es una sucesién no vacia
alternante
Voo - - . €n—_1Un (1.1)

de vértices y aristas del grafo tal que e; = {v;,v;11} para 0 < i < n — 1. Para abreviar
la notacién el camino (1.1) puede denotarse simplemente como: vgvy ... v, 0 Vg — V1 —
- —v,. Sien (1.1) vg = v, el camino se denomina cerrado. La longitud de un camino
es su nimero de aristas; de esta forma el camino en (1.1) es de longitud n.

Ejemplo 1.5. En el Ejemplo 1.2, los caminos abec y aebc unen los vértices a y c.
Observe que en el grafo dado es lo mismo referirse al camino abec que al camino ceba.

Definicién 1.6 (Sendero o trail). Un sendero es un camino en el que las aristas son
distintas, o lo que es lo mismo un camino donde no se repiten aristas.

Ejemplo 1.7. Se puede formar un sendero abede en el grafo del Ejemplo 1.2. Un camino
que no es sendero es el camino cadeach.



1. Preliminares 3

Definicién 1.8 (Trayectoria o path). Una trayectoria de v a w es un sendero que no
tiene ningun vértice repetido.

Observe que toda trayectoria es un sendero.

Ejemplo 1.9. El Ejemplo 1.7 de sendero es también una trayectoria y el contra ejemplo
cumple que no es una trayectoria.

Definicién 1.10 (Grafo camino). El grafo camino con n vértices, que se denota con
P,, es el grafo en el que dos de sus vértices tienen grado 1y los n — 2 vértices restantes
tienen grado 2. Si sus vértices son vy, vs,...,v,, entonces sus aristas estan dadas por

{Ul, 'UQ}, {UQ, ’Ug}, cey {Unfl, Un}.

Definicién 1.11 (Grado de un vértice). El grado de un vértice v en un grafo €2 es el
nimero de aristas que son adyacentes al vértice v, y se denota asi:

deg(v) = {z € V(Q) : {z,v} € E(Q)}].

Definicién 1.12 (Ciclo). Un ciclo es un camino cerrado que no tiene ningin otro
vértice repetido excepto el primero y el ultimo, ni tampoco tiene aristas repetidas. Para
n > 3, el ciclo con n vértices se denota con C,,.

Ejemplo 1.13. Se puede formar un ciclo en el Ejemplo 1.2 si se selecciona el camino
cerrado abcda.

d

Figura 1.3: Ciclo Cy en el Ejemplo 1.2.

Definicién 1.14 (Cintura). La cintura de un grafo I' se denota con gr(I'), y se define
como la longitud del ciclo més corto en I'. Se dice que gr(I') = oo si el grafo I no
contiene ciclos.

Ejemplo 1.15. Note que la longitud del ciclo que se indic6 en el Ejemplo 1.13 no es
la cintura del grafo del Ejemplo 1.2. En este grafo el ciclo mas corto tiene 3 vértices; es
decir su cintura es 3.



1. Preliminares 4

Dadas estas definiciones, se puede mencionar que la distancia entre dos vértices
x,y en un grafo I', la cual se denota con d(z,y), es la longitud de la trayectoria mas
corta de x a y en el grafo. Si dicha trayectoria no existe se dice que d(z,y) = co. En
consecuencia se puede definir el didmetro de un grafo como la mayor distancia entre
dos vértices cualesquiera; es decir

diam(I") = max{d(u,v) : u,v € V(I')}.
El siguiente resultado relaciona la cintura de un grafo y su didmetro.

Proposicién 1.16. Sea I' un grafo que contiene un ciclo. Entonces se tiene que gr(I') <
2diam(I") + 1.

Demostracion. Sea C' uno de los ciclos mas cortos en I'. Supdéngase que gr(I') >
2 diam(I") 4+ 2. Entonces existen dos vértices =,y en C cuya distancia en C' es al menos
diam(T") + 1. En I', estos vértices tienen distancia menor, dado que cualquier camino
més corto P en I' debe tener una longitud como maximo diam(I"). Entonces P no puede
ser un subgrafo de C', esto es P debe contener aristas y vértices que no son parte de C.

y Y
Figura 1.4: Ciclo méas corto C'y camino P.

Sea z’ el ultimo vértice en el cual C'y P coinciden y ¢ el siguiente vértice de P
en C. Entonces se forma el ciclo C’ con las partes de P y C, asi, entre 2’ y ¢/ se
forma un ciclo mas corto que C, dado que la longitud de C’ es menor o igual que
2diam(I"). Por lo que es una contradiccién dado que el ciclo més corto era C. Por lo
tanto, gr(T") < 2diam(T") + 1.

O

Los grafos se clasifican segtin algunas de sus caracteristicas, las cuales van desde
qué tipo son sus subgrafos, los ciclos que contienen, las particiones en sus conjuntos de
vértices, entre otras. Algunos de los tipos de grafos que se mencionan en el articulo a
estudiar son: grafos completos, grafos conexos, grafos libre de triangulos, entre otros.

Un grafo completo es aquel en el que cada par de vértices son adyacentes. Se denota
con K, al grafo completo con n vértices. Por ejemplo, el grafo de la Figura 1.1 es un
grafo completo dado que todos sus vértices estan conectados por una arista; este grafo
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se denota con K5. Un grafo es conexo si existe un camino entre cualquier par de vértices
del grafo.

Ejemplo 1.17. El grafo de la Figura 1.5a es conexo, mientras que como en el grafo de
la Figura 1.5b no existe un camino entre los vértices a y ¢, este es un grafo no conexo.

f b d
a e c
(a) Grafo conexo. (b) Grafo no conexo.

Figura 1.5: Ejemplo de un grafo conexo y un grafo no conexo.

Un grafo que no contiene ciclos de longitud 3 se dice que es libre de triangulos.

Ejemplo 1.18. El grafo I" con vértices V(I') = {z,y, z,w, u} y aristas E(I') = {{z, y},
{z,w},{x,u},{y,z},{z,u}}, es libre de tridngulos.

x Y

W u

Figura 1.6: Grafo del Ejemplo 1.18.

Definicién 1.19 (Grafo r-partito). Un grafo I' = (V| E) se llama r-partito si V' ad-
mite una particion en r conjuntos tal que cada arista tiene sus extremos en conjuntos
diferentes: los vértices del mismo conjunto no pueden ser adyacentes; es decir, deben
cumplir que:

L V,£0Vi=1,2,...,7.
2. VinV, =0Vi,j=1,2...,r
3. U, Vi=V.
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Un grafo 2-partito es cominmente llamado bipartito y en él V se divide en dos
conjuntos disjuntos con relaciones de un vértice de un conjunto al otro y no entre ellos.
Un grafo bipartito completo es aquel donde todos los vértices de las dos particiones
son adyacentes y si los conjuntos de vértices tiene m y n elementos respectivamente, se
denota por K,,,. Al grafo bipartito completo K ,, ese le llama grafo estrella.

A continuacién se presenta un ejemplo de grafo bipartito.

Ejemplo 1.20. Sea o el grafo bipartito completo K35 con vértices: V(o) = {a, b, ¢, d, e}

y aristas E(o) = {{a,d},{a, e}, {b,d},{b, e}, {c,d},{c,e}}.

e d

Figura 1.7: Grafo bipartito completo o K3 .

Finalmente, dos grafos I' y A son isomorfos si existe una biyeccion 6 entre el conjunto
de los vértices de I' y los vértices de A de tal manera que {u,v} € E(I') si y sélo si

{0(u),0(v)} € E(A).

Ejemplo 1.21. Sea O el grafo cuyos vértices son V(0©) = {a,b,c,d, e, f} y aristas
E©) = {{a, f}.{a,0},{f, e}, {f,c}.{b,c}, {c, d},{d,e}} y sea A el grafo cuyos vértices
son V(A) = {z,y, z,w,v,u} y aristas E(A) = {{u, z}, {u, z},{z, v}, {z,w}, {v,y}, {v, 2},
{y, wi}.

f b d U v w
a e c T Y z
(a) Grafo ©. (b) Grafo A.

Figura 1.8: Grafos isomorfos.

Note que los grafos © y A son isomorfos puesto que se tiene la siguiente funcion
biyectiva ¢ dada por: B(a) = u, ¥(f) = 2,10(b) = 2,%(c) = v,1¥(d) = y ¥ ¥(e) = w.
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Ahora, los grafos de las figuras 1.5a y 1.5b no son isomorfos, aunque los dos tienen el
mismo numero de vértices, el segundo tiene dos vértices que no tienen vecinos, mien-
tras que en el primero todos sus vértices tienen al menos un vecino. Por ultimo, un
automorfismo de un grafo es un isomorfismo del grafo sobre si mismo.

1.2. Conceptos basicos de la teoria de anillos

En esta seccién se definiran varios conceptos de teoria de anillos los cuales son
necesarios para el entendimiento de los conceptos y resultados del articulo [3]. El lec-
tor interesado puede consultar los conceptos béasicos y resultados que se presentan a
continuacién en los libros [7,14,15,17].

Definicién 1.22 (Anillo). Un anillo R es un conjunto con dos operaciones binarias,
adicién (denotada con a + b) y multiplicacién (denotado con ab), tal que para todo
a,b,c en R se cumple:

l.a+b=0b+a.
2. (a+b)+c=a+(b+c).

3. Existe una identidad aditiva 0, es decir, existe un elemento 0 € R tal que a+0 = a
para todo a en R.

4. Existe un elemento —a € R tal que a + (—a) = 0.
5. a(bc) = (ab)c.
6. a(b+c)=ab+acy (b+ c)a = ba + ca.

Un anillo R se denomina conmutativo si para todo a,b € R se cumple que ab = ba.
Se dice que R es un anillo con identidad si existe 1 € Ry a € R, tal que al = 1la = a.
Un elemento a € R en un anillo con identidad 1, se denomina unidad si existe b € R
tal que ab = ba = 1 y se denota con U(R) al conjunto de las unidades del anillo R.
Los anillos que se estudiaran en este trabajo de grado son anillos conmutativos con
identidad.

Ejemplo 1.23. El conjunto Z,, = {0, 1,...,n—1} bajo adicién y multiplicacién médulo
n es un anillo conmutativo con identidad 1.

Definicién 1.24 (Subanillo). Un subconjunto no vacio S de un anillo R es un subanillo,
si S es un anillo con las operaciones de R.

Ejemplo 1.25. El conjunto A = {0,2,4} es un subanillo del anillo Zg.

Definicién 1.26 (Divisores de cero). Sea R un anillo conmutativo. Se dice que un
elemento no nulo a € R es divisor de cero, si existe 0 # b € R tal que ab = 0.
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Con Z(R) se denotard el conjunto de los divisores de cero del anillo R; esto es
xr € Z(R) si x es un divisor de cero de R.

Ejemplo 1.27. En el anillo Zg, el conjunto de los divisores de cero es
Z<Z8) = {27 47 6}

En general, para el anillo Z, con n compuesto, se tiene que existen a,b € Z no nulos
tales que n = ab, es decir ab = 0 en Z,. De esta forma, a,b € Z(Z,).

Dado un anillo R, se denotard con D(R) el conjunto de los divisores de cero unido
el elemento cero del anillo R; es decir, D(R) = Z(R) U {0}.

Aunque R sea un anillo conmutativo, D(R) no necesariamente es un ideal de R.
Para esto considere el anillo R = R x R. Observe que aunque (1,0),(0,1) € D(R), el
elemento (1,1) = (1,0) + (0,1) ¢ D(R). Sin embargo, en casos especiales D(R) es un
ideal, inclusive puede ser un ideal primo, ver Teorema 2.13.

Definicién 1.28 (Dominio entero). Un dominio entero es un anillo conmutativo con
identidad que no tiene divisores de cero. Es decir, en un dominio entero ab = 0 solo
cuandoa =00 b=0.

Ejemplo 1.29. El anillo Z, de los enteros médulo p primo, es un dominio entero.

Definicién 1.30 (Cuerpo). Un cuerpo es un anillo conmutativo con identidad tal que
todo elemento diferente de cero es unidad.

Son ejemplos de cuerpos: Q,R y C. Se puede demostrar que todo dominio entero
finito es un cuerpo, ver [14, Thm. 13.2]. De esta forma, el anillo del Ejemplo 1.29 es un
cuerpo.

Definicién 1.31 (Suma directa). Sean Ry, Ry, ... R, anillos conmutativos. Se le llama
suma directa al anillo R dado por R =Ry ® Ry ® --- & R,, si cumple que:

1. Paratodore R,r=ri+rys+---+r,conr; € R;.
2. RiNRyN---NR, ={0}.
Definicién 1.32 (Producto directo). Sean Ry, Rs, ... R, anillos. El anillo
Ry X Ry x -+ x R, ={(ay,as,...,a,) 1 a; € R;;1 <i<n},
donde la suma y la multiplicacién se definen componente a componente.

Ejemplo 1.33. Para el anillo Z3 x Zs, se puede verificar que
Z(Z?) X Z3) = {(07 1)7 (]-a O)) (07 2)7 (27 O>}

Definicién 1.34 (Caracteristica de un anillo). La caracteristica de un anillo R (car(R))
es el menor entero positivo n tal que nx = 0 para todo = € R. Si este entero no existe,
se dice que R tiene caracteristica 0.



1. Preliminares 9

Ejemplo 1.35. Se puede demostrar que car(Z) = 0y que car(Z,) = n para todo
nezt.

Definicién 1.36 (Nilpotentes). Un elemento x de un anillo R se dice que es nilpotente
si existe algiin entero positivo n tal que ™ = 0. Ademas, el conjunto de los elementos
nilpotentes de un anillo se denota con nil(R).

Ejemplo 1.37. La matriz A = E :;1} es nilpotente, puesto que A% = [8 8}

Definicién 1.38 (Ideal). Un subanillo A de un anillo R es un ideal de R si para todo
r € Ry todo a € A se tiene que ra € Ay ar € A. Asi A es un ideal siempre que

rA={ra:Yae A} CA y Ar={ar:Vaec A} C A.
Ejemplo 1.39. Sea R un anillo conmutativo con identidad y a € R. El conjunto
(a) ={ra:r € R}
es un ideal de R, el cual se denomina ideal principal generado por a.

Definicién 1.40 (Anillo factor). Sea R un anillo y A un ideal de R. El anillo factor
formado por el conjunto de las clases laterales de A en R estd dado por R/A = {r+A:
r € R}. Este conjunto tiene la estructura de anillo con las operaciones de adicién y
multiplicacion dadas por

(r+A)+(s+A) =(r+s)+ A4,
(r+A)(s+A) =(rs)+ A,

para todos r, s € R.

Ejemplo 1.41. El anillo factor del ideal 47 en el anillo de los enteros es
ZJAZ ={r+4Z :r € Z} = {0+ 4Z,1 + 47,2 + 47,3 + AZ}.

Definicién 1.42 (Ideal primo). Un ideal primo A de un anillo conmutativo R es un
ideal propio de R si a,b € Ry ab € A implica que a € Ao b € A.

Ejemplo 1.43. Sea n un entero mayor que 1. Entonces nZ es un ideal primo si y solo
si n es primo, ver [14, Pag. 272].

Definicién 1.44 (Ideal maximal). Un ideal maximal M de un anillo conmutativo R
es un ideal propio de R tal que, si B es un ideal de Ry M C B C R, entonces B = M
o B=R.

Ejemplo 1.45. Considere el ideal (2) del anillo Zss. Si ab € (2), entonces 2 divide a
ab; lo que implica que 2 divide a a o 2 divide a b; es decir, (2) C Zgg es primo. Asi,
puede demostrarse que el ideal (2) es maximal en Zgg.
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Definicién 1.46 (Ideal anulador). En un anillo R conmutativo, el ideal anulador de
un elemento z, denotado con ann(z), es el conjunto de los elementos y € R tal que
xy = 0.

Ejemplo 1.47. En el anillo Zy,, entonces ann(2) = {0, 12}.
Proposicién 1.48. Sean R un anillo y v € R. Entonces ann(z) es un ideal de R.

Demostracion. Sean m,n € ann(z), entonces mz = 0 y nx = 0. Luego, mx — nx =
x(m—n) =0, asi m—n € ann(z). Por otro lado, sea r € R. Entonces, r(nz) = (rn)z =0
de ahi que rn € ann(x). Por lo tanto, ann(z) es un ideal de R. O

Teorema 1.49. Sea R un anillo conmutativo. Si Z es un ideal en R mazximal entre
todos los ideales anuladores de elementos diferentes de cero. Entonces Z es primo.

Demostracion. Suponga que Z es un ideal anulador de z en R, Z = ann(z). Ahora,
si ab € Z, debemos probar que a o b estan en Z. Sin pérdida de generalidad, suponga
que a ¢ Z. Entonces ax # 0. Notemos que ann(ax) D Z. Por la maximalidad de Z,
ann(ax) = Z. Como b anula a ax, se sigue que b € Z y asi Z es un ideal primo.

m

Definicién 1.50 (Homomorfismo de anillos). Un homomorfismo de anillos ¢ de un
anillo R a un anillo S es una funciéon de R a S que preserva las dos operaciones del
anillo, es decir

¢(a+b) = ¢(a) + o(b),
¢(ab) = ¢(a)¢(b),

para cualquier pareja a,b € R.

Ejemplo 1.51. Para cualquier entero positivo n la funciéon

¢: <Z7+7 > — <Zn=+7 >
k — k méd n,

es un homomorfismo sobreyectivo de Z en Z,.

Definicién 1.52 (Isomorfismo y automorfismo). Un isomorfismo es un homomorfismo
biyectivo entre dos anillos R y S. Un automorfismo de R es un isomorfismo que va de
R en el mismo.

Ejemplo 1.53. Para m y n enteros positivos primos relativos, la funcion
O Loy —> Loy, D Loy,

definida por ¢(z) = (x méd m, x méd n) para todo = € Z es un isomorfismo de Z,,, a
Ly, B Lo,
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Definicién 1.54 (Grupo simétrico S,). Sea A = {1,2,...,n}. El conjunto de todas
las permutaciones de A es llamado el grupo simétrico de grado n y denotado por S,,.
Los elementos de S, son de la forma:

1 2 ...on
a=[a(1)a® . am]-
Observe que S, tiene n(n —1)---3-2-1 = n! elementos.

Teorema 1.55. Sea R un anillo conmutativo y a un elemento idempotente de R. En-

tonces R = Ry X Ry, donde Ry = Ra y Ry = R(1 —a).

Demostracion. Dado que r = ra + r(1 —a) € R, se tiene que R = Ra + R(1 — a).
Ademas, si € RaN R(1 — a), entonces © = ra = s(1 — a), para algunos r,s € R. Asi
por un lado za = ra? = ra = x, mientras que por otro r = za = s(1 — a)a = s0 = 0.
Asi R= Ra® R(1 — a).

Sean Ry = Ray Ry = R(1 — a), entonces Ry X Ry = {(ra,s(1 —a)) : r,s € R}.
Considere la funcion ¢ tal que ¢ : R — Ry X Ra, definida por ¢(r) = ¢(ra+r(1—a)) =
(ra,r(1 — a)), para cualquier » € R. Primero se demuestra que ¢ es un homomorfismo
de anillos. Sea r,;s € R.

1. Dado que (ra)(sa) = rsa®* = rsay (r(1 —a))(s(1 —a)) = rs(1 —a)? = rs(1 —
2a +a?) = rs(1 —2a +a) = rs a), entonces ¢(rs) = (rsa,rs(l —a)) =

(1 -

(ra,r(1 — a))(sa,s(1 — a)) = o(r)o(s).

2. Ademss, ¢(r + s) = ((r + s)a, (r + s)(1 —a)) = (ra+ sa,r(1 —a) + s(1 —a)) =
(ra,r(1 = a)) + (sa,5(1 — a)) = &(r) + ¢(s).

Adicionalmente, se puede demostrar que ¢ es inyectiva y sobreyectiva. En efecto,

1. ¢ es inyectiva: Suponga que ¢(r) = ¢(s) esto implica que (ra,r(1—a)) = (sa, s(1—
a)) esto significa que ra = sa y r(1 —a) = s(1 — a), por lo tanto esto es r = s.

2. ¢ es sobreyectiva: Sea (ra, s(1—a)) un elemento cualquiera en R; x Ry. Considere el
elemento z = ra+s(1—a) € R. Entonces za = (ra+s(1—a))a = ra*+s(l—a)a =
ra+ s(a —a*) = ra+ 0 = ra. Por otro lado z(1 —a) = (ra + s(1 —a))(1 —a) =
ra(l—a)+s(1—a)(1—a)=ra—ra*+s(l1—a)*=0+s(1 —a)=s(1—a). De
esta forma, ¢(z) = (za,z(1 — a)) = (ra, s(1 — a)).

]

Definicién 1.56 (Anillo local). Un anillo conmutativo R se denomina local si tiene un
unico ideal maximal.

Ejemplo 1.57. El anillo Z/p"Z es un anillo local (p primo, n > 1). El tnico ideal
maximal consta de todos los multiplos de p.

Teorema 1.58. Todo cuerpo es un anillo local.
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Definicién 1.59 (Anillo artiniano). Un anillo conmutativo R es artinanio si toda ca-
dena descendente de ideales I; D Iy O --- D I, O ---, es estacionaria; es decir, que
existe m € Z* tal que, para todo ideal, I,, = I,,, para todo n > m.

Ejemplo 1.60. Todo anillo finito es un anillo artiniano. Esto significa que Z/nZ es un
anillo artiniano para todo n € N.

Definicién 1.61 (Anillo noetheriano). Un anillo conmutativo R es noetheriano si toda
cadena ascendente de ideales Iy C I, C --- C I, C ---, es estacionaria.

Ejemplo 1.62. El anillo Z es noetheriano, sin embargo, no es artiniano, dado que al
tomar la cadena ascendente de ideales: (2) C (4) C (8) C --- C (2").

Definicién 1.63 (Anillo R-médulo). Sea R un anillo conmutativo. Un R-médulo es
un grupo abeliano M (escrito de forma aditiva) sobre el que R actia linealmente: mas
precisamente, es un par (M, i), donde p es una funcién de R x M en M, tal que para
todo m,n e M y a,b e R.

» a(m+n) =am+ an.

(a +b)ym = am + bm.

(ab)ym = a(bm).
= lm =m.

Ejemplo 1.64. Si K es un cuerpo y V un K-espacio vectorial, entonces V' es un
K-médulo unitario.

Proposiciéon 1.65. Si R es finito, entonces cada elemento de R es un divisor de cero
o una unidad.

Demostracion. Sea 0 # a € R no divisor de cero y considere la funcién f(z) = az.

» Primero se prueba que la funcién f es inyectiva: Sean z1, x5 € R tal que f(x;) =
f(x2), entonces axy = axs. Entonces a(x; — x2) = 0 y como a no es un divisor de
cero, entonces 1 = w9 Por lo tanto, f es inyectiva.

= Segundo, note que la funcion es sobreyectiva, esto se cumple por ser un anillo
finito ya que es inyectiva sobre el mismo anillo.

De lo anterior se puede afirmar que existe x € R tal que ax = 1. Es decir a es una
unidad. ]

A continuacién se presenta el siguiente resultado, cuya demostracién no se incluye,
pero que se puede en encontrar en [16, Prop. 4].

Proposicién 1.66. Si M es un ideal maximal en un anillo finito R, entonces M =0
para algun 0 # x € M.
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Proposicion 1.67. Sea R un anillo finito. Entonces,
1. Todo ideal primo es mazximal.
2. Todo ideal primo es un ideal anulador.

Demostracion. Suponga que I es un ideal primo del anillo R, entonces R/I no tiene
divisores de cero [14, Thm. 14.3, pag. 273|. Esto implica que R/I es un dominio entero
finito, asi R/I es un cuerpo, ver [14, Teorema 13.2, pdg. 257]. Luego, I es un ideal
maximal, ver [14, Teorema 14.4, pag. 273].

Para la segunda parte, sea I un ideal primo. Entonces por la primera parte I es un
ideal maximal. Asi de la Proposicién 1.66 existe un 0 # = € I, tal que I = 0. De esta
forma, I C ann(z). Por lo tanto, como I es maximal se sigue que I = ann(x). O]

Con nil(R) se denota el conjunto de los elementos nilpotentes de R; es decir

nil(R) = {z € R: 2™ = 0, para algtin m € Z*}.
Proposicién 1.68. Sea R un anillo conmutativo. Entonces nil(R) es un ideal de R.
Demostracion. Sean x,y € nil(R). Luego, 2" = 0 = y™, con n,m € Z*. Asi
S o (A PV
=N |

Note que si j < n entonces m +n — j > n lo que implica que y™*t"~7 = 0, ahora si
J > n entonces 27 = 0. Es decir que nil(R) es cerrado bajo la suma.

Por otra parte. Sea r € R, y considere el producto zr. Observe que si se eleva el
producto a lan (zr)" = z™r™ = 0. Asi, nil(R) seria cerrado bajo la multiplicacién. Por
lo tanto nil(R) es un ideal.

O

Proposicion 1.69. Sea R un anillo local finito con ideal maximal M. Entonces,
1. M = D(R).
2. car(R) = p", para algin primop yr € Z™.
3. |M| =p™, para algin m € Z*.

Demostracion.

1. Como M es un ideal maximal, entonces M no contiene unidades, ver [14, Cap.
14, Ejer. 17, p. 275]. De la Proposicién 1.65 se sabe que todos los elementos de
M son divisores de cero. Asi, M C D(R). Pero como M es maximal, se sigue que
M = D(R).
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2. Supéngase que car(R) = n. Dado que R/M es un cuerpo finito, se tiene que
car(R/M) = p, con p un nimero primo. Comon - (1 4+ M) =n-1+ M = M,
se obtiene que el orden aditivo de 1 + M en (R/M,+) divide a n; es decir que p
divide a n, ver [14, Cor. 2, p. 79]. Asi n = p"s con s un entero positivo tal que
med(p, s) = 1.

Dado que p y s son primos relativos, se tiene s(1 + M) # M, lo cual implica que
s+-1 ¢ M. Asi por la Proposicién 1.65 y el item anterior s- 1 es una unidad en R.
De esta forma, dado que car(R) = n, entonces el orden aditivo de s- 1 en (R, +)
es n. Ahora como 0 = n -1 = p"(s- 1), esto implica que el orden aditivo de s - 1
en (R,+) divide a p". En consecuencia, n = p"s divide a p" y asi s = 1. Por lo
tanto, car(R) = p".

3. Dado que (M,+) es un subgrupo de (R,+) y del item anterior se tiene que
| (R,+)| = p", por el Teorema de Lagrange, ver [14, pag. 147], se sigue que
| (M,+)| =p™, conm <r.

]

El siguiente resultado es importante, porque se demuestra cuando el conjunto de los
divisores de cero incluido el cero termina siendo igual a el conjunto de los elementos
nilpotentes del anillo.

Proposicién 1.70. Sea R un anillo conmutativo. Entonces, {0} es un ideal primario
de R si y solo st D(R) = nil(R).

Demostracion. Supéngase que {0} es un ideal primario. Si a € nil(R), entonces 0 =
a” = a"'a. Asi, a € Z(R) y en consecuencia, nil(R) C D(R). Por otro lado, sea
a € Z(R), entonces existe b # 0 tal que ab = 0. De esta forma, ab € {0}. Como {0}
es un ideal primario y b ¢ {0}, entonces existe un m € Z* tal que a™ = 0 € {0}. Asi,
a € nil(R) y luego D(R) C nil(R). Por lo tanto, D(R) = nil(R).

Reciprocamente, supéngase que D(R) = nil(R). Sean a,b € R tales que ab = 0, con
a ¢ {0}. Es claro que si b = 0, entonces b € {0}. Ahora si b # 0, entonces b € nil(R) y
asf existe m € Z*, tal que b™ € {0}. Por lo tanto, {0} es un ideal primario. O



Capitulo 2

Propiedades de I'(R)

En este capitulo se mostrard cuando un grafo de un anillo finito conmutativo se
puede realizar como I'(R) y que siempre cumple con ser un grafo conexo. También, se
determinard cuando I'(R) es un grafo completo o estrella.

Definicién 2.1. Sean R un anillo conmutativo con identidad y Z(R) el conjunto de los
divisores de cero de R. Se asocia a R el grafo simple I'(R) cuyo conjunto de vértices es
Z(R), tal que para distintos x,y € Z(R), los elementos = y y son adyacentes si y solo
si xy = 0. Es decir, V(I'(R)) = Z(R) y {z,y} € E(I'(R)) siysolosi xzy =0y x # v.

Observe que I'(R) es un grafo vacio si y solo si R es un dominio entero.
En el siguiente teorema se muestra como dos anillos que son isomorfos implica que
sus grafos también lo sean.

Teorema 2.2. Sean R y S anillos conmutativos finitos. Si R =2 S, entonces I'(R) =

T(S).

Demostracion. Supéngase que ¢ es un isomorfismo entre R y S. Entonces si {a,b} €
E(I'(R)), se tiene que ab = 0. Asi como ¢ es inyectiva y ¢(a)p(b) = ¢(ab) = ¢(0) = 0,
entonces ¢(a) y ¢(b) son adyacentes en I'(S). Por lo tanto, los dos grafos tienen igual
cantidad de vértices y las mismas conexiones; esto es, I'(R) = I'(.9). O

A continuacién se presentan algunos ejemplos de grafos ['(R) para algunos anillos,
estos ejemplos permiten observar algunas de las propiedades del grafo de los divisores
de cero.

Ejemplo 2.3. En la Figura 2.1, se muestran los grafos de los divisores de cero para
algunos anillos.

15
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(a) Z4OZ2[X]/(X2>. (b) Zg, ZQXZQ OZ3[X]/(X2).
(¢) Zg, Zg o Zo[X]/(X?). (d) Zo[X,Y]/(X2, XY, Y?) o Fy[X]/(X?).

Figura 2.1: Grafo de los divisores de cero de algunos anillos.

Estos ejemplos muestran que anillos no isomorfos pueden tener el mismo grafo de
los divisores de cero y que en el grafo no hay bucles, por lo cual no se evidencian los
elementos nilpotentes.

Ejemplo 2.4. Puede demostrarse que existen 11 grafos con cuatro vértices. Por el
Teorema 2.8 el cual se demostrara posteriormente, en este trabajo inicamente son de
interés 7 de ellos, los cuales son conexos. En realidad, de estos solo 3 son isomorfos a
un grafo I'(R), para algin anillo R, ver Figura 2.2.

(a) Zs x F. (b) Z3 x Zs. (¢) Zas x Z5[X]/(X?).

Figura 2.2: Grafos I'(R).

A continuacion se demuestra que los 4 grafos con 4 vértices de la Figura 2.3, aunque
son conexos no representan grafos I'(R).
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b c b c
a d [/I
(a) Grafo I'y. b Grafo I‘g

b c
a d
(c) Grafo I's. (d) Grafo T'y.

Figura 2.3: Grafos con 4 vértices que no representan a I'(R).

Primer grafo: Considere el grafo I'y con vértices V(I'y) = {a, b, c,d} y aristas E(I';) =
{{a,b},{b,c},{c,d}}, como se muestra en la Figura 2.3a.

Demostracion. Sea R un anillo tal que Z(R) = {a, b, c,d} y las relaciones de divisores
dadas en la Figura 2.3a. Entonces a + ¢ € {0, a, b, ¢, d}, puesto que (a + ¢)b = 0.

= Caso 1: Supdéngase que a+c = 0. Entonces a = —c. Multiplicando por d en ambos
lados de esta igualdad se tiene que ad = —cd, asi se tiene que ad = 0, lo cual es
una contradiccion.

= Caso 2: Supongase que a + ¢ = a. Entonces ¢ = 0. Pero esto no puede ser, ya
que los vértices estan en el conjunto de divisores de cero. Lo mismo ocurre si se
supone que a + ¢ = c.

» Caso 3: Supdngase que a + ¢ = d. Entonces 0 = (a + ¢)b = db. Pero esto es una
contradiccién dado que {d, b} no es una arista del grafo, ver Figura 2.3a.

De esta forma,
a+c=D0. (2.1)

Note que b+ d € Z(R) ya que (b+ d)c = 0, por lo tanto b + d debe ser igual a 0, a,b,c
o d. Asi, realizando un analisis similar a los casos anteriores, se tiene que

b+d=c. (2.2)
Por ultimo, de las igualdades (2.1) y (2.2), se tiene que b=a+ c=a+ (b+ d), lo que
implica que a + d = 0. Por lo tanto, d = —a y db = (—a)b = 0, lo cual nuevamente es

una contradiccion.
Dado que en cualquier caso se obtiene una contradiccion, la Figura 2.3a no representa
el grafo de los divisores de cero de un anillo conmutativo. O]
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Segundo grafo: Considere el grafo I'y con vértices V(I'y) = {a,b,c,d} y aristas
E(T9) = {{a,b},{a,c},{b,c},{c,d}}, ver Figura 2.3b.

Demostracion. Sea Z(R) = {a,b,c,d} el conjunto de los divisores de cero de un anillo
conmutativo R. Entonces b + d € Z(R), dado que (b + d)c = 0. Por lo tanto, b + d
debe ser igual que 0,a,b,c o d. Si b+ d € {0,b,d}, en cualquier caso como se hizo
anteriormente se puede obtener una contradiccién.

Ahora supéngase que b+ d = c. Entonces 0 = a(b + ¢) = ad. Pero a y d no son
vértices adyacentes.

En consecuencia, b+d = a. Dado que, (a+c¢)b = 0, se sigue que a+c € {0, a,b, c,d}.

Se puede verificar que a + ¢ debe ser igual a b. De esta forma, se tiene que b=a+ c =
(b+d)+c; entonces d+c¢ = 0. Por lo tanto, d = —c y da = (—c¢)a = 0, una contradiccién.
]

Usando ideas similares se puede demostrar que los grafos en las figuras 2.3¢ y 2.3d
tampoco representan el grafo de los divisores de cero de ningtn anillo conmutativo R.

El siguiente ejemplo muestra un grafo completo bipartito y un grafo completo bi-
partito estrella, a partir del producto de dos cuerpos finitos.

Ejemplo 2.5. Recordando la Definicién 1.19 se sigue que I'(F, x F,) = K, ;1 v asi,
I'(Zy x Zr) = Ky 6. Ademads, I'(Zy x F;) = Ky 4,1 y en particular I'(Zs x Zs) = Ko 4.
Entonces,

AN AN

(a) I'(Za x Zr). ['(Z3 x Zs).

Figura 2.4: Grafos bipartitos completos

Como puede observarse en las figuras 2.1d y 2.2b, existen anillos para los que T'(R)
es un tridngulo o un cuadrado. Sin embargo, el siguiente resultado nos muestra que
esto no es cierto para poligonos regulares con mas lados. Los siguientes resultados se
utilizaran en lo que sigue.

Proposicién 2.6. Para n > 5, no existe un anillo R tal que I'(R) sea isomorfo a C,,.

Demostracion. Supéngase que existe un anillo R tal que I'(R) = Cs.
Asi para este anillo se tiene que Z(R) = {a,b,c,d,e} y T'(R) es como en la Figura
2.5. Considere las relaciones
ab=0 y ae=0. (2.3)
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e d
Figura 2.5: Grafo ciclo Cs.

Entonces, si se multiplica por —1 a cada lado de las igualdades en (2.3) se obtiene que
(—a)b =0y (—a)e = 0. Por los vecinos que tiene b se deduce que —a es a o c.

Si —a = ¢, entonces dado que (—a)e = 0 se tiene que ce = 0, lo cual es una
contradiccion, dado que ¢ y e no son adyacentes, ver Figura 2.5. Por lo tanto, —a = a.
Similarmente, se demuestra que y = —y para todo y € D(R).

Ahora como (b + e)a = ba + ea = 0, esto implica que b + e pertenece a D(R) =
{0,a,b,c,d,e}.

= Si b+ e =0, entonces b = —e pero esto es una contradiccion, ya que —e = e.

= Sib+ e =D, entonces e = 0 lo cual es absurdo. De manera similar pasa con el
caso b+e=e.

= Si b+ e = ¢, esto implica que ac = 0, lo que nuevamente es una contradiccion;
puesto que a y ¢ no son adyacentes.

= Si b+ e = d, esto quiere decir que ad = 0, y como a y d no son adyacentes, se
obtiene una contradiccién.

Por lo tanto, se concluye que b+ e = a. Ahora como (b + e)a = 0, entonces a? = 0.
Similarmente, se puede demostrar que esto sucede con todos los elementos de Z(R); es
decir y? = 0 para todo y € D(R); o de manera equivalente se tiene que D(R) = nil(R)
es un ideal de R, ver Proposicion 1.68.

Ademés si ab € D(R), entonces ab = 0 o (ab)z = 0 para algin 0 # z € R. Si ab = 0,
entonces a,b € D(R). Por otro lado, si (ab)z = 0, implica que si bz = 0, entonces
b € D(R), mientras que si bz # 0, entonces a € D(R). De esta forma, en cualquier caso
a € D(R) ob e D(R); es decir D(R) es un ideal primo de R. Asi por la Proposicién
1.67, D(R) es un ideal anulador; esto es D(R) = {0, a,b,c,d,e} = ann(z), para algin
z € D(R).

Sin embargo, como |ann(x)| = 4, ya que contiene sus dos vecinos, él mismo y al 0,
se puede concluir que D(R) # ann(z), puesto que |D(R)| = 6, lo que claramente es una
contradiccién a lo que se demostro en el parrafo anterior. Por lo tanto, I'(R) no puede
ser isomorfo a Cs.

Supéngase que I'(R) = C,,, con n > 5. Sea Z(R) = {a1, as, as, ..., a, } el conjunto de
vértices de I'(R) con aristas E = {{a1,as2},{as,as}, {as,as},...,{an, ar}}. Entonces,
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(—a1)as = 0y como a; y ag son los dnicos vértices adyacentes a as, se tiene que —a,
es igual a; o as. Ahora, si —a; = ag, entonces —aya,, = asa,, asi aza, = 0. Pero a3 y
a, no son adyacentes, por lo tanto —a; = a;. Similarmente, se demuestra que y = —y
para todo y € Z(R).

Ademas, as+a, € D(R) ya que (ay+ay)a; = 0. Por lo tanto, as+a,, € {0, a1, as, a,}.

= Sias + a, = 0, entonces a, = —ay y multiplicando por as se obtiene que a,a3 =
—asas = 0, lo que es una contradiccién, puesto que az y a, no son vértices
adyacentes.

= Si as + a, = as, entonces a,, = 0, lo que es un absurdo. De manera similar pasa
con el caso ay + a,, = a,.

» Siay+a, = a; para 2 < i < n, entonces a;a; = (ay + a,)a; = 0. Pero a; no es
adyacente a ninguno de estos a;.

Por lo tanto,
as + a, = a;.

Esto implica que a? = 0. De manera similar se tiene que > = 0 para todo y € Z(R).
Como R es finito, igual que en el caso de C5 se tiene que D(R) = ann(x) para algun
x € Z(R). Sin embargo por un lado se tiene que | ann(z)| = 4 mientras que |D(R)| =
n+ 1 > 6. Asi nuevamente se obtiene una contradiccién. Por lo tanto, I'(R) no puede
ser isomorfo a C,,.

]

Ahora, cuando es un anillo conmutativo Artiniano la cintura del grafo se reduce y
es menor o igual a 4.

Teorema 2.7. Sea R un anillo conmutativo. Entonces I'(R) es finito si y solo si R es
finito o es un dominio entero. En particular, si 1 < |I'(R)| < oo, entonces R es finito
Y MO €S UN CUerpo.

Demostracion. Si R es un dominio entero no tiene divisores de cero, por lo tanto Z(R) =
(). Por otro lado, si R es un anillo finito y no es un dominio entero, entonces tendrd n
elementos divisores de cero, es decir |I'(R)| = n.

Reciprocamente, supéngase que R es infinito con un nimero finito de divisores de
cero. Entonces I'(R) es finito y no vacio, pues de lo contrario R no tendria divisores
de cero, lo cual significa que serfa un dominio entero. Ahora, sean x,y € R tales que
xy = 0y considere I = ann(x). Entonces y € I y en consecuencia ry € I, para todo
r € R. Observe que, I C D(R) esto implica que I es finito. Luego, para un i € I el
conjunto N = {r € R : ry = i} es infinito. Para cualesquiera r,s € N se tiene que
(r—s)y=ry—sy=1i—1i=0, esto implica que r — s € ann(y) y asi ann(y) es infinito.
Ahora como ann(y) C D(R), se tiene que D(R) es infinito lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, R debe ser finito. O
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El siguiente resultado es uno de lo més relevantes, ya que demuestra que el grafo
I'(R) para un anillo conmutativo finito siempre es un grafo conexo.

Teorema 2.8. Sea R un anillo conmutativo. Entonces I'(R) es conexo y el didmetro
diam(I'(R)) < 3. Ademds, si I'(R) contiene un ciclo, entonces gr(I'(R)) < 7.

Demostracion. Se buscaran todas las trayectorias posibles entre dos vértices cualesquie-
ra en ['(R) y se demostrara que todas tienen longitud menor o igual a 7.
Considere dos elementos distintos z,y € Z(R). Se estudiaran los siguientes casos:

1. El caso trivial sucede cuando zy = 0, claramente d(z,y) = 1.
Astimase que zy # 0.

2. Supdngase que 22 = y? = 0, esto significa que x — 2y — y es un camino de longitud

2 yasid(z,y) = 2.

3. Sixz? =0y y*+#0, entonces existe b € Z(R) — {z,y} tal que by = 0. De esta
forma, pueden ocurrir 2 casos; el primero es cuando bz = 0, entonces, se puede
formar el camino x —b—y el cual es de longitud 2. El segundo se presenta cuando
bxr # 0, entonces se forma el camino x — bx — y cuya longitud es 2. De manera
similar se estudia el caso cuando y? =0y 22 # 0.

4. Finalmente, supéngase que y? y x? son diferentes de cero. Esto implica directa-
mente que existen dos elementos a,b € Z(R) — {x,y} tales que ax = by = 0, de
esta suposiciéon se derivan tres casos cuando a = b, ab = 0 y a # b, los cuales se
analizan a continuacion:

a) Si a = b, entonces se tiene el camino de longitud 2: z — a — y.
b) Si ab =0, se forma el camino de longitud 3: x —a — b —y.

¢) Si a # b, se puede considerar el camino de longitud 2: z — ab — y.

Por lo tanto, d(z,y) < 3, para cualquier x,y; asi diam(I'(R)) < 3. En consecuencia,
['(R) es conexo y por la Proposicién 1.16 se tiene que gr(I'(R)) < 7. O

En el siguiente resultado se demuestra que cuando el anillo es conmutativo Artiniano,
se tiene que la cintura del grafo se reduce y es menor o igual a 4.

Teorema 2.9. Sea R un anillo conmutativo Artiniano. Si T'(R) contiene un ciclo,
entonces gr(I'(R)) < 4.

Demostracion. Supdéngase que I'(R) contiene un ciclo. Del Teorema 8.7 en [7, pag. 90]
se tiene que R es un producto directo finito de anillos locales artinianos. De esta forma,
se demuestra el resultado cuando R es un anillo local y cuando R es el producto directo
de dos anillos locales.

Supdngase que R es local con un ideal maximal no nulo M. Entonces por la Pro-
posicién 1.67, se tiene que M = ann(x) para algin = € M*. Si existen distintos
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y,z € M* — {z} con yz = 0, entonces y — x — z — y es un tridngulo. En este caso,
gr(I'(R)) = 3. De no ser asi, ['(R) no contendria ciclos, lo cual seria una contradiccion.
Supéngase que R = Ry X Ry. Si |Ry| > 3y |Ra| > 3, entonces existe a; € R; — {0, 1}.
Asi, (1,0) — (0,1) — (a1,0) — (0,a2) — (1,0) es un cuadrado; es decir gr(I'(R)) < 4.
Ahora astimase que Ry = Zs. Si |Z(R2)| < 1, entonces I'(R) no contiene ciclos, es
una contradiccién. Luego, |Z(Ry)| > 2. Dado que I'(Rs) es conexo, existen elementos
distintos x,y € Z(Rs) con xy = 0. En consecuencia, (0,z) —(1,0) — (0,y) — (0,x) es un

tridngulo; es decir gr(I'(Ry)) = 3. Por lo tanto, gr(I'(R)) < 4 en todos los casos.
[

En el anterior teorema se demostré que el gr(I'(R)) es menor o igual a 4. En los
siguientes corolarios se demuestra especificamente cuando el gr(I'(R)) es 4 e infinito.

Corolario 2.10. Sea R un anillo conmutativo finito. Entonces, gr(I'(R)) = 4 si y solo
St

1. R= F x K, para cuerpos finitos F' y K, tales que |F| >3 y |K| >3, o

2. R= F x A, con F un cuerpo finito tal que |F| > 3 y A un anillo finito tal que
D(A)] =2.

Demostracion. Supéngase que gr(I'(R)) = 4. Por la demostracién del Teorema 2.9 se
puede suponer que R = Ry x Ry con |Ry| > 3y |Ra| > 3. Si R; tiene divisores de
cero, entonces existen a,b € Z(R;) tales que ab = 0, con los cuales se puede formar un
triangulo (a, 0)—(b,0)—(0, x)—(a, 0) lo cual es una contradiccién ya que el gr(I'(R)) = 4.
Por lo tanto, ni Ry ni Ry tienen divisores de cero; es decir que son dominios enteros
finitos, entonces son cuerpos finitos, ver [14, Thm. 13.2]. Ahora, si |[D(R;)| = 2 con
D(Ry) = {0,a} donde a*> = 0 y |D(R,)| = 2 con D(Ry) = {0,b}. Entonces (a,0) —
(a,b)—(0,b)—(a,0) forma un tridngulo lo cual es una contradiccién. Asi que, |D(R;)| = 1
y |D(R2)| < 2; es decir cuando |D(R;)| = |D(R2)| = 1 entonces se llegaria a que Ry y
R son cuerpos finitos. Cuando |D(Ry)| =1y |D(R2)| = 2 entonces R = F' x A donde
F' es un cuerpo finito y A es un anillo finito con |D(A)| = 2.

Reciprocamente, si R = F x K con F'y K cuerpos finitos, |F| > 3y |K| > 3.
Suponga que gr(I'(R)) # 4. Por el Teorema 2.9 el gr(I'(R)) = 3 es decir que existen
a,b € F'yz e K que forman un triangulo (a,0) — (b,0) — (0,2) — (a,0). Note que
ab = 0 lo cual es una contradiccién ya que F' es un cuerpo. Por lo tanto, gr(I'(R)) = 4.
De manera similar se demuestra que si R = F' x A con F' un cuerpo y con |D(A)| = 2,
entonces gr(I'(R)) =4 .

[

Corolario 2.11. Sea R un anillo conmutativo finito. Entonces gr(I'(R)) = oo si y solo
st una de las siguientes afrimaciones es verdadera

1. [T(R)| <2,
2. [T(R)| =3 y I'(R) no es un grafo completo,
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3. R= 7y x A, donde A es un cuerpo finito o un anillo finito tal que |D(A)| = 2.

Demostracion. Supéngase que gr(I'(R)) = oco. Si|I'(R)| > 3, entonces existen z, y, z, w €
Z(R) tal que © —y — z — w — x forman un cuadrado en I'(R). Asi, gr(I'(R)) = 4, lo
cual es una contradiccion. De esta forma, [T'(R)| < 3. Observe que si [['(R)| = 3, enton-
ces por la hipétesis dada I'(R) no puede ser un grafo completo. Por tltimo, asuma que
gr(I'(R)) = ooy R = Ry X Ry. De la demostracién del Teorema 2.9 se tiene que |R;| < 2
o |Ry| < 2. Suponga que |R;| = 2, entonces Ry = Zy. Si |[D(Ry)| > 3, entonces por
la demostracién del Teorema 2.9, I'(R) contendria un tridngulo, entonces |D(Ry)| < 2.
Claramente si |D(Rz)| = 1, Ry es un cuerpo finito.

Reciprocamente, claramente los dos primeros casos implican que gr(I'(R)) = oo.
Ahora, si R = Zs x A, donde A es un cuerpo finito, entonces Z(R) = {(1,0), (0, ) : 0 #
x € A}. De esta forma, el vértice (1,0) es adyacente a cualquier otro vértice, pero los
demés vértices no son vecinos entre ellos. Asi, I'(R) no contiene ciclos y por definicién
gr(I'(R)) = oco. Por otro lado, si A es un anillo con |D(A)| = 2, entonces el grafo I'(R)
no contiene ciclos ya que solo tiene dos vértices: (1,0) y (0,a), con 0 # a € D(R). Por
lo tanto, gr(I'(R)) = oo. O

Finalmente se presenta la caracterizacién de cuando un grafo de los divisores de cero
de un anillo es un grafo camino P,, con n > 1.

Proposiciéon 2.12. Sea R un anillo conmutativo. Entonces I'(R) = P, si y solo si
1<n<3.

Demostracion. Por el Teorema 2.8 se tiene que el diam(I'(R)) debe ser menor o igual
que 3, para cualquier anillo R. De esta forma, I'(R) no puede ser isomorfo a P, sin > 4.
Ahora, de las figuras 2.1a, 2.1b y 2.1c se sigue el resultado. O

2.1. Grafos con un vértice adyacente a cualquier
otro vértice

En esta seccion se estudia el caso en el que existe un vértice que es adyacente a
cualquier otro vértice en I'(R). A continuacién, se demuestra como el hecho de que
exista un vértice adyacente a cualquier otro vértice en I'(R) hace que el conjunto D(R)
termine siendo un ideal primo.

Teorema 2.13. Sea R un anillo conmutativo. Entonces existe un vértice I'(R) que es
adyacente a cualquier otro vértice si y solo si se da una de las siquientes opciones:

1. R=¥ 7y x A, donde A es un dominio entero, o

2. D(R) es un ideal anulador de R. En este caso D(R) es un ideal primo.
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Demostracion. Sea a € Z(R) adyacente a cualquier otro vértice en I'(R).

Si D(R) es un ideal anulador, entonces D(R) = ann(x) para algin 0 # x € R.
Entonces si z € ann(y), para algin 0 # y € R, se tiene que z € D(R); es decir que
ann(y) C D(R). De esta forma, D(R) es maximal entre todos los ideales anuladores de
R, asi por el Teorema 1.49 es un ideal primo.

Suponga que D(R) no es un ideal anulador. Como a es adyacente a cualquier otro
vértice se debe tener que a ¢ ann(a) = I, pues de lo contrario D(R) = I. Nuevamente,
como ay = 0, para todo a # y € D(R), se tiene que I es maximal entre todos los
ideales anuladores de R; asi por el Teorema 1.49 es un ideal primo de R. Si a® # a,
entonces como a? € Z (R) y como a es adyacente a cualquier otro vértice se tiene que
a® = a®?a = 0. Asi, a®> € I y como I es un ideal primo entonces a € I, lo que es
una contradiccién. De esta forma, a? = a, entonces por el Teorema 1.55 se tiene que
R = R; X Ry. De este isomorfismo, se sigue que el vértice (1,0) es adyacente a cualquier
otro vértice. Si 1 # ¢ € Ry, el elemento (¢,0) € Ry X Ry es un divisor de cero, pero
(c,0) = (¢,0)(1,0) = (0,0), entonces ¢ = 0 lo que implica Ry = Z,. Si Ry no es un
dominio entero, entonces existe un b € Z(Rs). Pero (1,b) es un divisor de cero de R
que no es adyacente a (1,0), una contradiccién. Por lo tanto, Ry es un dominio entero.

Si R = Zy x A donde A es un dominio entero, entonces Z(R) = {(1,0),(0,a) : 0 #
a € A}. En consecuencia, (1,0) es adyacente a cualquier otro vértice. Si D(R) = ann(x)
para algin 0 # x € R, entonces = es adyacente a cualquier otro vértice. O

Observe que el Ejemplo 2.1b muestra que los dos casos del Teorema 2.13 pueden
darse incluso para el mismo grafo. En efecto, los grafos de los divisores de cero de Zg y
de Zy x Zsy son el mismo grafo estrella, donde D(Zg) = {0,3,6} = ann(3). Un anillo R se
denomina reducido, si no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero. A continuacion
se presenta una implicacion directa del Teorema 2.13 para este tipo de anillos.

Corolario 2.14. Si R es reducido y I'(R) tiene un vértice adyacente a cualquier otro
vértice, entonces R = 7y x A, con A un dominio entero.

Demostracién. Si D(R) = ann(z) para algin 0 # z € R, entonces x*> = 0. Esto
contradice el hecho de que R sea reducido, es decir D(R) no puede ser un ideal anulador.
Por lo tanto, R = Zy x A, con A un dominio entero. m

Los siguientes corolarios de cuando un vértice es adyacente a cualquier otro vértice
implican resultados muy interesantes.

Corolario 2.15. Si un vértice x de I'(R) es adyacente a cualquier otro vértice de I'(R),
entonces x es idempotente con Rr = {0,x} un ideal primo de R o D(R) = ann(x).

Demostracion. De la demostracién del Teorema 2.13 se tiene que cuando D(R) no es
un ideal anulador, entonces x? = z # 0. Igualmente de los argumentos dados en esta
demostracién se tiene que {0,z} C Rx = Zs; es decir que Rx = {0,z}. Sean a,b
elementos no nulos de R tales que ab € Rx. Supdéngase que ab = x. Entonces existe
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0 # y € R tal que xy = 0. En consecuencia, (ab)y = a(by) = 0. Como a # 0, entonces
by € D(R). En el caso de que by = 0, entonces b € Z(R) y asi bx = 0. Entonces

2? = (ab)r = a(bz) = 0, una contradiccién. Esto implica que a € Z(R) y nuevamente

x? = (ax)b = 0, se obtiene una contradiccién. Por lo tanto, ab = 0.

Entonces a y b son vértices del grafo I'(R), entonces ax = bxr = 0. De ahi que
a(b—xz) =0.Sib—z # 0, entonces z(b — z) = 0, lo que implica que x> = 0, lo que
es una contradiccion. En consecuencia, b = x. Similarmente, se puede demostrar que
a = z. Por lo tanto, 22 = 0, lo que nuevamente es una contradiccién. En consecuencia,
si ab € Rx, entonces a =00 b= 0.

O

Corolario 2.16. Si D(R) es un ideal anulador, entonces ann(Z(R))* es precisamente
el conjunto de vértices adyacentes a cualquier otro vértice.

Demostracion. Sea D(R) = ann(x), para algin x € R. Sea 0 # s € ann(Z(R)) =
ann(ann(x)), entonces st = 0, para todo t € Z(R) = ann(z). Entonces, todo elemento
de ann(Z(R))* es adayacente a todos los vértices del grafo. O

Adicionalmente, en los corolarios 2.6 y 2.7 en [3] se estudian casos particulares para
anillos conmutativos R; cuando R es un anillo Noetheriano o finito.

Corolario 2.17. Sea R un anillo conmutativo Noetheriano. Entonces existe un vértice
en I'(R) que es adyacente a cualquier otro vértice si y solo si R = Zy x A, donde A
es un dominio entero Noetheriano, o D(R) es un ideal primo de R. Si adicionalmente,
dim(R) = 0, entonces R = Zy x A, donde A es un cuerpo o {0} es un ideal primario

de R; es decir, D(R) = nil(R).

Corolario 2.18. Sea R un anillo finito conmutativo. Entonces existe un vértice en
['(R) que es adyacente a cualquier otro vértice si y solo si R = Zy X F, donde F es un
cuerpo finito, o R es local. Ademds, para algin primo p y un enteron > 1,

|F|=p", siR=ZyxF,
CR) =19, .
pt—1, st R es local.

2.2. Grafos completos

En esta seccién se estudia el caso en el que I'(R) es un grafo completo. Por definicién,
['(R) es completo si y solo si xy = 0 para todo par de elementos distintos z,y € Z(R). El
caso para R = 7y X Zo merece atencion. Si R = Zy X Zsy, entonces Z(R) = {(0,1),(1,0)}.
Asi, en T'(R) tiene dos vértices y una arista y su grafo I'(R) es isomorfo a la Figura
2.1b. En consecuencia, I'(R) es completo.

En el siguiente resultado se demuestra que los dos casos mencionados en el parrafo
anterior caracterizan completamente el hecho de que I'(R) sea completo.
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Teorema 2.19. Sea R un anillo conmutativo. Entonces I'(R) es completo si y solo si
R =75 X Zy 0 xy =0 para todo z,y € Z(R).

Demostracién. Supéngase que I'(R) es completo y que existe x € Z(R) tal que 22 # 0.
Se demostrara que z? = z; esto es, que = es un elemento idempotente. Note que si no
se cumple esta ultima afirmacién, como x € Z(R), entonces existe 0 # y € R, tal que
ry = 0. Entonces 2%y = z(zy) = 0, de esta forma x # 2? € Z(R) y asi 2® = 2%z = 0.
De ahi, 2?(z +2?) = 23+ 2% = 0 y como 2% # 0, entonces z +2? € Z(R). Si v +2* = x,
entonces 22 = 0, una contradiccién. Por lo tanto, z + 2 # z. Como T'(R) es completo
se sigue que ? = 22 + 2% = x(x + 2?) = 0, lo cual es nuevamente una contradiccion.
En consecuencia x? = x.

Ahora de la demostracién del Teorema 2.13 se tiene que R = R; X R, donde
Ry = Zs y Ry es un dominio entero. Supéngase que {0,1,a} C Ry, se tiene que
{(1,0),(0,1),(0,a)} € Z(R). De esta forma, el grafo en la Figura 2.6 es un subgra-
fo de F(Zg X Rz)

(0,1 (1,00 (0,a)
o0

Figura 2.6: Subgrafo de I'(Zy x R»).

Notése que como (0,1)(0,a) = (0,a) # (0,0), entonces los vértices (0,1) y (0,a) no
son adyacentes en I'(R), por lo tanto I'(R) no seria completo. De esta forma, necesa-
riamente Ry = Zo v asi R = Zoy X Zo. O

Definicién 2.20. Sea R un anillo conmutativo. Para z,y € Z(R) se dice que x ~ y si

ry=00zx=yyquex~"ysizy=0.

Es claro que para cualquier x,y € Z(R), se tiene que x ~ z (x ~* x) y que si x ~ y

*

(x ~* y), entonces y ~ x (y ~* x). Lo anterior implica que las relaciones ~ y ~* son
relaciones reflexivas y simétricas. En el siguiente resultado se demuestra que estas dos
relaciones son de equivalencia.

Corolario 2.21. Sea R un anillo conmutativo. Entonces,
1. La relacion ~ es transitiva si y solo si I'(R) es completo,

*

2. La relacion ~* es transitiva si y solo si I'(R) es completo y R % Zo X Zs.

Demostracion.

1. Supdngase que ~ es transitiva. Sean z,y € Z(R) diferentes. Como I'( R) es conexo,

ver Teorema 2.8, entonces existen 2y, za, . .., 2, € Z(R) tales que {{x, 21}, {21, 22},
oAz, 2 {z, ) € E(T(R)). De ahi que, 221 = 0,2120 = 0,...,2,.12, =0
vy =0 Asl,x ~ 21,21 ~ 20,..., 21 ~ 2.V 2 ~ y. Como ~ es transitiva,

entonces x ~ y y por definicién zy = 0; es decir {z,y} € E(I'(R)).



2. Propiedades de I'(R) 27

Reciprocamente, asumase que I'(R) es completo y que x ~ zy z ~y. Siz = z
oy = z, entonces claramente z ~ y. Entonces se debe tener que zz = 0 y
zy = 0, esto quiere decir que z,y € Z(R). Como I'(R) es completo, entonces
{z,y} € E(I'(R)) y asi xy = 0, es decir x ~ y. Por lo tanto, ~ es transitiva.

2. De la demostracién del item anterior se tiene que si ~* es transitiva, entonces el
grafo I'(R) es completo y se cumple que zy = 0 para toda pareja de elementos
diferentes z,y € Z(R). Esto implica que x ~* y y que y ~* z, esto es x ~* x;
es decir que 22 = 0; lo que implica por la demostracién del Teorema 2.19 que
R % 7o X Zs.

Por otro lado, suponga que I'(R) es completo y R % Zs X Zs, entonces por el
Teorema 2.19 para todo z,y € Z(R), zy = 0. Asi si a ~* by b ~* ¢, entonces
a,c € Z(R) y asi ac = 0, lo que es equivalente a decir que a ~* ¢. Por lo tanto,
~* es transitiva.

O
Teorema 2.22. Sea R un anillo conmutativo finito. Si I'(R) es completo, entonces
1. R¥ ZQ X Zg, 0

2. R es un anillo local con caracteristica p o p* y [[(R)| = p" — 1, donde p es primo
ynezZt.

Demostracion. Para un cuerpo F, si 1 # a, los vértices (0, 1) y (0, a) no son adyacentes,
asi el grafo I'(Zy x F') no es completo a menos que F' = Z,, ver Teorema 2.19. Si este
no es el caso, por el Corolario 2.18, R debe ser local con ideal maximal M y asi por la
Proposicién 1.69, se tiene que car(R) = p™, con p un niimero primoy m € Z*. Sim > 3,
existe A primo relativo con p tal que Ap < p™. Observe que si p = 2, basta tomar \ = 3,
mientras que si p > 2 se puede considerar A = 2. Entonces p y Ap son dos divisores de
cero que no son adyacentes. Asf la car(R) = p o p?. Finalmente, de la tercera parte de
la Proposicién 1.69 se tiene que |[M| = p™, con n € ZT y asi |T'(R)| = p" — 1.

m

Es importante resaltar que en el Ejemplo 2.11(a) en [3] se demuestra que para
cada primo p y cualquier n € ZT, existe un anillo R tal que I'(R) es completo y
IT(R)| = p™—1. Asi, T'(R) & K, si y solo si m = p" — 1, para algtin p primo y n € Z*.
Ejemplo 2.23. Sea p un primo y R = Z,2. Entonces Z(R) = {p,2p,...,(p — 1)p}.
Entonces I'(R) es completo con |I'(R)| = p — 1. Similarmente, se tiene que

Zp_[w] =3z z?), 2z z? —1l)x z?
Z<<x2>)—{ + (%), 2z 4 (2*),....(p— Dz + (2*)}.
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Zy|z)
(2?)

pero tienen el mismo grafo de los divisores de cero; esto es K,_;. En particular,

no son anillos isomorfos

Z
_é [2x>] = Kp_1; en consecuencia Zjy: y

De esta forma, I" (

[(Zy % Zy) 2 T(Zg) = T (%i[;;]) ~ [y,

pero estos tres anillos no son isomorfos.

Adicionalmente en el Lema 2.12 y Teorema 2.13 en el articulo [3], los autores carac-
terizan completamente cuando el grafo I'(R) es un grafo estrella.

Lema 2.24 ( [3, Lemma 2.12]). Sea R un anillo conmutativo finito. Si I'(R) tiene
exactamente un vértice adyacente a cualquier otro vértice, entonces

1. R=Zy x F, donde F es un cuerpo finito con |F| > 3, o

2. R es local con un ideal maximal M tal que R/M = Zy, M3 =0 y |M?| < 2. Asi,
IT(R)| es p™ 0 2™ — 1, para algin primo p yn € Z7.

Teorema 2.25 ( [3, Thm. 2.13]). Sea R un anillo conmutativo finito con |I'(R)| > 4.
Entonces I'(R) es un grafo estrella si y solo si R = Zy X F', donde F' es un cuerpo finito.
En particular, si I'(R) es un grafo estrella, entonces |I'(R)| = p™ para algin primo p
y un entero n < 0. Reciprocamente, todo grafo estrella de orden p™ se puede obtener
como T'(R) para algin anillo R.

Lo

——— un anillo local finito. Entonces
<:L-n+1>

Ejemplo 2.26. Para un enteron > 1, sea R, =

Z(Ry) = {ax + axa® + -+ - + apa” + (2") : a; € Zo},

donde no todos los a; son simultdneamente iguales a cero. Asi |I'(R,,)| = 2" —1. Observe
que z" es el unico vértice adyacente a cualquier otro vértice. Sin embargo, para n >
3, I'(R,) no es un grafo estrella, ya que los vértices z"~! + 2™ y z"~! también son
adyacentes.

Figura 2.7: T'(R3) = T (Zsy[z]/{x*)).



Capitulo 3

Automorfismos de I'(R)

En esta seccién se estudia el grupo de los automorfismos del grafo I'(R) denotado por
Aut(I'(R)).

Definicién 3.1. Sean G = (V, E) y G' = (V', E') dos grafos. Una funcién ¢ : V. — V
es un homomorfismo de G a G’ si preserva la adyacencia de los vértices; es decir si
{z,y} € E, entonces {¢(z),p(y)} € E’. Si ¢ es biyectiva y su inversa ¢! es también
un homomorfismo; es decir {z,y} € E siy solosi {p(z),¢(y)} € E', se dice que ¢ es un
isomorfismo y que G'y G’ son isomorfos, lo que se denota con G = G’. Un isomorfismo
de G a si mismo se denomina automorfismo de G.

El conjunto Aut(I") con la composicién de funciones es un grupo. Si |I'| = n, entonces
Aut(T") es isomorfo a un subgrupo de S, y claramente Aut(K,,) = S,. En efecto, para
un grupo I' de orden n, Aut(I') = S, si y solo si I' = K, ver [8,19].

Proposicion 3.2. Cada automorfismo de un anillo R induce un automorfismo de I'(R).
En particular, existe un homomorfismo de grupos ¢ : Aut(R) — Aut(I'(R)) dado por:
st f € Aut(R), entonces f|,g € Aut(I'(R)).

Demostracion. Sean f € Aut(R) y z,y € T'(R) tal que {z,y} € E(I'(R)). Dado que
xy = 0, entonces 0 = f(xy) = f(z)f(y), asi f(x) vy f(y) son adyacentes en I'(R). Esto
implica que f € Aut(I'(R)). Ahora, considere ¢ : Aut(R) — Aut(I'(R)), definido por
o(f) = f‘z(R)- Sean f,g € Aut(R). Entonces ¢(fog) = (fog)|zr) = f’z(R) (glz(R)> =
¢(f) 0 d(9g). O

Teorema 3.3. Sea R un anillo conmutativo finito el cual no es un cuerpo y f € Aut(R).
Si f(x) =z para todo x € Z(R), entonces f = Idg. Asi ¢ : Aut(R) — Aut(I'(R)) es

un monomorfismo.

Demostracion. Primero supongase que R tiene dos ideales maximales M y N. Entonces
como los elementos de M y N son divisores de cero, ver Proposicién 1.69, se tiene que
M,N C D(R). Como M C M+ N y M es maximal, se tiene que R = M + N. Asi,
para todor € R

29
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r=m+n,conmé&eMynec N.

Es decir, f(r) = f(m+n) = f(m)+ f(n) =m+n=r.

Ahora, supdéngase que R es local, con ideal maximal M. Para cualquier m € M y
u € U(R), se tiene

um = f(um) = f(u)m,

de ahi que (f(u)—u)m = 0, con f(u)—u € M, entonces f(u) = u+x, para algin z € M.
Entonces, M = 0. Por la Proposicién 1.69 se tiene que car(R) = p" y ast |R/M| = p™,
para algun primo p y enteros m,n mayores o iguales a 1, ver [14, Thm. 22.1]. Por
lo anterior y el Corolario 4 en [14, Pdg. 149] se tiene que (u + M)P" ™1 = 1+ M,
luego w?"~!' + M = 1+ M. En consecuencia, u? ~!' = 1 + 1y con y € M. Entonces

f” ) = f(L+y) = f(1) + fly) = L +y =w""", pero

W ) = f = ey = 3 (T e

- 1
=0

m_1
N | pr—1 P —2 £ P =1 pT—l—i
= + 1 U T+ Z ; U €.
i=2

Como z € M y xM = 0. Entonces z = 0 para todo 7 mayor igual que 2.

Asf uP" 71 = uP" 7L (p™ — 1)uP" 22, es decir (p™ — 1)uP" ~22 = 0. Dado que p™ — 1
y w2 son unidades en R (mecd(p™ — 1,p) = 1) , se tiene que z = 0. As{ f(u) = u
para todo v € U(R). Por lo tanto, f = Idg. De esta forma, ¢(Idg) = Idrry y asi ¢ es
un monomorfismo.

]
De la Definicién 1.11, se tiene que el grado de un vértice = de I'(R), estd dado por
deg(z) = |{y € Z(R) :yz =0y y # «}|.

Proposicién 3.4. Sean n > 4 un entero compuesto y X ={d€Z:1<d <nydn};
para cada d € X se forma el conjunto Vy = {x € Z, : 1 < x <ny mcd(z,n) = d}.
Entonces se sastisfacen la siguientes propiedades:

1. El conjunto de los divisores de cero es igual a la union disjunta de los conjuntos
Vy, es decir

Z(Z,) = |J Va,
con VaNV, =0, para d # e.
2. Para x € Vy, se tiene que el subgrupo ann(x) = ann(d) tiene orden d en Z,.
3. Para cualesquiera x,y € Vy y a € Z,, ax =0 si y solo si ay = 0.

4. Six €V, entonces deg(z) = deg(d).
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5. Para d € X, se tiene que

deg(d) =

d—1, sinfd*
d—2, sin|d.

6. Sean d,e € X. Entonces deg(d) = deg(e) si y solo si d = e.
Demostracion.

1. Supéngase que d y e son dos elementos distintos de X, tales que V; NV, # 0.
Entonces existe u € V; NV, en consecuencia med(u,n) = d y med(u,n) = e, esto
implica que d = e, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (,cy Va = 0. Sea
x € Z(Zy) con k = med(xz,n) > 1, ver Proposicién 1.65. Note que esto significa
que z € Vi, por lo tanto Z(Z,) € U,ex Va. Por otro lado, sea z € (J,cy Va,
entonces mcd(z,n) = d, para algin d € X. Por el Lema de Bezout se puede
afirmar que existen enteros a y b tales que d = za + nb. Luego, en Z,

d = za. (3.2)

Ahora, como d | n entonces dh = n, para algin h € Z*, si se multiplica por h
en la igualdad (3.2), se tiene que dh = 0 = zah en Z,; asi z € Z(Z,). Entonces
Usex Va € Z(Zy,). Por lo tanto, | J,ey Va = Z(Zy).

2. Seaa € ann(x). Como d = mcd(x, n); existen enteros m y k tales que d = mx+nk.
Entonces en Z,, se tiene que d = muz, esto significa que ad = a(mx) = 0. En
consecuencia a € ann(d), es decir ann(z) C ann(d). Ahora, sea b € ann(d). Como
d | x se tiene que © = dk, con k € Z. Entonces en Z,, bx = b(dk) = 0. Asi
b € ann(z). Por lo tanto, ann(z) = ann(d). Luego, observe que ann(d) = {z €
Z(Zy) : zd =0}, como d | n, existe un entero positivo k tal que dk = n, es decir,
ann(d) = {0, k, 2k, ..., (d—1)k}, dado que al multiplicarlos por d son cero médulo
n. De esta forma, | ann(d)| = d.

La demostraciones de los items (3) y (4), se siguen directamente de la afirmacién
del item (2).

5. Note que deg(d) = |ann(d) — {0,d}|. Entonces si n | d*, deg(d) = |ann(d) —
{0,d}| = d—2, porque d € ann(d). Mientras que si n { d?, entonces deg(d) = d—1.

6. Supdngase que deg(d) = deg(e), con d < e. Entonces por el item (5), se tienen los
siguientes casos.

nd—1=e—1.
nd—2=¢—1.
n d—2:€—2

[ ] d—1:6—2
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Note que los tres primeros casos contradicen el hecho de que d < e, entonces
d—1=e—2. De ahf que e = d+ 1. Como n | €2, esto implica que n | (d + 1)
Por otro lado, se tiene que d | n y e | n, y como med(d,e) = 1, en consecuencia
de | n esto es d(d+ 1) | n, luego d(d + 1) | (d + 1)?, es decir d | d + 1, lo que es
una contradiccién. Por lo tanto, deg(d) = deg(e), implica que d = e.

O

Teorema 3.5. Sea n > 4 un entero compuesto. Entonces, Aut(I'(Z,)) es un producto
directo finito de grupos simétricos. FEspecificamente,

Aut(T = 1] Sna:

dex
donde ng = |Vyl.

Demostracion. Dado que dos vértices de I'(Z,,) tienen el mismo grado si y solo si estan
en el mismo conjunto de Vy (ver items (4) y (6) en la Proposicién 3.4) y un automorfismo
de grafos preserva grados, se tiene que f(V;) =V, para cada f € Aut(I'(Z,)) y d € X.
En consecuencia, dado que Z(Z,) = |J,cx Va se puede definir una funcién

¢ : Aut(D(Zy)) — [ Snar

deX

donde ¢(f) = fly,, con fl, visto como un elemento de S,,,. Ahora, ¢ es monomorfismo
de grupos. En efecto,

o(fog)=(fog)lv,="r(glv,)=0o(f)odg).

Ademds, suponga que ¢(f) = fl,, = Id|, ; entonces f(z) = z, para todo = € V; y para
cada d € X. Dado que

esto implica que, f(z) = « para todo = € Z(Z,). Entonces, por el Teorema 3.3, se tiene
que f(z) = Idg.

Para demostrar que ¢ es sobreyectiva basta probar que para cada d € X y cada
permutacién a de Vg, existe f € Aut(I'(Z,)) con f[,, = ay f(y) =y, paratodoy € V,
con d' # d en X. Por lo tanto, Aut(I'(Z,)) es isomorfo a [ [,y Sn,- O

Es bien conocido que el Teorema de Frucht afirma que cualquier grupo finito G es
isomorfo a Aut(I') para algin grafo I, ver [8, Thm. 4.1]. Por esta razén, es interesante
conocer exactamente cudles grupos se pueden realizar como Aut(I'(R)), para cualquier
anillo en general; o conocer la estructura del grupo Aut(I'(Z,)) en particular. El si-
guiente corolario da una respuesta parcial para Aut(I'(Z,,)).

Corolario 3.6. Sea n > 4 un entero compuesto. Entonces:
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1. Aut(I(Z,,)) es trivial si y solo sin =4,
2. Aut(I'(Z,,)) es abeliano si y solo sin =4,6,8,9 o 12.

Demostracion.

1. Por el Teorema 3.5,

Aut(D(Z,)) = I Sna:

deX

donde para n =4 se tiene que X ={d € Z:1<d<4yd|4} ={2}. Entonces,
Vo={re€Zy:1 <z <4dymed(x,4) =2} ={2}. Asi,no =1y S,, =51 ={Ild,}
es el grupo trivial. Por lo tanto, Aut(I'(Z,)) = 5.

2. wParan=6,sesabeque X ={de€Z:1<d<6yd|6}={2 3} Entonces,
Vo={x€Zs:1<z<6ymed(zr,6) =2} ={2,4} y ny = |V2| = 2. Luego,
Vi={x €Zs:1<z<6ymed(x,6) =3} ={3} yng = |5 =1 Asi,
Aut(F(Zﬁ)) = Sn2 X Snd = SQ X Sl = SQ.

» Para n = 8, se tiene que X = {2,4}. Entonces, Vo = {r € Zg: 1 < x < 8
y med(x,8) = 2} = {2,6} yng = 2. Luego, Vi = {r € Zg: 1 <x <8y
med(z,8) =4} = {4} yng = 1. Asi, Aut(T'(Zsg)) = Sp, X Spy, = SaxS1 = Ss.

» Sin =9, se tiene X = {3}. Entonces, V3 = {z € Zyg : 1 <z <9y
med(z,9) =3} = {3,6} y ng = 2. Asi, Aut(I'(Zyg)) = S, = Sa.

» Finalmente, para n = 12, se tiene X = {2,3,4,6}. Entonces,

Vo ={2,10} y np =2,
Vs =1{3,9} y ng =2,
Vi={4,8} yna=2,
Ve = {6} y ng = 1.

Ast, Aut(T(Zq2)) = Spy X Sng X Spy X Spg = Sa X So X Sy X S = Zig X Ly X L.
Por lo tanto, en todos los casos Aut(I'(Z,)) es abeliano.

Reciprocamente, se muestra que Aut(I'(Z,)) es no abeliano para todos los otro
enteros compuestos n > 4. Es suficiente mostrar que en cada caso, se puede
encontrar un d, tal que ny > 3 y de ahi que Aut(I'(Z,)) tiene entre uno de sus
factores a S,,, para algin m > 3, por lo que no es abelliano.

» Sin = 2", conr > 4. Entonces, {2,6,10} C V5 ya que mcd(z,n) = 2 para

r=2.610,...
» Sin = 3", conr > 3. Entonces, {3,6,15} C V3 porque mecd(z,n) = 3 para
r=3,6,15,...

= Sin =p", con p primoy p > 5. Como el med(z,n) = p para z = p,2p, 3p,
entonces {p, 2p,3p} C V.
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» Sin=p'---p* su factorizacién prima. Ahora, si p; < 3y k < 2, entonces
{p1,2p1,4p1} C V). Asi, se puede suponer que p; =2 conr =7 < 1y
k <2 Sin > 2" -3, entonces {27,271 272} C Vi, De ahi que, se puede
suponer que n = 2" - 3. Si r < 3, entonces {2,10,14} C V4.

Por lo tanto, Aut(I'(Z,)) es abeliano si y solo si n € {4,6,8,9,12}.

A continuacién, se ejemplifica Aut(I'(R)).

Ejemplo 3.7. Sean F' y K cuerpos finitos con distinto orden m y n, respectivamente.
Como en el Ejemplo 2.5, I'(F' x K) es un grafo bipartito completo K,,_;,,—1. De ahi
que, Aut(I'(F x K)) = S,,_1 X S,_1 y tiene orden (m — 1)!(n — 1)!. También, I'(F x F)
es un grafo bipartito completo K,;,—1 1.

Para la comprension del siguiente ejemplo y el como se caracteriza el conjunto X y
el cardinal de cada conjunto Vj; tenga en cuenta el enunciado de la Proposicién 3.4.

Ejemplo 3.8. Sea R = Z1995 con [I'(R)| = 384. Entonces, X = {5,7,25,35,49, 175,245}
y se calcula ns = 168, ny = 120, ngs = 42, ngs = 24, nyg = 20, ny75 = 6 y noys = 4. Lue-
go, Aut(F(R)) = 5168 X 5120 X S42 X 524 X SQO X Sﬁ X 84 y tiene orden 168!-120!-42!-24!.6!-4!.



Capitulo 4

Representacion de grafos divisores
de cero de anillos Z,

En el articulo “Representacién de grafos divisores de cero para anillos”, ver [18]; se
recopilan resultados relevantes de I'( R) y ademads, se presentan algunas caracterizaciones
de los grafos divisores I'(Z,,). En particular, se estudian estos grafos para anillos de la
forma Zyn,, donde p y ¢ son primos y n un entero positivo mayor que 1; su principal
enfoque es presentar el algoritmo para determinar el grafo de los divisores de cero en
este tipo de anillos.

En este capitulo, se hard una implementacion del algoritmo sugerido en el mencio-
nado articulo en el software libre SageMath creado en 2005 por William Stein, ver este
software esta basado en el lenguaje de programacion de Python.

En primer lugar, se crea el siguiente codigo en SageMath que encuentra una lista de
los divisores de cero de anillos Z,,.

def divisores_de_cero(n):
"Recibe un entero positivo n y retorna la lista de los divisores de
cero de Z_n"
D=]
for i in [1..n—1]:
if ged(i,n)!=1:
D.append (i)
return(D)

A continuacién se presenta un ejemplo de la aplicacion de esta funcién para encontrar
los divisores de cero de los anillos Z14 v Zsp.

divisores_de_cero(14)
[2, 4, 6, 7, 8, 10, 12]

35




4. Representacién de grafos divisores de cero de anillos 7Z, 36

divisores_de_cero(30)
[2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24,
25, 26, 27, 28]

Uno de los métodos para determinar el grafo de los divisores de cero de un anillo Z,, de
forma generalizada, es que se reciba el n, con ayuda de la funcion Divisores_de_cero
se determine una lista de sus divisores de cero de Z, y luego se establezcan cuales de
estos elementos son adyacentes. Logrando asi, retornar el grafo del anillo.

def Grafo_divisores_de_cero_gen (n):
"Recibe n y calcula el grafo de los divisores de cero de Z_n"
D=Divisores_de_cero(n)
E—{}
while len(D)!=
d=D.pop (0)
E[d]=[]
for x in D:
if mod(x*d,n)==0:
E[d]. append (x)
El= {c:v for c,v in E.items() if v !=[]}
G=Graph (E1)
return(G. plot ())

0:

Ahora, se presenta un ejemplo de cémo se genera un grafo de los divisores de cero del
anillo Zy5 utilizando la funcién Grafo divisores_de_cero_gen.

Grafo_divisores_de_cero_gen(15)
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Figura 4.1: Grafo de los divisores de cero del anillo Z5.

N. H. Shuker, H. Q. Mohammad y A. M. Ali en [21, Thm. 2.2] establecen una
caracterizacién de los grafos I'(Z(Z,n,)), donde p y ¢ son primos diferentes y n € Z*.
Este resultado establece que se puede encontrar una particién de Z(Zy,n,) en conjuntos
disjuntos independientes; esto es para cada conjunto en esta particion se tiene que sus
elementos no son adyacentes entre si. A continuacién, se presenta este resultado sin
demostracion.

Teorema 4.1. Si p y q son primos distintos y n es un entero positivo mayor que 1.
Entonces:

1. Sin es par, [(Zyn,) es p= -partito,
2. Sin es impar, I'(Zyn,) es (p"= + 1)-partito.

La idea fundamental para la demostracion del anterior resultado consiste en probar
que dependiendo del valor de n, se puede calcular una particiéon de Z(Z,,). En particular,
se demuestra que

= Si n es par, entonces

Z(Zy) = Ao U A1 U A,
donde
1. Ay={x € Z(Zy.,) :p| zyq1tx}. Como todos los vértices que son divisibles

por p no son divisibles por ¢, entonces los vértices no son adyacentes en
F(an,q).
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2. Ay = {x € Z(Zpny) : qn| vypta}y Ua € Z(Zpmy) : plq | 2y piqtal}
U{z € Z(Zyng) : © = p2q}, donde 1 <t < & — 1. En este conjunto, los
vértices tampoco son adyacentes entre ellos.

3. Ai={2 € Z(Zprg): v = ipzq}, donde 2 < i < p2 — 1. En este conjunto los
vértices si son adyacentes entre ellos ya que todos son multiplos de pzg.

= Si n es impar, entonces

Z(Zyn) = A1 U Ay U By,
donde

1. Ay ={x € Z(Zy,) :q|xyptax}. Note que en este conjunto los vértices no
son adyacentes por la misma razén que se indico en la definicién del conjunto

Ap.

ntl
2. Ao ={x € Z(Zpng) - qlxyptatU{z € Z(Zpyy) :pq|lxzyp 2 qfal,
donde 1 <t < "T_l Se puede observar que no hay adyacencia entre los

elementos de este conjunto.

3. By ={x € Z(Zyn,) : ip"s ¢}, donde 1 < i < p"= — 1. En estos conjuntos
se puede presentar una adyacencia, claramente si entre ellos su producto es
cero médulo p™ - q.

Estas ideas dadas en [21], fueron usadas por J. Otero y J. Salazar en [18] para
proponer un algoritmo para encontrar I'(Z,n,), para p,q y n dados.

En este trabajo, se utilizaron las ideas de los dos articulos anteriormente mencio-
nados para implementar en SageMath la funciéon Particion divisores_de _cero. Esta
funcién calcula la particién propuesta en la demostracién del Teorema 4.1 de Z(Zyn,).
A partir de esta representacion se calculan las relaciones de adyacencia entre los vértices
de conjuntos diferentes en la particién anteriormente calculada.

En la implementacion que se presenta en este trabajo en SageMath, se ingresan p,n
y ¢, y se construye el anillo Z,n,. Entonces se determina el conjunto de los divisores
de cero del anillo construido. Ahora, es importante identificar si n es par o impar, ya
que en el Teorema 4.1 se deduce los conjuntos que ayudaran a obtener la particién del
conjunto de los divisores de cero del anillo. Para conocer cémo seran estos conjuntos
o que elementos se encuentran en cada uno de ellos, se utilizard la demostracién del
Teorema 4.1 que se puede ver en el articulo [21].

Posteriormente, se determina la adyacencia de los elementos entre los conjuntos, te-
niendo en cuenta que x y y estén conjuntos diferentes son adyacentes siempre y cuando
xy = 0. Una vez calculadas estas conexiones se genera la representacion del grafo del
anillo ingresado con ayuda de las funciones Graph y plot. A continuacion, se presenta
la implementacion realizada.

def Particion_divisores_de_cero(p,n,q):
"Recibe dos primos p,q y un entero n mayor que 1. Y, calcula el grafo
de los divisores de cero de Z_{p nxql}"
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m=p nxq
D=Divisores_de_cero (m)
if mod(n,2)==0:
A0=]
for x in D:
if mod(x,p)==0 and mod(x,q)!=0:
A0. append (x)
A=)
k=p" (n/2)
for i in [2..k—1]:
Ai.append (ixkxq)

B=A0+Ai
Al=[x for x in D if x not in B]
E1={}
for x in AOQ:
El[x]=]
for y in Al:

if mod(xx*y ,m)==0:
El[x].append(y)
for z in Ai:
if mod(x*z ,m)==0:
El[x].append(z)
for x in Al:
Bl [x] =]
for z in Ai:
if mod(xx*z ,m)==0:
El[x].append(z)
while len(Ai)!=0:
d=Ai.pop(0)
B1[d] =]
for x in Ai:
if mod(x*d,m)==0:
El1[d].append(x)

E2= {c:v for c,v in El.items () if v !=[]}
G=Graph (E2)

else:
A2=(]

for x in D:
if mod(x,p)==0 and mod(x,q)!=0:
A2 . append(x)

for i in [1..j—1]:
Bi.append (ixkxq)

B=A2+Bi
A3=[x for x in D if x not in B]
E3={}
for x in A2:
E3[x]=]]
for y in A3:

if mod(xx*y ,m)==0:
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E3[x].append(y)
for z in Bi:
if mod(x*z ,m)==0:
E3[x].append(z)
for x in A3:
B3 [x] =[]
for z in Bi:
if mod(xx*z ,m)==0:
E3[x].append(z)
while len(Bi)!=0:
d=Bi.pop (0)
E3[d]=[]
for x in Bi:
if mod(xx*d,m)==0:
E3[d].append(x)
E4= {c:v for c,v in E3.items() if v !=][]}
G=Graph (E4)
return(G. plot ())

Ejemplo 4.2. A continuaciéon, se muestra la utilizacion de la funcién
Particion divisores_de _cero para encontrar el grafo de los divisores de cero del ani-
llo Z1s Observe que 18 = 3%2; es decir, en este caso se tiene que n es par.

Particion_divisores_de_cero(3,2,2)

Figura 4.2: Grafo del anillo Zz2s.
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Ejemplo 4.3. Ahora se encuentra el grafo I'(Zs4). Vale la pena anotar que 24 = 233.

Particion_divisores_de_cero(2,3,3)

Figura 4.3: Grafo de los divisores de cero del anillo Zys3.

Finalmente, se realiza un caso particular en base de la anterior funcién, donde se recibe
un anillo de la forma Z,., y regresa, un grafo bipartito o un mensaje diciendo que no
es un grafo bipartito. El cédigo recibe p,n y ¢, en seguida se calcula el conjunto de
los divisores de cero. Después, determina si p = 2 y n = 2 ya que en este caso, segun
el Teorema 4.1, el grafo de los divisores de cero es un grafo bipartito. En la funcién
Grafos_bipartitos_divisores_de_cero se utilizan ideas similares a las usadas en la
funcién Particion divisores_de_cero para cuando n es par. Por tltimo, se genera el
grafo de los divisores de cero del anillo usando la funciéon BipartiteGraph. En caso
contrario, si n 0 p no son iguales a 2, se regresa un mensaje diciendo: No es un grafo
bipartito.

def Grafos_bipartitos_divisores_de_cero(p,n,q):
"Recibe p,n igual a 2 y un primo q. Y, calcula el grafo bipartito de
los divisores de cero de Z_{p nx*q}"
m=p "nx*xq
D=divisores_de_cero (m)
A0=[]
if n==2 and p==2:
for x in D:
if mod(x,p)==0 and mod(x,q)!=0:
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A0. append (x)
A=)
k=p"(n/2)
for i in [2..k—1]:
Ai.append (ixkxq)

B=A0+Ai
Al=[x for x in D if x not in B]
E={}
for x in AO:
E[x]=[]

for y in Al:
if mod(xx*y ,m)==0:
E[x].append(y)
for z in Ai:
if mod(xx*z ,m)==0:
E[x].append(z)
for x in Al:
E[x]=[]
for z in Ai:
if mod(x*z ,m)==0:
E[x].append(z)
while len(Ai)!=0:
d=Ai.pop(0)
B[d]=]
for x in Ai:
#print ([d,x])
if mod(xx*d,m)==0:
E[d]. append (x)
El= {c:v for c,v in E.items() if v !=[]}
G=BipartiteGraph (E1)
return(G. plot ())
else:
print(’No es un grafo bipartito’)

Ejemplo 4.4. Se calcula el grafo bipartito de los divisores de cero del anillo Zy.

Grafos_bipartitos_divisores_de_cero(2,2,5)
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Figura 4.4: Grafo bipartito de los divisores de cero del anillo Zs25.

Ejemplo 4.5. Ademas, se muestra que para el caso cuando p # 2, la funcién identifica
que el grafo I'(Zs25) no es bipartito.

Grafos_bipartitos_divisores_de_cero(3,2,5)
No es un grafo bipartito




Capitulo 5

Conclusiones

= El estudio desarrollado en este trabajo permite ver de manera precisa una conexion
entre las propiedades de la estructura algebraica de un anillo y la estructura
discreta de un grafo.

= Para adentrarse en el estudio de los grafos de los divisores de cero de anillos
conmutativos es necesario tener un buen manejo de dlgebra conmutativa. De hecho
durante este trabajo se realizd una revision de los conceptos basicos de la teoria
de anillos para poder entender las demostraciones presentadas en el articulo [3].
Sin embargo, dado que en el programa de Licenciatura en Mateméaticas no se
profundizan en estos temas, no se pudo presentar todas la demostraciones de los
resultados del citado articulo.

= Los ejemplos que se desarrollaron en este trabajo fueron fundamentales para el
entendimiento de los principales resultados del articulo. Se espera que los mismos
sean usados en futuros trabajos de grado e investigaciones.

» Las implementaciones desarrolladas en SageMath en el Capitulo 4 ayudaron com-
prender los resultados tedricos presentados en los articulos [18] y [21], y adicional-
mente a presentar de manera més agil y organizada ejemplos de I'(Z,). Se debe
anotar que no se pretendia que estas implementaciones fueran eficientes desde el
punto de vista computacional; sin embargo, en ellas se puede evidenciar el apren-
dizaje de los conceptos estudiados. Estas implementaciones podran ser utilizadas
en futuras investigaciones acerca del tema.
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