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Resumen

La formacién de multiples imdgenes es una caracteristica importante del fendmeno de lente gra-
vitacional fuerte, y a partir de su clasificacion es posible inferir las caracteristicas generales de los
sistemas de lente gravitacional. En este trabajo se pone a prueba la utilidad de los isocontornos de
la superficie tiempo de atraso como herramienta para clasificar las imdgenes generadas por dicho
fenémeno, y ademads se describe el papel de las lineas criticas en este contexto.

Para llevar a cabo dicha clasificacion, se estudio de manera detallada la teoria basica de las lentes
gravitacionales, en la que se definen las lineas criticas del sistema y se establece la clasificacion de
las imdgenes segun el punto critico donde se forman, es decir, en los minimos, miximos o puntos
de silla de la superficie de tiempo de atraso.

Este andlisis teérico se complement6 con el estudio de diferentes modelos asociados al cuerpo
deflector, donde no solo se realiz6 un tratamiento matemadtico y fisico riguroso, sino que también
se desarrollaron pasos intermedios que suelen omitirse en la literatura especializada. En particu-
lar, en el capitulo dedicado a los modelos de lente, se comenz6 con la descripcién de una masa
puntual, seguido por el andlisis del fendémeno en lentes esféricas sin ndcleo (singular isothermal
sphere, SIS) como con niicleo (nonsingular isothermal sphere, NIS). Posteriormente, se elimind la
simetria axial presente en los anteriores casos para dar paso al estudio de los modelos elipticos,
tratados de forma anéloga: sin ntcleo (singular isothermal ellipsoid, SIE) y con nucleo (nonsingu-
lar isothermal ellipsoid, NIE). Finalmente, se consider6 una distribucion de masa esférica con un
potencial eliptico asignado, el cual se analiz6 siguiendo la misma metodologia.

A manera de cierre, se presentan los resultados obtenidos al modelar los sistemas PG1115 + 080,
RX J1131 — 1231 y WFI J2026 — 4536, aplicando los conceptos y herramientas tedricas descritas
anteriormente.

Palabras clave: lentes gravitacionales, topologia de la superficie de tiempo de atraso, isocontor-
nos, lineas criticas.



Abstract

The formation of multiple images is a crucial aspect of the strong gravitational lensing pheno-
menon, and their classification allows for the inference of general properties of gravitational lens
systems. This work tests the usefulness of isocontours of the time delay surface as a tool for clas-
sifying the images produced by this phenomenon and further describes the role of critical curves
within this framework.

To introduce this classification, the basic theory of gravitational lenses was studied in detail, inclu-
ding the definition of the system’s critical curves and the classification of images according to the
type of critical point at which they are formed, that is, at minima, maxima, or saddle points of the
time delay surface.

This theoretical analysis was complemented by the study of different models associated with the
deflecting mass, where not only was a mathematically and physically rigorous treatment carried
out, but also intermediate steps that are often omitted in the specialized literature were developed.
In particular, the chapter devoted to lens models begins with the description of a point mass, follo-
wed by the analysis of the phenomenon in spherical lenses both without a core (SIS) and with a
core (NIS). Subsequently, the axial symmetry present in the previous cases was removed to study
elliptical models, treated analogously: without a core (SIE) and with a core (NIE). Finally, a sphe-
rical mass distribution with an assigned elliptical potential was considered and analyzed using the
same methodology.

As a conclusion, the results obtained from modeling the systems PG1115 4 080, RX, J1131 —
1231, and WFT, J2026 — 4536 are presented, applying the theoretical concepts and tools previously
described.

Keywords: gravitational lensing, topology of the time-delay surface, isocontours, critical lines.
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad, las lentes gravitacionales son relevantes dada su utilidad en campos de alto inte-
rés cientifico, como la astrofisica [6, 7] y la cosmologia [8—10]. Un ejemplo es su funcién como
“telescopios naturales", que permiten el andlisis de objetos distantes imposibles de estudiar con
la sensibilidad actual en los instrumentos de medicién [11, 12]. Ademads, tienen aplicabilidad co-
mo herramienta alternativa en la bisqueda de exoplanetas [13, 14] y estimacion de los pardmetros
cosmoldgicos [15, 16].

Las lentes gravitacionales, especialmente en su manifestacion de lensamiento fuerte, dan lugar a la
formacion de imdgenes multiples y distorsionadas de los objetos lejanos [17-19]. Este fendmeno
no solo proporciona una herramienta poderosa para estudiar la distribucién de masa en el universo,
sino que también abre ventanas hacia la comprension de la estructura y evolucién del cosmos
[20,21]. En particular, muchos de los modelos tedricos de lentes gravitacionales han sido eficientes
en la descripcion de lentes gravitacionales reales; sin embargo, se han observado algunos sistemas
que no se ajustan a lo descrito en la literatura, ya sea por el nimero de imdgenes observadas, la
dificultad para inferir la distribucién de masa asociada a la lente, la luminosidad de la fuente u
otros factores [22, 23].

Una forma de abordar estas inquietudes es mediante la caracterizacion cualitativa de las imagenes,
como se realiza en el trabajo de Blandford y Narayan [24], en el cual, a través del estudio de la
topologia de los isocontornos de la superficie tiempo de atraso, se describen las propiedades espe-
cificas de las imdgenes y, a partir de estas, se infieren las caracteristicas generales del sistema. En
particular, este enfoque resulta muy util en la estimacién de pardmetros cosmoldgicos, la determi-
nacion de la constante de Hubble, el estudio de la evolucion del universo y la comprension de la
naturaleza de la materia oscura [25-28].

En este trabajo se aplica este concepto y, junto al andlisis de las lineas criticas, se clasifica las
imagenes de sistemas de lente gravitacional. Asimismo, se describe que el modelo més apropiado
para simular la lente corresponde a una distribucion de masa (y/o potencial gravitacional) eliptica.
Este analisis se apoya en el software Lenst ronomy como referencia para comparar los resultados
de nuestras simulaciones de los sistemas.



Trabajo de grado CAPITULO 1. INTRODUCCION

Con el fin de garantizar la legibilidad de este trabajo, se presenta un desarrollo lineal y coherente
de la descripcidn tedrica asociada a las lentes gravitacionales. Se inicia en el Capitulo 4, donde
se linealizan las ecuaciones de campo de Einstein y se determina el dngulo de deflexién para
una masa puntual. A continuacién, en el Capitulo 5, se desarrolla la base tedrica de las lentes
gravitacionales, en la que se definen las lineas criticas y se estudia la formaciéon de imagenes
a partir del potencial de Fermat. En el Capitulo 6, se realiza un anélisis detallado de distintos
modelos de lente gravitacional, lo que permite determinar el potencial gravitacional y las lineas
criticas asociadas en cada caso. Por tltimo, en el Capitulo 7, se ponen en practica los conocimientos
adquiridos para modelar los sistemas de lente gravitacional PG1115 + 080, RX, J1131—-1231 y
WFTI, J2026—4536.

Por dltimo, y con el propdsito de mantener una linea coherente y uniforme, considerando la di-
versidad de ramas fisicas que abordan este fendmeno, se adoptara la signatura (+, —, —, —) para
la métrica. Ademds, se utilizard el Sistema Internacional de Unidades (SI) a lo largo de todo el
trabajo.
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Capitulo 2

Planteamiento del Problema

A lo largo de la historia, el conocimiento cientifico ha surgido como resultado de un trabajo colec-
tivo para responder a cuestiones fundamentales sobre la naturaleza del universo. El desarrollo de
las ciencias naturales, particularmente de la fisica, ha estado estrechamente ligado a este esfuerzo,
con disciplinas como la astrofisica y la cosmologia jugando un papel central en la comprension de
fendmenos que trascienden nuestro entorno inmediato.

Entre estos fendmenos, las lentes gravitacionales destacan por su capacidad de manifestarse cuan-
do una distribucién considerable de masa, como una galaxia o un cimulo de galaxias, curva la
trayectoria de la luz proveniente de un objeto distante, permitiendo asi la formacién de imége-
nes del mismo. La comprension de la distribucién de masa del objeto deflector es crucial para el
estudio de este fendmeno; en muchos casos ha sido posible describir con gran precisién estos sis-
temas simulando las lentes como una masa puntual, una esfera isoterma, un elipsoide isotérmico,
entre otros. Sin embargo, existen sistemas que no son descritos adecuadamente por los modelos
tedricos actuales, lo que sefiala la necesidad de profundizar en alternativas que, empleando lo ya
conocido, permitan una descripcién mas precisa de estos sucesos. En este contexto, la clasificacion
de imégenes surge como una herramienta para la descripcion de estos fendmenos, a través de la
comprension de la formacion, ubicacién, tamafo, luminosidad y otras propiedades asociadas a las
mismas.

Con base en lo anterior, este proyecto busca estudiar, comprender, e implementar este método, me-
diante la clasificacion de la formaciéon de imagenes en diversos sistemas de lente gravitacional,
explorando su relacion con los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso generada por
la distribuciéon de masa de la lente. Ademas, se busca entender como las lineas criticas se re-
lacionan con la generacion de estas imagenes y sus respectivas caracteristicas.

En resumen, este proyecto busca responder a la siguiente pregunta: ;Como se caracterizan las
imdgenes de un sistema de lente gravitacional de acuerdo con la topologia de los isocontornos de
la superficie de tiempo de atraso, y cudl es el papel de las lineas criticas en este fenéomeno?



Capitulo 3

Objetivos

3.1. General

Realizar un andlisis de la formacion de imagenes en diversos sistemas de lente gravitacional, me-
diante una categorizacién basada en el estudio de los isocontornos de la superficie de tiempo de
atraso, vinculada a la distribucién de masa del objeto deflector a través del potencial gravitacional.

3.2. Objetivos Especificos.

» Estudiar la ecuacién de las lentes gravitacionales delgadas, para comprender su aplicacion
en el andlisis de formacion de imégenes.

= Deducir las ecuaciones de tiempo de atraso y lineas criticas para diferentes modelos de po-
tenciales gravitacionales, incluyendo lente puntual, esfera isotérmica singular, esfera isotér-
mica no singular, elipsoide isotérmico, entre otros.

= Desarrollar o adaptar un cédigo en Python que calcule el tiempo de atraso entre las imagenes
generadas, ademds de permitir la visualizacidn tanto de los isocontornos como de las lineas
criticas del sistema de lente gravitacional.

= Comparar los resultados obtenidos con el c6digo desarrollado para diversas distribuciones de
masa en sistemas reales de lente gravitacional, evaluando la consistencia de las predicciones.

= Analizar los datos obtenidos a lo largo del proyecto y desarrollar conclusiones que resuman
los hallazgos del mismo.



Capitulo 4

Deflexion de la luz

Las lentes gravitacionales se caracterizan por ser un fenémeno multidisciplinario de la fisica, ya
que su descripcion tedrica involucra ramas como la relatividad general, la astronomia, la cosmolo-
gia y la 6ptica [29, 30]. En este capitulo, se presentard de manera formal la deduccién del dngulo
de deflexion en el contexto de la relatividad general linealizada.

Como punto de partida, se toman las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales, en su forma ge-
neral describen la relacion entre la materia (o cualquier manifestacion de la energia y el momento)
y la geometria del espacio-tiempo. Matemdticamente, son representadas por

1 &G

2Rg,w = T (4.0.1)

R, —

tal que, en el lado izquierdo de la igualdad se encuentran los términos asociados a la geometria
del espacio, como lo son: la métrica (g,,,), el tensor de Ricci (12,,) y el escalar de curvatura (R?).
Mientras que, en el lado derecho se describe la distribucion de energia y momento mediante el
tensor energia-momento (7,,,).

La solucion a estas ecuaciones, ésta dada por las componentes del tensor métrico g,,,, €l cual
describe la geometria del espacio-tiempo, permitiendo calcular distancias, dngulos y volimenes
sobre el mismo [31,32].

La deflexion de la luz es una de las principales consecuencias fisicas de las ecuaciones de campo
de Einstein y, ademds, una herramienta clave en la astronomia observacional. No solo ha servido
para probar la validez de la relatividad general, sino que también desempefia un papel fundamental
en la deteccion de lentes gravitacionales y en la medicidn de los pardmetros del modelo estdndar de
la cosmologia, proporcionando informacion invaluable sobre la estructura y evolucion del universo
[30,33,34].



Trabajo de grado CAPITULO 4. DEFLEXION DE LA LUZ

4.1. Linealizacion de la métrica

La teoria gravitacional de Einstein introdujo un cambio de paradigma al considerar espacio-tiempo
como un Unico ente, abriendo las puertas de la comprension a muchos fendmenos fisicos, llevéan-
dola a ser una las mas comprobadas de la ciencia [35]. En esencia, la mayoria de la investigacion
experimental puede ser descrita desde el enfoque de la aproximacidn lineal, como, por ejemplo: el
retraso temporal de la luz, la dilatacién temporal gravitacional, el fenomeno de lente gravitacional,
la radiacion gravitacional y como se menciond con anterioridad, el dngulo de deflexion [30]. Asi,
en esta seccion se desarrolla la linealizacion de las ecuaciones de campo de Einstein, describiendo
los pasos intermedios de los capitulos 3 y 4 de la referencia [30] y del capitulo 21 de [36].

En primera instancia, con el objetivo de analizar efectos gravitacionales en el régimen de los cam-
pos débiles, se considera una distribucion de masa tal que el campo asociado cumpla con esta
condicidn, permitiendo asi que el espacio-tiempo sea interpretado como una perturbacion sobre la
métrica de Minkowski. Si se caracteriza dicha alteracién como h,s, y dado que se pretende ignorar
los efectos gravitacionales de segundo orden o mayores, se establecen las siguientes condiciones:
|hasg| < 1, |0shas| < 1. En consecuencia, la métrica asociada al espacio-tiempo descrito es

9op = MNap + haﬁ . 4.1.1)

Asi mismo, es relevante considerar la expresion contravariante de la métrica, tal que se define la
misma como ¢*® = n*# + k%, Para determinar la relacién entre h,s5 y k*° se empleard la con-
dicién g,,g"° = 62, de modo que, al desarrollar los productos internos y simplificar, la expresién
resultante es

Nk = —haum'? | (4.1.2)

de la cual es posible obtener la relaciéon contravariante del término de perturbacién, por medio de
la introduccién de n°“ en la ecuacion anterior. De modo que, al contraer los indices, se determina
lo siguiente

k7P = —pof . (4.1.3)

Es decir, la representacion contravariante de la métrica asociada a un campo gravitacional débil, es
descrita mediante la expresion:
g =" — (4.1.4)

Por otro lado, se conoce que las ecuaciones de campo de Einstein deben ser las mismas para todos
los observadores, tal que por medio del jacobiano se describe la relacion entre los mismos (.J O‘;L =
0x'*/0x*). De lo anterior, se tiene que al tender hacia una regién distante al campo gravitacional,
el jacobiano se aproxima a las ecuaciones de transformacion de Lorentz, es decir, .J O‘; — Aa;r

Asi, resulta de interés estudiar las reglas de transformacién asociadas a la métrica en este contexto,
de modo que, al realizar una transformacién de coordenadas sobre la expresion 4.1.1', se deduce

I'Se destaca que el tensor métrico Juv €8 un tensor covariante de segundo orden, por lo que su transformacién bajo
cambios de coordenadas estd dada por la matriz Jacobiana inversa.
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que transforma como un tensor de rango dos, como se demuestra a continuacion:
= A A’ gas = A AT nas + A LA° R (4.1.5)
g#/l// W ll/gaﬂ ! V//r]aﬁ w v ag - 1.

En este punto, por definicion, se espera que la transformacién sea de la siguiente manera: g,/,, =
Nww + hy. Es ast que, al relacionar ambas expresiones bajo la aproximacién de campo débil,
se aprecia que el término h,,,, transforma como cualquier tensor sobre el espacio-tiempo plano, es
decir

o = Ny A o (4.1.6)

como consecuencia, el desarrollo matemético permite la implementacion de las herramientas aso-
ciadas a la relatividad especial. En este punto, es importante destacar que, si bien la descripcion
se realiza en torno a la métrica de Minkowski y de su tratamiento matematico, el espacio-tiempo
considerado es curvo [37].

Lo anterior es fundamental en el contexto de la linealizacion de las ecuaciones de campo de Eins-
tein, ya que cantidades matematicas como los simbolos de Christoffel, el tensor de Riemann, el
tensor de Ricci y el escalar de Ricci, que describen las caracteristicas geométricas del espacio-
tiempo, estdn relacionadas con la métrica. Por lo tanto, la linealizacion de estas expresiones es
necesaria en este marco.

En consecuencia, se aborda en primera instancia la linealizacion de los simbolos de Christoffel, los
cuales son responsables de caracterizar el transporte paralelo’ en el espacio-tiempo. Su expresion

matematica general es:

1

7, = 59"“(%% + 0vgop — Oau) 4.1.7)

sobre la cual se aprecian términos relacionados con la derivada parcial de la métrica. Al analizar el
cédlculo mencionado, se determina facilmente que 0,g,, — 0,h..

En consideracion de lo anterior, al sustituir la métrica descrita en la ecuacion 4.1.1 en la igualdad
4.1.7 y desarrollar los productos correspondientes, despreciando los términos de segundo orden en
el término de perturbacion, se obtienen los simbolos de Christoffel linealizados, representados por
la expresion

g 1 (of0%
L = 517 O + Oy — Dahy) (4.1.8)

Con la deduccion de los coeficientes de conexion a fin en la teoria linealizada, se procede a la
incorporacion del tensor de Riemann en el andlisis, también conocido como tensor de curvatura.
El tensor de Riemann mide la curvatura del espacio-tiempo al analizar los cambios sufridos por un
vector transportado paralelamente a lo largo de un camino cerrado. De manera general, éste tensor
se define apartir del conmutador de las derivadas covariantes y es igual a:

Rpam/ = aﬂrpay - 81/Fpgu + Fﬁoyl"pﬂ# - F,BUMFPBV . (419)

Es un concepto matemético empleado en la relatividad general, que describe como cambia un vector a medida
que se desplaza a lo largo de una trayectoria en un espacio curvo, sin rotar, ni cambiar su magnitud en relacién con la
conexion del espacio-tiempo. El desarrollo de esta nocion se trata en el capitulo 6 de [36].
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En donde, al analizar los dos ultimos términos en la derecha de la igualdad, se obtiene que deben ser
nulos. Lo anterior se justifica al reemplazar la expresion 4.1.8 en la anterior relacion matematica.
Los términos discutidos evidencian una dependencia con respecto a la derivada parcial del factor de
perturbacion. Es asi que, el producto entre estos dos, debido a las caracteristicas de la linealizacion,
es de orden dos con respecto a |0,h,s|, permitiendo asi omitir todos sus términos.

A partir de lo concluido anteriormente, se obtiene que el tensor de Riemann se representa mediante
la siguiente igualdad:

1 1
R, =0, 577004(&,};&,, + Ovhoo — Gahw)} -0, {§npa(80hw + Ophao — Ouhys)| , (4.1.10)

donde es posible simplificar los términos con las derivadas parciales 0,,0,, respectivamente. En
consecuencia, se obtiene que el tensor de curvatura linealizado, es descrito por

opv

1
R .= 577”‘l (0,050 — 0,00hve — 0,05 hay + 0,00hys] - (4.1.11)

A partir de la ecuacion anterior, es factible deducir el tensor de Ricci linealizado mediante la
contraccién en dos de sus indices, como se representa a continuacion:

Ry, = R",,, . (4.1.12)

Al contraer los indices correspondientes de la relacion 4.1.11, el término n*“ actda sobre las ex-
presiones dentro del corchete, dando lugar al siguiente tensor de rango dos

1
Roy =5 [0,0,h",, — "8, hye — 8,0,1" , + 0,0,h" ] . (4.1.13)

En esencia, esta férmula corresponde al tensor de Ricci linealizado. Sin embargo, la notacién
de los indices en el término de perturbacion dificulta un desarrollo matematico manejable. Para
simplificar, se introduce el operador d’ Alembertiano, definido como

0 =n"0,0, , (4.1.14)
y se define la traza del factor de perturbacién mediante la siguiente relacién
h=h,=n""ha . (4.1.15)

Al incorporar los conceptos anteriores en la ecuacion 4.1.13, se obtiene una representacion alter-
nativa del tensor de Ricci en la teoria linealizada, la cual es

1
By = 5 0,01, + 0,00, = Ohyy = 0,0,1] (4.1.16)
A primera vista, la expresion obtenida no parece ser facilmente manipulable; sin embargo, estas

modificaciones permitirdn establecer una conexion entre la descripcion lineal de las ecuaciones de
campo de Einstein y la teoria Newtoniana.
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Por tltimo, en cuanto al tratamiento matemaético de los elementos que describen la geometria del
espacio-tiempo, se introduce el escalar de curvatura, definido como

R=R",=1""R,,, (4.1.17)

de modo que, al aplicar 1°” sobre la expresion 4.1.16, en los tres primeros términos, uno de los
indices del factor de perturbacién adopta una posicidén contravariante, mientras que en el dltimo
elemento el cambio se realizard en una derivada parcial, obteniendo asf la siguiente expresion:

R = = [0,0,h" + 8,0,h* — Oh®, — 8°0,h] . (4.1.18)

1
2
Donde se evidencia, a partir de la contraccion de sus indices, que tanto el primer término como
el segundo son iguales, de la misma forma acontece con el tercero y el cuarto, al considerar la
representacion del operador d’ Alembertiano. De este modo, se concluye facilmente la expresion
del escalar de curvatura en su forma linealizada es

R = 8,0,h*" — Oh. (4.1.19)

Ahora, al haber realizado la linealizacion de los anteriores términos, es posible expresar las ecua-
ciones de campo de Einstein en su aproximacion lineal.

Para ello, inicialmente, se trabajara sobre el término % g2 de 4.0.1, tal que, al reemplazar 4.1.19
en la anterior ecuacién y despreciar los términos de segundo orden asociados al factor de perturba-
cion, se obtiene la relacion:

1 1

9l = 577M,,(@a(95h0‘5 —Oh) . (4.1.20)
Asi, al reemplazar las ecuaciones 4.1.16 y 4.1.20 en la igualdad 4.0.1, se deduce que las ecuaciones
de campo de Einstein linealizadas toman la forma

1 e
5 @50u1%, + 0,050, — Oy, = 0,0,k — 1,095 + 1, 0h) = :—TW . 412D

4
que corresponde a la ecuacién 21.13 de [36]. En este punto, el resultado atin no permite una mani-
pulacioén clara desde el enfoque matematico. Por ello, se busca bajar la totalidad de los indices en
el término de perturbacion, por medio de la siguiente relacién

950,h°, = 050, [¢"ho] (4.1.22)
= 950, [(n° = h*)ho] (4.1.23)
= 050, [1° o] (4.1.24)
= (1" 03)8uhew , (4.1.25)
= 9°0,hg, . (4.1.26)

Es asi que, al aplicarlo en 4.1.21, se deduce la siguiente expresion

1 e
5@ 0uhs, + 070, hy5 — Dl = 0,0, — 1,00 hos + 1,0, 0h) = %Tw L @127)
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Donde el procedimiento anterior encuentra su utilidad al permitir la definicién de una nueva can-
tidad, h,p, denominada como tensor de perturbacién con traza invertida, la cual se caracteriza

como: )
By = hy — 5 (4.1.28)
Esta nueva definicion, al igual que las anteriores, responde a la necesidad de simplificar la formu-

lacion matematica, facilitando una transicion mas natural hacia la teoria newtoniana [37].

A continuacién, a partir de la relacién 4.1.28, se despeja el termino h,,, y dicha expresién se
reemplaza en la igualdad 4.1.27, de modo que se determina la siguiente ecuacion

8¢ 1 . 1 . 1 - 1
7TNV 2 {maﬂ(ha” T §na”h> + 00, (hya + 577,mh) = 0%0a(hyw + §%uh)
- nu,,aaaﬁ(ﬁaﬁ + %nagh) — 0,0,h + n#,,aaaah} ) (4.1.29)

En este punto, se manipula tnicamente el lado derecho de la anterior, de modo que, al realizar los
productos correspondientes y reagrupar los términos con respecto a h 'y h, se deriva el término

1 - 7 - _ 1
5 [(80‘@%” + 00 hya — 0" Oaly — 100 hag) + 5 (0O
+ 0O, Mpah — 0 Oanyuwh — 108 nagh) — 8,0,h + mﬂ“@ah} , (4.1.30)

sobre el cual, es de interés manipular las cantidades contenidas en el segundo paréntesis, tal que,
al modificar los indices por la accion de la métrica de Minkowski, se deduce que

| =

— 5 (0%0uMawh + 0“Oynpah — 0% Ounh — nwﬁo‘aﬁnagh) (4.1.31)
1

= 5(8,,('9“/1 + 0,0,h — 1, 0%00h — 1,,0%0xh) (4.1.32)

= 0,0,h — 1,00 . (4.1.33)

Tras el anterior procedimiento, al sustituir el dltimo resultado sobre 4.1.30, se llega a
1 _ _ _ _
3 (0%0haw + 0%0phyq — 0“0y — nuyao‘ﬁﬁhaﬁ)
+ (0,0 h — 1,00 h) — 0,0, h + 77“,,80‘8(1}11 , (4.1.34)

del cual, es posible simplificar los tltimos cuatro términos. Asi, tras la dltima reduccidn, se deducen
las ecuaciones de campo de Einstein linealizadas, representadas en términos de h,,,, las cuales se
expresan por la férmula:

e _ ] _ i
%Tw = ~10,0°hay + 0,00 — 00 hag — Ohy (4.1.35)

1
2
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Es importante destacar que, con respecto a ésta ultima relacion, en tres de los cuatro sumandos se
evidencia el factor 0“h,,, el cual, en términos generales, puede introducir divergencias desde el

punto de vista fisico en las ecuaciones de campo de Einstein [37].

Para abordar esta problematica sin alterar la fisica subyacente, se busca una transformacién ade-
cuada que elimine dichas inconsistencias. Esto se logra mediante la introduccion de las transforma-
ciones de calibre [36,37]. En el apéndice A.1 se desarrollan con mayor detalle las ideas asociadas

a este tipo de transformacion, permitiendo asi establecer que 9“h,,, = 0.

Por lo tanto, al implementar lo descrito anteriormente sobre la igualdad 4.1.35, se obtiene una
nueva representacion lineal de las ecuaciones de campo de Einstein, las cuales corresponden a

8t 1_-

A T,uy - _émh;w . (4136)
Esta tltima descripcion permite analizar el régimen en el que las teorias gravitacionales de Newton
y de Einstein coexisten.

4.2. Conexion con la teoria Newtoniana

Como se establecié anteriormente, la validez de la teoria de la gravitacion linealizada depende,
esencialmente, de que el campo gravitacional sea débil. Por otro lado, la teoria gravitacional cldsica
también requiere esta condicion, pero ademads precisa que las velocidades sean bajas (v < ¢). Esta
ultima restriccidn, innecesaria en la teoria de Einstein, permite describir particulas relativistas en
campos gravitacionales débiles y dependientes del tiempo, lo que representa una ventaja sobre la
teoria newtoniana [30].

Debido a lo anterior, comprender el marco en el que ambas teorias coexisten resulta de gran inte-
rés, especialmente en el estudio de fendmenos como la deflexion de la luz. El tratamiento fisico
detallado en esta seccion estd basado en 4.1 de [30] y [37], exponiendo los cdlculos intermedios en
dichas referencias.

Para comenzar, se despeja el termino asociado a h de la ecuacion 4.1.36, obteniendo la siguiente

expresion

B 167TGT

28]

Ohy, = (4.2.1)

C4
la cual ha sido representada de esta manera con la intencién de compararla con el cuadripotencial
de la teoria electromagnética, el cual se representa por

OAY = — 47 J" . (4.2.2)

Es evidente que la estructura matemdtica de las anteriores es la misma. Por este motivo, al co-
nocer bien la solucion particular asociada al cuadripotencial electromagnético, se propone que,
por analogia, la solucion de las ecuaciones de campo de Einstein linealizadas posea las mismas
caracterfsticas.
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Dicha solucién particular, implica que la fuente del campo gravitacional satisfaga las siguientes
condiciones:

= Ser estdtica, es decir, la distribucién de masa no cambia con el tiempo, lo que da lugar a un
campo gravitacional estacionario, esta condicion se representa como:

oT,
— =0, 423
Bt (4.2.3)
= No ser relativista, de modo que las velocidades involucradas sean bajas en comparacion con
la velocidad de la luz y que las presiones sean pequeiias con respecto a la densidad de energia
en reposo. Matemdticamente, corresponden a:

1L, p K ,002 . 4.2.4)

En consecuencia, el modelado del cuerpo deflector es andlogo al de un fluido perfecto en reposo
con presiones despreciables’. Esto reduce, como primera aproximacién, al tensor energia-momento
a su componente temporal (Tyy ~ pc? con T;; = 0y Ty = 0), lo que da lugar a que la ecuacién

4.2.1 tome la forma

_ 167G
V2hgo ~ 5 (pc?) . (4.2.5)

En este punto, es importante recordar el potencial Newtoniano, el cual se describe mediante:
V20N = 4nGp . (4.2.6)
De este modo, es posible comparar las ecuaciones 4.2.5 y 4.2.6, permitiendo derivar directamente
la siguiente igualdad
hoo = 4— . 4.2.7)
Esta ultima relacion destaca al solo considerar la contribucion asociada a la componente temporal

del tensor h,,,, evidenciando que, bajo las condiciones impuestas, el resto de sus componentes
resultan ser nulas.

A partir de lo anterior, pueden calcularse todas las componentes del factor de perturbacion. Para
ello, se emplea la expresion 4.1.28, descrita en términos de la métrica de perturbacién con traza
invertida, es decir

_ 1 -
Py = by — inuyh ) 4.2.8)

Mientras que, al calcular la traza de h, se obtiene:
B = 1% = 42N 4.2.9
=" w =1 00 — ? ()

3Para un andlisis detallado, véase la discusién sobre el limite Newtoniano en la seccién 3.4 de [30] y el capitulo
2.10 de [38]
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En consecuencia, para determinar hgg, se sustituye este tltimo resultado en la ecuacién 4.2.8, de
manera tal que, la componente temporal del término de perturbacion corresponde a:

Oy 1 Dy Dy
=4— — - 4—) =2—. 4.2.1
hoo 2 27700( 2 ) 2 ( 0)

Ahora bien, ya que los términos fuera de la diagonal son nulos por la accién de la métrica de
Minkowsky, las componentes sobre la diagonal adoptan la siguiente forma

1 Dy
hii =0 — -nii(4—
5 (4

Py
Para concluir, es posible representar los ultimos resultados por medio del elemento de linea. Asi,
al tomar la definicién general, ds* = g, dz*dz” y reemplazar la igualdad 4.1.1 sobre la misma, se
obtiene que

ds® = (N, + hy)dz'dz” . (4.2.12)

Al representar anterior expresion en coordenadas cartesianas y considerando lo determinado en las
ecuaciones 4.2.10 y 4.2.11, se concluye que el elemento de linea asociado a un espacio-tiempo
caracterizado por una perturbacién infinitesimal se representa matematicamente como:

o i
ds? = (1 + 2C—§> Adt? — (1 - zc—f) (dz® + dy? + d=?) . (4.2.13)

Particularmente, es posible determinar la representacion matricial del factor de perturbacién a par-
tir de 4.2.13. En donde, si se describe el potencial gravitacional newtoniano como ¢y = —GTM, se
obtiene finalmente que:

—xM 0 0
66 _2GM 0 0
has = | 5 M (4.2.14)
0 0 662 _2GM

rc?

Las relaciones 4.2.13 y 4.2.14 corresponden respectivamente a 4.12 y 4.11 de la referencia [30].

Lo desarrollado a lo largo de esta seccion es fundamental, ya que, al analizar el régimen comun a
ambas teorfas gravitacionales, se dedujeron cada una de las componentes de la métrica que describe
un espacio-tiempo perturbado. Esto proporciona la posibilidad de estudiar el comportamiento de
los cuerpos a través de las ecuaciones de movimiento del sistema.

4.3. Ecuaciones de movimiento y el principio de Fermat

Una manera formal de determinar la ecuacion de movimiento de una particula libre en el contex-
to de la relatividad general, es mediante la aplicaciéon del principio variacional de Hamilton en
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la accién® del sistema. Es decir, el movimiento entre dos puntos debe ser tal que la accién sea
estacionaria [39].

Para introducir esta condicion, es necesario implementar un nimero real que parametrice los puntos
a lo largo de las lineas de mundo’. En el contexto relativista, la mejor opcion es el tiempo propio.
Sin embargo, detallar cada linea de mundo respecto a su tiempo propio impide describirlas todas
dentro de un mismo conjunto de valores. Por este motivo, se recurre a la coordenada temporal
ordinaria ¢ [30,40].

Con base en lo anterior, la condicidén variacional sobre la accion estacionaria es descrita matemati-
camente por

to
55_5/ L£dt =0, 4.3.1)
t1

permitiendo asi, deducir las ecuaciones de movimiento por medio de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, las cuales se representan como:

d oL oL

La Figura 1 ilustra el principio variacional de Hamilton, al considerar, como la coordenada gene-
ralizada ¢ traza maltiples trayectorias en el espacio de configuraciones, a medida que el sistema
evoluciona. La linea s6lida de color negro corresponde a la trayectoria con una accién estacionaria
(dS=0) [30].

it

Figura 1: Ilustracion del principio variacional de Hamilton, donde cada linea representa una trayectoria
distinta en el espacio de configuraciones. Se destaca en particular la linea negra, asociada a una accién
estacionaria.

Por otro lado, el principio de Fermat establece que la trayectoria que sigue la luz al propagarse de
un punto a otro es tal que el tiempo empleado para recorrerla debe ser estacionario con respecto

“4La accién es una funcional que se define como la integral en el tiempo de la lagrangiana del sistema, evaluada a
lo largo de una trayectoria ¢(t) especifica [39].
>Una linea de mundo es la trayectoria que sigue un objeto en el espacio-tiempo.
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a las posibles variaciones de la trayectoria. Este principio permite un enfoque alternativo en el
estudio de las trayectorias de los rayos de luz al hacerlo desde el marco de la 6ptica geométrica [33].

Con el fin de introducir el concepto anterior en el contexto relativista, se considera que el elemento
de linea del espacio-tiempo estd dado por ds* = g,,dz"dz”, el cual describe la presencia de un
campo gravitacional que se asume constante. Ahora bien, los rayos de luz se caracterizan por seguir
una trayectoria nula en el espacio-tiempo, es decir, ds*> = 0. Este resultado permite expresar la
coordenada temporal como una funcién de las coordenadas espaciales [41,42], 1a cual, al integrarse
a lo largo de la trayectoria, define la accion del sistema. Al extremarse dicha accidn, se obtiene el
principio de Fermat, cuya expresion en este contexto es:

5/(1950 = 6/(cdt) =0. (4.3.3)

Aunque fisicamente se trata de dos conceptos distintos, el procedimiento anterior muestra una
equivalencia matematica que permite interpretar la variacién de 2° de manera andloga a la varia-
cién de la accidén en el principio de Hamilton [42]. Ademas, de acuerdo con [43], el principio de
Fermat es aplicable en contextos mds generales, como en métricas arbitrarias, estacionarias y no
estacionarias.

Lo concluido en esta seccidn permitird estudiar el dngulo de deflexién no solo desde la perspectiva
relativista, sino también desde una mds proxima a la 6ptica geométrica [33], brindando asi al
desarrollo tedrico de las lentes gravitacionales un marco mas general sobre el cual sustentarse.

4.4. Angulo de deflexién debido a una masa puntual

El 4ngulo de deflexion es una manifestacion fisica que resulta del cambio en la trayectoria de un
haz de luz debido a la deformacién del espacio-tiempo por la presencia de una distribucién de masa
[34]. En esta seccion, dicha magnitud fisica serd determinada desde una perspectiva simplificada,
de modo que, la distribucién de masa pueda aproximarse bajo ciertas condiciones por una masa
puntual. Lo desarrollado aqui corresponde al desglose de los cédlculos descritos en los capitulos 2.2
y 2.1 de las referencias [33, 34], respectivamente.

Asi pues, de lo concluido en la seccidn anterior, se realiza el andlisis desde la perspectiva de la
Optica geométrica, lo que lleva a interpretar la deflexion de la luz como un fenémeno de refraccion.
Para esto, se introduce un indice de refraccion efectivo, definido como:

Togg = — | 4.4.1)

Veff
donde v es la velocidad coordenada de la luz medida por un observador situado en las lejanias
del cuerpo deflector®. Se introduce la denominacién “efectivo” porque, en este contexto, no hay
un cambio real de medio. En su lugar, el anterior corresponde a una herramienta matematica util

5La luz siempre viaja a c localmente; ver > ¢ es un efecto puramente coordenado debido a la distorsion del
espacio-tiempo.
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para describir como la gravedad modifica la trayectoria y la velocidad de la luz en presencia de un
campo gravitacional.

Ahora bien, es posible escribir el diferencial en el principio de Fermat, en términos de n.g, tal
como se demuestra a continuacion

dt:ﬂ: Neff

di . (4.4.2)

Veff c

Asi es factible describir el anterior principio bajo la igualdad

5 / Negs(T)dl = 0. (4.4.3)

En este punto, se recuerda que el elemento de linea descrito corresponde a un espacio-tiempo
plano perturbado. Sin embargo, la solucién de Schwarzschild permite una interpretacion andloga a
grandes distancias. Al considerar un espacio-tiempo deformado inicamente por una distribucién de
masa esféricamente simétrica, estacionaria, sin carga ni momento angular; en el limite asintético,
el cuerpo deflector puede modelarse como una masa puntual con un campo gravitacional débil, de
modo que puede interpretarse como una perturbacion infinitesimal sobre la métrica de Minkowski.
Lo descrito con anterioridad brinda la posibilidad de encontrar una equivalencia entre la métrica
de Schwarzschild y la métrica linealizada. Este procedimiento se desarrolla en el apéndice A.2.

Asi, para continuar, se tiene que el elemento de linea de Schwarzschild, en el limite asintético, se
describe aproximadamente como

20 2
ds? ~ (1 + N) Adt? — (1 - N) (dz)? . (4.4.4)

c? c?

Sin embargo, se establecié previamente que los rayos de luz satisfacen la condicién ds? = 0. De
este modo, es posible analizar como se ve afectada la luz al interactuar con el campo gravitacional
mediante el término |dZ |/dt en la igualdad 4.4.4. Con ello, se desarrolla el siguiente resultado

1 1
dz| 1+ 22y 20 2 205\ 2
E = Veff = C 1_—2% =c|1+ 2 1-— 2 . (445)

Dicho esto, al considerar que QTQN < 1, es posible expandir los binomios de modo que al considerar

términos solo de primer orden, se deduce que

d ® 20
Vi A C (1 + —;V> <1 + —;V) ~c (1 + QN) . (4.4.6)
C C C

Lo que permite, por medio de la definicidn del indice de refraccion, comparar las velocidades de
la luz dentro y fuera de la influencia del campo gravitacional. De acuerdo con la ecuacién 4.4.1, se
obtiene que el indice de refraccion efectivo es:

2P
Nefr = —— ~ <1 - ;V) . 4.4.7)

Ueff c
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Ahora bien, este dltimo es funcién de la trayectoria que sigue la luz, ya que esta determinado por el
campo gravitacional. Por lo tanto, el indice de refraccion efectivo se puede denotar como n.g [Z(1)],
lo que permite reescribir la ecuacion 4.4.3 de la siguiente manera

5 / Negs [Z(1)] Al = 0 . (4.4.8)

Considerando lo descrito sobre el principio variacional, el pardmetro que minimiza la accién es la
coordenada temporal ¢. Por lo tanto, la igualdad anterior puede parametrizarse respecto al tiempo,

obteniendo la expresion
dz

O | ne|Z(E)] | —

ett [Z(1)] |
de manera que, el argumento de la integral puede interpretarse como la lagrangiana del sistema. Por
lo tanto, es posible deducir las ecuaciones de movimiento mediante la resolucion de las ecuaciones
de Euler-Lagrange, las cuales, en este caso, corresponden a

d oL oL

dt =0, (4.4.9)

Para determinar una solucién analitica, en primera instancia, se desarrolla la siguiente derivada
oL 0 dz

parcial
3 = 2 (nar 01|57 ) = (P

Asi mismo, al analizar la derivada entre paréntesis, se deduce que

dz
) = Negr [T(1)] ( g_; ) : (4.4.12)

dt

(4.4.11)

dz
de |’

oL 0

laz
o(dz/dt) — a(dz)/dt) (”ff 20

dt

En consecuencia, al sustituir los dos dltimos resultados en la relacién 4.4.10, se determina que las
ecuaciones de movimiento que gobiernan al sistema son:

d & .\ |dz
— | et [FO] | 1557 | | — (Vnew) | 57| =0 4.4.13
% [nff[x( )] ( i )] (Viterr) | = (4.4.13)
Para continuar, se impone la siguiente condicién |dZ/dt| = ¢ por facilidad en la notacién. Con
esto, la férmula 4.4.13 puede describirse por
1d dz -
—— | Nest— | = Vg . 4.4.14
cdt <nffdt) CV Teff ( )

De manera que, al desarrollar la derivada temporal y aplicar la regla de la cadena sobre el indice
de refraccion efectivo, se determina que

d dz d*7  dF (= dx
E (neffa) = neff@ + E (Vneff : E) y (4415)
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., . 27 . . . .,
la cual, al ser reemplazada en la expresién 4.4.14 y despejar LZn., se obtiene la siguiente relacion
dt2 €
matematica

1 d?z d7 (= dr -
2 L Fner- S | = Ve 4.4.1
c {n Ly + 1 (Vﬂ ff dt)] Vet ( 6)
42z ) = A7 (= a7
@neﬁ =C (Vneff) - E (Vneff . E) . (4417)

Donde el elemento entre paréntesis en el segundo término en el lado derecho de la igualdad re-
presenta la variacién del indice de refraccion a lo largo de la trayectoria del haz de luz’. Aunque
este término no es necesariamente nulo a lo largo de la trayectoria completa, su contribucién se
cancela, ya que el cambio en la direccion del haz es generado inicamente por la influencia de las
componentes perpendiculares a su desplazamiento.

En consecuencia, se obtiene que n.¢ describe como varia la velocidad de propagacién en la di-
reccion perpendicular a la trayectoria del rayo, dando lugar asi a su curvatura. Por este motivo,
se introduce la representacion explicita de esta caracteristica por medio de V | neg. Asi, tras lo
discutido, se tiene que la ecuacion 4.4.17 toma la forma

d2z 1 =

— = —Ving, (4.4.18)

dt s
la cual, puede simplificarse al considerar que VInz = %Vm. En consecuencia, se deduce final-
mente que las ecuaciones de movimiento del sistema son

d2z
dt?
La deduccidn de las anteriores permite analizar el comportamiento de los rayos de luz en el espacio-

tiempo de interés. Para esto, se considera el indice de refraccion efectivo descrito en la ecuacion
4.4.7, de manera que las ecuaciones de movimiento toman la siguiente forma

27 - 2Py
@ ~c'V, {ln (1 — 2 ):| , (4420)

= A(V. Inne) - (4.4.19)

sobre la cual, al expandir en series de Taylor el logaritmo natural, y dado que el campo gravitacional
es débil (| ‘I;—QV| < 1), se consigue la aproximacion descrita a continuacién

20 20
[m (1 - —2N>} ~ -, (4.4.21)
C

C

de manera que, al sustituir lo anterior en la relacion 4.4.20, se deduce finalmente que las ecuaciones
que describen el sistema fisico estdn caracterizadas por

d*z
dt?

7Este término corresponde, matematicamente, a una derivada direccional, la cual se determina para una funcién
f(z,y) en la direccién del vector unitario & = (uy, uz) en el punto (a,b) como: D, f(a,b) = Vf(a,b) - .

~ 2V, Dy . (4.4.22)
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En este punto, se evidencia la ventaja interpretativa brindada por la 6ptica geométrica. Al para-
metrizar el trayecto del haz de luz por Z(t), se tiene, por definicion, que dz/d¢ es tangente a su
trayectoria. Es decir, es posible representar el dngulo de deflexiéon mediante la relacion entre las
componentes de la velocidad del haz de luz a lo largo de la trayectoria, como se muestra en la
Figura 2.

UL

Figura 2: Visualizacién de la deflexién de la luz como resultado del cambio en la componente perpendicular
de la velocidad del rayo, en presencia de un campo gravitacional débil. Las proporciones han sido exageradas
con fines didacticos.

De este modo, para analizar el cambio en la velocidad del haz de luz que da lugar al dngulo de
deflexion, se introduce la siguiente relacion

AT = /6dt. (4.4.23)

Ahora bien, es de interés describir la relacién anterior a lo largo de la trayectoria del rayo de luz.
Para ello, al considerar que este se propaga Unicamente en la direccioén z y dado que se satisface
la condicién ds? = 0, se deduce que cdt = dz. No obstante, para realizar esta modificacién, es
necesario introducir la aproximacion de Born, la cual permite asumir que la contribucién principal
del potencial gravitacional proviene a lo largo de la trayectoria no perturbada. Esto se justifica en
el caso de potenciales gravitacionales débiles, donde las diferencias entre las trayectorias reales y
aproximadas son despreciables.

Con esto en mente, se tiene que la componente perpendicular del campo es la que induce la de-
flexion sobre la trayectoria no perturbada del haz de luz. De esta manera, el cambio de direccion
puede ser analizado desde un plano transversal a la direccion de propagacion del rayo incidente.

Las Figuras 3 y 4, ilustran de manera didactica, en coordenadas cartesianas, la diferencia entre
la deflexion real de un haz de luz y su aproximacién con respecto al centro de masa (CM), con-
siderando una distribucidén de masa acorde con la solucién de Schwarzschild. Particularmente, la
Figura 3 representa como el angulo de deflexion varia a lo largo de la trayectoria, como resultado
de la deformacion del espacio-tiempo generada por una distribucidén de masa con geometria esféri-
ca. En contraste, la Figura 4 ilustra la deflexion desde un enfoque simplificado, es decir, el dngulo
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Q
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xT
Figura 3: Descripcion de la deflexién real de un Figura 4: Deflexién de un haz de luz bajo la
haz de luz debida a una distribucion de masa es- aproximacion de Born, donde el dngulo se mi-
férica, donde el dngulo de deflexién varia a lo de por el cambio de direccién respecto al plano
largo de la trayectoria. transversal a la trayectoria no perturbada.

se mide a partir de un Unico punto sobre un plano transversal a la trayectoria no perturbada, y el
cuerpo deflector también se representa sobre ese mismo plano.

De lo establecido, es posible representar la ecuacién 4.4.23 como una integral sobre la coordenada

espacial z, es decir

AT =~ 1/d’dz . (4.4.24)

@)

En donde, al describir la aceleraciéon como @ = d>7 / dt?, es correcto introducir la relacién 4.4.22
sobre la anterior igualdad, dando lugar a

Av~ L / (—=2V Py ) dz . (4.4.25)

O

Por otro lado, se caracteriza la velocidad del haz de luz que interactia con el campo gravitacional
como
U =17, + AU, (4.4.26)

en donde se asume que || ~ c.

Ahora bien, del andlisis sobre el indice de refraccion efectivo, se tiene que el cambio en la velocidad
se da en direccion perpendicular a la de propagacion, es decir, Av = ¥/, mientras que a lo largo
de la trayectoria no existe una variacion en la velocidad (aproximacién de Born), esto es, || = c.
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De este modo es posible realizar una equivalencia entre lo descrito y la expresion 4.4.26, como se
representa a continuacion
U=+ AV =) + U, (4.4.27)

tal que, para satisfacer |U| ~ c, se requiere que |0, | < |U}|. En otras palabras, la desviacion tan-
gencial que experimenta el rayo debido a la presencia de un campo gravitacional débil es pequenia
en comparacion con su direccion de propagacion, lo que resulta en una curvatura sutil que no altera
significativamente la rapidez total del haz de luz.

Por su parte, el dngulo de deflexion, de acuerdo a la Figura 2 es definido de la siguiente manera:

tan(|@|) (4.4.28)

Sin embargo, al considerar lo discutido anteriormente, se concluye que la magnitud del dngulo en
cuestion es muy pequefia, lo que permite introducir la aproximacién de dngulo pequefio (tanx ~
x). De este modo, el dngulo de deflexion, como vector, puede representarse mediante

Quy

s 9 L
N~ / V Dy dz. (4.4.29)
U” C

Para la determinacién en el caso de un cuerpo deflector puntual, se tiene que, a grandes distancias
y bajo las aproximaciones de campo débil, como la de Born, es posible considerar la distribucién
de masa descrita en la Figura 4 como puntual. Ademas, se introduce el pardmetro de impacto (E ),
el cual representa, sobre el plano zy, la distancia a la que el haz de luz comienza a ser deflectado
con respecto al centro gravitacional de la distribucion de masa.

Asi entonces, se considerard la forma del potencial newtoniano asociado a una masa puntual, dado

or &y = =EM_Jonde la magnitud del vector de posicién 7 se expresa en términos del pardmetro
'

de impacto y la coordenada axial como: r = /&2 + 22. Para determinar el dngulo de deflexion
generado por una distribucién de masa puntual, en primera instancia se desarrolla la representacion
del gradiente del potencial en coordenadas cilindricas. Dada la simetria axial del cuerpo deflector,
el gradiente se simplifica a:

- o0 .
Vo= gete (4.4.30)

Por ende, el dngulo de deflexion resulta:

2 [ 0 —-GM R
= = /_OO 3_§ (W 5) €edz . (4.4.31)

Al desarrollar en primera instancia la derivada, se obtiene que esta operacion es igual a

Q.

-GM
(62 + 27)2

GM
(28)ée = _GME ée (4.4.32)

(62 +22)2

5, -GM '\ . 1
o€ V& + 22 “T73
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permitiendo asi, que al sustituir el resultado anterior en la expresion 4.4.31 se obtenga la igualdad
descrita a continuacién

L 2GMe . [> 1
i = G2 fég/ Wolz, (4.4.33)
—00 + 2°)2

Cc

tal que, es posible resolver la integral mediante el cambio de variable u = z/&, es decir

< 1/~ du 2 1 R
S, Y AL N < 4434
/—oo (€2 + 22)2 § &2 /—oo (14+u2)s & (\/1—|—u2) 'oo &2 ( )

Finalmente, al sustituir el valor de la integral sobre la ecuacion 4.4.33 se determina que el dngulo
de deflexion debido a una distribucién de masa puntual esta caracterizado por

AGM _ AGM €
= eg = 02 ? .

3£

Esta ultima corresponde a la férmula 2.41 de la referencia [33], mds sin embargo es posible ser
deducida desde otros enfoques, como lo describen las fuentes [30, 44]

Oy

(4.4.35)

Es necesario mencionar que, en general, la deduccién del dngulo de deflexion mediante esta apro-
ximacién es correcta. Sin embargo, en casos especificos, como cuando la lente es muy compacta
(estrella de neutrones o agujero negro), la solucién deja de ser viable dado que los fotones inter-
actian con un campo gravitacional extremadamente fuerte. Es posible determinar un dngulo de
deflexion para estos casos puntuales, pero la solucién requiere de un enfoque numérico.

4.4.1. Comparacion numérica entre la solucion exacta y la aproximacion

Con el objetivo de evaluar la validez del resultado anterior, se analiza numéricamente el movimien-
to de una particula (o fotén) en caida libre dentro de un potencial gravitacional estético e isétropo.
El elemento de linea que describe este sistema en su forma mds general es:

ds* = B(r)dt* — A(r)dr? — r*d6* — r*sin”® d¢* . (4.4.36)
La magnitud del dngulo de deflexion se determina estudiando las geodésicas del sistema. Ahora

bien, dado que el cédlculo de ésta cantidad es complejo y excede el alcance del presente trabajo, se
recurre a los resultados reportados en [30,33,44,45]. Asi, el dngulo de deflexion se expresa como:

G=2 [m[A(r)] [(%)2 (BB(E”:;)) _ 1] - % — (4.437)

donde r,, corresponde a la distancia minima de aproximacion del foton al centro de la lente gravi-
tacional.

N
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De forma particular, si se considera la solucién de Schwarzschild, B(r) = 1—2GM/rc*y A(r) =
B(r)™!, y bajo la eleccién de coordenadas que confinan la trayectoria al plano ecuatorial (6 =
7/2), la integral tiene como solucién exacta a:

4G [rmm
G =—m+ | F(¢,m) . (4.4.38)
C S
En donde
s =/ (rm — 2M)(rp, + 6M) , (4.4.39)
¢ d
F(¢,m) = / 14 : (4.4.40)
0 v/1—msin®¢p
— M
m = 5T T OM (4.4.41)
2s
2
= arcsin \/37’m — gM e (4.4.42)

siendo F'(¢, m) una integral eliptica de primera clase.

Particularmente, ésta solucion permite la deduccion del d&ngulo de deflexion determinado por medio
de la aproximacion de campo débil, al considerar que la distancia minima a la cual pasa el fotén
es mucho mayor que el radio de Schwarzschild® [45], es decir, si se tiene que r > 7, > 1, la
ecuacion 4.4.37 es igual a:

AGM

a = W , con f S (4443)

Una manera de evaluar la validez de la aproximacion del dngulo de deflexién es considerar la
relacién de este respecto al parametro de impacto. Al representar tanto la solucién numérica como
la obtenida desde la aproximacién lineal, se observa que, al alejarse de la lente, ambas soluciones
son congruentes, mientras que, al acercarse, las soluciones divergen completamente.

La Figura 5 estd basada en el c6digo de [33], el cual describe el comportamiento de ambas solu-
ciones (bajo la influencia de un campo gravitacional fuerte) en funcién del pardmetro de impacto
&, el cual se encuentra descrito en relacion al radio de Schwarzschild. Se aprecia el punto en el cual
la solucién numérica diverge, correspondiente a ¢ = 3v/3G M /c? (linea verde), representando fi-
sicamente el punto en el cual el foton ya no logra escapar del campo gravitacional, manteniéndose
asi girando alrededor de la distribucidén de masa. Por otro lado, demuestra cémo ambas soluciones
son congruentes a partir de ~ 7r, [33,45].

8El radio de Schwarzschild describe el horizonte de eventos debido a un agujero negro estitico, matematicamente
es descrito como rg = 2GM /.
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—— Solucién exacta
————— Aprox. limite de campo débil

e £ = 3\;§/2M

2n

3n/2

a(&) [radianes]

/2

3 4 5 6 7 8 9 10
£[2GM/c?]

Figura 5: Angulo de deflexién asociado a un agujero negro estatico de 3 masas solares, mostrando la apro-
ximacién en el limite de campo débil y la solucién numérica, en funcién del pardmetro de impacto.

4.5. Angulo de deflexién debido a una distribucién continua de
masa

El dngulo de deflexion determinado con antelacién, si bien resulta una aproximacion util en el
andlisis tedrico, es insuficiente para la investigacion cientifica al describir un fendmeno fisico a
partir de una distribucion de masa inexistente en la naturaleza. Por lo tanto, para analizar el &ngulo
de deflexion desde una perspectiva més realista, se considera modelar el cuerpo deflector como
una distribucion continua de masa. Los célculos que se presentan a continuacion se basan en las
secciones 2.4 de [33], 2.1 de [29] y 2.2.1 de [34].

Anteriormente, se recurrié al marco de la dptica geométrica para analizar las trayectorias de los
haces de luz. Sin embargo, dicho enfoque también permite considerar la aproximacién de lente
delgada, la cual se justifica en el hecho de que el tamafio fisico de los objetos es insignificante
en comparacion con las distancias involucradas en el fendmeno de lente gravitacional [34,46]. En
consecuencia, los cuerpos deflectores se describen por la proyeccion de su distribucién de masa
sobre el plano tangente a la trayectoria no perturbada, y al ser esta proyeccion la responsable de la
desviacion de la luz, es correcto denominarles como “lentes”.

Para desarrollar esta idea, se describe la lente a través de su densidad volumétrica (p), desde la cual
se introduce el concepto de densidad superficial de la lente (), que corresponde a la cantidad de
masa por unidad de drea en el plano de la lente. Matematicamente, se representa como:

2(€) = /,0( © 2)dz . (4.5.1)

Ahora, dada la distribucién del cuerpo deflector en el plano, es posible analizar el dngulo de defle-
xion a partir de los diferenciales superficiales asociados a la lente. Esto se representa en la Figura
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6, donde se considera una fuente puntual que emite un haz de luz, el cual es deflactado por el
elemento dM de la lente. La descripcion de esta contribucion se realiza en términos del vector £”.
Ademds, se especifica que CM representa el centro de masa de la proyeccién del cuerpo deflector.

Fuente puntual
L]

Plano de la fuente

CM

Plano de la lente

Obs

Figura 6: Representacion gréfica del diferencial del angulo de deflexidon, considerando la proyeccién sobre
el plano de la lente de una distribucién continua de masa con geometria arbitraria. Se ilustra el 4ngulo total
de deflexién en funcién del vector originado en el centro de masa (CM).

De acuerdo con lo anterior, la ecuacion 4.4.35, toma la forma:

_4G(M) &

2 éﬁ

(o]

d (4.5.2)

Ahora bien, al introducir la definicién de densidad p = dM/dV y sabiendo que es posible repre-

sentar el diferencial de volumen de la lente’ como dV = dg’ dz, se encuentra que el elemento
diferencial de masa de la lente (d M) es igual a

dM = pd€dz, (4.5.3)
tal que al sustituir este resultado en la relacién 4.5.2, se determina lo siguiente

AG(pd€'dz) 5_7’

da = 2 5”2 .

(4.5.4)

9El vector ¢’ caracteriza la posicién del diferencial de masa de la lente con respecto al centro de masa de la misma.
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Asimismo, se observa en la Figura 6 que es posible representar al vector £” en funcién de £'. De
este modo, el 4ngulo de deflexion infinitesimal se describe mediante:

4G(pde'dz) €&
¢ jE-gp
Para obtener el dngulo total de deflexion, se integra la expresion anterior sobre todo el espacio,

distinguiendo asi dos integrales: una a lo largo de trayectoria del haz en la direccion z, y otra sobre
la proyeccion de la lente en el plano, tal que

da = (4.5.5)

4G £-¢8

el término contenido entre paréntesis corresponde a la definicion de la densidad superficial de la
lente. Asi, al sustituir la ecuacion 4.5.1 en la anterior, se determina finalmente que:

Oy

- 4G S
¢ Jg g€’

Dado que el procedimiento anterior se basa en lo establecido para una lente puntual, se considera
que la ecuacién 4.5.7 es valida siempre que el haz de luz deflectado permanezca cerca de la trayec-
toria original sin perturbaciones significativas. Aunque esta condicién puede parecer restrictiva,
en realidad se cumple en la mayoria de los casos, como por ejemplo para el dngulo de deflexion
causado por una galaxia o por un cimulo de galaxias [29].
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Capitulo 5

Fenomeno de lente gravitacional

El efecto de lente gravitacional se refiere al fendmeno en el que la luz de un objeto distante se curva
y se distorsiona debido a la existencia de un campo gravitacional, producido por la presencia de
uno o multiples cuerpos masivos. Dada la variedad de objetos celestes existentes, este fendmeno
se caracteriza en tres subdreas: fuerte, débil y micro.

Algunas de sus aplicaciones incluyen la estimacion de parametros cosmoldgicos, su uso como
telescopios naturales, por ejemplo, en la busqueda de exoplanetas, y la medicién de distribuciones
de masa en el universo. Esta dltima es un drea de gran interés en la investigacion, dado que el
fendmeno gravitacional es sensible a todo tipo de materia, tanto ordinaria como oscura [29, 30].

En el marco de este trabajo, el efecto de lente gravitacional fuerte es de especial interés, ya que
describe una llamativa consecuencia de este fendmeno, la formacién de multiples imdgenes. Estas
surgen bajo ciertas condiciones, como una alineacion casi perfecta entre observador, lente y fuente,
ademads de que la densidad asociada al cuerpo deflector sea lo suficientemente alta para que algunos
de los haces de luz deflectados converjan hacia el observador [33, 34].

El estudio de las imdgenes formadas bajo el efecto de una lente gravitacional fuerte se perfila como
una herramienta til en la investigacion contempordnea, ya que permite estudiar por ejemplo, la
distribucién de materia (ordinaria y oscura) en galaxias y cimulos de galaxias [34,47-51].

En el desarrollo de este capitulo se presentan de manera formal los conceptos necesarios para
comprender la formacién de imédgenes en un sistema de lente gravitacional, respetando tanto las
aproximaciones como el enfoque geométrico considerado en la deduccién del dngulo de deflexion
en el capitulo anterior.

5.1. Ecuacion de la lente

Como punto de partida, es fundamental comprender los elementos que constituyen un sistema de
lente gravitacional, la manera en que estdn relacionados y como de su andlisis, se puede deducir la
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ecuacion que describe su interaccion. Esta seccion sigue y desarrolla los pasos intermedios de las
referencias [33, 34, 44].

De manera general, un sistema de lente gravitacional considera la formacién de una o varias ima-
genes (/) como consecuencia de la interaccion entre la lente (L) y los rayos de luz provenientes de
una fuente (5) con respecto al observador (O).

Dado que existen diversas configuraciones posibles para el cuerpo deflector, resulta oportuno tomar
como punto de partida el caso mas simple, es decir, cuando la lente corresponde a una distribucion
de masa puntual. como se muestra en la Figura 7.

W

<

(ol

- e — - === = >
D i el d

, ]
|
|
< } ) ) t } - Eje dptico

Figura 7: Configuracién en una dimension de un sistema lente gravitacional debido a una masa puntual.

Con respecto a la parte espacial, las distancias que caracterizan al sistema son: distancia entre
observador y lente (Do), distancia entre observador y fuente (Do) y distancia entre lente y fuente
(Dprs). La unidad de medida de las anteriores es el megapdrsec [Mpc|. La presentacion tedrica
como la justificacion de la adicion de las mismas en el contexto de la cosmologia se presentan en
el Apéndice B.

Por otro lado, es posible expresar la posicién de cada uno de los objetos mediante un dngulo
respecto al eje optico’, denotandolos como: posicién de la fuente (3) , posicién de la(s) imagen(es)
(6), posicion de las imdgenes respecto a la posicion de la fuente («) y finalmente el dngulo de
deflexién (&). La unidad correspondiente a estos dngulos es el arcosegundo [arcsec].

Ahora bien, dado que el orden de magnitud de las distancias que componen el sistema es signifi-
cativo respecto al tamafio angular de los objetos, es sensato considerar la aproximacién de dngulo
pequeiio (tan x ~ z). En consecuencia, se obtiene:

[ a b

0~ — , ar — , B~ —.
Dos Dys Dos

(5.1.1)

"Por definicién el eje 6ptico es la linea imaginaria que conecta el observador, con la lente gravitacional.
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Ahora, al sustituir las expresiones previas en [ = a + b, se deduce la ecuacién
0Dos ~ fDops + aDyg . (5.1.2)

Con el objetivo de obtener una igualdad que relacione tnicamente los términos angulares del sis-
tema, se define al dngulo de deflexion reducido como

_Drs
a=a , (5.1.3)
Dos

permitiendo asi que, al reemplazar este resultado en 5.1.2, se obtenga la denominada ecuacién de la
lente para un sistema de lente gravitacional, siendo representada por la siguiente férmula escalar:

f=0—a). (5.1.4)

Se destaca que, en el capitulo anterior se determiné el dngulo de deflexion como una cantidad
vectorial al ser representado en el plano de la lente, esto implica entonces, que la ecuacién de la
lente puede ser descrita también como una relacion vectorial, es decir:

-

B=60-aeo). (5.1.5)

Si bien la descripcion angular permite estudiar el fendmeno de manera dptima en casos como
el de una masa puntual, para configuraciones mas complejas no resulta conveniente debido al
tratamiento matemadtico requerido. Por este motivo, se busca introducir una notacién adimensional.
Cabe resaltar que dicha notacion no solo facilita una descripcion més préctica en los célculos, sino
que también corresponde a una de las convenciones més utilizadas en articulos dedicados al anélisis
de lentes gravitacionales.

Para ello, se considera una escala de longitud arbitraria &, en el plano de la lente, la cual, al ser
proyectada sobre el plano de la fuente, tendrd asociada una magnitud 7y, como se representa en la
Figura 8. A partir de lo anterior, se deduce la expresion:

Dos
Dor

no = &o (5.1.6)

De esta manera, es posible caracterizar dos vectores adimensionales: ¥, que se encuentra en el
plano de la lente e indica la posicion de las imagenes, y ¥/, que se ubica en el plano de la fuente y
sefala la posicion del cuerpo emisor. Asi, se establece que:

i=& =T (5.1.7)
€o Mo
A su vez, de la configuracién geométrica se resuelve:
;_ £ g1
0 = , B=———. (5.1.8)
Doy, Dos
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Trabajo de grado

Plano de la fuente

Y3 7

O

Figura 8: Ilustracién del sistema de lente gravitacional en su configuracion vectorial. La caracterizacion de

&0 y mo permite introducir la notacién adimensional.

De modo que, al sustituir 5.1.8 en la igualdad 5.1.5 se obtiene

DLOS _ DiL _ &), (5.1.9)
en la cual, se introducen los vectores adimensionales, reformulando la expresion como:
zjggs - fogL —a(d). (5.1.10)
Ahora, al considerar la relacion 5.1.6, y reorganizar los términos se deduce que la ecuacién 5.1.10
toma la forma:
j=7— Dg&(% (5.1.11)

(5.1.13)

es
30
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Dadas las caracteristicas bidimensionales de las lentes gravitacionales, una representacion menos
empleada, pero ttil en el andlisis de geometrias complejas, es la matricial. Esta permite expresar
la ecuacién de la lente en coordenadas cartesianas y en notacién adimensional como

| _ |1 _ | (1, 22) (5.1.14)
Y2 L2 ay (z1,22)] o
En esencia, la ecuacion de la lente en un sistema de lente gravitacional describe, desde la perspec-

tiva del observador, la relacion entre la posicién de una imagen observada y la posicion real de la
fuente, en coordenadas cartesianas, considerando el 4ngulo de deflexién inducido por la lente.

Aunque esta expresion es til para el estudio de sistemas de lente gravitacional, en gran parte
de la literatura la ecuacién de la lente se expresa en funcién del potencial gravitacional, ya que
esto permite una conexion mas directa con la distribucion de masa de la lente. A continuacion, se
analizard la relacion entre estas cantidades.

5.2. Potencial gravitacional

Como se demostré anteriormente, en el limite de campo débil, el potencial gravitacional esta aso-
ciado a la curvatura del espacio-tiempo, convirtiéndose en una herramienta fundamental para el
estudio de la deflexién de la luz. Particularmente, en el marco de las lentes gravitacionales, es
relevante comprender la relacion entre las caracteristicas del cuerpo deflector y la forma de su po-
tencial, ya que la formacion de imagenes y sus propiedades estdn directamente relacionadas con
estas.

Esta seccion toma como referencia los apartados 3.2 de [33], 2.2 de [29], 2.2.3 de [44] y 16.2 de
[52]. Sin embargo, aqui se desarrollan los pasos intermedios que no se abordan en dichas fuentes.

En primera instancia, se analiza la relacion entre la distribuciéon de masa del cuerpo deflector y
su potencial gravitacional. Esta relacion se establece mediante la ecuacién de Poisson?, la cual se

expresa matematicamente como: . B
V2®(€) = 4nGp(€) . (5.2.1)

Es de interés describir la anterior en dos dimensiones, de manera que sea coherente con la descrip-
cién sobre el plano de la lente. Asi, al integrar 5.2.1 sobre la coordenada de propagacién del haz
de luz (eje z), se deduce que

V2 (€) = 4rGR(E) . (5.2.2)

La solucién a la anterior ecuacion diferencial, en este caso, se determina por medio de las funciones
de Green. Asi entonces, se busca determinar la funcién de Green que satisface la siguiente relacion:

- —

VEG(EE) = 0P(E &), (5.2.3)

donde §® caracteriza la delta de Dirac en dos dimensiones.

%El desarrollo de los célculos se realiza en funcién del pardmetro de impacto 5 , definido en el capitulo anterior.

J. Fernando Insandara 31



Trabajo de grado CAPITULO 5. FENOMENO DE LENTE GRAVITACIONAL

Por conveniencia, se asume que la fuente generadora del potencial gravitacional es una masa pun-
tual. De esta manera, la funcién de Green depende unicamente de la coordenada radial,

GEE)=g(r), r=1-¢|. (5.2.4)

En estas condiciones, el laplaciano puede expresarse en coordenadas polares como:

2 _ 1d dg(r)
Vig(r) = P (T—dT ) : (5.2.5)

tal que para r # 0, la ecuacion se integra dos veces, obteniéndose
g(r)=Aln(r) + B. (5.2.6)

Las constantes de integracion se determinan aplicando la condicién impuesta por la funcién delta
de Dirac, lo que finalmente conduce a:

- 1 L
GE¢) =5 nle-¢. (5.2.7)

Una vez determinada la funcién de Green, el potencial gravitacional que resuelve la ecuacion 5.2.2
es de la forma

—,

b(E) =26 / A€ S(E) In(€ - &) (5.2.8)

lo que describe el potencial gravitacional proyectado en funcion de la densidad superficial de masa
de la lente, tal como se presenta en [29,33,44].

Como consecuencia del resultado anterior, es posible establecer una conexion con el dngulo de
deflexion al aplicar a 5.2.8 el operador gradiente con respecto al parametro de impacto, obteniendo

ﬁgﬂ@=2G/ﬁém§ﬂﬁgm@—§ﬂ7 (5.2.9)
Vet(€) = 2G/d§72(§7) ¢ x (5.2.10)
&= ¢
Por otro lado, al considerar la ecuacion 4.5.7 y ser reorganizada como
= 2 o €8
a=— QG/E(g’) - df’) , (5.2.11)
§< €~ &2

se observa que el termino entre paréntesis corresponde a la expresion 5.2.10, de modo que es
posible describir el dangulo de deflexion por medio de

. 2.
G =5VeulE) . (5.2.12)
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En este punto, es de interés expresar la ecuacion anterior en notacion angular para hacerla compati-
ble con la ecuacién de la lente. Para ello, se representa el potencial gravitacional proyectado como
la integral sobre el eje z del mismo, descrito en tres dimensiones, como se muestra a continuacion:

. 2. .
a(g) = ?Vf </ (I)(f,z)dz) . (5.2.13)
Por otro lado, a partir de la relacion 5.1.8 es posible aplicar la regla de Ia cadena sobre el operador
Vg, es decir
- o 0 0 00, 0
Vo= —,— |, =4 __ 5.2.14
: (a& 052) N B~ 9 o6, G219
de modo que, el operador gradiente en términos de 0, se expresa por
— ]_ —
Ve= —V;. (5.2.15)
¢ Dop °
Al sustituir ésta ultima sobre la relacion 5.2.13 se determina que
o 2 = 1 -
a(f) = §V5 Dop ®(0Dor,z)dz| . (5.2.16)

Si bien en este punto ya se cuenta con una expresion del potencial gravitacional en notacién angu-
lar, es de interés simplificarla. Para ello, se recurre a la definicién del 4ngulo de deflexién reducido,
lo que permite expresar la igualdad anterior en términos de todas las distancias del sistema y del
potencial gravitacional de la siguiente manera

. *{2 Drs
0429*

TS [ 96D 2.1
3 DOLDOS/ (6 OL,z)dz] , (5.2.17)

dando lugar a la definicién del potencial gravitacional reescalado (), el cual contiene la informa-
cién necesaria para determinar el dngulo de deflexion descrito en la ecuacién de la lente, facilitando
el andlisis a través de la proyeccion del cuerpo deflector. Matematicamente, se representa como

= 2 Dipg -
Vl)=———-7+—— [ ®6D dz . 5.2.18
@)= 55 [ ®(@D0s,2)d: (5.2.18)
Con lo cual, se obtiene que el dngulo de deflexion reducido en notacién angular es descrito por
al)=vzu(@), (5.2.19)

lo que da lugar, en notacién angular, a la ecuacion de la lente en funcién del potencial gravitacional
reescalado por medio de

f=0-VzU(0). (5.2.20)
De manera andloga al procedimiento de la seccién anterior se busca introducir la notacién adi-

mensional. Para ello, se considera el procedimiento de 5.2.14, de modo que, al aplicarlo sobre la
relacion de ¥ en 5.1.7, se obtiene lo siguiente

L1
V= —Vgz, 5.2.21
s 22D
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el cual al ser igualado con 5.2.15, permite expresar la relacion del operador gradiente tanto en
notacion angular como en notacién adimensional, por medio de

. Dy =
V= %Vf . (5.2.22)

A su vez, al sustituir lo anterior sobre la ecuacion 5.2.19 y multiplicar ambos lados de la igualdad
por Doy /&, se deduce

Do al) =Vs [D OL\IJ(§)1 . (5.2.23)
& &

En este punto, se define al termino contenido entre corchetes como el potencial gravitacional rees-
calado en notacion adimensional (¥) como

DOL
&

de tal manera que, tras la dltima definicién y de acuerdo a la expresion 5.1.12, finalmente se des-
cribe la relacion entre el dngulo y el potencial gravitacional proyectado en notacién adimensional
como

U(7) = (), (5.2.24)

a(z) = VaU(z) . (5.2.25)

De este ultimo resultado, se deduce, de manera similar a la descripcion angular, la ecuacién de la
lente en notacién adimensional por medio de

§=7— V(7). (5.2.26)

5.2.1. Conexion con la densidad superficial y la densidad critica

Como se menciond antes, una de las condiciones necesarias para la formacion de multiples imége-
nes es que el potencial gravitacional asociado a la lente genere una deflexion considerable sobre los
rayos de luz. Esto hace necesaria la introduccion de un pardmetro de comparacién, conocido como
densidad superficial critica. Con el fin de estudiar esta condicidn, se hard uso de los resultados de la
seccion anterior, de manera que se obtenga una expresion que relacione el potencial gravitacional
reescalado con la distribucién de masa de la lente de una forma mas sencilla [52].

En primera instancia, se aplica el operador Laplaciano sobre 5.2.18, dando lugar a la siguiente
expresion

- ~ Dis
2y 290D ) 2.2
ViU@) = DOLDOS / V2 B(0Doy, )dz (5.2.27)

Por otro lado, al determinar la divergencia del gradiente en la ecuacién 5.2.15, se deduce que el
Laplaciano es:

Vi=D5,Ve. (5.2.28)
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Dada la descripcidn del sistema de lente gravitacional, se conoce que la representacion del operador
Laplaciano en coordenadas cartesianas asociadas al vector £ = (&1, &2) se escribe como

2 2
Vi= aa_g% + aa_gg , (5.2.29)
sin embargo, una representacion alternativa es por medio de
ViD=V - ?;7? : (5.2.30)
donde, al reemplazar la ecuacion de Poisson descrita en 5.2.1 en la anterior, se obtiene
ViD= 47Gp(&) — oo , (5.2.31)
0z?

de manera que, al sustituir este tltimo resultado sobre 5.2.28 y lo deducido en 5.2.27, se deriva la
siguiente igualdad

. 2 DD - 02D (£, z)
V2U(0) = 5% [/47er(§)dz—/7dz] . (5.2.32)

En particular, se tiene que, gracias a la aproximacién de Born, se interpreta la deflexion del haz de
luz como un fenémeno confinado al plano transversal de la lente (xy), donde el efecto gravitacional
se proyecta de manera efectiva. En la préictica, esto implica que la contribucién del potencial a lo
largo de la direccién de propagacion (z) puede omitirse, reduciendo el problema a un modelo bidi-
mensional. Fisicamente, esto equivale a asumir que la deflexion ocurre en un plano transversal a la
trayectoria del haz, con % ~ (0, dado que las variaciones del potencial en z son despreciables
frente a las del plano xy. Con lo cual, se determina que

~ 2 DpgDo(47G) -
2 _ < YLSZOL
Vi) = s / p(€)dz, (5.2.33)
. 4G DLSDOL =
-9 ( > D—os) S(DoLb), (5.2.34)

siendo que el inverso del término entre paréntesis en la dltima igualdad se define como la densidad
superficial de masa critica (2¢;;), es decir

471G DrsDor \ !
Zcri=( WGM) . (5.2.35)

02 DO S

En otras palabras, es posible representar el Laplaciano del potencial gravitacional reescalado en
términos de la densidad superficial de la lente y la densidad superficial critica, por medio de

S(Dorf)

ViU(0) =2 5

(5.2.36)
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Esta dltima igualdad reitera la importancia de la densidad superficial critica, ya que, al estar aso-
ciada con el potencial gravitacional, establece el umbral que determina si la distribucién de masa
del objeto deflector podra actuar como una lente fuerte, dando lugar a la formacién de multiples
imagenes.

Andlogamente, al igual que en los casos previos, para representar ésta dltima igualdad en notacion
adimensional, se calcula el Laplaciano al evaluar la divergencia de 5.2.22, de tal manera que
D2
2 OL 2
V= £ V. (5.2.37)
0
Ademads, al considerar laigualdad 5.2.24 se obtiene que la relacién entre el Laplaciano del potencial
gravitacional en notacion angular y en notacion adimensional es

- D? 2,
VZU(0) = { gv;] { D%L\IJ(:?)} , (5.2.38)
= V2U(7) . (5.2.39)

permitiendo asi, representar a 5.2.36 en funcién de & por medio de

Y(&o) '

20 (7) = 2
V() o

(5.2.40)

Como se describi6 a lo largo de esta seccidn, una de las caracteristicas del potencial gravitacional
es la posibilidad de ser representado en diferentes coordenadas, lo que, en la practica, resulta
fundamental para elegir el sistema mds adecuado en funcién de la geometria de la lente. La relacion
anterior serd de gran utilidad para estudiar configuraciones elipticas o esféricas.

5.3. Superficie tiempo de atraso

Las imédgenes son uno de los principales observables para el andlisis de los sistemas de lente gra-
vitacional, permitiendo estudiar entre otros, la geometria del sistema, las distancias de la fuente
y la lente, la distribucién de masa de la lente, los parametros cosmoldgicos y el tiempo de atra-
so entre las imdgenes. En especifico, es de interés este ultimo, ya que se origina como resultado
de las diferentes posibles trayectorias generadas por la geometria del sistema (dt,.,) y los efectos
gravitacionales asociados a la lente (t4,4,). Lo descrito anteriormente es la clave para entender
el concepto de la superficie de tiempo de atraso, que describe por medio del principio de Fermat
como varia el tiempo entre los haces de luz que dan lugar a las distintas imédgenes.

Este fendmeno se analiza tomando como referencia las secciones 4.1.2 de [29], 2.2.2 y 3.5 de [44],
3.6.1 de [33] y 16.2 de [52], complementando con el desarrollo de los pasos intermedios que no se
abordan en dichas fuentes.
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A partir de lo descrito, como punto de partida se tiene que existe un tiempo de atraso debido tanto
a una contribucién gravitacional como a una geométrica. Por ello, el tiempo de atraso total en un
sistema de lente gravitacional se define como la suma de ambas contribuciones, es decir

8t = 6t graw + O geom (5.3.1)

donde el analisis de cada una de las anteriores se resolvera a continuacion.

5.3.1. Tiempo de atraso gravitacional

También denominado tiempo de Shapiro, se relaciona con el fenémeno de dilatacién temporal®
en el sentido de que, dada la curvatura del espacio-tiempo inducida por la presencia de un cuerpo
masivo, un haz de luz que pasa cerca de dicha distribucién de masa experimenta un retraso temporal
adicional en su trayectoria. Este concepto desempeiia un papel fundamental en la comprension de
la gravitacion, ya que ofrece pruebas empiricas directas de la curvatura del espacio-tiempo causada
por la presencia de masa [30].

Inicialmente, para analizar el comportamiento de los fotones se considera el elemento de linea de
la métrica linealizada 4.2.13, en el cual por facilidad en los cédlculos, se asumira que los haces de
luz describen una trayectoria solamente a lo largo de la coordenada z. Ademads, dado que satisfacen
ds? = 0, se obtiene la siguiente relacién

29 20
(1 + —2) Adt* ~ (1 — —2) dz2? (5.3.2)
c c
de tal manera que, al despejar el diferencial de tiempo, se deduce
1 1
1 20\ 2 20\ 2
dt=-1-—— 1+ — dz , (5.3.3)
c c? c?

ahora bien, ya que el potencial gravitacional es débil, se expanden de acuerdo al teorema binomial
los términos entre paréntesis hasta primer orden, dando lugar a:

1 P d 1 20
dt~ - [1—-—= 1l—=)dz =-|1—— )dz. (5.3.4)
c c? c? c c?

Al integrar la anterior relacidn, se determina que el tiempo medido por un observador distante a la

lente, es de la forma
1 20
t=2— —/ (—2> dz . (5.3.5)
c c c

En donde, el primer término representa el tiempo que le tomaria al haz de luz viajar en el vacio des-
de la fuente hasta el observador sin considerar fenémenos gravitacionales (z/c = t,). El segundo
término corresponde al retraso temporal (0t4,4,), siendo descrito matemdticamente como

2

= d(2)dz . (5.3.6)

5tgr(w = -

3La dilatacién temporal es el efecto por el cual el tiempo transcurre més lentamente en presencia de un campo
gravitacional.
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Si bien la ecuacion anterior ya permite determinar el tiempo de atraso gravitacional, es de interés
describirla en términos del potencial gravitacional reescalado 5.2.18 como:

1 DorDos
Otgrgy = ————— U . 5.3.7
g c Dys ( )

La expresion anterior puede reescribirse en notacion adimensional al considerar la relacién dada
en 5.2.24, obteniéndose asi

& Dos ..

(Stgr(w(ﬂf) = ?mqj(ﬂj) . (538)

5.3.2. Tiempo de atraso geométrico

El tiempo de atraso geométrico es consecuencia de la configuracion geométrica del sistema de
lente gravitacional. Debido a la presencia de la lente, los fotones emitidos por la fuente siguen
trayectorias distintas, a pesar de interactuar con el mismo potencial gravitacional, generando asi
un retraso temporal relativo entre las imagenes observadas [33].

Figura 9: Sistema para describir el tiempo de atraso geométrico.

Con el fin de estudiar este fendmeno, se analiza el sistema representado en la Figura 9, en el cual
se destacan dos trayectorias. La primera, denotada por la linea segmentada, representa un haz de
luz que ha sido deflectado una cantidad & y llega hasta el observador; la segunda, caracterizada por
la linea s6lida, indica la trayectoria que tomaria la luz en ausencia de la lente. Asi, para determinar
el tiempo de atraso geométrico, se propone calcular la diferencia entre estas trayectorias.
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Como punto de partida, se trazan dos circulos centrados en O y S, respectivamente, imponiendo
que sean tangentes a L. Por otro lado, se caracterizan los tridngulos isésceles AOLK’ y ASLK
a partir de la trayectoria del haz de luz deflectado. De este modo, bajo el régimen de campo dé-
bil, la aproximacién Born y la aproximacién de lente delgada, la diferencia en las trayectorias
(infinitesimal) corresponde a

o=~ ¢c, (5.3.9)

mientras que, con respecto a la geometria se deduce, las siguientes relaciones

d+a=rn, (5.3.10)
a+b+ée=m. (5.3.11)

Por otro lado, al analizar los tridngulos se establece lo siguiente

AOLK’ 7 —2b=0— 8, (5.3.12)
ASLK — é =7 — 24, (5.3.13)
ASRO —»é+ (0 —p)+d=r1. (5.3.14)

El conjunto de ecuaciones descrito hasta el momento es de interés, ya que permitird caracterizar la
diferencia entre las trayectorias en funcion del dngulo de deflexion. De esta manera, al sustituir los
resultados de las igualdades 5.3.12 y 5.3.13 en 5.3.14 y reorganizar, se obtiene

T+d=2a+2b, (5.3.15)

sobre la cual, al sustituir 7 de la expresion 5.3.11 y simplificar los términos correspondientes, se
deduce
a+b=c+d. (5.3.16)

Asimismo, al despejar a + bdes53.11e igualar dicho resultado con la expresion anterior, se esta-
blece que A
20=m—d, (5.3.17)

de modo que, al sustituir 7 — d de 5.3.10 se concluye

(5.3.18)

o>
Il
no| O

Es decir, a partir de la igualdad anterior, se encuentra que la diferencia entre las trayectorias es
directamente proporcional al dngulo de deflexién y al pardmetro de impacto. Considerando la na-
turaleza vectorial de las cantidades involucradas, dicha relacion se representa mediante

Oy

5lz§'

- (5.3.19)

La relacion anterior se puede expresar en términos de la posicion de la fuente y de las imagenes
a partir de las relacion trigonométrica mostrada en la Figura 9, donde vectorialmente se tiene que
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5 = (5 — 5 )Dor. Ademads, al considerar tanto la definicion del dngulo de deflexion reducido dada
en 5.1.3, como la ecuacidén de la lente 5.1.5, se tiene que la diferencia en las trayectorias es

1 DorDos 7 =

ol = -—=—=10 — 3. 5.3.20
v et (5.3.20)
Finalmente, para determinar el tiempo asociado a la diferencia entre las trayectorias, se considera
que este estd dado por 0t geom = %. En consecuencia, el tiempo geométrico se expresa como:

1 DorDos 39
= ——" 10 — . 3.21

De manera andloga al caso anterior, esta puede expresarse en notacién adimensional al considerar

la relacion dada en 5.1.12 y representar a 5 = D&L (Z — ), de modo que la diferencia entre las
trayectorias es
dli(z) = T — , (5.3.22)
@ =922 |7

y, en consecuencia, el tiempo de atraso geométrico en notacién adimensional es descrito matema-
ticamente por:

0t geom — 7). 5.3.23
g (I) 2C DOLDLS |x y ’ ( )

5.3.3. Tiempo de atraso total

La deduccién de los tiempos de atraso previamente obtenidos se ha realizado bajo la consideracion
de un universo estatico. No obstante, es bien conocido que el universo se encuentra en expansion,
por lo que, para describir de manera adecuada el tiempo de atraso asociado al fendmeno de lente
gravitacional, es necesario incorporar dicho efecto. De este modo, las ecuaciones 5.3.7 y 5.3.21
toman la forma

(14 z1) DorDos

Otgray = — v, 5.3.24

g & DLS ( )
(1+21) DorDos 7 =9

Ot geomn = 0 — . 5.3.25

g 20 DLS | 5| ( )

Es importante destacar que el factor de expansion que corrige el tiempo de atraso es el corrimiento
al rojo de la lente 2, ya que es en este punto donde los rayos de luz cambian su trayectoria debido
a la presencia del potencial gravitacional. La inclusion de este término no solo refleja dicho cambio
de trayectoria, sino que también incorpora la naturaleza del fendmeno de dilatacion temporal en
los haces de luz, consecuencia tanto de la distorsion del espacio-tiempo inducida por la lente como
de su posicién en un universo en expansion, tal como se establece en la literatura. [29, 33,44, 53].

Asf, tras la tltima consideracion, el tiempo de atraso total se expresa como una relacién que involu-
cra las distancias angulares caracteristicas del sistema, las posiciones de las imédgenes, la posicion
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de la fuente, corrimiento al rojo de la fuente y, finalmente, el potencial gravitacional reescalado, a
través de la siguiente ecuacion:

1 DorD 1> >
5t — (1+21) DorDos <_’0 _ G- \I,) . (5.3.26)
c Drs \2

La cual, en su representacion adimensional se escribe como:

D 1 A
St(Z) = (1 + L)%DOL(ELS (§|f—gjy2—\lf(f)> . (5.3.27)

5.3.4. Potencial de Fermat

Ahora, con el fin de relacionar el tiempo de atraso total con la formacion de imédgenes en un sistema
de lente gravitacional, se considera la ecuacion de la lente en notacién angular. De esta manera, al
interpretar la posicién de la fuente como un parametro adicional, se obtiene lo siguiente:

0—3F—-V;9(0)=0. (5.3.28)

Sobre esta ultima, al factorizar el operador gradiente se determina una funcion escalar definida en el
plano de la lente. Esta funcion depende tanto de la posicion de las imégenes, como de la posicion de
la fuente y recibe el nombre de potencial de Fermat 7(6 3 ), siendo representada matematicamente
como:

Vi |r(6:5)] =V [|9 B - ()}—0 (5.3.29)

Esta relacion introduce el principio de Fermat, dado que, la formacién de imdgenes ocurre cuando
la trayectoria seguida por la luz es tal que el tiempo de viaje es un extremal. Sin embargo, se tiene
que el potencial de Fermat es proporcional al tiempo de atraso total en 5.3.26, permitiendo asi
describir el principio de Fermat por medio de

- - |1 Do D 1
Vé»ét:Vg[ + 21 Dor, os(

. 512
—0-8] —¥)|=0. 5.3.30
e Ponbos (L7 - v))] 5:330)

Por facilidad en la notacidn, se realiza dos consideraciones: la primera introduce la distancia de
tiempo de atraso de la siguiente manera

DorDos

Dia= (14 21) Dys

, (5.3.31)

y la segunda es para evitar ambigiiedades por la notacién, ya que en célculos posteriores se de-
termina la derivada de la funcion tiempo de atraso, con lo cual 7 = Jt. Asi entonces, se deduce

finalmente que
= = | Dia (1
ng:vg{ - (-

c

—

-4

)} =0. (5.3.32)
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La anterior igualdad define una superficie bidimensional parametrizada por las coordenadas de las
imagenes g, cuyo nombre es superficie tiempo de atraso. Particularmente, se tiene que el objeto
principal de estudio de este proyecto es la proyeccion de los contornos de nivel de esta superficie
sobre el plano de la lente, permitiendo, desde los mismos, analizar la formacién de imdgenes como
se representa en la Figura 10.

Figura 10: uperficie de tiempo de atraso para una distribucion de masa esférica con nicleo, donde se visua-
liza la proyeccién de sus lineas de contorno sobre el plano de la lente. Las unidades son arbitrarias.

Se destaca que la forma del paraboloide varia de acuerdo con la contribucién de cada uno de los
términos del tiempo de atraso. La contribucion geométrica describe un paraboloide centrado en
la posicién de la fuente, mientras que la gravitacional aporta caracteristicas adicionales a dicha
superficie [44].

Una perspectiva unidimensional permite comprender mejor la relacién entre estas contribuciones,
como se representa en la Figura 11, la cual ilustra de manera conceptual la contribucion de cada
uno de los retardos temporales y como éstos dan lugar a la formacion de imagenes en las los puntos
donde el tiempo de atraso total es estacionario.

Enla Figura 11, se observa que, conforme la lente se desplaza con respecto al eje dptico, la posicién
de las imagenes se modifica. En el caso de 5 = 0, dos de las imdgenes se encuentran a la misma
distancia respecto a la fuente, mientras que la tercera estd superpuesta a su posicién. Para § = 4,
aun se resuelven tres imdgenes: dos de ellas estdn mds proximas entre si, mientras que la mas
prominente se ubica mas alejada. Finalmente, para 5 = 10, aunque el efecto de lente gravitacional
aun esta presente, la fuente se encuentra tan alejada del eje 6ptico definido por el observador y la
lente que Unicamente se resuelve una imagen. Es pertinente mencionar que el c6digo utilizado para
el desarrollo de las Figuras 10 y 11 corresponde a la referencia [33].

Finalmente, el potencial de Fermat brinda informacion sobre las regiones en las cuales habra for-
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Figura 11: Superficie de tiempo de atraso en 1D para una distribucién de masa esférica con niicleo, con la
fuente variando su posicién. Las unidades son arbitrarias.

macion de imigenes, mds atn, las mismas pueden ser estudiadas a mayor profundidad. En este
contexto, surgen dos conceptos clave: la amplificacién y la magnificacion. Estos efectos describen
caracteristicas fisicas distintas de las imdgenes, pero complementarias entre si.

5.4. Magnificacion y amplificacion

Esta seccion se desarrollé considerando el contenido relacionado con magnificacion y amplifica-
cién presente en las siguientes referencias [34, 44,52, 53]. En particular, se presenta de manera
explicita los pasos intermedios.

Se define la magnificacion como el fendmeno en el cual la deflexion de multiples rayos de luz,
configura imdgenes deformadas de la fuente en relacidn con su tamano original. Es decir, la magni-
ficacion es una medida de cudnto aumenta el tamafio angular de una imagen de una fuente distante
debido al efecto de lente gravitacional. Mateméticamente se define como:

Area de la imagen

L (5.4.1)

Area de la fuente

Dicha deformacién puede describirse a través del jacobiano de la transformacién entre las coorde-
nadas del plano de la lente y las del plano de la fuente. En consecuencia, se introduce el tensor de
magnificacion por medio de
00,
MU 86]
El cambio total en el tamafio de una imagen con respecto al tamafio de la fuente es especificado por
el determinante de la anterior, dando lugar asi al pardmetro de magnificacion, caracterizado por

(5.4.2)

06,
J
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Una caracteristica importante del término de magnificacion es que para ciertos valores de ,67, 0
diverge; en estos puntos, desde la perspectiva matemadtica, se tiene una magnificacion infinita y se
denominan puntos criticos. Tal divergencia indica que, cerca de los puntos criticos, la aproximacién
de la 6ptica geométrica falla y debe aplicarse la 6ptica fisica [53].

Por otro lado, la amplificacién se interpreta como el aumento aparente* del brillo de un objeto
distante, resultado de la distorsién y concentracion de los rayos de luz inducida por un sistema de
lente gravitacional. Su definicién formal establece que el flujo percibido por el observador desde
una superficie corresponde al producto de su brillo superficial con el dngulo s6lido que abarca. Es
importante destacar que, si bien el brillo superficial se conserva, la luminosidad de la fuente se vera
amplificada, dado que la desviacion de los rayos de luz modifica la forma y el dngulo sélido de la
fuente [44]. Matemdticamente, la amplificacion se representa como

e

A= 2
dey’

(5.44)
siendo, d{? el angulo sélido observado y d{2, el dangulo sélido subtendido por la fuente en ausencia
de la lente.

En particular, como ejemplo, consideraremos una configuracion en la cual la lente posee simetria
axial®; especificamente, el caso de una lente puntual. Este tipo de lente, como se analizard mas
adelante, da lugar a la formacién de dos imagenes, de modo que el dngulo sélido cubierto por cada
una de ellas esta representado por d.S, y dS_, correspondientes a la proyeccién del dangulo sélido
de la fuente en su respectivo plano, tal y como se muestra en la Figura 12.

De lo establecido, se tiene que, dada la posicion de la fuente, una de las imagenes tendrd una
amplificacion positiva y la otra una amplificacion negativa. Esto da lugar a la formacién de dos
imdgenes: una con la misma orientacién que la lente y otra que aparece invertida. En la literatura,
estas caracteristicas se denominan, respectivamente, paridad positiva y paridad negativa.

Ahora, al considerar la definicién de dngulo sélido, d€2 = sin #dfdp, y aplicar la aproximacion de
angulos pequefios tanto para la fuente como para las imdgenes, se deducen las siguientes relacio-
nes:

A ~ BdBdé (5.4.5)

De este, se obtiene que la amplificacion para cada una de las imagenes es:

0. do 0_do_
L= 4 == (5.4.7)

g dp g dp
A partir del ejemplo anterior, es posible generalizar la expresion de la amplificacion para cualquier
imagen formada en un sistema de lente gravitacional con simetria axial, concluyendo asi que, la

4Se especifica que el cambio no es real, dado que existe la conservacién de brillo superficial de la fuente. Este
concepto se desarrolla en a profundidad en las referencias [29,44,53].

jLa simetria axial implica que las propiedades del lente no dependen del dngulo alrededor del eje dptico, es decir
D(0)=2(0).
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Figura 12: Fen6émeno de amplificacién y magnificacion sobre un elemento de una fuente. Las lineas azules
caracterizan la imagen con paridad positiva, mientras que las rojas, invierten la orientacién de la fuente
resultando en una imagen con paridad negativa.

amplificacion de la imagen ¢ es
A, = b: d6: . (5.4.8)
B dp
Conviene destacar que, si bien el andlisis anterior ofrece resultados interesantes, en la naturale-
za existen muchas mds configuraciones posibles. En un contexto mas general, la amplificacion
se describe como el inverso del determinante del jacobiano asociado a la transformacidn de las
coordenadas de la fuente con respecto a las de las imagenes, es decir

-1
OB

A=
00,

(5.4.9)

Esta dltima descripcion, da lugar a establecer una relacién entre la magnificacion y la amplifica-
cion.

En esencia, ambos fendmenos fisicos estdn relacionados gracias a la conservacion del brillo super-
ficial. Esto implica que, en el caso de que la lente gravitacional genere multiples imdgenes de una

misma fuente, la razén entre los términos de magnificacién de cada una de las imagenes es igual a
la raz6n de los flujos observados en dichas imagenes [34,44,52,53].

A partir de lo anterior, se establece que, matemdticamente la magnificacion y la amplificacion
son equivalentes. Por esta razon, en los cdlculos posteriores se utilizard, siguiendo la convencién
adoptada en la literatura, inicamente el término magnificacién. De manera andloga, en las mismas
fuentes se expresan ambos conceptos mediante la siguiente relacion:
-1
9P

= A= : 5.4.10
p 26, ( )
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Es importante destacar que, hasta este punto, solo se ha descrito la relacion entre la deformacion
en el tamafio de las imdgenes y el cambio aparente en su brillo respecto a la fuente original. No
obstante, ain no se han abordado las causas fisicas de estos efectos, las cuales estan asociadas a
cantidades fundamentales como el cizallamiento y la convergencia, que se describen a continua-
cion.

5.5. Convergencia y cizallamiento

La deformacion visualizada en el tamafio y forma de las imédgenes con respecto a la fuente es
consecuencia de los cambios (infinitesimales) que experimentan los haces de luz al ser deflectados
por la lente. Estas deformaciones se hacen evidentes cuando, por ejemplo, se analiza una fuente
espacialmente extendida, como lo es una galaxia.

En un caso ideal, es posible determinar la forma de las imdgenes resolviendo la ecuacion de la lente
para cada uno de los puntos que componen la fuente. Ahora bien, dada la complejidad matematica
y fisica de tratar con una fuente real, es prudente recurrir a una aproximacion en aras de analizar la
forma de las imdgenes. La presente seccion retoma lo previamente deducido y desarrolla los pasos
intermedios siguiendo las referencias [33,52,53].

En particular, cuando el efecto del lente gravitacional es suave®, es posible aproximar la relacién
entre las posiciones de la fuente y de las imdgenes mediante una transformacidn lineal, es asi como,
se introduce la matriz jacobiana de la lente, A;;, definida por

9P

Aij = 8€j .

(5.5.1)

Para dar inicio al estudio de la formacién de imédgenes, es fundamental relacionar lo anterior con el
potencial gravitacional de lente. Para ello, al sustituir la ecuacion de la lente en notacion angular,
la matriz jacobiana toma la forma

~0(0; —0v) 0*v
.Aij—a—ej—éw_m' (5.5.2)

Asimismo, una representacion habitual de la matriz jacobiana es mediante su forma matricial, en
donde se evidencia que ésta es simétrica y posee Unicamente tres componentes independientes,
como se representa a continuacion:

_9%r  9%v

_ 062 001002
.A'L] — 82\11 1 _ 62‘1/ . (5.5.3)

002001 86%

®Qcurre cuando la escala angular de la fuente es mucho menor que la escala angular sobre la cual varian las
deflexiones inducidas por el potencial gravitacional.
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En este punto se introduce la convergencia (), la cual estd asociada al cambio isotrépico en el
tamafo de la imagen. Es decir, actia como un factor de ampliacién o contraccién uniforme, pro-
ducido por la masa proyectada a lo largo de la linea de vision.

En la Figura 13 se ilustra este efecto sobre las imdgenes (lineas verdes) en comparacién con el
tamafio original de una fuente circular (naranja). Se observa claramente que, para valores positivos
de la convergencia, el tamano de la imagen es mayor que el de la fuente, mientras que, para valores
negativos este disminuye.

k=-0.3 k=0 K=+0.3

Figura 13: Representacién del efecto de la convergencia para distintos valores de x, con lineas verdes que
indican el contorno de la imagen generada.

Matemadticamente, se define la convergencia en funcién de las segundas derivadas del potencial
gravitacional de la siguiente manera:
0T 9%

+— =V, (5.5.4)

2d=C
=002 T 62

Al considerar la relacion 5.2.36, se evidencia que la convergencia esta directamente relacionada
con la densidad superficial de masa de la lente y la densidad critica, es decir:

_ S(Dorh)

2Kk = S.
" Zcrit (5 . 5)

En particular, la formacién de multiples imdgenes ocurre en el régimen de lente gravitacional
fuerte. Esta condicion es representada matemdticamente como x > 1.

Por su parte, el cizallamiento describe las distorsiones anisotrdpicas de las imdgenes, generando es-
tiramientos diferenciales que modifican su forma sin alterar su 4rea. Para introducir este concepto,
se define el tensor de cizalladura I' mediante

r= (71 72 ) , (5.5.6)
Y2 N

en donde, los términos de cizalladura (v;) son responsables de las distorsiones en la forma de las
imagenes.
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Estos se representan matematicamente mediante la combinacion de las segundas derivadas del po-
tencial gravitacional reescalado con respecto a la posicion de las imédgenes, de la siguiente manera

1 (PY 0°U R
—2\a " 90z) 0 T 96,00,

Asimismo, el tensor de cizalladura corresponde a un tensor simétrico y de traza nula, el cual
cuantifica la proyeccién del campo de marea’, responsable de las distorsiones en las fuentes de
fondo [33]. La Figura 14 muestra como cada componente de la cizalladura modifica de forma
independiente la imagen de una fuente circular. En particular, ; distorsiona la imagen mediante
estiramientos en las direcciones vertical u horizontal, mientras que -, introduce deformaciones
diagonales (45°).

"N (5.5.7)

y1=-02 y1=0 y1=+0.2
y2=-0.2 Y2=0 Y2=+0.2

@ ® @

Figura 14: Ilustracion del efecto de la cizalladura para distintos valores de 7; y 72, donde las lineas verdes
representan el contorno de la imagen deformada.

Ahora bien, para estudiar el efecto del cizallamiento, es de interés determinar los valores propios
asociados al tensor. De esta manera, se tiene que

det[l — /1] =0, (5.5.8)
(m=Nn+7-7%=0, (5.5.9)
(-7 -1%=0. (5.5.10)

Concluyendo, los valores propios estdn caracterizados por la siguiente relacion:

ty=44/12+42 . (5.5.11)

7Un campo de marea describe las diferencias en la interaccién gravitacional que experimenta un objeto debido a
la presencia de un campo masivo cercano. Estas diferencias causan distorsiones o deformaciones del objeto, como
consecuencia de la variacién del campo gravitacional a lo largo de su extension.
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Con el fin de simplificar los calculos, resulta conveniente representar el tensor de cizalladura como
un tensor diagonal. Para ello, se introduce una rotacién ortogonal sobre dicho tensor, procedimien-
to que se describe en detalle en el Apéndice C.1. Como resultado, se obtiene que el tensor de
cizalladura puede escribirse como

__|cos2¢  sin2¢
F=~ [sin 2¢ —cos 24 ’ (5.5.12)

donde, para satisfacer la relacion 5.5.11, se define y; = v cos2¢ y 72 = ysin 2¢.

En este punto, tras la descripcion tanto de la convergencia como del cizallamiento, es posible
expresar la matriz jacobiana de la lente en funcién de estas cantidades. tal que, al analizar 1 —xk—74,

se obtiene: L /2 5P L /20 520
1ok —y=1— |2 2= 4+ 2= S R (i — . 5.1
S [2 (ae% ! 895)} {2 (ae% aeaﬂ G139

Al simplificar los términos correspondientes, la expresion anterior equivale a la componente A1,
de la matriz jacobiana de la lente, es decir:

o>
lok—y=1— — = ) 5.5.14
K—m 89% A ( )
Asimismo, al desarrollar 1 — k + 7, se deduce que esta asociada a la componente Ay, tal que
0*v
1—I£+’}/1:1——2:./422, (5515)
003

y por ultimo, la descripcién de las componentes fuera de la diagonal de la matriz jacobiana esta
referida a

A = Aoy = =72 (5.5.16)

En consecuencia, al sustituir las expresiones de cada una las componentes de la matriz A, se llega
a la siguiente representacion matricial:

11—k — —

A= N 72 , (5.5.17)
—V2 l=r+m

Una ventaja de la anterior, es que permite simplificar el analisis por medio de una sustraccién entre

dos matrices distintas: una asociada con la convergencia y la otra con las componentes del tensor

de cizalladura. Esto se representa como

_|l=x 0 M o
A -

Al haber descrito la matriz jacobiana de la lente en términos de la convergencia y el cizallamiento,
es posible relacionar estas cantidades con el factor de magnificacion, tal que, es necesario calcular
el determinante de la matriz anterior, esto es:

det(A) = (1 -k —7)1—r+m) -2, (5.5.19)
=(1-r)?=1i—";, (5.5.20)
= (1—-r)?=]. (5.5.21)
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Con este resultado en mente, y de acuerdo a relacion 5.4.10, la magnificacién se caracteriza en
términos de la convergencia y la cizalladura en el caso mds general como

1 1
SNy R s T 222

Cabe destacar que, en el estudio de lentes gravitacionales simples, es posible orientar conveniente-
mente la matriz jacobiana .4 con los autovectores del tensor de cizalladura I, esta representacion
resulta ser una alternativa més practica desde el punto de vista matemadtico. Este enfoque es par-
ticularmente util al analizar la deformacidon de imdgenes provenientes de fuentes con geometria
aproximadamente esférica.

5.5.1. Distorsion de una fuente circular

En esta seccidn se discute un aspecto omitido hasta ahora: la geometria de la fuente. De acuer-
do con la literatura, en el contexto del fendmeno de lente gravitacional fuerte, las fuentes pueden
modelarse aproximadamente como puntuales o esféricas en la mayoria de los casos. No obstante,
para andlisis mds detallados, como el estudio de estructuras internas o caracteristicas particula-
res de la fuente, se requiere un tratamiento que considere al objeto como un cuerpo extendido y
estructurado [53].

A partir de lo anterior, se analizard analiticamente la deformacién de las imdgenes producidas
por una fuente con simetria esférica. Por conveniencia matematica, se adopta la representacion
diagonal de la matriz de cizalladura presentada en la ecuacion 5.5.12. Ademads, dadas estas especi-
ficaciones, es posible considerar que la matriz jacobiana de la lente estd alineada con la matriz de
cizalladura. De esta manera, se deriva la siguiente matriz

1—Krk—7 0

A= 0 T (5.5.23)

Lo anterior permite la introduccién de dos nuevos conceptos: la linea critica tangencial, \¢,,, y la
linea critica radial, \,.q.

Estas cantidades corresponden a los autovalores de la matriz A y estan directamente relacionadas
con la convergencia y el término general de cizalladura. En particular, A, caracteriza las distorsio-
nes de tipo tangencial, mientras que \,,q describe las distorsiones de tipo radial. En otras palabras,
los autovalores indican cdmo varian las imdgenes de una fuente distante debido a las distorsiones
en los rayos de luz inducidas por la lente. Matemdticamente, se tiene que estos autovalores estdn
caracterizados por

AMan =1 — K —7, (5.5.24)
Aad =1 —K+7. (5.5.25)

En este momento, para el andlisis sobre la fuente en su respectivo plano, se asume que ésta se
encuentra centrada en [, y tiene un radio . Ahora bien, si se caracteriza a los puntos ubicados
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sobre el contorno de la circunferencia con el vector /3, se tiene que (5 — [3y) satisface la ecuacion
general de una circunferencia, es decir

5— 50 — (b1 — 50,1)2 + (B2 — 50,2)2 =7, (5.5.26)

De modo que, es posible relacionar el tamafio de la imagen con el de la fuente, especificando que,
aunque la fuente es extendida, es lo suficientemente pequefia como para describir aproximada-
mente la relacién angular entre la fuente y las imdgenes mediante una relacion lineal a través del
jacobiano de la lente. En otras palabras, la proyeccion angular de la fuente sobre el plano de la
lente puede ser descrita por una relacién lineal, debido a que el fendmeno de deflexion de los haces
de luz es suave.

Tras lo anterior, por simplicidad se establece un sistema de referencia centrado en la fuente, el cual
es comun para todas las imdgenes, permitiendo describir las alteraciones de cada imagen respecto a
la fuente debido al efecto de lente gravitacional. Asimismo, se establece que el origen de la fuente y
el de cada imagen coinciden con el origen del sistema de referencia, es decir, ﬁo = % = (0,0). De
este modo, la relacion lineal que describe la distorsion de la fuente para cada imagen se especifica
como:

0P
Z Ay =3 55,0 (5.5.27)

La relacién anterior brinda una representacion alternativa de cada una de las componentes de la
fuente, de modo que, al considerar los elementos de A y sustituir en 5.5.26, se determina la si-

guiente igualdad
2= (1—r—")202+(1—k+~)%02, (5.5.28)

evidenciando asi que las deformaciones en las imédgenes, debido a la convergencia y al cizallamien-
to, son descritas a través de la ecuacion de una elipse sobre el plano de la lente. En consecuencia,
se caracteriza el eje menor de la elipse como a, mientras que el eje mayor se denota por b, de tal
manera que, matematicamente, corresponden a

r r
=— b= —"-—. 5.5.29
¢ l—k—7 "~ l—k+7y ( )

La excentricidad, en este contexto, se describe mediante la relacion

a—b ~y
= = . 5.5.30
‘ a+b 1—xk ( )

A manera de ejemplo, en la Figura 15 se representa la forma que tendria la imagen a partir de la
visualizacién de su linea de contorno (linea verde). En particular, en esta figura se han modificado
simultineamente la convergencia y el cizallamiento, con el fin de visualizar claramente su efecto
en conjunto. Esta ilustracién, al igual que las Figuras 13 y 14 estan basadas en el cédigo de [52].

Por otro lado, es posible relacionar la magnificacion con los autovalores de la matriz jacobiana de

la lente, por medio de
1 1

P 1det(A)] ~ Panvaal

(5.5.31)

J. Fernando Insandara 51



Trabajo de grado CAPITULO 5. FENOMENO DE LENTE GRAVITACIONAL

k=402 ,y1=+4+0.1,y2=+0.1

Figura 15: Ilustracién de la distorsién en la imagen de una fuente circular para valores especificos de
convergencia y cizallamiento.

en donde, las regiones en las que dicha expresion diverge se denominan lineas criticas.

La caracterizacion de estas lineas, da entrada a la magnificacion asociada a cada una de las mismas,
es asi que se definen las cantidades magnificacion tangencial y magnificacion radial como:

1 1
= . lyed = . 5.5.32
e >\tan firad )\rad ( )

5.5.2. Lineas criticas y causticas

Como se mencioné anteriormente, en el marco del fenémeno de lente gravitacional fuerte es po-
sible la formacién de multiples imdgenes, las cuales se ubican en zonas especificas del plano de
la lente. Para un sistema de lente gravitacional arbitrario, es posible caracterizar el lugar donde
ocurre este fendmeno mediante curvas delimitantes. Estas representan, sobre el plano el plano de
la lente, todos los puntos en los que la amplificacién tiende a divergir®. En particular, dichas lineas
se conocen como “lineas criticas”. Es pertinente mencionar que, al trasladar al plano de la fuen-
te los puntos en los que la magnificacion diverge, se obtienen otras curvas denominadas “lineas
causticas” [52].

Estas se determinan a partir de los valores propios de la matriz de magnificacion, representada en
la ecuacién 5.5.31, de modo que dicha magnificacién se vuelve infinita en dos casos. El primero
ocurre cuando A..q = 0, lo que da lugar a la linea critica radial; el segundo, cuando A, = 0,
lo que genera una linea critica tangencial. Cabe destacar que las lineas criticas dependen en gran
medida de la forma de las geometrias especificas del sistema de lente gravitacional.

Es posible analizar la formaciéon de miiltiples imdgenes mediante la interaccion de la posicién
de la fuente con las lineas cdusticas del sistema (se profundizard en la siguiente seccion). Las

8En sistemas de lente gravitacional reales, se tiene que cuando la fuente cruza a través de una caustica, la magni-
ficacién no diverge. Esto es consecuencia de la naturaleza con la que se describen las fuentes extendidas, en donde la
magnificacion es determinada por un promedio, tal que se obtiene una cantidad finita, sin embargo para el modelo de
masa puntual la magnificacion si diverge [44].
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imagenes que se generan en las proximidades de una linea critica son el resultado de que la fuente
se aproxima o cruza una cdustica. Dado que estas regiones estdn asociadas a una alta magnificacion,
el potencial gravitacional deflecta los haces de luz de tal forma que da lugar a la formacién de
nuevas imagenes. Esta transicion queda reflejada en los isocontornos de la superficie de tiempo de
atraso’ [44,52,53].

Curvas criticas y causticas Potencial de Fermat

15+ A
104 )A

s < -

DEC [arcsec]
o
o

’ -2.0 71“5 71“0 70“5 O.IO 0:5 l.IO l.IS 2.0

RA [arcsec]
Figura 16: Representacion de la formacion de imdgenes (A y B) en funcién de la posicién de la fuente
(estrellas) en un sistema arbitrario, y su relacién con las curvas criticas y cdusticas, asi como con el potencial
de Fermat correspondiente. Figuras obtenidas mediante Lenstronomy.

A modo de ejemplo, en las Figuras 16 y 17 se ilustra la formacion de nuevas imagenes en un
sistema de lente gravitacional ficticio, modelado mediante una distribucién de masa eliptica. Las
lineas verdes corresponden a la cdustica del sistema, mientras que la linea roja describe la linea
critica asociada. En la Figura 16 se observa que, aunque la fuente se encuentra cerca de la cdustica,
el sistema da lugar Gnicamente a la formacién de dos imagenes, como se corrobora con el potencial
de Fermat. Sin embargo, en la Figura 17, la fuente ha cruzado la cdustica del sistema, lo que
da lugar a la formacién de nuevas imédgenes, como se comprueba mediante los isopotenciales
correspondientes. Las figuras del potencial de Fermat se encuentran en unidades arbitrarias.

Particularmente, el anélisis de la formacién de imédgenes en funcién de los isocontornos de la su-
perficie de tiempo de atraso es relevante, dado que constituye una alternativa que permite describir
sistemas de lente gravitacional existentes en la naturaleza que desde la perspectiva tedrica no son
justificables [24,52].

Las gréficas de las curvas criticas, cdusticas y el potencial de Fermat fueron obtenidas utilizando el
software Lenstronomy [54, 55], disponible en: https://github.com/lenstronomy/
lenstronomy.

Por defecto Lenst ronomy representa el potencial de Fermat sin escalas.
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Curvas criticas y causticas Potencial de Fermat
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Figura 17: Ilustracion de la formacion de dos nuevas imédgenes en un sistema arbitrario, como consecuencia

de la interaccién de la posicién de la fuente con la cdustica del sistema. La aparicion de estas nuevas ima-

genes se evidencia en los isocontornos del potencial de Fermat. Las visualizaciones fueron generadas con

ayuda de Lenstronomy.

5.6. Clasificacion y configuracion de multiples imagenes

A lo largo de las secciones previas se ha discutido la formacion de imédgenes, su geometria y su
posicién en el plano de la lente; sin embargo, atin no se ha tratado ni su clasificacién ni tampo-
co sus caracteristicas. El andlisis descrito en esta seccion desarrolla los pasos intermedios de las
referencias [24,44,52,53].

Como punto de partida, se busca introducir la matriz Hessiana'® de un sistema de lente gravitacio-
nal, la cual permitiréd identificar los puntos criticos y clasificar las imédgenes, a través del andlisis
de la curvatura de la superficie de tiempo de atraso. Asi entonces, al calcular la segunda derivada

- =

del potencial de Fermat 7(0; /3), se obtiene que

0t 0*U

_g5. Y 6.1
590:06, ~ 1~ 26,08, G-6-1)

en donde se aprecia que el término de la derecha corresponde justamente a la matriz jacobiana
de la lente en 5.5.2. Es decir, al calcular la matriz Hessiana de la funcién tiempo de atraso 7, se
observa que es proporcional a 4;;, como se describe a continuacion:

02(T) 5

Lo anterior evidencia una relacién inversamente proporcional entre la magnificacién de las imége-
nes y la curvatura de la superficie de tiempo de atraso. En esencia, una magnificacion infinita se

10La matriz Hessiana es una matriz cuadrada de segundas derivadas parciales de una funcién.
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asocia con una geometria plana en la superficie, mientras que una magnificacién muy pequefia esta
relacionada con una curvatura pronunciada.

Asimismo, mediante el andlisis de los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso en una
direccion especifica, es posible obtener pistas sobre las caracteristicas de cada imagen. De esta
manera, se distinguen tres tipos de imdgenes'!, las cuales son:

o Tipo I: Imdgenes que se forman en los minimos locales de la superficie de tiempo de atra-
so, donde ambos valores propios de la matriz Hessiana son positivos. Matemdticamente, se
caracterizan por satisfacer det(.A) > 0y tr(A) > 0. En este tipo de imagen, la paridad es
positiva.

o Tipo II: Imigenes que se forman en puntos de silla. Se identifican por tener valores propios
de signos opuestos, es decir, det(.A) < 0. La paridad asociada es negativa.

o Tipo III: Imégenes que se forman en los maximos locales de la superficie de tiempo de
atraso. Ambos valores propios de la matriz Hessiana son negativos, por lo que det(.A) > 0,
pero tr(.A) < 0. Al igual que en el caso Tipo I, la paridad es positiva.

Dada la relacion entre las lineas criticas y las cdusticas, la formacién de imagenes se puede analizar
precisamente desde estas ultimas. En esencia, las cdusticas representan regiones criticas donde
la proyeccion del haz de luz en el plano de la fuente cambia dristicamente su comportamiento,
usualmente debido a una densidad de masa sobrecritica en la lente.

Cuando un haz de luz no ha atravesado ninguna de estas regiones, se forma una imagen de tipo
I, la cual se observa con poca distorsion. Para que se forme una imagen de tipo II, el haz de luz
debe haber atravesado la cdustica'” una tnica vez. Este tipo de imagen puede estar distorsionada y
presentar una magnificacion considerable. Finalmente, las imagenes de tipo III se originan cuan-
do el rayo ha atravesado ambas cdusticas. Estas dltimas pueden experimentar una magnificacion
extrema, dando lugar a imagenes altamente distorsionadas [53].

El hecho de que el haz de luz pueda atravesar como maximo dos veces una regién de sobredensidad
critica estd relacionado con la estructura de la matriz jacobiana de la transformacion lente. Las
céusticas se localizan en las regiones del plano de la fuente donde el determinante de dicha matriz
se anula, es decir det(A) = 0, lo cual indica que al menos uno de sus autovalores es nulo.

5.6.1. Teoremas generales en el fenémeno de lente gravitacional

Particularmente, en el marco de este trabajo, se describe el fendémeno de lente gravitacional para
el caso de un unico cuerpo deflector; en otras palabras, se considera inicamente un solo plano de
la lente. Para analizar cémo se produce la formacion de imédgenes en este contexto, se introduciran

!E] andlisis de los puntos minimos, maximos y de silla descritos mediante este método es de caracter local.

2F{sicamente, el haz de luz no interactda con la cdustica; mds bien, esto hace referencia a que su trayectoria en el
plano de la imagen intercepta una linea critica, lo cual, al proyectarse en el plano de la fuente, se traduce en el cruce
de una caustica
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especificas caracteristicas sobre el objeto deflector, tal que se permita la resolucién de multiples
imagenes y que éstas sean coherentes con lo establecido hasta el momento [53].

Asf, como punto de partida, se considera que la lente es geométricamente delgada y transparente'”,
de modo que puede caracterizarse por una densidad de masa superficial suave ¥(¥). Ademads, se
asume que dicha densidad decrece mds répido que |z| =2 cuando |z| — oo.

La consideracién anterior es coherente con el comportamiento natural del fenémeno, ya que des-
cribe la distribucién de masa como finita, lo cual implica que el dngulo de deflexion se encuentra
acotado, es decir que |@(Z')| — 0 cuando || — oc.

Se denotard al nimero total de imdgenes generadas por la distribucién de masa con n, el cual es
descrito como la suma de las imagenes de cada tipo, es decir:

n = nr + n + Ny - (563)

Existen dos teoremas que permiten estudiar la formacién de imdgenes independientemente de su
complejidad. Si bien se derivan a partir del andlisis de la lente descrita previamente, es posible
generalizar sus resultados. La demostracion de estos teoremas se realiza en torno al teorema del
indice, aplicado al contexto de las lentes gravitacionales [53]. Este procedimiento se aborda en el
apéndice C.2. A continuacidn, se describen ambos teoremas.

Teorema 1 Si el cuerpo deflector satisface las condiciones descritas, y la posicion de la fuente (V)
no se encuentra sobre una caustica, se establece que:

1. Siempre habrd al menos una imagen directa de la fuente: ny > 1.
2. El niimero de imdgenes generadas es finito: n < 00.

3. Cada vez que aparezca un nuevo punto de silla, se generardn respectivamente un minimo o
un mdximo local, satisfaciendo la relacion: ny + nyp = 1 + nyp.

4. Siy solo si |§| es muy grande, se forma una tinica imagen.

A partir de lo establecido en el Teorema 1, se deduce que, para un sistema de lente gravitacional,
el nimero total de imdgenes puede expresarse como: n = 1 + 2nyy. Es decir, serd mayor que 1 e
impar siempre que existan puntos silla en la superficie de tiempo de atraso. Asimismo, se observa
que el nimero de imdgenes con paridad par siempre serd mayor que el de aquellas con paridad
impar.

Teorema 2 Si se mantienen las condiciones sobre la lente, la primera imagen en llegar al obser-
vador es de tipo I, y aparenta mayor o igual brillo que la fuente. En otras palabras, el minimo
global siempre debe existir, por lo que existird en el sistema una imagen con mayor flujo que el
de la fuente en ausencia de la lente; esto demuestra que, para el observador, el efecto de lente
gravitacional aumenta el flujo total recibido desde el objeto emisor.

13Una lente transparente, en el contexto gravitacional, es una distribucién de masa que curva la luz sin absorberla
ni emitirla, afectando solo su trayectoria mediante el campo gravitacional.

J. Fernando Insandara 56



Trabajo de grado CAPITULO 5. FENOMENO DE LENTE GRAVITACIONAL

Como consecuencia de los dos teoremas, se deducen las siguientes generalidades respecto a la
formacion de imdgenes. Cuando se forma una tnica, esta corresponde a un minimo (L), con paridad
total y parcial positiva. Es decir, tiene un tamafio y un flujo mayores que los de la fuente. Este caso
se asocia a una densidad superficial de masa muy baja, la cual impide la formacién de imagenes
adicionales.

En el caso de tres imdgenes, una de ellas debe ser un minimo (L), otra corresponde a un punto de
silla (S) y la tercera puede ser un segundo minimo o un maximo (H). El contorno alrededor del
punto de silla puede presentar diferentes topologias.

De forma anéloga, en el caso de cinco imédgenes, a partir del escenario anterior, uno de los ma-
ximos o minimos ‘“‘se divide”, dando lugar a la formacién de dos imédgenes adicionales. Al igual
que el caso anterior, se presentan topologias caracteristicas de cada sistema gravitacional (estas
se estudiaran en la seccidn correspondiente). Por dltimo, aunque es posible la existencia de con-
figuraciones con mds de cinco imagenes, estas resultan ser excepcionales en la naturaleza, ya que
requieren distribuciones de masa poco comunes.

En el universo existen sistemas de lente gravitacional, como PG 1115 + 080, que no pueden ser
descritos completamente mediante estos teoremas; sin embargo, esto no implica que carezcan de
utilidad para su estudio. Particularmente en este sistema, se observa la presencia de multiples
imagenes muy proximas entre si, las cuales tienden a presentar una mayor magnificacion. Esto
sugiere, de manera cualitativa, una curvatura casi nula en la superficie de tiempo de atraso entre
dichas imagenes. Matemdticamente, esto se traduce en una singularidad: cuando dos imédgenes se
fusionan, el potencial de Fermat se torna plano entre ellas, provocando que la magnificacion tienda
a infinito.

De esta manera, entonces, se ha descrito las caracteristicas de las imdgenes en funcién de su pari-
dad, sin embargo en la naturaleza se presenta un obsticulo; al ser inviable la visualizacién directa
de la fuente (eliminando la lente), resulta imposible dilucidar la paridad en cada una de ellas. Es
asi que se recurre a determinar la paridad relativa de todas las imédgenes, de tal manera que, al co-
nocer el tiempo de atraso, es posible determinar el minimo global y, por ende, establecer la paridad
absoluta en todas las imagenes [24].

5.6.2. Topologia de la superficie tiempo de atraso

En esencia, el estudio de la topologia de la superficie de tiempo de atraso permite analizar sistemas
de lente gravitacional, ya que, como se ha descrito a lo largo del trabajo, hace posible la identifica-
cién de regiones donde se forman las imdgenes, dado que a partir de su configuracion, es posible
su clasificacion; como se evidencia en las Figuras 16y 17.

De acuerdo con la teoria, los isocontornos del potencial de Fermat siguen geometrias especificas
asociadas a la formacion de imégenes, las cuales se analizardn a continuacion.
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5.6.2.1. Topologia para tres imagenes

Para entender la formacién de imdgenes, es necesario comprender el papel que desempefian los
puntos de silla. Por este motivo, se analiza el comportamiento de la funcién tiempo de atraso en las
proximidades de cada uno de ellos, los cuales se caracterizan matematicamente por la condicion
VT = 0. Asi, al considerar por conveniencia matematica que la matriz Hessiana es diagonal y
expandir la funcién en series de Taylor hasta términos de segundo orden, se obtiene:

10*T , 19*T ,

- ——; . 5.64
28:c%xl+28x§x2 (564)

T(Z,§) ~To+

donde es posible describir localmente las lineas de nivel mediante una ecuacion cuadrética de tipo
cOnica, como se representa en la siguiente igualdad

*T *T
Gt =0 (5.6.5)

Al igualar a cero la anterior, es posible estudiar el comportamiento de las regiones alrededor del
punto de silla, ya que la direccién de las asintotas alrededor de 7 es descrita por la relacion:

(02T /0x3) (5.6.6)

N )

tal que, permite cuantificar la geometria local alrededor del punto de silla.

Lo anterior da lugar a describir las regiones préximas a estos puntos mediante una ilustracion que
considera dos lineas rectas y los signos + y —, los cuales representan el comportamiento de la
superficie tiempo de atraso alrededor del punto de interés, como se ilustra en la Figura 18

Figura 18: Representacion didéctica de un punto de silla, caracterizando las regiones alrededor del mismo
con los signos + y — de acuerdo a su comportamiento.

Por otro lado, dado que los isocontornos corresponden a un valor constante de la funcién tiempo de
atraso, al graficarse en el plano de la lente forman lineas cerradas debido a la geometria parabdlica
de la funcién. Es decir, estas lineas no terminan abruptamente y solo se interceptan en otros puntos
criticos, como puntos de silla.
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En consecuencia, se derivan cuatro formas posibles en las que las curvas pueden cerrarse. Dos
de ellas estdn asociadas a una lemniscata'*, mientras que las otras dos siguen la geometria de un
caracol de Pascal'®, como se representa en la Figura 19.

Figura 19: Ilustracién de las configuraciones teéricas de los isocontornos de la superficie de tiempo de
atraso, asociadas a la formacién de tres imigenes en un sistema de lente gravitacional. Las regiones se
identifican con las siglas en inglés para maximo (H), minimo (L) y punto de silla (S).

Particularmente, las configuraciones A y D no son fisicamente viables en sistemas que producen
tres imagenes. Esto se debe a la forma de paraboloide de la superficie de tiempo de atraso, la cual
impide que, fuera de las lineas de contorno, el valor de la funcién tiempo de atraso sea menor que
el valor establecido en el punto de silla. En esencia, las configuraciones posibles para la formacion
de tres imdgenes en un sistema de lente gravitacional corresponden a las representadas en B y C,
ya que en estas la funcién tiempo de atraso toma un valor positivo fuera del punto de silla.

En especifico, estas geometrias permiten inferir el orden temporal en el que se observan las varia-
ciones en las imagenes. En el caso de que la fuente varie, para la geometria asociada al caracol de
Pascal, la primera imagen en modificarse serd la representada en el minimo (L), seguida por la del
punto de silla (S) y, finalmente, la ubicada en el maximo (H). De forma andloga, en la geometria
de la lemniscata, primero se observard una variacién en uno de los dos minimos (cualquiera de
los dos), luego la variacion se dard en el otro, de modo que la dltima imagen en modificarse es la
ubicada en el punto de silla [53].

4Figura plana que se asemeja a un ocho o simbolo de infinito.
13Curva plana que se caracteriza por tener una forma circular con una protuberancia.
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5.6.2.2. Topologia para cinco imagenes

El siguiente caso de andlisis corresponde a la formacidn de cinco imdgenes en un sistema de lente
gravitacional. En este contexto, tal como lo describen los teoremas correspondientes, existirdn dos
puntos de silla, los cuales estardn relacionados entre si. Para evitar degeneraciones en la formacion
de imagenes, se establece que ambos puntos de silla deben estar ubicados en posiciones distintas.

Tomando como punto de partida el caso anterior (tres imdgenes), la creaciéon de dos imagenes
adicionales se da a partir de las geometrias previas, donde, el primer punto de silla delimita el
isocontorno general o exterior, mientras que el segundo punto de silla se forma a partir de un
maximo o un minimo contenido dentro del isocontorno general.

La existencia del segundo punto de silla permite la descripcion de una curva de nivel adicional.
Asi, las geometrias que representan la formacién de cinco imédgenes pueden clasificarse segun la
forma de la curva de nivel exterior. En el caso de que esta sea una lemniscata, el segundo punto
de silla puede ubicarse en cualquiera de los dos I6bulos, y la geometria del isocontorno asociado a
este punto puede adoptar la forma de otra lemniscata o de un caracol de Pascal, como se ilustra en
la Figura 20. De manera arbitraria se ha ubicado el segundo punto de silla en el 16bulo derecho.

Figura 20: Ilustraciéon de la formacién de 5 imdgenes considerando una curva de nivel exterior con la
geometria de una lemniscata.

De manera andloga, para una linea exterior con geometria de caracol de Pascal, se presentan di-
ferentes combinaciones posibles, las cuales dependen de si la posicion del segundo punto de silla
estd dentro o fuera del 16bulo més pequefio.

Como primer caso, se describen las geometrias asociadas al punto de silla ubicado por fuera del
16bulo interior. En este contexto, y siguiendo lo establecido en la formacién de tres imédgenes, la
region correspondiente se caracteriza por el signo menos (—), de modo que el segundo punto de
silla puede dar lugar a dos configuraciones distintas: La primera, donde se originan un minimo
adicional (L), representada por una curva de nivel en forma de lemniscata, como se visualiza en
la Figura 21a. La segunda, donde se crea un maximo local (H), dando lugar a un isocontorno con
geometria de caracol de Pascal, como se ilustra en la Figura 21b.
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(a) Linea de nivel interna en forma de lemniscata. (b) Curva de nivel interna de tipo caracol de Pascal.

Figura 21: Topologia de los isocontornos de la superficie tiempo de atraso en la formacién de cinco image-
nes con una geometria general de caracol de Pascal. El nuevo punto de silla se sitda en el 16bulo exterior.

El segundo caso corresponde a la situacién en la que el nuevo punto de silla se encuentra dentro
del 16bulo interior, siendo esta una region caracterizada por el signo méas (+). Debido a esta carac-
teristica particular, las geometrias consideradas son aquellas que no eran viables en la formacion
de tres imdgenes (configuraciones A y D), es decir, aquellas topologias con signo menos (—) en
el exterior. Asi entonces, se contempla que si el punto de silla da origen a otro maximo local (H),
la curva de nivel resultante tiene la forma de una lemniscata, como se muestra en la Figura 22a.
Mientras que, si el mismo da lugar a la formacién de un minimo local (L), se obtiene una curva de
nivel de un caracol de Pascal, como es representado en la Figura 22b.

(a) Configuracion interna en forma de lemniscata. (b) Isocontorno interior de tipo caracol de Pascal.

Figura 22: Topologia de los isocontornos de la superficie tiempo de atraso en la formacién de cinco imége-
nes con una geometria general de caracol de Pascal. El nuevo punto de silla se sitia en el 16bulo interior.

Por dltimo, se menciona que, si bien existen expresiones matematicas definidas tanto para la lem-
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niscata como para el caracol de Pascal, las lineas de isocontornos no obedecen estrictamente a di-
chas ecuaciones, por lo que, las curvas de nivel corresponden estrictamente a pseudo-lemniscatas
y pseudo-caracoles de Pascal. Ahora bien, dado que presentan una forma geometria semejante, se
les atribuye esos nombres de manera didéctica.

5.6.3. Imagen central

Del andlisis de los teoremas, asi como de los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso, se
concluye que tedricamente existird una imagen sobre o en las proximidades de la lente, la cual se
denomina como “imagen central” [24,29,53].

Lo relevante de esta imagen es que, a partir de las observaciones de sistemas de lente gravitacional
en la naturaleza, no es posible observar directamente la imagen central del sistema. En la literatura
se establece que, para galaxias elipticas, las imdgenes centrales son indetectables con observacio-
nes ordinarias, debido a que estas son desmagnificadas'® por los agujeros negros supermasivos
que se encuentran en el centro de las galaxias que actian como lentes gravitacionales. Es decir, la
desmagnificacion hace que la imagen central sea muy tenue y casi imperceptible con la tecnologia
actual en longitudes de onda 6pticas. Por lo tanto, para la deteccion de estas imdgenes se requiere
observaciones en otras longitudes de onda, donde la interferencia por el brillo de la galaxia lente
sea menor.

Hasta la fecha de realizacion de este trabajo, se tiene completa certeza de la formacién de una ima-
gen central en un sistema de lente gravitacional, especificamente en el sistema PMN J1632-0033,
la cual fue identificada mediante observaciones de radio. Para mayor informacién sobre la detec-
cion de esta imagen central, asi como de candidatos de sistemas de lente gravitacional en los que
seria posible detectarla, véase la referencia [56].

I6Relativo al efecto inverso de la magnificacién de una imagen.
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Capitulo 6

Modelos de lentes

Los objetos existentes en el cosmos presentan configuraciones complejas y diversas, lo cual tam-
bién se refleja en el fendmeno de lente gravitacional. En general, los rayos de luz emitidos por la
fuente pueden sufrir multiples deflexiones antes de llegar al observador, debido a la presencia de
distintos cuerpos celestes a lo largo de la trayectoria del haz [53]. No obstante, para los fines de
este capitulo, se considera que el objeto deflector corresponde a un dnico ente, como por ejemplo
una galaxia [29].

Bajo este enfoque, se analizan diversos modelos de lente, entre los cuales se encuentran el de lente
puntual, de esfera isoterma (con o sin niicleo) y el elipsoide isotérmico (con o sin nicleo). En todos
los casos mencionados, la densidad volumétrica o superficial de masa se emplea como pardmetro
descriptivo de la distribucion de masa del cuerpo deflector, a partir del cual se derivan relaciones
y magnitudes clave para el estudio de sistemas de lente gravitacional, tales como la ecuacion de la
lente, el 4ngulo de deflexidn, el potencial gravitacional, las lineas criticas, entre otras [33].

A continuacién, se profundizard en el andlisis de cada uno de estos modelos, describiendo sus
caracteristicas principales, las suposiciones que los sustentan y como contribuyen a la comprension
general del fendmeno de las lentes gravitacionales en diferentes contextos.

6.1. Masa puntual

El modelo de masa puntual constituye el modelo introductorio al andlisis de lentes gravitacionales,
ya que al concentrar la distribucién de masa de la lente en un dnico punto, permite derivar de
forma simple las expresiones fundamentales asociadas a este fendmeno. Si bien no ofrece una
descripcién completamente realista, permite obtener buenas estimaciones del tiempo de atraso
entre las imédgenes, la posicion de las mismas, los factores de amplificacion, entre otros [53]. Este
apartado se fundamenta en las secciones 3.1.1 de [44], 4.1 de [33] y 2.3.1 de [29], desarrollando
ademads los pasos intermedios omitidos en dichas referencias.

Como punto de partida, se recurre a la funcién delta de Dirac como herramienta matematica para
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describir la distribucion de masa de la lente concentrada en un Unico punto del plano correspon-
diente. En consecuencia, para este modelo, la densidad superficial se define como:

(€)= M6(E). (6.1.1)

Al contar ya con una expresion para la distribucién de masa del modelo, el siguiente paso natural
consiste en determinar el dngulo de deflexion. Para ello, se sustituye el resultado anterior en la
ecuacion 4.5.7, lo que da lugar a la siguiente igualdad

- o 4G [ o1 €-€ o2 AGM €
a(g)_—/o [M5(§ )} —\5—€/|2d§ a1 6.1.2)

la cual, en notacién angular (E = §DO 1), adopta la forma:

@) = ! AGM 0 1 AGMé
_DOL 2 GQ—DOL c2 9

(6.1.3)

Oy

A partir del resultado anterior, el dngulo de deflexion reducido puede calcularse mediante la rela-

cion 5.1.3, es decir:
Drs 4GM é

- DOLDOS 02 49 ’

lo que conduce a la ecuacion de lente gravitacional para el modelo de masa puntual, dada por:

a(

<,
SN—

(6.1.4)

Drs 4GM éy
DOLDOS c? 9

B=0- (6.1.5)

El siguiente paso de interés consiste en determinar la forma del potencial gravitacional. Para ello,
se recurre a la relacion del mismo con el dngulo de deflexion reducido, ecuacion 5.2.19. Asi, para
el modelo de masa puntual, el gradiente del potencial gravitacional reescalado es:

Gu(d) _ _Dis 1GM &
" DorDos ¢ 6

(6.1.6)

De la expresion anterior, es posible determinar el potencial gravitacional, ya que al integrar sobre
el plano de la lente y considerando las caracteristicas de la distribucién de masa, la integracion se
realiza Unicamente a lo largo de la direccion radial. En otras palabras, se cumple que 40 = éordt’,
y, €n consecuencia, se obtiene

(@)= Dus 4GM " ey - df
DorDos ¢ Jo, 0

_ Dpg AGM [ a0

- DorDos ¢ QEW’

Drs 4GM 0
= | — . 6.1.
DorDos  c? N (9E ) (6.19)

(6.1.7)

(6.1.8)
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En el célculo antecedente se introdujo un dngulo de referencia g, el cual recibe el nombre de
dngulo de Einstein. La relevancia fisica de este se describird mds adelante. Asi entonces, para el
modelo de masa puntual, el 4ngulo de Einstein se define siendo igual a

Drs 4GM
bp = 6.1.10
E \/DOLDOS 2 ( )

permitiendo representar al potencial gravitacional reescalado en notacién angular, como:

0
U () = 0%1In (—) , (6.1.11)
Ok

y finalmente, aprovechando la simetria radial del sistema, es posible reescribir la ecuacién de lente
en términos del dngulo de Einstein, obteniendo la siguiente expresion:

02

f=0-—-L. (6.1.12)

0
Ahora bien, utilizando lo anterior y el potencial gravitacional, es posible representar la funcién de
tiempo de atraso total asociada al modelo de masa puntual de la siguiente manera:

1+ZLD05DOL 1 2 2 0
= — 160 — —0sIn | — ) 1.1
T = T | 210 B — 03 - (6.1.13)

Andlogamente, con el fin de estudiar la formacién de imdgenes y demds caracteristicas del modelo,
se introduce la notacion adimensional, de tal manera que se define la magnitud de los vectores
adimensionales (z y y) como:
_Bs _0
T by
De este modo, la ecuacion de la lente 6.1.12 puede reescribirse en funcién de los anteriores, dando
lugar a la siguiente relacion:

(6.1.14)

1
y=1x——. (6.1.15)
T

Para determinar, por ejemplo, el nimero de imagenes que puede generar una lente modelada como
masa puntual, se iguala a cero la ecuacion de la lente, es decir:

2 —a2y—1=0. (6.1.16)

En donde se obtendrdn tnicamente dos imdgenes, cuya posicion radial se determina al resolver la
ecuacion anterior, y cuya solucion se presenta a continuacion:

= % VP 6.1.17)

Al analizar la igualdad anterior, se encuentra que la posicion de las imédgenes dependera lineal-
mente de la ubicacion de la fuente. En cuanto al signo, este indica si la posicion de la imagen se
encuentra por encima o por debajo del eje dptico.
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a(x)

—4

Figura 23: Solucién de la ecuacion de la lente mediante el método gréafico. Se consideraron diferentes
posiciones de la fuente y, con el objetivo de visualizar el desplazamiento de los puntos de interseccién
(imégenes) entre o(z) y f(x) = x — y. Las lineas verticales z = =+1 representan la distancia radial del
angulo de Einstein en notacién adimensional.

Una alternativa para analizar el nimero de imdgenes obtenidas en un sistema de lente gravitacional
es mediante el andlisis grafico unidimensional [24], donde se buscan los puntos de interseccion
entre el angulo de deflexion en funcién del parametro de impacto () y larecta f(z) = = — y,
como se muestra en la Figura 23.

En el caso hipotético en que la fuente se encuentre a una distancia angular mucho mayor a la del
angulo de Einstein (y > 1), esta no se ve afectada significativamente por el efecto de lente gra-
vitacional. Si bien tedricamente existen dos imdgenes, una proxima a la lente y otra cercana a la
posicion de la fuente, la imagen que se forma en las cercanias de la lente presenta una magnifi-
cacion nula, como se demostrara a continuacion. Fisicamente, esto significa que dicha imagen no
puede ser observada o resulta extremadamente tenue en contextos reales [33]. Ademds, una conse-
cuencia relevante de la posicion opuesta de las imagenes en el plano, es que la superficie de tiempo
de atraso no se deforma de manera continua, limitando asi la formacién de nuevas imagenes.

Por otro lado, en el caso especifico y = 0, la lente y fuente se encuentran perfectamente alineadas,
de modo que, la ecuacion de la lente toma la forma:

r =41, (6.1.18)

Es decir, las dos imédgenes generadas se ubican exactamente a la misma distancia radial. Al extra-
polar este resultado en el plano, y dada la simetria de la lente, se obtiene la formacién de un anillo,
el cual se denomina anillo de Einstein. En este contexto, el dngulo de Einstein caracteriza el radio
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angular de dicho anillo en el plano de la lente. En la Figura 23 se representa este caso mediante la
linea punto-guion de color morado.

Ahora, en cuanto a la convergencia del modelo, se tiene que, dada la definicién de la densidad
superficial, esta resulta ser nula en todos los puntos del plano, a excepcion del punto en el que se
sitda la lente. En dicho punto, la convergencia no estd definida y se considera como una limitante
del modelo.

Con respecto a la magnificacion, se toma la relacion 5.4.8, siendo que, para este marco corresponde
a

: (6.1.19)

en el cual, se tiene que it = 1/|AjanAraa|- Como resultado de lo anterior, se determina que las lineas
criticas son:

1
Aan = £ = (1 = —2) , (6.1.20)
T T
dy 1
- Y1+, 121
/\rad dz ( + $2> (6 )

De manera especifica, se tiene que la linea critica tangencial es la tinica que puede anularse, y lo
hace en x = 1. En otras palabras, solo existe una linea critica, y ésta corresponde al anillo de
Einstein del sistema. Andlogamente, se obtiene que la magnificacién en términos x es:

(6.1.22)

La Figura 24 muestra como varia la magnificacién en funcién de la posicion radial de la imagen.
Se observa que, para el modelo de masa puntual, la magnificacién aumenta significativamente a
medida que la imagen se aproxima al anillo de Einstein, mientras que cuando se aleja del eje
dptico, toma un valor cercano a 1. Por tultimo, si la imagen se acerca a la posicién de la lente, la
magnificacion tiende a cero.

Un enfoque alternativo para estudiar la magnificacion consiste en analizarla en funcién de la po-
sicion de la fuente. Para ello, se examinan sus componentes fundamentales: 1la magnificacién tan-
gencial y radial, de modo que, en notacién adimensional, la primera corresponde a

T 111
Htan = vy [5 <yi VY +4)} ; (6.1.23)

y
1 N
=3 14 vy T (6.1.24)
y
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Magnificacién - Lente puntual

@

T

i — ux) =114

| ---- Singularidad en x =1
i

ES w o ~

M (Magnificacidn)

N

"

Figura 24: Magnificacién en funcién de la posicion de las imdgenes en notacién adimensional.

Asimismo, la magnificacion radial p.,q €s caracterizada por

dz 1d
rad = 7 — 5 7. + 2 4 y 6.1.25
Hrad = 2dy[y Vy+} (6.1.25)
1 Yy
=— |14+ ——1. 6.1.26
2[ il ( )

En consecuencia, se tiene que la magnificacion de la fuente con respecto a cada una de las imagenes
corresponde a fi+ = [i;ad-[tan- AST €ntonces, se determina

2
14 VY t+4

Y

1+£—2 |, (6.1.27)

A

Pt =

714
o4 Y VYT

VY +4 Y
[ N2 + 4
9+ L
I Yy y? +4
- 2o

1+ ———+—
Y\ y? +4

Particularmente, se observa que cuando y > 0, ;14 > 0 mientras que ;. < 0. En otras palabras, una
de las imdgenes siempre tendré paridad negativa y, como se analiz6 en la topologia de la superficie
de tiempo de atraso, estard asociada a un punto de silla.

) (6.1.28)

A

) (6.1.29)

o

(6.1.30)

N | —
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Ahora la magnificacion total de la fuente corresponde a la suma de las dos anteriores, tal que

1 v +2 1 y* +2
PRSIV e e I B I S (6.1.31)
ety DRV e B Yy +4
1] 249 ] p
__he L2y - y i , 6.1.32)
21 yVyP+4 V2 +4
2
2
v+ (6.1.33)

N yiE+ 4

En especifico, al analizar el caso en el que la fuente se encuentra alejada respecto al eje 6ptico
desde la perspectiva de la magnificacion (donde y >> 1), la magnificacion total tiende a 1.

Por otro lado, la relacion de la magnificacion entre las imdgenes se analiza desde la siguiente

expresion
e Y42+ y2+4
— = : (6.1.34)
P y?+2—/y? +4

En este momento, con el fin de simplificar la anterior, se consideran las siguiente relaciones mate-
maticas

1 2
§<y—|—\/y2—|—4) =y +yVyr+4+2, (6.1.35)
1 2
—(y—s/y2+4) =2 — g2+ 442, (6.1.36)

2

tal que permiten describir el valor absoluto de 6.1.34 en términos de las posiciones de las imdgenes
2+, por medio de

pe| (v VA () 6.1.37)
Sl =) =) 1.

De este ultimo resultado, se tiene que en el limite y — oo, la magnificacién de la imagen x, es
(4 — 1, mientras que para la imagen z_, u— — 0. Es decir, como se mencion6 con anterioridad,
x_no podra ser visible fisicamente.

6.2. Lentes axialmente simétricas (circulares)

Estos modelos de lente se caracterizan por tener un potencial gravitacional escalar. Si el sistema
de referencia se ubica en el centro de la lente, las ecuaciones pueden describirse desde un enfoque
escalar, ya que dependen unicamente de la distancia radial, como por ejemplo, el potencial de la
lente puntual. Esta seccion estd basada en la Seccién 5.1 de [33], detallando los pasos intermedios.

U(F) — V(). (6.2.1)
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Como punto de partida se analiza la relacion entre el potencial gravitacional reescalado y la con-
vergencia en 5.5.4, de modo que, al describir el sistema en coordenadas esféricas, se determina lo

siguiente
V20 (6) = Lo ( aq’—@) = 2. (6.2.2)

Abhora bien, en este contexto, el dngulo de deflexion reducido se describe como a(0) = 0V (0)/06,
lo que permite reescribir la relacion anterior como

Zon[0a(0)] = 2k. (6.2.3)

De esta ultima igualdad, es posible determinar el d&ngulo de deflexion para lentes axiales, tal que

a(f) = %/000 2k(6M60'd0" . (6.2.4)

A partir de lo anterior, al reemplazar la convergencia mediante su relacién con las densidades
superficiales, se deduce lo siguiente

aw):%;_t /0 (0)9'd6 (6.2.5)

En este punto, es necesario determinar la densidad superficial critica asociada a este tipo de lentes.
De este modo, la masa contenida en una lente axialmente simétrica puede representarse matemati-
camente mediante

0
M(0) = 2 / 50606’ . (6.2.6)
0

De manera andloga, del analisis de la lente puntual se tiene que la masa contenida dentro del &ngulo

de Einstein corresponde a

DorDos &,
Mpgp=—"""""""—20 6.2.7
E DLS 4G E» ( )

la cual se busca relacionar con la densidad de masa superficial critica >,;;, ya que, como se men-
ciond6 con anterioridad, permite describir los efectos de una lente gravitacional fuerte. Es asi que,
para una lente axialmente simétrica, el drea que contiene la masa de la lente puede describirse
mediante un circulo de radio 6, lo que permite expresar Y., a partir de su definicién, como

DorDos ¢ p2

Vo = —2L8 16 2 6.2.8

02 , (6.2.8)
DorDos ¢

=2 6.2.9

DLS 4Gm , ( )

permitiendo asi reescribir la ecuacién 6.2.5 tras una reorganizacién de términos, de la siguiente
manera 0
1 Dps 4G /

) =-—"7-—— (2 ¥(6)6'de’ 6.2.10

) = g3 (on [ (@) (6:2.10
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donde el término entre paréntesis corresponde a 6.2.6. En otras palabras, el dngulo de deflexion
reducido de una lente axial en funcién de la masa de la lente es
D 4G M (0
a(p) = —2rs AG M)
DOLDOS 2 0

6.2.11)

Particularmente, al ser representada en notacién adimensional, la anterior permitird un andlisis méas
préactico de la convergencia y el cizallamiento desde un punto de vista matemaético en este tipo de
lentes. Asi, se introduce el dngulo de deflexion reducido de una lente axial como

1 DLS ﬁM(ZL‘)

== 6.2.12
o) & DorDos ¢ x ( )
el cual puede ser descrito en funcién de la densidad superficial critica, es decir
M(x) 1
= - 6.2.13

en consecuencia, se introduce un nuevo pardmetro, m(x), el cual corresponde a la masa adimen-
sional contenida en la lente axial. En notacion adimensional, esta se expresa como

= ) 6.2.14
m(f]:) égﬂ-zcri ( )
Por ende, la ecuacion 6.2.13 toma la forma
a(z) = M) (6.2.15)
z

En este punto, se considera la expresion 6.2.4, de modo que, al realizar el mismo procedimiento
para deducirla, ahora en notacién adimensional, se deduce que

a(z) = = /0 " ok(a)alde, (6.2.16)

X

La cual, al ser comparada con 6.2.15, permite determinar que la masa adimensional es igual a
m(x) =2 / k(2 )2 da’ . (6.2.17)
0

Como resultado, se deduce que, para lentes axiales, la ecuacion de la lente en notacién adimensio-
nal y en funcién de m(z) toma la siguiente forma

(6.2.18)

Por otra parte, es posible deducir la convergencia a partir de la ecuacién 6.2.3 en notacién adimen-
sional, de manera que
a(x) aa(x)}

") =5 {T+ o1
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Ahora bien, al calcular la derivada del dngulo de deflexion reducido considerando 6.2.15, se en-

cuentra lo siguiente
da(x) 10m(xz) m(x)
= — — ) 6.2.20
ox r Ox 2 ( )
De este modo, al sustituir la anterior en 6.2.19, se obtiene que la convergencia de una lente axial

corresponde a

1 [m(z) 10m(z) mz)

1 om(x)
=5 o (6.2.22)

En este momento del desarrollo, se destaca que, si bien el punto de partida fue la descripcion de la
masa de la lente en coordenadas esféricas, a partir de ahora resulta ttil describir el fendmeno en
el plano de la lente; por ello, se recurre a representar al sistema en coordenadas polares. Asi, se
introducen las componentes del dngulo de deflexiéon como

ap(z) = a(x)cos ¢, (6.2.23)
as(r) = a(x)sing . (6.2.24)

Andlogamente, se tiene la introduccidn de las respectivas derivadas de las componentes, es decir

0 sing 0
— = — — 2.2
Oxq OS¢3$ x 09’ (6.2.25)
., 0 cosg 0
_(9332 sin ¢8x T 90 (6.2.26)

Este cambio permite facilitar el andlisis matematico del cizallamiento, dado que posibilita su estu-
dio a partir de sus componentes. Asi, considerando la descripcion de estas en funcion del potencial,
como se presenta en 5.5.7, pero ahora expresada en notacion adimensional, se tiene que 7, es

1] 0 0
=—|—uo(r) — ——a(z 6.2.27
g1 2{89&1 1(z) O 2(7) | ( )

en el cual se describen las segundas derivadas del potencial adimensional como V;; = %aj.
Asi entonces, al sustituir 6.2.24 sobre la expresion de 71, se obtiene

M= % -(COSQ ¢ (r) + s1n%z5+(x)> - (Sin2 ¢ (r) + M)] , (6.2.28)
= % -(cosz ¢ — sin? gb) O/(LE) — (6082 o — sin’ ¢) O[Tx)} ) (6.2.29)
= % -(cos2 ¢ —sin® ¢) <o/(x) - #)} , (6.2.30)
— % :COS 2 (o/(x) _ @)} ' (6.2.31)
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Asimismo, para vy,

0

Y2 = 8—332041(:::) , (6.2.32)
= sin ¢ cos ¢ o/ (x) — sin ¢ cos (Z)%x) , (6.2.33)
= sin ¢ cos ¢ <o/(x) — @) : (6.2.34)
_ sin22¢ (O/(x) B @) _ (6.2.35)

Con la determinacion de las componentes del cizallamiento, es posible determinar el médulo del

tensor, tal que
vl =/7+3, (6.2.36)

— \/ c0s?(2¢) + sin’(2¢) (o/(a:) - @)2 : (6.2.37)

4 x
1
=3 o (z) — @ (6.2.38)
La anterior, puede ser descrita en funcién de m(x), tal que 6.2.38 toma la forma
110 (m(x) m(z)
N - 6.2.39
7= 2002 ( T ) 2 |’ ( )
1 /
_ L) miz)) (6.2.40)
2| =z x?

Al tomar el resultado de la ecuacién 6.2.22, se determina que el médulo de cizalladura es propor-
cional a la convergencia del sistema, es decir

m(z)

K(z) — (6.2.41)

v = 22

De este dltimo resultado, se da lugar a la definicién de convergencia media, denotada por (),
la cual representa el promedio de la convergencia x en un circulo de radio x (o radio angular 6)
centrado en el eje de simetria. Mateméticamente, <(x) es expresa como

A(z) = ) _ 2 /0 " p(@)adx (6.2.42)

x? x?
demostrando asi que, finalmente que el médulo de cizallamiento de una lente axial corresponde a

v = |k(z) — R(x)] . (6.2.43)
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Ahora, con el fin de analizar las lineas criticas del sistema, se expresa la matriz jacobiana en
términos de x y 7y (véase la ecuacién 5.5.18), de manera que la matriz, en el contexto de las lentes
axiales, es

[1=x 0 ] 1{m(x) m(z)| [cos2¢  sin2¢
A= 0 1-k] 2| x 2 x2 [Sin 2¢ —cos 24 ’ (6.2.44)
1=« 0 ] 1 _ cos2¢  sin2¢
=0 1-x 2 2k(z) — 2/<a(x)‘ [sin % — cos 24 : (6.2.45)
1=k 0 ] cos2¢  sin2¢
- | 0 1 — K] -7 {sin 2¢ —cos QQJ ’ (6.2.46)
y su determinante
det(A) = (1 — k — ycos2¢) (1 — k + 7 cos2¢) — (ysin24)° | (6.2.47)
= (1 — k)2 = (ycos26)* — (ysin2¢) | (6.2.48)
=(1-r)—7", (6.2.49)
=[1—k(z) —7v(@)][1 - k(x) +v(z)] . (6.2.50)

Es bien conocido que la magnificacién es p(x) = det(.A)~!, lo que permite determinar la linea
critica radial y la tangencial, como se demostré en la ecuacion 5.5.31. De manera explicita, en el
caso de lentes axiales —al igual que en el caso de una masa puntual— las lineas criticas estdn
caracterizadas por
d
Mon = 2, Aead = —> (6.2.51)
x

rad — .
dz

6.2.1. Esfera isoterma singular (SIS)

El modelo de esfera isoterma singular (SIS, por sus siglas en inglés) es uno de los mas utilizados
en lentes gravitacionales, ya que, gracias a su simplicidad, permite analizar de manera coherente
multiples sistemas de lente presentes en la naturaleza [57,58].

Este modelo se construye fisicamente al considerar una galaxia (la lente) como una esfera de gas en
equilibrio hidrostético, en la cual la densidad volumétrica se describe en funcién de una velocidad
de dispersion constante o, , que representa la velocidad promedio de las particulas que conforman
el gas. Este enfoque es detallado con mayor detalle en [29]. Esta seccién se basa y desarrolla los
pasos omitidos en la seccion 5.2.3 de [33], 2.3 de [29] y [59].

Como punto de partida, se toma el perfil de densidad de la esfera en equilibrio hidrostatico, el cual

€S

0.2

MM:ZEW? (6.2.52)

siendo que || caracteriza la distancia con respecto al centro de la lente.
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Dada la descripcion volumétrica, es posible expresar r en funcién del pardmetro de impacto, de la

siguiente manera
=&+ 22, (6.2.53)

lo que permite derivar el perfil de densidad superficial (ecuacién 4.5.1), tal que

B(E) =2 /0 p(F)dz (6.2.54)

—2(03> Tz (6.2.55)
() [ >

Para resolver la integral, se propone el siguiente cambio de variable: z = ¢ tan w. De esta manera,
se deduce

sewdw 11 (2 Oo_i
/,/752+Z2 5/1+tanw—€w—£tan (5)'0—%, (6.2.56)

de modo que, al reemplazar en la ecuacién 6.2.55, se deduce que la densidad superficial de la lente

5 . o

De manera especifica, se distingue a este perfil de masa con el subindice “sis”, ya que serd tutil en
célculos de otros modelos. En particular, al analizar la ecuacién 6.2.57, se observa una singularidad
conforme el pardmetro de impacto se aproxima a cero. Al tratarse de una idealizacidn, no tiene una
interpretacion fisica asociada, lo que resulta en que el modelo no es vélido en las proximidades del
centro de la lente.

Ahora bien, con el fin de determinar el 4ngulo de deflexién de éste modelo, es preciso determinar
la masa asociada a la lente; es asi que al considerar 6.2.6, se tiene que

2\ (€
M(&) =2n | =~ = 6.2.58
© =2 (5) [ e (6258
Al considerar la ecuacién 6.2.11, se deriva el dngulo de deflexién reducido como
.  Dps4G [mo? e Drs Aro? |
= — ) = = Y 6.2.59
« DOS 02 < G 5 f DOS 62 66 ? ( )
el cual, al ser representado en notacién angular toma la forma
pd 47 0' D LS
0 —é 6.2.60
ag) = 2 Dos €p - ( )

En este momento, se pretende determinar el potencial gravitacional reescalado, siendo que, es
posible determinarlo de la misma manera que en el marco de una lente puntual. Asi entonces,
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dadas las caracteristicas simétricas de la lente, se desarrolla lo siguiente

B (9) = / a(0)dd (6.2.61)
47T0'2 DLS 0
= Y= de’ 6.2.62
Z Dos /O ; ( )
Aro? Dyg
= T —=0. 6.2.63
62 DOS ( )

La anterior igualdad, introduce del dngulo de Einstein del modelo SIS al definir 0, como

471'0'2 DLS
Or_sis = T — 6.2.64
. - (6.2.64)
de manera tal, que el potencial corresponde a
U(0) =g _gs 0, (6.2.65)

y se mantiene como una cantidad adimensional, al igual que en el modelo de masa puntual.

A partir de lo desarrollado, se obtiene que la ecuacidn de la lente, en notacion angular, es detallada
por la siguiente ecuacion: o
p=0—0p_sisco - (6.2.66)

Asimismo, la funcién tiempo del modelo SIS se representa mediante:

1+ 21 DosDor,
c Drs

T =

1~ - i}
510 =B = besisl6]| - (6.2.67)

Con el objetivo de profundizar en el anélisis del sistema, es de interés determinar la convergencia y
el médulo del tensor de cizalladura. Por facilidad, se introduce la notacién adimensional por medio
del radio de Einstein sobre el plano de la lente, de la siguiente manera

471'0"2, DOLDLS

= Dol = , 6.2.68
132 OLVE 2 Dos ( )

de modo que, la densidad superficial en notacién adimensional (¢ = {gx) se representa por medio
de:

o2 1

YWz) = ——— . 6.2.69
() et (6.2.69)
Ahora bien, se pretende expresar la convergencia unicamente en términos de z. Asi, se define la
densidad superficial critica del modelo SIS como

0.2

Sorit = =2 | 6.2.70
‘= G ( )

y por ende, la convergencia es descrita con la siguiente relacion:

by 1
k(z) = 2(_xz =05 (6.2.71)
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Por otro lado, es de interés estudiar la region en la cual se generan multiples imadgenes; por lo
tanto, para estar dentro del régimen del fendémeno de lente gravitacional fuerte, se debe satisfacer
la siguiente condicién: = < 1.

De manera andloga, a partir del andlisis de la convergencia en una lente axial en la ecuacién 6.2.22,
se obtiene que a%m(x) = 1. Es decir, el parametro de masa adimensional del SIS es

m(z) =x, (6.2.72)

de manera tal, que el dngulo de deflexion reducido en notacidén adimensional corresponde a

=1. (6.2.73)

1
ﬁzf—éxzf(l——). (6.2.74)

Al representarla en su forma escalar, se puede analizar la formacion de imédgenes en el modelo, tal
que
x
Yy=x——, (6.2.75)
]
Cuando la fuente se encuentra dentro del radio de Einstein (y < 1), se forman dos imégenes, las
cuales se caracterizan, al igual que en el caso de una masa puntual, una por estar por debajo del eje

optico y la otra por estar sobre el mismo, es decir

. —y—1, (6.2.76)
T, =y+1. (6.2.77)

En otras palabras, la posicion de las imédgenes formadas por el modelo SIS en notacién angular es
0y =0 +0g, (6.2.78)

donde la separacion entre las ellas es 20g.

La formacion de dnicamente dos imdgenes en el modelo SIS también puede observarse mediante
el andlisis grafico. En la Figura 25 se distinguen dos regiones especificas: la primera caracterizada
por y < 1, donde se forman dos imégenes; la segunda, y > 1, donde solo existird un punto de
interseccion. Particularmente, al igual que en el modelo anterior, si y = 0 se formara en el plano
de la lente un anillo de Einstein. Al considerar el caso en que la fuente se encuentraen y > 1, se
obtiene una tnica solucién fisica; es decir, se forma solo una imagen, anédloga al caso del modelo
de lente puntual.

En esencia, la circunferencia de radio 1 separa, en el plano de la lente, las regiones en las que existe
formacion de multiples imdgenes. Aunque se comporta como una cdustica, en realidad no lo es,
ya que no corresponde a una region donde el dngulo de deflexion diverge. Por este motivo, se le
denomina pseudo-cdustica o linea de corte.
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2.0

— fx)=x-(-2) |
151 fix)=x-(-1) !

— fxX)=x-(0.0) |
10] — fix)=x-1(0.5)

— alx)=1

—— x==%1

0.5

[ -— B

a(x)

-1.0

~1.54

-2.0

Figura 25: Solucién por método grafico de la ecuacién de la lente en el SIS. Se consideraron diferentes
valores de ¥, con el fin de visualizar la formacién de imdgenes en el modelo.

De manera andloga, a partir del andlisis de lentes axialmente simétricas, se obtiene que la magnitud
del tensor de cizalladura es
1 T

== -, 6.2.79
7= 35 ( )

T 2

La igualdad anterior indica que las distorsiones en las imdgenes aumentan a medida que estas se
aproximan a la lente (ubicada en el origen), y dichas distorsiones son simétricas con respecto al
centro del cuerpo deflector.

Por otro lado, dada la simetria del sistema, es posible considerar la definicion de las lineas criticas
expresadas en 5.5.24 y 5.5.25. Asi, la linea critica tangencial del SIS es

1
)\tan:1—l-€—’}/:1—m, (6.2.80)

mientras que la linea critica radial
Mad =1—K+7=1. (6.2.81)

Es decir, en el modelo SIS, al igual que en el modelo de masa puntual, solo existe la linea critica
tangencial, la cual se ubica en los puntos del plano que satisfacen |z| = 1, es decir, en los puntos
que describen el anillo de Einstein.

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene que el factor de magnificacion del SIS es:

e
EE

(6.2.82)
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En la Figura 26 se muestra graficamente la magnificacion del modelo de esfera isoterma singular,
evidenciando una gran similitud con el comportamiento del modelo de masa puntual. No obstante,
en este caso la magnificacion varia de manera mds suave y progresiva, debido a que la distribucién
continua de masa de la lente suaviza las variaciones del modelo anterior.

Magnificacién - SIS

— 0 =X - 1)
---- Singularidad en |[x| =1

M (magnificacion)

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 26: Magnificacién correspondiente al modelo SIS, descrita en funcién de la posicién radial de las
imagenes en notacién adimensional.

Por su parte, es posible analizar la magnificacion de cada una de las imdgenes, de tal manera que,
al sustituir x4 en la expresion anterior, se deduce

ly+ + 1] ) 1

PP (R il B [ I (6.2.83)
i <|y++1|—1 Y+
1 1

y = <M> —1- (6.2.84)
ly- —1] -1 Y-

Laimagen x siempre serd mds grande que la fuente y se caracteriza por tener una paridad positiva
(minimo), mientras que x_ es mds pequeia que la fuente y tiene paridad negativa (punto de silla).
Como se ha demostrado, el andlisis de las imdgenes es andlogo al modelo de lente puntual, lo que,
en el caso limite de grandes distancias entre observador, lente y fuente, es congruente fisicamente.

6.2.2. Esfera isoterma no singular (NIS)

El modelo anterior, si bien representa una distribucién de masa més préxima a la realidad, presenta
una limitacion fisica en las cercanias del centro de la lente. En este contexto, para evitar dicha
singularidad, se introduce un nucleo sé6lido que suaviza el perfil de densidad, evitando asi el punto
x = 0[33].
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Al igual que el modelo SIS, el NIS (esfera isoterma no singular), toma su nombre de las siglas en
inglés que describen este perfil. El desarrollo matemético descrito en esta seccion se basa y expone
los pasos intermedios omitidos de 3.6 de [44] 5.3 de [33], 2.3.3 de [29] y [59].

Este ntcleo se introduce directamente en la densidad superficial y se le asigna un radio caracteris-
tico &, definiendo asi, en el modelo NIS, lo siguiente:

() = 6.2.85
Siguiendo los pasos del modelo anterior, se establece que la masa de la lente es
2 13 2¢'d¢’
M(e) = 2 _26d8 (6.2.86)
2G €2 4+ ¢

donde la integral se resuelve por el método de sustitucion al considerar a = &2 + £2. Es decir, la
integral toma la siguiente forma:

_2gdg’ du

V&R + Sc
Al evaluar los limites de integracion, se deduce que la masa de la lente es:
7TO'2
o="2|Vere-¢. (6:2.88)

En consecuencia, al sustituir la expresion anterior en el 4ngulo de deflexion reducido y reorganizar
los términos, se obtiene que este Ultimo se caracteriza por

2
. _ Dys dnoy ( \/5‘2; & f_) é (6.2.89)

= 2. (6.2.87)

“" Dos & §

el cual es proporcional dngulo de Einstein del SIS. Ahora bien, al representar la igualdad 6.2.89 en
notacién angular, se establece que

. /62 1 92
a(0) = Op_gs (—+ - @> éo . (6.2.90)

0 0

Por otro lado, para determinar el potencial gravitacional reescalado del modelo NIS, se recurre a
integrar sobre el plano de la lente, tal como se hizo en los modelos anteriores. De esta manera, se
obtiene la siguiente expresion

/0/2 (92 /
U(0) = Op_gis [/ + Y °d¢' -0, / d&] , (6.2.91)
0

0/
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La primera integral, se resuelve al considerar el siguiente cambio de variable, u = 6./6’, es decir

9/2 92 1 2
/i—f;%aﬁ—&/ljyﬁm, (6.2.92)

la cual, al ser solucionada por partes, resulta en

\/1+u /—( ) /
1 .
L/, p? o Vit
2
__Mi;ﬂ_+m+/hﬂﬁ+uw (6.2.94)

(6.2.93)

Al deshacer el cambio de variable, se deduce que la primera integral es

0 0
Aeif%iﬁiwu:—@ if%ifi Qn%ma+9%+9) )| |, 6295
; 0
SNz —@quw+%+m) 4 0.1n (6.2.96)
0 0 0
Por otro lado, la segunda integral se soluciona de manera directa
de’ ’
6 / — .m0 62.97)
0

En funcion de lo anterior, se tiene que al operar las soluciones de las dos integrales se resuelve

0 6 0 6
N —96(1n‘\/9f2+93+96> v o.me)| —6.me| | (6.2.98)

0 0 0 0
:Mm+%—@—@m‘m+% 126, . (6.2.99)

Ahora bien, dado que los términos constantes no afectan las predicciones fisicas observables, se
omiten en la representacion del potencial gravitacional. Es asi que finalmente, el potencial gravita-
cional en el modelo NIS, es descrito como

V(0) = o [\/02 T2 —6.In )\/92 0246,

el cual, al igual que el de los dos modelos anteriores, es adimensional.
De lo determinado hasta ahora, es posible describir la funcion tiempo de atraso del NIS mediante
de la siguiente expresion matematica

D 1> =
T =" |:§|8_B|2_9E—Sis <M_GCIH‘M+QC
c

}, (6.2.100)

ﬂ. (6.2.101)
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Asimismo, la ecuacion de la lente en notacién angular es

= N /92 92
B =0 — Op_gis V&l b ép , (6.2.102)
0 0
. /02 + 62
=0 [1 — O i (e—j — %)] . (6.2.103)

Con el fin de analizar a mayor profundidad este modelo, se busca determinar la convergencia y el
modulo del tensor de cizallamiento. Asi, en cuanto al primero, se siguen los mismos pasos que en
el modelo SIS, describiendo la densidad superficial en notacién adimensional como

o? 1

X(x) > (6.2.104)

C2G&e /12 + a2

de este modo, al mantener la densidad critica del SIS, se obtiene que la convergencia es

1

2\/22 + 22

Donde la regién de lentesamiento sobrecritico debe satisfacer la condicién 2? < 1 — z2. Es decir,
el radio del niicleo debe cumplir z. < 1/2.

k(z) = (6.2.105)

Como consecuencia de la determinacion de la convergencia, se estudia ahora el perfil de masa
adimensional, tal que al sustituir 6.2.105 en 6.2.17, se obtiene la siguiente igualdad

x /d /
m(z) = 2 / 2L (6.2.106)
0

)
x? 4 22

La cual, al ser solucionada mediante el cambio de variable ¢ = x*> + xZ permite resolver la
integral de manera directa. De esta forma, al evaluar los limites de integracion, se halla que m(x)
en el marco del modelo NIS estd caracterizada por

m(z) =22+ 22 — .. (6.2.107)

Al considerar esta ultima, se tiene que el dngulo de deflexion reducido se describe matematica-

mente como
/2 2
ar) = VT T : (6.2.108)
T X

dando lugar, en la siguiente expresion, a la ecuacidn de la lente en notacién adimensional
Vaz+a? o o
= (6.2.109)

y:x—— - .
i i
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La anterior puede llevarse a la forma de un polinomio de tercer grado, mediante el procedimiento
descrito a continuacién

vy = 2% — /22 + 22 + z., (6.2.110)
Vit a2 =2 —ay+ ., (6.2.111)

2 + a:z =zt 4+ 2%y + :1:3 — 223y + 2w, — 22y (6.2.112)
ot + 22y — 20y + 2.2 — 2way — 22 =0, (6.2.113)
23— 227y + (y* + 22, — 1) — 20,y = 0. (6.2.114)

En términos mds simples, el NIS resuelve tres imagenes, las cuales dependen tanto de la posicién
radial de la fuente como del tamafio radial del ndcleo considerado.

La solucién de la ecuacion anterior determina las posiciones radiales de las imdgenes con respecto
al centro de la lente. Esta suele resolverse mediante métodos numéricos debido a su complejidad.
Sin embargo, también es posible obtener una solucidn analitica aplicando la férmula de Cardano,
o bien recurrir a una aproximacion, como se muestra en [29].

ST P N 2= R
S}
1
— fix)=x—-(-1.5)
flx)=x—-(-0.8)
— fix)=x-(0.0)
— fix)=x—-(0.5)
— alx)=—2—
Vx'+027
—= x=z%1

10 15

Figura 27: Resolucion gréfica de la ecuacion de la lente para el modelo NIS con z. = 0.2. Al igual que en
los casos anteriores, se consideran posiciones arbitrarias de la fuente para analizar los diferentes puntos de
interseccion (imdgenes) entre a(z) y f(z) = = — v.

A diferencia de los modelos anteriores, en este caso se forma una imagen adicional, lo cual es
visualmente evidente por los puntos de interseccion de las lineas sélidas verdes y rojas con el
angulo de deflexioén en la Figura 27. De manera andloga, se observa que si y = 0.5, las dos
imagenes situadas dentro del anillo de Einstein se encuentran radialmente mds préximas entre si.

A continuacién, dada la convergencia como el pardmetro de masa adimensional del modelo, se
tiene que gracias a la relacion 6.2.41 es posible determinar ~y directamente. Asi, la magnitud del
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tensor de cizalladura en el NIS es igual a

2 2
VA il ol e 1
v = L — : (6.2.115)
x 2/x? 4 22
Considerando lo anterior, se procede a la cada una de las lineas criticas respectivamente, de esta
manera, se tiene que la tangencial es

Man = 1 — k() — y(2) , (6.2.116)

2 2 _
VT T T T 6.2.117)

Y

x?
2 _ 2 2
_ TV ;Lx““" (6.2.118)
X

la cual es igual a cero, cuando

22+ 1. = /a2 + a2, (6.2.119)

zp + 22222 + 1. = af + 12, (6.2.120)
(v + 21, —1)=0. (6.2.121)

Aqui se ha caracterizado la distancia radial de la linea critica tangencial como z;. Adicionalmente,
no se considera la solucioén trivial en cero, de manera que \,, es nula en

Ty =V1—2x,. (6.2.122)

De la relacién anterior se evidencia que la linea critica tangencial solo existird si z, < 1/2. esta
define el dngulo de Einstein del modelo NIS como

0.
9E7nis = eEfsis 1-2 (62123)
eEfsis
Andlogamente, para la linea critica radial, se tiene lo siguiente:
Arad = 1 = K(z) + () , (6.2.124)

2 2 1
VT~ T (6.2.125)

)\rad:1+ -

x? r? + x?

Esta expresion resulta ser nula cuando:

1
Thg = 3 <2atc —al ka2 + 4%) , (6.2.126)

siempre que z. < 1/2. En otras palabras, la distancia a la cual \.,q es igual a cero, es coherente
con la condicién de la linea critica tangencial, ya que z2 > 0. La deduccion de x, se detalla en el
apendice C.3.

J. Fernando Insandara 84



Trabajo de grado CAPITULO 6. MODELOS DE LENTES

Por ultimo, se busca determinar la magnificacion del modelo NIS, para ello se recurre a la ecuacion
5.5.31, la cual se expresa en funcion de las lineas critica tangencial y radial. La Figura 28 muestra
el comportamiento de la magnitud de la magnificacién en el modelo de esfera isoterma no singular.
A diferencia de los modelos anteriores, en este caso aparece una linea critica radial, en la cual la
magnificacion también diverge, al igual que en la linea critica tangencial. Asimismo, se resalta que
la aparicion de esta linea critica no modifica la magnificacion de una imagen situada sobre la lente
(origen de coordendas), la cual tiende a cero en dicha region.

Magnificacién del modelo NIS

— H(x)
--- Linea critica tangencial
--- Linea critica radial

u(x) (magnificacién)

0.0 0.5 10 15 2.0 2.5 3.0
x (posicién radial adimensional)

Figura 28: Magnitud de la magnificacion del modelo NIS, descrita en funcion de la posicién radial de las
imagenes en notacién adimensional.

6.3. Modelos Elipticos

Hasta este momento, se han detallado diferentes modelos de lente, los cuales han seguido una
estructuracion légica en su presentacion. Se tomé como punto de partida el modelo mas sencillo
(masa puntual), se continué con una esfera isoterma y se finalizé con la adicién de un nicleo a
este ultimo. El siguiente paso natural son entonces los modelos elipticos, en los cuales se rompe la
simetria axial, pero se busca mantener invariante el area superficial de la lente. Lo anterior se logra
al introducir un nuevo término, f, el cual representa la razén entre los ejes de la elipse, de modo
que 0 < f < 1. Si se caracteriza el eje menor con una magnitud &, el eje mayor estard dado por
¢/ f. De forma arbitraria, se alinea el eje de mayor extension con el eje vertical del plano, es decir,

& [33].

El estudio de este tipo de modelos requiere la introduccién de nuevos pardmetros, lo cual incremen-
ta la complejidad matematica de las expresiones que describen el fendmeno de lente gravitacional.
Como consecuencia, por ejemplo, no se dispone de una solucién grafica sencilla de la ecuacién de
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la lente, a diferencia de lo que ocurre con modelos mds simples. En otras palabras, la determina-
cioén de las posiciones de las imagenes, la magnificacion, las lineas criticas, las cdusticas y demds
propiedades del sistema exige recurrir a métodos numéricos, con el fin de caracterizar de manera
adecuada su comportamiento. Particularmente, a diferencia de lo analizado en la seccién anterior,
los modelos con simetria eliptica se aproximan mds a las geometrias de las lentes presentes en
la naturaleza, como es el caso, por ejemplo, el sistema de lente gravitacional PG 1115 + 080 de
acuerdo a [60]

Para dar entrada al anédlisis de estos modelos, se toman como referencia los siguientes trabajos
[33,59,61,62], a partir de los cuales se han desarrollado los pasos intermedios.

6.3.1. Elipsoide isotermo singular (SIE)

Como punto de partida, el andlisis se realiza a partir de la densidad superficial de la lente. En
este modelo se toma como referencia la densidad superficial correspondiente al caso de la esfera
isoterma singular (SIS), sobre la cual se introduce el factor de elipticidad f. De este modo, se
define la densidad superficial del modelo SIE como

2 VT

GVa+rg
donde se afiade un factor de normalizacién \/f, que asegura que la masa contenida dentro de la
lente sea independiente de la forma de la elipse [33]. Dado que la densidad superficial de la masa

se mantiene invariante, es coherente utilizar el radio de Einstein y la densidad superficial critica
del modelo SIS, de modo que la convergencia en notacion adimensional es descrita por:

Y
NGRS

Por facilidad en la deducciéon matematica, se describird el fendmeno en coordenadas polares, tal
que

5(€)

(6.3.1)

K(Z) = (6.3.2)

T4 = 2TCoSQ , (6.3.3)
To =2xSIng . (6.3.4)

En funcion de lo anterior, la relacién 6.3.2 toma la forma

_ L VI
22 \/cos? ¢ + f2sin’ ¢

siendo que, se distingue en la primera fraccion la convergencia del modelo SIS, mientras que el
denominador del segundo término contiene las variables angulares. De este tltimo se define

r(z, ¢) (6.3.5)

Ap) = \/0082 ¢+ f2sin® ¢ . (6.3.6)
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Al sustituir lo anterior sobre la convergencia, se tiene que €sta es igual a

i
K(z,¢) = lisism ) (6.3.7)

Ahora, a partir de la convergencia del modelo, se busca deducir el potencial gravitacional rees-
calado. De acuerdo con la ecuacién 5.5.4, al representar en coordenadas polares al Laplaciano se
obtiene la relacion R . R

PV 10¥  10*W 1

— t -7 __:_ﬁ_ (6.3.8)

0z?2  xox 2%200% xA(P)
Con el objetivo de dar solucién a la expresion anterior, se propone representar el potencial gravi-
tacional como el producto de una funci6n lineal en la coordenada radial = y una funcién angular
U(¢), de modo que

U(z,¢) = 20(¢) . (6.3.9)

Al asumir ésta forma del potencial y sustituir en 6.3.8, se deduce lo siguiente

iA @) K [zg@] . %a [szw)] . %az [gi;(as)} | 6310,

LVT W) 10°9(9)
z A(9) T r 0¢*

e+ 2

(6.3.11)

(6.3.12)

Esta ultima ecuacidn diferencial puede ser solucionada utilizando el método de Green, (este pro-
cedimiento se encuentra en el apéndice C.4). En consecuencia, se deriva que el potencial gravita-
cional angular W(¢) es representado por

= \J/j {sin ¢ arcsin( f' sin ¢) + cos ¢ arsinh (f7, cos (b)] , (6.3.13)

describiendo asi, el potencial gravitacional total del sistema por la siguiente ecuacion

U(g)

\il(:c, o) = :cg {sin¢arcsin(f’ sin ¢) + cos ¢ arsinh (f?/ cos gb)} , (6.3.14)

donde se ha definido a f' = /1 — f2. De igual manera, en notacion angular, el potencial gravita-
cional del modelo se expresa como

U (0, ¢p) = Op_gis 0 g {sin ¢ arcsin(f’ sin @) + cos ¢ arsinh (f?, cos QS)} : (6.3.15)

el cual es adimensional [rad]?.
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Con base en lo anterior, puede resolverse la funcion de tiempo de atraso correspondiente al modelo,
de modo que
Dt.a 1
c |2
En este contexto, se interpreta a 7 como una herramienta diferencial en el estudio de la formacion
de imdgenes, en contraste con los modelos axialmente simétricos. Al no depender unicamente de la
coordenada radial, el potencial gravitacional brinda a la ecuacién de la lente una alta complejidad
matematica, la cual, en la mayoria de los casos, se resuelve mediante métodos numéricos.

T = 0= BI* - w(0,0)| - (6.3.16)

Esto se ejemplifica en la Fig. 17, donde las caracteristicas del potencial gravitacional introducen
irregularidades sobre la superficie de tiempo de atraso, las cuales se traducen en la aparicion de
nuevos puntos criticos, con maximos o minimos, lo que se traduce en la préctica, en imagenes
adicionales.

El siguiente paso, consiste en determinar el dngulo de deflexién del modelo. Para ello se busca
encontrar las componentes del mismo, las cuales se calculan a partir de

ar(z) = %jﬁl’@ — cos ngéZ’ ¢) _ Siiwqjég ¢) 6.3.17)
ao(z) = %ﬁ;@ - singbaqjg; ) | Cojabwg;’ ¢) (6.3.18)

Para la aplicacion de las anteriores, es necesario determinar la derivada angular del potencial, la
cual corresponde a

%@gb) =z \;’7(%5 [sin ¢ arcsin(f' sin ¢) + cos ¢ arsinh (f?l oS gzﬁ)} , (6.3.19)
=x ?’? |:COS ¢ arcsin(f sin ¢) — sin ¢ arsinh <f7, cos qb) + Q] : (6.3.20)

Donde ha caracterizado como () a los demas términos deducidos de la derivada, los cuales resultan
nulos, como se muestra en el procedimiento a continuacién

o 1 1
Q = f'sin¢cos ¢ (\/1 s — N f2> , (6.3.21)
= f'sin ¢ cos ¢ ! - ! (6.3.22)

V1—sin®¢— f2sin?¢ /f? +cos?d— f2cos?¢ ) o
1 1
=’ sin ¢ cos — , (6.3.23)
peos <\/COSQ¢—fQSiH2¢ \/COSQ¢—fQSiH2¢)
=0. (6.3.24)
En consecuencia, se representa la derivada angular del potencial gravitacional como

%ﬁ;(b) =z \J/"’T [cos ¢ arcsin(f’ sin ¢) — sin ¢ arsinh (f? cos qﬁ)} : (6.3.25)
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Con este resultado en mente, y al considerar que la derivada radial del potencial es directa, se tiene
que o y a son iguales a

aq(x) VI [arcsin (L/ cos (b)} , (6.3.26)

I /
as(r) = \]/”’7 arcsin (f'sin @) | (6.3.27)

las cuales son independientes de la coordenada radial x, al igual que en el modelo SIS.

A partir de las componentes del angulo de deflexion, es posible determinar las respectivas del
tensor de cizallamiento, dado que ; y 7, son descritas por

_ 1 [0au(z)  Odas(x)

= 6.3.28
0
)y = J0ale) (6.3.29)
3x2
De esta manera, al determinar en primera instancia 8%(1@, se obtiene que:
Jay(x) Jai(x)  sin¢ daq(x)

_ _ . 6.3.30

0x1 cos ¢ ox x e ( )

Donde la derivada radial de la expresion anterior resulta ser nula, lo cual da lugar a lo siguiente

Oon(z) _ \/Ifsincﬁ f'sin¢ | 6331)
I " x| \/f2cos? ¢+ f2
‘2
i sin” ¢ , (6.3.32)
T y/cos? ¢+ f2sin® ¢
Vf sin? ¢
=== . (6.3.33)
z A9)
Asimismo, al proceder de la misma manera sobre %(f), se deduce que:
2
Oas(x) _ Vfcos'o (6.3.34)
0, r Ap)
De esta manera, se establece que ~y; corresponde a
_ VT 2
v = SINC) (sm ¢ — cos (b) , (6.3.35)
i
= _ZxA(¢) cos 2¢ (6.3.36)
= —k(x, ¢) cos2¢ , (6.3.37)
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y de manera andloga, para determinar 5, se calcula:

_ Voo {—f'smqﬁ] 6.3.38
Y2 = f, x A(¢) ) ( ode )

T

— _291:A(¢) sin(2¢) . (6.3.39)

= —k(z, ¢)sin2¢ , (6.3.40)

Por lo tanto, a partir de las relaciones 6.3.37 y 6.3.40, se concluye que el factor de cizalladura es

igual a
v=3\/"+7% =rx(z,9), (6.3.41)

es decir, para el modelo SIE, la convergencia es igual al mddulo del tensor de cizallamiento. Asi
pues, se tiene que las lineas criticas del modelo SIE son respectivamente

Man = 1 — 2k6(z, @) , (6.3.42)
Arad = 1. (6.3.43)

Dilucidando que, para este modelo, no existe linea critica radial, sino Unicamente tangencial. Esta
tltima se configura sobre los puntos que satisfacen la condicién de convergencia igual a 1/2, los
cuales, matemdticamente caracterizados por

Ty = VI (cos ¢, sin @) . (6.3.44)

)

La Figura 29 muestra las lineas criticas correspondientes a una lente isoterma eliptica sin nucleo.
Se consideraron tres valores arbitrarios del pardmetro f: cuando f = 1, la linea azul representa un
caso esférico, caracteristico de los modelos axialmente simétricos. Para valores cada vez menores
de f — 0, se incrementa la razén entre los ejes, representindose como una elongacién progresiva
de la linea critica a lo largo del eje vertical.

6.3.2. Elipsoide isotermo no singular (NIE)

El siguiente modelo de lente se obtiene al seguir la misma linea de ideas de la seccién anterior. En
este caso, ademads del factor de elipticidad (f), se introduce el radio de un ntcleo en la densidad
superficial, con el propdsito de corregir la singularidad presente en el centro de la lente. De esta
manera, la descripcion de la densidad de masa superficial, expresada en notacion angular, se escribe

Ccomo: )
2(6) O VI . (6.3.45)

2GDor /63 + f26% + 62
Ahora bien, para determinar el potencial gravitacional correspondiente, se busca resolver la ecua-
cién de Poisson asociada al sistema, tal que:

V20 = 2k(0). (6.3.46)
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151— =10

10

Figura 29: Lineas criticas tangenciales del modelo SIE. Se observa como la linea critica evoluciona desde
un anillo de Einstein (f = 1) hasta adoptar la forma de una elipse mas pronunciada, dependiendo del valor
del parametro f.

Una solucion de la ecuacidn anterior se obtiene mediante el uso de la funcion de Green en dos
dimensiones. En este caso, la solucion es de la forma:

In+/(6, — 07)% + (6, — 03,2
qf(el,ez):eE-sisﬁ ny/(0h = 0" + (0, — 0)) dg; a6} . (6.3.47)

21 g2 \/9/12 + f2952 + 92

Particularmente, en la literatura no se encuentra un desarrollo analitico o una solucidén cerrada
para la igualdad anterior, por lo que se recurre a resolverla mediante métodos numéricos. En este
contexto, la funcidn de tiempo de atraso asociada se expresa como

_ Dt.a
C

T BW— B2 = w(6y,0,)] . (6.3.48)

Dentro de este modelo es posible determinar de manera analitica las componentes del dngulo de
deflexion, al igual que las componentes del tensor de cizalladura, pero la determinacién de éstas
requiere la introduccién de la notacién compleja de las lentes gravitacionales.

A continuacién se presentan los fundamentos de la notacién compleja y se describe como deter-
minar el conjugado complejo del dngulo de deflexion. Como punto de partida, es necesario definir
una distancia efectiva ¢, dada por:

=&+ 16 (6.3.49)

En funcién de lo anterior, se introduce una nueva coordenada adimensional b = ( /&g, de modo
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que la densidad superficial del NIE toma la forma:

o VI
2G \/b% + b2
La introduccién de ésta nueva notacion tiene como objetivo representar la convergencia del modelo
de manera mds cercana a la forma matemaética ya utilizada en el modelo NIS. Ahora bien, al con-

siderar la densidad critica del modelo anterior (SIE), se tiene que la convergencia, ahora expresada
en funcion de b, es:
Vf

2(b) (6.3.50)

k(b)) = ———— . 6.3.51
(%) 2,/0% 4 b? ( )
De acuerdo con las referencias [59, 62], se establece, en notacién compleja, lo siguiente:
T =2+ 1Ty, (6.3.52)
Y=y + 1y, (6.3.53)
a(z) = ag(x) +iag(x) . (6.3.54)

En consecuencia, es posible analizar la ecuacién de la lente descomponiéndola en sus componen-
tes, es decir:

=21+ o, (6.3.55)
Yo = Ty + Q. (6.3.56)

En este contexto, el conjugado complejo del dangulo de deflexion se describe mediante la siguiente
igualdad:

ot (z) = - / LGOIt (6.3.57)

T Jo2 @ —
Ahora bien, al introducir el siguiente cambio de representacion

r=bcos¢o+ z; sin ¢ , (6.3.58)

se obtiene que 6.3.57 toma la forma:

b(x) b/K,(b/> "

af(x) =2 (6.3.59)
0 272 1 1202
Al sustituir en esta ultima expresion la convergencia del sistema, se determina que:
b(x) y
() = VI / (6.3.60)

= do .
f/ 0 %4—()’2 /b/2+bz

Para resolver la integral, se propone el siguiente cambio de variable: v + b?> = n?. Con ello, la
integral a solucionar corresponde a

(6.3.61)

of =

\/7/ n ay
AN
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Tal que, por facilidad matematica se renombran las siguientes cantidades

2,..2
=t fg : (6.3.62)
¢ =a-b, (6.3.63)
obteniendo asi:
i n

En este punto, se introduce un segundo cambio de variable, 7 = ¢ sinh w, de modo que la integral
se puede resolver de manera directa, es decir

h
o = \/7 / Y gw (6.3.65)
f V1 —sinh?w
_ \J/jw 7 (6.3.66)
b
/b/Q bZ
= —-arcsin Ve ) (6.3.67)
f f2a? b2
f/2 C 0

Por facilidad, en la dltima expresion se reorganizan los términos, de modo que se obtenga la forma
descrita a continuacién

b
. N !
ot = fz arcsin \/m\/ b2 4 b2 (6.3.68)
c 0
Ademads, bajo el mismo argumento, se define = como:
/
== / (6.3.69)

/f2x2 — 22 ’
Finalmente, se tiene que el conjugado complejo del dngulo de deflexion es
o = {g arcsin (E\/b’2 n bg) _ arcsin (2 bc)] . (6.3.70)
La descripcion exacta de las componentes del dngulo de deflexion requiere un procedimiento al-
gebraico extenso, el cual se menciona de manera superficial en la referencia [59]. Por simplicidad,

se tomard directamente el resultado de estas, de modo que la ecuacidn de la lente, en términos de
sus componentes, se expresa como:

Vi Q

Y1 =121 — Af lna ) (6.3.71)
Yo = To + 2ij largR — argS)| . (6.3.72)
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Con

2
(FVEFR ) + fiad
O = e+ R
R=a?+ fla2 — f2 (b2 + %) — 2iff'\/0% + b2 v,
S = fa® — f22 — 2if f'b.xs.

La deduccion de las componentes del tensor de cizalladura sigue la misma formulacién, ya que en
notacion compleja se establece que

El cual se relaciona con el dngulo de deflexion por medio de la siguiente ecuacion
dar\ "
r= < - ) . (6.3.74)
Ox

Al igual que en la descripcion de las componentes del angulo de deflexion, se recurre a los resul-
tados de [59], de modo que

= [f2(aF —a3) — [P P, (6.3.75)
Yo =2fr122 P . (6.3.76)

Donde

- v/ B e 1S
P_f4x4_2fflzbz(x%_$%)+f/4bé ﬁ(%*‘f r3) — 5 VO 402+ fb.| . (6.3.77)

En conclusién, al conocer la convergencia y el cizallamiento es posible determinar la linea critica
tangencial y radial, ya que

AMan=1—K—7, (6.3.78)
Aad =1 —K+7. (6.3.79)

El desarrollo analitico de este modelo, como se ha descrito, presenta una alta complejidad mate-
matica y suele abordarse de manera superficial en muchos textos sobre lentes gravitacionales. Si
bien la notacién compleja ofrece una solucion analitica, debido a las limitaciones de tiempo para el
desarrollo del proyecto, no fue posible profundizar en este modelo como se hizo con los anteriores.
Por lo tanto, en términos generales, los cédlculos se realizardn mediante métodos numéricos.

6.4. Otros modelos

El analisis de perfiles fisicos de una lente gravitacional contempla un gran abanico de posibilidades,
siendo particularmente los descrito a partir de un gas isotérmico uno de los més estudiados en la
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literatura. Sin embargo, existen alternativas de alto interés dado, como lo es por ejemplo: la ley
de potencias, descrita en las referencias [33, 63, 64], o bien, los modelos propuestos por Navarro-
Frenk-White (NFW) estudiados en [29, 33, 65].

En el desarrollo de configuraciones elipticas se ha evidenciado una complejidad considerable para
determinar las caracteristicas asociadas a la lente gravitacional. Como alternativa al estudio directo
de estos esquemas, se han propuesto los modelos pseudoelipticos, los cuales no introducen la
elipticidad en la densidad superficial del cuerpo deflector, sino que la incorporan directamente en
el potencial gravitacional. Es decir, estas formulaciones consideran una distribucién de masa con
simetria esférica, pero dotan al potencial de una geometria eliptica [33]. Si bien esta aproximacion
no es fisicamente realista, permite analizar las lineas criticas y la superficie de tiempo de atraso
desde una perspectiva matemdtica mas accesible.

De esta manera, se introduce matematicamente la elipticidad sobre el potencial gravitacional re-
escalado, ¥ (6), por medio de una transformacién en sus coordenadas angulares, la cual se define

generalmente como
60— 0=1/6%+ f263. (6.4.1)

De la descripcion anterior se deducen directamente las componentes del dngulo de deflexion, las
cuales corresponden a

- 00
ap(0) = 04(6)8—81 ) (6.4.2)
as(6) = o) % (6.4.3)

90,
Donde «(f) representa el dngulo de deflexion de la lente con simetria axial. Asimismo, la conver-

gencia y el cizallamiento se determinan a partir de las segundas derivadas del potencial gravitacio-
nal, por lo que es necesario considerar las siguientes relaciones

o alf) (00\? 0%0

Uy (0) = 20, (8—91) +a(9)a—9% , (6.4.4)
~alf) (00\? 90
= af) (00 06 020

6.4.1. Elipsoide isotermo pseudo-singular (pSIE)

Para introducir el primer modelo, se toma como referencia tanto el potencial gravitacional como
el angulo de deflexion del modelo SIS, siguiendo lo expuesto en [33]. De esta manera, el potencial
gravitacional de una lente modelada como un elipsoide isotermo pseudo-singular (pSIE) se expresa

Ccomo:
U(0) = Op_qs \/ 0F + f203 . (6.4.7)
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Con la deduccion del potencial gravitacional reescalado, se procede a la descripcion de la funcién
de tiempo de atraso del modelo, la cual se caracteriza por:

_1+z,DosDor |1 7 =5 _ 5 202
T = LGOI~ B — b [0 + 03] (6.4.8)

Ahora, al considerar las ecuaciones 6.4.2, 6.4.3 y conocer la magnitud del dnbgulo de deflexién
del modelo SIS (ecuacién 6.2.60), se deduce que las componentes del dngulo de deflexién en este
contexto son:

ai(0) = Op_sis TR 6.4.9)
2

az(0) = Op_gis (ﬂf foZQZ (6.4.10)
1 2

Con base en el anterior resultado, se tiene que las componentes de la ecuacion de la lente para el
modelo pSIE, estdn representadas por medio de

eEfsis
—f, - =k g 6.4.11
51 1 9% n f20§ 1 ( )
. QE—sis 2
By =0 — —9% n f29§f 0. (6.4.12)

Para determinar la convergencia y el cizallamiento, se calculan las derivadas segundas asociadas
al potencial, de la siguiente manera

1 62
U1 = Op-sis - . : (6.4.13)
O+ 1203)'" (67 + f263)™
1 1202
Woy = Op_gis [ — 2 : (6.4.14)
S (R N f29%)3/2]
‘9E—sis f20192
Uy = — 6.4.15
P ey ) [9% + f?eg] (041
Por lo tanto, la convergencia del sistema viene dada por
1
R = 5 [\Ijll + \1]22] s (6416)
HEfsis 2 9% + f49§
= - NYD [ I AR (6.4.17)
2(62 + f262) i+ /20;
De igual forma, la componente ~y; es
1
"= B (Wi — Way (6.4.18)
QE—sis |: 2 9% — f49%:|
_ 1—f2—- 2L 21 (6.4.19)
2(62 + f262)"° 07 + f203
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Mientras que, para s, se obtiene lo siguiente
Y2 = V1o, (6.4.20)
o eEfsis |: f20162 :|
(62 + f203)"7 LOT + f263]
Especificamente, la determinacion de ~y ya no es trivial, por lo que, a partir de este punto, y con el

objetivo de determinar las lineas criticas del sistema —tangencial y radial—, se buscan los puntos
en los cuales se satisfacen las siguientes igualdades

Man=1—K—7=0, (6.4.22)
AMad=1—K+~v=0. (6.4.23)

Donde se cumple que v = /72 + 3.

(6.4.21)

6.4.2. Elipsoide isotermo pseudo-no singular (pNIE)

Este segundo modelo introduce, ademads del factor de razén entre los ejes f, el radio del nicleo. Al
seguir el mismo rotero de ideas, se tiene que, en este marco, el potencial gravitacional estd dado
por

¥(0) = Oo |07+ 402 (6424
De tal manera que la funcién de tiempo de atraso esta representada por la siguiente igualdad

1 DosD 1> 5
—i_CZL OZA;LSOL [5’9 - 5’2 - eEfsis \/9% + f20§ + 92:| : (6425)

T =

Las componentes del angulo de deflexion son muy similares a las del modelo anterior, con la
diferencia de que en este se introduce el radio del nucleo en el denominador, es decir

6

041(9) = Op_sis \/9% n f29§ ) ) (6.4.26)
2

as(6) /0 (6.4.27)

= eEfsis .
V02 + 202 + 02
De la misma manera, se obtienen las componentes de la ecuacion de la lente del pNIE. A partir

de estas, se deducen directamente las segundas derivadas del potencial gravitacional, las cuales
corresponden a

1 02
Y= O - ) , (6.4.28)
11 E (62 + 262 + 03)1/2 (02 + £262 + 92)3/2]
1 f20§
Wy = Op_gs f” _ ' (6.4.29)
(02 + £202 + 02)Y% (02 + f202 + 2)°
— 9E—sis f29192
e (02 + f202 4 62)' {9% + 2603 + eg} (6.4.30)
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Concluyendo que tanto la convergencia como las componentes del cizallamiento estan dadas por

9E—sis 2 9% + f493 :|

= 1 — : 6.4.31

: 2(62 + f262 4 62)"/? { / 07 + 205 + 02 ( :
9E—sis 2 9% B f49§ :|

= 1—f2— : 6.4.32

" 2(62 + f262 4 62)"/? [ d 07 + 205 + 02 ( :

eEfsis f20192
=— . 6.4.33
PTGt et ) [9% + f205 + 92] (0439

Las lineas criticas son determinadas mediante métodos numéricos.
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Capitulo 7

Resultados

El estudio del fenémeno de lente gravitacional considera la comprensién de un conjunto de fun-
damentos fisicos, como ha sido descrito a lo largo de este trabajo. De esta manera, los capitulos
anteriores no solo contextualizan al lector con el fenémeno de lente gravitacional, sino que tam-
bién constituyen una parte importante de los resultados, al presentar cdlculos intermedios que
suelen ser omitidos en la literatura especializada. Concretamente, en el Capitulo 5 se destaca el
desarrollo de la teoria de lentes gravitacionales utilizando tanto la notacién angular (5 ) como la
notacién adimensional (Z'), asimismo se resalta la descripcion y distincidn entre la magnificacion
y la amplificacion. En el Capitulo 6 , se resalta el desarrollo analitico de cada uno de los modelos
usados en este trabajo.

En este capitulo se modelaron diferentes sistemas de lentes gravitacionales presentes en la natu-
raleza y se clasificaron sus imdgenes en funcion de la topologia de la superficie tiempo de atraso;
tal que, los sistemas de lente gravitacional a estudiar son: PG 1115 4 080, RX J1131 — 1231 y
WEFTJ2026 — 4536. En donde, es importante mencionar que todos los resultados presentados a
continuacion se obtienen a partir de los siguientes parametros':

Tabla 7.0.1: Pardmetros usados en este trabajo.

Parametro Simbolo Valor Unidades
Constante de Hubble H, 2.182 x 10718 s7!
Velocidad de la luz c 9.715 x 1071° Mpcs™?
Constante gravitacional G 2.272 x 107" Mpc3 kgt s72
Masa solar M, 1.981 x 1030 kg
Densidad de materia Q. 0.316 —
Densidad de radiacion Q, 0 -
Densidad de energia oscura Qa 0.684 -
Densidad de curvatura Qp 0 -

'En particular, las magnitudes correspondientes a la densidad de materia, radiacién, energia oscura y curvatura han
sido tomadas de [66].

99



Trabajo de grado CAPITULO 7. RESULTADOS

7.1. Sistema PG 1115+080

Este sistema de lente gravitacional fue detectado por primera vez en 1987 gracias a Christian,
Crabtree y Waddell, quienes por fotometria concluyeron que todas las imagenes alrededor de la
galaxia lente corresponden al quasar PG 1115 + 080 [67]. Se ha seleccionado este sistema tanto
por la abundante informacién disponible como por su configuracion particular, en la cual se observa
la lente (G) y cuatro imdgenes (A1,A2,B,C), siendo dos de ellas muy proximas entre si, como se
visualiza en la Figura 30.

Ad (arcsec)
|

T I T T
=

-.‘ - m

® o

Ap (arcsec)

Figura 30: Imagen del sistema de lente gravitacional PG 1115 4 080 obtenida con NICMOS a bordo del
telescopio espacial Hubble. El origen del sistema de coordenadas se encuentra situado en la imagen C.
Fotografia tomada de la Figura 1 de [2].

Con el fin de estudiar los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso del sistema, se adoptd
el corrimiento al rojo de la fuente z;, = 1.735 y de la lente z; = 0.311, segtn lo descrito en [68].
Asimismo, se consideraron la posicion de la fuente y las de las imagenes descritas en la referencia
[1], de modo que las coordenadas de las imagenes y de la fuente en el plano de la lente, con respecto
al cuerpo deflector ubicado en el origen, son las siguientes:

Tabla 7.1.1: Coordenadas en arcosegundos de la fuente y de las imdgenes respecto a la lente. Valores
obtenidos de [1].

Objeto Ox (arcs) 0y (arcs)

Fuente -0.011 -0.018
Imagen A1 -0.930 -0.780
Imagen A2 -1.120 -0.310
Imagen B 0.730 -0.650
Imagen C 0.340 1.300
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A partir de la informacién anterior, se obtiene el primer resultado de interés: el valor de las dis-
tancias de didmetro angular asociadas al sistema. Estas son calculadas mediante la integracion
numérica de la ecuacion B.0.16. Dichas distancias son fundamentales para la determinacion de
la superficie de tiempo de atraso en todos los modelos considerados. Los valores obtenidos se

presentan en la Tabla 7.1.2.

Tabla 7.1.2: Distancias de didmetro angular para el sistema PG 1115 + 080.

Distancia Simbolo Valor (Mpc)
Distancia de la lente Doy, 975.625
Distancia de la fuente Dos 1791.243
Distancia entre lente y fuente Dg 1323.585

7.1.1. Estudio de modelos esféricos en PG 1115+080

Dado el numero de imdgenes observadas en el sistema, este no puede ser descrito adecuadamente
mediante los modelos de masa puntual, SIS y NIS; no obstante, se presenta a continuacion el
estudio realizado de dichos modelos a modo de ejercicio.

En el modelo de masa puntual se establece la formacion de tinicamente dos imagenes y la existen-
cia exclusiva de la linea critica tangencial (A, = 0). En la Figura 31 se ilustran los isocontornos
de la superficie tiempo de atraso para este perfil (ecuacién 6.1.13), representando la formacion de
las dos imédgenes esperadas 6, y 6_, de las cuales se dedujo su posicion al solucionar la ecuacién

6.1.17.

Isocontornos PG1115+080 - Masa puntual

1.5 c
* Fuente
+

$ o
¢ o

1.0 A

0.5 4

0.0

8y (arcsec)

—0.5

—1.0 4

-1.5

T T T T
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
6, (arcsec)

Figura 31: Formacién de imédgenes del sistema de lente gravitacional PG 1115 + 080, mediante el andlisis
de los isocontornos de la superficie tiempo de atraso para una masa puntual.
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Se aprecia que la imagen 6, dada su proximidad a la linea critica, sufre una alta magnificacion,
siendo esto inferido gracias al isocontorno mas préximo, el cual es notablemente estrecho y elon-
gado. De lo anterior, se concluye que la imagen real ubicada en esta regién presentard una alta
magnificacion, lo cual es coherente con el sistema dada la proximidad existente entre las imagenes
Aly A2.

Se resalta en esta configuracion la importancia de la masa de la lente, ya que afecta directamente al
angulo de deflexion y al potencial gravitacional reescalado. Asi, los iscontornos fueron obtenidos
al establecer esta magnitud igual a

M =2.091 x 10" My, | (7.1.1)

y por ende, el dngulo de Eisntein es:
O = 1.1357. (7.1.2)

Las anteriores estimaciones son coherentes con lo reportado en las referencias [1, 2, 69]. En par-
ticular, en estos trabajos se presentan los resultados de multiples modelos de lente, como lo es el
perfile de De Vaucouleurs?, el de Hubble?, o bien, el de masa puntual con cizallamiento externo. Al
comparar los valor obtenidos con los deducidos en dichos modelos, se encuentra que la diferencia
relativa porcentual (DRP) tanto para la masa como para el angulo Eintein es menor o en algu-
nos casos igual al 10 %, como se muestra en la Tabla 7.1.3. La notacién abreviada, por ejemplo
"(Hubb/Pt)", describe un modelo compuesto en el que el perfil de masa de la galaxia lente se repre-
senta con una ley de Hubble elipsoidal, y el grupo o cumulo asociado se modela como una masa
puntual. Si bien en este trabajo no se considera la influencia del grupo al que pertenece la galaxia
lente, se respeta la notacién empleada por los autores con los cuales se realiza la comparacion de
los parametros.

Tabla 7.1.3: Comparacién de las masas y angulos de Einstein para el sistema PG 1115 4 080. La DRP
corresponde a la diferencia relativa porcentual respecto al valor usado en este trabajo.

Modelo Masa (10'* M) DRP O (arcsec) DRP
Hub/SIS 2.030 3% 1.030 10 %
De Vauc/SIS 1.910 9% 1.030 10 %
Hub/Pt 2.030 3% 1.150 1.3 %
PMXS - - 1.137 0.7 %

En resumen, el modelo de masa puntual reproduce estimaciones aceptables de las caracteristicas
principales del sistema, como la masa y el angulo de Einstein, ya que los resultados obtenidos
son consistentes con los reportados mediante modelos mas complejos. Cabe resaltar que se em-
plea la DRP debido a que los modelos no son estrictamente comparables entre si; se utiliza, més

Este modelo describe la distribucién del brillo superficial de una galaxia en funcién del radio.
3El perfil de Hubble modificado se entiende como una aproximacién matematicamente mas manejable del perfil
de De Vaucouleurs.
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bien, como método de contraste para evaluar si las estimaciones obtenidas son fiables frente a las
presentadas en modelos mas complejos.

Con respecto a los modelos SIS y NIS, las superficies de tiempo de atraso son pricticamente
idénticas a las de una masa puntual, como se aprecia en la Figura 32.

s Isocontornos PG1115+4+080 - SIS s Isocontornos PG1115+080 - NIS
' c * Fuente '
* ¢ 6

L 1.0
5 Linea critica

1.0 4

0.5 0.5

0.0 1

8, (arcsec)
8, (arcsec)
o
o

|
=
tn

—1.0 1 —1.0 4

-1.5 T T T T T T T -1.5 T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

O, (arcsec) O, (arcsec)

Figura 32: Grafica de los isocontornos de la funcién tiempo de atraso para los modelos SIS (ecuacién
6.2.67) y NIS (ecuacién 6.2.101) del sistema de lente gravitacional PG 1115 + 080. El ntcleo considerado
en el modelado fue escogido de manera arbitraria y corresponde a: 6. = 0.01”.

Se menciona que, para el desarrollo de estas simulaciones, se consideré una velocidad de dispersion
igual a:
oy = 235 km/s . (7.1.3)

Referencias como [70,71] brindan una estimacion experimental de la velocidad de dispersion del
sistema PG 1115+ 080. En estos estudios se reporta un rango de error, dentro del cual se encuentra
una velocidad de dispersion de 256 km/s. Al tomar este valor como referencia y comparar con la
velocidad empleada en las simulaciones de este trabajo, se obtiene una DRP del 8 %. Ademas,
la velocidad de dispersion empleada para las simulaciones puede ser comparada con [2], donde se
corrobora que el uso de esta velocidad en otros modelos presenta una diferencia relativa porcentual
es menor al 4 %. Esta informacion se presenta en la Tabla 7.1.4.

Tabla 7.1.4: Diferencia relativa porcentual de la velocidad de dispersion para el sistema PG 1115+ 080 con
respecto al valor usado en este trabajo.

Modelo o, (km/s) DRP

SIE/SIS 230 2%
SIE/Pt 243 3%
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Puntualmente, para el modelo SIS, se encontr6 que la linea critica tangencial es andloga a la del
perfil de masa puntual y que esta, como se ha mencionado, corresponde al dngulo de Einstein del
sistema (ecuacion 6.2.80), el cual en este caso es igual a:

Op e = 1.7547 . (7.1.4)

Andlogamente, se obtuvo la posicion de las imédgenes tedricas al resolver la expresion 6.2.78. Fi-
nalmente, se encontré que la relacion entre los tiempos de atraso (ecuacion 6.2.67) de las imagenes
A1C y A1B se encuentra dentro del rango de error de los valores reportados en la Tabla 1 de [72],

con un valor de: AT,
A1C
~ 0.6 . (7.1.5)
ATaiB

Por otro lado, el dngulo de Einstein correspondiente al modelo NIS es:

O _nis = 1.165” . (7.1.6)

Y andlogamente, en este modelo, se obtuvo una primera aproximacion a la topologia de la super-
ficie de tiempo de atraso al resolver la ecuacién de lente (ecuacién 6.2.114) mediante el método
numérico implementado en la funcién numpy . roots. De este modo, se determinaron las posi-
ciones de las imagenes en unidades de arcosegundos, como se muestra a continuacion:

—

g, = (—1.005,—0.614) arcs , (7.1.7)
- = (0.969, 0.592) arcs , (7.1.8)
Oen = (1.574, 0.962) x 10~* arcs . (7.1.9)

Aunque el sistema permite la formacion de una tercera imagen, esta corresponde a una imagen
central, como se discute en la seccidon 5.6.3. Con esto en mente, la geometria de los isocontornos
de la superficie de tiempo de atraso es la de un caracol de Pascal (Figura 19), con la imagen central
Ocen asociada a un maximo (H), la imagen 6, con un minimo local (L) y finalmente #_ con un
punto de silla (S). En este caso particular, la imagen central no resulta observable en la practica
debido a su magnificacion critica (¢ — 0), véase Figura 28.

Esta interpretacion se refuerza al analizar la ubicacion de las imdgenes respecto a las lineas criticas
del sistema: la imagen central se encuentra contenida dentro de la linea critica tangencial (ecuacion
6.2.123) y radial* (Ecuacién 6.2.126), lo que implica que los rayos de luz que la formarian han
atravesado las dos cdusticas del plano fuente. Como resultado, esta imagen puede clasificarse como
un méaximo (H) o imagen de tipo 111 en la superficie de tiempo de atraso. Su deteccién es altamente
improbable debido a la fuerte distorsion gravitacional y baja magnificacién asociada.

Para concluir con los resultados del NIS, en primera instancia se presentan los tiempos de atraso
entre las imdgenes del sistema en la Tabla 7.1.5. Cabe destacar que los valores determinados se
encuentran dentro del rango reportado en [73].

“La Ecuacién 6.2.126 estd escrita en notacién adimensional, pero se obtiene su representacién angular al considerar
la relacién x = 6/0;,
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Tabla 7.1.5: Tiempos de atraso entre imagenes para el sistema de lente gravitacional PG 1115 + 080 mode-
lado con un perfil NIS.

Tiempo de atraso Valor (dias)

ATaiB 11.562
ATaoB 8.885
ATarc 10.545
ATaoB 13.212
ATpc 22.097

7.1.2. Modelos SIE y pSIE

De la teoria se sabe que los modelos elipticos representan de manera mds fiel la formacion de
imagenes en sistemas de lente gravitacional presentes en la naturaleza. Por lo tanto, los resulta-
dos expuestos a continuacién se enfocan principalmente en la categorizacion de las imagenes de
PG 1115 + 080.

s Isocontornos PG1115+080 - SIE Isocontornos PG1115+080 - pSIE
. 15
c * Fuente c % Fuente

=== Aawm=0 | | S 7 === Awn=0

1.0+ 1.0 4

0.5

0.5 4

0.0 1

8y (arcsec)
8, (arcsec)
o
o

|
=
wn

—1.0 —1.0

T T T T u T T -1.5 T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15

8y (arcsec) B, (arcsec)

-1.5

Figura 33: Ilustracién modelos SIE (ecuacién 6.2.67) y pSIE (ecuacién 6.2.101) de los isocontornos de la
funcion tiempo de atraso de PG 1115 + 080.

Las simulaciones fueron realizadas al considerar:

f=0.975, (7.1.10)
o =45, (7.1.11)
oy = 235 km/s . (7.1.12)

Donde el dngulo ¢ representa la rotacion de la lente con respecto al eje horizontal del sistema.
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En la Figura 33 se muestran los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso para los modelos
SIE y pSIE, donde, se aprecia que, a pesar de las diferencia en la formulaciéon matematica de
los potenciales gravitacionales, SIE (ecuacién 6.3.15) y pSIE (ecuacién 6.4.7), la topologia de la
superficie de tiempo de atraso, al igual que la linea critica tangencial, es similar en ambos modelos.
En el SIE se represento la ecuacion 6.3.44 en notacién angular, mientras que en el modelo pSIE
se determind la linea critica tangencial (ecuacién 6.4.22.) al evaluar en una malla (el plano de la
lente) la convergencia y la cizalladura determinadas a partir de las segundas derivadas del potencial
gravitacional (ecuacion 6.4.7).

Ahora bien, a partir de estos modelos se dedujo la topologia completa que caracteriza al sistema
PG 1115 + 080, lo que permiti, a su vez, clasificar las imagenes. Este andlisis se llevo a cabo
mediante la observacion de la formacion de los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso
con respecto al tiempo, como se muestra en la Figura 34.

Isocontornos PG1115+080 - pSIE
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Figura 34: Formacion de las imagenes del sistema de lente gravitacional PG 1115 + 080 en funcién de
la evolucién temporal de las lineas de contorno de la superficie de tiempo de atraso del modelo pSIE. Los
isocontornos grises se forman para tiempos mayores, por lo cual su adicién es tinicamente estética.

En la subfigura A se aprecia la formacién de la primera imagen relacionada con la posicién de
la imagen B del sistema, la cual corresponde a un minimo (L), segin el teorema 1 de las lentes
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gravitacionales. La aparicion de la segunda imagen, mostrada en la subfigura B, asociada con A2,
se clasificard en la siguiente subfigura. En el apartado C, se visualiza la creacién de un punto
de silla (S), vinculado a A1, el cual permite describir la geometria interna de la superficie de
tiempo de atraso mediante una lemniscata. En consecuencia, se concluye que A2 corresponde
también a un minimo (L). Por dltimo, en D se forma otro punto de silla (5), atribuido a C, lo
cual establece un caracol de Pascal en la geometria externa de los isocontornos. Lo anterior se
desarroll6 considerando la existencia de una imagen central.Asi, entonces, la clasificacion de cada
una de las imdgenes del sistema de lente gravitacional PG 1115+ 080 se exponte en la Tabla 7.1.6.
Finalmente se resalta que, la topologia del sistema concuerda con la establecida por la teoria en la
Figura 21a.

Tabla 7.1.6: Clasificacion de imédgenes del sistema PG 1115 + 080 en el SIE.

Imagen Tipo Paridad
Al P. de silla - 11 -
A2 Minimo - I +
B Minimo - I +
C P. de silla - 11 -

Un punto importante a destacar al contrastar con los resultados obtenidos en los modelos circulares
es que, debido a la cercania de la imagen tedrica 6, a la linea critica tangencial, esta se ve altamente
magnificada, lo que conduce a la formacion de las imagenes A;, Ay y B del sistema. Asimismo, se
resalta que las diferencias en los tiempos de atraso obtenidas en el modelo anterior (Tabla 7.1.5),
correspondientes a las imagenes A1 y A2, se justifican por el proceso de formaciéon de imagenes
en estos modelos. En particular, el intervalo temporal entre la aparicion de A2 y A1 es reducido,
aunque no nulo, lo cual concuerda con la cercania espacial entre dichas imédgenes.

Finalmente, se menciona que el angulo de Einstein obtenido en ambos modelos es idéntico, tenien-
do un valor de:
Op_sie = 1.1757 . (7.1.13)

Se resalta que seleccion de los pardmetros para el modelado de ambos casos se encuentra en linea
con los resultados de las referencias [2, 74]. Puntualmente, con lo descrito por el modelo SIE/Pt,
en donde se tiene que la diferencia relativa porcentual en algunos pardametros es menor al 5 %. Esta
informacién se dispone en la Tabla 7.1.7.

Tabla 7.1.7: Diferencia relativa porcentual entre los parametros usados en este trabajo y el modelo SIE/Pt
de la referencia [2].

Parametro Valor Unidad DRP

O 1.15 arcs 2%
Oy 243 km/s 3%
f 0.95 - 3%
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7.1.3. Modelos NIE y pNIE

La superficie de tiempo de atraso en el modelo NIE predice con precision la formacién de la
imagen A2, pero, en contraste, presenta un mayor desfase en la estimacion de la posicion esperada
para B. Ahora, con respecto a los isocontornos asociados al modelo pNIE, este presenta resultados
similares a los modelos SIE y pSIE, incluyendo en el modelado la presencia de la linea critica
radial, la cual ya fue analizada en el modelo NIE. Los isocontornos obtenidos se representan en la

Figura 35.

s Isocontornos PG1115+080 - NIE s Isocontornos PG1115+080 - pNIE
' c % Fuente ’ c % Fuente

=== Man=0 | | S o -== Aan=0

=== Amd =0

1.0+ === Arad =0 1.0 4

0.5 1

0.5+

0.0 1

8, (arcsec)
o
[=]

8y, (arcsec)

—-0.5

~1.0 -1.0 1

-15 T T T T T T T -15 T T T T T T T
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

O (arcsec) 6, (arcsec)

Figura 35: Ilustracion modelos NIE (ecuacién 6.3.48) y pNIE (ecuacién 6.4.25) de los isocontornos de la
funcidn tiempo de atraso del sistema PG 1115 + 080.

La obtencidén de los isocontornos del modelo NIE se realiz6 mediante integracion por cuadratura
del potencial gravitacional en la ecuacién 6.3.47, utilizando los valores calculados en una ma-
lla. Por otro lado, las lineas criticas de ambos marcos fueron calculadas a partir de las segundas
derivadas del potencial gravitacional, tal como se describié en el modelo pSIE.

Como resultado del analisis sobre el sistema PG 1115 + 080, no se evidencié una diferencia en
la clasificacion de las imédgenes a partir de los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso
en los modelos elipsoidales o pseudoelipticos. Por esta razon, los siguientes sistemas de lentes
gravitacionales se analizardn desde el enfoque del modelo SIE.

7.2. Sistema RX J1131-1231

Descubierto en 2003 por Sluse et al. [4], este sistema de lente gravitacional se asocia con una
galaxia eliptica que actia como lente. Segun la base de datos de quésares bajo el fendmeno de lente
gravitacional, GLQ Database [75] por sus siglas en inglés, la fuente presenta un corrimiento al rojo
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de z; = 0.658, mientras que la lente tiene z; = 0.295. Este sistema, al igual que PG 1115 + 080,
permite observar cuatro imdgenes (A, B, C y D), de las cuales tres se encuentran proximas entre
si. En la Figura 36 se ilustra el sistema en cuestion.

Figura 36: Sistema de lente gravitacional RX J1131 — 1231. Imagen obtenida de la Figura 1 en [3].

Con respecto a la posicion de las imagenes y de la fuente, estos datos fueron tomados de las Tablas
1 y 3 de la referencia [4]. Las coordenadas de las imdgenes estan dadas con respecto a la imagen
A, por lo que fue necesario ajustar su posicion en relacion con la lente (G), obteniendo asi las
coordenadas que se presentan en la Tabla 7.2.1.

Tabla 7.2.1: Coordenadas de la fuente e imdgenes del sistema RX J1131 — 1231 con respecto a la lente G.

Objeto 0, (arcs) 0, (arcs)
Fuente -0.411 -0.108
Imagen A -1.898 -0.559
Imagen B -1.922 0.642
Imagen C  -1.335 -1.621
Imagen D 1.224 -0.350

A partir de la informacién anterior, se determinaron las distancias de didmetro angular que carac-
terizan al sistema, las cuales se presentan en la Tabla 7.2.2.

Tabla 7.2.2: Distancias de didmetro angular para el sistema RX J1131 — 1231.

Distancia

Simbolo Valor [Mpc]

Distancia de la lente

Distancia de la fuente

Distancia entre lente y fuente

Dor,
Dos
Drs

940.901
1483.461
748.559
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De igual forma, para simular el sistema se considero que:

oy = 354.8 (7.2.1)
£=08, (7.2.2)
0 =T5.2°. (7.2.3)

En la Figura 37 se visualizan los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso. Se encontré que
la topologia que describe el sistema estd asociada, para la linea de contorno interior, a una lemnis-
cata, cuyos lobulos contienen dos imdgenes correspondientes a un punto minimo de la superficie
de tiempo de atraso. Por otro lado, para el contorno exterior, la curva de nivel presenta la geometria
de un caracol de Pascal, como se ilustra en la Figura 21a.

Isocontornos RX J1131-1231 - SIE

* Fuente
=== Atan=10

8, (arcsec)
[=)

8, (arcsec)

Figura 37: Isocontornos de la funcién tiempo de atraso de RX J1131 — 1231 (ecuacién 6.2.67). Los iso-
contornos obtenidos son coherentes con el modelado de lente gravitacional descrito en la Figura 3 de [4].

Curiosamente, a pesar de la distinta configuracion de las imagenes, la topologia de la superficie de
tiempo de atraso es la misma que la del sistema PG 1115 + 080, de manera que para RX J1131 —
1231 se asume la existencia de una imagen central. El primer isocontorno en formarse se encuentra
préoximo a la imagen B del sistema, correspondiendo al minimo general de la superficie de tiempo
de atraso. A partir de este punto, el orden de aparicion de las imdgenes es, respectivamente, B-
C-A-D. Este orden cronoldgico coincide con el descrito en la referencia [4]. En consecuencia, la
clasificacion de las imagenes es la siguiente:
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Tabla 7.2.3: Clasificacion de imdgenes - SIE - RX J1131 — 1231.

Imagen Tipo Paridad
A P. de silla - 11 -
B Minimo - | +
C Minimo - I +
D P. de silla - II -

Por otro lado, se determin6 que el dngulo de Einstein que caracteriza al sistema es:
Op_sis = 0.811" | (7.2.4)

el cual concuerda con los valores reportados en los modelos de las referencias [4,76].

Del mismo modo, se encontré que el tiempo de atraso entre las imdgenes ha sido reportado en
diferentes referencias. Por ejemplo, A7xc = 12.129 dias, es indicado en [76]. Mientras que
ATgc = 0.528 dias, como se indica tanto en el modelo de lente gravitacional de [76] como
experimentalmente en [77], donde fue determinado mediante monitoreo fotométrico empleando
diferentes métodos numéricos, tal como se muestra en la Figura 6 de dicho trabajo.

7.3. Sistema WFI J2026-4536

Este sistema de lente gravitacional fue descubierto por Morgan y colaboradores en 2004, como se
describe en [5]. Se caracteriza por presentar un corrimiento al rojo de la fuente de z;, = 1.662,
mientras que el de la lente es z; = 0.661, segun [78]. Al igual que en los dos sistemas anteriores,
WEFT J2026 — 4536 estd conformado por cuatro imédgenes, dispuestas de manera similar al sistema
de lente gravitacional PG 1115 + 080.

B®

W Al

Figura 38: Lente gravitacional WFI J2026 — 4536. Imagen obtenida de la Figura 3 en [5].
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En la Tabla 5 de [5] se presentan las posiciones de las imdgenes® y de la lente con respecto a la
imagen B. Al recalcular dichas posiciones en coordenadas cartesianas centradas en la lente G, se
obtuvo:

Tabla 7.3.1: Coordenadas de la fuente e imagenes del sistema WFI J2026 — 4536.

Objeto 0, (arcs) 0, (arcs)

Fuente - 0.020 - 0.064
Imagen A1 - 0.090 -0.612
Imagen A2 - 0.331 - 0.386
Imagen B 0.075 0.817
Imagen C 0.652 - 0.236

Las distancias de didmetro angular del sistema WET J2026—4536 fueron determinadas mediante
el mismo procedimiento aplicado a los sistemas previos. Los valores calculados se presentan en la
Tabla 7.3.2.

Tabla 7.3.2: Distancias de didmetro angular para el sistema WFI J2026 — 4536.

Distancia Simbolo Valor [Mpc]
Distancia de la lente Dor, 1486.294
Distancia de la fuente Dog 1793.855
Distancia entre lente y fuente D 866.456

Asimismo, los pardmetros sobre los cuales se modelo (SIS) el sistema son:

o, =220, (7.3.1)
£=09, (7.3.2)
0 =90° . (7.3.3)

La Figura 39 muestra los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso del sistema. A partir de
ellos, se determind que la curva de nivel interior presenta la topologia de una lemniscata, mientras
que la curva exterior corresponde a un caracol de Pascal, como se observa en la Figura 21a.

Topoldgicamente, el sistema WEI J2026 — 4536 coincide con lo deducido en modelos previos; por
lo tanto, en esta configuracion se considera también la existencia de una imagen central. El orden
de aparicién de las imagenes es, respectivamente, B—A1-A2—-C. De esta manera, se establece que
tanto B como A2 corresponden a puntos minimos de la superficie de tiempo de atraso, mientras
que Al y C se caracterizan por ser puntos de silla. Esta clasificacion es anédloga a la establecida

SLa posicién de la fuente no se encuentra especificada en la referencia [5], por lo cual fue determinada a partir del
andlisis del comportamiento de los isocontornos.
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Isocontornos WFI J2026-4536 - SIE
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Figura 39: Isocontornos superficie tiempo de atraso del sistema WET J2026 — 4536.

en [5]. Adicionalmente, se destaca que los isocontornos obtenidos en el modelo de este trabajo son
similares a los presentados en la Figura 7.b de la misma referencia.

En pocas palabras, las imdgenes del sistema se clasificaron de la siguiente manera:

Tabla 7.3.3: Clasificaciéon de iméagenes del sistema WFT J2026 — 4536 en el SIE.

Imagen Tipo Paridad
Al Minimo - I -
A2 P desilla-11 +
B Minimo - | +
C P. de silla - 11 -

Por otro lado, se presenta el dngulo de Einstein del sistema, el cual es igual a:
Og_qs = 0.673" . (7.3.4)

El valor determinado para el dngulo de Einstein a partir del modelado propio es muy similar al
descrito en el modelo de esfera isoterma singular con cizallamiento externo (ISx, respetando la
notacion del autor) en [5], asi como en el modelo de elipsoide isoterma singular con cizalladu-
ra externa, presentado en la Tabla 5 de [79]. En la Tabla 7.3.4 se muestra la diferencia relativa
porcentual con respecto a cada uno de los valores reportados.
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Tabla 7.3.4: Diferencia relativa porcentual del dngulo de Einstein para el sistema WFI J2026 — 4536 con
respecto al valor usado en este trabajo.

Modelo 0y (arcs) DRP

SIx 0.654 3%
SIE+ Vext 0.652 3%

De forma andloga, se determiné que el tiempo de atraso entre las imdgenes A y C es A1y =
12.476 dias®. Este valor se encuentra dentro del rango reportado por segtin [80], el cual es AT p =
18.475L.

Finalmente, de manera general, se establece que la geometria de las galaxias que actian como
lente en los tres sistemas estudiados es eliptica. Debido a las caracteristicas particulares de cada
una de ellas, la forma de los isocontornos varia, lo cual afecta la formacion de las imdgenes. Esta
afirmacion se refuerza al comparar la formacion de imdgenes entre PG 1115+ 080y WFT J2026 —
4536.

7.4. Resultados de referencia: Lenstronomy

Teniendo en mente un desarrollo fiable en la parte computacional, se ha estudiado el software
Lenstronomy [54,55]. Este se presenta como referencia comparativa en el modelado de los
sistemas, dado que permite visualizar las curvas de nivel del potencial de Fermat como las lineas
criticas (y causticas). Uno de los principales motivos de la ampliacién del software es la amplia
gama de potenciales permitidos, y el manejo practico del mismo.

Se menciona que la formacién de imigenes en Lenstronomy se realiza en funcién del tiempo
de atraso tedrico, y que las imdgenes se caracterizan alfabéticamente; es decir, la primera imagen
siempre se denomina “A”, la siguiente “B” y asi sucesivamente.

Con respecto a los isocontornos del potencial de Fermat, el software los representa en notacioén
adimensional y no especifica la escala por defecto. Por otro lado, para las curvas criticas, el pro-
grama las representa visualmente como lineas continuas de color rojo, mientras que las causticas
son representas por un color verde.

Particularmente, Lenst ronomy usa para la descripcion de modelos elipticos el siguiente poten-
cial:

A

U(zy, 9) = \/(1 —€)a? + (14 €)a3 + 22, (7.4.1)

el cual bajo las caracteristicas especificas puede modelar ya sea cualquiera de los modelos elipticos
o esféricos. Adicionalmente, la elipticidad del sistema por defecto puede ser representada por un

®En este caso especifico, el tiempo de atraso considerado corresponde al promedio entre los pares de imagenes
Al-Cy A2-C.
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factor de relacién q entre los ejes, equivalente al pardmetro f de este trabajo, donde la principal
diferencia radica en que el eje mayor de la elipse en Lenstronomy estd orientado sobre el eje
horizontal.

Para el sistema de lente gravitacional PG 1115 4 080, Lenst ronomy establece que la formacién
de las imédgenes del sistema (de acuerdo con la notacién original de las imédgenes) sigue el orden:
B-A2-A1-C. Esta cronologia coincide con la determinada mediante la simulacion desarrollada en
este trabajo, lo que permite corroborar los resultados presentados en la Tabla 7.1.6. Los isocontor-

nos, las lineas criticas y las causticas se ilustran en la Figura 40. Para este modelo se considero:
q=0.95y p =45°.

s Lineas criticas y causticas Potencial de Fermat

1.0

D

0.51

0.01

y [arcsec]

—~1.0

-1.5
=15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

x [arcsec]

Figura 40: Sistema PG 1115 + 080 en Lenstronomy.

Con respecto a RX J1131 — 1231, ocurre exactamente lo mismo. El orden de formacién de las
imagenes segin Lenstronomy es B-C—A-D, el cual es andlogo al presentado en la Tabla 7.2.3
de la Seccién 7.2. En este modelo se empled: ¢ = 0.80y ¢ = 14.8°.

Lineas criticas y causticas Potencial de Fermat

y [arcsec]
o

3 2 0 1 2 3
x [arcsec]

Figura 41: Sistema RX J1131 — 1231 en Lenstronomy.
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Finalmente, para WFIJ2026 — 4536 se confirma la clasificacion de las imédgenes descrita en la
Tabla 7.3.3. El potencial de Fermat, junto con las lineas criticas y las cdusticas, se muestran en las
Figuras 41 y 42, respectivamente. Estos resultados se obtuvieron considerando: ¢ = 0.90y ¢ = 0°.

Lineas criticas y causticas Potencial de Fermat

1.04

0.51

0.01

y [arcsec]

—~1.04

-1.0 —0.5 0.0 05 10
x [arcsec]

Figura 42: Sistema WFI J2026 — 4536 en Lenstronomy.
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Capitulo 8

Conclusiones y recomendaciones

El objetivo de este trabajo era estudiar la formacion de imédgenes en sistemas de lente gravitacional
reales mediante una categorizacion basada en el estudio de los isocontornos de la superficie de
tiempo de atraso. En particular, esto se consigui6 a partir de dos procesos complementarios: el pri-
mero, en el cual se realizé un riguroso andlisis de la teoria de lentes gravitacionales; y el segundo,
donde se llevo a cabo la aplicacion de los conceptos aprendidos al simular sistemas presentes en la
naturaleza.

Asi, se describe en primera instancia el proceso metodolégico de aprendizaje del tema, el cual ini-
ci6 con la linealizacién de las ecuaciones de campo de Einstein y la introduccion del principio de
Fermat, permitiendo deducir las ecuaciones de movimiento en el limite Newtoniano. A partir de
estas se derivo el angulo de deflexion para una masa puntual, el cual sirvié como punto de partida
para la deduccion del 4ngulo de deflexion debido a una distribucion continua de masa. Lo siguiente
fue estudiar la teoria fundamental de un sistema de lente gravitacional, estableciendo los elementos
que lo constituyen, la ecuacidn caracteristica y su relacidn con el potencial gravitacional; luego se
describi6 la superficie de tiempo de atraso y se definieron las caracteristicas de las imagenes en
dicha superficie (punto de silla, minimo o maximo), lo cual fue complementado con el estudio de
la topologia del potencial de Fermat. Finalmente, se concluyd la investigacion mediante la descrip-
cién de diferentes modelos para representar al cuerpo deflector. Entre estos se estudi6: el modelo
de masa puntual, modelo de esfera isoterma singular y no singular, modelo de elipsoide singular y
no singular, y por ultimo, los modelos pseudoelipticos. En cada uno de ellos, se especifico tanto el
potencial gravitacional como las lineas criticas de cada caso.

De esta manera, se da paso al segundo proceso, en el cual se modelaron los sistemas de lente
gravitacional PG 1115 + 080, RX J1131—-1231 y WFI J2026—4536; permitiendo concluir que, a
partir de las curvas con geometria de lemniscata y caracol de Pascal definidas por la topologia del
potencial de Fermat (seccién 5.6.2), es posible clasificar las imdgenes de sistemas de lente gravi-
tacional presentes en la naturaleza mediante el andlisis de la evolucién temporal de las lineas de
contorno para cada sistema, como se describe en la Figura 34. Esto se realiza bajo la consideracion
de una imagen central no visible/detectable, tal como se describe en el andlisis del perfil NIS del
sistema PG1115 + 080 (seccién 7.1.1). Los resultados se presentan en las Tablas 7.1.6, 7.2.3 y
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7.3.3. En conclusion, aunque los isocontornos no permiten predecir con exactitud la posicion de
cada una de las imdgenes en los sistemas analizados, si resultan ttiles para su clasificacion. Las
diferencias observadas en las posiciones de las imédgenes se asocian a limitaciones inherentes a los
modelos empleados; no obstante, dichas limitaciones se mostraron consistentes con lo reportado
en modelos mas complejos y con los datos experimentales disponibles.

Asimismo, se afirma que, a partir de las lineas criticas y del anélisis de las lineas de contorno, los
modelos SIE y pSIE son los apropiados para llevar a cabo un estudio topolégico de la superficie
de tiempo de atraso como una primera aproximacion. Esto se deriva de la comparacién entre los
modelos elipticos (y pseudoelipticos) con y sin nucleo, considerando tanto sus caracteristicas fi-
sicas, como complejidad matemadtica y resultados, tal como se presenta en las secciones 7.1.2 y
7.1.3.

Por otro lado, se observd que las lineas criticas funcionan como una herramienta visual para iden-
tificar las regiones del plano donde la magnificacion es tan alta que una imagen situada en sus
proximidades puede deformarse hasta el punto de dar lugar a nuevas imagenes. Esto se detalla en
la seccion 7.1.2 y estd en concordancia con la descripcion tedrica de las lineas criticas y causticas,
donde se especifica que una imagen proxima a las lineas criticas permite inferir cualitativamente
que la fuente se encuentra préxima a una cadstica, que son las lineas que caracterizan las regiones
de multiplicidad en la formacién de imégenes.

Para concluir, se menciona que los resultados obtenidos mediante los c6digos propios coinciden
con los generados por el software especializado Lenst ronomy lo cual valida los resultados ob-
tenidos en este trabajo, vease seccion 7.4.

Como recomendaciones, se propone que, con el fin de profundizar en el estudio de las lentes
gravitacionales como una herramienta en el andlisis del Universo, se estudie, para futuros trabajos,
la formacién de imégenes a través de las cdusticas, tanto de forma analitica como mediante métodos
computacionales, considerando ademas la ampliacion de los modelos de lente, como lo es el perfil
Navarro-Frenk-White (NFW).

Asimismo, se sugiere profundizar en el efecto que tiene la cizalladura externa sobre los isocontor-
nos de los sistemas, con el fin de observar si se presenta una mayor precision en la formacién de
imagenes. Otra linea de andlisis seria estudiar sistemas de lente gravitacional no a partir de una
Unica lente, sino a través de un grupo de galaxias en el plano de la lente, o considerando cuer-
pos deflectores a lo largo del camino del rayo de luz, incluso, se propone el andlisis de las lentes
gravitacionales desde un enfoque mas cercano a la dptica fisica [81-83].
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Apéndice A

Herramientas para la relatividad general

A.1. Transformacion de calibre

La introduccién de las transformaciones de calibre es necesaria para garantizar la ausencia de
divergencias en las ecuaciones de campo linealizadas, manteniendo invariante la fisica subyacente.
Este tipo de transformaciones son ampliamente conocidas debido a su papel fundamental en 4reas
como la electrodinamica [36, 84].

Como punto de partida, se considera una transformacion de coordenadas caracterizada por
ot — ot = gt 4 (ah) (A.1.1)

A partir de esta expresion se obtiene la siguiente matriz de transformacion:

/

o Ox*® ey e
L = S = 0% + 0567, (A.12)

donde se impone que 03§ < 1, con el fin de que la transformacién sea infinitesimal.

. . / . . .
En este contexto, es relevante determinar la inversa de L*4. Para ello, se sigue un procedimiento
, pa . . . . . . ., / /
andlogo al de la métrica linealizada, imponiendo la condicién L BLf’ = (50‘7,, de modo que:

L, =6 -0, . (A.1.3)

Y

Ahora bien, es de interés observar como este tipo de transformaciones afecta a la métrica del
espacio-tiempo infinitesimalmente perturbado. Al aplicarse dicha transformacién, se obtiene

G = LWL gap = (8% — 0,6)(0%, = 0u€”) (Mo + hap) (A.1.4)

y, al omitir los términos de segundo orden, se deduce que:
Guv = N + hw/ - 8u§u - augu . (AIS)
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Sin embargo, se espera que el resultado tenga la forma ¢,/,» = 7,/,» + h,v,». En consecuencia, al
comparar las expresiones A.1.4 y A.1.5, se concluye que el término de perturbacion luego de la
transformacion’, es de la forma:

W o = P — 0,6, — 8,8, (A.1.6)

Por otro lado, en el contexto de la electrodindmica, los potenciales electromagnéticos pueden ser
seleccionados de forma conveniente. En este sentido, el resultado anterior permite aplicar una idea
andloga en la teorfa de la gravedad linealizada mediante las transformaciones de calibre. Para ello,
se realiza la transformacién sobre el factor de perturbacién con traza invertida (h), dando lugar a
la expresion:

W = P — 0,&0 — 0,6, + 10y . (A.1.7)

Al calcular la divergencia de 7/, se encuentra que:

Qo
Wy = Ohyy — O"0,E, — 0"0,8, + 0“0, , (A.1.8)

donde los dos dltimos términos se anulan entre si.

En otras palabras, se tiene que la divergencia de la transformacién de calibre sobre h,,, es de la
forma:

o'Wy = O"hy, — O, . (A.1.9)

Asi, al hacer una adecuada seleccion del calibre, tal que se satisfaga 8“BW = 0, se concluye que
Oh,,, = 0OE, (A.1.10)

lo cual permite introducir el andlogo de la condicion de Lorenz de la electrodindmica en el contexto
de la gravedad linealizada:
W =0 (A.1.11)

La importancia de la introduccién de las transformaciones de calibre radica en que, en términos
practicos, siempre es posible determinar una transformacién que favorezca la representacion linea-
lizada de las ecuaciones de campo de Einstein.

Este resultado es el que se sustituye en la relacién 4.1.35, lo que permite deducir la forma de las
ecuaciones de campo de Einstein en 4.1.36.

A.2. Equivalencia con la métrica de Schwarzschild

De manera puntual, es de interés introducir la métrica de Schwarzschild la cual es una solucién
exacta a las ecuaciones de campo de Einstein, que describe el efecto del campo gravitacional

!Para distinguir claramente los términos transformados, se utiliza un apéstrofo, como en h’
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debido a una distribucién de masa esféricamente simétrica, tal que, en coordenadas esféricas el
intervalo espacio-temporal es representado como

R, R\ .
ds? = (1 — E) Adt? — (1 — E) dR? — R*d6? — R%*sin®60d¢? , (A.2.1)
en donde, se introduce la definicion del radio de Schwarzschild (R;) mediante la siguiente expre-
sion

2GM

c2

R, = , (A2.2)

el cual describe el horizonte de eventos debido a un agujero negro estdtico o también denominado
agujero negro de Schwarzschild.

Partiendo de la anterior solucidn, es posible realizar una primera aproximacion hacia la métrica
linealizada, al introducir una nueva coordenada radial r, definida por:

2
R=r (1 + G—M) . (A.2.3)

2rc?

De esta manera, se tiene que si el campo gravitacional asociado es débil (GM /rc? < 1), se
satisface lo siguiente:

M\? M
1+G— zl—i—G—. (A.2.4)
2rc? rc?
Y por ende
GM
Rzr(ljt 2) . (A.2.5)
re

Al introducir esta ultima sobre la relacion entre R, y R, se determina que % es igual a:

—1 2
& R 26M (1 + GM) ~ 2GM — 2 (GM> , (A.2.6)

R c2r rc2 c2r rc?

de tal manera, que al considerar inicamente el termino de primer orden, se obtiene la expresion:

Ry 2GM
— = . A2.7
R c2r ( )
Bajo la misma consideracidn, se determina que:
dR =~ dr . (A.2.8)

Tras estos procedimientos, se tiene que, al sustituir las expresiones deducidas de Ry dR sobre
A.2.1, se deriva la métrica de Schwarzschild en coordenadas isotropicas como:

2GM 2GM
ds? ~ (1 2 )c2dt2 — (1 + G > (dr® + r*d6* + r?sin® 6d¢?) . (A.2.9)

c2r c2r
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Particularmente, al describir la geometria del espacio-tiempo en un punto lo suficientemente aleja-
do de la distribuciéon de masa, el anterior intervalo espacio-temporal puede ser escrito en coorde-
nadas cartesianas de la siguiente manera:

2GM 2GM
ds® ~ (1 _ 2 ) Adt?* — (1 + G ) (do? + dy? + d2?) . (A.2.10)

rc2 rc?

El cual escrito en términos del potencial gravitacional Newtoniano corresponde a:

1s? ~ (1 i Z(I)N) 2di? — (1 - 2‘”) (d7)? . (A2.11)

c? c?

que es justamente la ecuacion 4.4.4 y es andloga a la métrica linealizada.
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Apéndice B
Distancia de diametro angular

Con el fin de describir las distancias en un Universo en expansion, se propone estudiar dicho Uni-
verso desde el marco cosmoldgico. Este apéndice se basa en las referencias [29, 33, 85]. Asi, en
primera instancia, se introduce el principio cosmoldgico, el cual establece que a grandes esca-
las el Universo es homogéneo e isotropico. En este contexto, la métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW, por sus siglas en inglés) describe el caso mds general y es representada
como:

ds® = (cdt)* — a(t)? [dxz + fulx)? (d92 + sin? qub)] . (B.0.1)

Donde, en la parte espacial, se tiene que: x corresponde a la coordenada radial, mientras que 6 y ¢
caracterizan la posicién angular en la esfera unitaria' con respecto a su centro. Andlogamente, en
la expresion se ha introducido el factor de escala del Universo a(t), y finalmente el pardmetro k,
que representa la curvatura espacial del Universo.

Esta ultima es de relevancia en el estudio de los modelos cosmoldgicos, ya que la distancia entre
dos puntos del Universo depende de su valor, como se observa en la ecuacion B.0.1. Si se considera
el caso k£ = 1, se obtiene un Universo esférico; para k = 0, un Universo plano; y por tltimo, si
k = —1, un Universo hiperbdlico. Esta dependencia de £ se refleja en la forma de la funcién radial
dentro de la métrica, la cual, segin el valor que se considere, tendrd una expresion especifica, tal
como se describe a continuacion:

\/%7 sin(xvk) sik >0
w sik=0 . (B.0.2)
ﬁ sinh(xv—k) sik<0
En esencia, de acuerdo al principio cosmoldgico, es posible interpretar a fi(x) como el radio de

las esferas bidimensionales que aparecen al describir la métrica del Universo. Es decir, si se define
r = fr(w), la métrica toma la forma:

fe(x) =

dr?
1—kr?

ds* = (cdt)® — a(t)? + 72 (d92 + sin? 9d¢) , (B.0.3)

'El origen de la esfera se selecciona de manera arbitraria.
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la cual describe como la distancia entre dos puntos del espacio-tiempo depende unicamente del
tiempo, esto debido a la presencia del pardmetro de expansién del universo a(t). En particular,
se tiene que las coordenadas espaciales no dependen explicitamente del tiempo ¢, por lo que se
denominan coordenadas comdviles.

Ahora bien, en cosmografia se establece que el factor de escala esta relacionado con el corrimiento
al rojo (2). Este tltimo se expresa mediante la relacion:

1+2= M (B.0.4)

a(t) -
en la cual, se considera por definicién que a(fy) = 1 en la actualidad. Por otro lado, se define el
pardmetro de Hubble como:

a(t)
H(t) = —= B.0.5
0= (B.03)
siendo a(t) la derivada temporal del factor de escala del Universo. Matemdticamente es posible
relacionar el corrimiento al rojo con el pardmetro de Hubble, ya que si se considera la ecuacion
B.0.4 en el presente y se deriva implicitamente con respecto al tiempo, se obtiene lo siguiente:

dz  alt)

At~ a(t)?

(B.0.6)

Al reemplazar a de la definicién del pardmetro de Hubble en la anterior, y dado a(t) = 1/(1 + 2),
se deduce la expresion:

dz

— =—H(()(1+2). (B.0.7)

dt
Por otro lado, la relevancia de la constante de Hubble radica también en que, a partir de ella,
es posible definir los pardmetros de densidad adimensionales, los cuales en conjunto representan
como evoluciona la expansion del universo en funcién del corrimiento al rojo. Esta evolucion se
expresa mediante la funcién E(z), que corresponde a:

E(Z)2 = Qm[o](l + Z)3 + QV[O](l + 2)4 + QA+ Qk[o}(l + Z)2 , (B.0.8)

donde se indican los pardmetros de densidad actuales de materia (£2,,), radiacién (2,), energia
oscura (£24) y curvatura (£2g).

Concretamente se tiene que E(z) es proporcional a la derivada logaritmica del factor de escala
a(t)/a(t) con un corrimiento al rojo z. Es otras palabras, un observador situado a un corrimiento
al rojo z, obtendria que su constante de Hubble es:

H(z) = HyE(2) . (B.0.9)

En este punto, gracias a lo deducido hasta el momento, es posible definir la distancia comoévil a
partir de la métrica FLRW. Si se considera un rayo de luz que se propaga a lo largo de la trayectoria
radial, es decir, df = d¢ = 0, la expresién B.0.1 toma la forma:

dr B cdt
VT alh)
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Ahora, ya que para un haz de luz cdt = dz, es posible cambiar la variable de integracién, y si
ademas se considera que el diferencial temporal a partir de B.0.7 es

dz

y a(t) = 117, se determina los siguiente:

dr L cdz
VI—kZ  (1+2)H(z)

Esta tdltima igualdad, si no se considea el corrimiento al rojo de la fuente, se tiene que al ser
integrada corresponde a la definicién de la distancia comovil®, es decir:

c [* dY Dy d
D= & _ B.0.13
c Ho/o B <1+z>/o EG) (B0.13)

donde se defini6 la distancia de Hubble como Dy = ¢/Hy, y se represent6 a H (z) = HoFE(z).

(B.0.12)

A partir de este resultado, dependiendo de la curvatura del universo, se define la distancia comdvil
transversa como:

DHﬁ sinh (\/ Qch/DH) si Qk >0,
Dy(z) = De sifly =0, (B.0.14)
DH\/T—MSHI (\/|Qk|Dc/DH> sif), <0 ,

siendo representado k a través pardmetro de densidad de curvatura actual, el cual es:

H2
k= —Q) - (—20) : (B.0.15)
c

Finalmente, se tiene que la distancia de didmetro angular se relaciona con la distancia comdvil
transversa mediante la expresion:

Dy

142
De este modo, se describe que la distancia angular entre dos cuerpos es:

! Din Dir
Dagz =7 s Dz |1+ Qo = Dang [T+ Qe |- (B.0.17)
2 H H

demostrando que en general en el marco de la cosmologia, las distancias de didmetro angular no
son cantidades aditivas a priori. Sin embargo, al trabajar en el limite de la teoria relativista, donde
la perturbacién se asocia a un campo gravitacional débil es posible considerar que k£ =~ 0. Bajo
esta condicidn, se tiene entonces que la diferencia entre las distancias de didmetro angular entre
dos cuerpos es:

= (B.0.16)

1
1—|—ZQ

DA,12 ~ [DMQ — DMl ] . (BOlS)

2El signo negativo desaparece al invertir los limites de integracién con respecto al tiempo, donde el limite infe-
rior corresponde al tiempo de emision del fotén, mientras que el limite superior corresponde al tiempo en el que es
visualizado por nosotros.
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Complementos de lentes gravitacionales

C.1. Diagonalizacion del tensor de cizalladura

Con el objetivo de diagonalizar el tensor de cizalladura, se introduce la matriz de rotacién R(¢),
siguiendo lo descrito en el Capitulo 3.3 de [33].

Asti, al aplicar la correspondiente regla de transformacion sobre la matriz jacobiana de la lente, esta
transforma bajo la siguiente expresion:

A— A =R(¢)"AR(¢) , (C.1.1)

donde la matriz de rotacién R(¢) es:

R(¢) = {Cosd) Smﬂ . (C.1.2)

—sing cos ¢

Al representar en su forma matricial a A y R(¢), se tiene que la anterior corresponde a:

) _ | cosg sing| |l—Kk—m —Y2 cos¢ —sine
A = [—sinqﬁ cosqﬁ} [ —Yy 1_,€+7J {Sinqb Cosgzﬁ} . (C.1.3)

Al desarrollar el producto matricial, se obtiene que las componentes en la diagonal de la matriz A’
son respectivamente:

A1 = (cos® ¢ + sin® ¢) — k (cos® ¢ + sin® ¢) — v (cos® ¢ — sin® ¢)

— 72 (2sin¢pcos @) (C.1.4)
=1—K—"1€082¢ — Yysin2¢ . (C.1.5)
Ass = (cos® ¢ + sin® ¢) — k (cos® ¢ + sin® ¢) + 71 (cos® ¢ — sin® ¢)
+ 72 (2sin¢cos @) , (C.1.6)
=1—K+ 0820+ Y28in2¢ . (C.1.7)
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De igual forma, con respecto a las componentes por fuera de la diagonal, se obtiene:

Ay = Agyy = —sin ¢ cos ¢ + ksin ¢ cos ¢ + 71 sin ¢ cos ¢ — vy, cos? ¢

+ 5 8in? ¢ + sin ¢ cos ¢ — K sin ¢ cos ¢ + 1 cos @ sin ¢ (C.1.8)
= 1 (2sin ¢ cos p) — 72 (cos2 ¢ — sin® ¢) (C.1.9)
= 1 8in(2¢) — y2 cos(2¢). (C.1.10)

Como resultado del procedimiento anterior, se establece que la transformacion sobre la matriz
jacobiana de la lente, en notacidén matricial es:

P | mcos2¢ +y28in2¢  —v18in2¢ + 9 cos 29

A=1-r)l {—71 Sin 2¢ 4+ v9 cos 2¢p  —7y1 coS2¢ — Yo sin2¢| ’ (C.L1D
en la cual se observa que, al tratarse de una transformacion de rotacion —que es una operacion
lineal—, la matriz que contiene las componentes 7; y 7, corresponde precisamente a la transfor-
macién del tensor de cizalladura. Es decir, [ es igual a:

p Y1 €08 20 + Yo 8in2¢  — 1 8in 2¢ + 5 cos 2¢
I" = . . . (C.1.12)
—y18In2¢ + Y9 c0S2¢  — 71 COS 20 — Yo Sin 2¢

Por otro lado, dada la definicién del tensor de cizalladura, se espera que la transformacion sea de
forma: / ,

I = {’7} 72,} , (C.1.13)

T2 TN

Ahora bien, ambas matrices representan el tensor de cizallamiento transformado bajo la accién
del operador de rotacion, por lo cual deben ser iguales. Con esto en mente, se establece que las
componentes respectivas transforman mediante las siguientes ecuaciones:

Y1 = Y1 = 710820 + Y2 5in2¢ (C.1.14)
Yo = 75 = — 715020 + 72 c0s 2¢) . (C.1.15)

En este momento, se retoma el objetivo principal, el cual consiste en representar al tensor de
cizallamiento en forma diagonal, de modo que el resultado esperado después de la rotacion es:

I = B 3} . (C.1.16)
Para satisfacer justamente lo anterior, se impone que:
YL = 710820 + Yo sin2¢ = 7, (C.1.17)
Yy = — Y1 8IN2¢ + Yo co82¢ = 0 | (C.1.18)
las cuales configuran un sistema de ecuaciones 2 x 2, el cual es solucionado por:
Y1 = 1y cos 2¢ (C.1.19)
Yo = ySin2¢ . (C.1.20)
Finalmente, se deduce que la matriz de cizallamiento diagonal izada es de la forma:
U= g eoss) 120

la cual corresponde a la ecuacién 5.5.12.
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C.2. Demostracion de los teoremas generales

Estos teoremas provienen del andlisis matemdtico de los puntos estacionarios sobre un campo
vectorial en R?, los cuales en el contexto de las lentes gravitacionales corresponden con las regiones
en las cuales se formaran las imagenes. Esta descripcion esta basada en la seccion 5.4 de [53].

Como punto de partida, se introduce el teorema del indice, el cual nos permite clasificar los puntos
estacionarios sobre la superficie de interés mediante el andlisis del campo alrededor de dichos
puntos. Asi, se considera un campo X (&), en el cual Z, es punto estacionario. En este punto se
tiene que el campo es nulo, es decir X(Zy) = 0. Ahora bien, al asumir que el campo vectorial
es bien comportado y dadas las caracteristicas bidimensionales, es posible representar al campo
vectorial en coordenadas polares, tal que:

X = X (cos ¢,sin¢) . (C.2.1)

Es posible definir en el campo una curva cerrada que rodee al punto estacionario sin pasar por €l.
Esta curva puede ser parametrizada por \ y representada como ¢(\). Lo anterior permite introducir
el concepto de indice de un punto estacionario, ya que, al desplazarse a lo largo de la curva ¢()),
la direccion del campo vectorial varfa de forma continua a lo largo de una curva cerrada. Si, al
regresar al punto de partida, dicha direccidon ha completado una rotacion en sentido antihorario, se
le asigna un indice de +1. Si la rotacién ha sido en sentido horario, el indice es —1. En general,
el indice indica el nimero de vueltas completas (positivas o negativas) que realiza la direccion del
campo al recorrer la curva. Matematicamente se define el indice de un punto estacionario como:

1 ?{ 4= - ]{ jf (C22)

Con la introduccién del indice topoldgico, se procede al andlisis de las imdgenes en un sistema de
lentes gravitacionales, tal que el campo vectorial de interés corresponde al gradiente del potencial
gravitacional de la lente', es decir:

X =V (z,y) . (C.2.3)

Se conoce que los puntos estacionarios describen iméagenes de la fuente producidas por el efecto
de lente gravitacional, siendo estas localizadas en maximos, minimos o puntos de silla.

Con la idea de determinar los indices sobre estos puntos, se expande el potencial gravitacional
en series de Taylor alrededor de cada punto estacionario. Como ejemplo se realizara el andlisis
Unicamente sobre punto estacionario en %, tal que:

1.
—Woyoa2 . (C.2.4)

~ ~ 1.
\Iz:xp0+—qfllx§+2

2

Al asumir que 7y = (0,0), se tiene que es posible clasificar el punto con funcién de los signos de
las segundas derivadas parciales, tal que 7 es:

''Se ha considerado la posicién de la fuente como un pardmetro externo.
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= Minimo con indice +1, cuando

Uy >0 y Up>0. (C.2.5)

» Maximo con indice +1, si
Y <0 y Wiy < 0. (C.2.6)

= Punto de silla, si el producto entre las segundas derivadas es negativo, es decir

U0y < 0, (C.2.7)

De forma particular, se tiene que, para valores pequenos del campo gravitacional, este campo puede
ser representado mediante la siguiente igualdad

¥ = F’“’“} . (C.2.8)
‘1’22352

Si arbitrariamente, se considera que la curva alrededor del punto estacionario es de geometria
eliptica’, tal que sea lo suficientemente pequefia para excluir otros puntos estacionarios, se tiene
que la curva puede ser representada mediante la siguiente parametrizacion:

(C.2.9)

o(6) = {61 cos 9}

€9 8in f

Donde €1, €2 > 0 para todos los puntos que componen la curva.

De lo anterior, se tiene que es posible representar el dngulo entre las componentes del potencial
gravitacional alrededor del punto estacionario mediante

Wooeq sin 6

, (C.2.10)
W€, cosf

la cual permite relacionar el dngulo asociado al campo gravitacional con el indice del punto esta-
cionario, como se muestra a continuacion:

= Si se trata de un minimo, se tiene que:

€ = 6\1122 ;€9 = 6\1111 —¢p=0. (C2.11)

= En el caso de ser un maximo, entonces:

€1 = —E\ijgg ; €Eg = —Gqfll — gb =0. (C212)

%Esto se hace con el fin de representar adecuadamente la geometria eliptica que puede tener la lente que da lugar
al potencial gravitacional.
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= Finalmente para el punto de silla,

€1 = —6\1122 ; €2 = 6\1111 — ¢ =—0. (C.2.13)

En consecuencia, se tiene que para los puntos con caracteristicas de minimo o maximo, el dngulo
aumenta en una razén de 27, siendo representados por un indice +1, mientras que en el punto de si-
l1a, se invierte, resultando en un indice —1. De esta manera, se deduce que los puntos estacionarios
son aislados. En funcion de lo anterior, se prueban cada uno de los teoremas establecidos.

Asi: PRUEBA DEL TEOREMA 1: En funcién de lo descrito, se tiene que:

= El potencial gravitacional ¥ tiene un minimo absoluto, y este corresponde a una imagen
ordinaria de tipo I.

= Si se considera la posicion de la fuente fija, y dado que el dngulo de deflexion es una mag-
nitud finita, se decide acotar al mismo en una region «, tal que |@| < a. Entonces, se deduce
que las imdgenes serdn generadas dentro de la region:

[ < [7] + a, (C.2.14)
implicando asi que las imdgenes son ordinarias, aisladas y, finalmente, finitas.

= El ndmero total de imdgenes (n) de la fuente (y) estardn contenidas en el disco de radio:
R <y +a. (C.2.15)

Ahora bien, si el circulo de dicho radio es lo suficientemente grande, tal que el dngulo de
deflexién sea despreciable, el campo vectorial X () se hace aproximadamente radial en la
frontera del disco. En otras palabras, el campo apunta fuera o dentro de la circunferencia.

Dado que el teorema del indice establece que la suma de los indices de los puntos estacio-
narios del potencial gravitacional dentro de una regién cerrada es igual al indice del campo
en el borde de esta region, al considerar que el indice en la frontera es 1, se concluye que la
suma de los indices de las imdgenes debe ser igual a 1, es decir:

ny + ni + nmp = 1. (C.2.16)

= Cuando |Z] — oo, se tiene que la matriz jacobiana de la lente tiende a la matriz identidad,
de modo que tanto su determinante como su traza resultan positivas fuera de un circulo de
radio R. Asi entonces, las imdgenes fuera de este circulo son de tipo I, ya que en la ecuacién
de la lente se establece que:
y=2—a(T). (C.2.17)
Ahora bien, ya que |Z| — oo y que las imdgenes siempre se generan dentro del disco de
radio R, entonces:

17| > |y] — |d(2)] , (C.2.18)
|Z] > |§] —a, (C.2.19)
1Z| > R . (C.2.20)
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Por lo que, en la ecuacidn de la lente, solo habria una imagen de la fuente y esta estaria fuera
del disco de radio R siendo caracterizada como tipo I:

ny + nip = 0, (C.2.21)

con lo cual:
ny = 1. (C.2.22)

PRUEBA DEL TEOREMA 2: De acuerdo con el primer item de la prueba del teorema 1, se tiene que
la primera imagen en llegar al observador corresponde con un minimo. Por tanto, su magnificacion

debe satisfacer que:
w>1. (C.2.23)

Sin embargo, la anterior no puede ser exactamente igual a uno, ya que aquello implicaria que tanto
la convergencia como el cizallamiento sean nulos y en ese caso, la matriz jacobiana de la lente
corresponderia con la matriz de identidad, es decir:

A=L (C.2.24)

Por lo tanto, la primera imagen que llega al observador es de tipo [ y serd mas brillante que la
fuente.

C.3. Deduccion de linea critica radial — NIS

Se considera como punto de partida la igualdad 6.2.125, tal que la linea critica radial del sistema
se obtiene cuando la expresion es igual a cero, es decir:

2 2
VIt T T L _y. (C.3.1)

)\rad:1+ -

x? ? + x?
Al determinar el minimo comun multiplo de la anterior, se deduce la expresion:

r2\ 2% + 12 + 2% + 22 — xo\J2? + a2 — a?

x2\/z? + x2

la cual se satisface cuando el numerador es igual a cero, es decir:

x2m+x2+x3—xc\/m-x2:0 , (C.3.3)
NP2 at— xS+ a2 =0, (C.3.4)
Var+a? (2 —x) +22 =0, (C3.5)

(22 + 22) (a? — 2)" : (C.3.6)

(xQ + x?) (x4 — 22%x, + xg) (C3.7D

—=0, (C.3.2)

4
Le
4
Le
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Al realizar los productos correspondientes del lado izquierdo, se obtiene que habrd un término 2,

el cual se simplifica con el término del lado derecho de la igualdad. Andlogamente, al factorizar de
todos los términos resultantes 2, se obtiene la siguiente expresion:

v? (2t = 22%x, + 22 + 2%2? — 223) =0, (C.3.8)
la cual tiene como solucidn trivial x = 0.

Para encontrar las demds soluciones, se propone el cambio de variable 22 — P, de modo que la
anterior expresion toma la forma de polinomio de grado 2, como se representa a continuacion:

P4+ P (22 —2x.) +a2 — 222 =0. (C3.9)

La solucién de la anterior se determina mediante la férmula cuadratica, tal que sus soluciones son:

(a2 - 2) £/ (a2 - 20,)° — 4 (a2 — 223)

Py = 5 (C.3.10)

En este momento, se desarrollar la operacion descrita dentro de la raiz, tal que:
(22 = 22,)° — 4 (22 — 227) = o — 4a® + 42? — 42?4 827, (C3.11)
=} + 422 . (C.3.12)

Finalmente, al revertir al revertir el cambio de variable, se obtiene que los puntos que satisfacen
la igualdad son aquellos que describen la linea critica radial del sistema, con esto en mente, se
representa la anterior como:

2

1
Tha = 5 |20 = 02 £ wo /Tl + 4x§} , (C.3.13)

y que corresponde con la ecuacion 6.2.126.

C.4. Deduccion del potencial gravitacional angular - SIE

La ecuacion diferencial 6.3.12 establece que:

- *0(¢)  F
VO T =55 = Al

Con el objetivo de solucionar la expresion anterior, se imponen las siguientes condiciones sobre el
potencial gravitacional:

(C4.1)

Jim U(p) =0, (C.4.2)
d)h’rn U'(¢) =0, (C.4.3)
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esto con el proposito de que la solucion determinada sea bien comportada fisicamente.

Ahora bien, dado que se trata de una ecuacion diferencial no homogénea, para resolverla en primera
instancia se calcula la solucién de la ecuacion diferencial homogénea, es decir:

. 02U (¢
V(o) + 5 ¢(2 ) _ 0, (C.4.4)

de la cual se conoce que la solucién general es de la forma:
U(¢p) = Cysing+ Cycos ¢ . (C.4.5)

Teniendo en cuenta este resultado, se propone que la funcién de Green G tenga la misma forma.
Adicionalmente, se introduce sobre esta solucion el pardmetro e, el cual servird para satisfacer las
condiciones iniciales, tal que, en funcién de lo anterior la funcién de Green es:

G(p,e) = Ci(e)sing + Cy(€) cos ¢ . (C.4.6)

Esta funcién debe ser bien comportada en todo el espacio, Ahora bien, dada la relacién entre la
funcién de Green y la delta de Dirac, por conveniencia se establece que el potencial sea nulo
en dicha regién, mientras que su derivada presenta un salto igual a 1°. Mateméaticamente, estas
condiciones se describen como:

G(¢, €) =0 (C.4.7)

a6, e)‘¢e —1. (C.4.8)

Bajo estas condiciones, se configura el siguiente sistema de ecuaciones:

Ci(e)sine 4+ Cy(€) cose =0 , (C.4.9)
Ci(e)cose — Cy(€) sine =1, (C.4.10)
el cual tiene como solucién a:
Ci(e) = —sine (C4.11)
Cs(€) = cose . (C.4.12)

De esta manera, se deduce la forma final de la funcién de Green asociada al sistema, que es:
G(¢,€) = cosesin ¢ — sinecos ¢ = sin(¢p — ¢) . (C.4.13)

Asi entonces, el potencial gravitacional que soluciona la ecuacién diferencial se determina me-
diante la solucién de las siguientes integrales:

. ¢ ¢
U(p) = sin¢/ 4 cosede—cosgb/ 4 sinede . (C.4.14)
0 +/cose+ f2sin’e 0 +/cose+ f2sin’e

3En realidad, la derivada no esté definida en ese punto; lo que se hace es integrar la ecuacién diferencial alrededor
de y luego normalizar.
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Inicialmente, se resuelve la integral acompafiada del término sin ¢, tal que:

¢ ¢
Sinqb/ 4 cosede = singb/ v/ cosede  (C4.15)
0 y/cos?e+ f2sin’e 0 /1—sine+ f2sin’e
¢
= sinqb/ VI cos ede . (C.4.16)
0 /1—(1— f?)sin’e

En este punto, se define (1 — f2) = f"? y se realiza el siguiente cambio de variable ¢ = sine. De
esta manera se obtiene que la integral a solucionar es:

: ’ Vf : dg
smgb/o \/1 0 P cos ede — ﬁ smgb/ —1——f’2§2 , (C4.17)

sin embargo, sobre esta ultima se realizard un nuevo cambio de variable, tal que ¢ = sin©/f’,
determinando finalmente que la integral a solucionar es de la forma:

Sl [ e S [
_ @@ (C4.19)
_ @ arcsin(f'c) (C.4.20)
_ @ arcsin( " sin ) Z: (C4.21)
_ @ arcsin( ' sin ) (C4.22)

Ahora bien, sobre la otra integral se realiza un procedimiento similar, como se describe a conti-
nuacion:

i i . N ¢ i
cos ¢ sin e de = cos ¢
0 +/cos?e+ f2sin’e 0 +/cos?e+ f2— f2cos?e

@
= cosgzﬁ/0 7 VI (C.4.24)

sin ede .
+ f?cos?e

sinede (C.4.23)

Al igual que en la integral anterior, se propone el cambio de variable ¢ = cos ¢, tal que la expresion
resultante es de la forma:

(C4.25)

B d¢ V[ coso d¢
f“’w/m‘ 7 /fZ/f’2+§2’

y finalmente, se introduce un dltimo cambio de variable, ¢ = % sinh ©, de manera que la integral
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a solucionar corresponde con:

£ cosh©dO
i ;oscb / f2/(jf/2 — - i coscb / \/fm e (C.4.26)
_ WV Closd) / Cojilsfg@ (C.4.27)
_ _@@ (C.4.28)
_ _m arsinh ( J} : ) (C.4.29)
= VT (Lese) [ (C.4:30)
_ _w [arsinh (? cos gb) _ arsinh (f?/)} . (C431)

En la dltima igualdad, se omite el factor constante ya que no termina siendo relevante en el com-
portamiento de la funcién®, como se observa en la Figura 43. de este modo es posible omitir dicho
factor, tal que la segunda integral es igual a:

f coso __\/Tcosgb , (L’ )
7 / \/W = 7 arsinh 7 coso | . (C.4.32)

Finalmente, con lo anterior se concluye la forma del potencial gravitacional proyectado angular en
notacioén adimensional, tal que al sustituir los resultados de C.4.22 y C.4.32 en C.4.14, se tiene la
siguiente igualdad:

V(o) = \/—,7 sin ¢ arcsin(f’ sin ¢) + cos ¢ arsinh (fFI oS ¢)} : (C.4.33)

que corresponde a la ecuacién 6.3.13.

“Esto no se especifica en la fuente [59], sin embargo se asume del andlisis grafico realizado.
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Funcién total ‘ms‘o -arsinh (Ccos¢) ("“fcf?w) -arsinh (%)
0.0 4 oo —— Término modificado 2
0.2 4
-0.5
—0.44
-1.0 061
154 0.8 1
—— Total: f=0.10, f'=0.99 —— Término modificado 1
e a— 0 1 2 3 ‘
[ ¢
Funcién total ‘mw -arsinh (fcos ¢) (‘”ﬁ?“’) ~arsinh (%)
0.0 009 —— Término modificado 2
0.2 4
03 0.4
-1.04 0.6 1
1.5 0.8
—2.04 —— Total: f=0.50, f'=0.87 -1.0 —— Término modificado 1
5 % 4 5 1 3 3 3
¢ 'P
Funcién total ‘mw -arsinh (fcos¢) (‘“fﬂ) arsinh (Z)
0.0 7:: i —— Término modificado 2
05 —0:4 4
-1.04 0.6 1
-1.54 —0.8 4
—— Total: f=0.90, f'=0.44 —— Término modificado 1
-2.0 —1.04

1 2 3

S o

Figura 43: Analisis grafico de la ecuacién C.4.31, se visualiza en la dltima columna el comportamiento del
factor asociado a término constante, el cual no modifica significativamente la funcién total.
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