
Universidad de Nariño
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Fı́sica

LAGRANGIANO SUPERSIMÉTRICO DE TEORÍAS DE YANG-MILLS
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Resumen

Este trabajo de grado desarrolla de manera sistemática la construcción del lagrangiano super-
simétrico para teorı́as gauge con supersimetrı́a N = 1. Partiendo de los fundamentos fı́sicos y
algebraicos de la teorı́a cuántica de campos y las simetrı́as del espacio-tiempo, se introduce el
formalismo del superespacio y los supercampos como herramientas para formular teorı́as super-
simétricas. Como aplicación, se analiza la cancelación de divergencias cuadráticas en correccio-
nes radiativas a la masa del Higgs, evidenciando el papel de la supersimetrı́a en la estabilización
natural de la escala electro-debil. El enfoque adoptado busca no solo presentar los resultados fi-
nales, sino también mostrar con rigor la deducción explı́cita de cada término, aportando claridad
conceptual al formalismo supersimétrico.
Palabras clave: supersimetrı́a, superespacio, supercampos, Yang–Mills, lagrangiano, diver-

gencias cuadráticas.
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Abstract

This undergraduate thesis systematically develops the construction of the supersymmetric La-
grangian for gauge theories with N = 1 supersymmetry. Starting from the physical and al-
gebraic foundations of quantum field theory and spacetime symmetries, it introduces the for-
malism of superspace and superfields as tools to formulate supersymmetric theories. As an
application, the cancellation of quadratic divergences in radiative corrections to the Higgs mass
is analyzed, highlighting the role of supersymmetry in naturally stabilizing the electroweak sca-
le. The approach taken aims not only to present the final results but also to rigorously show
the explicit derivation of each term, thereby providing conceptual clarity to the supersymmetric
formalism.
Keywords: supersymmetry, superspace, superfields, Yang–Mills, Lagrangian, quadratic diver-

gences.
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IX

Glosario

Acción:
Funcional que asocia a una configuración de
campos una cantidad escalar obtenida me-
diante la integración del lagrangiano sobre el
espacio-tiempo. Su principio variacional deter-
mina las ecuaciones de movimiento del siste-
ma.

Álgebra de Grassmann:
Álgebra generada por variables anticommuta-
tivas que satisfacen θiθj = −θjθi. Es funda-
mental en la formulación de la supersimetrı́a,
ya que permite representar grados de libertad
fermiónicos en supercampos.

Campo de gauge:
Campo vectorial introducido para garantizar la
invariancia local de una teorı́a bajo un grupo de
simetrı́a. Se asocia a la derivada covariante y a
las partı́culas mediadoras de las interacciones
fundamentales.

Campo escalar:
Campo que transforma como escalar bajo el
grupo de Lorentz. Describe partı́culas de espı́n
cero como el bosón de Higgs.

Campo fermiónico:
Campo que transforma según una representa-
ción espinorial del grupo de Lorentz. Describe
partı́culas de espı́n semi-entero como electro-
nes y quarks.

Campo vectorial:
Campo con un ı́ndice de Lorentz que transfor-
ma como un vector. Se utiliza para describir
partı́culas de espı́n 1, como el fotón o los gluo-
nes.

Cancelación de divergencias cuadráticas:
Mecanismo por el cual contribuciones diver-
gentes de diferente signo se anulan, estabili-
zando la masa de campos escalares. En SUSY,
esto ocurre entre loops bosónicos y fermióni-
cos.

Derivada covariante:
Operador que reemplaza la derivada ordinaria
en teorı́as gauge, garantizando la transforma-
ción covariante de los campos bajo simetrı́as
locales.

Divergencia ultravioleta:
Comportamiento divergente de integrales en
teorı́as cuánticas cuando los momentos inter-
nos se hacen arbitrariamente grandes. Debe re-
gularizarse y renormalizarse para obtener pre-
dicciones fı́sicas.

Espinor:
Objeto matemático que transforma bajo una
representación de recubrimiento del grupo de
Lorentz, como SL(2,C). Se usa para describir
partı́culas de espı́n 1/2.

Grupo de Lie:
Grupo continuo y diferenciable cuyas opera-
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ciones son suaves y parametrizables. Describe
simetrı́as continuas y posee un álgebra asocia-
da generada por operadores infinitesimales.

Grupo de Lorentz:
Grupo de simetrı́as del espacio-tiempo plano
que preserva la métrica de Minkowski. Actúa
sobre campos relativistas.

Grupo de Poincaré:
Grupo que unifica las transformaciones de Lo-
rentz con las traslaciones en el espacio-tiempo.
Es la simetrı́a fundamental de la relatividad es-
pecial.

Invariancia gauge:
Propiedad de una teorı́a de permanecer inva-
riante bajo transformaciones locales de un gru-
po de simetrı́a. Es esencial en la formulación
de teorı́as de interacciones fundamentales.

Lagrangiano:
Función que depende de los campos y sus de-
rivadas, y cuya forma determina la dinámica
de una teorı́a mediante el principio de mı́nima
acción.

Modelo Estándar:
Teorı́a cuántica de campos que describe las
interacciones electromagnética, débil y fuer-
te. Está basada en simetrı́as gauge y campos
cuánticos.

Representación:
Asignación de operadores lineales a los ele-
mentos de un grupo o álgebra, de forma que
se preserven las estructuras algebraicas. Per-
mite estudiar cómo actúan las simetrı́as sobre
los campos.

Superágebra:
Extensión de un álgebra de Lie que incorpo-
ra tanto conmutadores como anticonmutado-
res, permitiendo la inclusión de generadores
fermiónicos como en SUSY.

Supercampo:
Función definida en el superespacio, que de-
pende de coordenadas ordinarias y de variables
de Grassmann. Contiene componentes bosóni-
cos y fermiónicos y permite formular teorı́as
supersimétricas de forma compacta.

Superespacio:
Extensión del espacio-tiempo que inclu-
ye coordenadas adicionales anticommutativas,
usadas para construir de manera sistemática
teorı́as supersimétricas.

Supersimetrı́a:
Simetrı́a que relaciona bosones y fermiones
mediante generadores espinoriales que trans-
forman estados de distinto espı́n. Extiende el
álgebra de Poincaré.

Teorı́a de Yang–Mills:
Teorı́a gauge basada en un grupo de simetrı́a
no abeliano, donde los campos de gauge inter-
actúan consigo mismos. Es la base de la cro-
modinámica cuántica.

Término de Yukawa:
Interacción entre campos escalares y fermióni-
cos que genera términos de masa tras la rup-
tura espontánea de simetrı́a. Es esencial en la
construcción de modelos realistas.
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Capı́tulo 1

Introducción

El Modelo Estándar (ME) de la fı́sica de partı́culas constituye, hasta la fecha, la teorı́a más
precisa y contrastada experimentalmente para describir las interacciones fundamentales, con
excepción de la gravedad [1]. Formulado como una teorı́a cuántica de campos (TCC) con si-
metrı́a gauge, ha permitido predecir con notable éxito fenómenos como la existencia del bosón
de Higgs. Sin embargo, a pesar de su solidez empı́rica, el modelo enfrenta limitaciones teóricas
relevantes, entre las cuales destacan: la falta de una formulación cuántica consistente de la gra-
vedad, la no unificación exacta de las constantes de acoplamiento y la presencia de divergencias
cuadráticas que afectan la estabilidad de la masa del Higgs [2].
En este contexto, la supersimetrı́a (SUSY) surge como una extensión teórica del ME que in-
troduce una simetrı́a entre bosones y fermiones. Esta simetrı́a está generada por operadores
espinoriales Q, capaces de transformar estados bosónicos en fermiónicos y viceversa [1, 2].
Como estos operadores modifican el espı́n, SUSY implica una ampliación del grupo de si-
metrı́a del espacio-tiempo y, en consecuencia, del álgebra de Poincaré [3]. El teorema de Haag,
Łopuszański y Sohnius demuestra que, bajo supuestos fı́sicos razonables, la única forma no
trivial de unificar simetrı́as internas y del espacio-tiempo en una teorı́a cuántica de campos
relativista es mediante generadores fermiónicos, es decir, a través de una superálgebra [1, 4].
Más allá de su elegancia formal, SUSY ofrece soluciones a varios problemas del ME, en par-
ticular, la cancelación de divergencias cuadráticas en las correcciones radiativas a la masa del
Higgs, gracias a una compensación entre contribuciones bosónicas y fermiónicas en diagramas
de Feynman [2].
Este trabajo se enfoca en el estudio riguroso de la estructura lagrangiana de teorı́as gauge super-
simétricas con N = 1, el caso más sencillo en el cual existe un único generador fermiónico de
la supersimetrı́a [3]. Para esto se emplea el formalismo del superespacio y los supercampos, he-
rramientas que se desarrollan detalladamente en los capı́tulos 5 y 6. La organización del trabajo
es la siguiente:
En el Capı́tulo 4 se repasan los elementos esenciales de la teorı́a cuántica de campos, con énfasis
en el formalismo lagrangiano y las simetrı́as gauge.
En el Capı́tulo 5 se introduce la supersimetrı́a como extensión del álgebra de Poincaré, y se
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construyen las herramientas del superespacio y las transformaciones supersimétricas.
El Capı́tulo 6 presenta el formalismo de supercampos quirales y vectoriales, junto con sus res-
pectivas supermultipletes y propiedades de transformación.
En el Capı́tulo 7 se construyen los lagrangianos supersimétricos a partir de supercampos, cul-
minando con la teorı́a de Yang–Mills supersimétrica para N = 1.
Finalmente, el Capı́tulo 8 analiza una aplicación relevante: la cancelación de divergencias cuadráti-
cas en la masa del Higgs a un bucle (1-loop).



3

Capı́tulo 2

Planteamiento del Problema

Aunque la supersimetrı́a conN = 1 está bien documentada y permite resolver problemas teóri-
cos del Modelo Estándar, como el de jerarquı́a, la deducción explı́cita del lagrangiano super-
simétrico en teorı́as gauge suele omitirse en la literatura debido a la complejidad de los cálculos
intermedios, lo que genera un vacı́o en la comprensión rigurosa del formalismo.
Problema de investigación: ¿Cómo deducir de forma explı́cita y sistemática el lagrangiano su-
persimétrico para una teorı́a de Yang–Mills, partiendo de los fundamentos de la teorı́a cuántica
de campos y la teorı́a de grupos?



4

Capı́tulo 3

Objetivos

Objetivo General

Deducir formalmente el lagrangiano supersimétrico de una teorı́a de Yang-Mills a partir de los
principios fundamentales de la teorı́a cuántica de campos y la teorı́a de grupos, para analizar su
estructura y su papel en la cancelación de divergencias cuadráticas ultravioletas.

Objetivos Especı́ficos

Estudiar el formalismo de variables de Grassmann y su aplicación en la construcción del
superespacio y supermultipletes.

Construir explı́citamente los términos cinéticos y de interacción del lagrangiano super-
simétrico en una teorı́a de Yang-Mills no abeliana.

Ilustrar, mediante un ejemplo a un bucle (1-loop), cómo la supersimetrı́a conduce a la
cancelación de las divergencias cuadráticas en las correcciones radiativas a la masa del
Higgs.
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Capı́tulo 4

Marco Referencial

Este capı́tulo tiene como objetivo sentar un contexto claro sobre el cual se desarrollarán las
ideas principales del capı́tulo final. Se repasa brevemente la formulación lagrangiana en teorı́a
de campos para justificar las ecuaciones de campo clásicas que satisfacen las diversas partı́culas
del ME. El enfoque será a nivel de lagrangianos al revisar propiedades de simetrı́a.

4.1. Formulación Lagrangiana en Teorı́a de Campos

La teorı́a clásica de campos puede considerarse como una generalización relativista de la mecáni-
ca lagrangiana para sistemas con un número continuo (infinito) de grados de libertad, es decir,
aquellos en los que las variables dinámicas dependen del espacio-tiempo. Estos sistemas son
descritos por configuraciones de campos, los cuales son mapeos del espacio-tiempo en espacios
vectoriales portadores de alguna representación del grupo de Lorentz [5, 6]. En lo que sigue se
denota, respectivamente, el campo escalar, vectorial y espinorial por ϕ(x), donde x = xµ. El
significado de estos nombres será claro más adelante.
La cantidad fundamental en teorı́a de campos es la acción A. En una teorı́a relativista se deben
tratar de manera equivalente los ı́ndices espaciales y temporales [7]. Por tanto, la acción se
define formalmente como

A =

∫
d4xL(ϕl, ∂µϕl) =

∫ t2

t1

dtL, (4.1)

donde L es la densidad lagrangiana del sistema, la cual para los fines de este trabajo, será una
función de uno o más campos ϕl y sus derivadas ∂µϕl. Aquı́ l es un ı́ndice que bien podrı́a
representar componentes independientes de un campo o diferentes campos independientes [8].
El principio de mı́nima acción establece que cuando un sistema evoluciona de una configura-
ción a otra entre dos instantes t1 y t2, lo hace a lo largo de una “trayectoria” en el espacio de
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configuración para la cual la acción A es un extremo, es decir [9]:

0 =δA = δ

∫
d4xL =

∫
d4x

[
∂L
∂ϕl

δϕl +
∂L

∂(∂µϕl)
δ∂µϕl

]
=

∫
d4x

[
∂L
∂ϕl
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕl)

]
δϕl,

donde en la última igualdad se utilizó integración por partes junto con el hecho de que las
variaciones virtuales o totales de los campos, δϕ = ϕ′(x)−ϕ(x), están sujetas a las condiciones
de frontera δϕ(t1, x) = 0 = δϕ(t2, x) y que conmutan con las derivadas [10]:

δ∂µϕl ≡ ∂µϕ
′
l − ∂µϕl = ∂µ(δϕl).

Por tanto, dado que la igualdad debe mantenerse para variaciones arbitrarias de los campos
independientes ϕl se debe concluir las ecuaciones Euler-Lagrange o ecuaciones de campo:

∂L
∂ϕl
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕl)

= 0. (4.2)

4.1.1. Simetrı́as

En unidades naturales (c = 1 = ℏ) la acción A es un número real adimensional y escalar de
Lorentz. Se dice que es una funcional porque únicamente depende de la forma funcional de los
campos ϕl, razón por la cual definió la variación total de los campos:

δ̄ϕl ≡ ϕ′
l(x)− ϕl(x), (4.3)

en la extremalización de la acción [5]. Observe que esta variación se realiza en un punto fijo x,
lo que representa un cambio en la forma funcional de los campos y se enfatiza con la notación
barrada δ̄, la cual no fue utilizada en la sección anterior donde se obtuvieron las ecuaciones de
campo. A continuación se consideran transformaciones infinitesimales más generales (locales)
en los argumentos del lagrangiano [5, 6]:

xµ −→ x′µ = xµ + δxµ

ϕl(x) −→ ϕ′
l(x

′) = ϕl(x) + δϕl(x), (4.4)

∂µϕl(x) −→ ∂′µϕ
′
l(x

′) = ∂µϕl(x) + ∂µδϕl(x)− ∂νϕ∂µ(δxν),

y se estudia la correspondiente variación en la acción

δA ≡ A′[ϕ′]−A[ϕ] =
∫
d4x′L′ −

∫
d4xL.

Las variaciones locales de los campos δϕl(x) en la ecuación (4.4) están relacionadas con las
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variaciones totales δ̄ϕ(x) de la ecuación (4.3) mediante la ecuación [9]

δϕl = δ̄ϕl + δxν∂νϕl(x), (4.5)

además, los operadores ∂µ y δ satisfacen la relación de conmutación [5]:

[∂µ, δ]ϕl = (∂µδx
ν)∂νϕl. (4.6)

Por otra parte, el elemento de volumen d4x′ está relacionado con d4x mediante el determinante
de la matriz Jacobiana de la transformación. Puede verificarse directamente que a primer orden
la relación es [5, 10]:

d4x′ = (1 + ∂µδx
µ)d4x, (4.7)

de manera que esto, junto con
L′(x′) = L(x) + δL(x),

permite reescribir la variación de la acción como

δA =

∫
d4x{δL+ (∂µδx

µ)L}. (4.8)

Ası́, en la aproximación de primer orden δL = δ̄L + δxµ∂µL, la ecuación (4.8) se reescribe
como:

δA =

∫
d4x{δ̄L+ ∂µ(δx

µL)}. (4.9)

Dado que δx = 0 para variaciones totales, de la ecuación (4.6) se observa que [∂µ, δ̄]ϕ = 0, por
lo que se puede calcular [8]:

δ̄L =
∂L
∂ϕl

δ̄ϕl +
∂L

∂(∂µϕl)
δ̄∂µϕl

=

(
∂L
∂ϕl
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕl)

)
δ̄ϕl + ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕl)
δ̄ϕl

)
,

para obtener finalmente que

δA =

∫
d4x

{(
∂L
∂ϕl
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕl)

)
δ̄ϕl + ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕl)
δ̄ϕl + δxµL

)}
. (4.10)

Definiendo la corriente de Noether fµ como

fµ ≡ ∂L
∂(∂µϕl)

δ̄ϕl + δxµL =
∂L

∂(∂µϕl)
δϕl −

(
∂L

∂(∂µϕl)
∂νϕl(x)− δµνL

)
δxν , (4.11)

donde se ha utilizado la ecuación (4.5); se dice que la transformación (4.4) es una simetrı́a del
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sistema si la acción es invariante, es decir, si se garantiza que [5]:

δA =

∫
d4x

{(
∂L
∂ϕl
− ∂µ

∂L
∂(∂µϕl)

)
δ̄ϕl + ∂µf

µ

}
= 0. (4.12)

4.1.2. Campo Escalar

El ejemplo más sencillo de la formulación lagrangiana en teorı́a de campos es el de un campo
escalar complejo relativista, denotado por ϕ(x). Este campo se define como una función del
espacio-tiempo que, bajo transformaciones de Lorentz, permanece invariante en su forma fun-
cional. Es decir, ϕ(x) se transforma como un escalar de Lorentz, lo que equivale a decir que
pertenece a la representación trivial del grupo SO(1, 3)1.
En unidades naturales (ℏ = c = 1), la acción debe ser adimensional, lo cual implica que la
densidad lagrangiana debe tener dimensiones de energı́a (o masa) a la cuarta potencia. Bajo
esta restricción, la forma más simple de lagrangiano que describe un campo escalar complejo
libre de masa m y espı́n cero es [10]:

L = ∂µϕ†∂µϕ−m2ϕ†ϕ. (4.13)

La dinámica del sistema se obtiene a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange aplicadas a los
campos ϕ y ϕ†, resultando en:

(□+m2)ϕ = 0,

(□+m2)ϕ† = 0,
(4.14)

donde □ = ∂µ∂µ es el operador d’Alembertiano. Estas expresiones corresponden a la ecuación
de Klein-Gordon, que puede entenderse como la generalización relativista de la ecuación de
onda para campos escalares sin espı́n [7]. Esta ecuación surge naturalmente al promover la
relación de energı́a relativista,

pµpµ = m2, (4.15)

a una ecuación diferencial sobre campos clásicos mediante la sustitución pµ → i∂µ. Por tanto,
describe la propagación de un campo libre (sin interacciones) y constituye la ecuación funda-
mental para partı́culas de espı́n cero en teorı́a cuántica de campos [11].

4.1.3. Campo Fermiónico

Una ecuación de campo se considera covariante si, bajo una transformación de Lorentz, el
campo transformado sigue satisfaciendo la misma forma funcional de la ecuación evaluada en
el nuevo sistema de coordenadas. Esta propiedad se garantiza automáticamente si la ecuación
proviene de un lagrangiano escalar bajo transformaciones de Lorentz [9]. En el caso escalar, esto

1Los campos en TCC se clasifican según las representaciones de grupos de simetrı́a. En particular, la relatividad
especial impone que las leyes fı́sicas sean invariantes bajo el grupo de Lorentz.
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fue sencillo porque el campo transforma según la representación trivial del grupo de Lorentz.
Ahora se consideran campos de espı́n 1

2
, los cuales, como se discute en el apéndice A, co-

rresponden a representaciones espinoriales del grupo de Lorentz. El campo de Dirac Ψ(x) se
construye como la suma directa de las representaciones irreducibles (1/2, 0) y (0, 1/2) (véase
los apéndices A.4.3 y A.5). Conocer esta estructura desde el inicio proporciona las reglas de
transformación que debe obedecer el campo, lo que permite desarrollar ecuaciones invariantes
bajo Lorentz que involucren dichas representaciones [12].
Por otro lado, todo campo relativista debe satisfacer, en algún sentido, la ecuación de Klein-
Gordon [7]. Sin embargo, esta ecuación presenta un inconveniente fundamental: al ser de se-

gundo orden en derivadas, admite soluciones con energı́as negativas, las cuales no tienen una
interpretación directa dentro del marco clásico de la teorı́a de campos [11]. Esto motiva buscar
una ecuación de primer orden en derivadas que describa campos de espı́n 1

2
, siempre que dicha

ecuación implique la ecuación de Klein-Gordon como una condición de consistencia. Por tanto,
se busca una ecuación de la forma

DabΨb = 0, a, b = 1, 2, 3, 4. (4.16)

donde Dab es un operador lineal de primer orden en derivadas con ı́ndices de espinores de Dirac
a, b. Por experiencia, se espera que una ecuación de campo libre contenga un término cinético
y uno de masa. El término ∂µψ posee un ı́ndice libre µ, y debe ser contraı́do con un objeto
que también transforme como un vector bajo el grupo de Lorentz, y que además actúe sobre
los ı́ndices espinoriales del campo. Estas consideraciones hacen natural proponer la siguiente
ecuación para un campo de espı́n 1

2
con masa m (ecuación de Dirac):

(iγµ∂µ −m)abΨb(x) = 0. (4.17)

La consistencia de esta ecuación (4.17) requiere que, al aplicar el operador diferencial dos
veces sobre Ψ(x), se recupere la ecuación de Klein-Gordon para cada componente del campo.
Se tiene:

(iγµ∂µ −m)ca(iγ
ν∂ν −m)abΨb = (−γµcaγνab∂µ∂ν − 2imγµcb∂µ + δcbm

2)Ψb

4.17
= − [(γµγν)cb∂µ∂ν + δcbm

2]Ψb,

como ∂µ∂ν es simétrico en µ y ν, sólo contribuye la parte simétrica del producto γµγν ; entonces

(iγµ∂µ −m)ca(iγ
ν∂ν −m)abΨb = −

(
1

2
{γµ, γν}∂µ∂ν +m2

)
cb

Ψb.

Por tanto, si la ecuación (4.17) ha de ser el punto de partida para describir partı́culas de espı́n 1
2
,
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se debe exigir que las matrices γµ satisfagan la siguiente relación [11]:

{γµ, γν} = 2ηµν14×4, (4.18)

lo cual define el álgebra de Clifford asociada al espacio-tiempo plano. Las matrices γµ consti-
tuyen una representación de esta álgebra. Se puede sacar provecho de este resultado ya que del
apéndice A.4.3 se pueden deducir las reglas de transformación de estos objetos, lo que es im-
portante al investigar la covarianza de la ecuación de Dirac, que constituye el segundo requisito
que la ecuación debe satisfacer.
En el apéndice A.5 se muestra que, en la representación de Weyl, el espinor de Dirac Ψ trans-
forma bajo el grupo de Lorentz como

Ψ′
a = SabΨb =

(
M B

A 0

0 (M−1†)Ȧ
Ḃ

)(
ϕB

ψ̄Ḃ

)
, a, b = 1, 2, 3, 4. (4.19)

donde la matriz M es la autorrepresentación del grupo SL(2, C) y M−1† es la matriz transpues-
ta inversa de la representación compleja conjugada M∗ del mismo grupo; además, los ı́ndices
A,B, Ȧ, Ḃ = 1, 2 son los ı́ndices espinoriales correspondientes a cada representación. La ma-
triz S no es unitaria, por lo tanto Ψ†Ψ no es invariante. En efecto, ninguna de las representacio-
nes finitas del grupo de Lorentz que se utilizan en teorı́as realistas es unitaria; sin embargo, esto
no representa un problema, ya que los campos clásicos no son funciones de onda [7, 12].
Por otra parte, en el apéndice A.7 se introduce el espinor adjunto de Dirac, definido como
Ψ̄ = Ψ†γ0, el cual, en la representación quiral, toma la forma

Ψ̄ =
(
ψA ϕ̄Ȧ

)
. (4.20)

Este objeto debe transformarse bajo el grupo de Lorentz como

Ψ̄′
a =

(
ψ′A ϕ̄′

Ȧ

)
=
(
(M−1T )ABψ

B (M∗) Ḃ
Ȧ
ϕ̄Ḃ

)
=
(
ψB ϕ̄Ḃ

)((M−1) A
B 0

0 (M †)Ḃ
Ȧ

)
=ψ̄b S−1

ba . (4.21)

La última igualdad se verifica observando que

SabS
−1
bc =

(
M B

A 0

0 (M−1†)Ȧ
Ḃ

)(
(M−1) C

B 0

0 (M †)Ḃ
Ȧ

)
=

(
δ C
A 0

0 δȦ
Ċ

)
= I, (4.22)

donde I ∈ Aut[F⊕Ḟ ∗]. Por tanto, el objeto Ψ̄Ψ es invariante bajo transformaciones de Lorentz,
y puede utilizarse para construir cantidades escalares, pseudoescalares, vectores de Lorentz,
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pseudovectores y otros tensores [12, 13].
Por último, se recuerda que en la representación de Weyl las matrices γµ se escriben como
(véase la sección A.5):

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, (4.23)

de manera que se puede calcular:

S−1γµS =

(
M−1 0

0 M †

)(
0 σµ

σ̄µ 0

)(
M 0

0 M−1†

)

=

(
0 M−1σµM−1†

M †σ̄µM 0

)
. (4.24)

Por otro lado, de la ecuación (A.97) se tiene que

MσνM
† = Λµνσµ =⇒ M−1σµM−1† = Λµνσ

ν . (4.25)

La última expresión permite determinar la transformación de σ̄µ. A nivel indicial se expresa
como:

Λµνσ
ν
AȦ

= (M−1) B
A σµ

BḂ
(M−1†)Ḃ

Ȧ
,

de modo que multiplicando ambos lados por ϵCAϵĊȦ y usando las identidades (A.55), (A.67) y
(A.82), se obtiene:

Λµν σ̄
νĊC =ϵCAϵĊȦΛµνσ

ν
AȦ

=ϵCAϵĊȦ(M−1) B
A ϵBDϵḂḊσ̄

µḊD(M−1†)Ḃ
Ȧ

=(M∗) Ċ
Ḋ
σ̄µḊDM C

D

=(M †σ̄µM)ĊC .

Por tanto,
M †σ̄µM = Λµν σ̄

ν . (4.26)

Sustituyendo las ecuaciones (4.25) y (4.26) en la ecuación (4.24), se obtiene la famosa propie-
dad que a veces se utiliza como definición de la matriz S [11, 13]:

S−1γµS = Λµνγ
ν . (4.27)

Esta relación expresa que las matrices γµ transforman como vectores bajo el grupo de Lorentz.
Ası́, es posible demostrar la invariancia de la ecuación de Dirac. En un sistema primado, la



Marco Referencial 12

ecuación toma la forma

(iγµ∂′µ −m)Ψ′ =
(
iγµSΛνµ∂ν − Sm

)
Ψ = 0.

Multiplicando por S−1 a la izquierda y usando la ecuación (4.27), se tiene:

0 =
(
iS−1γµSΛνµ∂ν −m

)
Ψ = (iγµ∂µ −m)Ψ. (4.28)

Finalmente, se puede construir el lagrangiano escalar de Lorentz:

LDirac = Ψ̄(iγµ∂µ −m)Ψ, (4.29)

que produce la ecuación de Dirac (4.17) y se dice que describe el campo libre de Dirac.

4.1.4. Campo de Yang-Mills

Ahora se considera un tipo de interacciones de los campos libres de materia: las interacciones
con campos gauge aún por definir. Sea un grupo de simetrı́a interna con generadores hermı́ticos
que satisfacen el álgebra de Lie (véase la definición A.6 y la discusión siguiente): 2

[T a, T b] = ifabcT c. (4.30)

En una representación unitaria, un elemento del grupo se escribe como (véase el apéndice A.1)

Uij(x) =
(
e−iθ

a(x)Ta)
ij
, (4.31)

y actúa sobre un multiplete de campos (de materia) ψi(x) mediante la prescripción

ψ′
i(x) = Uij(x)ψj(x). (4.32)

Dado que los parámetros θa(x) que determinan cada elemento del grupo dependen de las coor-
denadas xµ, la derivada parcial no transforma de forma covariante, lo cual es un inconveniente
si se quiere construir lagrangianos invariantes bajo este tipo de transformaciones (gauge):

∂µψ
′ = (∂µU)ψ + U∂µψ. (4.33)

Para restaurar la covarianza, se introduce una derivada covariante Dµ que transforma como un
operador bajo el grupo gauge [14]:

D′
µ = UDµU

†, (4.34)

2Por simetrı́a interna se entiende un grupo de simetrı́a independiente del grupo de Lorentz.
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de modo que
(Dµψ)

′ = D′
µψ

′ = U(Dµψ). (4.35)

La forma explı́cita de este operador con ı́ndices internos se construye introduciendo un campo
vectorial en la representación adjunta del álgebra, Aµ, llamado campo de gauge [5]:

Aµ = AaµT
a, (4.36)

de manera que la derivada covariante Dµ se define y transforma como [10]:

Dµ = ∂µ − igAµ, −→ D′
µ = ∂µ − igA′

µ, (4.37)

dondeA′
µ(x) es la transformación del campo gauge (bajo el grupo de simetrı́a interna), que debe

garantizar la covarianza de Dµψ. Dicha propiedad de transformación del campo gauge puede
obtenerse imponiendo la covarianza; por un lado se tiene que:

D′
µψ

′ = (∂µ − igA′
µ)Uψ

= (∂µU)ψ + U∂µψ − igA′
µUψ, (4.38)

mientras que por otro lado,

D′
µψ

′ = UDµψ = U∂µψ − igUAµψ. (4.39)

Comparando las ecuaciones (4.38) y (4.39), se obtiene la transformación del campo gauge:

A′
µ = UAµU

† − i

g
(∂µU)U

†. (4.40)

El resultado fundamental de esta discusión es que exigir la invariancia de una teorı́a bajo un
grupo de simetrı́a local no abeliano o grupo gauge, fuerza la introducción de un campo vectorial
(espı́n-1)Aµ que transforme adecuadamente para mantener la invariancia del lagrangiano [7, 8].
Con esta derivada covariante se define el tensor de campo [5]:

Fµν =
i

g
[Dµ, Dν ], (4.41)

el cual resulta en

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig[Aµ, Aν ]

= ∂µA
a
νT

a − ∂νAaµT a + gfabcAbµA
c
νT

a (4.42)

≡ F a
µνT

a,
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donde se ha definido
F a
µν ≡ ∂µA

a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν . (4.43)

No es difı́cil calcular F ′
µν utilizando la ecuación (4.34) para mostrar que este tensor transforma

de forma covariante [14]:
F ′
µν = UFµνU

†, (4.44)

lo cual permite construir una cantidad escalar invariante bajo transformaciones locales:

Lgauge =−
1

2
Tr[FµνF µν ] = −1

4
F a
µνF

aµν (4.45)

=− 1

4
(∂µA

a
ν − ∂νAaµ)2 − gfabcAbµAcν∂µAaν −

g2

4
fabcfadeAdµAeνAbµA

c
ν

Este término describe la dinámica de los campos gauge Aaµ, los cuales son campos vectoriales
sin masa, ya que no existe ningún término cuadrático del tipo m2AaµA

aµ, el cual vioları́a la
invariancia gauge local [6]. Finalmente, al acoplar un campo fermiónico con el gauge, se obtiene
el lagrangiano general [10]:

L = ψ̄(i /D −m)ψ − 1

4
F a
µνF

aµν , (4.46)

el cual describe un campo de Dirac con interacciones no abelianas dentro de una teorı́a de
Yang-Mills.
Cabe señalar que el término de masa fermiónico mψ̄ψ se ha incluido asumiendo que ψ trans-
forma bajo una única representación del grupo de simetrı́a, de modo que el producto ψ̄ψ es
invariante de gauge. Sin embargo, en teorı́as realistas como el ME, las componentes izquier-
das y derechas de los fermiones pertenecen a representaciones diferentes del grupo de simetrı́a
gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y , por lo que un término de masa directo no es gauge-invariante [7].

4.2. Modelo Electrodébil

El modelo de Weinberg–Salam constituye la formulación gauge unificada de las interacciones
débil y electromagnética. Su estructura se basa en la simetrı́a de grupo SU(2)L⊗U(1)Y , donde
el subı́ndice L indica que solo los fermiones izquierdos transforman bajo SU(2), y Y denota la
hipercarga asociada a U(1). 3

A cada uno de estos factores de simetrı́a se le asocia un conjunto de campos de gauge: Al grupo
SU(2)L le corresponden tres bosones de gauge W a

µ (con a = 1, 2, 3), acoplados mediante la
constante g. Al grupo U(1)Y le corresponde un solo bosón de gauge Bµ, con constante de
acoplamiento g′.
El grupo SU(2)L es no abeliano, con generadores T a que satisfacen las relaciones de conmuta-

3Este grupo es un producto directo de grupos de Lie, lo que implica que sus generadores actúan de manera
independiente sobre los campos que transforman bajo sus respectivas representaciones.
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ción:
[T a, T b] = iϵabcT c.

Como consecuencia, el tensor de campo asociado al sector débil incluye un término de auto-
interacción. Aplicando la definición general de tensor de campo para teorı́as gauge (4.43), se
obtienen:

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ + g ϵabcW b
µW

c
ν , (4.47)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (4.48)

Los fermiones del Modelo Estándar se organizan en representaciones quirales del grupo SU(2)L⊗
U(1)Y , de modo que las componentes izquierdas se agrupan en dobletes de SU(2)L, mien-
tras que las componentes derechas se tratan como singletes. A cada multiplete se le asigna
una hipercarga Y , de modo que la carga eléctrica queda determinada por la relación de Gell-
Mann–Nishijima:

Q = T 3 +
Y

2
,

donde T 3 es el tercer generador de SU(2)L. Para cada una de las tres generaciones, los fermio-
nes se organizan como sigue:

Leptones izquierdos:

L =

(
νe

e

)
L

, Y = −1
2

Quarks izquierdos:

Q =

(
u

d

)
L

, Y = 1
6

Fermiones derechos (singletes bajo SU(2)L):

eR (Y = −1), uR (Y = 2
3
), dR (Y = −1

3
).

En el modelo estándar minimalista, no se introduce el neutrino derecho νeR, ya que este serı́a
un singlete bajo todo el grupo SU(2)L ⊗ U(1)Y y, por tanto, no participa en las interacciones
gauge. No obstante, diversas extensiones del modelo consideran su inclusión para explicar las
masas de los neutrinos mediante mecanismos como el seesaw.
El acoplamiento entre los campos de materia y los campos gauge del modelo electrodébil se
introduce mediante derivadas covariantes, definidas de acuerdo con la expresión general (4.37),
aplicada al grupo de simetrı́a SU(2)L⊗U(1)Y . Para un campo fermiónico que transforma bajo
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una representación del grupo, la derivada covariante toma la forma [7, 8, 14]:

DµR = (∂µ − ig′ Y Bµ)R, (4.49)

DµL =
(
∂µ − ig T aW a

µ − ig′ Y Bµ

)
L, (4.50)

donde L representa un doblete de SU(2)L con hipercarga Y , mientras que R es un singlete de
SU(2)L, transformando sólo bajo U(1)Y . Estas expresiones garantizan la invariancia gauge de
los términos cinéticos fermiónicos,

L̄ i /D L+ R̄ i /DR,

los cuales describen la dinámica de los fermiones en presencia de los campos de gauge W a
µ y

Bµ.

4.2.1. Interacción de Yukawa

El término de masa tı́pico para un campo de Dirac,

Lmasa = −m Ψ̄Ψ = −m(ψ̄RψL + ψ̄LψR),

es un escalar de Lorentz, pero no es invariante bajo las transformaciones del grupo gauge
SU(2)L ⊗ U(1)Y , ya que las componentes izquierdas y derechas de Ψ pertenecen a represen-
taciones distintas. Por tanto, en el Modelo Estándar este término no puede incluirse de forma
directa sin romper explı́citamente la simetrı́a de la teorı́a [7]. La solución más natural consiste en
introducir un campo escalar complejo ϕ, con cargas adecuadas bajo el grupo SU(2)L⊗U(1)Y ,
de modo que compense las transformaciones de ψL y ψR, permitiendo la construcción de un
término gauge-invariante. Este campo, conocido como campo de Higgs, se define como un do-
blete complejo bajo SU(2)L, con hipercarga Y = 1

2
asociada al grupo U(1)Y :

ϕ =

(
ϕ+

ϕ0

)
. (4.51)

A partir de este campo se construyen los denominados términos de Yukawa, que acoplan los do-
bletes izquierdos de fermiones con los singletes derechos, mediante combinaciones invariantes
bajo SU(2)L ⊗ U(1)Y [5, 10]. Por ejemplo, para el sector leptónico, se puede escribir:

LℓYukawa = −ye ēR ϕ†L+ h.c., (4.52)

donde L es el doblete de leptones y eR es el singlete derecho. El término es invariante porque ϕ†

transforma como un conjugado del doblete de SU(2)L y tiene hipercarga opuesta, compensando
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las transformaciones de L y eR. De modo análogo, para los quarks se escriben [8]:

LdYukawa = −yd d̄R ϕ†Q+ h.c., (4.53)

LuYukawa = −yu ūR ϕ̃†Q+ h.c., (4.54)

donde Q es el doblete de quarks y ϕ̃ ≡ iσ2ϕ∗ transforma como un doblete con hipercarga
opuesta, permitiendo construir el término de Yukawa para los quarks up.

4.2.2. Ruptura Espontánea de Simetrı́a

El sector escalar del modelo electrodébil está gobernado por el siguiente lagrangiano:

LHiggs = (Dµϕ)
†(Dµϕ)− V (ϕ), V (ϕ) = µ2ϕ†ϕ+ λ(ϕ†ϕ)2, (4.55)

donde ϕ es el doblete de Higgs y la derivada covariante se define por:

Dµϕ =
(
∂µ − ig T aW a

µ − ig′ Y Bµ

)
ϕ. (4.56)

La inclusión de este sector escalar completa la estructura lagrangiana del modelo electrodébil:

LEW =− 1

4
W a
µνW

aµν − 1

4
BµνB

µν +
∑
ψ=L,R

ψ̄i /Dψ

− Q̄LYuϕ̃uR − Q̄LYdϕdR − L̄LYeϕeR + h.c.

+ (Dµϕ)
†(Dµϕ)− V (ϕ). (4.57)

Es importante destacar que el lagrangiano (4.57) no contiene términos de masa explı́citos ni para
los fermiones ni para los bosones de gauge, en cumplimiento de la invariancia bajo SU(2)L ⊗
U(1)Y . No obstante, si el parámetro µ2 es negativo y λ > 0, el potencial escalar del campo de
Higgs adquiere un mı́nimo no trivial cuando el campo cumple:

ϕ†ϕ =
−µ2

λ
. (4.58)

El conjunto de todos los posibles estados de vacı́o —es decir, los campos ϕ que minimizan el
potencial— es invariante bajo el grupo gauge SU(2)L × U(1)Y . Sin embargo, una vez se elige
un valor especı́fico para el vacı́o (una dirección particular en el espacio de configuraciones),
dicha configuración ya no permanece invariante bajo todas las transformaciones del grupo. Este
fenómeno, conocido como ruptura espontánea de simetrı́a, refleja que el lagrangiano sigue
siendo completamente simétrico, pero el estado fundamental escogido no lo es.
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Una elección convencional para el valor esperado del campo de Higgs en el vacı́o es:

⟨ϕ⟩ = 1√
2

(
0

v

)
, v =

√
−µ2/λ. (4.59)

Esta elección preserva únicamente una combinación particular de las simetrı́as originales, iden-
tificada con el subgrupo electromagnético U(1)em. Para analizar las excitaciones fı́sicas alrede-
dor del vacı́o, se emplea el gauge unitario, en el cual el campo de Higgs se parametriza como:

ϕ(x) =
1√
2

(
0

v + h(x)

)
, (4.60)

donde h(x) es un campo escalar real que representa el bosón de Higgs.
Al reemplazar esta forma en el lagrangiano del modelo electrodébil, se generan términos de
masa para los bosones W± y Z mediante los acoplamientos gauge, ası́ como términos de masa
para los fermiones a través de los acoplamientos de Yukawa. El fotón permanece sin masa,
reflejando que la simetrı́a electromagnética U(1)em no se rompe.

4.3. Reglas de Feynman

Hay tres formas experimentales de estudiar las interacciones entre partı́culas elementales: los
estados ligados, los decaimientos y las dispersiones. A continuación se introduce una formula-
ción cuantitativa de la dinámica de partı́culas elementales, centrada en el cálculo de la tasa de
decaimiento Γ y la sección eficaz de dispersión σ. Ambas cantidades requieren el conocimiento
de la amplitud de transición M [13].

Decaimiento y dispersión

En los procesos de decaimiento, el parámetro de mayor interés es el tiempo de vida media de
una partı́cula en reposo. Debido a la naturaleza cuántica del proceso, no todos los muones (por
ejemplo) duran exactamente lo mismo: existe una aleatoriedad inherente. Lo que puede medirse
experimentalmente es el tiempo de vida media τ de una gran muestra de partı́culas idénticas.
Un hecho importante es que la probabilidad de que una partı́cula decaiga en un intervalo de
tiempo dado es independiente del tiempo transcurrido desde su creación. Esto implica que el
decaimiento sigue una ley exponencial, y lo que se mide realmente es una tasa de decaimiento

Γ, definida como la probabilidad por unidad de tiempo de que la partı́cula decaiga en un instante
dado. Esta se relaciona con el tiempo de vida media mediante [9]:

τ =
1

Γ
.

Además, si una partı́cula puede decaer a través de distintos canales posibles, la tasa de decai-
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miento total es la suma de las tasas parciales asociadas a cada canal:

Γtot =
∑
i

Γi. (4.61)

Por otra parte, muchos experimentos que exploran la fı́sica de partı́culas en el régimen relativista
se basan en procesos de dispersión. La magnitud relevante en estos casos es la sección eficaz o
sección transversal, que cuantifica la probabilidad de interacción entre las partı́culas incidentes
y un blanco dado. Esta tiene dimensiones de área y depende tanto de la estructura interna de las
partı́culas que colisionan como del blanco, e incluso del estado final de las partı́culas producidas
[9].

La regla de oro de Fermi

El cálculo de tasas de decaimiento y secciones eficaces requiere conocer dos elementos impor-
tantes: la amplitud del proceso M y el espacio de fase disponible. La amplitud, obtenida a partir
de los diagramas de Feynman mediante las reglas de Feynman, contiene la dinámica del siste-
ma. Por su parte, el espacio de fase es un factor puramente cinemático que cuantifica el número
de configuraciones finales posibles: a mayor espacio accesible, mayor será la probabilidad de
que ocurra el proceso [13]. En lo que sigue se presenta la regla de oro de Fermi, que permite
expresar tanto la tasa de decaimiento como la sección eficaz en función de M y del espacio de
fase.
Considérese primero el decaimiento de una partı́cula 1 (inicialmente en reposo) en varias partı́cu-
las 2, 3, . . . , n:

1→ 2 + 3 + 4 + · · ·+ n.

La tasa de decaimiento está dada por:

Γ =
S

2ℏm1

∫ n∏
j=2

d4pj
(2π)4

|M |2 (2π)4δ4(p1 − p2 − · · · − pn)2π δ(p2j −m2
jc

2) θ(p0j), (4.62)

donde mi es la masa y pi el 4-momento de la partı́cula i-ésima. El factor S es una corrección
estadı́stica que evita contar más de una vez configuraciones indistinguibles: por cada subcon-
junto de s partı́culas idénticas en el estado final, se incluye un factor 1/s!. Es importante no
confundir este factor estadı́stico con la matriz S que aparece en la ecuación (4.27). En ausencia
de partı́culas idénticas, S = 1. La amplitud M (p1, p2, . . . , pn) depende en general de los mo-
mentos de todas las partı́culas involucradas y codifica la probabilidad cuántica del proceso. La
integral sobre el espacio de fase restringe los estados finales a cumplir: (i) la conservación del
cuatro-momento total, (ii) la condición de capa de masa para cada partı́cula saliente, y (iii) la
positividad de su energı́a [13].
Ahora considérese un proceso de dispersión en el que las partı́culas 1 y 2 colisionan para pro-
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ducir partı́culas 3, 4, . . . , n:
1 + 2→ 3 + 4 + · · ·+ n.

La sección eficaz total está dada por:

σ =
Sℏ2

4
√

(p1 · p2)2 − (m1m2c2)2

×
∫ n∏

j=3

d4pj
(2π)4

|M |2 (2π)4δ4(p1 + p2 − p3 − · · · − pn)2πδ(p2j −m2
jc

2)θ(p0j). (4.63)

En este caso, el espacio de fase cumple un rol análogo: impone que las partı́culas salientes satis-
fagan las condiciones cinemáticas ya mencionadas. La sección eficaz resultante tiene unidades
de área y representa el “tamaño efectivo” del blanco frente al haz incidente.

4.3.1. Reglas de Feynman para la QED

El lagrangiano de la electrodinámica cuántica (QED, por sus siglas en inglés: quantum elec-

trodynamics) está dado por:

LQED = Ψ̄(i /Dµ −m)Ψ− 1

4
FµνF

µν , (4.64)

donde /Dµ = ∂µ− igeAµ es la derivada covariante y Fµν = ∂µAν − ∂νAµ es el tensor de campo
electromagnético. El único término de interacción es:

Lint = geΨ̄γ
µAµΨ, (4.65)

el cual define el vértice fundamental de la teorı́a con dos lı́neas fermiónicas y una lı́nea de fotón,
como se muestra en la figura 4.1. Para estos diagramas (de Feynman) se adopta la convención
de que el tiempo apunta hacia la derecha.
En general, las reglas de Feynman se derivan directamente del lagrangiano de la teorı́a. Los
términos cinéticos determinan los propagadores, mientras que los términos de interacción ge-
neran los vértices [9, 12, 13, 14, 15]. En QED:

Lfree = Ψ̄(i/∂ −m)Ψ− 1
4
FµνF

µν → determina propagadores.

Lint = geΨ̄γ
µAµΨ → define el único vértice.
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Figura 4.1: Vértice fundamental de la QED.

Las reglas de Feynman permiten calcular la amplitud invariante M de un proceso fı́sico dado.
Estas reglas se agrupan en los siguientes pasos: 4

1. Construcción del diagrama:

En QED, todos los procesos fı́sicos se describen mediante combinaciones del vértice
fundamental mostrado en la figura 4.1.

Se deben considerar todos los diagramas topológicamente distintos que conectan las
lı́neas externas requeridas por el proceso.

2. Asignación de momentos:

Figura 4.2: Asignación de momentos externos en un diagrama de Feynman

A cada lı́nea externa se le asigna un cuadrimomento pi y se dibuja al lado una flecha
indicando la dirección positiva (en dirección al tiempo).

A cada lı́nea interna se le asigna un momento qj (con dirección positiva arbitraria-
mente asignada), que será integrado posteriormente.

3. Factores asociados a cada elemento del diagrama:

Vértice: Por cada vértice, se asigna el factor igeγµ junto con un factor de conserva-
ción de momento (2π)4δ4(k1 + k2 + k3), donde los ki son los tres cuadrimomentos
entrantes al vértice (véase la figura 4.3).

4Las reglas aquı́ utilizadas siguen [15].
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Figura 4.3: Factores que contribuyen por cada vértice interno en un diagrama de Feynman para
la QED.

Propagador de fermión: Por cada lı́nea interna de fermión con cuadrimomento q,
el propagador asociado es

i(/q +m)

q2 −m2 + iϵ
. (4.66)

Propagador de fotón: Por cada lı́nea interna de fotón con cuadrimomento q, el
propagador es

−igµν

q2 + iϵ
. (4.67)

Lı́neas externas: cada lı́nea se reemplaza por un factor espinorial o de polarización,
según la siguiente tabla:

Electrón entrante: u(s)(p)

Electrón saliente: ū(s)(p)

Positrón entrante: v̄(s)(p)

Positrón saliente: v(s)(p)

Fotón entrante: εµ(p)

Fotón saliente: εµ∗(p)

4. Contracción de ı́ndices:

Se contraen siguiendo las lı́neas de fermiones desde el extremo cuya flecha apunta
desde el vértice. El orden de los factores (espinores, vértices y propagadores) debe
respetarse cuidadosamente.

5. Integración e identificación de la amplitud:

Se integra sobre cada momento interno con la medida
∫

d4q
(2π)4

.

Se factoriza el delta de conservación de momento global:

(2π)4δ4
(∑

pentrantes −
∑

psalientes

)
.
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El resultado se multiplica por un factor global i, obteniendo ası́ la amplitud inva-
riante M .

6. Correcciones adicionales:

Figura 4.4: Diagrama de un lazo fermiónico (1-loop), cuya contribución requiere tomar la traza
de la expresión asociada y multiplicar por −1.

Si el diagrama contiene un lazo fermiónico como el que se muestra en la figura 4.4,
se incluye un factor −1 y se toma la traza sobre los ı́ndices espinoriales.

La amplitud total es la suma de las contribuciones de todos los diagramas con las
mismas lı́neas externas.

En presencia de fermiones, los diagramas que difieren por el intercambio de dos
partı́culas fermiónicas se restan, debido a la antisimetrı́a de los estados cuánticos de
fermiones.

Esto es suficiente para los fines de este trabajo ya que más adelante se harán cálculos de diagra-
mas a 1-loop, pero solo será de importancia el interior del diagrama, ya que esta es la parte que
produce integrales divergentes. Las lı́neas externas no contribuyen a este problema.
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Capı́tulo 5

Superespacio y Transformaciones
Supersimétricas

En este capı́tulo se estudia el formalismo del superespacio y los supercampos, el cual propor-
ciona una formulación geométrica de la supersimetrı́a al extender el espacio-tiempo de Min-
kowski mediante coordenadas fermiónicas anticomutantes. Esta ampliación permite describir
de manera unificada grados de libertad bosónicos y fermiónicos dentro de un único objeto: el
supercampo [2, 16].

5.1. Teoremas de No-Go

Teorema de Coleman-Mandula

El teorema de Coleman–Mandula impone fuertes restricciones sobre la posible estructura del
grupo de simetrı́as de una teorı́a cuántica de campos relativista con interacciones no triviales.
En particular, considera aquellas teorı́as cuya matriz de dispersión S (matriz-S) es bien definida
y satisface propiedades fı́sicas razonables. Esta matriz relaciona los estados entrantes y salientes
de partı́culas libres, y no debe confundirse con el factor estadı́stico de la regla de oro de Fermi
ni con las matrices que actúan sobre espinores de Dirac.
El teorema demuestra que, bajo ciertos supuestos, el grupo de simetrı́a total G debe ser local-
mente isomorfo al producto directo del grupo de Poincaré P y un grupo compacto de simetrı́as
internas B [3, 4, 17]:

G ≃ P ×B,

es decir, las simetrı́as internas y del espacio-tempo no pueden mezclarse de manera no trivial.
Si se denota por Pµ,Mµν a los generadores del grupo de Poincaré, y por Bl a los generadores
del grupo B, las relaciones de conmutación relevantes son:

[Pµ, Bl] = 0, [Mµν , Bl] = 0, [Bl, Bm] = ic k
lmBk, (5.1)
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donde c k
lm son las constantes de estructura del álgebra de Lie asociada a B. Esto implica que

los generadores internos no afectan el espacio-tiempo y viceversa; es decir, las transformaciones
internas actúan independientemente de las transformaciones de Lorentz y traslaciones.

Teorema de Haag–Łopuszański–Sohnius

El teorema de Haag–Łopuszański–Sohnius extiende el resultado de Coleman y Mandula al con-
siderar una generalización del álgebra de Poincaré que incluye generadores fermiónicos. Estos
generadores, denotados por Qi

A, transforman como espinores bajo el grupo de Lorentz y satis-
facen relaciones de anticonmutación en lugar de conmutación, a diferencia de los generadores
bosónicos convencionales.
El resultado muestra que la extensión más general del álgebra de simetrı́a compatible con una
matriz de dispersión S unitaria, analı́tica y causal puede incluir, además de los generadores de
Poincaré y de las simetrı́as internas, un conjunto de generadores fermiónicos Qi

A y sus conju-
gados Q̄Ȧi, que obedecen la siguiente estructura algebraica [1, 3]:

{Qi
A, Q̄Ḃj} = 2σµ

AḂ
Pµδ

i
j,

{Qi
A, Q

j
B} = ϵABZ

ij,

[Qi
A, P

µ] = [Q̄Ȧi, P
µ] = 0,

[Qi
A,Mµν ] = (σµν)

B
A Qi

B,

[Q̄Ȧi,Mµν ] = Q̄Ḃi(σ̄µν)
Ḃ
Ȧ
.

Aquı́, A y Ȧ son ı́ndices espinoriales de Weyl, mientras que el ı́ndice i = 1, . . . ,N enumera
los distintos generadores fermiónicos de la teorı́a. El número N determina el grado de supersi-
metrı́a: N = 1 representa la forma más simple, mientras que N > 1 permite simetrı́as internas
más complejas. Las cantidades Zij , denominadas cargas centrales, son operadores escalares
que conmutan con todos los demás generadores y solo aparecen cuando N > 1 [1, 3, 4, 18].

5.2. Álgebras Graduadas

Los teoremas de Coleman–Mandula y de Haag–Łopuszański–Sohnius establecen importantes
restricciones sobre las posibles extensiones del álgebra de Poincaré en teorı́as cuánticas de
campos. Mientras el primero prohı́be la mezcla no trivial entre simetrı́as internas y del espacio-
tiempo mediante generadores bosónicos, el segundo demuestra que es posible lograr tal exten-
sión introduciendo generadores fermiónicos, que transforman como espinores bajo el grupo de
Lorentz y obedecen relaciones de anticonmutación.
Para describir de manera sistemática estas extensiones algebraicas, es necesario recurrir a las
llamadas álgebras de Lie graduadas o superálgebras. Estas estructuras generalizan las álgebras
de Lie ordinarias al permitir tanto conmutadores como anticonmutadores entre sus generadores,
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y proporcionan el marco matemático en el que se construyen las teorı́as supersimétricas.

Definición 5.1 (Álgebra graduada). Sea L =
⊕N

k=0 Lk un espacio vectorial construido como

la suma directa de N + 1 subespacios Lk1 , con N natural. L es un álgebra graduada si y

solamente si puede definirse un producto ◦ : L × L → L tal que para todo ui ∈ Li y uk ∈ Lk
se satisface

uj ◦ uk ∈ Lj+k mód N+1, (5.2)

donde la expresión j + k mód N + 1 significa el residuo de la división entera j + k/N + 1.

■

Un producto como el de la ecuación (5.2) recibe el nombre de graduación. Cuando N = 1, L
está conformada por dos subespacios L0 y L1 y se habla del álgebra graduada Z2.

Definición 5.2 (Álgebra de Lie graduada Z2). Una álgebra graduada Z2, L, es una álgebra de

Lie graduada si el producto ◦ : L× L→ L satisface, para todo xi ∈ Li y xj ∈ Lj
,

Supersimetrización:

xi ◦ xj = −(−1)ijxj ◦ xi, i = 0, 1. (5.3)

Identidad de Jacobi generalizada:

xk ◦ (xl ◦xm)(−1)km+xl ◦ (xm ◦xk)(−1)lk+xm ◦ (xk ◦xl)(−1)ml = 0, k, l,m ∈ Z2. (5.4)

■

La definición 5.2 implica que:

i. El producto de la forma L0 × L0 es antisimétrico: x0 ◦ y0 = −y0 ◦ x0.

ii. EL producto de la forma L0 × L1 es antisimétrico: x0 ◦ y1 = −y1 ◦ x0.

iii. EL producto de la forma L1 × L1 es simétrico: x1 ◦ y1 = y1 ◦ x1.

Por ser L un espacio vectorial, debe tener una base {Xµ}dimL
µ=1 . Se asigna un grado g = {0, 1} a

cada Xµ ∈ L definiendo

gµ := g(Xµ) = 0⇐⇒ Xµ ∈ L0, (5.5)

gν := g(Xν) = 1⇐⇒ Xν ∈ L1. (5.6)

Se dice que los generadores de L0, {Ei}dimL0
i=1 , tienen grado par y se llama a L0 el sector

bosónico, mientras que los generadores de L1, {Qa}dimL1
a=1 , tienen grado impar y se llama a L1

el sector fermiónico .
1Dados dos espacios vectoriales V y W , su suma directa V ⊕W es el conjunto de pares ordenados (v, w) con

v ∈ V , w ∈W , dotado de una estructura vectorial. Cada vector en V ⊕W puede escribirse de manera única como
suma de un vector en V y uno en W .
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Definición 5.3. El producto ◦ en L se define explı́citamente como

◦ : L× L︸ ︷︷ ︸
(Xµ,Xν)

→ L︸︷︷︸
Xµ◦Xν

|Xµ ◦Xν = XµXν − (−1)gµgνXνXµ. (5.7)

■

De la ecuación (5.7) se sigue que:

i. El producto de la forma L0 × L0 es Ei ◦ Ej ≡ [Ei, Ej].

ii. El producto de la forma L0 × L1 es Ei ◦Qa ≡ [Ei, Qa].

iii. EL producto de la forma L1 × L1 es Qa ◦Qb ≡ {Qa, Qb}.

La notación [Ei, Ej] y {Qa, Qb} está para conmutadores y anticonmutadores, respectivamen-
te. Las constantes de estructura generalizadas c ω

µν describen la cerradura del álgebra L, y se
definen como tales que

Xµ ◦Xν = c ω
µν Xω. (5.8)

Estas tienen la propiedad de que

c ω
µν = −(−1)gµgνc ω

νµ . (5.9)

La definición del producto en la ecuación (5.7) satisface la identidad de Jacobi generalizada

Xµ ◦ (Xν ◦Xρ)(−1)gµgρ +Xν ◦ (Xρ ◦Xµ)(−1)gνgµ +Xρ ◦ (Xµ ◦Xν)(−1)gρgν = 0. (5.10)

En particular, para cada caso: (i) Xµ, Xν , Xρ ∈ L0, (ii) Xµ, Xν ∈ L0, Xρ ∈ L1, (iii) Xµ ∈
L0, Xν , Xρ ∈ L1 y (iv) Xµ, Xν , Xρ ∈ L1; la identidad de Jacobi toma respectivamente las
formas [1]:

[Ei, [Ej, Ek]] + [Ek, [Ei, Ej]] + [Ej, [Ek, Ei]] =0, (5.11)

[Ei, [Ej, Qa]] + [Qa, [Ei, Ej]] + [Ej, [Qa, Ei]] =0, (5.12)

[Ei, {Qa, Qb}]− {Qb, [Ei, Qa]}+ {Qa, [Qb, Ei]} =0, (5.13)

[Qa, {Qb, Qc}] + [Qc, {Qa, Qb}] + [Qb, {Qc, Qa}] =0. (5.14)

La identidad de Jacobi en la definición de una álgebra graduada es fundamental para garantizar
la supersimetrización, la cerradura y la aplicación sucesiva de los productos de forma coherente.
Cada una de las condiciones anteriores impuestas sobre los conmutadores y anticonmutadores
de los generadores E y Q son consistentes con la definición de álgebra de Lie graduada, la cual
frecuentemente se expresa en términos de las constantes de estructura definidas en la ecuación
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(5.8), como:

[Ei, Ej] = c k
ij Ek, (5.15)

[Ei, Qa] = s b
ia Qb, (5.16)

{Qa, Qb} = γ i
ab Ei. (5.17)

5.3. Extensión Supersimétrica del Álgebra de Poincaré

En esta sección se aplica el formalismo de la álgebra de Lie graduada Z2 al grupo de Poincaré,
introduciendo un único generador fermiónico Q y sus relaciones de anticonmutación, tal como
establece el teorema de Haag–Łopuszański–Sohnius, para describir la estructura algebraica de
la supersimetrı́a con N = 1 en un contexto fı́sico.

Formulación de Dirac

El álgebra de Poincaré está dada por (véase el apéndice A.3):

[Pµ, Pν ] = 0,

[Mµν , Pλ] = i(ηνλPµ − ηµλPν), (5.18)

[Mµν ,Mρσ] = −i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ). (5.19)

Los generadores Pµ y Mµν constituyen una base de un espacio vectorial de diez dimensiones,
y las ecuaciones anteriores definen las relaciones de conmutación entre los elementos de esta
base.
Para construir una extensión supersimétrica, se introduce una estructura de graduación-Z2 en
el álgebra: se define L0 como el álgebra de Poincaré, y L1 como un espacio vectorial real de
dimensión 4, generado por las componentes Qa de un único generador fermiónico, consistente
en un espinor de Majorana, con a = 1, 2, 3, 4 [3]. Es decir,2

L0 = Span{Pµ,Mµν}, L1 = Span{Qa}, L = L0 ⊕ L1.

En este contexto, L es un espacio vectorial real sobre el cual se definirá la estructura de su-
perálgebra, combinando generadores bosónicos y fermiónicos. Mientras Pµ y Mµν están aso-
ciados a las simetrı́as del espacio-tiempo (traslaciones y transformaciones de Lorentz, respecti-
vamente), el generador Q corresponde a las transformaciones de supersimetrı́a, que relacionan
estados bosónicos y fermiónicos dentro de una misma representación del álgebra. 3

2El sı́mbolo Span{· · · } indica el espacio vectorial formado por todas las combinaciones lineales de los vectores
listados.

3AL final de esta sección se verá que el operador Q transforma como un espinor bajo el grupo de Lorentz.
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Los elementos de L deben satisfacer las condiciones de la definición de superálgebra de Lie
graduada (definición 5.2). En particular:

1. El producto ◦ : L0 × L0 → L0 corresponde a la estructura del álgebra de Poincaré.

2. El producto ◦ : L0 × L1 → L1 se define, según la ecuación (5.16), por relaciones de
conmutación con constantes de estructura: 4

[Pµ, Qa] = −(sµ)abQb, [Mµν , Qa] = −(σ(4)
µν )abQb. (5.20)

La identidad de Jacobi para generadores Xµ, Xν ∈ L0 y Qa ∈ L1 se escribe como

[Xµ, [Xν , Qa]] + [Qa, [Xµ, Xν ]] + [Xν , [Qa, Xµ]] = 0, (5.21)

y puede utilizarse para exhibir restricciones sobre las constantes de estructura, analizando
todos los casos posibles, los cuales son tres:

a) Xµ = Pµ, Xν = Pν , en cuyo caso la ecuación (5.21) se convierte en

[Pµ, [Pν , Qa]] + [Qa, [Pµ, Pν ]] + [Pν , [Qa, Pµ]] = 0. (5.22)

Utilizando la ecuación (5.20) esto implica que

0 = [Pµ, [Pν , Qa]]− [Pν , [Pµ, Qa]] = [Pµ,−(sν)abQb]− [Pν ,−(sµ)abQb]

= −(sν)ab[Pµ, Qb] + (sµ)ab[Pν , Qb]

= −(sν)ab(−(sµ)bcQc) + (sµ)ab(−(sν)bcQc)

= (sνsµ)acQc − (sµsν)acQc,

Entonces
[sµ, sν ] = 0. (5.23)

b) Xµ =Mµν , Xν = Pρ, en cuyo caso resulta

[Mµν , [Pρ, Qa]] + [Qa, [Mµν , Pρ]] + [Pρ, [Qa,Mµν ]] = 0. (5.24)

Utilizando nuevamente la ecuación 5.20 esto implica que

0 = [Mµν ,−(sρ)abQb] + [Qa, i(ηνρPµ − ηµρPν)] + [Pρ, (σµν)abQb]

= −(sρ)ab[Mµν , Qb] + iηνρ[Qa, Pµ]− iηµρ[Qa, Pν ] + (σµν)ab[Pρ, Qb]

= (sρ)ab(σµν)bcQc + iηνρ(sµ)abQb − iηµρ(sν)abQb − (σµν)ab(sρ)bcQc,

4el subı́ndice (4) en la ecuación (5.20) indica que la dimensión de los coeficientes σµν , tomados como matrices,
es 4× 4.
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entonces
[σµν , sρ] = i(ηνρsµ − ηµρsν), (5.25)

c) Xµ =Mµν , Xν =Mρσ,

[Mµν , [Mρσ, Qa]] + [Qa, [Mµν ,Mρσ]] + [Mρσ, [Qa,Mµν ]] = 0. (5.26)

Utilizando la ecuación 5.20 queda

0 = [Mµν , [Mρσ, Qa]] + [Qa, [Mµν ,Mρσ]] + [Mρσ, [Qa,Mµν ]]

= [Mµν ,−(σρσ)abQb] + [Qa,−i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ)]

+ [Mρσ, (σµν)abQb]

= −(σρσ)ab[Mµν , Qb]− i(ηµρ[Qa,Mνσ]− ηµσ[Qa,Mνρ]− ηνρ[Qa,Mµσ]

+ ηνσ[Qa,Mµρ]) + (σµν)ab[Mρσ, Qb]

= (σρσ)ab(σµν)bcQc − i(ηµρ(σνσ)abQb − ηµσ(σνρ)abQb − ηνρ(σµσ)abQb

+ ηνσ(σµρ)abQb)− (σµν)ab(σρσ)bcQc,

entonces

0 = (σρσ)ab(σµν)bc − i(ηµρ(σνσ)ac − ηµσ(σνρ)ac − ηνρ(σµσ)ac + ηνσ(σµρ)ac)

− (σµν)ab(σρσ)bc,

= (σρσσµν − σµνσρσ − i(ηµρσνσ − ηµσσνρ − ηνρσµσ + ηνσσµρ))ac.

Por tanto,

[σµν , σρσ] = −i(ηµρσνσ − ηµσσνρ − ηνρσµσ + ηνσσµρ). (5.27)

Comparando las ecuaciones (5.23), (5.25) y (5.27) con (5.18), se observa que las cons-
tantes de estructura se pueden organizar en matrices sµ y σµν , las cuales constituyen
representaciones del grupo de Poincaré. En particular, se escoge la solución:

σ(4)
µν =

i

4
[γµ, γν ], (sµ)ab = 0, (5.28)

de modo que
[Pµ, Qa] = 0, [Mµν , Qa] = −

(
σ(4)
µν

)
ab
Qb. (5.29)

Esta solución no es única, pero se adopta porque, fı́sicamente, se requiere que la super-
simetrı́a sea una simetrı́a global, lo cual implica que las generadores Q no transformen
bajo traslaciones espacio-temporales [1, 3, 4]. Adicionalmente, el conmutador con Mµν

muestra que el generador Q transforma como un espinor de Lorentz.
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3. El producto ◦ : L1 × L1 → L0 se define, según la ecuación (5.17), por las constantes de
estructura: 5

Qa ◦Qb = {Qa, Qb} = (hµ)abPµ + (kµν)abMµν , (5.30)

donde las matrices hµ y kµν son simétricas en el intercambio de a y b. Más aún, kµν es
antisimétrica en el intercambio de µ y ν. Dado que el siguiente conjunto de matrices γ,

{14×4, γ
µ, σ(4)

µν , γ
5γµ, γ5}, (5.31)

constituye una base para el espacio de matrices 4× 4, se puede expresar a hµ y kµν como
una combinación lineal de estas 16 matrices [12, 19]. También se puede aprovechar la
propiedad que define la matriz de conjugación de carga C para escribir (véase el apéndice
A.6): 6

CγµTC−1 = −γµ =⇒ γµC = −(γµCT )T , (5.32)

de manera que se puede notar que

(γµC) = (γµC)T , (5.33)

es decir, que γµC es una matriz simétrica. A partir de esto se puede mostrar que

σ(4)
µνC = (σ(4)

µνC)
T . (5.34)

Por tanto, se tienen 10 matrices simétricas linealmente independientes, γµC y σ4
µνC;

además, σ4
µνC son antisimétricas en µ y ν. Por lo tanto, se concluye que

{Qa, Qb} = a(γµC)abPµ + b(σ(4)µνC)acMµν , (5.35)

donde a y b son constantes por determinar utilizando la identidad de Jacobi (5.13), es
decir (con Xµ ∈ L0):

[Xµ, {Qa, Qb}]− {Qb, [Xµ, Qa]}+ {Qa, [Qb, Xµ]} = 0.

Nuevamente se consideran dos casos posibles:

5Dado que los generadores de L0 son únicamente Pµ y Mµν , cualquier elemento de L0 puede expresarse como
una combinación lineal de estos. Por tanto, la ecuación (5.30) representa la forma más general posible para el
producto {Qa, Qb} dentro de L0.

6La matriz de conjugación de carga, C, es antisimétrica y satisface C2 = −14×4, como se muestra en el
apéndice A.6.
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a) Xµ = Pµ, entonces

0 = [Pµ, {Qa, Qb}]− {Qb, [Pµ, Qa]}+ {Qa, [Qb, Pµ]}

= [Pµ, {Qa, Qb}] = [Pµ, a(γ
νC)abPν + b(σ(4)ρσC)acMρσ]

= b(σ(4)ρσC)ac[Pµ,Mρσ] = −ib(σ(4)ρσ(ησµPρ − ηρµPσ)C)ac
= −ib((σ(4)

ρµ P
ρ − σ(4)

µρ P
ρ)C)ac

= 2ibσ(4)
µρCP

ρ,

donde se ha utilizado la antisimetrı́a de σ(4)
µν . Entonces b = 0 y se concluye que

{Qa, Qb} = a(γµC)abPµ. (5.36)

b) Xµ =Mµν , entonces

0 = [Mµν , {Qa, Qb}]− {Qb, [Mµν , Qa]}+ {Qa, [Qb,Mµν ]}

= a(γλC)ab[Mµν , Pλ] + (σµν)ac{Qb, Qc}+ (σµν)bc{Qa, Qc}

= a(γλC)abi(ηνλPµ − ηµλPν) + (σµν)aca(γ
λC)bcPλ + (σµν)bca(γ

λC)acPλ

Puesto que a ̸= 0, La identidad de Jacobi impone

−(ηνλPµ − ηµλPν)(γλiC)ab = [(σµνγ
λC)ab + (σµνγ

λC)ba]Pλ. (5.37)

Se puede mostrar que esta ecuación (5.37) es consistente. Para esto, se puede sime-
trizar σµνγλ = 1

2
{σµν , γλ}+ 1

2
[σµν , γ

λ] para escribir

σµνγ
λC =

1

2
{σµν , γλ}C +

1

2
[σµν , γ

λ]C,

pero 7[3]:

{σµν , γλ} = −iϵµνλργ5γρ, (5.38)

[σµν , γλ] = i(ηνλγµ − ηµλγν), (5.39)

7El resultado del conmutador (5.39) es conocido y se puede mostrar por cálculo directo, mientras que el resul-
tado del anticonmutador (5.38) es menos conocido y se ha tomado siguiendo [3].
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entonce el lado derecho de la ecuación (5.37) se escribe como

[(σµνγ
λC)ab + (σµνγ

λC)ba]Pλ =

[
(
1

2
{σµν , γλ}C +

1

2
[σµν , γ

λ]C)ab

+ (
1

2
{σµν , γλ}C +

1

2
[σµν , γ

λ]C)ba

]
Pλ

={−1

2
iϵµνλρ(γ

5γρC)
ab

+
1

2
i(ηνλγµC − ηµλγνC)ab

− 1

2
iϵµνλρ(γ

5γρC)ba

+
1

2
i(ηνλγµC − ηµλγνC)ba}P λ.

UtilizandoC = iγ2γ0 en la representación de Dirac, no es difı́cil probar que (γ5C)T =

−γ5C, con lo cual

(γ5γµC)T =(γµC)Tγ5T
5.33
= γµCγ5T

A.150
= −γµ(γ5C)T

=γµγ5C
A.135
= −γ5γµC, (5.40)

de manera que

[(σµνγ
λC)ab + (σµνγ

λC)ba]Pλ = i(γµC)abPν − i(γνC)abPµ (5.41)

lo que es una prueba de consistencia para la identidad de Jacobi (5.37) ya que el
lado izquierdo es

−(ηνλPµ − ηµλPν)(γλiC)ab = i(γµC)abPν − i(γνC)abPµ (5.42)

4. Con todo esto se puede verificar que la graduación propuesta satisface la última identidad
de Jacobi, es decir, cuando Xµ, Xν , Xρ ∈ L1 (ecuación 5.14):

[Qa, {Qb, Qc}] + [Qc, {Qa, Qb}]

+[Qb, {Qc, Qa}] = [Qa, a(γ
µC)bcPµ] + [Qc, a(γ

µC)abPµ]

+ [Qb, a(γ
µC)caPµ]

= a(γµC)bc[Qa, Pµ] + a(γµC)ab[Qc, Pµ]

+ a(γµC)ca[Qb, Pµ]

= 0.

Ahora bien, dado que los objetos Qa, con a = 1, 2, 3, 4, representan las componentes de un
espinor de Majorana (véase la sección A.7), esto permite simplificar más el resultado de la
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ecuación (5.36), es decir,
{Qa, Qb} = a(γµC)abPµ. (5.43)

En efecto, la condición de Majorana (definición A.11) implica que

QC
a = Qa = (CQ̄T )a = CabQ̄

T
b , (5.44)

donde C es la matriz de conjugación de carga; de modo que al multiplicar Cca por la izquierda
en la última igualdad resulta

CcaQa = (CQ)c = CcaCab(Q̄
T )b = (C2Q̄T )c = (−Q̄T )c, (5.45)

entonces
CQ = −Q̄T =⇒ QTC = Q̄ (5.46)

Por tanto, para generadores de Majorana, al multiplicar por C la ecuación (5.43) se obtiene que:

{Qa, Qb}Cbd = QaQbCbd +QbCbdQa = Qa(Q
TC)d + (QTC)dQa

= {Qa, Q̄d} = a(γµC2)adPµ = −aγµadPµ,

donde se ha utilizado la ecuación (5.46). El valor de la constante a aún queda por definir, pero
debe ser negativo con el fin de que P0 sea definido positivo [3]; 8 tı́picamente se escoge para ser
−2. Por tanto, el resultado final es

{Qa, Q̄b} = 2(γµ)abPµ. (5.47)

Formulación de Weyl

El generador (espinorial) Qa puede escribirse explı́citamente en términos de espinores de Weyl
como (veáse el apéndice A.7)

Qa =

(
QA

Q̄Ȧ

)
, Q̄b = Q†γ0 =

(
QB Q̄Ḃ

)
. (5.48)

de manera que en la representación quiral, la relación de anticonmutación (5.47) se escribe
como (

QA

Q̄Ȧ

)(
QB Q̄Ḃ

)
+
(
QB Q̄Ḃ

)(QA

Q̄Ȧ

)
= 2

(
0 (σµ)AḂ

(σ̄µ)ȦB 0

)
Pµ,

8P0 debe ser definido positivo ya que está asociado a la energı́a del sistema.
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de manera que

{QA, QB} = 0 = {Q̄Ȧ, Q̄Ḃ}, (5.49)

{QA, Q̄Ḃ} = 2(σµ)AḂPµ, (5.50)

{Q̄Ȧ, QB} = 2(σ̄µ)ȦBPµ, (5.51)

Utilizando el hecho de que

σ(4)
µν =

i

4
[γµ, γν ] =

i

4
[γµγν − γνγµ]

=
i

4

[(
σµσ̄ν 0

0 σ̄µσν

)
−

(
σν σ̄µ 0

0 σ̄νσµ

)]

=

(
(σ

(2)
µν ) B

A 0

0 (σ̄
(2)
µν )ȦḂ

)
, (5.52)

donde se han definido los arreglos

σ(2)
µν =

i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ), σ̄(2)

µν =
i

4
(σ̄µσν − σ̄νσµ), (5.53)

se puede mostrar que el conmutador (5.29) se escribe como

[Mµν , QA] = −(σ(2)
µν )

B
A QB, (5.54)

[Mµν , Q̄
Ȧ] = −(σ̄(2)

µν )
Ȧ
Ḃ
QḂ. (5.55)

5.4. Variables de Grassmann

Para describir supersimetrı́a de forma manifiesta, es necesario extender el espacio ordinario
de coordenadas bosónicas a un superespacio, que incluye también coordenadas fermiónicas.
Estas nuevas coordenadas no pueden ser números reales ni complejos comunes, ya que deben
conmutar con bosones pero anticommutar entre sı́. Esto motiva la introducción de las variables

de Grassmann, números anticomutativos que satisfacen θiθj = −θjθi.

Definición 5.4 (Variables de Grassmann). Se define el álgebra de Grassmann con n genera-

dores, denotada como Gn(K), como el álgebra asociativa unitaria sobre un cuerpo K (R o

C), generada por un conjunto de sı́mbolos {θ1, θ2, . . . , θn}, llamados variables de Grassmann,

junto con la unidad 1, y sujeta a la relación de anticonmutación:

θiθj = −θjθi, ∀i, j.

■
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En particular, esto implica que cada variable satisface la propiedad de nilpotencia:

θ2i = 0. (5.56)

Un elemento arbitrario del álgebra de Grassmann es una combinación lineal de productos orde-
nados de las θi, por lo que cualquier elemento de Gn(K) puede escribirse como [19]:

Ψ = a+
∑
i

biθi +
∑
i<j

cijθiθj +
∑
i<j<k

dijkθiθjθk + · · ·+ eθ1θ2 . . . θn, (5.57)

donde los coeficientes a, bi, cij, dijk, . . . , e pertenecen a K.
Dado que θ2i = 0, el número máximo de factores distintos en un producto no nulo es n, lo
que implica que Gn(K) es de dimensión finita 2n como espacio vectorial sobre K. Una base
natural está dada por [20]:

{1, θi, θiθj, θiθjθk, . . . , θ1θ2 . . . θn}, con i < j < k < . . . (5.58)

5.4.1. Derivadas de Grassmann

Considere un conjunto de variables de n variables de Grassmann {θ1, · · · , θn}. Estos son núme-
ros discretos, pero el sı́mbolo de derivada izquierda (que actúa por izquierda de funciones de
variables de Grassmann) puede definirse formalmente como [21]:

∂θA
∂θB

≡ δAB. (5.59)

A menudo se definen también las derivadas derechas, que actúan por la derecha de una función
de las variables de Grassmann, pero en este trabajo solo se utilizan derivadas izquierdas, por lo
que se omiten discusiones al respecto.
Para escribir una regla del producto se debe tener en cuenta la anticonmutatividad de las varia-
bles, es decir

∂

∂θA
(θ1θ2 · · · θr) = (δ1Aθ2 · · · θr)− (δ2Aθ1θ3 · · · θr) + · · · (−1)r−1(δrAθ1 · · · θr−1). (5.60)

Con esta regla se puede determinar la propiedad:

∂

∂θA
[θBf(θ1, θ2, ...θn)] =

∂θB
∂θA

f − θB
∂f

∂θA
, (5.61)

donde f es una función de prueba que depende de las variables de Grassmann {θi}. Entonces
es fácil mostrar que{

∂

∂θA
, θB

}
f =

∂

∂θA
(θBf) + θB

∂

∂θA
f =

∂ψB
∂ψA

= δBA. (5.62)



Superespacio y Transformaciones Supersimétricas 37

Otra propiedad importante es que si f = f(θ1, θ2, · · · , θn), entonces [3]{
∂

∂θA
,
∂

∂θB

}
f = 0. (5.63)

Esta identidad puede verificarse directamente para funciones que consisten en productos de
variables de Grassmann, como f = θ1θ2, f = θ1θ2θ3, etc. Por inducción sobre el número de
factores del monomio, se concluye que la ecuación (5.63) es válida para cualquier monomio
en las variables θi. Como cualquier función f(θ1, . . . , θn) puede escribirse como combinación
lineal finita de tales monomios (ya que θ2i = 0), y como la derivación es lineal, se deduce que{

∂

∂θA
,
∂

∂θB

}
= 0. (5.64)

Ahora se consideran espinores de Weyl de dos componentes θA y θ̄Ȧ y se postula que sus com-
ponentes son variables de Grassmann, de manera que se definen las derivadas de Grassmann:

∂A ≡
∂

∂θA
, ∂A ≡ ∂

∂θA
,

∂̄Ȧ ≡
∂

∂θ̄Ȧ
, ∂̄Ȧ ≡ ∂

∂θ̄Ȧ
, (5.65)

de modo que

∂Aθ
B = δ BA , ∂AθB = δAB, ∂AθB = δBA = ϵBA,

∂̄Ȧθ̄
Ḃ = δ Ḃ

Ȧ
, ∂̄Ȧθ̄Ḃ = δȦ

Ḃ
∂̄Ȧθ̄Ḃ = δḂȦ = ϵḂȦ. (5.66)

Los ı́ndices covariantes, contravariantes, puntuados y no puntuados son el nuevo factor en estas
definiciones para las derivadas. Dichos ı́ndices se pueden subir y bajar utilizando la métrica:

ϵAB∂Bθ
C = ϵABδ CB = ϵAC = −ϵCA = −∂AθC ,

entonces
ϵAB∂B = −∂A. (5.67)

Similarmente se deduce que, en acuerdo con (5.67):

ϵAB∂
B = −∂A. (5.68)

Relaciones similares se mantienen para las derivadas puntuadas ∂̄:

ϵȦḂ∂̄Ḃ = −∂̄Ȧ, ϵȦḂ∂̄
Ḃ = −∂̄Ȧ. (5.69)
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Un par de cálculos importantes son: 9

∂A(θθ) = ∂Aθ
BθB = δ BA θB − θBϵBA = 2θA, (5.70)

∂̄Ȧ(θ̄θ̄) = ∂̄ȦθḂθ
Ḃ = ϵḂȦθ̄

Ḃ − θ̄Ḃδ
Ḃ
Ȧ

= −2θ̄Ȧ. (5.71)

5.4.2. Integración de Grassmann

Ahora se investiga el concepto de integral de una función con respecto a variables de Grass-
mann. Considere una función f de una variable de Grassmann θ, f(θ). Esta función se expande
en potencias de θ como

f(θ) = f(0) + f (1)θ. (5.72)

El sı́mbolo
∫
dθf(θ) ≡ I(f) se define como [19]:

I(f) =

∫
dθf(θ) ≡ f (1). (5.73)

En este sentido se puede notar que
∫
dθf(θ) = ∂

∂θ
f(θ). Se impone además la condición de

linealidad: ∫
dθ [αf(θ) + βg(θ)] = α

∫
dθf(θ) + β

∫
dθg(θ). (5.74)

Las ecuaciones (5.73) y (5.74) implican que se debe establecer [14]:∫
dθ = 0,

∫
dθθ = 1. (5.75)

Es útil definir una función de la variable θ, δ(θ),10 que haga verdadera la ecuación:∫
dθf(θ)δ(θ) = f(0). (5.76)

Es fácil ver que ∫
dθf(θ)θ = f(0)

∫
dθθ + f (1)

∫
dθθ2 = f(0),

porque θ2 = 0 ya que es una variable de Grassmann. Entonces se concluye que

δ(θ) = θ. (5.77)

Para extender el análisis anterior a un álgebra de Grassmann G2 generada por dos variables de

9Las contracciones de ı́ndices espinoriales en expresiones como θθ y θ̄θ̄ se estudian en la sección A.4 del
apéndice.

10La notación δ(θ) no hace referencia a una distribución delta de Dirac.
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Grassmann θ1 y θ2, se considera una función de estas variables, f(θ1, θ2), expandida como

f(θ1, θ2) = f (0) + f (1)θ1 + f (2)θ2 + f (3)θ1θ2. (5.78)

Para definir una integral
∫
dθ1dθ2f(θ1, θ2), primero se establece que las cantidades dθi y θi, con

i = 1, 2, anticonmutan [3]:
{dθA, dθB} = {dθA, θB} = 0, (5.79)

de modo que con ayuda de la ecuación (5.75) se puede calcular:∫
dθ1dθ2 =

∫
dθ1

(∫
dθ2

)
= 0, (5.80)∫

dθ1dθ2θ1 = −
∫
dθ2dθ1θ1 = −

∫
dθ2

(∫
dθ1θ1

)
= −

∫
dθ21 = 0, (5.81)∫

dθ1dθ2θ2 =

∫
dθ1

(∫
dθ2θ2

)
= 0, (5.82)∫

dθ1dθ2θ1θ2 =

∫
dθ1

∫
dθ2θ1θ2 = −

∫
dθ1

(∫
dθ2θ2

)
θ1 = −1. (5.83)

Utilizando estas ecuaciones puede mostrarse que para la función f(θ1, θ2) de la ecuación (5.78),
su integral I(f) da:

I(f) =

∫
dθ1dθ2

(
f (0) + f (1)θ1 + f (2)θ2 + f (3)θ1θ2

)
,

= f (0)

∫
dθ1dθ2 +

∫
dθ1dθ2θ1 + f (2)

∫
dθ1dθ2θ2 + f (3)

∫
dθ1dθ2θ1θ2

= −f (3). (5.84)

En el álgebra de Grassmann G2 se puede introducir una notación alternativa que involucra con-
tracciones (θθ) = θAθA, donde A es un ı́ndice de espinor de Weyl, ya que estas contracciones
son proporcionales a θ1θ2. Ası́, en G2 una función f(θA) = f(θ1, θ2) se puede expandir como:

f(θ) = f(0) + θAf
(1)
A + (θθ)f (2). (5.85)

Definiendo los elementos de volumen [1]:

d2θ ≡ −1

4
dθAdθBϵAB, (5.86)

d2θ̄ ≡ −1

4
dθ̄Ȧdθ̄Ḃϵ

ȦḂ, (5.87)

d4θ ≡ d2θd2θ̄, (5.88)
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es posible calcular:∫
d2θ(θθ) = −1

4

∫
dθAdθBϵAB(θθ)

A.112
=

1

2

∫
dθAdθBϵABθ1θ2

=
1

2

∫
dθ1dθ2ϵ12 + dθ2dθ1ϵ21θ1θ2

= −
∫
dθ1dθ2θ1θ2 = 1, (5.89)∫

d2θ̄(θ̄θ̄)
A.113
= −1

2

∫
dθ̄Ȧdθ̄Ḃϵ

ȦḂ θ̄1θ̄2 = −
∫
dθ̄1̇dθ̄2̇θ̄1θ̄2 = 1, (5.90)∫

d2θ =0 =

∫
d2θ̄, (5.91)∫

d2θθA =0 =

∫
d2θ̄θ̄Ȧ, (5.92)

de modo que, si en G2 se define una función δ2(θ) tal que:∫
d2θf(θ)δ2(θ) = f(0), (5.93)

entonces esta deberá ser δ2(θ) = θθ ya que esto garantiza:∫
d2θf(θ)(θθ) =

∫
d2θ(f(0) + θAf

(1)
A + (θθ)f (2))(θθ)

= f(0)

∫
d2θ(θθ) = f(0).

Un razonamiento similar se puede hacer para un álgebra de Grassmann G2 generada por las
variables θ̄Ȧ y concluir que:

δ2(θ) = θθ, δ2(θ̄) = θ̄θ̄. (5.94)

Con todo esto, queda mencionar que θA y θ̄Ȧ conA, Ȧ = 1, 2, generan un álgebra de Grassmann
G4, donde tiene sentido calcular:∫

d4θf(θ)δ2(θ̄) =

∫
d2θd2θ̄[f(0) + θAf

(1)
A + (θθ)f (2)](θ̄θ̄)

=

∫
d2θ{f(0) + θAf

(1)
A + (θθ)f (2)}

=f (2). (5.95)

Más aún, en G4 se pueden construir supercampos, como se verá en el capı́tulo siguiente. Lo
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importante aquı́ es que la integral de un supercampo Φ, como el de la ecuación (6.1), da:∫
d4θΦ =

∫
d2θd2θ̄{f(x) + θϕ(x) + θ̄χ̄(x) + (θθ)m(x) + (θ̄θ̄)n(x) + (θσµθ̄)Vµ(x)

+ (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θψ(x) + (θθ)(θ̄θ̄)d(x)}

= d(x). (5.96)

5.5. Superespacio

El superespacio es una extensión del espacio de Minkowski. Los elementos del superespacio re-
ciben el nombre de supercoordenadas las cuales son las cuatro coordenadas espacio temporales
xµ y cuatro variables de Grassmann,

{θA}A=1,2, y {θ̄Ȧ}Ȧ=1,2.

Estas cantidades que expanden el espacio de Minkowski a un superespacio son espinores del
Weyl de dos componentes y ası́ deben entenderse los ı́ndices y las contracciones entre estas
cantidades. El espacio resultante es, por tanto, un espacio de dimensión ocho y un punto se
especifica por (xµ, θA, θ̄Ȧ). Con la ayuda de estos parámetros de Grassmann se pueden escribir
las combinaciones lineales o contracciones invariantes de Lorentz:

θQ = θAQA = −θAQA, θ̄Q̄ = θ̄ȦQ̄
Ȧ = −θ̄ȦQ̄Ȧ, (5.97)

las cuales permiten pasar del anticonmutador entre QA y Q̄Ȧ a un conmutador entre θQ y θ̄Q̄.
Para ver esto, se calcula:

θA{QA, Q̄Ḃ}θ̄
Ḃ = θA2(σµ)AḂPµθ̄

Ḃ

= θAQAQ̄Ḃ θ̄
Ḃ + θAQ̄ḂQAθ̄

Ḃ.

Este objeto deberá actuar sobre una función de prueba f(x, θ, θ̄) definida en el superespacio y,
para desarrollar este cálculo, es necesario generalizar la ecuación (5.61) como:

∂̄Ȧ(θ̄
Ḃf) = (∂̄Ȧθ̄

Ḃ)f − θḂ∂Ȧf, (5.98)

de modo que si se asume queQA y Q̄Ȧ son operadores lineales que actúan sobre estas funciones
de prueba, estos podrı́an representarse como operadores diferenciales y, por tanto, escribir [3,
15]:

QA ∼ ∂A, Q̄Ḃ ∼ ∂̄Ḃ, =⇒ (QAθ̄
Ḃ) = 0, (Q̄Ḃθ

A) = 0, (5.99)
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y, en virtud de (5.98), también se tiene:

Q̄Ḃ θ̄
Ḃ = (Q̄Ḃ θ̄

Ḃ)− θ̄ḂQ̄Ḃ, (5.100)

Q̄Ḃθ
A = (Q̄Ḃθ

A)− θAQ̄Ḃ, =⇒ θAQ̄Ḃ = (Q̄Ḃθ
A)− Q̄Ḃθ

A. (5.101)

Entonces

θA{QA, Q̄Ḃ}θ
Ḃ = θAQA[(Q̄Ḃ θ̄

Ḃ)− θ̄ḂQ̄Ḃ] + [(Q̄Ḃθ
A)− Q̄Ḃθ

A]QAθ̄
Ḃ

= θAQA(Q̄Ḃ θ̄
Ḃ)− θAQAθ̄

ḂQ̄Ḃ + (Q̄Ḃθ
A)QAθ̄

Ḃ − Q̄Ḃθ
AQAθ̄

Ḃ

= −θAQAθ̄
ḂQ̄Ḃ + θAQA(Q̄Ḃ θ̄

Ḃ) + Q̄Ḃθ
Aθ̄ḂQA − Q̄Ḃθ

A(QAθ̄
Ḃ)

= −θAQAθ̄
ḂQ̄Ḃ + θAQA(Q̄Ḃ θ̄

Ḃ)− Q̄Ḃ θ̄
ḂθAQA

= −θAQAθ̄
ḂQ̄Ḃ + θAQA(Q̄Ḃ θ̄

Ḃ) + θ̄ḂQ̄Ḃθ
AQA − (Q̄Ḃ θ̄

Ḃ)θAQA

= +θAQAθ̄ḂQ̄
Ḃ − θ̄ḂQ̄

ḂθAQA,

= (θQ)(θ̄Q̄)− (θ̄Q̄)(θQ), (5.102)

y por tanto se obtiene el conmutador:

[θQ, θ̄Q̄] = 2θσµθ̄Pµ. (5.103)

De igual forma, utilizando las propiedades (5.99), (5.100) y (5.101), se pueden probar las rela-
ciones [14]:

[Pµ, (θQ)] = [Pµ, (θ̄Q̄)] = 0, (5.104)

[(θQ), (θσµθ̄)] = [(θ̄Q̄), (θσµθ̄)] = 0. (5.105)

5.6. Transformaciones Supersimétricas

Con los generadores supersimétricos θQ, θ̄Q̄ y sus correspondientes reglas de conmutación
bien definidas, es posible integrar la superálgebra en una estructura de grupo: el grupo de super

Poincaré, cuyos elementos generales se escriben como [1]:

g = e−ix·P+iθQ+iθ̄Q̄+ i
2
ω·M , (5.106)

donde ω ·M = ωµνM
µν representa las transformaciones de Lorentz.

5.6.1. Transformaciones Finitas

Las transformaciones supersimétricas finitas corresponden a elementos del subgrupo de super-

traslaciones, generado por los operadores de traslación Pµ y los generadores supersimétricos
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QA, Q̄
Ȧ, los cuales actúan sobre funciones definidas en el superespacio. Los operadores que

describen la acción de este grupo de supersimetrı́a tienen la forma tı́pica [1, 3]:

L(xµ, θA, θ̄
Ȧ) = e−ix

µPµ+iθQ+iθ̄Q̄, (5.107)

L1(x
µ, θA, θ̄

Ȧ) = e−ix
µPµ+iθQ · eiθ̄Q̄, (5.108)

L2(x
µ, θA, θ̄

Ȧ) = e−ix
µPµ+iθ̄Q̄ · eiθQ. (5.109)

En este sentido, el superespacio se puede entender como el espacio de parámetros del grupo de
supertraslaciones.
Utilizando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff resulta que

L1(x
µ + iθσµθ̄, θA, θ̄

Ȧ) = e−i(x
µ+iθσµθ̄)Pµ+iθQ · eiθ̄Q̄,

= e−i(x
µ+iθσµθ̄)Pµ+iθQ+iθ̄Q̄+ 1

2
[−i(xµ+iθσµθ̄)Pµ+iθQ,iθ̄Q̄]+···,

= e−i(x
µ+iθσµθ̄)Pµ+iθQ+iθ̄Q̄+ 1

2(−i(xµ[Pµ,θ̄Q̄]+i[θσµθ̄Pµ,θ̄Q̄])−[θQ,θ̄Q̄]),

= e−ix
µPµ+iθQ+iθ̄Q̄,

5.107
= L(xµ, θA, θ̄Ȧ),

donde se ha utilizado las ecuaciones (5.103), (5.104) y (5.105) para obtener la penúltima ecua-
ción. Este cálculo prueba que:

L1(x
µ + iθσµθ̄, θA, θ̄

Ȧ) = L(xµ, θA, θ̄
Ȧ), (5.110)

y de manera similar se muestra que:

L2(x
µ − iθσµθ̄, θA, θ̄Ȧ) = L(xµ, θA, θ̄

Ȧ). (5.111)

Estas tres transformaciones, L, L1 y L2 dan lugar a tres definiciones diferentes de supercampos,
Φ(x, θ, θ̄),11 los cuales se entienden como funciones con valores de operador definidas en el
superespacio [2]. Considere una configuración inicial de campo Φ0 definida como:

Φ0 ≡ Φ(0, 0, 0). (5.112)

Los campos Φ, Φ1 y Φ2 se definen en relación a Φ0, dependiendo de si este transforma bajo L,
L1 o L2, respectivamente, es decir [1]:

Φ(x, θ, θ̄) ≡ L(x, θ, θ̄)Φ0L
−1(x, θ, θ̄), (5.113)

Φ1(x, θ, θ̄) ≡ L1(x, θ, θ̄)Φ0L
−1
1 (x, θ, θ̄), (5.114)

Φ2(x, θ, θ̄) ≡ L2(x, θ, θ̄)Φ0L
−1
2 (x, θ, θ̄). (5.115)

11Los supercampos Φ(x, θ, θ̄) son estudiados con detalle en el capı́tulo 6.
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Dada la relación entre L, L1 y L2, se puede mostrar que

Φ(x, θ, θ̄) = Φ1(x+ iθσθ̄, θ, θ̄) = Φ2(x− iθσθ̄, θ, θ̄). (5.116)

El resultado principal de esta sección es el siguiente: Bajo una transformación finita super-
simétrica, denotada por Tα, los supercampos Φ, Φ1 y Φ2 transforman como:

TαΦ(x, θ, θ̄) = Φ(x+ iθσᾱ− iασθ̄, θ + α, θ̄ + ᾱ), (5.117)

TαΦ1(x, θ, θ̄) = Φ1(x+ 2iθσᾱ + iασᾱ, θ + α, θ̄ + ᾱ), (5.118)

TαΦ2(x, θ, θ̄) = Φ2(x− 2iασθ̄ − iασᾱ, θ + α, θ̄ + ᾱ). (5.119)

Para ver este resultado, se debe entender que la transformación supersimétrica Tα es una trasla-

ción en el superespacio y es mediada por un operador L(0, α, ᾱ) que actúa sobre el supercampo
Φ(x, θ, θ̄) en la forma:

TαΦ(x, θ, θ̄) = L(0, α, ᾱ)Φ(x, θ, θ̄)L−1(0, α, ᾱ),

= L(0, α, ᾱ)L(x, θ, θ̄)Φ0L
−1(x, θ, θ̄)L−1(0, α, ᾱ),

= [L(0, α, ᾱ)L(x, θ, θ̄)]Φ0[L(0, α, ᾱ)L(x, θ, θ̄)]
−1. (5.120)

De manera similar, L1 y L2 median la transformación Tα para supercampos Φ1 y Φ2 como se
verá más adelante. Retomando la última ecuación, resta calcular:

L(0, α, ᾱ)L(x, θ, θ̄) = eiαQ+iᾱQ̄e−ix
µPµ+iθQ+iθ̄Q̄,

= eiαQ+iᾱQ̄−ixµPµ+iθQ+iθ̄Q̄+ 1
2
[iαQ+iᾱQ̄,−ixµPµ+iθQ+iθ̄Q̄],

= e−ix
µPµ+i(α+θ)Q+i(ᾱ+θ̄)Q̄− 1

2([αQ,θ̄Q̄]−[θQ,ᾱQ̄]),

= e−i(x
µ+iθσᾱ−iασθ̄)Pµ+i(α+θ)Q+i(ᾱ+θ̄)Q̄,

5.107
= L(xµ + iθσᾱ− iασθ̄, α+ θ, ᾱ + θ̄). (5.121)

Sustituyendo (5.121) en (5.120) se obtiene

TαΦ = L(xµ + iθσᾱ− iασθ̄, α+ θ, ᾱ + θ̄)Φ0[L(x
µ + iθσᾱ− iασθ̄, α+ θ, ᾱ + θ̄)]−1,

5.113
= Φ(xµ + iθσᾱ− iασθ̄, α+ θ, ᾱ + θ̄). (5.122)

Esta es la ecuación (5.117).
Como consecuencia de la relación entre Tα y L(0, α, ᾱ), la transformación Tα deberá aplicarse
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sobre Φ1 y Φ2 mediante la forma

TαΦ1(x, θ, θ̄) = L1(iασᾱ, α, ᾱ)Φ1L
−1
1 (iασᾱ, α, ᾱ)

= L1(iασᾱ, α, ᾱ)L1(x, θ, θ̄)Φ0L
−1
1 (x, θ, θ̄)L−1

1 (iασᾱ, α, ᾱ)

= [L1(iασᾱ, α, ᾱ)L1(x, θ, θ̄)]Φ0[L1(iασᾱ, α, ᾱ)L1(x, θ, θ̄)]
−1 (5.123)

TαΦ2(x, θ, θ̄) = L2(−iασᾱ, α, ᾱ)Φ1L
−1
2 (−iασᾱ, α, ᾱ)

= L2(−iασᾱ, α, ᾱ)L2(x, θ, θ̄)Φ0L
−1
2 (x, θ, θ̄)L−1

2 (−iασᾱ, α, ᾱ)

= [L2(−iασᾱ, α, ᾱ)L2(x, θ, θ̄)]Φ0[L2(−iασᾱ, α, ᾱ)L2(x, θ, θ̄)]
−1 (5.124)

Resta entonces calcular, en cada caso:

L1(iασᾱ, α, ᾱ)L1(x, θ, θ̄), y L2(−iασᾱ, α, ᾱ)L2(x, θ, θ̄).

L1 se escribe en su forma exponencial como los productos:

L1(iασᾱ, α, ᾱ)L1(x, θ, θ̄) = e−i(iασ
µᾱ)Pµ+iαQeiᾱQ̄e−ix

µPµ+iθQeiθ̄Q̄. (5.125)

Dado que los conmutadores de conmutadores de generadores Pµ y Q o Q̄ se anulan por la
graduación de álgebra, para el propósito actual la fórmula Baker-Campbell-Haussdorff puede
escribirse en la forma

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B] = eA+B+[A,B]+ 1

2
[B,A] = eB+[A,B]eA, (5.126)

de manera que definiendo
eA = eiᾱQ̄, eB = e−ix

µPµ+iθQ, (5.127)

la ecuación (5.125) se reescribe utilizando (5.126) como

L1(iασᾱ, α, ᾱ)L1(x, θ, θ̄) = eασ
µᾱPµ+iαQe−ix

µPµ+iθQ+[iᾱQ̄,−ixµPµ+iθQ]eiᾱQ̄eiθ̄Q̄

= eασ
µᾱPµ+iαQe−ix

µPµ+iθQ+[θQ,ᾱQ̄]ei(ᾱ+θ̄)Q̄

= eασ
µᾱPµ+iαQe−i(x

µ+2iθσµᾱ)Pµ+iθQei(ᾱ+θ̄)Q̄

= e−i(x
µ+iασµᾱ+2iθσµᾱ)Pµ+i(α+θ)Qei(ᾱ+θ̄)Q̄

5.108
= L1(x

µ + 2iθσµᾱ + iασµᾱ, θ + α, θ̄ + ᾱ). (5.128)

De aquı́ que la ecuación (5.123) se reescriba como

TαΦ1(x, θ, θ̄) = Φ1(x
µ + 2iθσµᾱ + iασµᾱ, θ + α, θ̄ + ᾱ).



Superespacio y Transformaciones Supersimétricas 46

De manera similar se deduce de la ecuación (5.124) que

TαΦ2(x, θ, θ̄) = Φ2(x
µ − 2iασµθ̄ − iασµᾱ, θ + α, θ̄ + ᾱ).

5.6.2. Transformaciones Infinitesimales

Esta sección tiene el propósito de encontrar una representación diferencial de los operadores
QA y Q̄Ȧ, idea que fue motivada en la ecuación (5.99). Para comenzar, se recuerda que para una
función de una variable f(x) que admite una expansión en serie de potencias, puede expandirse
f(x+ a) alrededor de x como:

f(x+ a) =
∞∑
n=0

f (n)(x)

n!
an. (5.129)

Similarmente, considere una expansión en serie de Taylor del supercampo Φ(x + iθσᾱ −
iασθ̄, θ + α + θ̄ + ᾱ) alrededor del punto (x, θ, θ̄),

Φ(x+ iθσᾱ− iασθ̄, θ + α + θ̄ + ᾱ) =Φ(x, θ, θ̄) + i(θσµᾱ− ασµθ̄)∂µΦ(x, θ, θ̄)

+ α
∂Φ

∂θ
(x, θ, θ̄) + ᾱ

∂Φ

∂θ̄
(x, θ, θ̄) + · · · , (5.130)

donde α y ᾱ son, bajo el grupo de Lorentz, espinores de Weyl (y por tanto, también variables de
Grassmann) que parametrizan o especifican la transformación supersimétrica infinitesimal que
actúa sobre el supercampo Φ. Entonces:

δsΦ = Φ(x+ iθσᾱ− iασθ̄, θ + α + θ̄ + ᾱ)− Φ(x, θ, θ̄)

=

[
i(θσµᾱ− ασµθ̄)∂µ + α

∂

∂θ
+ ᾱ

∂

∂θ̄
+ · · ·

]
Φ(x, θ, θ̄). (5.131)

Solamente que, por otra parte,

δsΦ = TαΦ(x, θ, θ̄)− Φ(x, θ, θ̄)

= L(0, α, ᾱ)ΦL−1(0, α, ᾱ)− Φ

≡ eAΦe−A − Φ, (5.132)

donde se ha definido A ≡ iαQ+ iᾱQ̄. Pero [22],

eAΦe−A = Φ+ [A,Φ] +
1

2
[A[A,B]] + · · ·

= Φ+ [iαQ+ iᾱQ̄,Φ] + · · ·

= Φ+ i[αQ,Φ] + i[ᾱQ̄,Φ] + · · · .
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La ecuación (5.132) queda entonces como

δsΦ = i[αQ,Φ] + i[ᾱQ̄,Φ] + · · · . (5.133)

La acción de este operador sobre una función de prueba F tendrá el término

i[αQ,Φ]F (x, θ, θ̄) = i (αQΦ− ΦαQ)F

= i (αQ(ΦF )− Φ(αQF ))

= i [(αQΦ)F + Φ(αQF )− Φ(αQF )]

= i(αQΦ)F. (5.134)

De manera similar se muestra que i[ᾱQ̄,Φ] = iᾱ(Q̄Φ). Entonces la ecuación (5.133) se escribe
como

δsΦ = iα(QΦ) + iᾱ(Q̄Φ) + · · · = [iαQ+ iᾱQ̄+ · · · ]Φ. (5.135)

Comparando las ecuaciones (5.135) y (5.131) a primer orden se deduce que

iαAQA + iᾱȦQ̄
Ȧ = i(θAσµ

AḂ
ᾱḂ − αAσµ

AḂ
θ̄Ḃ)∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ

= αA(∂A − iσµAḂ θ̄
Ḃ∂µ) + iθAσµ

AḂ
ϵḂȦᾱȦ∂µ + ᾱȦ∂̄

Ȧ

= αA(∂A − iσµAḂ θ̄
Ḃ∂µ) + ᾱȦ(∂̄

Ȧ − iθAσµ
AḂ
ϵḂȦ∂µ).

De aquı́ surge la representación diferencial de los generadores QA y Q̄Ȧ:

QA = −i(∂A − iσµAḂ θ̄
Ḃ∂µ), (5.136)

Q̄Ȧ = −i(∂̄Ȧ − i(σ̄µθ)Ȧ∂µ), (5.137)

donde en la última ecuación se utilizó el hecho de que

θAσµ
AḂ
ϵḂȦ = −θCϵCAσµAḂϵ

ḂȦ = (σ̄µ)ȦCθC = (σ̄µθ)Ȧ.

El ı́ndice de Q̄Ȧ se puede bajar escribiendo

Q̄Ḃ = ϵḂȦQ̄
Ȧ = −iϵḂȦ(∂̄

Ȧ − iθAσµ
AĊ
ϵĊȦ∂µ)

= −i(ϵḂȦ∂̄
Ȧ − iθAσµ

AĊ
ϵḂȦϵ

ĊȦ∂µ)

= i(∂̄Ḃ − iθ
Aσµ

AḂ
∂µ), (5.138)
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de manera que se puede verificar:

{QA, Q̄Ḃ} = {−i(∂A − iσ
µ

AȦ
θ̄Ȧ∂µ), i(∂̄Ḃ − iθ

Bσν
BḂ
∂ν)}

= {∂A, ∂̄Ḃ} − i{∂A, θ
Bσν

BḂ
∂ν} − i{σµAȦθ̄

Ȧ∂µ, ∂̄Ḃ} − {σ
µ

AȦ
θ̄Ȧ∂µ, θ

Bσν
BḂ
∂ν}

= −i{∂A(θBσνBḂ∂ν) + θBσν
BḂ
∂ν∂A} − i{σµAȦθ̄

Ȧ∂µ∂̄Ḃ + ∂̄Ḃ(σ
µ

AȦ
θ̄Ȧ∂µ)}

= −i{(∂AθB)σνBḂ∂ν} − i{σ
µ

AȦ
(∂̄Ḃ θ̄

Ȧ)∂µ} = 2σµ
AḂ
Pµ.

De forma similar pueden encontrarse representaciones infinitesimales de los operadores Q y Q̄
para los supercampos Φ1 y Φ2. Por ejemplo, partiendo de

TαΦ1(x, θ, θ̄) = Φ1(x+ 2iθσᾱ + iασᾱ, θ + α, θ̄ + ᾱ)

= L1(iασᾱ, α, ᾱ)Φ1L
−1
1 (iασᾱ, α, ᾱ), (5.139)

se puede despreciar términos de segundo orden en α (para α infinitesimal) y expandir el lado
izquierdo de la última igualdad como

Φ1(x+ 2iθσᾱ + iασᾱ, θ + α, θ̄ + ᾱ) = Φ1(x, θ, θ̄) + {2iθσµᾱ∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄
Ȧ}Φ1

= {1 + αA∂A + 2iθAσµ
AḂ
ϵḂȦᾱȦ∂µ + ᾱȦ∂̄

Ȧ}Φ1

= {1 + αA∂A + ᾱȦ

(
∂̄Ȧ − 2iθAσµ

AḂ
ϵḂȦ∂µ

)
}Φ1.

Por otra parte, el lado derecho se expande como

L1(iασᾱ, α, ᾱ)Φ1L
−1
1 (iασᾱ, α, ᾱ) = eασ

µᾱPµ+iαQ(1)

eiᾱQ̄
(1)

Φ1e
ασµᾱPµ−iαQ(1)

e−iᾱQ̄
(1)

A.11
= eασ

µᾱPµ+iαQ(1)+iᾱQ̄(1)+ 1
2
[iαQ(1),iᾱQ̄(1)]Φ1

eασ
µᾱPµ−iαQ(1)−iᾱQ̄(1)+ 1

2
[−iαQ(1),−iᾱQ̄(1)]

= e−ασ
µᾱPµ+iαQ(1)+iᾱQ̄(1)

Φ1e
−ασµᾱPµ−iαQ(1)−iᾱQ̄(1)

≈ (1 + iαQ(1) + iᾱQ̄(1))Φ1(1− iαQ(1) − iᾱQ̄(1))

= (Φ1 + iαQ(1)Φ1 + iᾱQ̄(1)Φ1)

− Φ1iαQ
(1) − Φ1iᾱQ̄

(1)

= Φ1 + iαA[Q
(1)
A ,Φ1] + iᾱȦ[Q̄

(1)Ȧ,Φ1]

5.134
= (1 + iαAQ

(1)
A + iᾱȦQ

(1)Ȧ)Φ1,

donde la primera igualdad se obtiene escribiendo L−1
1 con ayuda de la ecuación (5.126). Al

comparar ambos miembros de la ecuación (5.139) que se venı́a desarrollando, se deduce la
representación diferencial de Q(1) y Q̄(1):

Q
(1)
A = −i∂A, Q̄(1)Ȧ = −i(∂̄Ȧ − 2iθAσµ

AḂ
ϵḂȦ∂µ). (5.140)
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De manera análoga se encuentran las representaciones para Q(2) y Q̄(2) como

Q
(2)
A = −i(∂A − iσµAḂ∂µ), Q̄(2)Ȧ = −i∂̄Ȧ. (5.141)

Estas expresiones también son consistentes con los anticonmutadores:

{Q(1)
A , Q

(1)

Ḃ
} = 2σµ

AḂ
Pµ = {Q(2)

A , Q
(2)

Ḃ
}. (5.142)

5.7. Derivada Covariante

Se puede definir una derivada covariante por cada tipo de campo. Para un campo Φ se define:

DA ≡∂A + iσµ
AḂ
θ̄Ḃ∂µ,

DA ≡ϵABDB = −∂A − iθ̄Ċ σ̄
µĊA∂µ, (5.143)

y,

D̄Ȧ ≡ −∂̄Ȧ − iθ
Bσµ

BȦ
∂µ,

D̄Ȧ ≡ ϵȦḂD̄Ḃ = ∂̄Ȧ + iσ̄µȦCθC∂µ. (5.144)

La propiedad principal de la derivada covariante es que conmuta con las transformaciones infi-
nitesimales SUSY, es decir que [2, 3, 15]:

[DA, δs]Φ(x, θ, θ̄) = 0. (5.145)

Esto se ve calculando explı́citamente

[DA, δs]Φ(x, θ, θ̄)
5.135
= [DA, iαQ+ iᾱQ̄]Φ(x, θ, θ̄)

= i[DA, α
BQB]Φ(x, θ, θ̄) + i[DA, ᾱḂQ̄

Ḃ]Φ(x, θ, θ̄)

= i(DAα
BQB − αBQBDA)Φ(x, θ, θ̄)

+ i(DAᾱḂQ̄
Ḃ − ᾱḂQ̄

ḂDA)Φ(x, θ, θ̄)

= −iαB(DAQB +QBDA)Φ(x, θ, θ̄)

− iᾱḂ(DAQ̄
Ḃ + Q̄ḂDA)Φ(x, θ, θ̄)

= −iαB{DA, QB}Φ(x, θ, θ̄)− iᾱḂ{DA, Q̄
Ḃ}Φ(x, θ, θ̄)

= 0,
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porque

{DA, QB} = −i
{
∂A + iσµAB θ̄

Ḃ∂µ, ∂B − iσνBC θ̄Ċ∂ν
}

= −i{∂A, ∂B} − {∂A, σνBC θ̄Ċ∂ν}

+ {σµAB θ̄
Ḃ∂µ, ∂B} − i{σµAB θ̄

Ḃ∂µ, σ
ν
BC θ̄

Ċ∂ν}

= 0.

i{DA, Q̄
Ḃ} = {∂A + iσµAC θ̄

Ċ∂µ, ∂̄
Ḃ − iθCσνCDϵḊḂ∂ν}

= {∂A, ∂̄Ḃ} − i{∂A, θCσνCDϵḊḂ∂ν}+ i{σµAC θ̄
Ċ∂µ, ∂̄

Ḃ}

+ {σµAC θ̄
Ċ∂µ, θ

CσνCDϵ
ḊḂ∂ν}

= −iσν
AḊ
ϵḊḂ∂ν + iσµ

AĊ
(∂̄Ḃ θ̄Ċ)∂µ

= −iσν
AḊ
ϵḊḂ∂ν + iσµ

AĊ
(−ϵḂĊ)∂µ

= −iσν
AḊ
ϵḊḂ∂ν + iσν

AĊ
ϵĊḂ∂ν

= 0.

De manera similar se prueba que
[D̄Ȧ, δs]Φ = 0. (5.146)

También pueden definirse derivadas covariantesD(1)
A ,D̄(1)

Ȧ
yD(2)

A ,D̄(2)

Ȧ
para los campos Φ1 y Φ2,

tal que

[D
(1)
A , δs]Φ1 = 0, [D̄

(1)

Ȧ
, δs]Φ1 = 0, (5.147)

[D
(2)
A , δs]Φ2 = 0, [D̄

(2)

Ȧ
, δs]Φ2 = 0. (5.148)

Dichas derivadas covariantes estan dadas por

D
(1)
A ≡ ∂A + 2iσµ

AḂ
θ̄Ḃ∂µ, D̄

(1)

Ȧ
≡ −∂̄Ȧ, (5.149)

D
(2)
A ≡ ∂A, D̄

(2)

Ȧ
= −∂̄Ȧ − 2iθBσµ

BȦ
∂µ. (5.150)

Es importante notar que las derivadas covariantes satisfacen un álgebra similar al de los gene-



Superespacio y Transformaciones Supersimétricas 51

radores QA y Q̄Ȧ:

{DA, DB} ={∂A + iσµ
AȦ
θ̄Ȧ∂µ, ∂B + iσν

BḂ
θ̄Ḃ∂ν}

={∂A, ∂B}+ iσν
BḂ
{∂A, θ̄Ḃ∂ν}+ iσµ

AȦ
{θ̄Ȧ∂µ, ∂B}

+ iσµ
AȦ
iσν
BḂ
{θ̄Ȧ, θ̄Ḃ}∂µ∂ν

=0. (5.151)

{DA, D̄Ḃ} ={∂A + iσµ
AȦ
θ̄Ȧ∂µ,−∂̄Ḃ − iθ

Bσν
BḂ
∂ν}

=− {∂A, ∂̄Ḃ} − i{∂A, θ
B∂ν}σνBḂ − iσ

µ

AȦ
{θ̄Ȧ∂µ, ∂̄Ḃ}

+ σµ
AȦ
{θ̄Ȧ∂µ, θB∂ν}σνBḂ

=− iσν
AḂ
∂ν − iσµAḂ∂µ

=− 2iσµ
AḂ
∂µ = 2σµ

AḂ
Pµ. (5.152)

A partir de estas dos ecuaciones (5.151) y (5.152) se pueden deducir las siguientes relaciones
útiles: Se comienza multiplicando D̄Ḃ por la derecha de la ecuación (5.152) y se obtiene

DAD̄
2 + D̄ḂDAD̄

Ḃ = 2σµ
AḂ
D̄ḂPµ. (5.153)

Por otro lado, multiplicando esta misma ecuación por ϵḂĊ se obtiene que

(DAD̄Ḃ + D̄ḂDA)ϵ
ḂĊ = −(DAD̄

Ċ + D̄ĊDA) = 2σµ
AḂ
Pµϵ

ḂĊ ,

entonces (redefiniendo ı́ndices Ḃ ↔ Ċ)

DAD̄
Ḃ = 2σµ

AĊ
Pµϵ

ĊḂ − D̄ḂDA.

Sustituyendo esto en la ecuación (5.153) resulta que

DAD̄
2 + D̄Ḃ(2σ

µ

AĊ
Pµϵ

ĊḂ − D̄ḂDA) =DAD̄
2 + 2σµ

AĊ
PµD̄Ḃϵ

ĊḂ − D̄ḂD̄
ḂDA

=[DA, D̄
2]− 2σµ

AĊ
PµD̄

Ċ

5.153
= 2σµ

AḂ
D̄ḂPµ.

Entonces se concluye que
[DA, D̄

2] = 4σµ
AȦ
D̄ȦPµ (5.154)

De manera similar se muestra que

[D̄Ȧ, D
2] = −4DAσµ

AȦ
Pµ. (5.155)

Se continúa multiplicando DA por la izquierda de la ecuación (5.154) y D̄Ȧ por la derecha de
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la ecuación (5.155); sumando ambos resultados se obtiene:

DADAD̄
2 −DAD̄2DA + D̄ȦD

2D̄Ȧ −D2D̄ȦD̄
Ȧ = −DAD̄2DA + D̄ȦD

2D̄Ȧ

= 4DAσµ
AȦ
D̄ȦPµ − 4DAσµ

AȦ
PµD̄

Ȧ

= 0,

de manera que
DAD̄2DA = D̄ȦD

2D̄Ȧ. (5.156)

Por último, es trivial mencionar que

D3 = D̄3 = 0. (5.157)

5.7.1. Técnica de Proyección

Como se mencionó en la sección (5.4.2), la integral de Grassmann
∫
d2θ es equivalente a un

operador diferencial. En particular, se tiene que∫
d2θΦ(y, θ) = F (x),

donde Φ es un supercampo quiral izquierdo como el dado por la ecuación (6.29), es decir

Φ(y, θ) = A(y) +
√
2θψ(y) + (θθ)F (y).

Por otra parte, es fácil darse cuenta de que lo siguiente es verdad:

Φ(y, θ)
∣∣
θ=θ̄=0

=A(y), (5.158)
1√
2
D

(1)
A Φ(y, θ)

∣∣
θ=θ̄=0

=ψA(y), (5.159)

−1

4
D(1)2Φ(y, θ)

∣∣
θ=θ̄=0

=F (y), (5.160)

donde yµ = xµ + iθσθ̄ y D(1)
A = ∂A + 2σµ

AȦ
θ̄Ȧ∂µ. Se puede entonces escribir que∫

d2θ = −1

4
D(1)2

∣∣
θ=θ̄=0

= −1

4
D2
∣∣
θ=θ̄=0

. (5.161)

Considere un supercampo W [Φ1,Φ2, ...,ΦN ] que depende de N supercampos quirales Φi(y, θ)

(este concepto es detallado en seguida pero es conveniente introducir esta discusión aquı́). En-
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tonces se puede calcular su integral en d2θ usando la regla de la cadena como:∫
d2θW [Φ] = −1

4
DADAW [Φa

i (x, θ, θ̄)]
∣∣
θ=θ̄=0

= −1

4
DA

{
∂W

∂Φa
i

DAΦ
a
i

} ∣∣
θ=θ̄=0

= −1

4

{
DA

(
∂W

∂Φa
i

)
DAΦ

a
i +

∂W

∂Φa
i

D2Φa
i

} ∣∣
θ=θ̄=0

=

{
−1

2

∂2W

∂Φb
j∂Φ

a
i

ψbjψ
a
i +

∂W

∂Φa
i

F a
i (x)

}∣∣
θ=θ̄=0

.

entonces ∫
d2θW [Φ1,Φ2, ...,ΦN ] =

∂W

∂Aai
F a
i (x)−

1

2

∂2W

∂Abj∂A
a
i

ψbjψ
a
i . (5.162)



54

Capı́tulo 6

Supercampos y Supermultipletes

En este capı́tulo se introducen los supercampos y sus componentes, ası́ como los supermultiple-
tes que organizan los grados de libertad bosónicos y fermiónicos en representaciones irreduci-
bles de la supersimetrı́a. Estas estructuras son fundamentales para formular teorı́as de campos
supersimétricas de manera compacta y covariante, ya que permiten escribir lagrangianos super-
simétricos directamente en el superespacio.
La utilidad de este capı́tulo radica en que proporciona las herramientas necesarias para construir
modelos fı́sicos con supersimetrı́a, como el lagrangiano supersimétrico de Yang–Mills, que será
deducido en el capitulo siguiente. En particular, los supercampos quirales y vectoriales permiten
agrupar campos que se transforman entre sı́ bajo supersimetrı́a, respetando las restricciones
impuestas por el álgebra. De este modo, este capı́tulo establece la base formal sobre la cual se
desarrolla el modelo que constituye el eje del presente trabajo.

6.1. Transformación de Campos Componentes

En el capı́tulo anterior se definió un supercampo como una función con valores de operador
definida en el superespacio, es decir, una función que depende de las coordenadas ordinarias xµ

y de las coordenadas fermiónicas de Grassmann θA y θ̄Ȧ. En esta sección se considerará el caso
especı́fico de un supercampo escalar o pseudoescalar de Lorentz, Φ(x, θ, θ̄), el cual admite una
expansión en serie de potencias finita en las variables de Grassmann:1

Φ(x, θ, θ̄) =f(x) + θϕ(x) + θ̄χ̄(x) + (θθ)m(x) + (θ̄θ̄)n(x) + (θσµθ̄)Vµ(x)

+ (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θψ(x) + (θθ)(θ̄θ̄)d(x). (6.1)

Bajo el grupo de Lorentz, las cantidades f(x), m(x), n(x) son campos escalares o pseudoes-
calares complejos; ϕ(x) y ψ(x) son espinores de Weyl izquierdos; χ̄(x) y λ̄(x) son espinores
de Weyl derechos; Vµ(x) es un campo vectorial de Lorentz; y d(x) es un campo escalar. Todas

1Las expresiones θθ = θAθA y θ̄θ̄ = θ̄Ȧθ̄
Ȧ se entienden como contracciones de ı́ndices espinoriales de Lorentz.

Esto se estudia con detalle en el apéndice A.
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estas funciones se denominan campos componentes. Ası́, un supercampo Φ es una forma abre-
viada de escribir un supermultiplete finito de campos. Bajo transformaciones supersimétricas,
la variación de un supercampo siempre puede expresarse en términos de las variaciones de las
componentes utilizando la expansión en variables de Grassmann

δsΦ(x, θ, θ̄) ≡ δsf + θδsϕ+ θ̄δsχ̄+ θθδsm+ θ̄θ̄δsn+ θσµθ̄δsVµ+ θθθ̄δsλ̄+ θ̄θ̄θδsψ+ θθθ̄θ̄δsd.

(6.2)
Para calcular la forma explı́cita de estas variaciones de los campos componentes, inducidas por
transformaciones supersimétricas infinitesimales, se comienza por aplicar la ecuación (5.131) a
Φ,

δsΦ =
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
Φ(x, θ, θ̄)

=
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
×
[
f(x) + θϕ(x) + θ̄χ̄(x) + (θθ)m(x)

+ (θ̄θ̄)n(x) + (θσν θ̄)Vν(x) + (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θψ(x) + (θθ)(θ̄θ̄)d(x)

]
,

entonces

δsΦ = iθσµᾱ∂µf − iασµθ̄∂µf

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A

)
θBϕB

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
θ̄Ḃχ̄

Ḃ

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A

)
(θθ)m

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
(θ̄θ̄)n

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
(θσν θ̄)Vν

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
(θθ)θ̄Ḃλ̄

Ḃ

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
(θ̄θ̄)θBψB

+
(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
(θθ)(θ̄θ̄)d.

Por tanto, es necesario calcular:

(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A

)
θBϕB = iθσµᾱθB∂µϕB − iασµθ̄θB∂µϕB + αAϕA,(

iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + ᾱȦ∂̄
Ȧ
)
θ̄Ḃχ̄

Ḃ = iθσµᾱθ̄Ḃ∂µχ̄
Ḃ − iασµθ̄θ̄Ḃ∂µχ̄

Ḃ + ᾱȦχ̄
Ȧ,(

iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A
)
(θθ)m = −iασµθ̄(θθ)∂µm+ 2αAθAm,(

iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + ᾱȦ∂̄
Ȧ
)
(θ̄θ̄)n = iθσµᾱ(θ̄θ̄)∂µn+ 2ᾱȦθ̄

Ȧn,
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(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
(θσν θ̄)Vν

= iθσµᾱ(θσν θ̄)∂µVν − iασµθ̄(θσν θ̄)∂µVν
+ αA∂A(θσ

ν θ̄)Vν + ᾱȦ∂̄
Ȧ(θσν θ̄)Vν

= iθσµᾱ(θσν θ̄)∂µVν − iασµθ̄(θσν θ̄)∂µVν
+ αAσν

AḂ
θ̄ḂVν + ᾱȦ(θ

Aσν
AḂ
ϵȦḂ)Vν ,(

iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄
Ȧ
)
(θθ)θ̄Ḃλ̄

Ḃ

= iθσµᾱ∂µ(θθ)θ̄Ḃλ̄
Ḃ − iασµθ̄∂µ(θθ)θ̄Ḃλ̄

Ḃ

+ αA∂A(θθ)θ̄Ḃλ̄
Ḃ + ᾱȦ∂̄

Ȧ(θθ)θ̄Ḃλ̄
Ḃ

= −iασµθ̄(θθ)θ̄Ḃ∂µλ̄
Ḃ

+ 2αAθAθ̄Ḃλ̄
Ḃ + (θθ)ᾱḂλ̄

Ḃ,(
iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄

Ȧ
)
(θ̄θ̄)θBψB

= iθσµᾱ∂µ(θ̄θ̄)θ
BψB − iασµθ̄∂µ(θ̄θ̄)θBψB

+ αA∂A(θ̄θ̄)θ
BψB + ᾱȦ∂̄

Ȧ(θ̄θ̄)θBψB

= iθσµᾱ(θ̄θ̄)θB∂µψB

+ (θ̄θ̄)αBψB + 2ᾱȦθ̄
ȦθBψB,(

iθσµᾱ∂µ − iασµθ̄∂µ + αA∂A + ᾱȦ∂̄
Ȧ
)
(θθ)(θ̄θ̄)d

= iθσµᾱ(θθ)(θ̄θ̄)∂µd− iασµθ̄(θθ)(θ̄θ̄)∂µd

+ αA∂A(θθ)(θ̄θ̄)d+ ᾱȦ∂̄
Ȧ(θθ)(θ̄θ̄)d

= 2αAθA(θ̄θ̄)d+ 2(θθ)ᾱȦθ̄
Ȧd.

Entonces

δsΦ = iθσµᾱ∂µf − iασµθ̄∂µf

+ iθσµᾱθB∂µϕB − iασµθ̄θB∂µϕB + αAϕA

+ iθσµᾱθ̄Ḃ∂µχ̄
Ḃ − iασµθ̄θ̄Ḃ∂µχ̄

Ḃ + ᾱȦχ̄
Ȧ

− iασµθ̄(θθ)∂µm+ 2αAθAm

+ iθσµᾱ(θ̄θ̄)∂µn+ 2ᾱȦθ̄
Ȧn

+ iθσµᾱ(θσν θ̄)∂µVν − iασµθ̄(θσν θ̄)∂µVν + αAσν
AḂ
θ̄ḂVν + ᾱȦ(θ

Aσν
AḂ
ϵȦḂ)Vν

− iασµθ̄(θθ)θ̄Ḃ∂µλ̄
Ḃ + 2αAθAθ̄Ḃλ̄

Ḃ + (θθ)ᾱḂλ̄
Ḃ

+ iθσµᾱ(θ̄θ̄)θB∂µψB + (θ̄θ̄)αBψB + 2ᾱȦθ̄
ȦθBψB

+ 2αAθA(θ̄θ̄)d+ 2(θθ)ᾱȦθ̄
Ȧd
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Esto se puede reorganizar como

δsΦ = αAϕA + ᾱȦχ̄
Ȧ + θA{2αAm(x) + iσµ

AḂ
ᾱḂ∂µf(x)− ᾱȦσ

ν
AḂ
ϵȦḂVν(x)}

+ θ̄Ȧ{2ᾱ
Ȧn(x) + i(ασµ)Ḃϵ

ḂȦ∂µf(x)− (ασν)Ḃϵ
ḂȦVν(x)}+ (θθ)ᾱḂλ̄

Ḃ

+iθσµᾱθB∂µϕB︸ ︷︷ ︸
≡T1

+(θ̄θ̄)αBψB −iασµθ̄θ̄Ḃ∂µχ̄
Ḃ︸ ︷︷ ︸

≡T2

+2(θθ)θ̄Ȧᾱ
Ȧd

+ iθσµᾱ(θσν θ̄)∂µVν︸ ︷︷ ︸
≡T3

−iασµθ̄(θθ)∂µm︸ ︷︷ ︸
≡T4

−iασµθ̄(θσν θ̄)∂µVν︸ ︷︷ ︸
≡T5

+ iθσµᾱ(θ̄θ̄)θB∂µψB︸ ︷︷ ︸
≡T6

+ 2αAθA(θ̄θ̄)d+ iθσµᾱ(θ̄θ̄)∂µn− iασµθ̄(θθ)θ̄Ḃ∂µλ̄
Ḃ︸ ︷︷ ︸

≡T7

+2αAθAθ̄Ḃλ̄
Ḃ

+ 2ᾱȦθ̄
ȦθBψB − iασµθ̄θB∂µϕB + iθσµᾱθ̄Ḃ∂µχ̄

Ḃ. (6.3)

Ahora se calculan las T ’s en esta ecuación (6.3), utilizando varios de los resultados obtenidos
en el apéndice A.4.4 :

T1 = iθσµᾱθB∂µϕB = −iθAθBσµ
AḂ
ᾱḂ∂µϕB

A.115
=

i

2
ϵABσµ

AḂ
ᾱḂ∂µϕB(θθ)

= (θθ)

[
− i
2
(∂µϕ)σ

µᾱ)

]
,

T2 = −iασµθ̄θ̄Ḃ∂µχ̄
Ḃ = −iαAσµ

AḂ
θ̄Ḃ θ̄Ȧ∂µχ̄

Ȧ = −iαAσµ
AḂ
ϵḂĊ θ̄Ċ θ̄Ȧ∂µχ̄

Ȧ

A.116
=

i

2
αAσµ

AḂ
ϵḂĊϵĊȦ(θ̄θ̄)∂µχ̄

Ȧ = (θ̄θ̄)
i

2
αAσµ

AḂ
∂µχ̄

Ḃ

= (θ̄θ̄)

(
i

2
ασµ∂µχ̄(x)

)
,

T3 = iθσµᾱ(θσν θ̄)∂µVν
A.120
=

i

2
ηµν(θθ)(ᾱθ̄)∂µVν =

i

2
(θθ)(ᾱθ̄)∂µVµ(x),

T4 = −iασµθ̄(θθ)∂µm = −i(θθ)αAσµ
AḂ
θ̄Ḃ∂µm = −i(θθ)αAσµ

AḂ
ϵḂĊ θ̄Ċ∂µm

= i(θθ)θ̄Ȧ(ασ
µϵ)Ȧ∂µm(x),

T5 = −i(ασµθ̄)(θσν θ̄)∂µVν
A.120
= − i

2
(θ̄θ̄)(αθ)∂µVµ(x),

T6 = iθσµᾱ(θ̄θ̄)θB∂µψB = iθAσµ
AḂ
ᾱḂ(θ̄θ̄)θB∂µψB

= −iθAθBσµ
AḂ
ᾱḂ(θ̄θ̄)∂µψB

A.115
= − i

2
ϵAB(θθ)(θ̄θ̄)σµ

AḂ
ᾱḂ∂µψB

=
i

2
(θθ)(θ̄θ̄)ϵAB∂µψB(σ

µᾱ)A = (θθ)(θ̄θ̄)

(
i

2
∂µψσ

µᾱ

)
,

T7 = iασµθ̄(θθ)θ̄Ḃ∂µλ̄
Ḃ = i(θθ)αAσµ

AȦ
θ̄Ȧθ̄Ḃ∂µλ̄

Ḃ

= i(θθ)αAσµ
AȦ
ϵȦĊ θ̄Ċ θ̄Ḃ∂µλ̄

Ḃ A.116
= − i

2
(θθ)(θ̄θ̄)αAσµ

AȦ
ϵȦĊϵĊḂ∂µλ̄

Ḃ

= (θθ)(θ̄θ̄)

(
− i
2
ασµ∂µλ̄(x)

)
.

Además, lo últimos cuatro términos en la ecuación (6.3) se reorganizan utilizando las fórmulas
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de reordenamiento de Fierzz como:

2(αθ)(θ̄λ̄) = 2(θα)θ̄Ȧλ̄
Ȧ A.118

= (θσµθ̄)(ασµλ̄(x)),

2(ᾱθ̄)(θψ)
A.119
= −(θσµθ̄)(ᾱσ̄µ)AψA

A.110
= (θσµθ̄)(ψ(x)σµᾱ),

−i(ασµθ̄)(θ∂µϕ(x)) = −iαAσµAḂ θ̄
ḂθC∂µϕC(x) = −iαAσµAḂϵ

ḂĊθC∂µϕC(x)θ̄Ċ

A.117
= − i

2
αAσµ

AḂ
ϵḂĊ(θσρθ̄)(∂µϕ(x)σ

ρ)Ċ

= − i
2
(θσρθ̄)α

Aσµ
AḂ
ϵḂĊ∂µϕ

B(x)σρ
BĊ

= − i
2
(θσρθ̄)α

A∂µϕ
B(x)σµ

AḂ
ϵḂĊσρ

BĊ

A.115
=

i

4
(θσρθ̄)(α∂µϕ(x))ϵ

ABσµ
AḂ
ϵḂĊσρ

BĊ

= − i
4
(θσρθ̄)(α∂µϕ(x))ϵ

BAσµ
AḂ
ϵḂĊσρ

BĊ

A.82
=

i

4
(θσρθ̄)(α∂µϕ(x))(σ̄

µ)ĊB(σρ)BĊ

=
i

4
(θσρθ̄)(α∂µϕ(x))Tr[σ̄µσρ] =

i

2
(θσρθ̄)(α∂µϕ(x))η

µρ

=
i

2
(θσµθ̄)(α∂µϕ(x)),

(θσµα)(θ̄∂µχ̄(x)) = iθAσµ
AḂ
ᾱḂ(θ̄∂µχ̄(x)) = −iσµAḂᾱ

Ḃ(∂µχ̄(x)θ̄)θ
A

A.119
=

i

2
σµ
AḂ
ᾱḂ(θσν θ̄)(∂µχ̄(x)σ̄

ν)A

= − i
2
(θσν θ̄)∂µχ̄Ȧ(x)σ̄

νȦAσµ
AḂ
ᾱḂ

A.116
=

i

4
(θσν θ̄)(∂µχ̄(x)ᾱ)ϵȦĊ σ̄

νȦAσµ
AḂ
ϵḂĊ

= − i
4
(θσν θ̄)(∂µχ̄(x)ᾱ)Tr[σ̄νσµ]

A.84
= − i

2
(θσν θ̄)(∂µχ̄(x)ᾱ)η

νµ = − i
2
(θσµθ̄)(∂

µχ̄(x)ᾱ).
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Con todo esto queda que

δsΦ = αAϕA + ᾱȦχ̄
Ȧ + θA{2αAm(x) + iσµ

AḂ
ᾱḂ∂µf(x)− ᾱȦσ

ν
AḂ
ϵȦḂVν(x)}

+ θ̄Ȧ{2ᾱ
Ȧn(x) + i(ασµ)Ḃϵ

ḂȦ∂µf(x)− (ασν)Ḃϵ
ḂȦVν(x)}+ (θθ)ᾱḂλ̄

Ḃ

+ (θθ)

[
− i
2
(∂µϕ)σ

µᾱ)

]
+ (θ̄θ̄)αBψB + (θ̄θ̄)

i

2
αAσµ

AḂ
∂µχ̄

Ḃ + 2(θθ)θ̄Ȧᾱ
Ȧd

+
i

2
(θθ)(ᾱθ̄)∂µVµ(x) + i(θθ)θ̄Ȧ(ασ

µϵ)Ȧ∂µm(x)− i

2
(θ̄θ̄)(αθ)∂µVµ(x)

+ (θθ)(θ̄θ̄)

(
i

2
∂µψσ

µᾱ

)
+ 2αAθA(θ̄θ̄)d+ iθσµᾱ(θ̄θ̄)∂µn

− (θθ)(θ̄θ̄)

(
− i
2
ασµ∂µλ̄(x)

)
+ (θσµθ̄)(ασµλ̄(x)) + (θσµθ̄)ψ(x)σµᾱ

+
i

2
(θσµθ̄)(α∂µϕ(x))−

i

2
(θσµθ̄)(∂

µχ̄(x)ᾱ), (6.4)

lo cual se reorganiza en potencias de θ y θ̄ como

δsΦ = αϕ+ ᾱχ̄+ θ{2αm(x) + σµᾱ (i∂µf(x) + Vµ(x))} (6.5)

+ θ̄{2ᾱn(x) + i(ασµϵ)∂µf(x)− (ασνϵ)Vν(x)}

+ (θθ)

(
ᾱλ̄− i

2
(∂µϕ)σ

µᾱ)

)
+ (θ̄θ̄)

(
αψ(x) +

i

2
ασµ∂µχ̄

)
+ (θσµθ̄)

(
ασµλ̄(x) + ψ(x)σµᾱ +

i

2
α∂µϕ(x)−

i

2
∂µχ̄(x)ᾱ

)
+ (θθ)θ̄

(
2ᾱd+

i

2
ᾱ∂µVµ(x) + i(ασµϵ)∂µm(x)

)
+ (θ̄θ̄)θ

(
2αd− i

2
α∂µVµ(x) + iσµᾱ∂µn

)
+ (θθ)(θ̄θ̄)

i

2

(
∂µψσ

µᾱ + ασµ∂µλ̄(x)
)

(6.6)

Comparando las ecuaciones (6.2) y (6.6) se concluye que las variaciones de los campos com-
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ponentes debidas a una transformación supersimétrica están dadas por [3]:

δsf = αϕ+ ᾱχ̄, (6.7)

δsϕA = 2αAm(x) + (σµᾱ)A{i∂µf(x) + Vµ(x)}, (6.8)

δsχ̄
Ȧ = 2ᾱȦn(x) + (ασµϵ)Ȧ{i∂µf(x)− Vµ(x)}, (6.9)

δsm(x) = ᾱλ̄− i

2
(∂µϕ)σ

µᾱ), (6.10)

δsn(x) = αψ(x) +
i

2
ασµ∂µχ̄, (6.11)

δsVµ(x) = ασµλ̄(x) + ψ(x)σµᾱ +
i

2
α∂µϕ(x)−

i

2
∂µχ̄(x)ᾱ, (6.12)

δsλ̄
Ȧ = 2ᾱȦd(x) +

i

2
ᾱȦ∂µVµ(x) + i(ασµϵ)Ȧ∂µm(x), (6.13)

δsψA(x) = 2αAd(x)−
i

2
αA∂

µVµ(x) + i(σµᾱ)A∂µn, (6.14)

δsd(x) =
i

2

(
∂µψ(x)σ

µᾱ− ∂µλ̄(x)σ̄µα
)
. (6.15)

6.2. Supercampos Quirales

Definición 6.1 (Supercampo quiral). Un supercampo escalar Φ es un supercampo quiral iz-

quierdo si satisface:

D̄ȦΦ(x, θ, θ̄) = 0, D̄Ȧ = −∂̄Ȧ − iθ
Bσµ

BȦ
∂µ. (6.16)

Además, Φ† es un supercampo quiral derecho si satisface:2

DAΦ
†(x, θ, θ̄) = 0, DA = ∂A + iσAḂθ

Ḃ∂µ. (6.17)

■

Supercampo Quiral Izquierdo

Puede encontrarse una solución de la ecuación (6.16) considerando un nuevo conjunto de va-
riables dado por [15]:

yµ = xµ + iθσµθ̄, (6.18)

θ′A = θA, θ̄′
Ȧ
= θ̄Ȧ. (6.19)

2La notación Φ† no es casualidad. En lo que sigue se verá cómo se define el adjunto hermı́tico de un supercam-
po.
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Para ver esto, se puede calcular

D̄Ȧy
µ = {−∂̄Ȧ − iθ

Bσν
BȦ
∂ν}

(
xµ + iθσµθ̄

)
= {−∂̄Ȧiθ

Aσν
AḂ
θ̄Ḃ − iθBσν

BȦ
∂νx

µ}

= {iθAσµ
AȦ
− iθBσµ

BȦ
} = 0, (6.20)

D̄ȦθA = 0. (6.21)

Esto implica que cualquier función de y y θ deberá satisfacer la ecuación (6.16). Por otra parte,
el cambio de variable afecta la derivada covariante ya que

∂µ = (∂νyµ)∂
′
ν = ∂′µ, (6.22)

∂A = ∂Aθ
′B∂′B + ∂Ay

ν∂′ν = ∂′A + iσν
AḂ
θ̄′Ḃ∂′ν (6.23)

∂̄Ȧ = ∂̄′
Ḃ
θ̄Ȧ∂̄′

Ḃ
+ ∂̄Ȧy

ν∂′ν = ∂̄′
Ȧ
− iθ′Aσµ

AȦ
∂′µ, (6.24)

entonces

DA(x, θ, θ̄) = ∂A + iσµ
AḂ
θ̄Ḃ∂µ = ∂′A + iσν

AḂ
θ̄′Ḃ∂′ν + iσµ

AḂ
θḂ∂′µ

= ∂′A + 2iσAḂ θ̄
′Ḃ∂′µ

= D
(1)
A (y, θ′, θ̄′), (6.25)
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y también:

D̄Ȧ(x, θ, θ̄) = −∂̄Ȧ − iθ
Bσµ

BȦ
∂µ = −(∂̄′

Ȧ
− iθ′Aσµ

AȦ
∂′µ)− iθ′Bσ

µ

BȦ
∂′µ

= −∂̄′
Ȧ
= D̄

(1)

Ȧ
. (6.26)

Esto implica que el campo

Φ(x, θ, θ̄) = Φ(y − iθσθ̄, θ, θ̄) 5.116
= Φ1(y, θ, θ̄), (6.27)

satisface:
D̄

(1)

Ȧ
Φ1(y, θ, θ̄) = 0 = −∂̄ȦΦ1(y, θ, θ̄). (6.28)

Entonces Φ1(y, θ, θ̄) = Φ1(y, θ) y, por lo tanto, se puede considerar la expansión en serie de
potencias:

Φ1(y, θ) = A(y) +
√
2θψ(y) + (θθ)F (y). (6.29)

La consistencia de esta expresión se investiga expandiendo Φ1 alrededor de un punto x una
cantidad iθσµθ̄: 3

Φ(x, θ, θ̄) = Φ1(x
µ + iθσµθ̄, θ) = A(xµ + iθσµθ̄) +

√
2θψ(xµ + iθσµθ̄)

+ (θθ)F (xµ + iθσµθ̄)

= A(x) + iθσµθ̄∂µA−
1

2
(θσµθ̄)θσν θ̄∂µ∂νA+

√
2θψ + i

√
2θ(θσµθ̄)∂µψ

+ (θθ)F (x)

A.120
= A(x) + iθσµθ̄∂µA−

1

4
(θθ)θ̄θ̄∂µ∂µA+

√
2θψ + i

√
2θ(θσµθ̄)∂µψ

+ (θθ)F (x).

Pero se puede calcular

i
√
2θ(θσµθ̄)∂µψ = i

√
2θA(θσµθ̄)∂µψA

A.115
= −i

√
2

2
ϵAB(θθ)σµ

BḂ
θ̄Ḃ∂µψA

= −i
√
2

2
(θθ)ϵABσµ

BḂ
ϵḂȦθ̄Ȧ∂µψA

A.82
=

i
√
2

2
(θθ)θ̄Ȧσ̄

µȦA∂µψA

=
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψ.

3Observe que, debido a la propiedad de nilpotencia de las variables de Grassmann θ y θ̄, ésta parte del calculo
es una igualdad y se evidencia que el θθ término no cambia.
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Entonces Φ(x, θ, θ̄) queda como

Φ(x, θ, θ̄) = A(x) +
√
2θAψA + (θθ)F (x) + iθσµθ̄∂µA+

i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψ

− 1

4
(θθ)θ̄θ̄□A. (6.30)

La verificación D̄ȦΦ(x, θ, θ̄) = 0 se hace directamente de esta ecuación (6.30). Más interesante
es compararla con la ecuación (6.1), donde se puede hacer la identificación:

f(x) = A(x), ϕ(x) =
√
2ψ(x), χ̄(x) = 0, m(x) = F (x), n(x) = 0,

Vµ(x) = i∂µA, λ̄Ȧ(x) =
i√
2
∂µψ

Bσµ
BḂ
ϵḂȦ, ψ(x) = 0, d(x) = −1

4
□A,

para utilizar las ecuaciones de (6.7) a (6.15) y obtener la variación de las componentes A,ψ, F
del supercampo quiral izquierdo Φ:

δsA(x) =
√
2αψ(x), (6.31)

δsψA(x) =
√
2αAF (x) + i

√
2(σµᾱ)A∂µA, (6.32)

δsF (x) = −i
√
2∂µψσ

µᾱ. (6.33)

La ecuación (6.33) es la más importante porque expresa que la transformación supersimétrica
del campo F es una derivada total. 4 Por tanto

∫
d4xF es invariante bajo una transformación

supersimétrica y podrı́a ser un término en la acción de una teorı́a supersimétrica [4, 14, 15].
Por último queda mencionar que el producto de supercampos quirales izquierdos, Φi, con i =
1, 2, · · · , N es también un supercampo quiral izquierdo [18]. Esto es evidente ya que dichos
supercampos no dependen de θ̄ y tampoco su producto. Formalmente este resultado se consigue
utilizando el hecho de que la derivada covariante es un operador lineal:

D̄ȦΦiΦj = (D̄ȦΦi)Φj + ΦiD̄ȦΦj = 0. (6.34)

4Se dice derivada total a una expresión de la forma ∂µfµ porque es la divergencia de una corriente, lo que
garantiza que su integral sobre el espacio-tiempo solo contribuye en la frontera y se anula bajo condiciones ade-
cuadas.
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Dicho esto, es conveniente calcular aquı́ el producto Φi(x, θ, θ̄)Φj(x, θ, θ̄):

ΦiΦj =

[
Ai(x) +

√
2θψi + (θθ)Fi + iθσµθ̄∂µAi +

i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψi −

1

4
(θθ)θ̄θ̄□Ai

]
×
[
Aj +

√
2θψj + (θθ)Fj + iθσµθ̄∂µAj +

i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψj −

1

4
(θθ)θ̄θ̄□Aj

]
=AiAj +

√
2Aiθψj + (θθ)AiFj + iθσµθ̄Ai∂µAj +

i√
2
Ai(θθ)θ̄σ̄

µ∂µψj

− 1

4
(θθ)θ̄θ̄Ai□Aj +

√
2θψiAj + 2θψiθψj +

√
2θψi(iθσ

µθ̄)∂µAj + (θθ)FiAj

+ iθσµθ̄Aj∂µAi + iθσµθ̄∂µAi(iθσ
ν θ̄∂νAj) +

i√
2
(θθ)θ̄σ̄µAj∂µψi

− 1

4
(θθ)θ̄θ̄Aj□Ai

= AiAj +
√
2θ(Aiψj + Ajψi) + (θθ)(AiFj + AjFi − ψiψj)

+ iθσµθ̄(Ai∂µAj + Aj∂µAi)

+
i√
2
(θθ)θ̄(Aiσ̄

µ∂µψj + Ajσ̄
µ∂µψi + σ̄µψi∂µAj)

− 1

4
(θθ)(θ̄θ̄)(Ai□Aj + Aj□Ai + 2∂µAi∂

µAj). (6.35)

De igual manera ΦlΦiΦk es también un supercampo quiral izquierdo

ΦlΦiΦk = Al(y)Ai(y)Ak(y) +
√
2θ
[
Al(y)Ai(y)ψk(y) + Al(y)ψi(y)Ak(y)

+ ψl(y)Ai(y)Ak(y)
]
+ (θθ)

[
Al(y)Ai(y)Fk(y) + Al(y)Fi(y)Ak(y)

+ Fl(y)Ai(y)Ak(y)− ψl(y)ψk(y)Ai(y)

− ψl(y)ψi(y)Ak(y)− Al(y)ψi(y)ψk(y)
]
. (6.36)

Si bien esta expresión se puede expandir alrededor de x con y = x + iθσθ̄, esto no será nece-
sario ya que la componente de mayor orden (componente θθ) no cambia bajo traslaciones del
argumento, como se verá en la sección 7.1 del capı́tulo siguiente.

Supercampo Quiral Derecho

De manera análoga al caso del supercampo quiral izquierdo, se puede encontrar la solución de
la ecuación (6.17) considerando el cambio de variable

zµ ≡ xµ − iθσµθ̄, θ′ = θ, θ̄′ = θ̄, (6.37)

con el cual se obtiene que
DAz

µ = 0, DAθ̄Ȧ = 0. (6.38)
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Ası́ mismo, las derivadas covariantes DA y D̄Ȧ se convierten en

DA(x, θ, θ̄) = D
(2)
A (z, θ′, θ̄′) = ∂′A, (6.39)

D̄Ȧ(x, θ, θ̄) = D̄
(2)

Ȧ
(z, θ′, θ̄′) = −∂̄′

Ȧ
− 2iθ′Aσµ

AȦ
∂′µ, (6.40)

de manera que la ecuación (6.17) implica que

Φ†(x, θ, θ̄) =Φ†(z + iθσθ̄, θ, θ̄)
5.116≡ Φ2(z, θ̄, θ) (6.41)

DAΦ
†(x, θ, θ̄) =D

(2)
A Φ2(z, θ̄, θ) = ∂AΦ2(z, θ̄, θ) = 0. (6.42)

Por tanto, Φ2(z, θ̄) no depende explı́citamente de θ y se debe poder escribir en serie de potencias
de θ̄,

Φ2(z, θ̄) ≡ Φ†(z, θ̄) = A∗(z) +
√
2θ̄ψ̄(z) + (θ̄θ̄)F ∗(z). (6.43)

Aquı́, Φ† denota el adjunto hermı́tico de Φ. Dado que las variables de Grassmann θ y θ̄ transfor-
man como espinores de Weyl bajo el grupo de Lorentz, es necesario definir su adjunto hermı́tico
de forma análoga a los campos espinoriales, tal como se describe al final de la sección A.4.4.
Esto garantiza que el supercampo conjugado preserve su carácter escalar bajo las transforma-
ciones de Lorentz.
Por otra parte, de manera análoga al caso del supercampo quiral izquierdo Φ1, la ecuación (6.43)
puede expandirse alrededor de x una cantidad −iθσµθ̄ como

Φ2(z, θ̄) = A∗(x) +
√
2θ̄ψ̄(x) + (θ̄θ̄)F ∗(x)− i(θσµθ̄)∂µA∗(x) +

i√
2
(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄(x)

− 1

4
(θθ)(θ̄θ̄)□A∗(x),

= Φ†(x, θ, θ̄). (6.44)

Debe ser claro que el producto de supercampos quirales derechos es otro supercampo quiral
derecho. Además, las expresiones explı́citas de los productos Φ†

iΦ
†
j y Φ†

iΦ
†
jΦ

†
k se obtienen to-

mando el adjunto hermı́tico de las ecuaciones (6.35) y (6.36):

Φ†
iΦ

†
j =A

∗
iA

∗
j +
√
2θ̄(A∗

i ψ̄j + A∗
j ψ̄i) + θ̄θ̄(A∗

iF
∗
j + A∗

jF
∗
i − ψ̄iψ̄j) (6.45)

Φ†
iΦ

†
jΦ

†
k =A

∗
iA

∗
jA

∗
k +
√
2θ̄
[
A∗
iA

∗
j ψ̄k + A∗

i ψ̄jA
∗
k + ψ̄iA

∗
jA

∗
k

]
+ (θ̄θ̄)

[
A∗
iA

∗
jF

∗
k + A∗

iF
∗
j A

∗
k + F ∗

i A
∗
j(y)A

∗
k

− ψ̄iψ̄kA∗
j − ψ̄iψ̄jA∗

k − A∗
i ψ̄jψ̄k

]
. (6.46)
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6.3. Supercampo Vectorial

Un supercampo vectorial es un supercampo escalar real (bajo Lorentz). Esta condición de reali-
dad significa que el supercampo vectorial es igual a su conjugado hermı́tico. Es una genera-
lización de la realidad de los campos clásicos, y garantiza que las componentes fı́sicas del
supercampo (como el campo gauge Vµ) sean reales (Vµ ∈ R).

Definición 6.2 (Supercampo vectorial). El supercampo vectorial satisface la condición de reali-

dad: 5

V †(x, θ̄, θ̄) = V (x, θ̄, θ̄). (6.47)

■

Como cualquier otro supercampo, V (x, θ, θ̄) puede expresarse como una serie de potencias en
θ en θ̄:

V (x, θ, θ̄) =C(x) + θϕ(x) + θ̄χ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄N(x) + θσµθ̄Vµ

+ (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θψ(x) + (θθ)θ̄θ̄D(x).

Observe que la notación utilizada para los campos componentes es ligeramente diferente a
aquella que aparece en la ecuación (6.1); la componente de mayor grado en θ y θ̄ se llama el
D-Término. Con la ayuda de las ecuaciones (A.123) se puede tomar el adjunto hermı́tico de la
expresión anterior y escribir

V †(x, θ, θ̄) =C∗(x) + θ̄ϕ̄(x) + θχ(x) + θ̄θ̄M∗(x) + (θθ)N∗(x) + θσµθ̄V ∗
µ

+ (θ̄θ̄)θλ(x) + (θθ)θ̄ψ̄(x) + (θθ)θ̄θ̄D∗(x).

La condición de realidad (6.47) que define el supercampo vectorial implica entonces las si-
guientes relaciones:

C∗ = C, ϕ = χ, M = N∗, V ∗
µ = Vµ, ψ = λ, D∗ = D.

Esto significa que:C(x), Vµ(x) yD(x) son campos reales,M(x) es un campo escalar complejo,
ϕ y λ son espinores de Weyl. La expansión general del campo vectorial V es

V (x, θ, θ̄) = C(x) + θϕ(x) + θ̄ϕ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄M∗(x) + θσµθ̄Vµ

+ (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θλ(x) + (θθ)θ̄θ̄D(x). (6.48)

Sin embargo, existe una expresión más general de V que satisface (6.47) y se obtiene de (6.48)

5El supercampo vectorial recibe su nombre por el contenido del supermultiplete: incluye un campo vectorial
real Vµ, que lo distingue del supercampo quiral, el cual contiene únicamente campos de materia (escalares y
espinores).
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haciendo el cambio [3]:

λ(x) −→ λ(x) +
i

2
σµ∂µϕ̄(x),

D(x) −→ D(x)− 1

4
□C(x).

Es decir, que la expresión más general para el supercampo V (x, θ, θ̄) es:

V (x, θ, θ̄) = C(x) + θϕ(x) + θ̄ϕ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄M∗(x) + θσµθ̄Vµ

+ (θθ)θ̄[λ̄(x) +
i

2
σ̄µ∂µϕ(x)] + (θ̄θ̄)θ[λ(x) +

i

2
σµ∂µϕ̄(x)]

+ (θθ)θ̄θ̄[D(x)− 1

4
□C(x)]. (6.49)

Un par de ejemplos de supercampos vectoriales son los que se construyen con el producto y la
suma de un supercampo quiral izquierdo y su adjunto hermı́tico, ya que

(Φi + Φ†
i )

† = (Φ†
i + Φi), (6.50)

(Φ†
iΦi)

† = Φ†
iΦi, (6.51)

donde

Φi(y, θ) = Ai(y) +
√
2θψi(y) + (θθ)Fi(y),

Φ†
i (z, θ̄) = A∗

i (z) +
√
2θ̄ψ̄i(z) + (θ̄θ̄)F ∗

i (z),

son supercampos i-ésimos. Se pueden utilizar las expresiones (6.30) y (6.44) para escribir la
expansión alrededor de x de Φi y Φ†

i :

Φi(x, θ, θ̄) =Ai(x) +
√
2θψi(x) + (θθ)Fi(x) + i(θσµθ̄)∂µAi(x) (6.52)

+
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψi(x)−

1

4
(θθ)θ̄θ̄□Ai(x),

Φ†
i (x, θ, θ̄) =A

∗
i (x) +

√
2θ̄ψ̄i(x) + (θ̄θ̄)F ∗

i (x)− i(θσµθ̄)∂µA∗
i (x) (6.53)

+
i√
2
(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄i(x)−

1

4
(θθ)(θ̄θ̄)□A∗

i (x).
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Con esto se puede calcular explı́citamente las ecuaciones (6.50) y (6.51) [4]:

Φi + Φ†
j =Ai +

√
2θψi + (θθ)Fi + iθσµθ̄∂µAi +

i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψi −

1

4
(θθ)θ̄θ̄□Ai

+ A∗
j − i(θσµθ̄)∂µA∗

j −
1

4
(θθ)(θ̄θ̄)□A∗

j +
√
2θ̄ψ̄j + (θ̄θ̄)F ∗

j

+
i√
2
(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄j

=Ai + A∗
j +
√
2θψi +

√
2θ̄ψ̄j + (θθ)Fi + (θ̄θ̄)F ∗

j + iθσµθ̄∂µ(Ai − A∗
j)

+
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψi +

i√
2
(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄j −

1

4
(θθ)θ̄θ̄□[Ai + A∗

j ]. (6.54)

Φ†
iΦj =

[
A∗
i − i(θσµθ̄)∂µA∗

i −
1

4
(θθ)(θ̄θ̄)□A∗

i +
√
2θ̄ψ̄i + (θ̄θ̄)F ∗

i +

+
i√
2
(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄i

]
×

[
Aj +

√
2θψj + (θθ)Fj + iθσµθ̄∂µAj

+
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψj −

1

4
(θθ)θ̄θ̄□Aj

]
=A∗

iAj +
√
2A∗

i θψj + (θθ)A∗
iFj + iθσµθ̄A∗

i∂µAj +
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µA∗

i∂µψj

− 1

4
(θθ)θ̄θ̄A∗

i□Aj − i(θσµθ̄)Aj∂µA∗
i −
√
2i(θσµθ̄)(∂µA

∗
i )(θψj)

+ (θσµθ̄)∂µA
∗
i (θσ

ν θ̄∂νAj)−
1

4
(θθ)(θ̄θ̄)(□A∗

i )Aj +
√
2θ̄ψ̄iAj + 2θ̄ψ̄iθψj

+
√
2θ̄ψ̄i(θθ)Fj + i

√
2θ̄ψ̄i(θσ

µθ̄)∂µAj + iθ̄ψ̄i(θθ)θ̄σ̄
µ∂µψj + (θ̄θ̄)F ∗

i Aj

+
√
2(θ̄θ̄)F ∗

i θψj + (θ̄θ̄)F ∗
i (θθ)Fj +

i√
2
(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄iAj + i(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄iθψj

=A∗
iAj +

√
2θψjA

∗
i +
√
2θ̄ψ̄iAj + (θθ)A∗

iFj + (θ̄θ̄)F ∗
i Aj + 2θ̄ψ̄iθψj

+ iθσµθ̄(A∗
i∂µAj − Aj∂µA∗

i )

−
√
2(θθ)θ̄Ȧ

[
i

2
σ̄µȦB(ψjB∂µA

∗
i − A∗

i∂µψjB)− ψ̄Ȧi Fj
]

+
√
2(θ̄θ̄)θA

[
i

2
σµ
AȦ

(Aj∂µψ̄
Ȧ
i − ψ̄Ȧi ∂µAj) + ψjAF

∗
i

]
+ (θθ)θ̄θ̄{1

2
∂µA

∗
i∂

µAj −
1

4
(A∗

i□Aj +□A∗
iAj)−

i

2
ψ̄iσ̄

µ∂µψj

− i

2
ψjσ

µ∂µψ̄i + F ∗
i Fj}. (6.55)

El concepto de transformación de gauge en el contexto de la supersimetrı́a está asociado al
campo vectorial V (x, θ, θ̄). Aunque su justificación completa aparecerá en el lagrangiano su-
persimétrico de Yang–Mills en capı́tulos posteriores, se anticipa aquı́ su definición porque es
fundamental para la estructura del modelo.
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Definición 6.3 (Transformación de gauge SUSY). La generalización supersimétrica de trans-

formación de gauge es dada por: 6

V ′(x, θ, θ̄) ≡ V (x, θ, θ̄) + Φ + Φ†. (6.56)

■

Una transformación gauge supersimétrica induce las siguientes transformaciones en las compo-
nentes de un campo vectorial general V (x, θ, θ̄):

V ′ = V + Φ+ Φ†

6.54
= C(x) + θϕ(x) + θ̄ϕ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄M∗(x) + θσµθ̄Vµ

+ (θθ)θ̄[λ̄(x) +
i

2
σ̄µ∂µϕ(x)] + (θ̄θ̄)θ[λ(x) +

i

2
σµ∂µϕ̄(x)]

+ (θθ)θ̄θ̄[D(x)− 1

4
□C(x)] + A+ A∗ +

√
2θψ +

√
2θ̄ψ̄

+ (θθ)F + (θ̄θ̄)F ∗ + iθσµθ̄∂µ(A− A∗) +
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψ

+
i√
2
(θ̄θ̄)θσµ∂µψ̄(x)−

1

4
(θθ)θ̄θ̄□[A+ A∗]

= C + A+ A∗ + θ(ϕ+
√
2ψ) + θ̄(ϕ̄+

√
2ψ̄)

+ θθ(M + F ) + θ̄θ̄(M∗ + F ∗) + θσµθ̄[Vµ + i∂µ(A− A∗)]

+ θθθ̄[λ̄+
i

2
σ̄µ∂µ(ϕ+

√
2ψ)] + θ̄θ̄θ[λ+

i

2
σµ∂µ(ϕ̄+

√
2ψ̄)]

+ (θθ)(θ̄θ̄)[D − 1

4
□(C + A+ A∗)]

Si se definen los campos primados

C ′ = C + A+ A∗, ϕ′ = ϕ+
√
2ψ, M ′ =M + F, V ′

µ = Vµ + i∂µ(A− A∗),

entonces se ve que los campos λ y D son invariantes de gauge: 7

V ′ =C ′ + θϕ′ + θ̄ϕ̄′ + θθM ′ + θ̄θ̄M ′∗ + θσµθ̄V ′
µ + θθθ̄(λ̄+

i

2
σ̄µ∂µϕ

′)

+ θ̄θ̄θ(λ+
i

2
σµ∂µϕ̄

′) + θθθ̄θ̄(D − 1

4
□C ′),

mientras el campo Vµ transforma como V ′
µ = Vµ + i∂µ(A − A∗), lo que corresponde a una

transformación de gauge abeliana. Por tanto, el tensor de Lorentz Fµν = ∂µVν − ∂νVµ es in-

6En el capı́tulo siguiente esta transformación se generaliza como eV
′
= e−iΛeV eiΛ

7Esto es consecuencia del hecho de que el supermultiplete (A,ψ, F ) no contribuye directamente a las com-
ponentes λ y D en la expansión del supercampo vectorial. Las transformaciones gauge supersimétricas afectan
principalmente a los campos C, ϕ, Vµ y sus derivadas, mientras que λ y D permanecen inalterados, reflejando que
son grados de libertad no eliminables mediante una transformación de gauge.
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variante bajo la transformación de gauge (6.56). Ahora bien, es posible escoger un gauge Φ tal
que C ′ =M ′ = 0 y ϕ′ = 0, el llamado gauge de Wess-Zumino [4, 14, 15, 18]:

√
2ψ = −ϕ,

F = −M,

2ReA = A+ A∗ = −C. (6.57)

Con esta elección, el supercampo vectorial se reduce a sus componentes esenciales: el campo
gauge Vµ, el gaugino λ y el campo auxiliar D. Esta simplificación es fundamental para poder
construir de manera explı́cita el lagrangiano supersimétrico de Yang–Mills. El campo transfor-
mado en este gauge VWZ(x, θ, θ̄) se expresa entonces como:

VWZ(x, θ, θ̄) = θσµθ̄[Vµ(x) + i∂µ(A(x)−A∗(x))] + θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θλ(x) + θθθ̄θ̄D(x). (6.58)

Aquı́ se dice que Vµ es el campo de gauge y λ es su compañero supersimétrico. El gauge de
Wess-Zumino solo impone una restricción sobre la parte real de A, de manera que la parte
imaginaria aún provoca un corrimiento en Vµ correspondiente a una simetrı́a de gauge conven-
cional. D es un campo auxiliar sin dinámica y puede removerse con ayuda de las ecuaciones de
movimiento, como se verá más adelante.

6.4. Intensidad de Campo Supersimétrica

la intensidad de campo supersimétrica, también conocida como tensor de curvatura super-

simétrico, se describe mediante supercampos espinoriales WA y W̄Ȧ: 8

WA ≡ −1
4
(D̄D̄)DAV (x, θ, θ̄),

W̄Ȧ ≡ −1
4
(DD)D̄ȦV (x, θ, θ̄).

(6.59)

Estos supercampos tienen la propiedad de que sus componentes más bajas en la expansión en
variables de Grassmann son espinores de Weyl, y por tanto transforman como espinores bajo el
grupo de Lorentz. Por otra parte,WA es un supercampo quiral izquierdo y W̄Ȧ es un supercampo
quiral derecho y ambos son invariantes bajo la transformacion gauge supersimétrica [3]:

V ′ = V + Φ+ Φ†.

8Más adelante se generalizará como siendo WA = − 1
4D̄ȦD̄

Ȧe−VDAe
V
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Lo primero se ve a partir de la ecuación (5.157), pues según esto

D̄ȦWA = −1

4
D̄ȦD̄D̄DAV = 0, (6.60)

DAW̄Ȧ = −1

4
DA(DD)D̄ȦV = 0. (6.61)

Lo segundo se muestra utilizando el hecho de que las derivadas covariantes son operadores
lineales y que el anticonmutador {D̄,D} se cierra en Pµ:

W ′
A =− 1

4
(D̄D̄)DAV

′ = −1

4
(D̄D̄)DAV −

1

4
(D̄D̄)DAΦ−

1

4
(D̄D̄)DAΦ

†

=WA −
1

4
(D̄D̄)DAΦ.−

1

4
D̄ȦDAD̄

ȦΦ︸ ︷︷ ︸
=0

= WA −
1

4
D̄Ȧ{D̄

Ȧ, DA}Φ

=WA,

donde en la última igualdad se usa que {D̄Ȧ, DA} conmuta con D̄Ȧ y Φ es un campo quiral
izquierdo. De manera similar se trabaja W̄Ȧ para concluir que

W ′
A = WA, W̄ ′

Ȧ
= W̄Ȧ. (6.62)

Otra propiedad de la intensidad de campo supersimétrica es la siguiente:

D̄ȦW̄
Ȧ = −1

4
D̄ȦD

2D̄ȦV
5.156
= −1

4
DAD̄2DAV

6.59
= DAWA. (6.63)

Ahora se examina la expansión en componentes de los campos WA y W̄Ȧ en el gauge de Wess-
Zumino; considere el supercampo vectorial VWZ :

VWZ(x, θ, θ̄) = (θσµθ̄)Vµ(x) + (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θλ(x) + (θθ)θ̄θ̄D(x). (6.64)

El supercampo WA = −1
4
D̄2DAVWZ(x, θ, θ̄) se evalúa más fácilmente si se hace el cambio de

variable y = x+ iθσθ̄ ya que según las ecuaciones (6.25) y (6.26),

DA(x, θ, θ̄) = ∂A + iσµ
AḂ
θ̄Ḃ∂µ −→ D

(1)
A (y, θ, θ̄) = ∂A + 2iσµ

AḂ
θ̄Ḃ∂′µ,

D̄Ȧ(x, θ, θ̄) = −∂̄Ȧ − iθ
Bσµ

BȦ
∂µ −→ D̄

(1)

Ȧ
(y, θ, θ̄) = −∂̄Ȧ,
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donde ∂′µ = ∂
∂yµ

. El campo VWZ transforma como:

VWZ(y
µ − iθσµθ̄, θ, θ̄) =(θσµθ̄)Vµ(y

µ − iθσµθ̄) + (θθ)θ̄λ̄(yµ − iθσµθ̄)

+ (θ̄θ̄)θλ(yµ − iθσµθ̄) + (θθ)θ̄θ̄D(yµ − iθσµθ̄)

=(θσµθ̄)Vµ(y)− i(θσµθ̄)θσν θ̄∂νVµ(y) + (θθ)θ̄λ̄(y)

+ (θ̄θ̄)θλ(y) + (θθ)θ̄θ̄D(y)

=(θσµθ̄)Vµ(y) + (θθ)θ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)θλ(y)

+ (θθ)θ̄θ̄[D(y)− i

2
∂µVµ(y)].

Entonces se define

V
(1)
WZ(y, θ, θ̄) ≡V (y − iθσθ̄, θ, θ̄)

=(θσµθ̄)Vµ(y) + (θθ)θ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)θλ(y) + (θθ)θ̄θ̄[D(y)− i

2
∂µVµ(y)]. (6.65)

De forma idéntica se puede hacer el cambio de variable z = x− iθσθ̄ y definir

V
(2)
WZ(z, θ, θ̄) ≡V (z + iθσθ̄, θ, θ̄)

=(θσµθ̄)Vµ(z) + (θθ)θ̄λ̄(z) + (θ̄θ̄)θλ(z) + (θθ)θ̄θ̄[D(z) +
i

2
∂µVµ(z)]. (6.66)

En resumen se tiene:

VWZ(x, θ, θ̄) = V
(1)
WZ(y, θ, θ̄) = V

(2)
WZ(z, θ, θ̄). (6.67)

Ahora se puede calcular

DAVWZ =D
(1)
A V

(1)
WZ

={∂A + 2iσµ
AḂ
θ̄Ḃ∂′µ} × {(θσν θ̄)Vν(y) + (θθ)θ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)θλ(y)

+ (θθ)θ̄θ̄[D(y)− i

2
∂νVν(y)]}

= ∂A(θσ
µθ̄)Vµ(y) + ∂A(θθ)θ̄λ̄(y) + ∂A(θ̄θ̄)θλ(y)

+ ∂A(θθ)θ̄θ̄[D(y)− i

2
∂µVµ(y)] + 2iσν

AḂ
θ̄Ḃ∂ν(θσ

µθ̄)Vµ(y)

+ 2iσν
AḂ
θ̄Ḃ∂ν(θθ)θ̄λ̄(y) + 2iσν

AḂ
θ̄Ḃ∂ν(θ̄θ̄)θλ(y)

+ 2iσν
AḂ
θ̄Ḃ∂ν(θθ)θ̄θ̄[D(y)− i

2
∂µVµ(y)]

=σµ
AḂ
θ̄ḂVµ(y) + 2θAθ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)λA(y) + 2θAθ̄θ̄[D(y)− i

2
∂µVµ(y)]

+ 2iσν
AḂ
θ̄Ḃ(θσµθ̄)∂νVµ(y) + 2iσν

AḂ
θ̄Ḃ(θθ)θ̄∂νλ̄(y)
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Los últimos dos términos de la expresión anterior se pueden reescribir utilizando los resultados
de la sección A.4.4 como:

2iσν
AḂ
θ̄Ḃ(θσµθ̄)∂νVµ(y) = 2iσν

AḂ
θ̄ḂθBσµ

BȦ
θ̄Ȧ∂νVµ(y) = −i(θ̄θ̄)σνAḂθ

BϵḂȦσµ
BȦ
∂νVµ(y)

= i(θ̄θ̄)σν
AḂ
ϵCBϵḂȦσµ

BȦ
∂νVµ(y)θC

A.106
= i(θ̄θ̄)σν

AḂ
σ̄µḂC∂νVµ(y)θC = i(θ̄θ̄)(σµσ̄ν) BA ∂µVνθB,

2iσν
AḂ
θ̄Ḃ(θθ)θ̄∂νλ̄(y) =2iσν

AḂ
θ̄Ḃ θ̄Ȧ(θθ)∂νλ̄

Ȧ(y) = 2iσν
AḂ
ϵḂĊ θ̄Ċ θ̄Ȧ(θθ)∂νλ̄

Ȧ(y)

=− i(θ̄θ̄)(θθ)σν
AȦ
∂νλ̄

Ȧ(y) = −i(θθ)θ̄θ̄(σµ∂µλ̄)A,

entonces

D
(1)
A V

(1)
WZ =σµ

AḂ
θ̄ḂVµ(y) + 2θAθ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)λA(y)− i(θθ)θ̄θ̄σµAȦ∂µλ̄

Ȧ(y)

+ 2θ̄θ̄[D(y)− i

2
∂µVµ(y)]δ

B
A θB + i(θ̄θ̄)(σµσ̄ν) B

A ∂µVν(y)θB

=σµ
AḂ
θ̄ḂVµ(y) + 2θAθ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)λA(y)− i(θθ)θ̄θ̄σµAȦ∂µλ̄

Ȧ(y)

+ 2θ̄θ̄[δ BA D(y)− i

2
δ BA η

µν∂µVν(y) +
i

2
(σµσ̄ν) B

A ∂µVν(y)]θB

A.106
= σµ

AḂ
θ̄ḂVµ(y) + 2θAθ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)λA(y)− i(θθ)θ̄θ̄σµAȦ∂µλ̄

Ȧ(y)

+ 2θ̄θ̄[δ BA D(y) + (σµν) BA ∂µVν(y)]θB

=σµ
AḂ
θ̄ḂVµ(y) + 2θAθ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)λA(y)− i(θθ)θ̄θ̄σµAȦ∂µλ̄

Ȧ(y)

+ θ̄θ̄{2δ BA D(y) + (σµν) BA [∂µVν(y)− ∂νVµ(y)]}θB,

donde se hizo uso de la antisimetrı́a de σµν para escribir

2(σµν) BA ∂µVν(y) = (σµν) BA [∂µVν(y)− ∂νVµ(y)].

Por tanto, definiendo Fµν = ∂µVν − ∂νVµ resulta finalmente que

D
(1)
A V

(1)
WZ =σµ

AḂ
θ̄ḂVµ(y) + 2θAθ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)λA(y)− i(θθ)θ̄θ̄σν∂µλ̄(y)

+ θ̄θ̄{2δ BA D(y) + (σµν) BA Fµν(y)}θB (6.68)
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Ahora solo queda calcular WA como:

WA =− 1

4
∂̄Ȧ∂̄

ȦD
(1)
A V

(1)
WZ(y, θ, θ̄)

=
1

4
ϵȦĊ ∂̄

Ċ ∂̄Ȧ{σµ
AḂ
θ̄ḂVµ(y) + 2θAθ̄λ̄(y) + (θ̄θ̄)λA(y)− i(θθ)θ̄θ̄σν∂µλ̄(y)

+ θ̄θ̄[2δ BA D(y) + (σµν) BA Fµν(y)]θB}

=
1

4
ϵȦĊ{+∂̄

Ċ ∂̄Ȧ(θ̄θ̄)λA(y)− i(θθ)∂̄Ċ ∂̄Ȧθ̄θ̄σν∂µλ̄(y)

+ ∂̄Ċ ∂̄Ȧθ̄θ̄[2δ BA D(y) + (σµν) BA Fµν(y)]θB}

=λA(y) + 2D(y)θA + (σµν) BA θBFµν(y)− i(θθ)(σµ∂µλ̄(y))A.

Este es el resultado que se estaba buscando. Similarmente se puede utilizar V (2)
WZ(z, θ, θ̄) para

calcular W̄Ȧ, pero otra forma plausible es tomar el adjunto hermı́tico de WA, es decir, que
W †
Ȧ
= W̄Ȧ. Los resultados se anotan a continuación [3].

WA = λA(y) + 2D(y)θA + (σµνθ)AFµν(y)− i(θθ)σµAḂ∂µλ̄
Ḃ(y), (6.69)

W̄Ȧ = λ̄Ȧ(z) + 2ϵȦĊD(z)θ̄Ċ − ϵȦḂ(σ̄
µν)Ḃ

Ċ
Fµν(z)θ̄

Ċ + i(θ̄θ̄)(∂µλ(z)σ
µ)Ȧ. (6.70)
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Capı́tulo 7

Lagrangianos Supersimétricos

La ecuación (6.15) muestra que, bajo supertraslaciones, la componente de mayor orden en la
expansión de un supercampo Φ transforma como una derivada total. Además, la integral en d4θ
del supercampo extrae dicha componente, como lo muestras la ecuación (5.96). Estos hechos
se utilizan en la construcción de densidades lagrangianas supersimétricas ya que la acción A es
invariante bajo transformaciones supersimétricas si se define como:

A =

∫
d4x

∫
d4θL. (7.1)

7.1. Construcción del Lagrangiano a Partir de Supercampos
Quirales

El lagrangiano supersimétrico renormalizable más general que involucra solamente N superca-
mos quirales Φi está dado por [2, 3, 4, 18]:

L =

∫
d4θ{Φ†

iΦi +

(
giΦi +

1

2
mijΦiΦj +

1

3
λijkΦiΦjΦk

)
δ2(θ̄)

+

(
g∗iΦ

†
i +

1

2
m∗
ijΦ

†
iΦ

†
j +

1

3
λ∗ijkΦ

†
iΦ

†
jΦ

†
k

)
δ2(θ)}, (7.2)

donde δ2(θ) = θθ y δ2(θ̄) = θ̄θ̄. Se sobreentiende la suma sobre los ı́ndices repetidos i, j, k.
Los parámetros complejos λijk son simétricos bajo la permutación de cualquiera de sus ı́ndices.
La condición de renormalizabilidad prohı́be términos con potencias de Φ superiores a tres [3].
El primer término del lagrangiano,

Lkin =

∫
d4θΦ†

i (x, θ, θ̄)Φi(x, θ, θ̄),
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es un término cinético de los campos de materia Ai, ψi, Fi de los supermultipletes Φi. Los
términos restantes constituyen un lagrangiano de superpotencial,

Lspot =

∫
d4θ{W [Φ]δ2(θ̄) + W̄ [Φ†]δ2(θ)},

donde se ha definido el superpotencial W [Φ] y, su adjunto hermı́tico W̄ [Φ†], como:

W [Φ1,Φ1, · · · ,ΦN ] =giΦi +
1

2
mijΦiΦj +

1

3
λijkΦiΦjΦk, (7.3)

W̄ †[Φ†
1,Φ

†
1, · · · ,Φ

†
N ] =g

∗
iΦ

†
i +

1

2
m∗
ijΦ

†
iΦ

†
j +

1

3
λ∗ijkΦ

†
iΦ

†
jΦ

†
k, (7.4)

respectivamente. Es decir, que se acostumbra a escribir L como

L = Lkin + Lspot.

La acción supersimétrica se puede escribir entonces como:

A =

∫
d4x

(∫
d4θΦ†

iΦi +

∫
d4θW [Φ]δ2(θ̄) +

∫
d4θW̄ [Φ†]δ2(θ)

)
. (7.5)

Los términos de la ecuación (7.5) se expanden utilizando las ecuaciones (5.95) y (5.96). Para el
término cinético, se tiene:∫

d4θΦ†
iΦi

6.55
=

∫
d4θ{A∗

iAi +
√
2θψiA

∗
i +
√
2θ̄ψ̄iAi + (θθ)A∗

iFi + (θ̄θ̄)F ∗
i Ai

+ 2θ̄ψ̄iθψi + iθσµθ̄(A∗
i∂µAi − Ai∂µA∗

i )

−
√
2(θθ)θ̄Ȧ

[
i

2
σ̄µȦB(ψiB∂µA

∗
i − A∗

i∂µψiB)− ψ̄Ȧi Fi
]

+
√
2(θ̄θ̄)θA

[
i

2
σµ
AȦ

(Ai∂µψ̄
Ȧ
i − ψ̄Ȧi ∂µAi) + ψiAF

∗
i

]
+ (θθ)θ̄θ̄{1

2
∂µA

∗
i∂

µAi −
1

4
(A∗

i□Ai +□A∗
iAi)

− i

2
ψ̄iσ̄

µ∂µψi −
i

2
ψiσ

µ∂µψ̄i + F ∗
i Fi}},

de modo que∫
d4θΦ†

iΦi
5.96
=

1

2
∂µA

∗
i∂

µAi −
1

4
(A∗

i□Ai +□A∗
iAi)−

i

2
ψ̄iσ̄

µ∂µψi −
i

2
ψiσ

µ∂µψ̄i

+ F ∗
i Fi. (7.6)
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La última expresión se puede reescribir utilizando las siguientes relaciones:

1

2
∂µA

∗
i∂

µAi =
1

2
∂µ(A

∗
i∂

µAi)−
1

2
A∗
i□Ai,

A∗
i□Ai + Ai□A

∗
i =∂

µ(A∗
i∂µAi + Ai∂µA

∗
i )− 2∂µA∗

i∂µAi

de manera que

1

2
∂µA

∗
i∂

µAi −
1

4
(A∗

i□Ai + Ai□Ai) =∂
µA∗

i∂µAi + derivadas totales, (7.7)

i

2
∂µψiσ

µψ̄i −
i

2
ψiσ

µ∂µψ̄i =−
i

2
ψ̄iσ̄

µ∂µψi +
i

2
∂µψ̄iσ̄ψi

= − i

2
∂µ(ψ̄iσ̄

µψi) + i(∂µψ̄i)σ̄
µψi

= i∂µψ̄iσ̄
µψi + derivadas totales, (7.8)

entonces al sustituir las ecuaciones (7.7) y (7.8) en la ecuación (7.6), se obtiene el término
cinético: 1 ∫

d4θΦ†
iΦi = i∂µψ̄iσ̄

µψi + ∂µA∗
i∂µAi + F ∗

i Fi + derivadas totales. (7.9)

Hasta este punto, los cálculos han sido directos: el supercampo quiral derecho Φ†
i (z) se multi-

plica por el supercampo quiral izquierdo Φi(y), formando un supercampo vectorial Φ†
i (z)Φi(y).

Sin embargo, estos dos supercampos están escritos en términos de diferentes combinaciones
lineales de la misma variable del superespacio x, ya que y ̸= z. Por esta razón, al calcular su
producto es necesario reescribirlos en función de la misma variable x, y expandir alrededor de
ella. Esta expansión es la que permite obtener los términos con las potencias adecuadas de θ y
θ̄ que contribuyen a la integral sobre d4θ.
Por otra parte, la evaluación del término

∫
d2θW [Φ(y)] resulta considerablemente más simple.

De acuerdo con la ecuación (5.95), la integral en d2θ selecciona directamente la componente
θθ del supercampo quiral W [Φ], y esta resulta invariante bajo traslaciones del argumento yµ =

xµ + iθσµθ̄. Para ver esto se puede calcular:

Φi(y)Φj(y) =(Ai +
√
2θψi + θθFi)(Aj +

√
2θψj + θθFj)

=AiAj +
√
2θAiψj + θθAiFj +

√
2θψiAj + 2θψiθψj + θθFiAj

=AiAj +
√
2θ(Aiψj + Ajψi) + θθ(AiFj + AjFi − ψiψj), (7.10)

de modo que al comparar esta ecuación (7.10) con la ecuación (6.35) se ve que la componente

1Se llama “término cinético” porque contiene derivadas de los campos, y por tanto es responsable del movi-
miento dinámico de los mismos en el espacio-tiempo.



Lagrangianos Supersimétricos 78

θθ no cambia; más concretamente se ve que∫
d2θΦi(y)Φj(y) =

∫
d4θΦi(x)Φj(x)δ

2(θ̄), (7.11)

y, por lo tanto:∫
d4θΦi(x)Φj(x)δ

2(θ̄)
7.10
= Ai(x)Fj(x) + Aj(x)Fi(x)− ψi(x)ψj(x). (7.12)

Se puede utilizar el mismo argumento para calcular fácilmente los demás términos debidos al
superpotencial. Por ejemplo, la θθ-componente del producto ΦiΦjΦk se obtiene de la ecuación
(6.36) como:∫

d2θΦiΦjΦk = Ai(x)Aj(x)Fk(x) + Ai(x)Fj(x)Ak(x) + Fi(x)Aj(x)Ak(x)

− ψi(x)ψk(x)Aj(x)− ψi(x)ψj(x)Ak(x)− Ai(x)ψj(x)ψk(x). (7.13)

Finalmente, lo más fácil es determinar que:∫
d2θΦi =

∫
d2θ(Ai +

√
2θψi + θθFi) = Fi(x), (7.14)

de manera que ∫
d2θW [Φ] =giFi(x) +mij{Ai(x)Fj(x)−

1

2
ψi(x)ψj(x)}

+ λijk{Ai(x)Aj(x)Fk(x)− Ai(x)ψj(x)ψk(x)}, (7.15)

donde se ha utilizado la simetrı́a de los ı́ndices de los acoplos mij y λijk. De manera totalmente
análoga se puede calcular, utilizando las ecuaciones (6.45) y (6.46):∫

d2θW̄ [Φ†] =g∗i F
∗
i (x) +m∗

ij{A∗
i (x)F

∗
j (x)−

1

2
ψ̄i(x)ψ̄j(x)}

+ λ∗ijk{A∗
i (x)A

∗
j(x)F

∗
k (x)− A∗

i (x)ψ̄j(x)ψ̄k(x)}, (7.16)

por tanto, el lagrangiano más general debido al superpotencial, tiene la forma:

Lspot = giFi(x) +mij{Ai(x)Fj(x)−
1

2
ψi(x)ψj(x)}

+ λijk{Ai(x)Aj(x)Fk(x)− Ai(x)ψj(x)ψk(x)}

+ g∗i F
∗
i (x) +m∗

ij{A∗
i (x)F

∗
j (x)−

1

2
ψ̄i(x)ψ̄j(x)}

+ λ∗ijk{A∗
i (x)A

∗
j(x)F

∗
k (x)− A∗

i (x)ψ̄j(x)ψ̄k(x)},
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lo cual se reescribe por conveniencia (utilizando la simetrı́a de mij y λijk) como:

Lspot = [gi +mijAj(x) + λijkAk(x)Aj(x)]Fi(x)

− 1

2
mijψi(x)ψj(x)−m∗

ij

1

2
ψ̄i(x)ψ̄j(x)

+ [g∗i +m∗
ijA

∗
j(x) + λ∗ijkA

∗
k(x)A

∗
j(x)]F

∗
i (x)

− λijkAi(x)ψj(x)ψk(x)− λ∗ijkA∗
i (x)ψ̄j(x)ψ̄k(x). (7.17)

Por tanto, el lagrangiano supersimétrico de la acción (7.5) queda como:∫
d4θL = i∂µψ̄iσ̄

µψi + ∂µA∗
i∂µAi + F ∗

i Fi + derivadas totales

[gi +mijAj(x) + λijkAk(x)Aj(x)]Fi(x)

− 1

2
mijψi(x)ψj(x)−m∗

ij

1

2
ψ̄i(x)ψ̄j(x)

+ [g∗i +m∗
ijA

∗
j(x) + λ∗ijkA

∗
k(x)A

∗
j(x)]F

∗
i (x)

− λijkAi(x)ψj(x)ψk(x)− λ∗ijkA∗
i (x)ψ̄j(x)ψ̄k(x). (7.18)

Observe que no existen términos cinéticos para los campos escalares Fi (es decir, términos con
derivadas espacio-temporales de Fi), por lo cual no tienen dinámica y pueden quitarse con la
ayuda de las ecuaciones de movimiento. Se dice entonces que los Fi son campos auxiliares y
debido a su presencia en la ecuación (7.18), esta es la forma “off-shell” del lagrangiano. Para
obtener la forma “on-shell” se utilizan las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.2) para Fl y F ∗

l :

∂L
∂Fl
− ∂µ

∂L
∂(∂µFl)

=
∂L
∂Fl

= F ∗
l + gl +milAi + λijlAiAj = 0,

∂L
∂F ∗

l

− ∂µ
∂L

∂(∂µF ∗
l )

=
∂L
∂F ∗

l

= Fl + g∗l +m∗
ilA

∗
i + λ∗ijlA

∗
iA

∗
j = 0.

Entonces el lagrangiano de la ecuación (7.18) puede reescribirse como: 2

∫
d4θL = i∂µψ̄iσ̄

µψi + ∂µA∗
i∂µAi −

1

2
mijψi(x)ψj(x)−

1

2
m∗
ijψ̄i(x)ψ̄j(x)

− λijkAi(x)ψj(x)ψk(x)− λ∗ijkA∗
i (x)ψ̄j(x)ψ̄k(x)− F ∗

i Fi (7.19)

+ derivadas totales,

donde V (Ai, A
∗
j) ≡ F ∗

l Fl es el potencial de esta teorı́a de campos supersimétrica y se calcula

2Este lagrangiano describe un modelo supersimétrico de campos de materia. Es posible considerar simetrı́as
globales adicionales que imponen restricciones sobre los acoplamientos y las cargas de los campos.
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como

V (Ai, A
∗
j) = (gl +milAi + λijlAiAj)(g

∗
l +m∗

klA
∗
k + λ∗mnlA

∗
mA

∗
n)

= glg
∗
l + glm

∗
klA

∗
k + glλ

∗
mnlA

∗
mA

∗
n + g∗lmilAi +m∗

klmilAiA
∗
k

+ λ∗mnlmilAiA
∗
mA

∗
n + g∗l λijlAiAj +m∗

klλijlAiAjA
∗
k

+ λ∗mnlλijlAiAjA
∗
mA

∗
n. (7.20)

Se observa ası́ que las interacciones cuárticas del potencial V no son independientes, sino que
están fijadas por los mismos coeficientes que determinan los acoplamientos de Yukawa. Esto
refleja una propiedad fundamental de la supersimetrı́a: la relación directa entre las interacciones
fermiónicas y escalares.

7.2. Construcción del Lagrangiano a Partir de Supercampos
Vectoriales

En la sección anterior se construyó el lagrangiano supersimétrico para supercampos quirales,
obteniendo los términos cinéticos y de interacción correspondientes a campos escalares, espi-
noriales y auxiliares. En esta sección, se aborda la construcción del lagrangiano supersimétrico
que describe campos de gauge abelianos, los cuales se incorporan mediante supercampos vec-
toriales reales V (x, θ, θ̄).
Como se mostró previamente, el supercampo WA = −1

4
D̄2DAV es un supercampo quiral iz-

quierdo que resulta invariante bajo la transformación de gauge supersimétrica (6.56). Su con-
jugado hermı́tico W̄Ȧ es también quiral (derecho), y ambos contienen la dinámica del campo
de gauge y de su compañero fermiónico (el gaugino). Los objetos WAWA y W̄ȦW̄

Ȧ son su-
percampos quirales (izquierdo y derecho, respectivamente), y además son escalares de Lorentz.
Por tanto, puede utilizarse su D-término, extraı́do vı́a integración de Grassmann, para construir
una acción supersimétrica:

A =

∫
d4x

∫
d4θ
(
WAWA δ

2(θ̄) + W̄ȦW̄
Ȧ δ2(θ)

)
. (7.21)

Esta acción, construida a partir del supercampo vectorial V (x, θ, θ̄), es invariante tanto bajo
traslaciones supersimétricas como bajo la transformación de gauge supersimétrica definida en
(6.56). Para obtener una expresión explı́cita en componentes, se procede a calcular WAWA y
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W̄ȦW̄
Ȧ utilizando las ecuaciones (6.69) y (6.70). Entonces:

WAWA = (λA + 2DθA + (σµνθ)AFµν − i(θθ)ϵABσµBḂ∂µλ̄
Ḃ)

× (λA + 2DθA + (σρσθ)AFρσ − i(θθ)σρAḂ∂ρλ̄
Ḃ)

= λAλA + 2DλAθA + λA(σρσθ)AFρσ − i(θθ)λAσρAḂ∂ρλ̄
Ḃ

+ 2DθAλA + 4D2θAθA + 2DθA(σρσθ)AFρσ

+ (σµνθ)AλAFµν︸ ︷︷ ︸
=T1

+2D(σµνθ)AθAFµν︸ ︷︷ ︸
=T2

+(σµνθ)A(σρσθ)AFµνFρσ︸ ︷︷ ︸
=T3

−i(θθ)ϵABσµ
BḂ
∂µλ̄

ḂλA︸ ︷︷ ︸
=T4

,

donde se necesita calcular:

T1 =(σµνθ)AλAFµν = ϵAB(σµν) CB θCλAFµν = λσµνθFµν ,

T2 =2D(σµνθ)AθAFµν = 2DθσµνθFµν
A.108
= 0,

T4 =− i(θθ)ϵABσµBḂ∂µλ̄
ḂλA = −i(θθ)λσµ∂µλ̄,

y también

T3 =(σµνθ)A(σρσθ)AFµνFρσ = ϵAB(σµν) CB θC(σ
ρσ)DA θDFµνFρσ

= θθ
1

2
ϵAB(σµν) CB ϵCD(σ

ρσ)DA FµνFρσ = θθ
1

2
ϵAB(σµν) CB (σρσϵT )ACFµνFρσ

A.107
= − θθ1

2
ϵBAϵAD(σ

µν) CB (σρσ) DC FµνFρσ = −1

2
θθTr[σµνσρσ]FµνFρσ

A.109
= − 1

2
(θθ)[

1

2
(ηµρηνσ − ηµσηνρ) + i

2
ϵµνρσ]FµνFρσ

=(θθ)[
1

2
F µνFνµ −

i

4
ϵµνρσFµνFρσ]

=(θθ)[−1

2
F µνFµν −

i

2
FµνF

∗µν ],

donde se ha definido el campo de esfuerzo dual F ∗µν como

F ∗µν =
1

2
ϵµνρσFρσ. (7.22)

Sustituyendo los términos T1, T2, T3 y T4, al simplificar resulta:

WAWA = λ2 + 4Dλθ + 2λσρσθFρσ

+ (θθ)[4D2 − 2iλσµ∂µλ̄−
1

2
F µνFµν −

i

2
FµνF

∗µν ]. (7.23)
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De manera similar se muestra que

W̄ȦW̄
Ȧ = λ̄2 + 4Dλ̄θ̄ − 2λ̄σ̄µν θ̄Fµν

+ (θ̄θ̄)[4D2 + 2i(∂µλ)σ
µλ̄− 1

2
FµνF

µν +
i

2
F ∗
µνF

µν ]. (7.24)

Con las ecuaciones (7.23) y (7.24) se determina que el lagrangiano en la acción de la ecuación
(7.21) es [3]: ∫

d4θL = 8D2 − 4iλσµ∂µλ̄− F µνFµν + derivada total, (7.25)

donde se utilizó

(∂µλ)σ
µλ̄ = ∂µ(λσ

µλ̄)− λσµ∂µλ̄ = −λσµ∂µλ̄+ derivadas totales.

Este es, por tanto, el lagrangiano obtenido a partir del supercampo de intensidad WA; no re-
presenta el caso más general, pero contiene las caracterı́sticas esenciales del sector gauge su-
persimétrico. El campo auxiliar real D(x) puede eliminarse mediante sus ecuaciones de movi-
miento, y el campo de gauge sin masa Vµ viene acompañado por su supercompañero fermiónico
sin masa λ, conocido como gaugino o fotino en el caso abeliano. Este último es un espinor de

Majorana.

7.3. Teorı́a de Yang-Mills Supersimétrica con N = 1

En las secciones anteriores se construyeron lagrangianos supersimétricos para supercampos
quirales y para supercampos vectoriales abelianos, incluyendo sus términos cinéticos e interac-
ciones derivadas del superpotencial. El paso siguiente es extender este formalismo al caso de
simetrı́as gauge locales no abelianas, lo cual exige introducir supercampos vectoriales matricia-
les. Esta generalización permite definir transformaciones gauge supersimétricas apropiadas y
construir lagrangianos invariantes que describen, en el caso N = 1, la dinámica de los campos
gauge, sus gauginos asociados y los campos auxiliares requeridos para mantener la invariancia
supersimétrica fuera de la capa de masa (off-shell).
SeaG un grupo de Lie, con generadores hermı́ticos Ta que satisfacen el álgebra de conmutación:

[Ta, Tb] = i t c
ab Tc, (7.26)

donde t c
ab son las constantes de estructura caracterı́sticas del grupo. En la representación adjun-

ta, estos generadores se representan mediante matrices cuyos elementos están dados por:

(Ta)
c
b = i t c

ab. (7.27)
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El producto interno entre generadores suele definirse mediante la traza de su producto. En la
representación adjunta, es común normalizar los generadores de modo que [7]:

Tr
[
Ta Tb

]
= k δab, (7.28)

donde k es una constante de normalización que depende de la representación empleada.
Para construir términos del lagrangiano invariantes bajo transformaciones gauge locales, se
introduce un supercampo vectorial matricial V (x, θ, θ̄), definido como:

V (x, θ, θ̄) = V a(x, θ, θ̄)Ta, (7.29)

cuyas componentes V a son supercampos vectoriales (reales). La transformación gauge no abe-
liana de este supercampo está dada por [3, 4, 9, 18]:

eV
′
= e−iΛ

†
eV eiΛ, (7.30)

donde Λ(x, θ) es un supercampo quiral matricial, que puede expandirse como:

Λ b
a (x, θ, θ̄) = Λc(x, θ, θ̄) (Tc)

b
a , (7.31)

con Λa funciones dependientes de las coordenadas del superespacio y Ta los generadores del
grupo gauge. El carácter quiral de Λ implica:

D̄Ȧ Λ(x, θ, θ̄) = 0, DA Λ
†(x, θ, θ̄) = 0. (7.32)

Términos Cinéticos Campos de Materia

Los supercampos quirales Φa y sus conjugados Φ†
a, que transforman bajo una representación

del grupo gauge con ı́ndices internos a, b, se transforman localmente como:

Φ′
a =

(
e−iΛ(x,θ,θ̄)

) b
a
Φb, Φ†′a = Φ†b(eiΛ†(x,θ,θ̄)

) a
b
. (7.33)

De este modo se garantiza que Φ′
a permanezca quiral (es decir, que satisfaga D̄ȦΦ

′
a = 0) y que

Φ†′a sea antiquiral.
La acción cinética gauge-invariante para un supercampo quiral Φ acoplado a V se construye
entonces mediante el lagrangiano:∫

d4θLkin =

∫
d4θ Φ† eV Φ, (7.34)

el cual permanece invariante bajo la transformación (7.33), como puede verificarse directamen-
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te:

Φ†′ eV
′
Φ′ =

(
Φ† eiΛ

†)(
e−iΛ

†
eV eiΛ

)(
e−iΛΦ

)
= Φ† eV Φ.

De este modo se garantiza la invariancia gauge en la teorı́a supersimétrica no abeliana, exten-
diendo los resultados previamente obtenidos en el caso abeliano.
Puede emplearse el gauge de Wess–Zumino, es decir VWZ como en la ecuación (6.64), para
simplificar el cálculo de eV . En primer lugar, se obtiene:

V a
WZV

b
WZ =

[
(θσµθ̄)V a

µ (x) + (θθ)θ̄λ̄a(x) + (θ̄θ̄)θλa(x) + (θθ)θ̄θ̄Da(x)
]

×
[
(θσν θ̄)V b

ν (x) + (θθ)θ̄λ̄b(x) + (θ̄θ̄)θλb(x) + (θθ)θ̄θ̄Db(x)
]

=(θσµθ̄)(θσν θ̄)V a
µ V

b
ν =

1

2
(θθ)(θ̄θ̄)V aµ(x)V b

µ (x), (7.35)

V a
WZV

b
WZV

c
WZ =0. (7.36)

Entonces se tiene:

eV =1 + V +
1

2
V 2 = 1 + V aTa +

1

2
V aV bTaTb

=1 +
[
(θσµθ̄)V a

µ (x) + (θθ)θ̄λ̄a(x) + (θ̄θ̄)θλa(x) + (θθ)θ̄θ̄Da(x)
]
Ta

+
1

4
(θθ)(θ̄θ̄)V aµ(x)V b

µ (x)TaTb

=1 + (θσµθ̄)Vµ(x) + (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θλ(x) + (θθ)θ̄θ̄

[
D(x) +

1

4
V µ(x)Vµ(x)

]
. (7.37)

Para determinar explı́citamente el término cinético de los campos de materia se comienza cal-
culando:

Φ†eVΦ =Φ†aΦa +
{
Φ†b(θσµθ̄)ΦcV

a
µ (x) + Φ†b(θθ)θ̄Φcλ̄

a(x) + Φ†b(θ̄θ̄)θΦcλ
a(x)

}
(Ta)

c
b

+ Φ†b(θθ)θ̄θ̄Φc

[
Da(x) (Ta)

c
b +

1

4
V aµ(x) (Ta)

e
b V

d
µ (x) (Td)

c
e

]
,
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pero:

Φ†b(θσµθ̄)Φc =[A∗b(θσµθ̄)− i(θσν θ̄)∂νA∗b(θσµθ̄) +
√
2θ̄ψ̄b(θσµθ̄)]Φc

=A∗bAc(θσ
µθ̄)− i(θσν θ̄)∂νA∗b(θσµθ̄)Ac +

√
2θ̄ψ̄b(θσµθ̄)Ac

+ A∗b(θσµθ̄)
√
2θψc +

√
2θ̄ψ̄b(θσµθ̄)

√
2θψc + A∗b(θσµθ̄)iθσν θ̄∂νAc

=θσµθ̄A∗bAc −
i

2
(θθ)(θ̄θ̄)∂µA∗bAc −

1√
2
(θ̄θ̄)θσµψ̄bAc

+
1√
2
(θθ)θ̄σ̄ψcA

∗b +
1

2
(θθ)(θ̄θ̄)ψcσ

µψ̄b +
i

2
θθ(θ̄θ̄)A∗b∂µAc

=θσµθ̄A∗bAc −
1√
2
(θ̄θ̄)θσµψ̄bAc +

1√
2
(θθ)θ̄σ̄ψcA

∗b

+ θθ(θ̄θ̄)

[
i

2
(A∗b∂µAc − Ac∂µA∗b) +

1

2
ψcσ

µψ̄b
]
,

Φ†b(θθ)θ̄Φcλ̄
a =

[
A∗b(θθ)θ̄ +

√
2θ̄ψ̄b(θθ)θ̄

]
×

[
Ac +

√
2θψc + (θθ)Fc + iθσµθ̄∂µAc

+
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψc −

1

4
(θθ)θ̄θ̄□Ac

]
λ̄a

=(A∗b(θθ)θ̄Ac)λ̄
a +
√
2θ̄ψ̄b(θθ)θ̄Acλ̄

a

=(θθ)θ̄λ̄aA∗bAc −
1√
2
(θθ)(θ̄θ̄)ψ̄bλ̄aAc,

Φ†b(θ̄θ̄)θΦcλ
a(x) =

[
(θ̄θ̄)θA∗b

]
×

[
Ac +

√
2θψc + (θθ)Fc + iθσµθ̄∂µAc

+
i√
2
(θθ)θ̄σ̄µ∂µψc −

1

4
(θθ)θ̄θ̄□Ac

]
λa(x)

=(θ̄θ̄)θλa(x)A∗bAc + (θ̄θ̄)θA∗b
√
2(θψc)λ

a(x)

=(θ̄θ̄)θλa(x)A∗bAc −
1√
2
(θθ)θ̄θ̄A∗bψc(x)λ

a(x),

y por último,

Φ†b(θθ)θ̄θ̄Φc = (θθ)θ̄θ̄A∗bAc,
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con lo cual, el término cinético es el D-término:∫
d4θΦ†eVΦ =i∂µψ̄

aσ̄µψa + ∂µA∗a∂µAa + F ∗aFa + derivadas totales

+

[
i

2
(A∗b∂µAc − Ac∂µA∗b) +

1

2
ψcσ

µψ̄b
]
V a
µ (Ta)

c
b

− 1√
2
ψ̄bλ̄aAc(Ta)

c
b −

1√
2
A∗bψc(x)λ

a(x)(Ta)
c
b

+ A∗bAc[D
a(x)(Ta)

c
b +

1

4
V aµ(Ta)

e
b V

d
µ (Td)

c
e ]. (7.38)

Esto puede reescribirse más familiarmente definiendo la derivada covariante:

(Dµ)
c
b Ac ≡ δ cb ∂µAc −

i

2
(Vµ)

c
b Ac, (7.39)

de modo que

(DµA)†b = ∂µA∗cδ bc +
i

2
A∗c(V µ) bc ,

dado que los generadores Ta son hermı́ticos. Se puede entonces calcular:

(DµA)†b(DµA)b =

(
∂µA∗cδ bc +

i

2
A∗c(V µ) bc

)
×
(
δ ab ∂µAa −

i

2
(Vµ)

a
b Aa

)
=∂µA∗a∂µAa −

i

2
(Aa∂

µA∗c − A∗c∂µAa)(V
µ) ac +

1

4
A∗c(V µ) bc (Vµ)

a
b Aa

de manera que el término cinético (7.38) se puede reescribir como:∫
d4θΦ†eVΦ =(DµA)†(DµA)− iψ̄σ̄µDµψ −

1√
2
[ψ̄λ̄A+ A∗λψ] + A∗DA

+ F ∗F + derivadas totales, (7.40)

donde todos los ı́ndices internos están contraı́dos. De manera general, si se tienen varios su-
percampos quirales Φi,3 cada uno transformando bajo una representación del grupo gauge, el
término cinético total se escribe como:∑

i

∫
d4θ Φ†

i e
V Φi, (7.41)

donde V se toma en la representación correspondiente al supercampo Φi. Su desarrollo en

3Nota: A partir de aquı́, el subı́ndice i se utiliza para etiquetar diferentes supercampos quirales que transforman
bajo diferentes representaciones.
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componentes es:∑
i

[(
DµAi

)†
DµAi − iψiσµD̄µψ̄i

− 1√
2

(
ψ̄iλ̄Ai + A∗

iλψi
)
+ A∗

iDAi + F †
i Fi

]
+ derivadas totales. (7.42)

Términos Cinéticos para Campos Gauge

Una vez definido el acoplamiento gauge de los supercampos quirales, es necesario considerar
los términos cinéticos correspondientes al sector gauge. Dado que en el caso no abeliano el
supercampo vectorial V es matricial, la definición del supercampo de intensidad supersimétrica
WA debe extenderse para mantener la invariancia gauge.
Para el caso no abeliano, se define el supercampo quiral de intensidad como:

WA = −1

4
D̄2
(
e−V DA e

V
)
. (7.43)

Este objeto transforma covariantemente bajo transformaciones gauge no abelianas de la forma:

W ′
A = e−iΛWA e

iΛ. (7.44)

Dado queWA es matricial, para construir términos invariantes bajo simetrı́as gauge es necesario
formar expresiones invariantes mediante la traza. En particular, se tiene:

Tr
[
W ′
AW

′A
]
= Tr

(
e−iΛWA e

iΛ e−iΛWA eiΛ
)

= Tr
[
WAW

A
]
, (7.45)

donde se ha utilizado la propiedad cı́clica de la traza. Por tanto, el término cinético gauge-
invariante para el sector de Yang-Mills supersimétrico se construye mediante:∫

d2θ Tr
(
WAWA

)
+

∫
d2θ̄ Tr

(
W̄Ȧ W̄

Ȧ
)
. (7.46)

Este término describe la dinámica supersimétrica de los campos gauge, sus gauginos y los cam-
pos auxiliares asociados, y constituye la base para el lagrangiano puro de Yang-Mills super-
simétrico.
Para obtener su forma explı́cita en términos de los campos fı́sicos, es necesario desarrollar
WAW

A partiendo de la definición (7.43), lo cual requiere calcular expresiones intermedias co-
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mo e−VDAe
V y sus derivadas:

e−VDAe
V =(1− V )DA(1 + V +

1

2
V 2) = (1− V )(DAV +

1

2
(DAV )V +

1

2
V DAV )

=DAV +
1

2
(DAV )V +

1

2
V DAV − V DAV

=DAV +
1

2
[DAV, V ] = DAV +

1

2
[Ta, Tb](DAV

a)V b

=DAV +
i

2
t c
abTc(DAV

a)V b.

Con esto, se tiene que

WA =− 1

4
D̄2e−VDAe

V = −1

4
D̄2DAV −

i

8
t c
abTcD̄

2[(DAV
a)V b],

=

[
−1

4
D̄2DAV

c − i

8
t c
abD̄

2[(DAV
a)V b]

]
Tc

≡W c
ATc

Es necesario calcular explı́citamente las expresiones:

−1
4
D̄2DAV

c, (DAV
a)V b, y D̄2

[
(DAV

a)V b
]
.

Algunas de estas cantidades ya fueron obtenidas en la Sección 6.4, trabajando en el gauge de
Wess–Zumino y utilizando la variable y = x+ i θσθ̄. Allı́ se demostró que:

V b(y, θ) =(θσµθ̄)V b
µ (y) + (θθ)θ̄λ̄b(y) + (θ̄θ̄)θλb(y) (7.47)

+ (θθ)θ̄θ̄[Db(y)− i

2
∂µV b

µ (y)],

D
(1)
A V (1)a =σµ

AḂ
θ̄ḂV a

µ (y) + 2θAθ̄λ̄
a(y) + (θ̄θ̄)λaA(y)− i(θθ)θ̄θ̄(σµ∂µλ̄a)A

+ θ̄θ̄{2δ BA Da(y) + (σµν) BA F
a
µν(y)}θB, (7.48)

−1

4
D̄2DAV

c =− {λcA(y) + 2Dc(y)θA + (σµν) BA θBF
c
µν(y)− i(θθ)σµ∂µλ̄c(y)}, (7.49)

entonces

(DAV
a)V b ={σµ

AḂ
θ̄ḂV a

µ (y) + 2θAθ̄λ̄
a(y) + (θ̄θ̄)λaA(y)− i(θθ)θ̄θ̄σµ∂µλ̄a(y)

+ θ̄θ̄
[
2δ BA D

a(y) + (σµβ) BA F
a
µβ(y)

]
θB} × {(θσν θ̄)V b

ν (y) + (θθ)θ̄λ̄b(y)

+ (θ̄θ̄)θλb(y) + (θθ)θ̄θ̄[Db(y)− i

2
∂νV b

ν (y)]}

=σµ
AḂ
θ̄ḂV a

µ (y)(θσ
ν θ̄)V b

ν (y) + σµ
AḂ
θ̄ḂV a

µ (y)(θθ)θ̄λ̄
b(y)

+ 2θAθ̄λ̄
a(y)(θσν θ̄)V b

ν (y)

=
1

2
(θ̄θ̄)(σµθσν)AV

a
µ V

b
ν + (θθ)(θ̄θ̄)[

1

2
(σµλ̄a)AV

b
µ −

1

2
(σµλ̄b)AV

a
µ ]
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Ahora se puede calcular:

D̄2[(DAV
a)V b] =∂̄Ȧ∂̄

Ȧ × {1
2
(θ̄θ̄)(σµθσν)AV

a
µ V

b
ν

+ (θθ)(θ̄θ̄)[
1

2
(σµλ̄a)AV

b
µ −

1

2
(σµλ̄b)AV

a
µ ]}

=− ϵȦḂ{−
1

2
∂̄Ḃ∂̄Ȧ(θ̄θ̄)(σµθσν)AV

a
µ V

b
ν

+ (θθ)∂̄Ḃ∂̄Ȧ(θ̄θ̄)[
1

2
(σµλ̄a)AV

b
µ −

1

2
(σµλ̄b)AV

a
µ ]}

=2{(σµθσν)AV a
µ V

b
ν + (θθ)[(σµλ̄a)AV

b
µ − (σµλ̄b)AV

a
µ ]}.

Finalmente, con todo esto queda que:

WA =− {λA(y) + 2D(y)θA + (σµν) BA θBFµν(y)− i(θθ)(σµ∂µλ̄)A}

− i

4
tcab{(σµθσν)AV a

µ V
b
ν + (θθ)[(σµλ̄a)AV

b
µ − (σµλ̄b)AV

a
µ ]}Tc

=− {λA(y) + 2D(y)θA + (σµν) BA θBFµν(y)− i(θθ)(σµ∂µλ̄)A}

+ {− i
4
t c
abTc(σ

µθσν)AV
a
µ V

b
ν + (θθ)[

1

4
it c
abTc(σ

µλ̄b)AV
a
µ −

1

4
it c
abTc(σ

µλ̄a)AV
b
µ ]}

=− λA(y)− 2D(y)θA − (σµνθ)AFµν(y)−
i

4
t c
abTc(σ

µθσν)AV
a
µ V

b
ν

+ (θθ)[
1

2
it c
ab(σ

µλ̄b)AV
a
µ Tc + i(σµ∂µλ̄)A].



Lagrangianos Supersimétricos 90

Ahora solo queda calcular:

WAWA ={−λA − 2DθA − (σαβθ)AFαβ −
i

4
t n
lmTn(σ

αθσβ)AV l
αV

m
β

+ (θθ)[
1

2
it n
lmTn(σ

αλ̄m)AV l
α + i(σα∂αλ̄)

A]}

× {−λA(y)− 2D(y)θA − (σµνθ)AFµν(y)−
i

4
t c
abTc(σ

µθσν)AV
a
µ V

b
ν

+ (θθ)[
1

2
it c
abTc(σ

µλ̄b)AV
a
µ + i(σµ∂µλ̄)A]}

=− λA{−λA(y)− 2D(y)θA − (σµνθ)AFµν(y)−
i

4
t c
abTc(σ

µθσν)AV
a
µ V

b
ν

+ (θθ)[
1

2
it c
abTc(σ

µλ̄b)AV
a
µ + i(σµ∂µλ̄)A]}

− 2D(y)θA{−λA(y)− 2D(y)θA − (σµνθ)AFµν(y)

− i

4
t c
abTc(σ

µθσν)AV
a
µ V

b
ν }

− (σαβθ)AFαβ{−λA(y)− 2D(y)θA − (σµνθ)AFµν(y)

− i

4
t c
abTc(σ

µθσν)AV
a
µ V

b
ν }

− i

4
t n
lmTn(σ

αθσβ)AV l
αV

m
β {−λA(y)− 2D(y)θA − (σµνθ)AFµν(y)

− i

4
t c
abTc(σ

µθσν)AV
a
µ V

b
ν }

+ (θθ)[
1

2
it n
lmTn(σ

αλ̄m)AV l
α + i(σα∂αλ̄)

A]{−λA(y)}.

La evaluación de esta última expresión en su totalidad es extensa e innecesaria, pues se pue-
de extraer directamente el F -término de interés integrando en d2θ, de manera que los únicos
términos con coeficiente θθ son:∫

d2θWAWA

=

∫
d2θ{(θθ)TdTc(−

i

2
t c
abλ

dσµλ̄bV a
µ − iλdσµ∂µλ̄c) + (θθ)4D2 + 2D(θσµνθ)Fµν

+
i

2
t c
abDTc(θσ

µθσν)V a
µ V

b
ν + 2D(σαβθθ)Fαβ + (σαβθσµνθ)FαβFµν

+
i

4
t c
abTc(σ

αβθσµθσν)FαβV
a
µ V

b
ν +

i

2
t n
lmTn(σ

αθσβθ)DV l
αV

m
β

+
i

4
t n
lmTn(σ

αθσβσµνθ)FµνV
l
αV

m
β −

1

16
t n
lmt

c
abTnTc(σ

αθσβσµθσν)V a
µ V

b
ν V

l
αV

m
β

+ (θθ)TnTc(−
i

2
t n
lmλ

cσµλ̄mV l
α − iλcσµ∂µλ̄n)}.
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Haciendo uso de la ecuación (A.108) para escribir

2DθσµνθFµν =0,

2D(σαβθθ)Fαβ =2DϵAC(σαβ)) B
C θBθAFαβ = −2D(θσαβθ)Fαβ = 0,

resulta que∫
d2θWAWA

=

∫
d2θ{(θθ)TdTc(−

i

2
t c
abλ

dσµλ̄bV a
µ − iλdσµ∂µλ̄c) + (θθ)4TdTcD

dDc

+
i

2
t c
abTdTcD

d(θσµθσν)V a
µ V

b
ν + TdTc(σ

αβθσµνθ)F d
αβF

c
µν

+
i

4
t c
abTcTd(σ

αβθσµθσν)F d
αβV

a
µ V

b
ν +

i

2
t n
lmTnTc(σ

αθσβθ)DcV l
αV

m
β

+
i

4
t n
lmTnTc(σ

αθσβσµνθ)F c
µνV

l
αV

m
β −

1

16
t n
lmt

c
abTnTc(σ

αθσβσµθσν)V a
µ V

b
ν V

l
αV

m
β

+ (θθ)TnTc(−
i

2
t n
lmλ

cσµλ̄mV l
α − iλcσµ∂µλ̄n)}. (7.50)

El carácter matricial de esta ecuación (7.50) está contenido en los generadores Ta. Tomando la
traza de esta expresión con ayuda de la ecuación (7.28) se obtiene:∫

d2θ Tr
(
WAWA

)
=k

∫
d2θ{(θθ)(−it c

abλ
cσµλ̄bV a

µ − 2iλcσµ∂µλ̄
c + 4DcDc)

+
i

2
t c
abD

c(θσµθσν)V a
µ V

b
ν + (σαβθσµνθ)F c

αβF
c
µν

+
i

4
t c
ab(σ

αβθσµθσν)F c
αβV

a
µ V

b
ν +

i

2
t n
lm(σ

αθσβθ)DnV l
αV

m
β

+
i

4
t n
lm(σ

αθσβσµνθ)F n
µνV

l
αV

m
β

− 1

16
t c
lmt

c
ab(σ

αθσβσµθσν)V a
µ V

b
ν V

l
αV

m
β }. (7.51)

Los últimos seis términos de esta ecuación (7.51) se pueden reorganizar haciendo uso de los
siguientes resultados (calculados sistemáticamente como hasta el momento se ha hecho):
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θσµθσν =θA(σµθσν)A = θAσµ
AȦ
ϵȦĊθBσν

BĊ
= (θθ)(−1

2
Tr[σµσ̄ν ]),

σαβθσµνθ =(σαβθ)A(σµνθ)A = ϵAB(σαβ) C
B θC(σ

µν) D
A θD = (θθ)(−1

2
Tr[σαβσµν ]),

σαβθσµθσν =(σαβθ)A(σµθσν)A = ϵAB(σαβ) C
B θC(σ

µ)AȦϵ
ȦḂθDσν

DḂ

=ϵABϵDEϵȦḂθCθE(σ
αβ) C

B (σµ)AȦσ
ν
DḂ

= (θθ)(
1

2
Tr[σαβσµσ̄ν ]),

σαθσβθ =(σαθσβ)AθA = ϵABσα
BȦ
ϵȦḂθCσβ

CḂ
θA = (θθ)(−1

2
Tr[σασ̄β]),

σαθσβσµνθ =(σαθσβ)A(σµνθ)A = ϵABσα
BḂ
ϵḂȦθCσβ

CȦ
(σµν) D

A θD

= (θθ)(
1

2
Tr[σασ̄βσµν ]),

σαθσβσµθσν =(σαθσβ)A(σµθσν)A = ϵABσα
BȦ
ϵȦḂθCσβ

CḂ
σµ
AĊ
ϵĊḊθDσν

DḊ

= (θθ)(
1

2
Tr[σβσ̄ασµσ̄ν ]),

con esto se tiene que∫
d2θ Tr

(
WAWA

)
=k{−it c

abλ
cσµλ̄bV a

µ − 2iλcσµ∂µλ̄
c + 4DcDc

− i

2
t c
abD

cTr[σµσ̄ν ]V a
µ V

b
ν −

1

2
Tr[σαβσµν ]F c

αβF
c
µν

+
i

4
t c
abTr[σαβσµσ̄ν ]F c

αβV
a
µ V

b
ν

− 1

32
t c
lmt

c
abTr[σβσ̄ασµσ̄ν ]V a

µ V
b
ν V

l
αV

m
β }. (7.52)

Ahora solo resta evaluar las trazas que aparecen, utilizando las siguientes relaciones [3]:

Tr[σµσ̄ν ] =2ηµν ,

Tr[σµνσρσ] =
1

2
(ηµρηνσ − ηµσηνρ) + i

2
ϵµνρσ,

Tr[σµσ̄νσασ̄β] =2(ηµνηαβ + ηναηµβ − ηµαηνβ − iϵµναβ),

Tr[σαβσµσ̄ν ] =i(ηναηµβ − ηµαηνβ − iϵµναβ),
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de manera que

− i
2
t c
abD

cTr[σµσ̄ν ]V a
µ V

b
ν =− t c

abD
cV aµV b

µ = 0

−1

2
Tr[σαβσµν ]F c

µνF
c
αβ =− 1

2
F cαβF c

αβ −
i

4
ϵαβµνF c

µνF
c
αβ

i

4
t c
abTr[σαβσµσ̄ν ]F c

αβV
a
µ V

b
ν =

1

2
t c
abF

cµνV a
µ V

b
ν +

1

4
t c
abiϵ

µναβF c
αβV

a
µ V

b
ν

− 1

32
t c
lmt

c
abTr[σβσ̄ασµσ̄ν ]V a

µ V
b
ν V

l
αV

m
β =− 1

8
t c
lmt

c
abV

aαV bβV l
αV

m
β

+ i
1

16
t c
lmt

c
abϵ

µνβαV a
µ V

b
ν V

l
αV

m
β

entonces

−1

2
Tr[σαβσµν ]F c

αβF
c
µν +

i

4
t c
abTr[σαβσµσ̄ν ]F c

αβV
a
µ V

b
ν

− 1

32
t c
lmt

c
abTr[σβσ̄ασµσ̄ν ]V a

µ V
b
ν V

l
αV

m
β

=− 1

2
F cαβF c

αβ −
i

4
ϵαβµνF c

µνF
c
αβ

+
1

2
t c
abF

cµνV a
µ V

b
ν +

1

4
t c
abiϵ

µναβF c
αβV

a
µ V

b
ν

− 1

8
t c
lmt

c
abV

aαV bβV l
αV

m
β + i

1

16
t c
lmt

c
abϵ

µνβαV a
µ V

b
ν V

l
αV

m
β

=− 1

2
(F cαβF c

αβ − t c
abF

cµνV a
µ V

b
ν +

1

4
t c
lmt

c
abV

aαV bβV l
αV

m
β )

− i

4
ϵαβµν(F c

µνF
c
αβ − t c

abF
c
αβV

a
µ V

b
ν +

1

4
t c
lmt

c
abϵ

µνβαV a
µ V

b
ν V

l
αV

m
β )

=− 1

2
(F cµν − 1

2
t c
abV

aµV bν)(F c
µν −

1

2
t c
lmV

l
µV

m
ν )

− i

4
ϵµναβ(F c

αβ −
1

2
t c
abV

a
α V

b
β )(F

c
µν −

1

2
t c
lmV

l
µV

m
ν ),

≡− 1

2
F cµνF c

µν −
i

4
ϵµναβF c

αβF
c
µν ,

donde se ha definido el tensor de esfuerzo no abeliano:

F cµν = F cµν
abeliano −

1

2
t c
abV

aµV bν . (7.53)

Además, definiendo la derivada covariante

(Dµ)
c
a = δ ca ∂µ −

1

2
t c
abV

b
µ , (7.54)

finalmente se obtiene que, al sustituir las ecuaciones (7.53) y (7.54) en la ecuación (7.52),



Lagrangianos Supersimétricos 94

resulta:∫
d2θ Tr

(
WAWA

)
=k{−2iλcσµ(Dµ)

c
bλ̄
b + 4DcDc − 1

2
F cµνF c

µν −
i

4
ϵµναβF c

αβF
c
µν}.

Usualmente se establece k = 1
2
, de modo que el término cinético del lagrangiano de Yang-Mills

es: ∫
d2θ Tr

(
WAWA

)
= −iλcσµ(Dµ)

c
bλ̄
b + 2DcDc − 1

4
F cµνF c

µν −
i

8
ϵµναβF c

αβF
c
µν . (7.55)

El complejo conjugado de esta expresión es∫
d2θ̄ Tr

(
W̄ȦW̄

Ȧ
)
= i(Dµ)

c
bλ
bσµλ̄c + 2DcDc − 1

4
F cµνF c

µν +
i

8
ϵµναβF c

αβF
c
µν , (7.56)

de manera que utilizando la regla del producto de la derivada ∂µ se puede reescribir el primer
término de la expresión anterior como

i(Dµ)
c
bλ
bσµλ̄c = −iλcσµ(Dµ)

c
bλ̄
b + derivadas totales,

y, por lo tanto, resulta que el término cinético de los campos gauge es 4 (ecuación (7.46))

LYang-Mills ≡
∫
d2θ Tr

(
WAWA

)
+

∫
d2θ̄ Tr

(
W̄Ȧ W̄

Ȧ
)

=− 2iλcσµ(Dµ)
c
bλ̄
b − 1

2
F cµνF c

µν + 4DcDc + derivadas totales. (7.57)

4Usualmente este lagrangiano en la literatura se encuentra escrito reescalando Dc → 1
2D

c y dividiendo toda
la expresión entre 2: es decir que LWA

= −iλcσµ(Dµ)
c
bλ̄

b − 1
4F

cµνF c
µν + 1

2D
cDc + derivadas totales, lo que es

consistente con la ecuación (7.57).
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Capı́tulo 8

Cancelación de Divergencias Cuadráticas
Ultravioleta

Hasta este punto se ha desarrollado el formalismo general para construir lagrangianos su-
persimétricos renormalizables, cuyas expresiones completas se encuentran en las ecuaciones
(7.17), (7.42) y (7.57). Este marco describe una clase amplia de modelos compatibles con la
supersimetrı́a, pero no todas sus posibles interacciones son viables desde el punto de vista feno-
menológico. Por ejemplo, términos de masa no invariantes bajo transformaciones gauge deben
ser descartados, 1 y la implementación de supersimetrı́a en modelos realistas conduce a exten-
siones como el Modelo Estándar Supersimétrico Mı́nimo, cuya construcción escapa al propósito
de esta monografı́a.
En lugar de adentrarse en modelos especı́ficos, el objetivo de esta sección es aplicar el formalis-
mo desarrollado a un cálculo puntual que permita ilustrar uno de los resultados más notables de
la supersimetrı́a: la cancelación de divergencias cuadráticas en diagramas de Feynman a 1-loop
[1, 2, 14, 23, 24].
Con base en estas consideraciones, a continuación se seleccionan, del lagrangiano supersimétri-
co general de Yang-Mills, los términos relevantes para ilustrar cómo emergen de manera natu-
ral las cancelaciones de divergencias cuadráticas. En esta etapa, se consideran únicamente los
términos correspondientes a los campos de materia, ya que el lagrangiano cinético de los cam-
pos gauge no interviene en el análisis que se desarrollará.
El lagrangiano off-shell más general bajo todas las consideraciones anteriores se expresa como:∫

d4θΦ†
ie
VΦi + Lspot =(DµAi)

†(DµAi)− iψ̄iσ̄µDµψi −
1√
2
[ψ̄iλ̄Ai + A∗

iλψi]

+ A∗
iDAi + F ∗

i Fi +

∫
d4θ{W [Φ]δ2(θ̄) + W̄ [Φ†]δ2(θ)}

+ derivadas totales,

1Esto también ocurre en el caso del lagrangiano libre de Dirac, lo cual motiva la inclusión de interacciones de
Yukawa.
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donde aún queda por definir bien el superpotencial W [Φ], el cual debe ser una función holo-
morfa de los supercampos quirales e invariante de gauge [3, 4, 9, 18]. Con el fin de concretar el
modelo, se consideran tres supercampos quirales Φ1, Φ2 y Φ3, con las siguientes representacio-
nes y asignaciones de carga bajo el grupo gauge SU(2)L ⊗ U(1)Y :

Supercampo Representación Hipercarga (Y )

Φ1 2 1
2

Φ2 2 1
6

Φ3 1 −2
3

Con estas asignaciones, se puede construir el siguiente superpotencial holomorfo e invariante
bajo SU(2)L ⊗ U(1)Y [2, 16]:

W [Φ1,Φ2,Φ3] = λΦ1 · Φ2Φ3 = λΦ1aϵ
abΦ2bΦ3, (8.1)

donde λ es una constante de acoplamiento (análoga a una constante de Yukawa). Esta es la
única combinación trilineal de estos supercampos que es invariante bajo el grupo gauge, dado
que:

i. El producto 2⊗ 2 de SU(2)L contiene un singlete (producto antisimétrico):

(Φ′
1)a(Φ

′
2)
a = (U) ba (Φ1)b(U

−1T )ac(Φ2)
c = (Φ1)b(U

−1) ac (U)
b
a (Φ2)

c = (Φ1)b(Φ2)
b.

(8.2)

ii. La suma de las hipercargas es nula: 1
6
+
(
−2

3

)
+ 1

2
= 0.

El adjunto hermı́tico es

W̄ [Φ1,Φ2,Φ3] =(λΦ1 · Φ2Φ3)
† = (λΦ1aϵ

abΦ2bΦ3)
∗ = λ(Φ2b)

∗(ϵT )ba(Φ1a)
∗Φ∗

3

≡λ(Φ†
2)
bϵba(Φ

†
1)
aΦ†

3

=λ(Φ†
1)a(Φ

†
2)
aΦ†

3.

El lagrangiano correspondiente al superpotencial es entonces el (θθ)-término:

Lspot = λϵab(A1aA2bF3 + A1aF2bA3 + F1aA2bA3 − ψ1aψ3A2b − ψ1aψ2bA3 − A1aψ2bψ3)

+ λϵab((A∗
2)b(A

∗
1)aF

∗
3 + (A∗

2)b(F
∗
1 )aA

∗
3 + (F ∗

2 )b(A
∗
1)aA

∗
3 − (ψ̄2)bψ̄3(A

∗
1)a

− (ψ̄2)b(ψ̄1)aA
∗
3 − (A∗

2)b(ψ̄1)aψ̄3),
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Con lo cual el lagrangiano total Lt = Lkin + Lspot es:

Lt =
3∑
i=1

{(DµAi)
†a(DµAi)a − iψ̄ai σ̄µDµψia −

1√
2
[ψ̄ai λ̄

b
aAib + A∗a

i λ
b
aψib] + A∗a

i D
b
aAib}

(ϵabF ∗
1bF1a + ϵabF ∗

2bF2a + F ∗
3F3) + λϵab(A1aA2bF3 + A1aF2bA3 + F1aA2bA3

− ψ1aψ3A2b − ψ1aψ2bA3 − A1aψ2bψ3) + λϵab(A∗
2bA

∗
1aF

∗
3 + A∗

2bF
∗
1aA

∗
3 + F ∗

2bA
∗
1aA

∗
3

− ψ̄2bψ̄3A
∗
1a − ψ̄2bψ̄1aA

∗
3 − A∗

2bψ̄1aψ̄3)

=
3∑
i=1

{(DµAi)
†a(DµAi)a − iψ̄ai σ̄µDµψia −

1√
2
[ψ̄ai λ̄

b
aAib + A∗a

i λ
b
aψib] + A∗a

i D
b
aAib}

+ ϵab(F ∗
1bF1a + λF1aA2bA3 − λA∗

2aF
∗
1bA

∗
3)

+ ϵab(F ∗
2bF2a − λA1bF2aA3 + λF ∗

2bA
∗
1aA

∗
3)

+ F ∗
3F3 + λϵabA1aA2bF3 + λϵabA∗

2bA
∗
1aF

∗
3

− λϵab(ψ1aψ3A2b + ψ1aψ2bA3 + A1aψ2bψ3)

− λϵab(ψ̄2bψ̄3A
∗
1a + ψ̄2bψ̄1aA

∗
3 + A∗

2bψ̄1aψ̄3).

Ahora solo resta utilizar las ecuaciones Euler-Lagrange para los campos Fi. Estas arrojan que:

∂L
∂F1a

= ϵab(F ∗
1b + λA2bA3) = 0,

∂L
∂F ∗

1b

= ϵab(F1a − λA∗
2aA

∗
3) = 0,

∂L
∂F2a

= ϵab(F ∗
2b − λA1bA3) = 0,

∂L
∂F ∗

2b

= ϵab(F2a + λA∗
1aA

∗
3) = 0,

∂L
∂F3

= F ∗
3 + λA1 · A2 = 0,

∂L
∂F ∗

3

= F3 + λA∗
2 · A∗

1 = 0,

con lo cual

Lt =
3∑
i=1

{(DµAi)
†a(DµAi)a − iψ̄ai σ̄µDµψia −

1√
2
[ψ̄ai λ̄

b
aAib + A∗a

i λ
b
aψib] + A∗a

i D
b
aAib}

− λ2((A∗
2)
b(A2)bA

∗
3A3 + (A∗

1)
b(A1)bA

∗
3A3 + ϵab(A∗

1)a(A
∗
2)bϵ

cd(A1)c(A2)d)

− λϵab(ψ1aψ3A2b + ψ1aψ2bA3 + A1aψ2bψ3)

− λϵab(ψ̄2bψ̄3A
∗
1a + ψ̄2bψ̄1aA

∗
3 + A∗

2bψ̄1aψ̄3).

De este lagrangiano, los términos de interés son:

LYuk =− λϵab(ψ1aψ3A2b + ψ1aψ2bA3 + A1aψ2bψ3)

− λϵab(ψ̄2bψ̄3A
∗
1a + ψ̄2bψ̄1aA

∗
3 + A∗

2bψ̄1aψ̄3). (8.3)

LQuartic =− λ2((A∗
2)
b(A2)bA

∗
3A3 + (A∗

1)
b(A1)bA

∗
3A3 + ϵab(A∗

1)a(A
∗
2)bϵ

cd(A1)c(A2)d). (8.4)

Identificando el supermultiplete Φ1 como un doblete de supercampos asociado a los quarks



Cancelación de Divergencias Cuadráticas Ultravioleta 98

izquierdos de tercera generación (por ejemplo, tL y bL), y Φ†
3 como un supercampo singlete

correspondiente al quark top derecho tR, se definen los campos fermiónicos como:

ψ1 ≡ QL ≡

(
tL

bL

)
, ψ3 ≡ t̄R. (8.5)

Sus correspondientes supercompañeros escalares, denotados mediante una tilde, son:

A1 ≡ Q̃L ≡

(
t̃L

b̃L

)
, A3 ≡ ˜̄tR. (8.6)

Por otra parte, al asociar el supermultiplete Φ2 con un doblete de supercampos de Higgs, se
identifican los campos escalares del Higgs y sus supercompañeros fermiónicos (los Higgsinos)
como:

A2 ≡ H ≡

(
H+

H0

)
, ψ2 ≡ H̃ ≡

(
H̃+

H̃0

)
. (8.7)

Con estas identificaciones, es posible recuperar los términos de Yukawa familiares que descri-
ben las interacciones entre el Higgs, el quark top y sus supercompañeros:

LYuk ≡− λϵab(ψ1aψ3A2b)− λϵab(A∗
2bψ̄1aψ̄3).

=− λ(tLH0t̄R − bLH+t̄R)− λ(t̄LH0∗tR − b̄LH−tL),

=− λQLiσ
2Ht̄R + h.c., (8.8)

y los términos de interacción de cuarto grado:

LQuartic =− λ2((A∗
2)
b(A2)bA

∗
3A3 + ϵab(A∗

1)a(A
∗
2)bϵ

cd(A1)c(A2)d)

=− λ2(|H|2|˜̄tR|2 + (t̃∗LH
0∗ − b̃∗LH−)(t̃LH

0 − b̃LH+)

=− λ2(|H|2|˜̄tR|2 + |Q̃Liσ
2H|2). (8.9)

Tras la ruptura espontánea de la simetrı́a electrodébil, el campo de Higgs complejo H adquiere
un valor esperado en el vacı́o (VEV) distinto de cero, v, y se expresa como la fluctuación h
alrededor de dicho valor:

H =
1√
2

(
0

v + h

)
. (8.10)

Al sustituir esta expresión en el término de Yukawa, se obtiene la interacción entre el Higgs
fı́sico h y el quark top, la cual toma la forma:

LYuk =− λtLH0t̄R − λt̄LH0∗tR = −λH0(tLt̄R + t̄LtR)

=− λ√
2
(v + h)t̄t. (8.11)
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Aquı́, t y t̄ representan los campos del quark top, y se sobreentiende la contracción de ı́ndices
de espı́n de Dirac. Por otra parte, al sustituir en (8.9) se obtienen las interacciones de cuarto
grado:

LQuartic =− λ2(|H|2|˜̄tR|2 + t̃∗Lt̃LH
0∗H0) = −λ2(|H0|2|˜̄tR|2 + |t̃L|2|H0|2)

=− λ2

2
(v + h)2(|˜̄tR|2 + |t̃L|2). (8.12)

El desarrollo anterior, concluido en las ecuaciones (8.11) y (8.12), evidencia cómo dentro de un
modelo supersimétrico, los acoplamientos de tipo Yukawa y los términos de interacción cuárti-
cos no son independientes, sino que están intrı́nsecamente relacionados a través de la estructura
del superpotencial. En particular, el acoplamiento cuártico entre el Higgs y los escalares super-
simétricos (los stops) es exactamente igual al cuadrado del acoplamiento de Yukawa del quark
top. Esta relación no es accidental: es una consecuencia directa de la supersimetrı́a. Gracias
a esta estructura, las contribuciones divergentes provenientes de fermiones (como el top) y de
escalares (como los stops) al potencial efectivo del Higgs se cancelan de forma exacta a nivel
de un loop. Esta cancelación constituye el mecanismo mediante el cual la supersimetrı́a protege
de manera natural la estabilidad de la escala electrodébil frente a correcciones ultravioleta de
tipo cuadrático [2, 16].

8.1. Correcciones Cuadráticas a la Masa del Higgs a un Loop

Figura 8.1: Contribución a la masa del
Higgs proveniente de un loop fermiónico
con el quark top. El factor −i λ√

2
proviene

del término de Yukawa − λ√
2
h t̄t.

Figura 8.2: Corrección a la masa del Higgs
proveniente de un loop escalar correspon-
diente a un sfermión asociado. El factor de-
bido al vértice−iλ2 surge del potencial es-
calar −λ2

2
h2|ϕ|2.

8.1.1. Contribución Fermiónica: Loop del Quark Top

En esta sección se realiza el cálculo de la contribución del interior del diagrama de la figura 8.1
a la amplitud del proceso, la cual está determinada por los propagadores de las lı́neas internas y
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el factor de vértice que viene dado por el término de Yukawa:

LYuk = −
λ√
2
h t t̄. (8.13)

El propagador del quark top es (del término cinético del espinor libre del quark top):

Propagador del Quark-top:
i

/k −mt

. (8.14)

Cada vértice aporta (del término de Yukawa):

Factor del vértice: − i λ√
2
. (8.15)

Una última regla de Feynman importante es que, para un loop fermiónico, se toma la traza y se
multiplica por −1. Por tanto, la amplitud que se deriva de la figura 8.1 contiene la integral

I = −i(−i λ√
2
)2
∫

d4k

(2π)4
Tr
[

i

(/k −mt)

i

(/k + /p−mt)

]
, (8.16)

donde k es el momento interno del quark top y p el momento del Higgs que entra en el vértice.
Se comienza calculando la traza en el interior de la integral, para lo cual primero debe reescri-
birse la expresión (8.16) como

I = −iλ
2

2

∫
d4k

(2π)4
Tr

[
(/k +mt)(/k + /p+mt)

( /k2 −m2
t )[(/k + /p)2 −m2

t ]

]

= −iλ
2

2

∫
d4k

(2π)4
Tr
[

(/k +mt)
2 + (/k +mt)/p

(k2 −m2
t )[k

2 + 2/k · /p+ p2 −m2
t ]

]
= −iλ

2

2

∫
d4k

(2π)4
Tr
[
(/k +mt)

2 + (/k +mt)/p
]

(k2 −m2
t )[k

2 −m2
t + 2k · p+ p2]

,

porque /k/p = k · p. Ahora, como Tr [I] = 4, Tr [γµ] = 0 y Tr[γµγν ] = 4ηµν [13], entonces

Tr
[
(/k +mt)

2 + (/k +mt)/p
]
= Tr

[
k2 + 2/kmt +m2

t + k · p+mt/p
]

= 4(k2 + k · p+m2
t ), (8.17)

entonces

I = −i2λ2
∫

d4k

(2π)4
(k2 + k · p+m2

t )

(k2 −m2
t )(k

2 −m2
t + 2k · p+ p2)

, (8.18)

Se puede reducir el denominador utilizando la ecuación de los parámetros de Feynman [12, 9]:

1

ab
=

∫ 1

0

dx

[ax+ (1− x)b]2
, (8.19)
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de manera que

1

(k2 −m2
t )(k

2 −m2
t + 2k · p+ p2)

≡
∫ 1

0

dx

D2
, (8.20)

donde se ha definido el denominador

D =(k2 −m2
t )x+ (1− x)(k2 −m2

t + 2k · p+ p2)

=(xk2 − xm2
t ) + (k2 −m2

t + 2k · p+ p2)− xk2 + xm2
t − 2xk · p− xp2

=k2 −m2
t + 2(1− x)k · p+ (1− x)p2 + [(1− x)p]2 − [(1− x)p]2︸ ︷︷ ︸

=0

=(k + (1− x)p)2 −m2
t − [(1− x)p]2 + (1− x)p2. (8.21)

Redefiniendo la variable de integración en x en la ecuación (8.20) como x̃ = 1 − x se obtiene
que ∫ 1

0

f(1− x)dx = −
∫ 0

1

f(x̃)dx̃ ≡
∫ 1

0

f(x)dx, (8.22)

donde la última definición se sigue del hecho que la variable de integración es muda. Sustitu-
yendo las ecuaciones (8.20) y (8.21) en la ecuación (8.18) se obtiene

I = −2iλ2
∫ 1

0

∫
d4k

(2π)4
(k2 + k · p+m2

t )

[(k + xp)2 −∆]2
dx, (8.23)

donde se ha definido ∆(x) ≡ m2
t + (xp)2 − xp2. El siguiente paso es definir ahora l ≡ k + xp

resulta d4l = d4k y k = l − xp, de modo que (8.23) se reescribe como

I =
−2iλ2

(2π)4

∫ 1

0

∫
l2 + (1− 2x)l · p+∆

[l2 −∆]2
d4ldx.

=
−2iλ2

(2π)4

∫ 1

0

[∫
l2 +∆

[l2 −∆]2
d4l +

∫
(1− 2x)l · p
[l2 −∆]2

d4l

]
dx. (8.24)

La segunda integral en d4l se cancela dada la linealidad del numerador (antisimetrı́a) y por tanto,
queda resolver:

I =
−2iλ2

(2π)4

∫ 1

0

∫
l2 +∆

[l2 −∆]2
d4ldx. (8.25)

Se puede aplicar una rotación de Wick a esta expresión, definiendo el vector euclidiano en el
plano complejo lE = (il0, l1, l2, l3), de manera que [9]:

l2 = lµl
µ = (l0)2 − |l|2 = −l2E = −[(l0E)2 + (l1E)

2 + (l2E)
2 + (l3E)

2], (8.26)



Cancelación de Divergencias Cuadráticas Ultravioleta 102

entonces la ecuación (8.25) queda como

I =
2λ2

(2π)4

∫ 1

0

∫
−l2E +∆

[l2E +∆]2
d4lEdx. (8.27)

Utilizando coordenadas polares en cuatro dimensiones y aplicando un cut-off Λ, el cual es la
escala de energı́a hasta la cual se supone el modelo váldio, se puede escribir

I =
2λ2

(2π)4

∫ 1

0

∫ Λ

0

−l2E +∆

[l2E +∆]2
l3EdlEdΩ4dx, (8.28)

donde
∫
dΩ4 = 2π2 es el ángulo sólido. Se definen entonces las integrales auxiliares:

I1 ≡
∫

−l5E
[l2E +∆]2

dlE, (8.29)

I2 ≡
∫

∆l3E
[l2E +∆]2

dlE. (8.30)

Utilizando la sustitución u = l2E se obtiene du = 2lEdlE = 2u1/2dlE , entonces las ecuaciones
(8.29) y (8.30) se reescriben como

I1 =−
∫ Λ2

0

u5/2

[u+∆]2
du

2u1/2
= −1

2

∫ Λ2

0

u2

[u+∆]2
du, (8.31)

I2 =

∫ Λ2

0

∆u3/2

[u+∆]2
du

2u1/2
=

∆

2

∫ Λ2

0

udu

[u+∆]2
. (8.32)

Ambas ecuaciones se resuelven por fracciones parciales haciendo v = u + ∆, de manera que
dv = du y u = v −∆ y, por lo tanto

I1 =−
1

2

∫ Λ2+∆

∆

(v −∆)2

v2
dv = −1

2

∫ Λ2+∆

∆

v2 − 2v∆+∆2

v2
dv

=− 1

2

∫ Λ2+∆

∆

dv +∆

∫ Λ2+∆

∆

1

v
dv − ∆2

2

∫ Λ2+∆

∆

1

v2
dv

=− 1

2
Λ2 +∆ ln

Λ2 +∆

∆
− ∆2

2

∫ Λ2+∆

∆

dv

v2
, (8.33)

I2 =
∆

2

∫ Λ2+∆

∆

v −∆

v2
dv =

∆

2

∫ Λ2+∆

∆

dv

v
− ∆2

2

∫ Λ2+∆

∆

dv

v2

=
∆

2
ln

Λ2 +∆

∆
− ∆2

2

∫ Λ2+∆

∆

dv

v2
. (8.34)



Cancelación de Divergencias Cuadráticas Ultravioleta 103

Entonces∫ Λ

0

−l5E + l3E∆

[l2E +∆]2
dlE = I1 + I2 =−

1

2
Λ2 +

3∆

2
ln

Λ2 +∆

∆
−∆2

∫ Λ2+∆

∆

dv

v2
,

=− 1

2
Λ2 +

3∆

2
ln

Λ2 +∆

∆
+

∆2

(Λ2 +∆)
−∆. (8.35)

Sustituyendo la ecuación (8.35) en la ecuación (8.28) se obtiene que

I =
2λ2

(2π)4
dΩ4︸︷︷︸
=2π2

∫ 1

0

(
−1

2
Λ2 +

3∆

2
ln

Λ2 +∆

∆
+

∆2

(Λ2 +∆)
−∆

)
dx,

=
λ2

8π2

∫ 1

0

(
−Λ2 +∆ ln

Λ2 +∆

∆
+

2∆2

(Λ2 +∆)
− 2∆

)
dx. (8.36)

Cuando Λ→∞, los términos que contribuyen con radiaciones aditivas ultravioleta son [2, 14,
23, 24]:

−i(−i λ√
2
)2
∫

d4k

(2π)4
Tr
[

i

(/k −mt)

i

(/k + /p−mt)

]
= − λ2

8π2
Λ2 +

3λ2

4π2
ln Λ

∫ 1

0

∆dx. (8.37)

8.1.2. Contribución Bosónica: Loop del Escalar Supersimétrico

La figura 8.2 muestra un diagrama de tipo “renacuajo” (tadpole) correspondiente a una correc-
ción a 1-loop proveniente de la interacción entre un supercompañero escalar del quark top, ˜̄tL,
y el campo de Higgs h:

Lhϕ = −
λ2

2
h2 |˜̄tL|2. (8.38)

Por otro lado, el propagador para el campo escalar libre está dado por:

Propagador del campo escalar:
i

k2 −m2
, (8.39)

y el factor de vértice correspondiente a la interacción es [2, 8, 9, 12, 14, 23, 24]:

Factor del vértice: − iλ2, (8.40)

de manera que la integral potencialmente divergente que involucra la amplitud asociada a dicho
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loop es:

I =i(−iλ2)
∫

d4k

(2π)4
i

k2 −m2
, (8.41)

Rotación de Wick−→ =− iλ2
∫
i
d4lE
(2π)4

1

l2E +m2
, (8.42)

Coordenadas esféricas−→ =
λ2

(2π)4

∫ Λ

0

dΩ4l
3
E

l2E +m2
dlE =

λ2

8π2

∫ Λ

0

l3E
l2E +m2

dlE (8.43)

La integral en dlE se resuelve haciendo la sustitución u = l2E , de manera que du = 2lEdlE =

2u1/2dlE , por tanto

I =
λ2

8π2

∫ Λ2

0

u3/2

u+m2

du

2u1/2
=

λ2

16π2

∫ Λ2

0

u

u+m2
du. (8.44)

Haciendo v = u+m2 se obtiene dv = du y u = v −m2, de manera que

I =
λ2

16π2

∫ Λ2+m2

m2

v −m2

v
dv =

λ2

16π2

[∫ Λ2+m2

m2

dv −m2

∫ Λ2+m2

m2

1

v
dv

]

=
λ2

16π2

(
Λ2 −m2 ln

Λ2 +m2

m2

)
. (8.45)

Ası́, las correcciones radiativas aditivas del diagrama son [2, 14, 23, 24]:

i(−iλ2)
∫

d4k

(2π)4
i

k2 −m2
=

λ2

16π2

(
Λ2 −m2 ln

Λ2 +m2

m2

)
. (8.46)

Cada uno de los dos supercampos escalares en el lagrangiano (8.12) aporta correcciones cuadráti-
cas al parámetro de masa del Higgs, según la forma dada en (8.46). Al comparar las ecuaciones
(8.37) y (8.46), se observa que los diagramas mostrados en las figuras 8.1 y 8.2 generan diver-
gencias cuadráticas en el ultravioleta, las cuales se cancelan exactamente gracias a la relación
entre las constantes de acoplamiento, impuesta por la estructura del modelo supersimétrico. Es-
to evidencia el papel fundamental de la supersimetrı́a en la estabilización natural de la escala
electrodébil y da cierre al desarrollo presentado en este trabajo.
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Capı́tulo 9

Conclusiones

Este trabajo ha desarrollado de manera sistemática el lagrangiano supersimétrico para teorı́as de
Yang–Mills con N = 1 en cuatro dimensiones, utilizando de manera exhaustiva el formalismo
de superespacio y supercampos. Se obtuvo explı́citamente la forma del lagrangiano con sus
términos cinéticos, de interacción y se analizó su invariancia gauge y supersimétrica, destacando
cómo la estructura invariante del modelo está profundamente determinada por las propiedades
algebraicas del formalismo.
El estudio incluyó, además del supermultiplete vectorial, tres supermultipletes quirales, lo que
permitió analizar una estructura de interacciones más rica entre campos bosónicos y fermióni-
cos. Esta elección, más allá de ser minimalista, hizo posible capturar relaciones no triviales entre
los acoplamientos y explorar un escenario teóricamente más cercano a construcciones como el
MSSM, aunque sin incorporar aún todos sus ingredientes fenomenológicos. Esta ampliación
contribuyó a una comprensión más completa del comportamiento de teorı́as supersimétricas
con múltiples sectores de materia.
Uno de los resultados importantes fue demostrar que la supersimetrı́a impone relaciones preci-
sas entre los acoplamientos y masas de los campos bosónicos y fermiónicos, lo que se traduce
en una cancelación automática de divergencias cuadráticas en correcciones radiativas a la masa
escalar. Este mecanismo se ilustró mediante un modelo simplificado, que evidenció el poder
regulador de la supersimetrı́a frente al problema de jerarquı́a del Higgs.
Pese a no haberse incorporado mecanismos de ruptura de supersimetrı́a ni correcciones de or-
den superior, el modelo desarrollado ofrece una base sólida para futuras extensiones como la
inclusión de términos de ruptura suave o la conexión con teorı́as más completas como el MSSM
o la supergravedad.

9.1. Alcance y Limitaciones

En el presente trabajo, el análisis se llevó a cabo considerando supersimetrı́a global y exacta,
sin incluir mecanismos de ruptura espontánea ni términos de ruptura suave. Además, las eva-
luaciones de cancelaciones de divergencias se realizaron al nivel de un solo bucle (one-loop),
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suficiente para ilustrar el mecanismo de protección de la masa escalar, pero sin extenderse a
cálculos de órdenes superiores ni a efectos no perturbativos. Esto deja abierto el interrogan-
te sobre la persistencia de la estabilidad radiativa en escenarios más complejos o a escalas
energéticas mayores, particularmente si se incorporan interacciones de Yukawa realistas o se
contemplan correcciones de dos bucles o más.
Por otra parte, el trabajo ha mantenido una orientación fundamentalmente teórica, sin contras-
te directo con datos experimentales ni discusión sobre parámetros fenomenológicos, como las
masas mı́nimas de supercompañeros o las restricciones impuestas por resultados del LHC. Tam-
poco se abordaron temas de unificación de acoplamientos ni efectos gravitacionales, como los
que surgen en supergravedad. En consecuencia, el alcance de esta investigación se inscribe prin-
cipalmente en el ámbito pedagógico y conceptual, aunque sienta bases sólidas para desarrollos
más aplicados.



107

Apéndice A

Grupos de Lie

La construcción de teorı́as supersimétricas requiere un manejo preciso de las estructuras alge-
braicas subyacentes, en particular aquellas asociadas a simetrı́as continuas. En este contexto, los
grupos de Lie y sus álgebras asociadas constituyen una herramienta fundamental para describir
tanto simetrı́as internas como del espacio-tiempo.
Este apéndice reúne los elementos esenciales sobre grupos de Lie, álgebra de Lie y sus repre-
sentaciones, con énfasis en los grupos relevantes para la fı́sica de partı́culas y la supersimetrı́a.
Se revisan definiciones clave, el grupo de Lorentz y su conexión con SL(2,C), ası́ como la
estructura de espinores de Weyl, Dirac y Majorana.

A.1. Definiciones iniciales

Definición A.1 (Grupo). Un grupo es un conjuntoG junto con una operación binaria asociativa

⋆ : G×G→ G llamada multiplicación que tiene la siguientes propiedades:

1. Existe un único elemento e ∈ G llamado “identidad” tal que si g ∈ G, entonces e ⋆ g =

g ⋆ e = g.

2. Para todo g ∈ G existe un elemento g−1 ∈ G llamado inverso tal que g⋆g−1 = g−1⋆g = e.

■

Cuando se añade propiedades de una variedad diferenciable al conjunto, se habla de grupos de
Lie [22, 7].

Definición A.2 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada con

una estructura de grupo tal que la operación de grupo G × G → G y el mapeo f : G →
G | f(g) = g−1 son diferenciables. ■

Definición A.3 (Grupo general lineal). El grupo general lineal GL(V) es el conjunto de todos

los automorfismos de un espacio vectorial lineal V . Cuando V = Cn el grupo general lineal se

escribe como GL(n,C). ■
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El grupo especial lineal SL(n,C) es el subgrupo de GL(n,C) que consiste en elementos con
determinate uno. Estos son ejemplos importantes de grupos de Lie y serán detallados más ade-
lante.

Definición A.4 (Homomorfismo). Sean (G, ⋆) y (H, •) grupos. Un mapeo f : G → H es un

homomorfismo si

f(a ⋆ b) = f(a) • f(b), ∀a, b ∈ G. (A.1)

■

En el contexto de teorı́a de grupos, un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Si existe
un isomorfismo entre G y H , son isomorfos y se escribe G ∼= H . Un automorfismo es un
isomorfismo f : G→ G.

Definición A.5 (Representación). Sea G un grupo y H un espacio de Hilbert. Una representa-

ción de G enH es un homomorfismo

D : G→ GL(H). (A.2)

■

Esta definición implica que una representación del grupo G es un subgrupo dentro del grupo
lineal general GL(H). En consecuencia, cada elemento g ∈ G tiene asociada una matriz D(g)

que actúa sobre los vectores del espacio de Hilbert H. Debido a esto, H recibe el nombre de
espacio de representación, y su dimensión, dim(H), se denomina dimensión de la representa-

ción. Lo importante de esta construcción es que los elementos deGL(H) son vectores y pueden
representarse como combinaciones lineales de un número finito r de matrices base, {Ja}ra=1, de
modo que un elemento genérico de la representación puede escribirse como

W = ωaJa. (A.3)

Dado que la cerradura bajo la multiplicación del grupo se mantiene, la cantidad

A = eW ≡
∞∑
n=0

W n

n!
(A.4)

pertenece también a la representación del grupo. Esto sugiere que los r parámetros continuos ωa

pueden utilizarse para identificar los elementos del grupo, es decir, se puede escribir g = g(ωa).
Se dice entonces que el grupo es de dimensión r o que tiene r parámetros.
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Álgebra de Lie y Generadores

Las ecuaciones (A.3) y (A.4) sugieren escoger la identidad del grupo como e = g(0, 0, ...), lo
que implica que en la representación matricial se cumple

D(e) = Idim(H). (A.5)

Si consideramos una variación infinitesimal de los parámetros ω alrededor de cero, el corres-
pondiente elemento del grupo puede expresarse como

D(0 + δω) = D(0) +
∂D

∂ωα

∣∣∣∣
ω=0

δωα + · · · = I+
∂D

∂ωa
δωa + · · · . (A.6)

Definiendo los generadores del grupo Ja mediante la relación

Ja =
1

i

∂T (ω)

∂ωa

∣∣∣∣
ω=0

, (A.7)

se obtiene que una transformación finita puede expresarse como el lı́mite de la aplicación suce-
siva de N transformaciones infinitesimales, con N →∞:

T (ω) = ĺım
N→∞

(
I+ i

ωa

N
Ja

)N
= eiω

aJa , δωa =
ωa

N
. (A.8)

Finalmente, los generadores del grupo, Ja, junto con la operación de conmutador [Ja, Jb], cons-
tituyen un álgebra de Lie [5].

Definición A.6 (Álgebra de Lie). Un álgebra de Lie consiste en un espacio vectorial L sobre

un cuerpo (como R o C) con una regla de composición, llamada producto y denotada por ◦,
definida como:

◦ : L× L→ L.

Si v1, v2, v3 ∈ L, entonces las siguientes propiedades definen un álgebra de Lie:

1. Clausura de L bajo ◦: v1 ◦ v2 ∈ L,

2. Linealidad: v1 ◦ (v2 + v3) = v1 ◦ v2 + v1 ◦ v3,

3. Antisimetrı́a:v1 ◦ v2 = −v2 ◦ v1

4. Identidad de Jacobi: v1 ◦ (v2 ◦ v3) + v2 ◦ (v3 ◦ v1) + v3 ◦ (v1 ◦ v2) = 0.

■
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En efecto, el conmutador
[Jα, Jβ] ≡ JαJβ − JβJα,

satisface las propiedades un álgebra de Lie. En particular, la propiedad de cerradura se expresa
formalmente utilizando las constantes de estructura f λ

αβ , como

[Jα, Jβ] = f λ
αβ Jλ. (A.9)

Las tres matrices de Pauli σi son un ejemplo de generadores que satisfacen esta cerradura. De
hecho, se tiene que

[σi, σj] = 2iϵ k
ij σk, (A.10)

donde ϵijk es el sı́mbolo de Levi-Civita en tres dimensiones.

Fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff

La fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff da el producto para dos elementos eA y eB en la
representación de grupo,

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B]+ 1

12
[A,[A,B]]− 1

12
[B,[A,B]+···. (A.11)

Para derivar esta expresión, se consideran dos elementos en la representación de un grupo de
Lie G, escritos en su forma exponencial como eA y eB. Dado que el grupo es cerrado bajo
multiplicación, su producto

eAeB = eC ,

debe pertenecer al grupo para algún elemento C. Se pueden utilizar aproximaciones infinite-
simales para encontrar C definiendo el logaritmo natural como una serie de potencias de sus
argumentos [7].

C = ln eAeB = ln
(
1 + eAeB − 1

)
≡ ln(1 +X) = X − X2

2
+
X3

3!
− · · · ,

donde se ha definido X ≡ eAeB − 1. Por ejemplo, para los términos de primer orden

X = eAeB = (1 + A+ · · · )(1 +B + · · · )− 1 = A+B + AB + · · · ,

y por tanto

C = X − 1

2
X2 + · · · = (A+B + AB + · · · )− 1

2
(A+B + AB + · · · )2 + · · ·

= A+B +
1

2
[A,B] + · · · . (A.12)
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Como en general A = ωαJα y B = ω′βJβ , la ecuación A.11 muestra que el producto de dos
elementos cualesquiera del grupo está determinado si se especifica el conmutador

[Jα, Jβ] = f λ
αβ Jλ,

donde fλαβ son las constantes de estructura. Es importante entender que la relación anterior
debe ser cierta dada la cerradura del producto en el álgebra de Lie y que no depende de la
representación escogida, es decir, que las constantes de estructura son las misma para cualquier
conjunto de generadores escogido.
Considere por último el siguiente cálculo:

eABe−A = (1 + A+ A2 + · · · )B(1− A+ A2 − · · · )

= B(1− A+ A2 − · · · ) + AB(1− A+ A2 − · · · )

+ A2B(1− A+ A2 − · · · ) + · · ·

= (B −BA+BA2 − · · · ) + (AB − ABA+ ABA2 − · · · )

+ (A2B − A2BA+ A2BA2 − · · · ) + · · ·

= B + AB −BA+
1

2

(
A2B − 2ABA+BA2

)
+ · · ·

= B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · ·

Si se escribe el conmutador de A con B como A[B] ≡ [A,B], entonces la ecuación anterior se
expresa como [22]:

eABe−A = B + A[B] +
1

2!
A2[B] +

1

3!
A3[B] ≡ eA[B]. (A.13)
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A.2. Grupo de Lorentz

Un punto en el espacio-tiempo es denotado por

xµ = (x0, x1, x2, x3). (A.14)

El espacio de estos puntos es el espacio de Minkowski y se denota por M4. El grupo de Lorentz
se define inicialmente como las transformaciones que actúan sobre el cuadri-vector xµ como

x′µ = Λµνx
ν , (A.15)

y dejan la forma cuadrática

x2 = xµxµ = ηµνx
µxν = (x0)2 − (x)2 (A.16)

invariante, es decir

x′2 = x′µηµνx
′ν = xσΛµσηµνΛ

ν
ρx

ρ = xΛTηΛx
!
= x2 = xηx. (A.17)

De aquı́ se deduce que
ΛTηΛ = η, (A.18)

donde ηµν = diag(1,−1,−1,−1). Más formalmente se tiene la siguiente definición.

Definición A.7 (Grupo de Lorentz). El grupo de Lorentz, denotado por O(1, 3), se define como

L ≡ O(1, 3) = {Λ ∈ GL(4,R) |ΛTηΛ = η}. (A.19)

■

Si un elemento Λ ∈ O(1, 3) se expresa como Λ(t) = etu, donde u es un generador de grupo,
entonces la ecuación A.19 implica que

d

dt

[
(etu)Tηetu

]
=

d

dt

(
etu

T
)
ηetu + etu

T

η
d

dt

(
etu
)

= etu
T

uTηetu + etu
T

ηetuu

=
d

dt
η = 0.

Evaluando en esto en t = 0 resulta que los generadores de grupo de Lorentz, deben satisfacer

uTη + ηu = 0.

Este resultado se resume en el siguiente teorema.
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Teorema A.1. Los generadores del grupo de Lorentz satisfacen el álgebra de Lie o(1, 3) dado

por

o(1, 3;R) = {u ∈M4×4(R) | uT = −ηuη}, (A.20)

donde M4×4 es el conjunto de todas las matrices 4× 4 con entradas reales. ■

Más particularmente, se trabaja con el grupo restringido de Lorentz.

Definición A.8 (Grupo restringido de Lorentz). El grupo restringido de Lorentz se denota por

L↑
+ y se define como

L↑
+ = {Λ ∈ O(1, 3) | detΛ = 1,Λ0

0 ≥ +1}. (A.21)

■

En una vecindad de la identidad en SO(1, 3), Λ ∈ L↑
+ puede escribirse en la forma

Λ = 14×4 + ω, (A.22)

donde ω es una matriz con parámetros infinitesimales. Sustituyendo la ecuación A.22 en la
ecuación A.19 se llega a una condición de antisimetrı́a para la matriz ω,

ωµν = −ωνµ, (A.23)

de manera que
δxµ = x′µ − xµ = ωµνx

ν (A.24)

La matriz de coeficientes ωµν solo tiene seis parámetros independientes, los cuales son los
parámetros-ángulos del grupo de Lorentz. Deben haber, por tanto, seis generadores de la re-
presentación del grupo de Lorentz que actúa sobre 4-vectores y que pueden agruparse en un
tensor antisimétrico de rango dos, Mρσ, de manera que

ωµν = −
i

2
ωρσ(Mσρ)

µ
ν . (A.25)

El factor 2 acontece para evitar el conteo doble realizado en la contracción de ı́ndices anti-
simétricos, mientras que el factor −i es convencional. De esta relación se deduce que (se puede
verificar que se cumple A.25):

(Mσρ)
µ
ν = i(ησνδ

µ
ρ − ηρνδ µσ ). (A.26)
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Esta ecuación se entiende como un arreglo rectangular 4× 4 de matrices (tambien 4× 4):

(Mρσ) =


0 −K1 −K2 −K3

K1 0 J3 −J2
K2 −J3 0 J1

K3 J2 −J1 0

 , (A.27)

donde

(J1)
µ
ν =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −i
0 0 i 0

 , (J2)
µ
ν =


0 0 0 0

0 0 0 i

0 0 0 0

0 −i 0 0

 , (J3)
µ
ν =


0 0 0 0

0 0 −i 0

0 i 0 0

0 0 0 0

 (A.28)

(K1)
µ
ν =


0 i 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , (K2)
µ
ν =


0 0 i 0

0 0 0 0

i 0 0 0

0 0 0 0

 , (K3)
µ
ν =


0 0 0 i

0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0

 . (A.29)

Dado que las matrices J y K recién definidas satisfacen la ecuación A.20, son generadores de
grupo de Lorentz. Más aún, bajando todos los ı́ndices se puede mostrar que

(Mρσ)µν = i(ηρµησν − ηρνησµ), (A.30)

son matrices hermı́ticas [7]. El álgebra de Lie o(1, 3;R) de estos generadores hermı́ticos puede
escribirse de forma compacta como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema A.2. Los generadoresMµν del grupo de Lorentz obedecen la relación de conmutación

[Mµν ,Mρσ] = −i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ). (A.31)

■

La estructura subyacente del grupo de Lorentz se investiga mejor cambiando la base de los
generadores mediante la complexificación

Si ≡
1

2
(Ji + iKi), (A.32)

Ti ≡
1

2
(Ji − iKi). (A.33)
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Estas matrices satisfacen las relaciones de conmutación

[Si, Sj] = iϵijkSk,

[Ti, Tj] = iϵijkTk, (A.34)

[Ti, Sj] = 0.

Esto significa que los generadores Si y Tj obedecen las relaciones de conmutación del álge-
bra de Lie de SU(2,C), lo que implica que el álgebra de Lie complexificada so(1, 3;R)C se
descompone en la suma directa de dos álgebras de Lie su(2,C), es decir,

so(1, 3;R)C ∼= su(2,C)× su(2,C). (A.35)

Debido a esto, se intuye que deben haber dos operadores de casimir, a saber

S2 = SiSi, T 2 = TiTi. (A.36)

Estos operadores tienen autovalores n(n + 1) y m(m + 1), respectivamente, donde n y m

son autovalores de T3 y S3 respectivamente. Por tanto, es posible etiquetar representaciones de
so(1, 3;R) por el par (n,m) y dado que

J3 = S3 + T3,

se puede identificar el spin de la representación por n+m. Por último cabe mencionar que esta
clasificación de representaciones irreducibles del álgebra de Lie complexificada sirve también
para encontrar representaciones irreducibles del álgebra de Lie real so(1, 3,R) ∼= sl(2,C) [3].

A.3. Grupo de Poincaré

Definición A.9 (Grupo de Poincaré). El grupo de Poincaré, denotado por P , se define como

todas las transformaciones reales en M4 de la forma

x′µ = Λµνx
ν + aµ,

que dejan invariante la forma cuadrática x2. ■

Un elemento de P se caracteriza de forma genérica por el par (Λ, a), de manera que la compo-
sición de dos transformaciones de Poincaré se escribe como

(Λ2, a2) ◦ (Λ1, a1) = (Λ2Λ1,Λ2a1 + a2). (A.37)

El elemento identidad de P es (14×4, 0) y la transformación inversa de (Λ, a) es (Λ−1,−Λ−1a)



Grupos de Lie 116

porque
(Λ, a) ◦ (Λ−1,−Λ−1a) = (ΛΛ−1,−ΛΛ−1a+ a) = (1, 0). (A.38)

Al igual que sucede en el grupo de Lorentz, el grupo de Poincaré contiene subgrupos; en par-
ticular está P ↑

+ el cual se caracteriza por la relación de conmutación (A.31), la relación trivial
de conmutación del grupo de traslaciones [Pµ, Pν ] = 0, y el el conmutador de traslaciones y
transformaciones de Lorentz [Pµ,Mρσ], que aún queda por determinar. Para hacer esto onsidere
una representación de P ↑

+,

(Λ, a) → g(Λ, a). (A.39)

Infinitesimalmente se escribe

g(Λ, a) = 1− i

2
ωρσM

ρσ + iaµP
µ, (A.40)

donde Mρσ y P µ son los generadores de L↑
+ y traslaciones, respectivamente. Considere ahora

una representación g(Λ′Λ, a′). Bajo un boost g(Λ, 0), un elemento de P transforma como

g−1(Λ, 0)g(Λ′, a′)g(Λ, 0) = g−1(Λ, 0)g(Λ′Λ, a′)

= g(Λ−1, 0)g(Λ′Λ, a′)

= g(Λ−1Λ′Λ,Λ−1a′). (A.41)

Para una transformación infinitesimal el lado izquierdo queda como

g−1(Λ, 0)g(Λ′, a′)g(Λ, 0) = 1− i

2
ω′
µνg

−1(Λ, 0)Mµνg(Λ, 0) + ia′µg
−1Pµ(Λ, 0)g(Λ, 0),

mientras que el lado derecho se expande como

g(Λ−1Λ′Λ,Λ−1a′) = 1− i

2
ω′
µνΛ

µ
ρΛ

ν
σM

ρσ + ia′µΛ
µ
ρP

ρ.

De aquı́ se obtiene que

g−1(Λ, 0)Mµνg(Λ, 0) = ΛµρΛ
ν
σM

ρσ, (A.42)

g−1(Λ, 0)P µg(Λ, 0) = ΛµρP
ρ. (A.43)

Expandiendo ambos lados de la ecuación A.42 se llega las relaciones A.20

[Mµν ,Mρσ] = −i(ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ), (A.44)
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mientras que de la ecuación A.43 se obtiene

g−1(Λ, 0)P ρg(Λ, 0) =

(
1 +

i

2
ωµνM

µν

)
P ρ

(
1− i

2
ωµνM

µν

)
= P ρ +

i

2
ωµν [M

µν , P ρ]

!
= ΛρνP

ν = (δρν + ωρν)P
ν = P ρ + ωρνP

ν

= P ρ + ηρµωµνP
ν = P ρ +

1

2
{ηρµωµνP ν + ηρνωνµP

µ}

= P ρ +
1

2
ωµν {ηρµP ν − ηρνP µ} .

Es decir, comparando la segunda lı́nea y la última, se obtiene la relación de conmutación que
quedaba por determinar:

[Mµν , Pρ] = −i(ηµρPν − ηνρPµ). (A.45)

Estas ecuaciones A.44 y A.45, junto con la relación trivial para traslaciones:

[Pµ, Pν ] = 0, (A.46)

completan el álgebra de Lie del grupo de Poincaré. El grupo de Poincaré tiene también dos
operadores de Casimir, P 2 = P µPµ y W 2 = W µWµ, donde Wµ es el vector de polarización de
Pauli-Ljubanski definido como

Wµ =
1

2
ϵµνρσP

νMρσ. (A.47)

A.4. SL(2,C) e ı́ndices espinoriales

En este apartado se anotan los resultados principales del grupo SL(2, C), el cual se define
formalmente a continuación.

Definición A.10 (Grupo SL(2,C)). El grupo especial lineal en dos dimensiones con parámetros

complejos, denotado por SL(2,C), se define como

SL(2,C) = {M ∈ GL(2,C) | detM = +1}.

■

Este grupo admite dos representaciones no equivalentes D(M), es decir, dos representaciones
que no están relacionadas mediante una transformación de semejanza.
Sea ψ un elemento del espacio vectorial F y sea {êi}dimF

i=1 una base de F , de manera que

ψ =
dimF∑
n=1

ψnê
n, (A.48)
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entonces una representación de SL(2C), D(M), que actúa sobre los vectores ψ ∈ F se puede
escribir como

D(M)ψ =
dimF∑
n=1

D i
nψiê

n ≡
dimF∑
n=1

ψ′
nê
n, (A.49)

donde D i
n (M) es una matriz de dimensión dimF × dimF .

Las dos representaciones no equivalentes de SL(2,C) son la autorrepresentación D(M) =

M , la cual tiene un espacio portador F de dimensión dos y la autorrepresentación compleja
conjungada D(M) =M∗, cuyo espacio portador se denota por Ḟ (también de dimensión 2).

A.4.1. Espinores de Weyl Izquierdos: (1/2,0)

Los espinores de Weyl izquierdos denotados por ψ son vectores en F que transforman bajo la
autorrepresentación D(M) = M y se utilizan ı́ndices latinos no puntuandos. En esta represen-
tación las componentes covariantes transforman como

ψ′
A =M B

A ψB, A,B = 1, 2. (A.50)

Esta representación del grupo se denota por (1/2, 0) y existe una representación equivalente
dada por M−1T , lo que significa que existe una matriz ϵ ∈ GL(2,C) tal que

ϵMϵ−1 =M−1T . (A.51)

Es fácil verificar que

(ϵAB) =

(
0 1

−1 0

)
, (ϵAB)−1 =

(
0 −1
1 0

)
. (A.52)

hace el trabajo. Más aún, la ecuación A.51 escrita indicialmente como

(ϵAB)M C
B (ϵCD)−1 = (M−1T )AD,

sugiere que se puede definir la matriz covariante ϵAB como

(ϵAB) = (ϵAB)−1 =

(
0 −1
1 0

)
, (A.53)

y por tanto se pueden escribir los siguientes resultados

ϵABϵ
BC = δ CA , ϵABϵBC = δAC , ϵTABϵ

BC = −δ CA . (A.54)



Grupos de Lie 119

Con esto, se puede despejar M de la ecuación A.51 ası́:

M B
A = ϵAC(M

−1T )CDϵ
DB. (A.55)

En consecuencia, la matriz ϵ (con ı́ndices superiores) y su inversa (con ı́ndices inferiores) juegan
el papel de una métrica. En efecto, definiendo

ψA = ϵABψB = −ψBϵBA, (A.56)

se puede mostrar que estas componentes de forma contravariante, es decir, transforman bajo
M−1T

ψ′A = (M−1T )ABψ
B. (A.57)

Los espinores contravariantes ψA pertenecen al espacio dual F ∗ de F , de manera que la métrica
ϵAB se entiende como un mapeo invertible

(ϵAB) : F −→ F ∗, (A.58)

donde la inversa es
(ϵAB) : F

∗ −→ F, (A.59)

y por tanto se verifica que

ψ′Aψ′
A = (M−1T )ABψ

B(M) CA ψC

= (M−1T )ABδ
B
Dψ

D(M) CA ψC

= (M−1T )ABϵ
BEϵEDψ

D(M) CA ψC

= −(M−1T )AEψE(M) CA ψC

= −ψE(M−1)EA(M) CA ψC

= −ψDδDE(M−1)EA(M) CA ψC

= −ψDϵDBϵBE(M−1)EA(M) CA ψC

= ψB(M−1) ABM
C
A ψC

= ψBδ CB ψC

= ψBψB, (A.60)

es una invariante (escalar) bajo la autorrepresentación M de SL(2,C). Matricialmente, ı́ndi-
ces superiores no puntuados se interpretan como filas e indices inferiores no puntuados como
columnas.
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A.4.2. Espinores de Weyl Derechos: (0,1/2)

Los espinores de Weyl derechos denotados por ψ̄ son vectores en el espacio portador Ḟ de la
aurrepresentación compleja conjugada D(M) =M∗ y se utilizan ı́ndices latinos puntuados, de
manera que en esta representación las componentes covariantes transforman como

ψ̄′
Ȧ
= (M∗) Ḃ

Ȧ
ψ̄Ḃ. Ȧ, Ḃ = 1, 2. (A.61)

Esta representación se denota por (0, 1/2) y existe una representación equivalente dada por

D(M) =M∗−1T , (A.62)

de manera que existe una matriz ϵ̄ ∈ GL(2,C) tal que

ϵ̄M∗ϵ̄−1 =M∗−1T . (A.63)

En este caso, es fácil verificar que las matrices

(ϵ̄ȦḂ) =

(
0 1

−1 0

)
, (ϵ̄ȦḂ) ≡ (ϵ̄ȦḂ)−1 =

(
0 −1
1 0

)
. (A.64)

hacen el trabajo. Comparando esto con la ecuación A.52 se ve que matricialmente ϵ̄ = ϵ, por lo
que se descarta la notación barrada y se deja los ı́ndices puntuados para hacer la distinción. Por
ejemplo, la ecuación (A.63) se escribe como

ϵȦĊ(M∗) Ḋ
Ċ
ϵḊḂ = (M−1†)Ȧ

Ḃ
. (A.65)

Se tienen también las siguientes relaciones para las contracciones del tensor métrico

ϵȦḂϵ
ḂĊ = δ Ċ

Ȧ
, ϵȦḂϵḂĊ = δḂ

Ċ
, (A.66)

de modo que también se puede anotar

(M∗) Ḃ
Ȧ

= ϵȦĊ(M
−1†)Ċ

Ḋ
ϵḊḂ (A.67)

De manera similar a como ocurre con la representación izquierda (1/2, 0), la matriz ϵ juega el
papel de una métrica para subir y bajar ı́ndices, de modo que se puede definir las componentes
contravariantes

ψ̄Ȧ = ϵȦḂψ̄Ḃ, (A.68)

las cuales transforman bajo M∗−1T = (M †)−1 como

ψ̄′Ȧ = (M∗−1T )Ȧ
Ḃ
ψ̄Ḃ. (A.69)
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Los vectores ψ̄Ȧ pertenecen al espacio dual Ḟ ∗ de Ḟ , de manera que

ψ̄′
Ȧ
ψ̄′Ȧ = ψ̄Ȧψ̄

Ȧ ∈ C. (A.70)

La métrica ϵȦḂ se entiende por tanto como el mapa

(ϵȦḂ) : Ḟ −→ Ḟ ∗, (A.71)

donde el mapa inverso es
(ϵȦḂ) = Ḟ ∗ −→ Ḟ . (A.72)

Por otra parte, los vectores ψA ∈ F se mapean a los vectores en ψ̄Ȧ ∈ Ḟ ∗ conjugando y
multiplicando por la representación matricial de una transformación lineal (σ̄0)ȦB definida por

(σ̄0)ȦB : F −→ Ḟ ∗, tal que ψ̄Ȧ = (σ̄0)ȦB(ψB)
∗. (A.73)

El mapa inverso es

(σ0)AḂ : Ḟ ∗ −→ F, tal que ψA = (σ0)AḂ(ψ̄
Ḃ)∗. (A.74)

A continuación se verá que las matrices σ0
AȦ

y σ̄0ȦA son identidades sobre los espacios que
operan, de manera que su aparición como mapeos en las expresiones anteriores es puramente
formal para evitar escribir relaciones del tipo ψ∗

A = ψ̄Ȧ, las cuales no tienen consistencia en los
ı́ndices.

A.4.3. Relación entre SL(2,C) y el grupo de Lorentz

En esta sección se busca determinar un homomorfismo entre SL(2,C) y L↑
+. Se comienza

definiendo las matrices σµ como
(σµ) = (12×2,σ), (A.75)

donde σ = (σ1, σ2, σ3) son las matrices de pauli

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (A.76)
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Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones:

{σi, σj} = 2δij12×2 (A.77)

[σi, σj] = 2iϵijkσk (A.78)

Tr[σi] = 0 (A.79)
1

2
Tr[σ2

i ] = 1, (A.80)

para i, j, k = 1, 2, 3. Los ı́ndices espinoriales de σµ se definen como siendo contravariantes, con
el ı́ndice puntuado a la derecha del no puntuado:

(σµ) ≡ (σµ)AȦ. (A.81)

Los ı́ndices pueden subirse y trasponerse para definir el nuevo conjunto de matrices σ̄µ como:

(σ̄µ)ȦA ≡ −ϵAB(σµ)BḂϵ
ḂȦ = (−ϵσµϵ̄)AȦ = (ϵ̄σµT ϵT )ȦA. (A.82)

De estas ecuaciones se puede mostrar que

(σ̄µ) = (14×4,−σ). (A.83)

Teorema A.3. Las matrices (σµ) y (σ̄ν) satisfacen las siguientes relaciones

Tr[σµσ̄ν ] = 2ηµν , (A.84)

σµσ̄ν + σν σ̄µ = 2ηµν14×4, (A.85)

σµ
AȦ
σ̄ḂBµ = 2δBAδ

Ḃ
Ȧ
. (A.86)

■

Considere ahora el conjunto de matrices complejas hermı́ticas 2 × 2, H(2,C), y sea X un
elemento genérico de H. Se puede definir un mapeo ρ entre 4-vectores y elementos de H(2,C)
como [3, 12]:

ρ : M4 −→ H(2,C) |X = ρ(xµ) ≡ xµσµ =

(
x0 − x3 x1 + ix2

x1 − ix2 x0 + x3

)
. (A.87)

Dada la hermeticidad de las matrices de Pauli, es claro que

X† = X, (A.88)

como es requerido por consitencia. Además, el lector puede verificar que el determinante de X
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es el intervalo espacio-temporal:
detX = xµx

µ. (A.89)

El mapa inverso de (A.87) se encuentra utilizando la ecuación (A.84) y resulta ser:

ρ−1 : H(2,C) −→M4 |xµ = ρ−1(X) =
1

2
Tr[Xσ̄µ]. (A.90)

Se llama representación adjunta de SL(2,C) a la acción de SL(2,C) en H(2,C), es decir [3]:

ad : SL(2,C) −→ Aut(H(2,C)) tal que adM ≡MXM †, (A.91)

donde M,M † ∈ SL(2,C) y Aut(H(2,C)) es el espacio de automorfismos de H(2,C) el cual
es isomorfo a GL(H(2,C)). En efecto,

(adM(x))† = (MXM †)† = adM(x) ∈ H(2,C).

El mapeo de la ecuación (A.91) solo significa que bajo SL(2,C), X ∈ H(2,C) transforma
como

X ′
AȦ

=M B
A XBḂ(M

†)Ḃ
Ȧ
, (A.92)

de manera que que

x′µx
′µ = detX ′ = detX = xµx

µ. (A.93)

Por tanto, la representación adjunta del grupo SL(2,C) deja invariante el determinante xµxµ.
Más aún,

x′µ =
1

2
Tr[X ′σ̄µ] =

1

2
Tr[MXM †σ̄µ] =

1

2
Tr[Mxνσ

νM †σ̄µ]

=
1

2
Tr[σ̄µMσνM

†]xν . (A.94)

Puesto que x′µ = Λµνx
ν , se concluye el homomorfismo

Λ : SL(2,C) −→ L↑
+ |Λµν(M) =

1

2
Tr[σ̄µMσνM

†]. (A.95)

Ahora se procede a determinar la relación inversa, para lo cual se reescribe la ecuación A.92
como

X ′ = x′µσ
µ = Λ ν

µ xνσ
µ =MXM † =Mxνσ

νM †, (A.96)

de manera que se tiene la importante propiedad

MσνM
† = Λµνσµ. (A.97)
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Esta relación expresa que, bajo SL(2,C), las matrices de σµ transforman como 4-vectores. A
partir del hecho de que

Tr[M †] = (M †)Ȧ
Ȧ
= δȦ

Ḃ
(M †)Ḃ

Ȧ
=

1

4
(σ̄µ)ȦC(σµ)CḂ(M

†)Ḃ
Ȧ

=
1

4
σµM

†σ̄µ,

de la ecuación A.97 se puede ver que

Λµνσµσ̄
ν =MσνM

†σ̄ν =M(4Tr[M †]). (A.98)

Entonces
M(Λ) =

1

4Tr[M †]
Λµνσµσ̄

ν (A.99)

Tomando el determinante en A.98 se puede deducir que

4Tr[M †] = ±[det(Λµνσµσ̄ν)]1/2. (A.100)

Por tanto, la forma explı́cita de la relación inversa es

M(Λ) = ± Λµνσµσ̄
ν

{det [Λµνσµσ̄ν ]}1/2
. (A.101)

Esto muestra que para un Λ ∈ L↑
+ existen dos matrices asociadas, M y −M . Por tanto, hay

dos representaciones del grupo restringido de Lorentz las cuales se llamas representaciones

espinoriales. Matemáticamente se escribe el isomorfismo:

L†
+
∼= SL(2,C)/Z2, (A.102)

y se dice que SL(2,C) es el grupo de recubrimiento universal de L†
+.

Por último, queda señalar que los generadores de las representaciones (1/2, 0) y (0, 1/2) de
SL(2,C) se pueden expresar respectivamente como

(σµν) BA =
i

4

[
(σµ)AȦ(σ̄

ν)ȦB − (σν)AȦ(σ̄
µ)ȦB

]
, (A.103)

(σ̄µν)Ȧ
Ḃ
=
i

4

[
(σ̄µ)ȦA(σν)AḂ − (σ̄ν)ȦA(σµ)AḂ

]
, (A.104)

(σµν)† = σ̄µν . (A.105)

No es difı́cil probar que, debido al álgebra de Clifford A.85, las matrices σµν y σ̄µν satisfacen el
álgebra de Lorentz A.31. Una forma útil de σµν se obtiene como sigue: del álgebra de Clifford
fácilmente se ve que

−σµσ̄ν + σν σ̄µ = 2(ηµν − σµσ̄ν),
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pero por definición, σµν = i
4
{σµσ̄ν − σν σ̄µ} = −σνµ, de manera que la anterior expresión es

igual a
−4iσνµ = −2(−ηµν + σµσ̄ν).

Haciendo explı́citos los ı́ndices y reorganizando se tiene la relación útil:

2(σµν) B
A = i[−δ B

A ηµν + (σµσ̄ν) B
A ]. (A.106)

Ahora se calculan un par de expresiones que involucran σµν y que serán de mucha ayuda en el
cálculo de supercampos escalares invariantes de guage. Se utiliza el hecho de que matricialmen-
te ϵ y ϵ̄ son iguales para escribir (según la ecuación A.82) que σ̄µ = ϵσµT ϵT y, en consecuencia:

(σµνϵT )T = ϵσµνT =
i

4
ϵ(σµσ̄ν − σν σ̄µ)T =

i

4
ϵ(σ̄νTσµT − σ̄µTσνT )

=
i

4
ϵ(ϵσνϵTσµT − ϵσµϵTσνT ) = i

4
(σνϵσµT − σµϵσνT ) ϵT ϵ︸︷︷︸

=1

=
i

4
(σµσ̄ν − σν σ̄µ)ϵT = σµνϵT . (A.107)

Con esta ecuación A.107 no es difı́cil mostrar que

ϕσµνχ = −χσµνϕ, (A.108)

lo que implica que θσµνθ = 0. Por último, se anotan sin demostración un par (y medio ) de
propiedades útiles de traza que involucran estos generadores σµν y σ̄µν [2]:

Tr[σµνσρσ] =
1

2
(ηµρηνσ − ηµσηνρ) + i

2
ϵµνρσ,

Tr[σ̄µν σ̄ρσ] =
1

2
(ηµρηνσ − ηµσηνρ)− i

2
ϵµνρσ,

Tr[σµσ̄νσασ̄β] = 2(ηµνηαβ + ηναηµβ − ηµαηνβ − iϵµναβ)

(A.109)

A.4.4. Cálculos Con Espinores

En esta sección se desarrolla una serie de cálculos que serán utilizados con frecuencia. El pri-
mero de estos cálculos establece que

ϕσµχ̄ = ϕAσµ
AḂ
χ̄Ḃ = −χ̄Ċϵ

ACϵḂĊσµ
AḂ
ϕC

A.82
= −χ̄Ċ σ̄

µĊCϕC = −χ̄σ̄µϕ. (A.110)

Para lo que sigue se postula que las componentes de espinores de Weyl son variables de Grass-

mann (estudiado en la sección 5.4), es decir, que las componentes de ψ y ψ̄ satisfacen las
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siguientes relaciones de anticonmutación:

{ψA, ψB} = {ψA, ψB} = {ψA, ψB} = 0,

{ψ̄Ȧ, ψ̄
Ḃ} = {ψ̄Ȧ, ψ̄Ḃ} = {ψ̄

Ȧ, ψ̄Ḃ} = 0, (A.111)

{ψA, ψ̄Ḃ} = {ψA, ψ̄Ḃ} = {ψ
A, ψ̄Ḃ} = 0.

Teniendo esto en cuenta, se pueden realizar los siguientes cálculos:

ψψ = ψAψA = ϵABψBψA = ϵ12ψ2ψ1 + ϵ21ψ1ψ2 = −2ψ1ψ2, (A.112)

ψ̄ψ̄ = ψ̄Ȧψ̄
Ȧ = ϵȦḂψ̄

Ḃψ̄Ȧ = −ψ̄2̇ψ̄1̇ + ψ̄1̇ψ̄2̇ = 2ψ̄1̇ψ̄2̇ = −2ψ̄2̇ψ̄1̇ = 2ψ̄1̇ψ̄2̇. (A.113)

Por otra parte, un desarrollo para la expresión ϵABϵDC puede intuirse contrayendo cada par de
ı́ndices; por ejemplo, si contrae B y D el resultado deberá ser δ CA ; si contrae A y C el resultado
deberá ser proporcional a δ DB y ası́ sucesivamente. No es dificil verificar que las siguientes
expresiones son consistentes con este razonamiento y son, de hecho, correctas [3]:

ϵABϵ
DC = δCAδ

D
B − δDA δCB ,

ϵȦḂϵ
ḊĊ = δĊ

Ȧ
δḊ
Ḃ
− δḊ

Ȧ
δĊ
Ḃ
.

(A.114)

Con esto es fácil probar que

θAθB = −1
2
ϵAB(θθ),

θAθB = 1
2
ϵAB(θθ),

(A.115)

θ̄Ȧθ̄Ḃ = 1
2
ϵȦḂ(θ̄θ̄),

θ̄Ȧθ̄Ḃ = −1
2
ϵȦḂ(θ̄θ̄).

(A.116)

Otro resultado útil son las fórmulas de reordenamiento de Fierz:

(θϕ)(θψ) = (ϕθ)(θψ) = ϕAθAθ
BψB = ϕAϵBCθAθCψB

A.115
=

1

2
(θθ)ϕAϵBCϵACψB = −1

2
(θθ)ϕAψBδ

B
C

= −1

2
(θθ)ϕψ. (A.117)
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(ϕψ)χȦ = ϕBψBχȦ = ϕBϵBCψ
CϵȦḊχ

Ḋ = −ϵCBϕBψCϵȦḊχ
Ḋ

= ϵCBψ
CϕBϵȦḊχ

Ḋ = δCAδ
Ė
Ȧ
ϵCBϵĖḊψ

AϕBχḊ

A.86
=

1

2
(σµ)AȦ(σ̄µ)

ĖCϵCBϵĖḊψ
AϕBχḊ

A.82
=

1

2
(σµ)AȦϵ

CF ϵĖḢ(σµ)FḢϵCBϵĖḊψ
AϕBχḊ

=
1

2
(σµ)AȦ(σµ)FḢδ

F
Bδ

Ḣ
Ḋ
ψAϕBχḊ =

1

2
ϕB(σµ)BḊχ

ḊψA(σµ)AȦ

=
1

2
(ϕσµχ)(ψσµ)Ȧ. (A.118)

De manera similar se muestra que

ϕ̄ψ̄χB = −1

2
(χσµψ̄)(ϕ̄σ̄

µ)B. (A.119)

Se anotan también los siguientes cálculos

(θσµθ̄)(θσν θ̄) = θA(σµ)AḂ θ̄
ḂθC(σν)CḊθ̄

Ḋ

= −θA(σµ)AḂθ
C θ̄Ḃ(σν)CḊθ̄

Ḋ

= −(σµ)AḂ(σ
ν)CḊθ

AθC θ̄Ḃ θ̄Ḋ

A.115A.116
=

1

4
(σµ)AḂ(σ

ν)CḊϵ
ACϵḂḊ(θθ)(θ̄θ̄)

=
1

4
(σµ)AḂ(σ̄

ν)ḂA(θθ)(θ̄θ̄)

A.84
=

1

2
ηµν(θθ)(θ̄θ̄). (A.120)

De aquı́ que

(σµ)AȦθ̄
Ȧ(θσν θ̄) =

1

2
ηµνθA(θ̄θ̄). (A.121)

Finalmente se define el adjunto hermitiano de un espinor de Weyl θ, θ† mediante las componen-
tes

θ†Ȧ ≡ θ̄Ȧ ←→ θ̄†A ≡ θA. (A.122)

Con esto es fácil ver que

(ϕσµχ̄)† = (χ̄)†(σµ)†(ϕ)† = χσµϕ̄,

(θϕ)† = (ϕθ)† = θ†ϕ† = θ̄ϕ̄.
(A.123)

Esto es ası́ porque las matrices σµ son hermı́ticas, es decir que σµ†
AȦ

= σµ
AȦ

.



Grupos de Lie 128

A.5. Espinores de Dirac

Se define el espacio de reprentaciónes complejas cuadri-dimensionales de los espinores de Di-
rac, E, como la suma directa de los espacios de representaciones complejas F y Ḟ ∗,

E ≡ F ⊕ Ḟ ∗. (A.124)

Si ϕ ∈ F y ψ̄ ∈ Ḟ ∗, entonces

Ψa ≡

(
ϕA

ψ̄Ȧ

)
∈ E, a = 1, 2, 3, 4. (A.125)

Si Aut(E) es el grupo automorfismo deE, se define la representación de SL(2,C) en el espacio
E como

M ∈ SL(2,C) −→ Sab(M) =

(
M B

A 0

0 (M∗−1)Ȧ
Ḃ

)
∈ Aut(E). (A.126)

Por tanto, esta representación de SL(2,C) actúa sobre un espinor de Dirac como

Ψ′ =

(
Mϕ

M∗−1ψ̄

)
. (A.127)

Los ı́ndices de una matriz 4× 4 que actúa sobre espinores de Dirac deberá tener ı́ndices

Γab =

(
A B
A BAḂ

CȦB DȦ
Ḃ
,

)
(A.128)

porque solamente ası́ se garantiza que

ΓabΨb =

(
A B
A ϕB +BAḂψ̄

Ḃ ∈ F
CȦBϕB +DȦ

Ḃ
ψ̄Ḃ ∈ Ḟ ∗

)
∈ E. (A.129)

Esta representación es irreductible bajo paridad, como puede ser mostrado.

Representación Quiral

La representación Quiral, también llamada base de Weyl, hace referencia la representación de
las matrices γ

γµW =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
, (A.130)
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que permiten obtener una relación directa entre espinores de dos y cuatro componentes. Como
en cualquier representación, las matrices γ satisfacen el álgebra de Clifford

{γµ, γν} = 2ηµν14×4. (A.131)

Se define una matriz γ5 adicional como

γ5 = iγ0γ1γ2γ3. (A.132)

En la representación Quiral toma la forma explı́citca

γ5W =

(
−14×4 0

0 14×4

)
, (A.133)

y satisface, en general

(γ5W )2 = 14×4, (A.134)

{γ5W , γµ} = 0. (A.135)

Además, las matrices γ tiene las siguientes propiedades

γ0† = γ0, (A.136)

γ5† = γ5, (A.137)

γi† = −γi, i = 1, 2, 3. (A.138)

Estas propiedades, junto con el álgebra de Clifford permiten mostrar

γ0γµγ0 = γµ†. (A.139)

Este resultado es válido e cualquier representación.

Representación de Dirac

La representación de Dirac, también llamada base canónica, hace referencia a la representación
de las matrices γ

γ0D =

(
14×4 0

0 −14×4

)
, γiD =

(
0 σi

σ̄i 0

)
, γ5D =

(
0 14×4

14×4 0

)
. (A.140)

Teorema A.4. La representación de Weyl de las matrices γW y la representación de Dirac γD
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están conectadas por la relación de semejanza

γW = XγDX
−1, donde X =

1√
2

(
−14×4 σ0

−σ̄0 −14×4

)
.

■

A.6. Conjugación de la carga

La ecuación de Dirac admite soluciones de partı́culas y antipartı́culas, las cuales se diferen-
cian por la carga. La ecuación de Dirac debe, por tanto, tener una simetrı́a entre partı́culas y
antipartı́culas. El espinor de Dirac Ψ obedece la ecuación de Dirac

[γµ(i∂µ − eAµ)−m]Ψ = 0. (A.141)

Tomando el adjunto hermitiano de esta ecuación

Ψ†[γµ(i
←−
∂ µ − eAµ)−m]† =Ψ†[γµ†(−i

←−
∂ µ − eAµ)−m]

=Ψ†γ0[γµ(−i
←−
∂ µ − eAµ)−m]γ0

=0, (A.142)

de manera que, al definir el espinor adjunto de Dirac Ψ̄ como

Ψ̄ ≡ Ψ†γ0, (A.143)

la ecuación A.142 implica que

Ψ̄[γµ(−i
←−
∂ µ − eAµ)−m] = 0. (A.144)

Tomando la transpuesta de esta ecuación resulta

[−(γµ)T (i∂µ + eAµ)−m]Ψ̄T = 0. (A.145)

Se de define la matriz de conjugación de Carga C como una matriz compleja invertible 4 × 4

tal que
C(γµ)TC−1 = −γµ. (A.146)

Si esta matriz existe, entonces la ecuación A.145 se puede escribir como

[γµ(i∂µ + eAµ)−m]Ψc = 0, donde Ψc ≡ CΨ̄T . (A.147)
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Esta es la ecuación de una partı́cula de carga opuesta a Ψ. En la representación de Dirac, la
matriz de conjugación de carga C toma la forma

CD = iγ2Dγ
0
D = i

(
0 −σ2

σ̄2 0

)
. (A.148)

En la representación de Weyl, la matriz de conjugación de la carga es

CW =

(
iσ2σ̄0 0

0 i σ̄2σ0

)
. (A.149)

Esta matriz es antisimétrica, pues

CT = iγ0Tγ2T = −iγ0γ2 = −C. (A.150)

Además, satisface que

C2 = iγ2γ0(iγ2γ0) = −γ2γ0γ2γ0 = −14×4 (A.151)

A.7. Espinores de Majorana

Un espinor de Dirac en la representación de Weyl se escribe como

Ψ =

(
ϕA

ψ̄Ȧ

)
∈ F ⊕ Ḟ ∗. (A.152)

Para que los cálculos con ı́ndices tengan sentido, las filas deben tener la estructura indicial

ΨT =
(
ϕA ψ̄Ȧ

)
, (A.153)

de manera que el espinor adjunto de Dirac se escribe como

Ψ̄ = Ψ†γ0 =
(
ϕA∗ ψ̄∗

Ȧ

)( 0 (σ0)AḂ
(σ̄0)ȦB 0

)
=
(
ψ̄∗
Ȧ
(σ̄0)ȦB ϕA∗(σ0)AḂ

)
=
(
ψB ϕ̄Ḃ

)
. (A.154)

Por tanto, se calcula Ψ̄T como

Ψ̄T =

(
ψA

ϕ̄Ȧ

)
. (A.155)
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La matriz de conjugación de carga CW se puede escribir como

CW =

(
(iσ2σ̄0) BA 0

0 (iσ̄2σ0)Ȧ
Ḃ

)
, (A.156)

de manera que el espinor de carga conjugada Ψc se expresa como

Ψc = CΨ̄T =

(
(iσ2σ̄0) BA ψB

(iσ̄2σ0)Ȧ
Ḃ
ϕ̄Ḃ

)
. (A.157)

Pero

iσ2
AĊ
σ̄0ĊB =(iσ2σ̄0) BA = ϵAC(iσ

2σ̄0)CB = δ BA , (A.158)

iσ̄2ȦCσ0
CḂ

=(iσ̄2σ0)Ȧ
Ḃ
= ϵȦĊ(iσ̄2σ0)ĊḂ = δȦ

Ḃ
, (A.159)

donde se hizo uso de
(iσ2σ̄0)CB = ϵCB, (iσ̄2σ0)ĊḂ = ϵĊḂ. (A.160)

entonces se concluye que

Ψc =

(
ψA

ϕ̄Ȧ

)
. (A.161)

Definición A.11. Un espinor de Majorana ΨM es un espinor de Dirac Ψ que satisface

ΨC = Ψ.

■

En la representación de Weyl, un espinor de Majorana se escribe explı́citamente como

ΨM
W =

(
ϕA

ϕ̄Ȧ

)
. (A.162)

Este es, por tanto, un espinor de dos componentes independientes, equivalente a un espinor de
dos componentes de Weyl o un espinor de Dirac real.
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