Universidad de Narino

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Fisica

LAGRANGIANO SUPERSIMETRICO DE TEORIAS DE YANG-MILLS

TRABAJO DE GRADO

Para optar al titulo profesional de:

Fisico

Farid Riascos Meneses

San Juan de Pasto, Colombia
agosto 2025



Universidad de Narino

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Departamento de Fisica

LAGRANGIANO SUPERSIMETRICO DE TEORIAS DE YANG-MILLS

Farid Riascos Meneses

TRABAJO DE GRADO

Director:

Ph.D EDUARDO ROJAS PENA

San Juan de Pasto, Colombia
agosto 2025



©2025 - Farid Riascos Meneses

“Las ideas y conclusiones aportadas en el trabajo de grado son responsabilidad del autor”

Articulo 1° del Acuerdo No.324 de octubre 11 de 1966, emanado del Honorable Consejo

Directivo de la Universidad de Narino. Todos los derechos reservados.



Nota de aceptacion

San Juan de Pasto, agosto de 2025

Eduardo Rojas Pefia

Director

Yithsbey Giraldo Usuga

Jurado

German Enrique Ramos Zambrano

Jurado



Iv

Resumen

Este trabajo de grado desarrolla de manera sistemdtica la construccion del lagrangiano super-
simétrico para teorias gauge con supersimetria ' = 1. Partiendo de los fundamentos fisicos y
algebraicos de la teoria cudntica de campos y las simetrias del espacio-tiempo, se introduce el
formalismo del superespacio y los supercampos como herramientas para formular teorias super-
simétricas. Como aplicacion, se analiza la cancelacién de divergencias cuadréticas en correccio-
nes radiativas a la masa del Higgs, evidenciando el papel de la supersimetria en la estabilizacion
natural de la escala electro-debil. El enfoque adoptado busca no solo presentar los resultados fi-
nales, sino también mostrar con rigor la deduccion explicita de cada término, aportando claridad
conceptual al formalismo supersimétrico.

Palabras clave: supersimetria, superespacio, supercampos, Yang—Mills, lagrangiano, diver-

gencias cuadrdticas.



Abstract

This undergraduate thesis systematically develops the construction of the supersymmetric La-
grangian for gauge theories with A/ = 1 supersymmetry. Starting from the physical and al-
gebraic foundations of quantum field theory and spacetime symmetries, it introduces the for-
malism of superspace and superfields as tools to formulate supersymmetric theories. As an
application, the cancellation of quadratic divergences in radiative corrections to the Higgs mass
is analyzed, highlighting the role of supersymmetry in naturally stabilizing the electroweak sca-
le. The approach taken aims not only to present the final results but also to rigorously show
the explicit derivation of each term, thereby providing conceptual clarity to the supersymmetric
formalism.

Keywords: supersymmetry, superspace, superfields, Yang—Mills, Lagrangian, quadratic diver-

gences.
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Glosario

Accion:

Funcional que asocia a una configuracion de
campos una cantidad escalar obtenida me-
diante la integracion del lagrangiano sobre el
espacio-tiempo. Su principio variacional deter-
mina las ecuaciones de movimiento del siste-
ma.

Algebra de Grassmann:

Algebra generada por variables anticommuta-
tivas que satisfacen 0,0; = —0;0;. Es funda-
mental en la formulacion de la supersimetria,
ya que permite representar grados de libertad
fermidnicos en supercampos.

Campo de gauge:

Campo vectorial introducido para garantizar la
invariancia local de una teoria bajo un grupo de
simetria. Se asocia a la derivada covariante y a
las particulas mediadoras de las interacciones
fundamentales.

Campo escalar:

Campo que transforma como escalar bajo el
grupo de Lorentz. Describe particulas de espin
cero como el bosén de Higgs.

Campo fermionico:

Campo que transforma segtin una representa-
cion espinorial del grupo de Lorentz. Describe
particulas de espin semi-entero como electro-
nes y quarks.

IX

Campo vectorial:

Campo con un indice de Lorentz que transfor-
ma como un vector. Se utiliza para describir
particulas de espin 1, como el fotén o los gluo-
nes.

Cancelacion de divergencias cuadraticas:
Mecanismo por el cual contribuciones diver-
gentes de diferente signo se anulan, estabili-
zando la masa de campos escalares. En SUSY,
esto ocurre entre loops bosénicos y fermioni-
Cos.

Derivada covariante:

Operador que reemplaza la derivada ordinaria
en teorias gauge, garantizando la transforma-
cién covariante de los campos bajo simetrias
locales.

Divergencia ultravioleta:

Comportamiento divergente de integrales en
teorias cuanticas cuando los momentos inter-
nos se hacen arbitrariamente grandes. Debe re-
gularizarse y renormalizarse para obtener pre-
dicciones fisicas.

Espinor:

Objeto matemdtico que transforma bajo una
representacion de recubrimiento del grupo de
Lorentz, como SL(2, C). Se usa para describir
particulas de espin 1/2.

Grupo de Lie:
Grupo continuo y diferenciable cuyas opera-
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ciones son suaves y parametrizables. Describe
simetrias continuas y posee un algebra asocia-
da generada por operadores infinitesimales.

Grupo de Lorentz:

Grupo de simetrias del espacio-tiempo plano
que preserva la métrica de Minkowski. Actda
sobre campos relativistas.

Grupo de Poincaré:

Grupo que unifica las transformaciones de Lo-
rentz con las traslaciones en el espacio-tiempo.
Es la simetria fundamental de la relatividad es-
pecial.

Invariancia gauge:

Propiedad de una teoria de permanecer inva-
riante bajo transformaciones locales de un gru-
po de simetria. Es esencial en la formulacion
de teorias de interacciones fundamentales.

Lagrangiano:

Funcion que depende de los campos y sus de-
rivadas, y cuya forma determina la dindmica
de una teoria mediante el principio de minima

accion.

Modelo Estandar:

Teoria cuantica de campos que describe las
interacciones electromagnética, débil y fuer-
te. Estd basada en simetrias gauge y campos
cudnticos.

Representacion:

Asignacion de operadores lineales a los ele-
mentos de un grupo o algebra, de forma que
se preserven las estructuras algebraicas. Per-
mite estudiar como actian las simetrias sobre
los campos.

Superagebra:

Extensién de un dlgebra de Lie que incorpo-
ra tanto conmutadores como anticonmutado-
res, permitiendo la inclusién de generadores
fermidnicos como en SUSY.

Supercampo:

Funcion definida en el superespacio, que de-
pende de coordenadas ordinarias y de variables
de Grassmann. Contiene componentes bosoni-
cos y fermidnicos y permite formular teorias
supersimétricas de forma compacta.

Superespacio:

Extension del espacio-tiempo que inclu-
ye coordenadas adicionales anticommutativas,
usadas para construir de manera sistematica
teorias supersimétricas.

Supersimetria:

Simetria que relaciona bosones y fermiones
mediante generadores espinoriales que trans-
forman estados de distinto espin. Extiende el
algebra de Poincaré.

Teoria de Yang-Mills:

Teoria gauge basada en un grupo de simetria
no abeliano, donde los campos de gauge inter-
actian consigo mismos. Es la base de la cro-
modindmica cudntica.

Término de Yukawa:

Interaccion entre campos escalares y fermioni-
cos que genera términos de masa tras la rup-
tura espontdnea de simetria. Es esencial en la
construccion de modelos realistas.



Capitulo 1

Introduccion

El Modelo Estandar (ME) de la fisica de particulas constituye, hasta la fecha, la teoria mds
precisa y contrastada experimentalmente para describir las interacciones fundamentales, con
excepcion de la gravedad [1]. Formulado como una teoria cudntica de campos (TCC) con si-
metria gauge, ha permitido predecir con notable éxito fendmenos como la existencia del boson
de Higgs. Sin embargo, a pesar de su solidez empirica, el modelo enfrenta limitaciones tedricas
relevantes, entre las cuales destacan: la falta de una formulacién cudntica consistente de la gra-
vedad, la no unificacion exacta de las constantes de acoplamiento y la presencia de divergencias
cuadraticas que afectan la estabilidad de la masa del Higgs [2].

En este contexto, la supersimetria (SUSY) surge como una extension tedrica del ME que in-
troduce una simetria entre bosones y fermiones. Esta simetria estd generada por operadores
espinoriales (), capaces de transformar estados bosénicos en fermiénicos y viceversa [1, 2].
Como estos operadores modifican el espin, SUSY implica una ampliacion del grupo de si-
metria del espacio-tiempo y, en consecuencia, del dlgebra de Poincaré [3]. El teorema de Haag,
Fopuszanski y Sohnius demuestra que, bajo supuestos fisicos razonables, la unica forma no
trivial de unificar simetrias internas y del espacio-tiempo en una teoria cudntica de campos
relativista es mediante generadores fermidnicos, es decir, a través de una superalgebra [1, 4].
Mas alld de su elegancia formal, SUSY ofrece soluciones a varios problemas del ME, en par-
ticular, la cancelacion de divergencias cuadraticas en las correcciones radiativas a la masa del
Higgs, gracias a una compensacion entre contribuciones bosonicas y fermidnicas en diagramas
de Feynman [2].

Este trabajo se enfoca en el estudio riguroso de la estructura lagrangiana de teorias gauge super-
simétricas con N = 1, el caso mds sencillo en el cual existe un tinico generador fermidnico de
la supersimetria [3]. Para esto se emplea el formalismo del superespacio y los supercampos, he-
rramientas que se desarrollan detalladamente en los capitulos 5 y 6. La organizacion del trabajo
es la siguiente:

En el Capitulo 4 se repasan los elementos esenciales de la teorfa cuantica de campos, con énfasis
en el formalismo lagrangiano y las simetrias gauge.

En el Capitulo 5 se introduce la supersimetria como extension del dlgebra de Poincaré, y se
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construyen las herramientas del superespacio y las transformaciones supersimétricas.

El Capitulo 6 presenta el formalismo de supercampos quirales y vectoriales, junto con sus res-
pectivas supermultipletes y propiedades de transformacion.

En el Capitulo 7 se construyen los lagrangianos supersimétricos a partir de supercampos, cul-
minando con la teoria de Yang—Mills supersimétrica para N = 1.

Finalmente, el Capitulo 8 analiza una aplicacion relevante: la cancelacion de divergencias cuadrati-

cas en la masa del Higgs a un bucle (1-loop).



Capitulo 2
Planteamiento del Problema

Aunque la supersimetria con A/ = 1 esté bien documentada y permite resolver problemas tedri-
cos del Modelo Estdndar, como el de jerarquia, la deduccién explicita del lagrangiano super-
simétrico en teorias gauge suele omitirse en la literatura debido a la complejidad de los célculos
intermedios, lo que genera un vacio en la comprension rigurosa del formalismo.

Problema de investigacion: ;Cémo deducir de forma explicita y sistemadtica el lagrangiano su-
persimétrico para una teoria de Yang—Mills, partiendo de los fundamentos de la teoria cuantica

de campos y la teoria de grupos?



Capitulo 3

Objetivos

Objetivo General

Deducir formalmente el lagrangiano supersimétrico de una teoria de Yang-Mills a partir de los
principios fundamentales de la teoria cudntica de campos y la teoria de grupos, para analizar su

estructura y su papel en la cancelacion de divergencias cuadraticas ultravioletas.

Objetivos Especificos

» Estudiar el formalismo de variables de Grassmann y su aplicacion en la construccién del

superespacio y supermultipletes.

= Construir explicitamente los términos cinéticos y de interaccion del lagrangiano super-

simétrico en una teoria de Yang-Mills no abeliana.

= Jlustrar, mediante un ejemplo a un bucle (1-loop), como la supersimetria conduce a la
cancelacion de las divergencias cuadriticas en las correcciones radiativas a la masa del

Higgs.



Capitulo 4
Marco Referencial

Este capitulo tiene como objetivo sentar un contexto claro sobre el cual se desarrollaran las
ideas principales del capitulo final. Se repasa brevemente la formulacion lagrangiana en teoria
de campos para justificar las ecuaciones de campo clasicas que satisfacen las diversas particulas

del ME. El enfoque serd a nivel de lagrangianos al revisar propiedades de simetria.

4.1. Formulacion Lagrangiana en Teoria de Campos

La teoria cldsica de campos puede considerarse como una generalizacion relativista de la mecani-
ca lagrangiana para sistemas con un nimero continuo (infinito) de grados de libertad, es decir,
aquellos en los que las variables dindmicas dependen del espacio-tiempo. Estos sistemas son
descritos por configuraciones de campos, los cuales son mapeos del espacio-tiempo en espacios
vectoriales portadores de alguna representacion del grupo de Lorentz [5, 6]. En lo que sigue se
denota, respectivamente, el campo escalar, vectorial y espinorial por ¢(z), donde z = z*. El
significado de estos nombres serd claro mas adelante.

La cantidad fundamental en teoria de campos es la accion A. En una teoria relativista se deben
tratar de manera equivalente los indices espaciales y temporales [7]. Por tanto, la accién se

define formalmente como

t2
A = /d4$£(¢l, Gu(bl) = / dtL, (41)
t1
donde L es la densidad lagrangiana del sistema, la cual para los fines de este trabajo, serd una
funcién de uno o mds campos ¢; y sus derivadas J,¢;. Aqui [ es un indice que bien podria
representar componentes independientes de un campo o diferentes campos independientes [8].
El principio de minima accion establece que cuando un sistema evoluciona de una configura-

cion a otra entre dos instantes ¢; y t2, lo hace a lo largo de una “trayectoria” en el espacio de
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configuracion para la cual la accién A es un extremo, es decir [9]:

o s [ [0 oL
05A5/d mﬁ/da: {8¢15¢l+8(3#¢1)68“¢l
[ 0L i]

‘/ ”{a@ O] *

donde en la ultima igualdad se utilizé integracién por partes junto con el hecho de que las
variaciones virtuales o totales de los campos, d¢ = ¢'(z) — ¢(x), estan sujetas a las condiciones

de frontera d¢(t1,X) = 0 = d¢(t2, X) y que conmutan con las derivadas [10]:

60,b1 = 0,0 — Oupy = 0,(d¢y).

Por tanto, dado que la igualdad debe mantenerse para variaciones arbitrarias de los campos

independientes ¢; se debe concluir las ecuaciones Euler-Lagrange o ecuaciones de campo:

oL oL

il e 42
o6~ " 00dn) 2

4.1.1. Simetrias

En unidades naturales (¢ = 1 = h) la accién A es un nimero real adimensional y escalar de
Lorentz. Se dice que es una funcional porque tnicamente depende de la forma funcional de los

campos ¢, razén por la cual defini6 la variacion total de los campos:

0y = ¢i(x) — di(x), 4.3)

en la extremalizacion de la accion [S]. Observe que esta variacion se realiza en un punto fijo z,
lo que representa un cambio en la forma funcional de los campos y se enfatiza con la notacién
barrada 4, la cual no fue utilizada en la seccién anterior donde se obtuvieron las ecuaciones de
campo. A continuacién se consideran transformaciones infinitesimales mas generales (locales)

en los argumentos del lagrangiano [35, 6]:

ot — 2™ =t +
di(x) — G(2') = di(x) + du(), 4.4)
Wti(z) — 0,01(2") = 0ugn(x) + 0uddi(x) — 0,00, (dz"),

y se estudia la correspondiente variacion en la accion
SA= Al¢] — Alg] = / dia' ) — / il

Las variaciones locales de los campos d¢;(x) en la ecuacion (4.4) estdn relacionadas con las
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variaciones totales 6¢(x) de la ecuacién (4.3) mediante la ecuacién [9]

Sy = 6y + 6279, ¢n (), 4.5)

ademds, los operadores 0, y 4 satisfacen la relacién de conmutacién [5]:

[8,“ 5]¢l = (8M5ZEV)8V¢Z. (46)

Por otra parte, el elemento de volumen d*x’ est4 relacionado con d*z mediante el determinante
de la matriz Jacobiana de la transformacion. Puede verificarse directamente que a primer orden
la relacién es [5, 10]:

d'z’ = (1+ 0,62")d"z, 4.7

de manera que esto, junto con

L'(z") = L(x) +0L(x),

permite reescribir la variacion de la acciéon como
6A = / d*z{0L + (0,02")L}. (4.8)

Asi, en la aproximacién de primer orden 6L = 6L + dx0, L, la ecuacion (4.8) se reescribe

COomao:
SA = / d*z{0L + 0,(02"L)}. (4.9)

Dado que dz = 0 para variaciones totales, de la ecuacion (4.6) se observa que [J,,, )¢ = 0, por

lo que se puede calcular [8]:

L - oL
£ =062 3,0

oL oL - oL -
- (8_@ - a“a@m)) o0+ Oy (awz)é@) ’

para obtener finalmente que

4 oL ) = ( oL )}
O0A = /d {(a@ a“—a@m) d¢; + O, 200 u¢l>5¢l + 02t L (4.10)

Definiendo la corriente de Noether f* como

oL - oL oL
¢‘(<

b= o) oL = ———9§
M= 560 T = 55,00~ \ 50,4

donde se ha utilizado la ecuacién (4.5); se dice que la transformacién (4.4) es una simetria del

0, u(x) — 655) si, @)
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sistema si la accion es invariante, es decir, si se garantiza que [5]:

[ (9L 9L "\ < _
5A/dw{(a¢l 3Ma(a#¢l))5¢l+auf“}0. (4.12)

4.1.2. Campo Escalar

El ejemplo mas sencillo de la formulacién lagrangiana en teoria de campos es el de un campo
escalar complejo relativista, denotado por ¢(x). Este campo se define como una funcién del
espacio-tiempo que, bajo transformaciones de Lorentz, permanece invariante en su forma fun-
cional. Es decir, ¢(x) se transforma como un escalar de Lorentz, lo que equivale a decir que
pertenece a la representacion trivial del grupo SO(1,3).

En unidades naturales (A = ¢ = 1), la accién debe ser adimensional, lo cual implica que la
densidad lagrangiana debe tener dimensiones de energia (o masa) a la cuarta potencia. Bajo
esta restriccion, la forma mds simple de lagrangiano que describe un campo escalar complejo

libre de masa m y espin cero es [10]:
L=0"¢'0,6 —m?¢'o. (4.13)

La dindmica del sistema se obtiene a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange aplicadas a los
campos ¢ y ¢!, resultando en:
(@ +m*)¢ =0,

(4.14)
(O+m?)el =0,

donde [J = 0"9,, es el operador d’ Alembertiano. Estas expresiones corresponden a la ecuacién
de Klein-Gordon, que puede entenderse como la generalizacion relativista de la ecuacion de
onda para campos escalares sin espin [7]. Esta ecuacion surge naturalmente al promover la
relacion de energia relativista,

P'p, =m?, (4.15)

a una ecuacion diferencial sobre campos cldsicos mediante la sustitucién p* — i0*. Por tanto,
describe la propagacion de un campo libre (sin interacciones) y constituye la ecuacién funda-

mental para particulas de espin cero en teoria cudntica de campos [11].

4.1.3. Campo Fermionico

Una ecuaciéon de campo se considera covariante si, bajo una transformacién de Lorentz, el
campo transformado sigue satisfaciendo la misma forma funcional de la ecuacion evaluada en
el nuevo sistema de coordenadas. Esta propiedad se garantiza autométicamente si la ecuacién

proviene de un lagrangiano escalar bajo transformaciones de Lorentz [9]. En el caso escalar, esto

Los campos en TCC se clasifican segiin las representaciones de grupos de simetria. En particular, la relatividad
especial impone que las leyes fisicas sean invariantes bajo el grupo de Lorentz.
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fue sencillo porque el campo transforma segtn la representacion trivial del grupo de Lorentz.
1
2
rresponden a representaciones espinoriales del grupo de Lorentz. El campo de Dirac ¥(z) se

Ahora se consideran campos de espin 3, los cuales, como se discute en el apéndice A, co-
construye como la suma directa de las representaciones irreducibles (1/2,0) y (0,1/2) (véase
los apéndices A.4.3 y A.5). Conocer esta estructura desde el inicio proporciona las reglas de
transformacion que debe obedecer el campo, lo que permite desarrollar ecuaciones invariantes
bajo Lorentz que involucren dichas representaciones [12].

Por otro lado, todo campo relativista debe satisfacer, en algtin sentido, la ecuacién de Klein-
Gordon [7]. Sin embargo, esta ecuacion presenta un inconveniente fundamental: al ser de se-
gundo orden en derivadas, admite soluciones con energias negativas, las cuales no tienen una
interpretacion directa dentro del marco clésico de la teoria de campos [11]. Esto motiva buscar
una ecuacion de primer orden en derivadas que describa campos de espin %, siempre que dicha
ecuacion implique la ecuacion de Klein-Gordon como una condicion de consistencia. Por tanto,

se busca una ecuacion de la forma
DV, =0, a,b=1,2,3,4. (4.16)

donde D, es un operador lineal de primer orden en derivadas con indices de espinores de Dirac
a, b. Por experiencia, se espera que una ecuacion de campo libre contenga un término cinético
y uno de masa. El término 0,1 posee un indice libre 1, y debe ser contraido con un objeto
que también transforme como un vector bajo el grupo de Lorentz, y que ademads actie sobre
los indices espinoriales del campo. Estas consideraciones hacen natural proponer la siguiente

ecuacion para un campo de espin % con masa m (ecuacion de Dirac):
(iv"0, — m)w¥y(z) = 0. (4.17)

La consistencia de esta ecuacién (4.17) requiere que, al aplicar el operador diferencial dos
veces sobre W(z), se recupere la ecuacién de Klein-Gordon para cada componente del campo.

Se tiene:

(17" 0y — m)ea(i7" 0y — m)ap Vs = (=20 Vep0u00 — QimVSbau + 5cbm2)\11b

4é7 - [( u7V>cbauaV + 5cbm2]\pba

como 0,0, es simétrico en p y v, sélo contribuye la parte simétrica del producto *~"; entonces

. - v 1 v
(Z’YHaM - m)ca(@'y al/ - m)abqu = - (5{’7”7 Y }auay + m2) \Ilb'
cb

Por tanto, si la ecuacion (4.17) ha de ser el punto de partida para describir particulas de espin 2,
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se debe exigir que las matrices v* satisfagan la siguiente relacién [11]:

{777} = 20" 1axa, (4.18)

lo cual define el dlgebra de Clifford asociada al espacio-tiempo plano. Las matrices y* consti-
tuyen una representacion de esta algebra. Se puede sacar provecho de este resultado ya que del
apéndice A.4.3 se pueden deducir las reglas de transformacion de estos objetos, lo que es im-
portante al investigar la covarianza de la ecuacién de Dirac, que constituye el segundo requisito
que la ecuacién debe satisfacer.

En el apéndice A.5 se muestra que, en la representacion de Weyl, el espinor de Dirac W trans-

forma bajo el grupo de Lorentz como
Mp 0
U= 5,0, =4 ) (% . a,b=1,2,3,4. (4.19)
0 (M‘”)% B

donde la matriz M es la autorrepresentacién del grupo SL(2, C') y M~'T es la matriz transpues-
ta inversa de la representacion compleja conjugada M* del mismo grupo; ademas, los indices
A, B, A, B = 1,2 son los indices espinoriales correspondientes a cada representacion. La ma-
triz S no es unitaria, por lo tanto W' no es invariante. En efecto, ninguna de las representacio-
nes finitas del grupo de Lorentz que se utilizan en teorias realistas es unitaria; sin embargo, esto
no representa un problema, ya que los campos cldsicos no son funciones de onda [7, 12].

Por otra parte, en el apéndice A.7 se introduce el espinor adjunto de Dirac, definido como

U = \I/HO, el cual, en la representacion quiral, toma la forma
. @A p A) . (4.20)
Este objeto debe transformarse bajo el grupo de Lorentz como
U= (v 3) = (T es (M) Po,)
_ (d)B 3 ) ((M_l)BA 0 )
= 5 5
0 (MT) i
—* 5t 4.21)
La ultima igualdad se verifica observando que

1 M B 0 (M=) ,f 0 o 0
Sabsbc < 0 (MlT)AB> ( 0 (MT)BA 0 5A. ) ( )

c

donde I € Aut[F o F *]. Por tanto, el objeto UV es invariante bajo transformaciones de Lorentz,

y puede utilizarse para construir cantidades escalares, pseudoescalares, vectores de Lorentz,



Marco Referencial 11

pseudovectores y otros tensores [12, 13].

Por dltimo, se recuerda que en la representacion de Weyl las matrices y* se escriben como

0 ot
o ’ 4.23
gl (5# 0 ) (4.23)
de manera que se puede calcular:

§lyg — M1 0 0 o*\ (M 0
0 M) \a* 0 0 M1

0 M=o M1
= Mtsnag 0 . (4.24)

(véase la seccion A.5):

Por otro lado, de la ecuacion (A.97) se tiene que
Mo, M =AM 0, = M 'o"M T =A"o" (4.25)

La dltima expresion permite determinar la transformacion de #. A nivel indicial se expresa

Ccomo.:

L= (M) Fol (M,

de modo que multiplicando ambos lados por CALA y usando las identidades (A.55), (A.67)y
(A.82), se obtiene:

A,uya_l/CC :eCAECAAu g’

vY AA
:ECAECA(Mfl)ABGBDGBba_uDD(M71T>BA
:(M*)DCa_,uDDMDC
=(MTa" M),
Por tanto,
MTG'M = A" 6" (4.26)

Sustituyendo las ecuaciones (4.25) y (4.26) en la ecuacién (4.24), se obtiene la famosa propie-

dad que a veces se utiliza como definicién de la matriz S [11, 13]:
SIS = A* A", (4.27)

Esta relacion expresa que las matrices v* transforman como vectores bajo el grupo de Lorentz.

Asi, es posible demostrar la invariancia de la ecuacién de Dirac. En un sistema primado, la
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ecuacion toma la forma
(iy"0), — m)¥' = (iy"SA",0, — Sm) ¥ = 0.
Multiplicando por S~! a la izquierda y usando la ecuacién (4.27), se tiene:
0= (iS~'9"SA",8, —m) ¥ = (in"d, —m) V. (4.28)
Finalmente, se puede construir el lagrangiano escalar de Lorentz:
LDirac = \I/(WME?M —m)V¥, (4.29)

que produce la ecuacion de Dirac (4.17) y se dice que describe el campo libre de Dirac.

4.1.4. Campo de Yang-Mills

Ahora se considera un tipo de interacciones de los campos libres de materia: las interacciones
con campos gauge aun por definir. Sea un grupo de simetria interna con generadores hermiticos

que satisfacen el algebra de Lie (véase la definicién A.6 y la discusion siguiente): 2
[T, T") = 4 fobeTe. (4.30)
En una representacion unitaria, un elemento del grupo se escribe como (véase el apéndice A.1)

Uj(z) = (e7"@T) (4.31)

%)

y actda sobre un multiplete de campos (de materia) ¢;(x) mediante la prescripcion
Vi) = Usj(x)i; (). (4.32)

Dado que los pardmetros 6(z) que determinan cada elemento del grupo dependen de las coor-
denadas z*, la derivada parcial no transforma de forma covariante, lo cual es un inconveniente

si se quiere construir lagrangianos invariantes bajo este tipo de transformaciones (gauge):
o = (0,U)¢ + U0, (4.33)

Para restaurar la covarianza, se introduce una derivada covariante D, que transforma como un
operador bajo el grupo gauge [14]:
D, =UD,U", (4.34)

2Por simetria interna se entiende un grupo de simetria independiente del grupo de Lorentz.
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de modo que
(D) = D" = U(Dy). (4.35)

La forma explicita de este operador con indices internos se construye introduciendo un campo

vectorial en la representacién adjunta del dlgebra, A,,, llamado campo de gauge [5]:
A, = AT, (4.36)
de manera que la derivada covariante D, se define y transforma como [10]:
D,=0,—1igA

— D, =09, —igAl, (4.37)

s

donde A/ () es la transformacién del campo gauge (bajo el grupo de simetria interna), que debe
garantizar la covarianza de D, 1. Dicha propiedad de transformacién del campo gauge puede

obtenerse imponiendo la covarianza; por un lado se tiene que:

D,y = (0, —igA, ) Ut
= (DU + Udb — igALUY, (4.38)

mientras que por otro lado,
DL@D’ =UD =U0 ) —igUA,. (4.39)
Comparando las ecuaciones (4.38) y (4.39), se obtiene la transformacién del campo gauge:
1
A =UAUT — 5(8HU)UT : (4.40)

El resultado fundamental de esta discusion es que exigir la invariancia de una teoria bajo un
grupo de simetria local no abeliano o grupo gauge, fuerza la introduccién de un campo vectorial
(espin-1) A, que transforme adecuadamente para mantener la invariancia del lagrangiano [7, 8].

Con esta derivada covariante se define el tensor de campo [5]:

F = g[pu, D), (4.41)

el cual resulta en

F., =0,A, —0,A, —ig[A,, A
= 0,ALT" — 0,A5T" + gf** AL AST® (4.42)
= F 17,
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donde se ha definido
= 0,AL — 9,A% + gf AL AL (4.43)

No es dificil calcular F},, utilizando la ecuacion (4.34) para mostrar que este tensor transforma
de forma covariante [14]:
F,=UF,U", (4.44)

lo cual permite construir una cantidad escalar invariante bajo transformaciones locales:

1 1
Longe == 5 TilF,u F™] = — Fj, F**" (4.45)

1 a a aoc Cc av 92 aoc raae ev c
= = (0uAy = 0, A7) — gf AL AL AT — o fri AN AT AL AT

Este término describe la dindmica de los campos gauge A, los cuales son campos vectoriales
sin masa, ya que no existe ningin término cuadrético del tipo mQAZAa“, el cual violaria la
invariancia gauge local [6]. Finalmente, al acoplar un campo fermiénico con el gauge, se obtiene

el lagrangiano general [10]:

L=y —m)p— iFﬁyF“W, (4.46)
el cual describe un campo de Dirac con interacciones no abelianas dentro de una teoria de
Yang-Mills.

Cabe sefialar que el término de masa fermiénico m)v se ha incluido asumiendo que v trans-
forma bajo una tnica representacién del grupo de simetria, de modo que el producto 1) es
invariante de gauge. Sin embargo, en teorias realistas como el ME, las componentes izquier-
das y derechas de los fermiones pertenecen a representaciones diferentes del grupo de simetria

gauge SU(2), ® U(1)y, por lo que un término de masa directo no es gauge-invariante [7].

4.2. Modelo Electrodébil

El modelo de Weinberg—Salam constituye la formulacién gauge unificada de las interacciones
débil y electromagnética. Su estructura se basa en la simetria de grupo SU(2), @ U(1)y, donde
el subindice L indica que solo los fermiones izquierdos transforman bajo SU(2), y Y denota la
hipercarga asociada a U(1).

A cada uno de estos factores de simetria se le asocia un conjunto de campos de gauge: Al grupo
SU(2)r, le corresponden tres bosones de gauge Wi (con a = 1,2, 3), acoplados mediante la
constante g. Al grupo U(1)y le corresponde un solo bosén de gauge B, con constante de
acoplamiento ¢'.

El grupo SU(2), es no abeliano, con generadores 7 que satisfacen las relaciones de conmuta-

3Este grupo es un producto directo de grupos de Lie, lo que implica que sus generadores actiian de manera
independiente sobre los campos que transforman bajo sus respectivas representaciones.
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cion:
[T, T"] = ie"*T*.

Como consecuencia, el tensor de campo asociado al sector débil incluye un término de auto-
interaccion. Aplicando la definicion general de tensor de campo para teorias gauge (4.43), se

obtienen:

We, = 0Ws = 0,Wi 4 g™ Wy, (4.47)
B,, = d,B, — 0,B,. (4.48)

Los fermiones del Modelo Estandar se organizan en representaciones quirales del grupo SU(2) ,®
U(1)y, de modo que las componentes izquierdas se agrupan en dobletes de SU(2);, mien-
tras que las componentes derechas se tratan como singletes. A cada multiplete se le asigna
una hipercarga Y, de modo que la carga eléctrica queda determinada por la relacion de Gell-
Mann—Nishijima: v

Q=T+ 5
donde T es el tercer generador de SU(2) .. Para cada una de las tres generaciones, los fermio-

nes se organizan como sigue:

Leptones izquierdos:

Quarks izquierdos:

En el modelo estindar minimalista, no se introduce el neutrino derecho v.r, ya que este seria
un singlete bajo todo el grupo SU(2);, @ U(1)y vy, por tanto, no participa en las interacciones
gauge. No obstante, diversas extensiones del modelo consideran su inclusion para explicar las
masas de los neutrinos mediante mecanismos como el seesaw.

El acoplamiento entre los campos de materia y los campos gauge del modelo electrodébil se
introduce mediante derivadas covariantes, definidas de acuerdo con la expresion general (4.37),

aplicada al grupo de simetria SU(2);, ® U(1)y. Para un campo fermidnico que transforma bajo
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una representacion del grupo, la derivada covariante toma la forma [7, 8, 14]:

D,R=(d,—igY B,)R, (4.49)
DuL = (8, —igT*W® —ig'Y B,) L, (4.50)

donde L representa un doblete de SU(2),, con hipercarga Y, mientras que R es un singlete de
SU(2), transformando sélo bajo U(1)y . Estas expresiones garantizan la invariancia gauge de

los términos cinéticos fermidnicos,
LilD L+ Ril) R,

los cuales describen la dindmica de los fermiones en presencia de los campos de gauge W'y
B,..

4.2.1. Interaccion de Yukawa

El término de masa tipico para un campo de Dirac,

Emasa =—-m \II\I] = _m<1;R1/}L + 2/_JLwR)a

es un escalar de Lorentz, pero no es invariante bajo las transformaciones del grupo gauge
SU(2), ® U(1)y, ya que las componentes izquierdas y derechas de W pertenecen a represen-
taciones distintas. Por tanto, en el Modelo Estdndar este término no puede incluirse de forma
directa sin romper explicitamente la simetria de la teoria [7]. La solucién mas natural consiste en
introducir un campo escalar complejo ¢, con cargas adecuadas bajo el grupo SU(2), @ U(1)y,
de modo que compense las transformaciones de ¢;, y ¥g, permitiendo la construcciéon de un
término gauge-invariante. Este campo, conocido como campo de Higgs, se define como un do-

blete complejo bajo SU(2),, con hipercarga Y = 1 asociada al grupo U (1)y:

¢+
¢ = <¢0> . 4.51)

A partir de este campo se construyen los denominados términos de Yukawa, que acoplan los do-
bletes izquierdos de fermiones con los singletes derechos, mediante combinaciones invariantes
bajo SU(2), ® U(1)y [5, 10]. Por ejemplo, para el sector leptonico, se puede escribir:

Lt = —y.egd'L+hec., (4.52)

Yukawa

donde L es el doblete de leptones y ey, es el singlete derecho. El término es invariante porque ¢

transforma como un conjugado del doblete de SU (2), y tiene hipercarga opuesta, compensando
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las transformaciones de L y er. De modo andlogo, para los quarks se escriben [8]:

‘CdYukawa = —Yd JR ¢TQ + h-C-a (453)
LY awa = —YuUr ¢'Q + hec., (4.54)

donde () es el doblete de quarks y <j~> = i02¢* transforma como un doblete con hipercarga

opuesta, permitiendo construir el término de Yukawa para los quarks up.

4.2.2. Ruptura Espontanea de Simetria

El sector escalar del modelo electrodébil esta gobernado por el siguiente lagrangiano:
Luiges = (Du0)'(D"0) = V(9),  V(9) = 1*¢'0 + M6'0)”, (4.55)
donde ¢ es el doblete de Higgs y la derivada covariante se define por:
Dup = (0, —igT*W; —ig'Y B,) ¢. (4.56)
La inclusion de este sector escalar completa la estructura lagrangiana del modelo electrodébil:

1 1 —.
Low =~ Wa, W™ — 2B, B + 3 §ilpy
Y=L,R
- QLYuéuR — QrYaddp — LY. der + h.c.

+ (D) (D") — V(). (4.57)

Es importante destacar que el lagrangiano (4.57) no contiene términos de masa explicitos ni para
los fermiones ni para los bosones de gauge, en cumplimiento de la invariancia bajo SU(2), ®
U(1)y. No obstante, si el parametro 1% es negativo y A > 0, el potencial escalar del campo de

Higgs adquiere un minimo no trivial cuando el campo cumple:

2

ol = % (4.58)

El conjunto de todos los posibles estados de vacio —es decir, los campos ¢ que minimizan el
potencial— es invariante bajo el grupo gauge SU(2); x U(1)y. Sin embargo, una vez se elige
un valor especifico para el vacio (una direccion particular en el espacio de configuraciones),
dicha configuracién ya no permanece invariante bajo todas las transformaciones del grupo. Este
fenémeno, conocido como ruptura espontdnea de simetria, refleja que el lagrangiano sigue

siendo completamente simétrico, pero el estado fundamental escogido no lo es.
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Una eleccion convencional para el valor esperado del campo de Higgs en el vacio es:

0
@w=—("), v=v=Em (4.59)

Esta eleccion preserva tinicamente una combinacion particular de las simetrias originales, iden-
tificada con el subgrupo electromagnético U(1).,,. Para analizar las excitaciones fisicas alrede-

dor del vacio, se emplea el gauge unitario, en el cual el campo de Higgs se parametriza como:

1 0
P(z) = Vo \o i) (4.60)

donde h(zx) es un campo escalar real que representa el bosén de Higgs.

Al reemplazar esta forma en el lagrangiano del modelo electrodébil, se generan términos de
masa para los bosones W* y Z mediante los acoplamientos gauge, asi como términos de masa
para los fermiones a través de los acoplamientos de Yukawa. El fotén permanece sin masa,

reflejando que la simetria electromagnética U (1), no se rompe.

4.3. Reglas de Feynman

Hay tres formas experimentales de estudiar las interacciones entre particulas elementales: los
estados ligados, los decaimientos y las dispersiones. A continuacién se introduce una formula-
cién cuantitativa de la dindmica de particulas elementales, centrada en el célculo de la tasa de
decaimiento I' y la seccion eficaz de dispersion 0. Ambas cantidades requieren el conocimiento
de la amplitud de transicion .# [13].

Decaimiento y dispersion

En los procesos de decaimiento, el pardimetro de mayor interés es el tiempo de vida media de
una particula en reposo. Debido a la naturaleza cudantica del proceso, no todos los muones (por
ejemplo) duran exactamente lo mismo: existe una aleatoriedad inherente. Lo que puede medirse
experimentalmente es el tiempo de vida media 7 de una gran muestra de particulas idénticas.

Un hecho importante es que la probabilidad de que una particula decaiga en un intervalo de
tiempo dado es independiente del tiempo transcurrido desde su creacion. Esto implica que el
decaimiento sigue una ley exponencial, y lo que se mide realmente es una tasa de decaimiento
I', definida como la probabilidad por unidad de tiempo de que la particula decaiga en un instante

dado. Esta se relaciona con el tiempo de vida media mediante [9]:

1
T==.

r

Ademds, si una particula puede decaer a través de distintos canales posibles, la tasa de decai-
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miento total es la suma de las tasas parciales asociadas a cada canal:
| Z ;. (4.61)
7

Por otra parte, muchos experimentos que exploran la fisica de particulas en el régimen relativista
se basan en procesos de dispersion. La magnitud relevante en estos casos es la seccion eficaz o
seccion transversal, que cuantifica la probabilidad de interaccién entre las particulas incidentes
y un blanco dado. Esta tiene dimensiones de drea y depende tanto de la estructura interna de las

particulas que colisionan como del blanco, e incluso del estado final de las particulas producidas

[9].

La regla de oro de Fermi

El célculo de tasas de decaimiento y secciones eficaces requiere conocer dos elementos impor-
tantes: la amplitud del proceso .7 y el espacio de fase disponible. La amplitud, obtenida a partir
de los diagramas de Feynman mediante las reglas de Feynman, contiene la dindmica del siste-
ma. Por su parte, el espacio de fase es un factor puramente cinematico que cuantifica el nimero
de configuraciones finales posibles: a mayor espacio accesible, mayor serd la probabilidad de
que ocurra el proceso [13]. En lo que sigue se presenta la regla de oro de Fermi, que permite
expresar tanto la tasa de decaimiento como la seccion eficaz en funcion de .# y del espacio de
fase.

Considérese primero el decaimiento de una particula 1 (inicialmente en reposo) en varias particu-
las 2,3,...,n:

1—=24+3+4+---+n.

La tasa de decaimiento estd dada por:

S - d4p 2
I'= CT /]1:[2 (27r)]4 | (27) 6 (p1 — p2 — - — pn)27T 5(pj2- - m?cQ) Q(pg), (4.62)

donde m; es la masa y p; el 4-momento de la particula ;-ésima. El factor S es una correccién
estadistica que evita contar mas de una vez configuraciones indistinguibles: por cada subcon-
junto de s particulas idénticas en el estado final, se incluye un factor 1/s!. Es importante no
confundir este factor estadistico con la matriz S que aparece en la ecuacion (4.27). En ausencia
de particulas idénticas, S = 1. La amplitud .# (py, po, . . ., pn) depende en general de los mo-
mentos de todas las particulas involucradas y codifica la probabilidad cudntica del proceso. La
integral sobre el espacio de fase restringe los estados finales a cumplir: (i) la conservacién del
cuatro-momento total, (ii) la condicién de capa de masa para cada particula saliente, y (iii) la
positividad de su energia [13].

Ahora considérese un proceso de dispersion en el que las particulas 1 y 2 colisionan para pro-
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ducir particulas 3,4, ..., n:
14+2—=3+4+ - +n.

La seccidn eficaz total estd dada por:

Sh?
0‘ pr—
4\/(]91 -p2)2 - (m1m202)2

n d4 A
X /H b |'///|2 2m)*6* (p1+p2 —p3 — - — pn)27T5(p]2 — m?CQ)G(p?). (4.63)
=3

(27)

En este caso, el espacio de fase cumple un rol andlogo: impone que las particulas salientes satis-
fagan las condiciones cinemadticas ya mencionadas. La seccidn eficaz resultante tiene unidades

de 4rea y representa el “tamafio efectivo” del blanco frente al haz incidente.

4.3.1. Reglas de Feynman para la QED

El lagrangiano de la electrodindmica cudntica (QED, por sus siglas en inglés: quantum elec-

trodynamics) esta dado por:
_ 1
Loep = \I/(le)M —m)¥ — A_LF“”FW’ (4.64)

donde D) u = Oy —1g.A, esladerivada covariante y F,, = 0,A, — 0, A, es el tensor de campo

electromagnético. El tinico término de interaccion es:
Li = ge\fw“Au\D, (4.65)

el cual define el vértice fundamental de la teoria con dos lineas fermidnicas y una linea de fotén,
como se muestra en la figura 4.1. Para estos diagramas (de Feynman) se adopta la convencién
de que el tiempo apunta hacia la derecha.

En general, las reglas de Feynman se derivan directamente del lagrangiano de la teoria. Los
términos cinéticos determinan los propagadores, mientras que los términos de interaccién ge-
neran los vértices [9, 12, 13, 14, 15]. En QED:

8 Liee = V(i — m)V — 1F,, F*  — determina propagadores.

n L = ge\IW“AM\IJ — define el dnico vértice.
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Figura 4.1: Vértice fundamental de la QED.

Las reglas de Feynman permiten calcular la amplitud invariante .# de un proceso fisico dado.

Estas reglas se agrupan en los siguientes pasos: *
1. Construccion del diagrama:

= En QED, todos los procesos fisicos se describen mediante combinaciones del vértice
fundamental mostrado en la figura 4.1.
= Se deben considerar todos los diagramas topologicamente distintos que conectan las

lineas externas requeridas por el proceso.

2. Asignacion de momentos:

Figura 4.2: Asignacién de momentos externos en un diagrama de Feynman

= A cada linea externa se le asigna un cuadrimomento p; y se dibuja al lado una flecha

indicando la direccion positiva (en direccion al tiempo).
» A cada linea interna se le asigna un momento g; (con direccién positiva arbitraria-
mente asignada), que serd integrado posteriormente.

3. Factores asociados a cada elemento del diagrama:

» Vértice: Por cada vértice, se asigna el factor ig.* junto con un factor de conserva-
cion de momento (27)46%(ky + ko + k3), donde los k; son los tres cuadrimomentos

entrantes al vértice (véase la figura 4.3).

4Las reglas aqui utilizadas siguen [15].



Marco Referencial 22

\l'kl i gey"
x (2m)* 8% (ky + ko + k3)

Figura 4.3: Factores que contribuyen por cada vértice interno en un diagrama de Feynman para
la QED.

= Propagador de fermion: Por cada linea interna de fermién con cuadrimomento ¢,

el propagador asociado es

£ 7 4.66
q? —m?2 + ie ( )

» Propagador de fotén: Por cada linea interna de fotén con cuadrimomento ¢, el
propagador es

—igh”

(4.67)

G +ie
= Lineas externas: cada linea se reemplaza por un factor espinorial o de polarizacion,

segln la siguiente tabla:

Electrén entrante: u(®)(p) —
Electrén saliente: u(s »
Positrén entrante: 7(°)(p) —
Positrén saliente: v (p)  * €
Fot6n entrante: e(p) VR
Foton saliente: e*(p) YV

4. Contraccion de indices:

» Se contraen siguiendo las lineas de fermiones desde el extremo cuya flecha apunta
desde el vértice. El orden de los factores (espinores, vértices y propagadores) debe
respetarse cuidadosamente.

5. Integracion e identificacion de la amplitud:

. . . 4
» Se integra sobre cada momento interno con la medida [ (gT‘)ﬁ.

= Se factoriza el delta de conservacion de momento global:

(27T)454 (Z Pentrantes — Z psalientes) .
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» El resultado se multiplica por un factor global 7, obteniendo asi la amplitud inva-
riante ./ .

6. Correcciones adicionales:

Figura 4.4: Diagrama de un lazo fermioénico (1-loop), cuya contribucion requiere tomar la traza
de la expresion asociada y multiplicar por —1.

= Si el diagrama contiene un lazo fermiénico como el que se muestra en la figura 4.4,

se incluye un factor —1 y se toma la traza sobre los indices espinoriales.

» La amplitud total es la suma de las contribuciones de todos los diagramas con las

mismas lineas externas.

= En presencia de fermiones, los diagramas que difieren por el intercambio de dos
particulas fermiodnicas se restan, debido a la antisimetria de los estados cudnticos de

fermiones.

Esto es suficiente para los fines de este trabajo ya que més adelante se hardn célculos de diagra-
mas a 1-loop, pero solo serd de importancia el interior del diagrama, ya que esta es la parte que

produce integrales divergentes. Las lineas externas no contribuyen a este problema.
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Capitulo 5

Superespacio y Transformaciones

Supersimétricas

En este capitulo se estudia el formalismo del superespacio y los supercampos, el cual propor-
ciona una formulacién geométrica de la supersimetria al extender el espacio-tiempo de Min-
kowski mediante coordenadas fermionicas anticomutantes. Esta ampliacion permite describir
de manera unificada grados de libertad bosénicos y fermidnicos dentro de un tnico objeto: el

supercampo [2, 16].

5.1. Teoremas de No-Go

Teorema de Coleman-Mandula

El teorema de Coleman—Mandula impone fuertes restricciones sobre la posible estructura del
grupo de simetrias de una teoria cudntica de campos relativista con interacciones no triviales.
En particular, considera aquellas teorfas cuya matriz de dispersion S (matriz-S) es bien definida
y satisface propiedades fisicas razonables. Esta matriz relaciona los estados entrantes y salientes
de particulas libres, y no debe confundirse con el factor estadistico de la regla de oro de Fermi
ni con las matrices que actdan sobre espinores de Dirac.

El teorema demuestra que, bajo ciertos supuestos, el grupo de simetria total G debe ser local-
mente isomorfo al producto directo del grupo de Poincaré P y un grupo compacto de simetrias
internas B [3, 4, 17]:

G ~P x B,

es decir, las simetrias internas y del espacio-tempo no pueden mezclarse de manera no trivial.
Si se denota por P,, M, alos generadores del grupo de Poincaré, y por B; a los generadores
del grupo B, las relaciones de conmutacién relevantes son:

[P/M Bl] =0, [M

2

B =0, [By, By] = ic,” By, (5.1
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donde ¢;,* son las constantes de estructura del dlgebra de Lie asociada a B. Esto implica que
los generadores internos no afectan el espacio-tiempo y viceversa; es decir, las transformaciones

internas actian independientemente de las transformaciones de Lorentz y traslaciones.

Teorema de Haag-t.opuszanski-Sohnius

El teorema de Haag—t.opuszaniski—Sohnius extiende el resultado de Coleman y Mandula al con-
siderar una generalizacion del dlgebra de Poincaré que incluye generadores fermionicos. Estos
generadores, denotados por @, transforman como espinores bajo el grupo de Lorentz y satis-
facen relaciones de anticonmutacion en lugar de conmutacion, a diferencia de los generadores
bosonicos convencionales.

El resultado muestra que la extensiéon mas general del dlgebra de simetria compatible con una
matriz de dispersion .S unitaria, analitica y causal puede incluir, ademds de los generadores de
Poincaré y de las simetrias internas, un conjunto de generadores fermiénicos Q% y sus conju-

gados (@ ;;, que obedecen la siguiente estructura algebraica [1, 3]:

{Q4 Qp;} = 20", P05,

{Q4, Q) = eanZ”,
[Q%, P = [Q 4, P = 0,

Qs M) = (0,) " Qs

[Q/w Mw/] = QBi@W)BA'

Aqui, Ay A son indices espinoriales de Weyl, mientras que el indice i = 1,..., A’ enumera
los distintos generadores fermidnicos de la teorfa. El nimero N determina el grado de supersi-
metria: N' = 1 representa la forma mas simple, mientras que N > 1 permite simetrias internas
mds complejas. Las cantidades Z%, denominadas cargas centrales, son operadores escalares

que conmutan con todos los demdas generadores y solo aparecen cuando N > 1[1, 3, 4, 18].

5.2. Algebras Graduadas

Los teoremas de Coleman—Mandula y de Haag—t.opuszanski—Sohnius establecen importantes
restricciones sobre las posibles extensiones del dlgebra de Poincaré en teorias cudnticas de
campos. Mientras el primero prohibe la mezcla no trivial entre simetrias internas y del espacio-
tiempo mediante generadores bosonicos, el segundo demuestra que es posible lograr tal exten-
si6n introduciendo generadores fermidnicos, que transforman como espinores bajo el grupo de
Lorentz y obedecen relaciones de anticonmutacion.

Para describir de manera sistematica estas extensiones algebraicas, es necesario recurrir a las
llamadas dlgebras de Lie graduadas o superdlgebras. Estas estructuras generalizan las dlgebras

de Lie ordinarias al permitir tanto conmutadores como anticonmutadores entre sus generadores,
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y proporcionan el marco matematico en el que se construyen las teorias supersimétricas.

Definicién 5.1 (Algebra graduada). Sea L = @ivzo Ly, un espacio vectorial construido como
la suma directa de N + 1 subespacios L', con N natural. L es un dlgebra graduada si y
solamente si puede definirse un producto o : L x L. — L tal que para todo u; € L; y up, € Ly,

se satisface

ujour € Ljtg med N1, (5.2)

donde la expresion j + k méd N + 1 significa el residuo de la division entera j + k/N + 1.
[

Un producto como el de la ecuacién (5.2) recibe el nombre de graduacion. Cuando N = 1, L

estd conformada por dos subespacios Ly y L; y se habla del dlgebra graduada Z.

Definicién 5.2 (Algebra de Lie graduada Z,). Una dlgebra graduada 7, L, es una dlgebra de
Lie graduada si el producto o : L X L — L satisface, paratodo x; € L;y x; € L,
Supersimetrizacion:

ziox; = —(—1)7x; 01, i=0,1. (5.3)

ldentidad de Jacobi generalizada:
2o (20w ) (1) + a0 (T 0m) (1) + 20 (zrom)(—1)™ =0,  k,l,m € Zs. (5.4)

|
La definicion 5.2 implica que:
i. El producto de la forma Ly x Lg es antisimétrico: xg o yg = —yg © Xg.
ii. EL producto de la forma Ly X L; es antisimétrico: xy o y; = —y; © Zo.
iii. EL producto de la forma L, X L; es simétrico: xy o y; = 1 © x1.

Por ser L un espacio vectorial, debe tener una base {X,,}4™". Se asigna un grado g = {0,1} a
cada X, € L definiendo

g, :=9(X,) =0<<= X, € Ly, (5.5)
g, =9(X,) =1« X, € L. (5.6)
Se dice que los generadores de L, {EZ}?;I? Lo tienen grado par y se llama a L el sector

dim L1
a=1

bosdnico, mientras que los generadores de L, {Q,} , tienen grado impar y se llama a [,

el sector fermionico .

'Dados dos espacios vectoriales V'y W, su suma directa V& W es el conjunto de pares ordenados (v, w) con
v € V,w € W, dotado de una estructura vectorial. Cada vector en V' & W puede escribirse de manera tinica como
suma de un vectoren V' y uno en W.
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Definicion 5.3. El producto o en L se define explicitamente como

o LxL = L |X,0X,=X,X,—(—1)%%X,X,. (5.7)
(X.IHXV) XpoXy
|

De la ecuacion (5.7) se sigue que:
i. El producto de la forma Ly x Ly es E; o E; = [E;, Ej.
ii. El producto de la forma Ly x Ly es E; 0 Q, = [E;, Q).
iii. EL producto de la forma L; X L; es Q, 0 Qy = {Qq, Qb }-

La notacién [E;, E;] y {Q., Q»} estd para conmutadores y anticonmutadores, respectivamen-
te. Las constantes de estructura generalizadas ¢, “ describen la cerradura del dlgebra L, y se
definen como tales que

Xuo0X,=c¢,“X,. (5.8)

Estas tienen la propiedad de que
¢, =—(=1)%%¢c, “. (5.9)
La definicion del producto en la ecuacidn (5.7) satisface la identidad de Jacobi generalizada
X, 0(X,0X,)(—=1)%% + X, 0(X,0X,)(=1)"% +X,0(X,0X,)(—1)%% =0. (5.10)

En particular, para cada caso: (1) X,, X,, X, € Lo, (1) X,, X, € Lo, X, € Ly, (i) X, €
Ly, X,,X,€ Liy(@v) X,,X,,X, € Li; laidentidad de Jacobi toma respectivamente las

formas [1]:
(B3, [Ej, Exl] + [Bk, [E3, Ej] + [E), [E, Ei]] =0, (5.11)
[Ei> [Ejv Qa“ + [Qav [Ei7 EJH + [Ej> [Qm EZH =0, (5.12)
[Ei, {Qa, Qv}] — {Qs, [Ei, Qul} +{Qu, [Qs, Ei]} =0, (5.13)
[Qaa {an Qc}] + [QC7 {Qaa QbH + [Qbu {Qc; Qa}] =0. (514)

La identidad de Jacobi en la definicion de una dlgebra graduada es fundamental para garantizar
la supersimetrizacion, la cerradura y la aplicacion sucesiva de los productos de forma coherente.
Cada una de las condiciones anteriores impuestas sobre los conmutadores y anticonmutadores
de los generadores E'y () son consistentes con la definicién de dlgebra de Lie graduada, la cual

frecuentemente se expresa en términos de las constantes de estructura definidas en la ecuacion
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(5.8), como:
[Ei, Ej] = ¢;; "Ex, (5.15)
[Ei, Qu) = S50 "Qb, (5.16)
{Qa, Qv} = Y "Ei- (5.17)

5.3. Extensién Supersimétrica del Algebra de Poincaré

En esta seccion se aplica el formalismo de la dlgebra de Lie graduada Z, al grupo de Poincaré,
introduciendo un tnico generador fermidnico () y sus relaciones de anticonmutacion, tal como
establece el teorema de Haag—t.opuszanski—Sohnius, para describir la estructura algebraica de

la supersimetria con A/ = 1 en un contexto fisico.

Formulacion de Dirac

El algebra de Poincaré esta dada por (véase el apéndice A.3):

[Pln PI/] =0,
[Mp,w P)\] - i(nz/)\Pu - nuAPu)a (518)
[M/uu Mpcr] = _i(nupMua - n/LUMl/p - nupMua + nuaMp,p>- (519)

Los generadores P, y M, constituyen una base de un espacio vectorial de diez dimensiones,
y las ecuaciones anteriores definen las relaciones de conmutacion entre los elementos de esta
base.

Para construir una extension supersimétrica, se introduce una estructura de graduacioén-Z, en
el algebra: se define Ly como el dlgebra de Poincaré, y L; como un espacio vectorial real de
dimensién 4, generado por las componentes (), de un tGnico generador fermidnico, consistente

en un espinor de Majorana, con a = 1,2, 3, 4 [3]. Es decir,>
Ly = Span{P,, M.}, Li=Span{Q,}, L= Ly® L.

En este contexto, L es un espacio vectorial real sobre el cual se definird la estructura de su-
perélgebra, combinando generadores bosonicos y fermionicos. Mientras P, y M, estan aso-
ciados a las simetrias del espacio-tiempo (traslaciones y transformaciones de Lorentz, respecti-
vamente), el generador () corresponde a las transformaciones de supersimetria, que relacionan

estados bosénicos y fermiénicos dentro de una misma representacion del 4lgebra. 3

2El simbolo Span{- - - } indica el espacio vectorial formado por todas las combinaciones lineales de los vectores
listados.
3AL final de esta seccién se verd que el operador Q transforma como un espinor bajo el grupo de Lorentz.
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Los elementos de L deben satisfacer las condiciones de la definicion de superdlgebra de Lie
graduada (definicion 5.2). En particular:

1. El producto o : Ly x Ly — Ly corresponde a la estructura del dlgebra de Poincaré.

2. El producto o : Ly x L; — L; se define, segtn la ecuacién (5.16), por relaciones de

conmutacién con constantes de estructura:

[Py, Qal = = (0)ab @, My, Qa) = —(0)) Qs (5.20)

La identidad de Jacobi para generadores X,,, X, € Loy (), € L, se escribe como

[X;u [Xw Qa“ + [Qaa [X,LL7XII]] + [qu [Qaa X,u“ - 07 (521)

y puede utilizarse para exhibir restricciones sobre las constantes de estructura, analizando

todos los casos posibles, los cuales son tres:

a) X, = P,, X, = P,, en cuyo caso la ecuacion (5.21) se convierte en

[P,u; [Pw Qa]] + [Qaa [P,ua Pl/]] + [Pw [Qav P,LLH =0. (522)

Utilizando la ecuacién (5.20) esto implica que

0= [Py, [P, Qal] = [P, [Py Qal] = [Py —(50)abQb] — [P, —(8) ap @]
= —(80)ab[ By, Qb + (5)ab[ Py Qo]
—(80)ab(—(8u)0cQc) + (81)ab(—(50)cQe)
= (808u)acQe = (850)acQe;

Entonces
[su,5.] = 0. (5.23)

by X, =M,,, X, = P,, en cuyo caso resulta

[ ) [ ; Qa ]] [Qav [ uvs ]] + [va [Qav MLWH = 0. (5.24)

Utilizando nuevamente la ecuacion 5.20 esto implica que

0= [Mu, =(8p)ab@b] + [Qay i (Mo B — MupPo)] + [Py (01) Qo]
_(Sp)ab[ nz Qb] + Znup{Qaa ] ZnuP[Qm Pl/] + (‘Zuy)ab{Ppa Qb]
- (Sp)ab(auu)chc + ”71/p(3,u)abe - inup<su)abe - (0-uu)ab(3p)chC7

“el subindice (4) en la ecuacién (5.20) indica que la dimensién de los coeficientes 0, tomados como matrices,
es 4 x 4.
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entonces
[UulM sp] = i(nupsu - nupsy)7 (525)
C) X,u - M,UJMXZ/ = Mpo,
[M;wa [Mpaa Qa“ + [Qav [M;wa Mpa]] + [Mp07 [Qm M/w]] = 0. (526)

Utilizando la ecuacion 5.20 queda

0= [Muw [Mpm Qa“ + [Qaa [M/W» Mpd“ + [Mpm [Qa, M/WH
= [Myw: —(0p0)ab @) + [Qas —i(Mup My — Mo Mup — NupMpuo + Mo Mp)]
+ (Mo, (04) Q]
= —(0p0)ab[ My, Qb] = i(Nup[Qas Muo| — Mo |Qar Mup] — 00p[Qay Mo
+ Mo Qa, Mypl) + (04)ab[Mps, Q]
= (010)ab(T1)be@c — 1(Mup(000) abQb — Nuo (Tup)ab@b — Nup(T o) ap@o
+ Mo (0up)ab @) — (0ur)ab (0 po )be@es

entonces

0= (Upa)ab(auu)bc - i(nup(aua)ac - nua(aup)ac - nup(aua)ac + nua(app)ac)
- (U;W)ab<0_p0')bca

= (0po0uw = O 0ps — 1(MupOuo = MpoOup — MupOuo + NuoOpup) )ac-

Por tanto,
0w, Opo| = =1 (NppTue — MuoTuvp — MupOuo + NvoTpp)- (5.27)

Comparando las ecuaciones (5.23), (5.25) y (5.27) con (5.18), se observa que las cons-
tantes de estructura se pueden organizar en matrices s, y 0,,, las cuales constituyen

representaciones del grupo de Poincaré. En particular, se escoge la solucion:

1
O-,L(L%/) = Z_l h//u ’71/]7 (Su)ab = O, (528)

de modo que
[P Qa) =0, [Mu. Q4] = — (&), Qs. (5.29)

Esta solucién no es Unica, pero se adopta porque, fisicamente, se requiere que la super-
simetria sea una simetria global, lo cual implica que las generadores () no transformen
bajo traslaciones espacio-temporales [1, 3, 4]. Adicionalmente, el conmutador con M,

muestra que el generador () transforma como un espinor de Lorentz.
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3. El producto o : L.y x Ly — Ly se define, segin la ecuacion (5.17), por las constantes de

estructura: >
Qa o Qb - {Qau Qb} = (h#)abpp, + (klw)abM;wa (530)

donde las matrices h* y k" son simétricas en el intercambio de a y b. Mds auin, k" es

antisimétrica en el intercambio de ;1 y v. Dado que el siguiente conjunto de matrices 7,

{Lixa v 05, 7", 7%}, (5.31)

constituye una base para el espacio de matrices 4 x 4, se puede expresar a h* y k*¥ como
una combinacidn lineal de estas 16 matrices [12, 19]. También se puede aprovechar la
propiedad que define la matriz de conjugacién de carga C' para escribir (véase el apéndice
A.6):©

CY O™ = 4t =  AHC = —(y*CT)T, (5.32)

de manera que se puede notar que
(v*C) = (v*O)T, (5.33)
es decir, que v*C' es una matriz simétrica. A partir de esto se puede mostrar que

14

oC = (o). (5.34)

Por tanto, se tienen 10 matrices simétricas linealmente independientes, v#C'y aﬁyC’;

ademas, af;l,C son antisimétricas en p y v. Por lo tanto, se concluye que

{Qm Qb} = a(”yuc)abpu + b(0(4)/ﬂ/0)acMuV7 (535)

donde a y b son constantes por determinar utilizando la identidad de Jacobi (5.13), es
decir (con X, € Ly):

[XLH {Qm Qb}] - {Qba [Xw Qa]} + {QlZ? [Qb7 Xﬂ]} =0.

Nuevamente se consideran dos casos posibles:

Dado que los generadores de L son tnicamente P, y M,,,,, cualquier elemento de L, puede expresarse como
una combinacion lineal de estos. Por tanto, la ecuacion (5.30) representa la forma mas general posible para el
producto {Q,, @} dentro de L.

La matriz de conjugacién de carga, C, es antisimétrica y satisface C? = —1,,4, como se muestra en el
apéndice A.6.
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a) X, = P,, entonces

0= [Py, {Qa, @b} — {Qb, [Py, Qul} + {Qa, [Qv, Pul}
= [P, {Qu, Qs}) = [P, a("C)ap P, + b(0 77 C) e M
= b(0 WP C) 4o Py, Mpo] = —ib(0 7 (05, Py = 11 Ps)C)ac
= —ib((c$}) P? — o) PP)C)qe
= 2iboCP”,

donde se ha utilizado la antisimetria de aff,l,). Entonces b = 0 y se concluye que

{Qa, @} = a(V"C)ap Py (5.36)

b) X, =M

s entonces

0= [M/Wv {Qaa Qb}] - {va [lea Qa]} + {Qav [an Muu]}
= a(’yAC)ab[MMW P)\] + (U,uu)ac{Qb, Qc} + (Uuu)bc{Qm Qc}
= a(ﬂ}/)\c)ab“nuAPM - nuAPV) + (Uuu)aca<7/\c)bcpz\ + (U/u/)bca(f}/)\c)acp)\

Puesto que a # 0, La identidad de Jacobi impone
_(nuAP/L - nux\PV)OY/\Z‘C)ab = [(O—,uu’)/\c)ab + (O—MV’Y/\C)ba]P/\- (537)

Se puede mostrar que esta ecuacion (5.37) es consistente. Para esto, se puede sime-

trizar 0,7 = 3{0w, 7} + 5[0y, 7] para escribir
A 1 A 1 A
oy C :é{auw'y }C + 5[0“1,,7 1C,
pero "[3]:

{Uuw 7)\} = _Z'E,Lw)\pf)/s)’yp? (5.38)
[Uuua ’V)\] = Z.(rr]u)\r)/u - m,\%), (539)

7El resultado del conmutador (5.39) es conocido y se puede mostrar por célculo directo, mientras que el resul-
tado del anticonmutador (5.38) es menos conocido y se ha tomado siguiendo [3].
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entonce el lado derecho de la ecuacion (5.37) se escribe como

1 1
[(UuusAC)ab + (O-,ulfy/\c)ba]P/\ == (5{(7#1/7 7)\}0 + 5[0}1117 ’Y)\]O)ab
1 1
+ (i{UuV77A}C + Q[Uum,}/)\]c)ba P)\

1.
:{_izeuka(VS’YpC)ab

1.
+ 51(771/)\7;40 - 77/0\'71/0>ab

1.
- §Z€W/\p(”75’7pc)ba

1.
+ 52(771/)\7;10 - nu/\’yuc)ba}PA~

Utilizando C' = i72+" en la representacién de Dirac, no es dificil probar que (7°C)T =

—~>C, con lo cual

(YA C)T =(yCYT AT °Z qrOyT AZ0 (4P C)T
=yy°C 12T —yPyrC, (5.40)

de manera que

[(Uuy’y)\c>ab + (O-[LV’YAC)ba]PA - i(V;LC)abPV - Z.(’Yuc)abpu (541)

lo que es una prueba de consistencia para la identidad de Jacobi (5.37) ya que el

lado izquierdo es
_(nu)\P,u - nyAPu>(7/\iC)ab - Z'('Y,uc>abpzx - Zl(q/z/c)abp,u (542)

4. Con todo esto se puede verificar que la graduacion propuesta satisface la tltima identidad
de Jacobi, es decir, cuando X, X,,, X, € L; (ecuacion 5.14):

[Qa: {Qs, Qc}] + [Qc, {Qa; Qb}]
Qv { Qe Qu}] = [Qa, a(V'C)pe Pl + [Qes a(7Can B
+ [Qb, a(VC)ca ]
= a(7"C)pe[Qa, Pu] + a(7"C)ap[ Qe P
+ a(7"C)ea[Qp, P
= 0.

Ahora bien, dado que los objetos (), con a = 1,2, 3,4, representan las componentes de un

espinor de Majorana (véase la seccion A.7), esto permite simplificar mds el resultado de la
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ecuacion (5.36), es decir,
{Qaa Qb} = a(’Y'uC)abP,u- (5.43)

En efecto, la condicién de Majorana (definiciéon A.11) implica que
Qr =Qu=(CQ")a = Caly, (5.44)

donde C' es la matriz de conjugacién de carga; de modo que al multiplicar C'., por la izquierda

en la dltima igualdad resulta

CcaQa = (CQ)C = CcaCab<QT)b = (CQQT)C = (_QT)cu (545)

entonces

CQ=-Qf = Q'Cc=0Q (5.46)

Por tanto, para generadores de Majorana, al multiplicar por C'la ecuacién (5.43) se obtiene que:

{Qa, Qv }Cra = QuQyCra + QuCraQy = Qa(QTC)d + (QTc)an
= {Qay Qd} = a(W/HCa)adP,u = —G’ngpm

donde se ha utilizado la ecuacion (5.46). El valor de la constante @ atin queda por definir, pero
debe ser negativo con el fin de que Py sea definido positivo [3]; ® tipicamente se escoge para ser

—2. Por tanto, el resultado final es
{Qav Qb} = Q(VM)QbPu- (5.47)

Formulacion de Weyl

El generador (espinorial) (), puede escribirse explicitamente en términos de espinores de Weyl

como (vedse el apéndice A.7)

Qu = (g;‘), Q=" = (@ Q). (548)

de manera que en la representacion quiral, la relacién de anticonmutacioén (5.47) se escribe

<gf’1) <QB QB) + <QB QB) (gj) =2 ((5_:;AB (0“0),43) By,

8 Py debe ser definido positivo ya que esté asociado a la energfa del sistema.

como
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de manera que

{Q*,Q"} =0={Q",Qz}, (5.49)
{Qa,Qz} = 2(0") o3Py, (5.50)
{QY,Q"} =2(a")"P R, (5.51)
Utilizando el hecho de que
n_ b K

UEW = 4[7;u’71/] = 4[7“7” - 77/7#]

B z{ 0,0, 0 _ [ovo 0 ]
4 0 05,0, 0 o0,

2\ B
_ <("“”)A ¥ ) (5.52)

0 (a)

donde se han definido los arreglos

T, _ _ T, _
U;(ﬁ/) - Z(auav — 0,0), Jz(fu) = Z(Uuav — 0y0u), (5.53)

se puede mostrar que el conmutador (5.29) se escribe como

(M, Qa] = —(c2) £ Qs, (5.54)
(M, @Y = —(62)A,Q°. (5.55)

5.4. Variables de Grassmann

Para describir supersimetria de forma manifiesta, es necesario extender el espacio ordinario
de coordenadas bosdnicas a un superespacio, que incluye también coordenadas fermidnicas.
Estas nuevas coordenadas no pueden ser nimeros reales ni complejos comunes, ya que deben
conmutar con bosones pero anticommutar entre si. Esto motiva la introduccion de las variables

de Grassmann, nimeros anticomutativos que satisfacen 0,0; = —0,0;.

Definicion 5.4 (Variables de Grassmann). Se define el dlgebra de Grassmann con n genera-
dores, denotada como G, (K), como el dlgebra asociativa unitaria sobre un cuerpo K (R o
C), generada por un conjunto de simbolos {0, 60,, ... ,0,}, llamados variables de Grassmann,

junto con la unidad 1, y sujeta a la relacion de anticonmutacion:

Hiej - —¢9j9i, VZ,]
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En particular, esto implica que cada variable satisface la propiedad de nilpotencia:

62 = 0. (5.56)

(2

Un elemento arbitrario del dlgebra de Grassmann es una combinacién lineal de productos orde-

nados de las 6;, por lo que cualquier elemento de GG,,(K') puede escribirse como [19]:

—a+2b0 + > il + Y digpib6k + -+ ebrby.. 0, (5.57)

1<j 1<j<k

donde los coeficientes a, b;, ¢;j, diji, - . . , € pertenecen a K.
Dado que 92-2 = 0, el nimero miximo de factores distintos en un producto no nulo es n, lo
que implica que G, (K) es de dimension finita 2" como espacio vectorial sobre K. Una base

natural esta dada por [20]:

{1,91-,(9,~9j,9i0j0k,...,016’2...Qn}, con ¢ <j <k<... (558)

5.4.1. Derivadas de Grassmann

Considere un conjunto de variables de n variables de Grassmann {61, - - - , 6,,}. Estos son nime-
ros discretos, pero el simbolo de derivada izquierda (que actda por izquierda de funciones de

variables de Grassmann) puede definirse formalmente como [21]:

004

A menudo se definen también las derivadas derechas, que actian por la derecha de una funcién
de las variables de Grassmann, pero en este trabajo solo se utilizan derivadas izquierdas, por lo
que se omiten discusiones al respecto.

Para escribir una regla del producto se debe tener en cuenta la anticonmutatividad de las varia-

bles, es decir

0

89,4(9192 0,) = (01405 --0,) — (0346105 ---0,) + - (=11 (5,401 ---0,_1).  (5.60)

Con esta regla se puede determinar la propiedad:

9 9055 of

86,4 [er(elae% .0 )] = _f HB

61
004 004’ (5.6

donde f es una funcién de prueba que depende de las variables de Grassmann {6;}. Entonces

es facil mostrar que

%) %) o, s
{%,Qg}f g O ) 050 f = 578 =G (5.62)
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Otra propiedad importante es que si f = f(6;, 09, - ,0,), entonces [3]
o 0
Vo 30 )/ =0 oo

Esta identidad puede verificarse directamente para funciones que consisten en productos de
variables de Grassmann, como f = 0,6, f = 616,03, etc. Por induccién sobre el nimero de
factores del monomio, se concluye que la ecuacion (5.63) es valida para cualquier monomio
en las variables ;. Como cualquier funcién f(6y,...,6,) puede escribirse como combinacién

lineal finita de tales monomios (ya que 67 = 0), y como la derivacion es lineal, se deduce que

o 0
{%, %} 0 (5.64)

Ahora se consideran espinores de Weyl de dos componentes 64 y A y se postula que sus com-

ponentes son variables de Grassmann, de manera que se definen las derivadas de Grassmann:

_ 0 A_ 0
Azw, 3 = GA,
_ 0 _ 0
0= —., 0= —— 5.65
A 86‘4, aeAa ( )

de modo que

8A93 =5AB, 8A93 :6‘}3, 8A93 :6BA:€BA7

5A§B:5AB7 5‘49_3:5143 5149_3:(5314:6314. (566)

Los indices covariantes, contravariantes, puntuados y no puntuados son el nuevo factor en estas

definiciones para las derivadas. Dichos indices se pueden subir y bajar utilizando la métrica:

EABaBHC — 6ABéBC _ 6AC — —ECA — _aAeC’
entonces
eBop = —04, (5.67)
Similarmente se deduce que, en acuerdo con (5.67):
B __
EABa = —8A. (568)

Relaciones similares se mantienen para las derivadas puntuadas 0:

ABY, = —04, €,50% =-0,. (5.69)
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Un par de calculos importantes son: °

8A(99) = 8AQBHB = (SABOB - QBEBA = 29,4, (570)
5A(§§) :5AQB€B :EBAéB—éB(SA-B = —2§A. (5.71)

5.4.2. Integracion de Grassmann

Ahora se investiga el concepto de integral de una funcién con respecto a variables de Grass-
mann. Considere una funcion f de una variable de Grassmann 6, f(6). Esta funcién se expande

en potencias de # como

F(0) = f(0) + f V0. (5.72)
El simbolo [ dff(#) = I(f) se define como [19]:

I(f) = /def(e) = . (5.73)

En este sentido se puede notar que [ dff(6) = Z f(6). Se impone ademds la condicién de
linealidad:

[ dlas®)+ 9@ = [ dor®)+ 5 [ asglo) (5.74)

Las ecuaciones (5.73) y (5.74) implican que se debe establecer [14]:

/d& =0, /d99 =1. (5.75)

Es util definir una funcién de la variable 6, § (9),10 que haga verdadera la ecuacién:
/ 40 £(0)5(6) = £(0). (5.76)
Es facil ver que
/ dOf(6)0 = £(0) / oo + fo / dhs* = £(0),
porque 62 = 0 ya que es una variable de Grassmann. Entonces se concluye que
5(6) = 6. (5.77)

Para extender el andlisis anterior a un dlgebra de Grassmann (G5 generada por dos variables de

9Las contracciones de indices espinoriales en expresiones como 06 y 6 se estudian en la seccién A.4 del
apéndice.
'0La notacién 4(6#) no hace referencia a una distribucién delta de Dirac.
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Grassmann 6, y 0o, se considera una funcion de estas variables, f(6;, 0-), expandida como
F(01,05) = fO + f 0 + [P0, + £26,0,. (5.78)

Para definir una integral f df1dfs f (61, 02), primero se establece que las cantidades db; y 6;, con
1 = 1,2, anticonmutan [3]:
{dOa,dOg} = {dO 4,05} =0, (5.79)

de modo que con ayuda de la ecuacion (5.75) se puede calcular:

/d@ldQQ = /d91 (/ d02> =0, (5.80)
/d91d9291 = —/d92d9191 = — /d02 (/ d9191) = —/d921 =0, (5.81)
/d91d9262 = /d&l (/ d6292) =0, (5.82)

/d61d926192 = /d&l/d929102 = —/d&l (/ d9262) 6, = —1. (5.83)

Utilizando estas ecuaciones puede mostrarse que para la funcion f(6;, 65) de la ecuacion (5.78),
su integral /(f) da:

I(f) = / 0,0 (fO + FD0, + D0+ fP0,6,)
= 7O / df,d0y + / df1d620, + @ / df1dOy05 + O / d0,d056, 0

), (5.84)

En el dlgebra de Grassmann (G se puede introducir una notacion alternativa que involucra con-
tracciones (#9) = 6604, donde A es un indice de espinor de Weyl, ya que estas contracciones

son proporcionales a 010,. Asi, en G5 una funcion f(64) = f(61,02) se puede expandir como:

1(8) = F(0) + 07 £ + (60) /). (5.85)
Definiendo los elementos de volumen [1]:
d*0 = —id&AdﬁBeAB, (5.86)
4?6 = —id@ 1d0 NP (5.87)
d*6 = d*0d*0, (5.88)
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es posible calcular:

1 1
/ d*0(06) = = / 92 d0P e 45 (00) L7 5 / d0AdOP e 15016,

= % / do'd6?ery + dO*d" ex10,0,
= — / d9'd6?6,0, = 1, (5.89)
/ {26(60) AL _% / 40 ;0 5450, — — / d0,d0,0,0, — 1, (5.90)
/d29 =0 = /d29, (5.91)
/ d*00, =0 = / d*00 ;, (5.92)

de modo que, si en G5 se define una funcién §2(6) tal que:
[ o100 = 50, (593

entonces esta debera ser §?(6) = 00 ya que esto garantiza:

[ @oso)08) = [ #oir)+ 0110 + 06) 160
= 1(0) [ @o(69) = 1(0),

Un razonamiento similar se puede hacer para un dlgebra de Grassmann G, generada por las

variables 64 y concluir que:

62(0) =00, 5%(0) = 90. (5.94)

Con todo esto, queda mencionar que 6 4 y 64 con A A=1,2, generan un algebra de Grassmann

(G4, donde tiene sentido calcular:

/ 20 (0)52(8) = / POLA[F(0) + 04 £V + (06) £))(36)

= [ orso)+ 0172 + 00)1)
=@, (5.95)

Mais aun, en (G4 se pueden construir supercampos, como se verd en el capitulo siguiente. Lo
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importante aqui es que la integral de un supercampo ®, como el de la ecuacion (6.1), da:

/ 100 — / PORILf () + 06(x) + 0% (x) + (00)m(z) + (B0)n(x) + (056)V, ()

+ (00)0X(z) + (00)0v)(z) + (00)(00)d(x)}
= d(). (5.96)

5.5. Superespacio

El superespacio es una extension del espacio de Minkowski. Los elementos del superespacio re-
ciben el nombre de supercoordenadas las cuales son las cuatro coordenadas espacio temporales

x# y cuatro variables de Grassmann,

{0a}az12, Y {éA}A:I,Q'

Estas cantidades que expanden el espacio de Minkowski a un superespacio son espinores del
Weyl de dos componentes y asi deben entenderse los indices y las contracciones entre estas
cantidades. El espacio resultante es, por tanto, un espacio de dimensién ocho y un punto se

especifica por (x,,04, 6 ;). Con la ayuda de estos pardmetros de Grassmann se pueden escribir

las combinaciones lineales o contracciones invariantes de Lorentz:
0Q =0"Qa=—04Q",  0Q=0,Q" = -0"Q,. (5.97)

Q
las cuales permiten pasar del anticonmutador entre Q4 y ) ; @ un conmutador entre 0Q y 0Q).

Para ver esto, se calcula:
0 {Qa, Q307 = 042(0") 4, P,0"
= 014QAQ 30" + 620 Q0"

Este objeto deberd actuar sobre una funcién de prueba f(z,6,0) definida en el superespacio y,

para desarrollar este calculo, es necesario generalizar la ecuacién (5.61) como:
04(67 f) = (9,16°)f — 679, ¢, (5.98)

de modo que si se asume que () 4 y @ ; son operadores lineales que actdan sobre estas funciones
de prueba, estos podrian representarse como operadores diferenciales y, por tanto, escribir [3,
15]:

Qa~da Qp~0z = (Quf")=0, (Qp0") =0, (5.99)
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y, en virtud de (5.98), también se tiene:

Q0" = (Qp6") —0°Q;5 (5.100)
QBQA = (QBQA) — HAQB, - QAQB = (QBQA) — QBQA. (5.101)

Entonces

04{Q, Q107 = 04Qal(Q07) — 0°Qp) + [(Q0") — Q01Q40"
= 01Qa(Qp0%) — 04 Q07 Qp, + (Qp0)Q0” — Q07 Q0"
= —01Q0"Qp + 07 Qa(Q0%) + Q005 Qu — Q07 (Q07)
= —04Q0%Q + 04 Qu(QpH") — Q050" Qa
= —04Qu0%Q + 04Qu(Qp0%) + 05 Q64 Q 4 — (Q307)67 Q.
= +04Q0,Q° — 0;,Q764Q.,
= (6Q)(0Q) — (0Q)(0Q), (5.102)

y por tanto se obtiene el conmutador:
[0Q,0Q] = 205"0P,. (5.103)

De igual forma, utilizando las propiedades (5.99), (5.100) y (5.101), se pueden probar las rela-
ciones [14]:

[P, (0Q)] = 0, (5.104)
[(0Q), (65,.0)] = 0. (5.105)

[P, (0Q)]
(0Q), (0,,0)]

5.6. Transformaciones Supersimétricas

Con los generadores supersimétricos 0@, Q) y sus correspondientes reglas de conmutacién
bien definidas, es posible integrar la superdlgebra en una estructura de grupo: el grupo de super

Poincaré, cuyos elementos generales se escriben como [1]:

g= 6—ix~P+i6Q+i9Q+%w'M’ (5.106)

donde w - M = w,,, M*" representa las transformaciones de Lorentz.

5.6.1. Transformaciones Finitas

Las transformaciones supersimétricas finitas corresponden a elementos del subgrupo de super-

traslaciones, generado por los operadores de traslacion P, y los generadores supersimétricos
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Q4,Q%, los cuales actian sobre funciones definidas en el superespacio. Los operadores que

describen la accion de este grupo de supersimetria tienen la forma tipica [1, 3]:

L(z",0,4,0%) = e~iv" PutifQ+i0Q (5.107)
Li(z",0,4,0%) = e~ PutitQ . oifQ (5.108)
Lo(at, 04, 0%) = ¢~ PutifQ , 4i6Q (5.109)

En este sentido, el superespacio se puede entender como el espacio de pardmetros del grupo de
supertraslaciones.

Utilizando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff resulta que

Ll(a:“ + i@a“é, 0.4, éA) _ efi(x“JriHo“é)PquiOQ . eié@

—i(@F+i00H0) Py +i0Q+i0Q+ 5 [—i(xH +i00H0) Py +i0Q,i0Q] 4+
—i(2H+i0010) P +i0Q+i0Q+ 3 (—i(2# [Pu,0Q]+i[00+ 0 P,,0Q)) - [0Q,0Q) )

)

9
=e
=e
_ e—ix“PH—i-iHQ—i—i@Q
- 9

donde se ha utilizado las ecuaciones (5.103), (5.104) y (5.105) para obtener la pentltima ecua-

cion. Este cdlculo prueba que:

Ly (2" + i00"0,04,0%) = L(z",0.4,0™), (5.110)
y de manera similar se muestra que:

Lo(z" — i00%0,0,4,0%) = L(z",04,0%). (5.111)

Estas tres transformaciones, L, L1 y Ly dan lugar a tres definiciones diferentes de supercampos,
®(z,0,0),"! los cuales se entienden como funciones con valores de operador definidas en el

superespacio [2]. Considere una configuracion inicial de campo @ definida como:
oy = 9(0,0,0). (5.112)

Los campos @, ¢, y @, se definen en relacion a @, dependiendo de si este transforma bajo L,

Ly o Lo, respectivamente, es decir [1]:

®(x,0,0) = L(x,0,0)DL " (,6,0), (5.113)
1 (x,0,0) = Li(x,0,0)P0 Ly (2,0,0), (5.114)
y(x,0,0) = Ly(x,0,0)P0 L5  (2,0,0). (5.115)

"Los supercampos ®(, 6, ) son estudiados con detalle en el capitulo 6.
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Dada la relacion entre L, Ly y Lo, se puede mostrar que

O(z,0,0) = & (x +1i000,0,0) = ®y(x — i000,0,0). (5.116)

El resultado principal de esta seccion es el siguiente: Bajo una transformacion finita super-

simétrica, denotada por 7, los supercampos @, ®; y &, transforman como:

T.®(x,0,0) = ®(z + ifoa — iacd, 0 + o, 0 + &), (5.117)
T,®(x,0,0) = ®,(x + 2i00a + iaca, 0 + a,0 + a), (5.118)
T, ®y(x,0,0) = ®y(x — 2icod — icod, ) + o, 0 + @). (5.119)

Para ver este resultado, se debe entender que la transformacion supersimétrica 7, es una trasla-
cion en el superespacio y es mediada por un operador L(0, o, &) que actda sobre el supercampo
®(x,0,0) en la forma:

T,®(x,0,0) = L(0,a,@)®(x,0,0) L0, o, @),
= L(0, 0, @) L(w, 0,0) @0 L (x,0,0) L71(0, 0, @),
= [L(0, a, @) L(z, 6, 0)] @[ L(0, v, @) L(, 6, 0)] . (5.120)

De manera similar, L; y L, median la transformacién 7, para supercampos ®; y ®5 como se

vera mas adelante. Retomando la dltima ecuacion, resta calcular:

L0, a, @) L(x,0,0) = ¢@Q+0Qe—izt PutidQ+i0Q
— eiaQ+i&Q7iw”PH+i9Q+i§Q+%[iaQJr@'@Q,,imuP‘quwQJriéQ}

Y

— i Puti(a+0)Q+i(a+0)Q— 5 ([2Q.0Q)-[6Q.aQ))

7
— i@t tiboa—iacd) Puti(a+0)Q+i(a+0)Q
- 9

"L L(a" + iboa — iach, a + 0, a + 0). (5.121)

Sustituyendo (5.121) en (5.120) se obtiene

T,® = L(a" + ifoa — iacl,a + 0,a + 0)Do[L(z" + ifoa — iaoh,a + 0, a + 0)] ',
"L P (a2t + ifoa — iaol, o+ 0,0 + 0). (5.122)
Esta es la ecuacion (5.117).

Como consecuencia de la relacién entre T,, y L(0, a, &), la transformacién T, debera aplicarse
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sobre ®; y ®, mediante la forma

T.®,(x,0,0) = Li(icoa, o, @)®, L (iaod, o, @)

= Li(iaca, a,a)Li(z,0,0)®0L;  (x,0,0) L (iaoa, o, @)

= [Li(icoa, o, @)Ly (1,0, 0)| P Ly (icod, o, &) Ly (1,0, 0)] (5.123)
T, ®o(2,0,0) = Ly(—iaoca, a,a)®, L, (—iaca, a, @)

= Ly(—iaoa, o, @) Ly(x,0,0)®0 Ly (,0,0) Ly (—iaca, a, &)

= [Ly(—iaca, a, @) Ly(x, 0, 0)]|Po[Lo(—iaoa, a, &) Ly(z,0,0)]F  (5.124)

Resta entonces calcular, en cada caso:
Li(iaca,a,a)Li(z,0,0), y Ly(—iaca,a,a)ly(z,0,0).
L4 se escribe en su forma exponencial como los productos:
Li(iaod, a, @)Ly (z,0,0) = e (07" O FutioQuiaQ—iz! PutifQ ,i0Q (5.125)

Dado que los conmutadores de conmutadores de generadores P, y @) o @ se anulan por la
graduacion de dlgebra, para el proposito actual la formula Baker-Campbell-Haussdorff puede
escribirse en la forma

eAeB — pATBH3IAB] _ JA+BHABI+3(BA] _ eB—f—[A,B]eA, (5.126)

de manera que definiendo
eA _ ei&Q eB _ e*’iI“P;rFi@Q’ (5.127)

la ecuacidn (5.125) se reescribe utilizando (5.126) como

L(icoa,a, @)Ly (x,0,0) = 0o aPyutioQ o —ie! Pu+ifQ+iaQ, —izk P, +i6Q] ,iaQ ,ifQ
_ eaa“dPu—H'one—ix”Pu-HGQ—i-[9@,&@] ei(a-s—é)@

_ eaa“o?Pu+iaQe—i(x“+2iea#a)PH+i9Qei(&+é)Q
_ efi(ac“+iao“&+2i€a“&)Pu+i(a+9)Qei(d+§)Q

De aqui que la ecuacidn (5.123) se reescriba como

T, ®(x,0,0) = & (2" + 2ifo"a + iac”a, 0 + o, 0 + @).
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De manera similar se deduce de la ecuacién (5.124) que

T, ®y(x,0,0) = Oy(xt — 2iac"d — icota, 0 + o, 0 + a&).

5.6.2. Transformaciones Infinitesimales

Esta seccion tiene el proposito de encontrar una representacion diferencial de los operadores
Qay Q, idea que fue motivada en la ecuacion (5.99). Para comenzar, se recuerda que para una
funcién de una variable f () que admite una expansion en serie de potencias, puede expandirse

f(z + a) alrededor de = como:

flz+a) = i ) (5.129)

n!

n=0

Similarmente, considere una expansion en serie de Taylor del supercampo ®(x + o —
iaof,0 + o + 0§ + @) alrededor del punto (z, 6, 6),

®(z + iboa — i, 0 + a + 0 + a) =P(x,0,0) + i(0o"a — ac”0)0,P(x,0,0)

od ~ 0d

+@%($,6,0)+@%(1‘,9,9)+“' s (5130)

donde a y & son, bajo el grupo de Lorentz, espinores de Weyl (y por tanto, también variables de
Grassmann) que parametrizan o especifican la transformacién supersimétrica infinitesimal que

actia sobre el supercampo ®. Entonces:

5, = ®(z +ifoa — iacl,0 +a+0 +a) — ®(x,0,0)

= li(fo"a — ac™0)0,, + a% + a% +oo | ®(2,0,0). (5.131)

Solamente que, por otra parte,
5, = T, ®(x,0,0) — ®(x,0,0)

= L(0,a,a)®L (0,0, @) — @
=P — O, (5.132)

donde se ha definido A = iaQ + iaQ. Pero [22],

1
eAPe™ =0 4 [A, O] + §[A[A’ Bl +---

=® + [iaQ +iaQ, ®] + - - -
= +i[aQ, ] + i[aQ, D] + - .
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La ecuacion (5.132) queda entonces como
5, = i[aQ, @] +ilaQ, P| + - . (5.133)
La accién de este operador sobre una funcién de prueba F' tendrd el término

i[aQ, ®|F(x,0,0) =i (aQ®P — PaQ) F
i (aQ(PF) — ®(aQF))
i[(aQP)F + ®(aQF) — ®(aQF)]

= i(aQd)F. (5.134)

De manera similar se muestra que i[aQ, ®] = ia(Q®). Entonces la ecuacién (5.133) se escribe

como
6@ = ia(Q®P) +ia(QP) + - - - = [iaQ +iaQ + - - - ]P. (5.135)

Comparando las ecuaciones (5.135) y (5.131) a primer orden se deduce que
i Q4 + z'dAQA = i(@AazB@B OzAO'M éB)aM + O/éaA - dAéA |
= ozA(aA - Z'UZBéBaN) + i@AUM . BA@Aa + @AgA
= o041 —i0" ,079,) + a A(éA — o P40,).
De aqui surge la representacion diferencial de los generadores () 4 y QA:
Qa = —i(0a —id’y, eBa ), (5.136)
Qr = —i(0" - (aﬂe)f‘a ), (5.137)

donde en la dltima ecuacién se utilizé el hecho de que

pA ZBEBA _ _GCECAUZBEBA _ (5“)ACGC _ <5u9)A.

El indice de QA se puede bajar escribiendo

Qp = 5iQ" = —iep (04 — 04" .“40),)
= —i(e,0" — 00 ZCGBAECAQL)

= i(0y — 60", ,0,), (5.138)
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de manera que se puede verificar:

{Qa,Qp} = {—i(@A—w“ 6”48) i(05 — 050 a%500)}
= {04,035} — i{04,0%0%,,0,} — i{o’ 4 0’48 05} — {of 4 (9’48 050" .0, }
= —i{04(0" 0", 10 )+93 550004} — {0’ 040 ,0p + 0p(c “-0’48“)}
= —i{(046")0", 0.} — i{o’, (8 OA)G } =20, Ly

De forma similar pueden encontrarse representaciones infinitesimales de los operadores Q) y ()

para los supercampos ®; y ®,. Por ejemplo, partiendo de

T,®,(z,0,0) = ®,(x + 2ifoa + icoa, 0 + a,0 + @)
= Li(iaoca, a,a)®, Ly (iaca, a, a), (5.139)

se puede despreciar términos de segundo orden en « (para « infinitesimal) y expandir el lado

izquierdo de la dltima igualdad como

®(z + 2ifoa +iaoca, 0 + o, 0+ a) = (x,0,0) + {2i00"ad, + oo, + dAgA}(I)l
= {1+ a9+ 2000" a0, + @01},
= {1+a%04+a; (5A - ZiGAaZBeBA8H> } P,

Por otra parte, el lado derecho se expande como

o I naPy+iaQ® iaOMm haP—iaQ® —iaOW
Lyi(iaoa, a,@)® LT (iaoa, o, @) = 2" abutia@ 7 piaQt g pootabu—iaQl ,—iaQ
Aldl eaa”aPM—l—iaQ(l)-i-io’zQ(l)+%[io¢Q<1>,iaQ(l)]q)l
eaa“&PH—iaQ“)—i&Q(U—&-%[—iaQ(l),—i&Q(l)]

— efao'“&PHJriaQ(l)Jri&Q(l) (I)lefaU“&P#fiaQ(l)fi&Q(l)

~ (14 iaQW 4+ iaQM)®, (1 — iaQY —iaQW)
= (&1 4+ i1aQWd; +iaQMdy)
— q)liOéQ(l) — q)l’LO_éQ(l)
= &, 4 ia’| “(I)]+m [Q() ®,]
"1+ i0QY +ia Q0N

donde la primera igualdad se obtiene escribiendo L;"'

con ayuda de la ecuacion (5.126). Al
comparar ambos miembros de la ecuacion (5.139) que se venia desarrollando, se deduce la

representacion diferencial de QM y Q™)

QY =—ig,, QWA =_i(d" - 2i0"s ot € 749,). (5.140)



Superespacio y Transformaciones Supersimétricas 49

De manera andloga se encuentran las representaciones para Q) y Q® como
QY = —i(04 —ic" .0,), QP =—idt. (5.141)
Estas expresiones también son consistentes con los anticonmutadores:

QY. QWY = 20" . P, = {Q}. Q1. (5.142)

5.7. Derivada Covariante

Se puede definir una derivada covariante por cada tipo de campo. Para un campo ¢ se define:

Dy =04+ iJZBG_Bﬁu,

DA =" Dy = —0* — 16,5710, (5.143)
y,

D;=-0,— Z@BO';AGM,

DA =P Dy =04 +i6"“0c0,,. (5.144)

La propiedad principal de la derivada covariante es que conmuta con las transformaciones infi-
nitesimales SUSY, es decir que [2, 3, 15]:

(D4, 6,)®(z,0,0) = 0. (5.145)

Esto se ve calculando explicitamente

7\ 5.135

[D4,0]®(x,0,0) °=" [Da,iaQ + iaQ]®(z,0,0)
= i[D4, aPQp|®(x,0.,0) + i[D4, a;Q5)®(, 0, )
= i(DAaBQB — aBQBDA)CD(a:, 0,0)
+i(Daa QP — azQPDA)D(x,0,0)
= —ia®(DsQp + QpDA)®(x,0,0)
— ity (DAQP + QB DA)®(x, 0, 0)
= —iaB{D, Qp}®(x,0,0) — iaz{Da, Q%) d(x, 0, 0)
=0,
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porque

(D4, Qu} = =i {04 + 104,00, 0 — i050°0, )
= —i{0a, 08} — {04, 0%0°0,}
+ {UZBéBam Ip} — i{aff‘BéBaw o%.0°0,}
=0.
= {04,0°} = {04, 00420, } + i{0h 070,07}
+ {04098, 0 0t pe B0, }

= —io! DB@ +io’, (8390)8

= —iO’ZD PP, + ioh o (— eBC)ﬁu
= —1i0" € DB@ +i0h € “Bo
=0.
De manera similar se prueba que
(D, 85]® = 0. (5.146)
También pueden definirse derivadas covariantes Di ),D(l) y D(Q) D( ) para los campos @, y P,
tal que
(DY, 8,)@, =0, [DY,6,]P: =0, (5.147)
DY, 6,0, =0, [DP,8,]®, = 0. (5.148)
Dichas derivadas covariantes estan dadas por
DY =04+ 2i0" .0%9,, D) =-0, (5.149)
Df) = 0,4, Df’ =0, — 2i0"c" .0,. (5.150)

Es importante notar que las derivadas covariantes satisfacen un 4lgebra similar al de los gene-
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radores Q4 y Q ;:

{Da, Dp} ={0a +ic" 640,05 + i0%,,079,}
={04,05} +i0%,,{04,059,} +ic" {040, 05}
+ iU’;‘AiagB{éA, 6510,,0,
0 (5.151)
{Da, D} ={04 +ic" 040, ~0; — 070" ,0,}
= — {04,085} — {04,070, }0%, 5 — iJZA{G_AaM, O}
+o" {049,,070,}0%,
= —i0" 30, — ’L'JZB(‘?M

=— QiUZBGM = QUZBPM. (5.152)

A partir de estas dos ecuaciones (5.151) y (5.152) se pueden deducir las siguientes relaciones

utiles: Se comienza multiplicando DB por la derecha de la ecuacion (5.152) y se obtiene

DAD? + DyDaD? = 25" . D®P,. (5.153)

Por otro lado, multiplicando esta misma ecuacién por e#¢

se obtiene que
(DaDg + DD A)e" = —(D4D + DD y) = 20% . P,e"C,
entonces (redefiniendo indices B > C)
DAD? = 26" . P,e“" — DPD,.

Sustituyendo esto en la ecuacién (5.153) resulta que

D4D? + Dy (20" P’ — DD y) =D4D? + 20" .P,D3e”? — D5 DP D,
=[Da, D* - 20" .. P, D"

5153, u AB
= QJABD P,.
Entonces se concluye que
[Da, D?] = 40", . D*P, (5.154)
De manera similar se muestra que
(D, D*] = —4D%d" . P,. (5.155)

Se contintia multiplicando D por la izquierda de la ecuacién (5.154) y DA por la derecha de



Superespacio y Transformaciones Supersimétricas 52

la ecuacién (5.155); sumando ambos resultados se obtiene:

D*D,D? — DAD*Dy + D;D*D* — D*D ;D = —DAD*>D, + D ;D*D*
= 4D¢" .DAP, — AD"o" . P, DA
= 0,

de manera que
D*D?*D4 = D,;D*D™. (5.156)

Por dltimo, es trivial mencionar que
D3=D3=0. (5.157)

5.7.1. Técnica de Proyeccion

Como se mencioné en la seccion (5.4.2), la integral de Grassmann f d*0 es equivalente a un

operador diferencial. En particular, se tiene que

/ P0%(y,0) = F(z),

donde ® es un supercampo quiral izquierdo como el dado por la ecuacion (6.29), es decir
©(y, ) = Aly) + V200 (y) + (09)F(y)-

Por otra parte, es facil darse cuenta de que lo siguiente es verdad:

O(y,0)|,_s_, =A), (5.158)
1
EDS)QD(% 0)]pg_o =1a(®), (5.159)
1
— 1Dy, 0)] o5y =F (W), (5.160)

donde y* = 2# + il y DV = 9, + 20" Aé/‘au. Se puede entonces escribir que

1 1
2 1)2 _ 2
/d 9 _Z_LD( ) ‘025:0 =—-D (5.161)

4 0=0=0"

Considere un supercampo W [P, ®,, ..., | que depende de N supercampos quirales ®;(y, )

(este concepto es detallado en seguida pero es conveniente introducir esta discusion aqui). En-
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tonces se puede calcular su integral en d26 usando la regla de la cadena como:

/ oW D] = —%DADAW[(D?(LH’@HGG

=0

= _ZD {aq)?DA@i} |9:9’:0

L (0w oW,
—-1{2* (G oo+ e

LW, . oW
= {_§W¢j¢i + aq)?Fz’ (95)} ‘9:5:0'

entonces o L oo
2 _ a2 7 pbaa
/d QW[(I)hq)QvJ(I)N] - 814?171 (l’) QaAgaAgijl (5162)
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Capitulo 6
Supercampos y Supermultipletes

En este capitulo se introducen los supercampos y sus componentes, asi como los supermultiple-
tes que organizan los grados de libertad bosénicos y fermidnicos en representaciones irreduci-
bles de la supersimetria. Estas estructuras son fundamentales para formular teorias de campos
supersimétricas de manera compacta y covariante, ya que permiten escribir lagrangianos super-
simétricos directamente en el superespacio.

La utilidad de este capitulo radica en que proporciona las herramientas necesarias para construir
modelos fisicos con supersimetria, como el lagrangiano supersimétrico de Yang—Mills, que sera
deducido en el capitulo siguiente. En particular, los supercampos quirales y vectoriales permiten
agrupar campos que se transforman entre si bajo supersimetria, respetando las restricciones
impuestas por el dlgebra. De este modo, este capitulo establece la base formal sobre la cual se

desarrolla el modelo que constituye el eje del presente trabajo.

6.1. Transformacion de Campos Componentes

En el capitulo anterior se defini6 un supercampo como una funcién con valores de operador
definida en el superespacio, es decir, una funcién que depende de las coordenadas ordinarias z*
y de las coordenadas fermiénicas de Grassmann 64 y 6 i- En esta seccion se considerard el caso
especifico de un supercampo escalar o pseudoescalar de Lorentz, ®(x, 0, §), el cual admite una

expansion en serie de potencias finita en las variables de Grassmann:!

®(z,0,0) =f(z) + 0p(z) + Ox(z) + (0)m(z) + (60)n(x) + (00"0)V,(z)
+ (00)0X(x) + (00)0¢(z) + (00)(00)d(x). (6.1)

Bajo el grupo de Lorentz, las cantidades f(x), m(z), n(x) son campos escalares o pseudoes-
calares complejos; ¢(z) y ¥(x) son espinores de Weyl izquierdos; x(z) y A(x) son espinores

de Weyl derechos; V,(x) es un campo vectorial de Lorentz; y d(x) es un campo escalar. Todas

"Las expresiones 00 = 040,y 00 = 0 i 6 se entienden como contracciones de indices espinoriales de Lorentz.
Esto se estudia con detalle en el apéndice A.
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estas funciones se denominan campos componentes. Asi, un supercampo ¢ es una forma abre-
viada de escribir un supermultiplete finito de campos. Bajo transformaciones supersimétricas,
la variacion de un supercampo siempre puede expresarse en términos de las variaciones de las

componentes utilizando la expansién en variables de Grassmann

8s®(x,0,0) = s f + 0050 + 005X + 0055m + 005,n + 505,V + 0005\ + 0005 :1) + 00005d.
(6.2)
Para calcular la forma explicita de estas variaciones de los campos componentes, inducidas por

transformaciones supersimétricas infinitesimales, se comienza por aplicar la ecuacién (5.131) a
P,

6,0 = (00" a0, — 0000, + a0, + a,0" ) @(x,0,0)
- (iﬁa“@@u —iao”00, + a’0s +a A5A> X { f(x) + 09(x) + Ox(x) + (00)m(z)
+ (00)n(z) + (0070)V, (z) + (00)0X(z) + (00)0%(z) + (00)(9F)d(z) |,
entonces
5,8 = ifo"ad, f — iactG0), f
+ (i0o"ad, — iac"00, + a0,) 0" ¢
n

/N

ifo"ad, — iaot00, + @A5A> éB)_(B

—

+ (00" ad, — iac”00, + ad4) (00)m

+ (i0o*ad, — iac™00), + @A5A> (60)n

+ (00" a0, — iaa“é@u + a0, + @AgA 05”0V,
+
+ (i00"a0, — iac"00, + a4 + a,0°

_|_

N7 N - N NN

)
i0otad, —iac"0d, + a0, + @A5A>
)
)

i00"ad, — iac™00, + a0 + a,0") (06)(68)d.
Por tanto, es necesario calcular:

(00" a0, — iao™00, + a*04) 0P ¢p = i05"a0" 0,05 — iad00”0,05 + o da,
<i«90“0‘43u — iac"00, + a Aéf“) 0% = i60"af;,0,X° — i00"0050,%° + a X",
(i00"ad, — iac"00, + a”94) (00)m = —iac”0(00)d,m + 2”0 4m,

(90" 60, — iac"00, + a,0) (B0)n = 60" (00)0,m + 24 46 n,
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<i90“dﬁu — iact00, + a0 + @A5A> (0570)V,

= ifo"a(05"0)0,V, — iac"8(05"0)d,V,
+a04(0070)V, + a,0%(0570)V,
= ifo"a(050)d,V, — iad"8(050)d,V,

+ e’ 05V, + a4 (040" NP,

<i90“640u — iact00, + a0 + dA5A> (90)53)\3

= i00"a0,(00)0 505 — iac*00),(00)05\°

+ a04(00)0, )8 + a ;07 (00)0,0°
= —iac"0(00)8 50, \"
+ 2aA9A9_B)\B + (66 )OéBj\B,

<i90“640u — iact00, + a0 + @A5A> (00)0Pp

= 00" @0, (00)0"Yp — iaa"00,(00)05 5
+ a0,(00)0 )5 + a,;01(00)65 v

— i00"a(00)07 0,15
+ (A0) P + 20,0405,

<i(90“d@u — iact00, + a0 + @A5A> (00)(60)d

Entonces

0,0 =

= i60"a(00)(00)0,d — iac"0(06)(09)d,d
+a0,4(00)(60)d + a ;07 (06)(0F)d
= 200,4(60)d + 2(66)a ;6 d.

i0o"a@d, f — iac"00, f

+ i@a“dﬁBaﬂqﬁB — iaa“é@BaugbB +a’dy
+ 006050, X" — iac00,,0,%° + & %"
— iac"0(00)0,m + 2aA9Am

+ 00" a(00)0,m + 2a ,0"n

05"0)0,V, — iac"0(05"0)0,V, + OéAJZlBéBV,, +a (040"

AB

+ ifota A,
— i00"8(00)8 50, X + 2004057 + (00)a NP
+ 00" a(00)050,5 + (0)a Py + 20,676

+2070,4(A)d + 2(66)a 16 d
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Esto se puede reorganizar como

6,0 = oy + dA)ZA + 0420 1m(z) + iJZBdBaMf< ) — a0 BV, ()}
4 03{2040(x) + i(00") P18, (1) — (a0”) 5PV, (2) + (60)ap
+i90”5¢988u¢3 —1—(9@)an3 —z‘aa“@@BGMXB +2(99)§A5{Ad

=T =Ts
+ ifo*a(00"0)0,V, —iaa"0(00)0,m —iact0(00"0)0,V, +i0a"a(00)07 0, p
h— I T— % =7
+2040,4(00)d + i00"a(00)0,n — i00"0(00)0,50,\F +2020,40 ;1P
=Ty
+2a,6%0% ) — 100”060”005 + 00" a0 50, (6.3)

Ahora se calculan las 7’s en esta ecuacién (6.3), utilizando varios de los resultados obtenidos

en el apéndice A.4.4 :
290“049 a,u(bB _ —’LQAGB ,u _Bau¢B Ai15 { AB M Bau¢3<90)

= ) |-5@000)].

T, = —iaa“ée_ﬁuiB —ia U“ HBGA@J(A = —zozAaZ 5. QA(‘?“X
A i Vel " _
20 S0l Pl 1(80)0, X" = (09) 507" 10,

— (60) ( 009, x(x )
Ty = if0"a (00" 0)0,V, * 277“”(9(9)(079)8 v, = 1(99)(5@)@#1@(@,
Ty = —iac"§(00)d,m = —i(00)a’o" .07 9m = —i(09)a’c” ."CG:0,m
= i(00)0,1 (ac™e) 0, m(x )
Ty = —i(ac™d)(06"8)0,V, 22 _ 5(60)(a9)9"V, (x),
Ty = i0ca(00)05 0,05 = wAagBaB(éé)eBawB
= —i0"9%5" .aP(00)0,4p "L — ; P(00)(00)0". .00,
(99)(99) ABY s (o"a) 4 = (00)(00) ( ,ﬂpgﬂa)
T: = ia0t9(00)050,0° = i(60)a’ 0" 040,50, \"
= i(60)0 0" g0, 8 L L (00) (@)oo e, A

— (06)(66) (—%aa“%ﬂx)) :

Ademads, lo dltimos cuatro términos en la ecuacion (6.3) se reorganizan utilizando las férmulas
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de reordenamiento de Fierzz como:

2(a)(X) = 2(00)0 ;3 L (0510) (a0 A(2)),

2(a0)(0y) "2 —(00"0)(a5,) Pa

—’i(()éaue_) (08u¢(x))

AT L 4 o,
= T T4t

= —%(00,,0)0/40“

_ —%(Hapé)aAﬁuqu(x)a

P2 1(00,0)(00,0(x))e

= 4<00p )(oza#gf)( ))e

—ix 0“ 93908@0( )= —zozAU
(‘90,0 )( u¢< )o
BCa ¢B( )

AL (0510) (1(x)0,),

?)e

p _BC p
48¢ e

AB h BC p
T48¢ 9pc

BA 1 BC p
Ta5¢ e

2 2(00,0)(00,0(x)) (3 (07) e

4(9% ) (00, ¢(x))Tr[o"0”] =

= 500" (00,0(x),

* (60,) 00,5 ()f

(60" 0) (00, x(x)) = i0"", ,aP (00,x(x)) = —io", 6" (Dx(x)0)0"

M St P (00,0) (0,%(x)0" )

97 Ak

1
— (00, 0)0,a(0)5

vAA _pn -B

O'ABOé

AB

0 (0, B) B (1))

7 _

=~ (60,0)(9,x(x)a)Trla"o"]

A4 1 =

= —5(00,0)(3ux(@)a)n™ =

— 5 00,0)(0" ().

CQC@MQSC (x)éc
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Con todo esto queda que

5. = ato, + dA)ZA + 0420 4m(z) + iaZBdBﬁuf( ) — a0, BV, (x)}
+0,{26"n(x) + i(a0") 4" 0, f () — (a0") "MV, (2)} + (00)a A"
+ (09) [-%(3@)0#@)] + (00)aP g + (9«9)%0/‘0“ 0,55 +2(00)0 104

L(60)(aB)0"V,(x) + i(00)8 5 (ac”e) 1 0m(x) — L (68)(aB)P"V, ()

[\')I@

3
- (00)(0 ><%au¢aua>+2aAeA(éé>d+zeo—u (00)0,n

— (00)(60) (-%mﬂ(@) + (80"0)(ao, M) + (00"0)(x) 0,
+5(000) (00,0(2)) — 5(00,0)(0"x(2)a), (64)

lo cual se reorganiza en potencias de 6 y # como

3:D = ap + ay + 0{2am(z) + o'a (ia f(x)+V,(2))} (6.5)
+ 0{2an(z) + z(aa“e) (ac”e)V,(z)}
+ (09) ( ) ( ) + ;aaﬂaux>
+(6049) (00,M0) + a1, + 500,60) - Fo,x(0)a )

(2ad + ;aa*‘v ) + i(aa“e)aﬂm(x)>
(Qad - 3cw?“\/ (z) + ia“&@,m)

( opota + acto )\( )) (6.6)

l\DI@

Comparando las ecuaciones (6.2) y (6.6) se concluye que las variaciones de los campos com-
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ponentes debidas a una transformacién supersimétrica estan dadas por [3]:

5. = ad + ax. ©67)
S = 204m(z) + (03) 4 {10, f (1) + Vi) ©8)
§u = 2n(2) + (ao )M i0, () — V(o)) 69

Som(x) = ax — %(@Lgb)a“@), 6.10)
Sen(x) = avh(x) + %aa#aﬂx 6.11)

5 Vu(x) = ao, A(z) + ¥(x)o,a + %a@uqﬁ(x) - % X (2)a, (6.12)
S = 2a'd(x) %aAauvu(x) +i(aote) o,m(x), (6.13)

Seba(z) = 20ad(x) — %aA(‘?“VM(x) i) 40m, 6.14)

5.d(x) = % (9,0(x)0"a — B, M(x)a"a) | 6.15)

6.2. Supercampos Quirales

Definicion 6.1 (Supercampo quiral). Un supercampo escalar ® es un supercampo quiral iz-

quierdo si satisface:

D;®(x,0,0) =0, D;=—-09;—1i0"", 0, (6.16)
Ademds, ®' es un supercampo quiral derecho si satisface:”

Da®'(2,0,0) =0, Dy =0, +io,;0%0,. (6.17)

Supercampo Quiral Izquierdo

Puede encontrarse una solucion de la ecuacion (6.16) considerando un nuevo conjunto de va-
riables dado por [15]:

Yy = at +ifot0, (6.18)

0y =04, 0 =0;. (6.19)

?La notacién ®' no es casualidad. En lo que sigue se verd cémo se define el adjunto hermitico de un supercam-
po.
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Para ver esto, se puede calcular

Dy = {~0, — i070%,;0,} (¢ + i00"0) = {~0,i0"0", ;07 — 10707, ,0,2"}
—{ZHA I —Z@B ]l;A =0, (6.20)

D04 =0. (6.21)

Esto implica que cualquier funcién de y y € deberd satisfacer la ecuacion (6.16). Por otra parte,

el cambio de variable afecta la derivada covariante ya que

O = (0"y,)0., = 0, (6.22)
= 8A9/Baj9 + OAy”é?’ = 8A + '&U 9/33, (6.23)
d; = aggef‘ajg + 0,70, = 05 — 0o 0, (6.24)

entonces

Da(x,6,0) = 04 + 0’y 938 =0y +io', 9’38’+z0“ 938’
= Oy + 2i04 00,

= DV(y, 0,8, (6.25)



Supercampos y Supermultipletes 62

y también:

D;(x,0,0) =0, — i@BU]’;Aﬁu = — (0, — 00", 0,) — i o O,

T 44% TpA%
_ _ —_pm
= —0; = D" (6.26)
Esto implica que el campo
®(z,0,0) = Dy — i000,0,0) "=° ©,(y.0.0), (6.27)
satisface:
DY (y,0,0) =0=—0,01(y,0,0). (6.28)

Entonces ®,(y,0,0) = ®,(y,0) y, por lo tanto, se puede considerar la expansién en serie de
potencias:

®1(y,0) = Aly) + V209 (y) + (06)F (y). (6.29)
La consistencia de esta expresion se investiga expandiendo ¢, alrededor de un punto = una
cantidad i0c"0: 3
®(x,0,0) = ) (2" +i05"0,0) = A(z" + i00"0) + /20 (" + i0o"F)
+ (00)F (2" + i0a"0)
= A(z) + 100100, A — —(90“9)00”«93 O, A + V20 +iv20(05"0)0,
+(00) F(x)
_ 1 __ _
A2 A(z) + 00760, A — 1 (00)000"5,A + V200 4 iV/20(0540)0,1)
+ (00)F (z).

Pero se puede calcular

Z\/_ (AB

iV260(60"8)0,1) = iV204(0+0)D, 4 127 — (00)0" 020,14
= —iwm Aot €P40,0,0a Af?ﬂ( 00)0 5",
L\/_(ee)ea“am

30bserve que, debido a la propiedad de nilpotencia de las variables de Grassmann 6 y 6, ésta parte del calculo
es una igualdad y se evidencia que el 86 término no cambia.
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Entonces ®(z, 6, #) queda como
®(2,0,0) = A(z) + V20404 + (00)F (z) + i0"00,A + %(ee)eauauw
1
— £ (66)990A, (6.30)

La verificacién D P (z, 0, 0) = 0 se hace directamente de esta ecuacion (6.30). Mds interesante

es compararla con la ecuacién (6.1), donde se puede hacer la identificacion:

f(x) = A(x), ox)=vV20(x), x()=0, mx)=F(z), n(x)=0,
¢ B_pu _BA . B _l
Eﬁud) ol s€ 0 w(x) =0, d(x)= 4DA,

para utilizar las ecuaciones de (6.7) a (6.15) y obtener la variacion de las componentes A, ¢, F’

Vi (z) =i0,4, M(z)=

del supercampo quiral izquierdo ®:

0, A(z) = V2ah(z), (6.31)
5sha(x) = V20 F () + ivV2(0" @) 40, A, (6.32)
0. F () = —iv20,0" a. (6.33)

La ecuacion (6.33) es la mds importante porque expresa que la transformacion supersimétrica
del campo F es una derivada total. * Por tanto [ d*zF' es invariante bajo una transformacién
supersimétrica y podria ser un término en la accién de una teoria supersimétrica [4, 14, 15].

Por ultimo queda mencionar que el producto de supercampos quirales izquierdos, ®;, con 7 =
1,2,---, N es también un supercampo quiral izquierdo [18]. Esto es evidente ya que dichos
supercampos no dependen de § y tampoco su producto. Formalmente este resultado se consigue

utilizando el hecho de que la derivada covariante es un operador lineal:

D,;®,®; = (D;9,)®; + ®,D;®; = 0. (6.34)

4Se dice derivada total a una expresién de la forma Ou fH* porque es la divergencia de una corriente, lo que
garantiza que su integral sobre el espacio-tiempo solo contribuye en la frontera y se anula bajo condiciones ade-
cuadas.
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Dicho esto, es conveniente calcular aqui el producto ®;(x, 0, 0)®;(x, 0, 0):

i

O;P; = lAi(q:) + V200 + (00)F; + 00700, A; + — (00)05"0,1); — i(@@)éémz}

V2
_ ; _ 1 __
[y VB0, 4 (00)F, + iv0v00,0, + L 00)0%0,0, — (00604,
— A A; + V2ZADY; + (00)AF; + 00 GA0, A, + éAi(ee)éaﬂamj

- i(@@)ééAiDAj V200 Aj + 200:00; + V200(10070)D, A; + (00) FA;
4 i00MGA,0, A; + 100700, Ai (105780, A;) + %(ee))é&mjawi
- %(99)9‘9‘@@%
= A Aj + V20(Anby + Ajy) + (00)(AiFy + A;F; — b))
+i00"0(A;0,A; + A;0,A;)

+ —=(00)0(A;5"0,1p; + A;o"0,1; + 7100, A;)

o

V2
1 __

— (09)(BO)(ADA, + A,DA, +20,A,0"A;). (6.35)

De igual manera ¢;®; P, es también un supercampo quiral izquierdo

Y)Y (Y)Y ()] (6.36)

Si bien esta expresién se puede expandir alrededor de x con y = x + ifof, esto no serd nece-
sario ya que la componente de mayor orden (componente #¢) no cambia bajo traslaciones del

argumento, como se vera en la seccion 7.1 del capitulo siguiente.

Supercampo Quiral Derecho

De manera anéloga al caso del supercampo quiral izquierdo, se puede encontrar la solucion de

la ecuacién (6.17) considerando el cambio de variable
M =gt — i, 0 =6, § =6, (6.37)

con el cual se obtiene que
Daz' =0, Daf;=0. (6.38)
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Asi mismo, las derivadas covariantes D4 y D ; se convierten en

Da(z,0,0) = D'P(2,0,0) = 2, (6.39)
D(x,0,0) = D'D(2,0,0) = -0, — 205" .9, (6.40)

de manera que la ecuacion (6.17) implica que

%

O (2,0,0) =0T (2 + 1000, 0,0) "= y(z,0, ) (6.41)
D@ (2,6,0) =DP®y(2,8,0) = 0,04(2,0,0) = (6.42)

Por tanto, ®,(z, #) no depende explicitamente de 6 y se debe poder escribir en serie de potencias
de 6,
Dy(z,0) = Dl (2,0) = A*(2) + V200 (2) + (00)F*(2). (6.43)

Aqui, ®' denota el adjunto hermitico de ®. Dado que las variables de Grassmann 6 y f transfor-
man como espinores de Weyl bajo el grupo de Lorentz, es necesario definir su adjunto hermitico
de forma analoga a los campos espinoriales, tal como se describe al final de la seccion A.4.4.
Esto garantiza que el supercampo conjugado preserve su cardcter escalar bajo las transforma-
ciones de Lorentz.

Por otra parte, de manera andloga al caso del supercampo quiral izquierdo @4, la ecuacion (6.43)

puede expandirse alrededor de = una cantidad —ifo*8 como

By(2,0) = A*(2) + V200(x) + (00)F*(x) — i(00"0)0, A () + ——(60)00 0, (x)

\/5
— (9 (ER)DA(x),

— i(2,0,0). (6.44)

Debe ser claro que el producto de supercampos quirales derechos es otro supercampo quiral
derecho. Ademas, las expresiones explicitas de los productos <I>ZT <I>T y @T(I)TQ)T se obtienen to-

mando el adjunto hermitico de las ecuaciones (6.35) y (6.36):

OIOT =AT A% + V20(A1h; + Atly) + 00(ATF; + ATFy — ;) (6.45)
DIDIOL =ATAT AL + V20[ AT ALy, + Al Ay + ) ATAY]
+(00) [A;ALE; + ALFFAL + FP AN (y) A
— Y AL — hith; Ay — Al (6.46)
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6.3. Supercampo Vectorial

Un supercampo vectorial es un supercampo escalar real (bajo Lorentz). Esta condicion de reali-
dad significa que el supercampo vectorial es igual a su conjugado hermitico. Es una genera-
lizacién de la realidad de los campos clasicos, y garantiza que las componentes fisicas del

supercampo (como el campo gauge V),) sean reales (V,, € R).

Definicion 6.2 (Supercampo vectorial). El supercampo vectorial satisface la condicion de reali-
dad:?
Vi(z,0,0) =V (x,0,0). (6.47)

Como cualquier otro supercampo, V' (z, §, §) puede expresarse como una serie de potencias en
fenf:
V(x,0,0) =C(x) + 0¢(x) + 0x(x) + 00M (x) + 0ON () + "0V,
4 (00)0A(z) + (80)0y (x) + (00)00D(x).

Observe que la notacion utilizada para los campos componentes es ligeramente diferente a
aquella que aparece en la ecuacion (6.1); la componente de mayor grado en 6 y 6 se llama el
D-Término. Con la ayuda de las ecuaciones (A.123) se puede tomar el adjunto hermitico de la

expresion anterior y escribir

Vi(z,0,0) =C*(x) + 0¢(x) + Ox(x) + 00M* () + (0 )N*(:I:)—l—@a“éV:
+ (00)0A(x) + (00)6¢(x) + (00)00D* ().

La condicién de realidad (6.47) que define el supercampo vectorial implica entonces las si-

guientes relaciones:
¢r=C, ¢=x, M=N", Vi=V,, ¢=X D'=D.

Esto significa que: C'(z), V,,(x) y D(x) son campos reales, M () es un campo escalar complejo,

@y A son espinores de Weyl. La expansion general del campo vectorial V' es

V(z,0,0) = C(z) + 06(z) + 0p(x) + 00M (x) + 00M* () + 050V,
+ (00)0XN(x) + (00)0X(x) + (09)00D (). (6.48)

Sin embargo, existe una expresion mas general de V' que satisface (6.47) y se obtiene de (6.48)

SEl supercampo vectorial recibe su nombre por el contenido del supermultiplete: incluye un campo vectorial
real V), que lo distingue del supercampo quiral, el cual contiene tinicamente campos de materia (escalares y
espinores).
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haciendo el cambio [3]:

AMz) — AMz) + %a”(‘)ugz_ﬁ(m),

1
D(z) — D(z) — ZDC(I)'
Es decir, que la expresion mds general para el supercampo V (z, 6, 0) es:

V(z,0,0) = C(z) + 06(z) + 0p(z) + 00M () + 00M* () + 000V,
+ (60)0[\ () + 55" 0,u0(x)] + (BO)9A(x) + 500, 6(a)
4 (60)80]D(x) — %LDC(Q:)}. (6.49)
Un par de ejemplos de supercampos vectoriales son los que se construyen con el producto y la

suma de un supercampo quiral izquierdo y su adjunto hermitico, ya que

(@; + @) = (@] + ), (6.50)
(@]®,) = ofo, (6.51)

donde

D;(y,0) = A;(y) + V200 (y) + (00) F(y),

Dl (2,0) = AX(2) + V20;(2) + (00)F7 (=),

son supercampos ¢-ésimos. Se pueden utilizar las expresiones (6.30) y (6.44) para escribir la

expansion alrededor de = de ®; y <I>I:

®;(x,0,0) =A;i(2) + V200;(x) + (00) Fy(x) + i(00"0)0, A, () (6.52)
¢ O~ (x _1 00! (o
+ﬁ(90>90 Outhi() — 7 (00)060A;(x),
Ol (x,0,0) =A% (z) + V200;(x) + (00)F (z) — i(05"0), AL (x) (6.53)

+ L (80)80" 0, (x) — i(ee)(ee)mj (2).

V2
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Con esto se puede calcular explicitamente las ecuaciones (6.50) y (6.51) [4]:

®; + OF = A, + V200 + (00)F, + 0000, A, + —= (06)65+ 015 — (HH)G_G_DAi

f
_ 1 - AT | (77
+ A7 — i(000)0, A5 — (00)(00)0A; + V200 + (00) F

4 %(99)90@%

= A + AL+ V200 + V200, + (00)F; + (00) F; + 0000, (A; — A7)

+ —=(00)05" 0,1 +

v " (68)60" 0,0, — i(ee)ééD[Ai A, 6.54)

V2

DlD; =

)

_ 1 _ o .
A; — i(60"9)9, A7 — £ (09)(B0)DIAT + V260 + (99)F; +

(00)05"0,1b; | x | Aj +V200; + (00)Fj + i05"00,A;

L
+ s
i -
+ 5(00)05" 0, - (60)9904,

=ATA; + V2A00; + (00) AT F; + i00"0AD, A, + %(09)55%;@%

- i(GG)GQAZDAj — i(05"0) A;0, A7 — V/2i(05%0)(0, A7) (63;)

+ (05"0)0, A% (05780, A,) — }l(ee)(éé)@A;)Aj V2001 A, + 200400,
+ V200 (00) F; + iv/200;(0570) 9, A; + i01;(00)05"8,10; + (00) FF A;

- /3(68) Frou; + (0) F? (66)F, + %(99)00“@%14]- L i(60)60" 0,560,

=ATA; + V200, A7 + V200, A; + (09) AL Fy + (00)F; A; + 2000

+i00"0( A3, A; — A;0, A7)

VB0, | 395 (05n0, A — AiD) — U

+V/2(60)94 [30“ (A;0,08 — 919,4;) + @zszF;}

* 1 * *
(99)99{ —0,A70"A; — —(A 0A; +OAAj) — —1/110 0,

El concepto de transformacion de gauge en el contexto de la supersimetria estd asociado al
campo vectorial V (z, 6, §). Aunque su justificacién completa aparecerd en el lagrangiano su-

persimétrico de Yang—Mills en capitulos posteriores, se anticipa aqui su definicién porque es
fundamental para la estructura del modelo.
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Definicion 6.3 (Transformacion de gauge SUSY). La generalizacion supersimétrica de trans-

formacion de gauge es dada por: °

V'(2,0,0)=V(x,0,0) + &+ & (6.56)

Una transformacién gauge supersimétrica induce las siguientes transformaciones en las compo-

nentes de un campo vectorial general V (x, 0, §):

V=V +o+9f
6.54

= O(x) + 0¢(x) + 0¢(x) + 00M (z) + 00M*(x) + "9V,
+ (00)0[\(x) + %5“8M¢(3:)] + (00)0[\(z) + %0“0/@(:1:)]
4 (00)00]D(z) — imo@:)} ©A+ AT V200 + V200
+ (00)F + (00)F* + i00"00,,(A — A*) + E(ee)e‘aﬂam

+ L (80)80",(x) — }L(ee)eemm + A

i
NG
=C+ A+ A +0(¢+ V) + 0(¢ + V2¢)

+00(M + F) + 00(M* + F*) + 05"0[V,, + i0,(A — A*)]
+ 000\ + %aﬂau(cb +V20)] + G00]N + %aﬂau(é +V29)]

+ (06)(30)[D — im(o + A+ AT
Si se definen los campos primados
C'=C+A+A, ¢=0+V2p, M =M+F, V=V, +id,(A-A"),
entonces se ve que los campos \ y D son invariantes de gauge:’
V' =C"+0¢' + 0¢' + 00M' + 00M"™ + 000V, + 000(X + %J“@M(b’)
FBIOA+ 50 0,8') + 0608(D — imc’),

mientras el campo V), transforma como V| = V,, + id,(A — A*), lo que corresponde a una

transformacién de gauge abeliana. Por tanto, el tensor de Lorentz F), = 9,V, — 9,V es in-

SEn el capitulo siguiente esta transformacion se generaliza como eV’ = e~V ¢id

"Esto es consecuencia del hecho de que el supermultiplete (A, 1), F) no contribuye directamente a las com-
ponentes A y D en la expansion del supercampo vectorial. Las transformaciones gauge supersimétricas afectan
principalmente a los campos C, ¢, V,, y sus derivadas, mientras que A y D permanecen inalterados, reflejando que

son grados de libertad no eliminables mediante una transformacién de gauge.
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variante bajo la transformacion de gauge (6.56). Ahora bien, es posible escoger un gauge P tal
que C'=M' =0y ¢ =0, el llamado gauge de Wess-Zumino [4, 14, 15, 18]:

Vay = -9,
F=—-M,
2ReA=A+A"=-C. (6.57)

Con esta eleccidn, el supercampo vectorial se reduce a sus componentes esenciales: el campo
gauge V,,, el gaugino A y el campo auxiliar D. Esta simplificacion es fundamental para poder
construir de manera explicita el lagrangiano supersimétrico de Yang—Mills. El campo transfor-

mado en este gauge Viyz(z, 0, 0) se expresa entonces como:
Vivz(z,0,0) = 00"0[V,,(z) + i0,(A(x) — A*(x))] + 000X (x) + 000\ (x) + 0000 D(x). (6.58)

Aqui se dice que V), es el campo de gauge y A es su compaifiero supersimétrico. El gauge de
Wess-Zumino solo impone una restriccion sobre la parte real de A, de manera que la parte
imaginaria ain provoca un corrimiento en V), correspondiente a una simetria de gauge conven-
cional. D es un campo auxiliar sin dindmica y puede removerse con ayuda de las ecuaciones de

movimiento, como se vera mas adelante.

6.4. Intensidad de Campo Supersimétrica

la intensidad de campo supersimétrica, también conocida como tensor de curvatura super-

simétrico, se describe mediante supercampos espinoriales W4y W ;: 8

Wi = —-XDD)DAV(z,0,0),

_A 411( ) _A ('CE _) (6.59)

WA = —Z(DD)DAV(I‘, 9, 0)
Estos supercampos tienen la propiedad de que sus componentes mas bajas en la expansion en
variables de Grassmann son espinores de Weyl, y por tanto transforman como espinores bajo el
grupo de Lorentz. Por otra parte, 14 es un supercampo quiral izquierdo y W ; es un supercampo

quiral derecho y ambos son invariantes bajo la transformacion gauge supersimétrica [3]:
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Lo primero se ve a partir de la ecuacién (5.157), pues segtin esto

_ 1- - -
DiWy = —ZDADDDAV =0, (6.60)
_ 1 _
DaW i = —ZDA(DD)DAV =0. (6.61)
Lo segundo se muestra utilizando el hecho de que las derivadas covariantes son operadores

lineales y que el anticonmutador { D, D} se cierra en P,:

W) =— %l(DD)DAV’ = —i(DD)DAV - i(DD)DACD - }l(DD)DAch

1, - 1o =i Lp (DA
=Wy — Z(DD)DA(ID' — ZDADADA(I) =Wa— ZDA{DAv Dap®

—_——
=0

:WA7

donde en la dltima igualdad se usa que {DA, D4} conmuta con D ; y ® es un campo quiral

izquierdo. De manera similar se trabaja W ; para concluir que
Wi = Wa, WA =W, (6.62)

Otra propiedad de la intensidad de campo supersimétrica es la siguiente:

6.59

R Co1 .
D ;WA = -4D (D?DAY S —ZDAD2DAV 2 DAW 4. (6.63)

Ahora se examina la expansién en componentes de los campos W4 y W en el gauge de Wess-

Zumino; considere el supercampo vectorial Vyy z:
Vivz(z,0,0) = (05"0)V,(x) + (00)0X(z) + (00)0X(z) + (00)00D(x). (6.64)

El supercampo Wy = —XD?D4Viyz(z, 6, 6) se evaltia mds fécilmente si se hace el cambio de
variable y = x + ifcf ya que segiin las ecuaciones (6.25) y (6.26),
Da(,0,0) = 04 +i0" .09, — DY (y,0,0) = 04 + 20" 070,
_ _ . . _ _
Di(2,0.0) = —9; — 05" .0, — DV(y,0,0) = -0,
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donde 8; ai El campo Vyy » transforma como:

Vivz(y* — i00"0, 0, 0) :(9 “é)VM(y“ —ifc”0) + (00)ON(y" — i6o"0)
00)ON(y* — i0c"0) + (00)00D(y" — ifo*d)
(90 é)Vu(y) — 2(00 )90 00,V,.(y) + (00)0X(y)

Entonces se define

va)z(y, 0,0) =V (y —i050,0,0)
=(00"9)V,.(y) + (00)0X(y) + (00)0A(y) + (00)06[ D(y) — %3“Vu(y)]- (6.65)

De forma idéntica se puede hacer el cambio de variable z = x — o6 y definir

Vi?)(2,0,0) =V (z + i6a0, 0, 0)
=(05"0)V,,(2) + (00)0X(2) + (00)0A(2) + (60)00[D(z) + %(‘9“%(2)]. (6.66)
En resumen se tiene:
Ahora se puede calcular
={04 + 2i0" 070} x {(0"0)V,,(y) + (00)0A(y) + (00)0A(y)
+ (66)661D(y) — 5OV, ()]}
= 8A(80“9) ( ) + 8A(96)9)\( ) + 8A(0_§)9A( )
+04(00)80[D(y) — %aﬂvu( )] + 2i0* 5050, (05"0)V,,(y)
+ 2i0") 038 (00)0A(y) + 2ic", 038 (00)0X(y)
+ 2i0" ,670,(00)09D(y) — 5auvﬂ(y)]
= % 0PVil0) + 20400(y) + B0\ aly) + 20.,00D(y) — LV,(0)
+ 2i0", .07 (05"8)9,V,,(y) + 2ia", .6 (66)0, M (y)
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Supercampos y Supermultipletes

Los tltimos dos términos de la expresion anterior se pueden reescribir utilizando los resultados

de la seccién A.4.4 como:
9393 " 9A3 Vu(y) = i(éé)aﬁBQBeBAagAaqu(y)

22'023@3(90”9_)8,,‘/#(?/) = 2io",
CBeBA AL

— i(00)0",,
A106 (99)

ho¥) 20,V,08,
5 0 (Gﬁ)ay/\A(y)
( # )A7

L55C9 V( Yoo = z(ee)(

2ic" .07 (00)80,N(y) =2ic" ,0°8;(06)0,2 (y) = 2id",
= —i(66)(09)0", 10, () = —z'( >

entonces
IJRATALAES o GBV#(y)—i—QHAé’/\(y) + (00)Ma(y) — i(06)005" Aﬁu;\A(y)
+200[D(y) — 50"V, (y))5

1 OPViu(y) + 2040(y) +

Pos +i(09)(0"5") "0,V ()0
(00)\a(y) — i(60)800", 0,7 (y)
+2ee[6ABD<y>—géfnwauvxy) £ (0"0") POV, ()0

i(00)000", Aﬁu/_\A(y)

AL G5V, (y) + 2040M(y) + (09)Aa(y) —

+200[6 P D(y) + (0") $0,V,(y))05
—0"s 67V, (y) + 20.40M(y) + (B0)Ma(y) — i(66)060", 0,1 (1)
+66120,7 D(y) + (") R 10,V y) — 0,V ()]0,

donde se hizo uso de la antisimetria de o* para escribir

2(0") X0V (y) = (0") Z[0.Vo(y) — 0 Va(y)]-

Por tanto, definiendo F,, = 9,V,, — 0,V,, resulta finalmente que
(00)Aa(y) —i(00)000” 0, \(y)

DYV, =0" .05 Viu(y) + 2040A(y) +
(6.68)

+00{207 D(y) + (") ¥ Fu () }05
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Ahora solo queda calcular W4 como:

1- ., _
Wa =~ 00" DViyy(y,6,0)

=070 0! 07 Vii(y) + 2040M(y) + (00)Aa(y) — i(00)000" 9, A(y)

+00[26 Y D(y) + (o) £ FLu(y))05}

~ i T O aly) — i(00)0° D 005" 9, ()
+9°9400120 PD(y) + (") PF,,(y))05}

=Aa(y) +2D(y)0a + (") ¥ 0B Fu (y) — i(00)(0" 0, (y)) a-

Este es el resultado que se estaba buscando. Similarmente se puede utilizar VV(VQ)Z(Z, 0,0) para
calcular W, pero otra forma plausible es tomar el adjunto hermitico de Wy, es decir, que

W:-‘ =W i- Los resultados se anotan a continuacion [3].

Wa = Aay) +2D()0a + (0"70) aF,u(y) — i(00)0" .0,75 (1), (6.69)

WA = ;\A(Z) + 26AOD(Z)éc — EAB((T’W)BC,FMV(Z)éO + Z(éé)(au)\(Z)U”)A (6.70)
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Capitulo 7
Lagrangianos Supersimétricos

La ecuacion (6.15) muestra que, bajo supertraslaciones, la componente de mayor orden en la
expansion de un supercampo ® transforma como una derivada total. Ademads, la integral en d*0
del supercampo extrae dicha componente, como lo muestras la ecuacién (5.96). Estos hechos
se utilizan en la construccion de densidades lagrangianas supersimétricas ya que la accion A es

invariante bajo transformaciones supersimétricas si se define como:

A= /d%/d‘*@ﬁ. (7.1)

7.1. Construccion del Lagrangiano a Partir de Supercampos

Quirales

El lagrangiano supersimétrico renormalizable mas general que involucra solamente /N superca-

mos quirales ®; estd dado por [2, 3, 4, 18]:
4 1 1 1 2/

+ (gi ] + 5mi; 0]+ gAijk@}@}ch) 5%(6)}, (7.2)
donde 62(6) = 60 y §2(6) = 04. Se sobreentiende la suma sobre los indices repetidos 1, j, k.
Los pardmetros complejos \;;, son simétricos bajo la permutacién de cualquiera de sus indices.
La condicién de renormalizabilidad prohibe términos con potencias de ¢ superiores a tres [3].

El primer término del lagrangiano,

kain:/d40q)j(x7670)(1)i(x7070)7
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es un término cinético de los campos de materia A;, v;, F; de los supermultipletes ®;. Los

términos restantes constituyen un lagrangiano de superpotencial,
Espot - /d46{W[(I)](52(9_> + W[(I)T]62(Q)},
donde se ha definido el superpotencial W [®] y, su adjunto hermitico W[®T], como:

1 1
W[y, Oq, -+, Pn] =¢:Pi + = “Aijp PP Py, (7.3)

2 3

_ 1 1.,
whel ol ... o] =gl + Qmw@j@j + SAU,@T@T@T (7.4)

mij(I)i@j +

respectivamente. Es decir, que se acostumbra a escribir £ como
L= Ekin + £3p0t~

La accidn supersimétrica se puede escribir entonces como:

A= / dz ( / d'0!®; + / AW [®]6%(0) + / d40VT/[<I>T]52(0)) . (7.5)

Los términos de la ecuacion (7.5) se expanden utilizando las ecuaciones (5.95) y (5.96). Para el

término cinético, se tiene:
/ 001, °2° / BOLAT A + V30U, AT + V200 A; + (00) ATF, + (B0)F* A,
+ 200,01 + 00" O( A0, A; — A0, AT)
- \/_(99) [ UMAB(@/%B@ A} — AjOig) — %AFJ
FVEIO |3 (AT = 519,40 + buaF |
+ (90)0_9_{%8MA;*6“Ai - ;l(A;‘[IAi + OAA))
B %Jh(r”@wﬁi o %wia“ﬁuﬂi + FFi}},
de modo que
/ d*00! 5—96—0 AZOFA; — —(A*DA +OARA,) — —wla“é?,ﬂ,bl - —w 8,0;

+ FYF;. (7.6)
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La dltima expresion se puede reescribir utilizando las siguientes relaciones:

%@A;‘@“Ai :%@M(A;ami) - %A;DAi,
ATDA; + ADAT =0"(A20,A; + A, A7) — 201 A0, A;

de manera que

1 1

éﬁuAfauAi - Z(A:DAi + A,0A;) =0"A;0, A; + derivadas totales, (7.7)
) - 1 - 7 - i
5 L iot )y — E%‘Uuauwi = — ?ﬂﬁ”aﬂ% + 5%%’@%

1 - ) T
= - §8u(¢i5“¢i) +4(0ui) o ;i
= i0,1;0"1; + derivadas totales, (7.8)

entonces al sustituir las ecuaciones (7.7) y (7.8) en la ecuacién (7.6), se obtiene el término

cinético: !

/ d49<I>ZT(I>,- = i@uizﬁ“m + 0" A0, A; + F[F; + derivadas totales. (7.9

Hasta este punto, los calculos han sido directos: el supercampo quiral derecho QDZT(Z) se multi-
plica por el supercampo quiral izquierdo ®;(y), formando un supercampo vectorial B! (z)®;(y).
Sin embargo, estos dos supercampos estan escritos en términos de diferentes combinaciones
lineales de la misma variable del superespacio z, ya que y # z. Por esta razon, al calcular su
producto es necesario reescribirlos en funcién de la misma variable x, y expandir alrededor de
ella. Esta expansion es la que permite obtener los términos con las potencias adecuadas de 6 y
6 que contribuyen a la integral sobre d*f.

Por otra parte, la evaluacién del término | d?0 W[®(y)| resulta considerablemente més simple.
De acuerdo con la ecuacién (5.95), la integral en d?6 selecciona directamente la componente
00 del supercampo quiral W[®], y esta resulta invariante bajo traslaciones del argumento y* =

o* + i0o*0. Para ver esto se puede calcular:

D;(y)®;(y) =(A; + V20u; + 00F,)(A; + V204, + 00F))
=A; A +V20A00; + 00AFy 4+ V200 A + 200,00, + 00F; A;
=AiAj + V20( Ay + Agihs) + 00(AF; + AjFy — i), (7.10)

de modo que al comparar esta ecuacion (7.10) con la ecuacion (6.35) se ve que la componente

I'Se llama “término cinético” porque contiene derivadas de los campos, y por tanto es responsable del movi-
miento dindmico de los mismos en el espacio-tiempo.
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060 no cambia; mas concretamente se ve que

/d29 D, (y)P;(y) = /d49 O, (x)®;(x)6%(0), (7.11)

y, por lo tanto:

/ d0D;(z)®;(2)0%(0) = Ai(2)Fj(x) + A;(x)Fi(x) — i(2)0; (). (7.12)

Se puede utilizar el mismo argumento para calcular facilmente los demads términos debidos al
superpotencial. Por ejemplo, la §0-componente del producto ®; ;P se obtiene de la ecuacion
(6.36) como:

/ POD,D, D, = Ay(2)A,(2) Fel) + Ai(2)Fy(2) An(z) + Fi(2) Ay (2) Au(2)
— i) Yr(2)Aj(2) — V(@) (2) Ap(z) — Ai(2)Yi(x) (). (7.13)
Finalmente, lo mas facil es determinar que:
/ d*0®; = / d*0(A; + V200, + 00F;) = Fi(x), (7.14)
de manera que
[ W] =g Fi0) + g4 Fy ) = o))
T A Au(@) Ay () Fulw) — A () (2)), (7.15)

donde se ha utilizado la simetria de los indices de los acoplos m,; y A;;,. De manera totalmente

andloga se puede calcular, utilizando las ecuaciones (6.45) y (6.46):
[ OV =g (@) + mi A @F ) -
+ XA () A5 () Fy () — A7 ()¢ (2) () (7.16)
por tanto, el lagrangiano mas general debido al superpotencial, tiene la forma:
Lo = () + iy {Ai(e) Fy2) — 50y (2)
+ Aijr{Ai(2) Aj(2) Fi(x) — Ai(@) (@) e() }

+ g F (@) + i AL @) F (1) — 5o (0)
X5 A7 () A5 () F (1) — A5 ()5 (@) ()},
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lo cual se reescribe por conveniencia (utilizando la simetria de m;; y A;;) como:

Lot = [9i + mijAj(x) + NijrAr(2)Aj ()] Fi(x)

— Smaa)y () — mi b2}y (o)
Fl0f i A5 () + AL ) A ()

Z )
— N Ai @)y (@) () — N AL (@) () (). (7.17)

Por tanto, el lagrangiano supersimétrico de la accién (7.5) queda como:

/ d*L = 10,00 ; + 0" A;0,A; + F;F; + derivadas totales

g +mij Aj(x) + Niji Ak (@) Aj ()] Fi (@)

— Sma(a)y () — mi 2} (o)
Lo+ A3 2) + N A ) 45 ()] o

7, )
XijeAi ()05 () (@) — N A (21 ()i (). (7.18)

Observe que no existen términos cinéticos para los campos escalares F; (es decir, términos con
derivadas espacio-temporales de F;), por lo cual no tienen dindmica y pueden quitarse con la
ayuda de las ecuaciones de movimiento. Se dice entonces que los F; son campos auxiliares y
debido a su presencia en la ecuacion (7.18), esta es la forma “off-shell” del lagrangiano. Para

obtener la forma “on-shell” se utilizan las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.2) para F; y I}":

oL oL oL

— — =F A; AjA; =
8Fl “8(@}7’1) 8Fl 1 T g +my +>\z]l O
oL oL oL

OFy ~ MO(0.Fy) OF

Entonces el lagrangiano de la ecuacion (7.18) puede reescribirse como: 2

/ d*OL = i0,0;5"1; + O AT, A; — 1mw¢z( Vs (z) — %m;‘jz@(:c)zﬁj(x)
— NigrAi() Y (2)n(x) = N Af (€)1 (@) (x) — FYF; (7.19)

+ derivadas totales,

donde V'(A;, A7) = F'F) es el potencial de esta teorfa de campos supersimétrica y se calcula

2Este lagrangiano describe un modelo supersimétrico de campos de materia. Es posible considerar simetrias
globales adicionales que imponen restricciones sobre los acoplamientos y las cargas de los campos.
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como

V(Ai, A7) = (g0 + maAi + NijrAiAy) (97 + mpg Ay + A AL AL)
=g19; + g Ay + g AL AL + gima A + mpma A Ay
+ AinnlmllAlA:nA; + gl*)\ZﬂAZA] + mzl)\iﬂAiAjAZ

A A A A AT A (7.20)

Se observa asi que las interacciones cuarticas del potencial V' no son independientes, sino que
estan fijadas por los mismos coeficientes que determinan los acoplamientos de Yukawa. Esto
refleja una propiedad fundamental de la supersimetria: la relacion directa entre las interacciones

fermidnicas y escalares.

7.2. Construccion del Lagrangiano a Partir de Supercampos

Vectoriales

En la seccion anterior se construyo el lagrangiano supersimétrico para supercampos quirales,
obteniendo los términos cinéticos y de interaccion correspondientes a campos escalares, espi-
noriales y auxiliares. En esta seccion, se aborda la construccion del lagrangiano supersimétrico
que describe campos de gauge abelianos, los cuales se incorporan mediante supercampos vec-
toriales reales V (z,0,0).

Como se mostré previamente, el supercampo W, = —Z—lll_DQD AV es un supercampo quiral iz-
quierdo que resulta invariante bajo la transformacion de gauge supersimétrica (6.56). Su con-
jugado hermitico W es también quiral (derecho), y ambos contienen la dindmica del campo
de gauge y de su compafiero fermiénico (el gaugino). Los objetos WAW 4 y WAWA son su-
percampos quirales (izquierdo y derecho, respectivamente), y ademas son escalares de Lorentz.
Por tanto, puede utilizarse su D-término, extraido via integracion de Grassmann, para construir

una accién supersimétrica:

A= /d4x/d40 (WAWA (@) + WA 5%0)) . (7.21)

Esta accion, construida a partir del supercampo vectorial V'(z, 8, 0), es invariante tanto bajo
traslaciones supersimétricas como bajo la transformacion de gauge supersimétrica definida en

(6.56). Para obtener una expresion explicita en componentes, se procede a calcular W4AW, y
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W ;W4 utilizando las ecuaciones (6.69) y (6.70). Entonces:

WAW, = (W + 2D0" + (0"0)A F,, — i(00)e*P 0" .9, \P)
% (A\a +2D04 + (0770) aFps — (00)0”, ;0,\7)
= M+ 2DXG 4 + N (0770) 4 F s — i(00) N0, 0, N7

+2D04\ 4 + 4D?*00 4 + 2D04 (0770) 4 F

+ (") NAF,, + 2D (0" 0) 0uF,, + (" 0) (0770) AF, F oo

g g

=Ty =Ty

—~i(00)c* o 10,3 A,

N

-

=Ty

donde se necesita calcular:

Ty =(0"0)* NaF,, = €*B(6") §0cAaF,, = A\o"0

TQ :2D(O’“V9>A0AF“V = QDQO'“VQFHV Aé08 O,

Ty = —i(00)e*Po” 0N A4 = —i(00) A" D, N,

y también

Ty =(0"0) (6°°0) AFy Fyr = P (0") §00(077) P00y Fr

1 1
= 99—6’43(0“1’)560[)(Upa)wa,Fpg = 9955“‘3(a“”)g(aP“eT)ACFWFp(,

1 1
2T = 005 ean (o) §(077)E FurFrr = —500TH(0" 07| Fy Fy
A109 1 1 vo o,V L oo
= = OO0 =) + S Fuy Foo
X 4

v ¢ vpo
:(9‘9)[5}7‘“ Fl/u - ZEH p F/.Llleo']
1 .
=(09)[~5 " Fyu, — %FWF*’“’],
donde se ha definido el campo de esfuerzo dual F**¥ como

1
*UY vpo
 Dals ——Euprg-

Sustituyendo los términos 17, T, T5 y T}, al simplificar resulta:

WAW 4 = A2 + 4DA0 + 200" 0F,,

1 ]
+ (09)4D” — 2iAd"ON — SFIE,, - %FWF*””].

(7.22)

(7.23)
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De manera similar se muestra que

W WA = X2 + 4D — 2X6"GF,,
__ 1 )
+ (BO)4D” + 2i(9N) 0" A = S Fy P + %F;,,FW]. (7.24)
Con las ecuaciones (7.23) y (7.24) se determina que el lagrangiano en la accion de la ecuacion
(7.21) es [3]:

/ d*0L = 8D* — 4iAa"I,\ — F*F,, + derivada total, (7.25)
donde se utiliz6
(0, N "X = 9,(Ad"\) — Aa" I, \ = —Ao"D,\ + derivadas totales.

Este es, por tanto, el lagrangiano obtenido a partir del supercampo de intensidad W 4; no re-
presenta el caso mds general, pero contiene las caracteristicas esenciales del sector gauge su-
persimétrico. El campo auxiliar real D(x) puede eliminarse mediante sus ecuaciones de movi-
miento, y el campo de gauge sin masa V/, viene acompafiado por su supercompafiero fermiénico
sin masa A, conocido como gaugino o fotino en el caso abeliano. Este dltimo es un espinor de

Majorana.

7.3. Teoria de Yang-Mills Supersimétrica con N = 1

En las secciones anteriores se construyeron lagrangianos supersimétricos para supercampos
quirales y para supercampos vectoriales abelianos, incluyendo sus términos cinéticos e interac-
ciones derivadas del superpotencial. El paso siguiente es extender este formalismo al caso de
simetrias gauge locales no abelianas, lo cual exige introducir supercampos vectoriales matricia-
les. Esta generalizacion permite definir transformaciones gauge supersimétricas apropiadas y
construir lagrangianos invariantes que describen, en el caso N = 1, la dindmica de los campos
gauge, sus gauginos asociados y los campos auxiliares requeridos para mantener la invariancia
supersimétrica fuera de la capa de masa (off-shell).

Sea GG un grupo de Lie, con generadores hermiticos 7;, que satisfacen el dlgebra de conmutacion:
[To, Ty) =it T, (7.26)

donde ?; son las constantes de estructura caracteristicas del grupo. En la representacion adjun-

ta, estos generadores se representan mediante matrices cuyos elementos estdn dados por:

(T)F =it (7.27)
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El producto interno entre generadores suele definirse mediante la traza de su producto. En la

representacion adjunta, es comuin normalizar los generadores de modo que [7]:
Tr[T, Ty = k b, (7.28)

donde k es una constante de normalizacion que depende de la representacion empleada.
Para construir términos del lagrangiano invariantes bajo transformaciones gauge locales, se

introduce un supercampo vectorial matricial V (z,0,0), definido como:
V(z,0,0) = Vx,0,0) T, (7.29)

cuyas componentes 1/ son supercampos vectoriales (reales). La transformacion gauge no abe-

liana de este supercampo esta dada por [3, 4, 9, 18]:
eV = et gV eiA, (7.30)
donde A(z, 6) es un supercampo quiral matricial, que puede expandirse como:

AX(z,0,0) = A°(x,0,0) (T,),} (7.31)

a’?

con A® funciones dependientes de las coordenadas del superespacio y 7T los generadores del

grupo gauge. El caracter quiral de A implica:

D;iAx,0,0) =0, DA (z,0,0)=0. (7.32)

Términos Cinéticos Campos de Materia

Los supercampos quirales ®, y sus conjugados ®!, que transforman bajo una representacién

del grupo gauge con indices internos a, b, se transforman localmente como:

CDZL _ (B—Z'A(gc,eﬁ’))abcI,b7 oi'a — Ppid (eiAT(a;,G,é))ba‘ (7.33)

De este modo se garantiza que ®/, permanezca quiral (es decir, que satisfaga D ; ®/, = 0) y que
®1'e sea antiquiral.
La accion cinética gauge-invariante para un supercampo quiral ¢ acoplado a V' se construye

entonces mediante el lagrangiano:
/ d*0 Liin = / d*0 o ¢V @, (7.34)

el cual permanece invariante bajo la transformacién (7.33), como puede verificarse directamen-
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te:

/7 ! . i T . 2
cI)T 6V cI)/ _ (q)T 6zAJf) (6 A 6V ezA) (6 A @)
=dleV @,
De este modo se garantiza la invariancia gauge en la teoria supersimétrica no abeliana, exten-
diendo los resultados previamente obtenidos en el caso abeliano.

Puede emplearse el gauge de Wess—Zumino, es decir Vj;-z como en la ecuacion (6.64), para

simplificar el cdlculo de e¢"'. En primer lugar, se obtiene:
Ve, Vb, = [(90“9)‘/5(3:) + (00)0X*(x) + (60)0\" () + (99)§§Da(x)}
x [(06"0)V(z) + (00)0X(z) + (00)0X°(x) + (06)00 D" ()]
—(60"0) (9" B)VV? = %(ee)wewwij(az), (7.35)

Vit 2V zVivz =0. (7.36)
Entonces se tiene:
1% 1 2 a 1 ay/b
e :1—|—V+5V =14V Ta—l—§V VT, T,
=1+ [(Ha“é)Vlf(x) + (99)@5\“(36) + (éé)@)\“(w) + (99)§§D“(x)} T,

+2(00)(00)Vr () V! (2) T T,

|

—1+ (00"8)V, () + (00)0A(z) + (00)0A(z) + (09)80 D(x)+iV“(x)Vu(x)}. (7.37)

Para determinar explicitamente el término cinético de los campos de materia se comienza cal-

culando:
dleVd =d1d, + {(IDTI’(QU”Q_)CDCV;(JC) + d1(00)0D N () + @Tb(ée‘)9<1>cAa(x)}(Ta);

 O180)580. | D) (1,)5 + V4 (0) (T Vi) (T
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pero:

" (05"0) D, =[A™(0540) — i(0070)D, A**(Ao"F) + /200" (5" 0)] D,
=A" A, (05"0) — i(0570)0, A (05"0) A, + /200" (00"6) A,
+ A (06"0)V 201, + /200" (00"0)V/ 204, + A™(0570)i05" 09, A,

1

—0o A A, — %(99)(55)8%4*% — —_(00)00" P A,

V2
L avgan 4% 1 a0\ (88 ot TP 4 Lap(aa) Ao
+ ﬁ(ee))ea@z}cA + 5 (00)(00) 0" + 00(00) A" A,
_ 1 1,
—00"0A™ A, — —(00)00" " A, + — (00)051), A
o \/5( )0 ﬂ( )05

+66(AA) B(A*bc‘?“Ac — A0 A + %ma%b} ,

O (00)0D N =| A*(00)0 + V200" (00)0| x | Ae + V204 + (00)F, + 0500, A,

L 00Vi5 D 0. — L (00\30 a
+ \/5(09)90 Oyibe — 7(00)000IA. | X

=(A™(00)0A) A" + V200" (00)0 AN

_ NYa Axb o L N0\, bya
=(00)0X" A A, — = (00)(00)"X° A,

™(00)0DN () =| (00)0A™ | x | A + V200, + (60)F,. + i65"F0, A,

+ L (00)F5" 0,0 — i(ee)eemc ()

V2
=(00)0X"*(x)A™ A, + (00)0 A V2(0 )\ ()
—(00)00° () A A, — —— (00)50 A" ()% (),

N

y por ultimo,

o1 (09)00, = (00)00A™ A,
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con lo cual, el término cinético es el D-término:
/d49<I>TeV<I> :iﬁugﬁ“&“wa + 0" A0, A, + F**F, + derivadas totales
[ *b *b 1 7b a c
+ {5(/1 OHA, — AOMA™) + éwca“gb Vi (T,);
L - ya c * a c
- _1/’b)‘ ATo)y — —=A b¢6<x>/\ (2)(Ta)y

V2 V2
+ A A D (x)(T,) ¢ +

1
1 ap ey/d c

ZV (Ta)y Vi (Ta).]- (7.38)
Esto puede reescribirse més familiarmente definiendo la derivada covariante:

i

(DH>bCAC = 5bcauAc - 2

(V) Ae, (7.39)

de modo que _
(DuA)Tb — a,uA*c(gcb + %A*C(Vp)cb7

dado que los generadores 7;, son hermiticos. Se puede entonces calcular:

(D*A)""(D,A)y = (am*ca: + %A*C(V“)C”) x <5baaMAa - %(vg;@)

. 1 .

A0 Ay — (DA~ A AN VI AV (V) A,

C

de manera que el término cinético (7.38) se puede reescribir como:

1
V2

+ F*F + derivadas totales, (7.40)

/ d*'0dTe¥ ® =(D*A)1(D,A) — ithc" Dyh — —=[VAA + A*\)] + A*DA

donde todos los indices internos estan contraidos. De manera general, si se tienen varios su-
percampos quirales ®;,> cada uno transformando bajo una representacién del grupo gauge, el

término cinético total se escribe como:
Z/d“@ of eV @;, (7.41)
7

donde V' se toma en la representacion correspondiente al supercampo ®,. Su desarrollo en

3Nota: A partir de aqui, el subindice i se utiliza para etiquetar diferentes supercampos quirales que transforman
bajo diferentes representaciones.
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componentes es:

Z [(D“AZ)TDMAZ — Z'in"uDM@Z_)Z‘

i

1
— E (@/)i)\Ai + A;k/\z/)i) + ADA, + FJFZ] + derivadas totales. (7.42)

Términos Cinéticos para Campos Gauge

Una vez definido el acoplamiento gauge de los supercampos quirales, es necesario considerar
los términos cinéticos correspondientes al sector gauge. Dado que en el caso no abeliano el
supercampo vectorial V' es matricial, la definicién del supercampo de intensidad supersimétrica
W 4 debe extenderse para mantener la invariancia gauge.

Para el caso no abeliano, se define el supercampo quiral de intensidad como:

Wy = —i D*(e7V Dye’). (7.43)

Este objeto transforma covariantemente bajo transformaciones gauge no abelianas de la forma:
Wi =e M Wyet (7.44)

Dado que W4 es matricial, para construir términos invariantes bajo simetrias gauge es necesario

formar expresiones invariantes mediante la traza. En particular, se tiene:
Tr [I/Vf4 W/A} =Tr(e " Waete A WAeh)
=Tr [WaW?], (7.45)

donde se ha utilizado la propiedad ciclica de la traza. Por tanto, el término cinético gauge-

invariante para el sector de Yang-Mills supersimétrico se construye mediante:
/ 20 T (WAW,) + / 20 Te (W T7A). (7.46)

Este término describe la dindmica supersimétrica de los campos gauge, sus gauginos y los cam-
pos auxiliares asociados, y constituye la base para el lagrangiano puro de Yang-Mills super-
simétrico.

Para obtener su forma explicita en términos de los campos fisicos, es necesario desarrollar

W W4 partiendo de la definicién (7.43), lo cual requiere calcular expresiones intermedias co-
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mo e~V D eV y sus derivadas:

1 1 1
eV Dye" =(1=V)Ds(1+V + 5VQ) =(1-V)(DaAV + §<DAV)V + §VDAV)

1 1
=DAV + 5<DAV)V + §VDAV — VDAV

1 1
=D.V + 5[DAV, V] = DAV + 5[Ta, T(DAV*)V?

=DV + StAT(DaVV.
Con esto, se tiene que

1_ 1 ' —
WA = — ZD2€_VDA€V - _1D2DAV - étachD2[(DAVa)Vb]v

1 o
- —ZD2DAVC—éta§D2[(DAV“)Vb] T.

=W45T.
Es necesario calcular explicitamente las expresiones:
—1D?DaVe, (DAVH) VP y D*[(DaV*) V]

Algunas de estas cantidades ya fueron obtenidas en la Seccién 6.4, trabajando en el gauge de

Wess—Zumino y utilizando la variable y = x + i fcd. Alli se demostré que:

V(y,0) =(05*0)V2(y) + (00)0X"(y) + (00)6X°(y) (7.47)
+ (60)661D" (y) — 50"V} (),
DYV =g G5V (y) + 20407 (y) + (00)X%(y) — (00)06("0,X") 4
+00{26,7 D" (y) + (") £ 1, (y)} 05, (7.48)

1._ _
—ZDQDAVC = —{Xa(y) +2D°(y)0a + (o) $OBF, (y) — i(00)0" 0, X (y)},  (7.49)

entonces

(DAVVE ={o" 07V (y) + 20400 (y) + (00)X% (y) — (00)000" X (1)
+00 [20 7 D°(y) + (o) FE25(0)] 05} x {(0"0) V() + (09)I7"(y)
+ (800X () + (00)IBID" ) — LV ()
=o" 0PV () (00 0)VE(y) + 0¥ L0V () (00)0X" (y)
+ 20,400 (y) (057 0)V,) (y)

I

=S (8) (060" AV + (60)(B)[5 (0" A4V — (0" AV
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Ahora se puede calcular:

D[(DAV*VY) =00 x {1(55)(0/% )AVIVY

[1

F(B0)E)[5 (0" X4V — 5 (" W)4V])

= —¢ AB{——aBaA(éé)(aﬂeaV)Av;vf
F (800754 B)[ (0" )V — 5 (0" X)aV;])

=2{("05") AV,LV;) + (00) (0" A*) 4V} — (6 X") 4V}
Finalmente, con todo esto queda que:

Wa == (a(0) + 2D ()6 + (0) £08Fyuly) ~ i(69)(0 0,1}
- _tgb{(auea )AVIVY + (00)[(0"X*) AV — (0#X°) 4V,
=~ {\aly) + 2D(0)0 + () PO Fr ) = i(06) (00,0
= AT 00 ) VIV + (B0 it ST W)V — Jit ST )V}
=~ a0) — 2D()0s — (") aFyuy) — H15T(000) V]

+(00)[5 Ztab<0u)‘b)AVaT +i(0"0uA) a]-
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Ahora solo queda calcular:

WAW, ={-\* —2D0* — (6°P0)* F,p5 — Ztlm W (000" VIV
(99)[ 5 timTn(o NV, + (00"}
M) 2D )~ AT 000 VY
(ee)[ it g Te(0" A) AV +i(0" 0N a]}

- /\A{—)\A(y) —2D()04 — (0" 0) AF,u(y) — <t To(0"00") AVLV)

4 ab
(99)[ it ST V) AV + (070, N) A}

- 2D( )GA{—AA(y) —2D(y)04 — (0"0) aF,u(y)

— LT (0 00 AV

— (0"‘5 0)* Fup{—Aa(y) — 2D (y)0a — (6" 0) A Fu(y)

3 1T (000) VOV

- thmT w(000”) VIV {=Xaly) = 2D(y)0a — (0" 0) 4 Fpu (y)

) agT (c"0c") 4 V:V,,b}

(99)[ it Ta(0" X"V, + (00 ) {=Aa (1) }-

La evaluacion de esta ultima expresion en su totalidad es extensa e innecesaria, pues se pue-
de extraer directamente el F-término de interés integrando en d*6, de manera que los tinicos

términos con coeficiente 66 son:
/ dOWAW 4
= / d20{(QH)TdTC(—%tagAdo“XbV#“ —iXa"9,\%) + (00)4D? + 2D (00" 0)F,,
+ %talfDTc(Ha“@a”)V“Vb +2D(0*?00) Fop + (0% 00" 0) FopF .
+ 1t T (0P 9ot 00" ) sVIV) + 2WT (6“05°0) DV V5"

4

n o v m 1 n C o v a m
+ Ztlan(a 00’0 0)F,, ViV — Tglumtar T T.(c*00 0”00 )V IVIVIV

+(99)TnTc(——tlm)\ca“>\mVl iINTPOA") ).
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Haciendo uso de la ecuacion (A.108) para escribir

2D0c" O F,, =0,
2D(0°%00) oy =2De"“ (0*?) POp0aFos = —2D(05°°0) Fp = 0,

resulta que
/ APOWAW 4
= / d29{(99)Tch(—%tag)\da“XbV/f — iXa9,\) + (00)AT,T.D D°
- étagTchDd(Gaﬂeo”)VlfVVb + T T (0" 05" 0) Fis Y,

7: C (e a Z n (04 & m
+ ZtachTd( P00+ 00" ) FasVieVy + T, T.(0*00°0) DV

2
/L. n (6% 17 C m 1 n C (6% v a m

+ ZtlanTC<O_ OB ot G)FwVivﬁ Toh tmt T Te(o 0P 0o )Vu vaoivﬁ

+ (QQ)TnTC(——t,mACJ“Amvl iXNTH D)} (7.50)

El caracter matricial de esta ecuacion (7.50) estd contenido en los generadores 7},. Tomando la

traza de esta expresion con ayuda de la ecuacion (7.28) se obtiene:
/ 4?0 Tr (WAW,) =k / d*0{(00)(—it A TH NV — 2iX°GH D, A + 4D D)
2 agDc(Ha“Ha )V“Vb + (o O"BGU“VG)FC Fy,

+j1 1507000100 ESVOV2 + Lt,m(0%0070) DYV

2
+ Ztlg(aaea%we)zrgyv;vﬁm

1
= Tglmtab (000 000" )WVIVIVIV"S. (7.51)

Los ultimos seis términos de esta ecuacion (7.51) se pueden reorganizar haciendo uso de los

siguientes resultados (calculados sisteméticamente como hasta el momento se ha hecho):
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A Agh ACHB v
Oot0c” =07 (0"00") 4 = 070", ;™07 07 . =

= (66)(~ 5 Trlo"a"]),
o050 =(0P0)A (0" 0) 4 = €*B(0°?) LOc (™) LPOp = (9«9)(—%Tr[aaﬁa‘“’]),

POt 0a” :(00‘59)A(0”90”)A = EAB(UO‘B)BCGC(U“)A ABHD v

DB
—APPEAB(0°) i () a0y = (08) (5Trl0™ %)),
0°00°9 =(0°007) 404 = AP0 ;AP9C07 0, = (09)(—%%[0%5]),
o“0cP e = =(c“0c )A(J’W@) ABJ%B BAGC & ZA(J“”)ADHD
= (6)(3Trio"0"0")),
000’05 =(0“00”) A (c"00" ) 4 = ABagA ABC , f}BUZC CDYD o s
1
= (60)(5Trlo"5°0"5"]),

con esto se tiene que
/ d*0 Tr (WAWa) =k{—it A" NV — 20X+ 0, X + 4D° D

c e ay/b «Q v c c
_ L DTr[o"G"|VIV) — ~Tr[o* o | FS 4y,

2 ab 5
+ 4tagTr[ 0P ala" | Fs ViV,
1 =V a m
— g5 tmta Trlo" oo IVIVIVIV ). (7.52)

Ahora solo resta evaluar las trazas que aparecen, utilizando las siguientes relaciones [3]:

Tr[o"5"] =27,

) .
Trlo™ o] =5 (""" —n"1"?) + %6‘””"7

Tr[o"5"0%57) =2(n" 0P + nron® — pron® — jevol),
Tr[ga60u5u] :Z'(nl/anltﬂ _ n,U»Otnl/,B _ ieuuaﬂ)j
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de manera que

— St DT S VY] = — i DV = 0

—%Tr[aaﬂa””] kg =— %F “PFas— 1 aﬁ“”Fﬁy o3
4 Tl o | FEVivy) =5 ! L P ViV + itab@e“mﬂFgﬁVjvj’
32tlmtagTr[aﬂﬁaa“ﬁ”]V;VVbVaVﬁm = - ;tlm SV VIV
+ i%tlgtageﬂyﬁavgvjvivﬂm
entonces
—%Tr[aaﬁa’”]FC Fo,+ 4t Tr[aaﬁauﬁ”]Fc‘jﬁV;VVb
312tlmtabTr[ ot VIVIVIVE
_ % Feeb Fég 4 By F/iu 56
+ St PPV + ita e PESVAV)
8t,m VOV 4+ zl—lﬁtlm Lo POVIVIVIVE
;(F“‘ﬁFcﬂ — t g P VIV + itl;tagvmvbﬂv;v;l)
;eaﬁﬂy( © FSy — G FCVV) o+ itlm I AT T i)
= (- 1taszv””>(F,fy — SV
i praf 1 c |-
= 5@ (Fas = StaVaVa) (Fl, = St Vv,
=— %FCWF;V - ZeﬂyaﬁFc FS,,

donde se ha definido el tensor de esfuerzo no abeliano:

1
FM = Fiano = 5lasV V™

abeliano

Ademas, definiendo la derivada covariante

(Du)ac = 5(108# 2 abvb

(7.53)

(7.54)

finalmente se obtiene que, al sustituir las ecuaciones (7.53) y (7.54) en la ecuacion (7.52),



Lagrangianos Supersimétricos 94

resulta:
s\ C cy c e 1 cuV ¢ 7’ vo c c
/d20 Tr (WAWa) =k{=2iX0"(D,)iX +4D°D" = JF™ Ey, — 2" Fi,F, ).

Usualmente se establece k = % de modo que el término cinético del lagrangiano de Yang-Mills

€S

— LS e Fe - (155)

pve

- 1
/ 4?0 Tr (WAWy4) = —iX0"(D,);\" + 2D°D° — F L g

El complejo conjugado de esta expresion es

_ . _ 1 ;
/ &0 Tt (WAWA> = (D )pN 0N + 2D D — SFI G, + ée“”aﬁFéﬁFﬁw (7.56)

de manera que utilizando la regla del producto de la derivada 0, se puede reescribir el primer

término de la expresion anterior como
i(D,)iA oA = —iXa*(D,,);\" 4 derivadas totales,
y, por lo tanto, resulta que el término cinético de los campos gauge es * (ecuacién (7.46))
Crangits = / 20 T (WA W) + / 29 Te(W, W)

- 1
= — 2iX°0" (D, )i\’ — EFC‘“’Fﬁ,, + 4D°D° + derivadas totales. (7.57)

#Usualmente este lagrangiano en la literatura se encuentra escrito reescalando D¢ — %DC y dividiendo toda
la expresion entre 2: es decir que Ly, = —iAc” (D, )§\ — iFC‘“’Fﬁ,, + 2 D¢D¢ + derivadas totales, lo que es
consistente con la ecuacién (7.57).
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Capitulo 8

Cancelacion de Divergencias Cuadraticas

Ultravioleta

Hasta este punto se ha desarrollado el formalismo general para construir lagrangianos su-
persimétricos renormalizables, cuyas expresiones completas se encuentran en las ecuaciones
(7.17), (7.42) y (7.57). Este marco describe una clase amplia de modelos compatibles con la
supersimetria, pero no todas sus posibles interacciones son viables desde el punto de vista feno-
menologico. Por ejemplo, términos de masa no invariantes bajo transformaciones gauge deben
ser descartados, ! y la implementacién de supersimetria en modelos realistas conduce a exten-
siones como el Modelo Estandar Supersimétrico Minimo, cuya construccién escapa al propdsito
de esta monografia.

En lugar de adentrarse en modelos especificos, el objetivo de esta seccion es aplicar el formalis-
mo desarrollado a un célculo puntual que permita ilustrar uno de los resultados més notables de
la supersimetria: la cancelacion de divergencias cuadraticas en diagramas de Feynman a 1-loop
[1, 2, 14, 23, 24].

Con base en estas consideraciones, a continuacion se seleccionan, del lagrangiano supersimétri-
co general de Yang-Mills, los términos relevantes para ilustrar como emergen de manera natu-
ral las cancelaciones de divergencias cuadraticas. En esta etapa, se consideran Gnicamente los
términos correspondientes a los campos de materia, ya que el lagrangiano cinético de los cam-
pos gauge no interviene en el andlisis que se desarrollara.

El lagrangiano off-shell mas general bajo todas las consideraciones anteriores se expresa como:

1
V2
+ AfDA; + FF; + / dO{W[®]6%(0) + W[DT6%(6)}

/ BODT Y D; + Lo =(D*A)T(DyAy) — 6" Dths — — [BihAs + ANy

+ derivadas totales,

'Esto también ocurre en el caso del lagrangiano libre de Dirac, lo cual motiva la inclusién de interacciones de
Yukawa.
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donde atin queda por definir bien el superpotencial W [®], el cual debe ser una funcién holo-
morfa de los supercampos quirales e invariante de gauge [3, 4, 9, 18]. Con el fin de concretar el
modelo, se consideran tres supercampos quirales ®;, @, y @3, con las siguientes representacio-

nes y asignaciones de carga bajo el grupo gauge SU(2), @ U(1)y:

Supercampo | Representacion | Hipercarga (Y')
O 2 %
D, 2 3
o, 1 —2

Con estas asignaciones, se puede construir el siguiente superpotencial holomorfo e invariante
bajo SU(2), @ U(1)y [2, 16]:

WDy, By, B3] = XDy - Dy®y = A\D Dy, D, 8.1

donde A\ es una constante de acoplamiento (andloga a una constante de Yukawa). Esta es la
unica combinacion trilineal de estos supercampos que es invariante bajo el grupo gauge, dado

que:

i. El producto 2 ® 2 de SU(2), contiene un singlete (producto antisimétrico):

(@))a(@5)" = (U)2(D1)p(U1T)%(P2)° = (1)p(U 1) H(U) 2(D2)° = (P1)p(P2)".
(8.2)

ii. La suma de las hipercargas es nula: % + (—%) + % = 0.
El adjunto hermitico es
WDy, g, B3] =(A D) - Do®3)T = (AP, Do @3)" = (Do) *(¢1)*(P 1) P

=\(05)" epa (©])" D}
=M(@])a(@}) @}

El lagrangiano correspondiente al superpotencial es entonces el (66)-término:

Lepot = )\Eab(AlaAszS + A1aFop Az + FigAgyAg — 100039 — V1a0apAs — Arathap)s)
F A ((A)p(AD)aFy 4 (AD)p(F)aA; + (F5)p(A7)aAs — (2)pt03(A7)a
— (2)5(¥1)a A5 — (A3)b(¥1)aths),
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Con lo cual el lagrangiano total £; = Ly + Lgpor €5:

3
s Q= ]' Tay *a *a
Ly => {(D"A)™(D,Ai)q — it 6" Dythia — E[% MDA + AP A U] + AT DAy}
i=1

(€ @ e + € ' oo Foa + Fi Fs) + /\Eab(AlaAZbFZ% + Ao FopAs + Fra A As
— V13 A9 — V1oV As — A1ghapihs) + )\€ab(A§bA F3 4 A5 FV, A5 + FR AL, A
— Yopth3 AL, — Yaihra Ay — Abyibiaths)

{(D"A)1(D, Ao — i85 D yihia — [wAbAZ,, + ANy + ATCD L2 Ay}

IIMw

7
C”b(F pFa + AP A Ay — AAS, T A3)

+ € (Fy, Fag — M1 FaaAs + AF3, A5, A3)

+ FFy + Me® Ay, Agy Fy + Ae® A% AL Fy

— Aeab(¢1a¢3A2b + V1aVapAs + A1a0a1)3)

— )\e“b(&%zﬂgz‘l + Yopth1a AL + Aphiaths).

Ahora solo resta utilizar las ecuaciones Euler-Lagrange para los campos F;. Estas arrojan que:

oL * oL a *oAx
o e (Fyy, + Mg A3) = 0, oF = P(Fla — M3, A3) =0
oL * oL a Y
or, — ¢ Wi~ Muds) =0 0F;,  * "(Faa + A7, A7) = 0
oL ) oL £ Ax
a_Fg:Eg,+AAl-Az=0, 8F§=F3+AA2-A1=0,

con lo cual

3
Li=> {(D"A)*(D,Ai)a — it 6" Dythia —
xf

= A((A43)"(A2)p A543 + (A1) (A1)p A3 A5 + €™ (A7) a(A3)pe™ (A1) e(Az2)a)
— A" (Y13 Az + V1ot As + A1ahapihs)
— A (Papths AT, + D thra AL + Agibraths).

[DFAS Aip + ATN ] + A7°D, Ay}

De este lagrangiano, los términos de interés son:

Ly = — Aﬁab(%a?/f?,Azb + V1aVap Az + A1a01)3)
— A (Popths AT, + Dathra A + Agythiaths). (8.3)
Lauaric = — N ((A5)"(A2)s A5 A3 + (A7)" (A1) A3 A3 + (A7) a(A5)pe™ (A1)c(A2)a).  (8.4)

Identificando el supermultiplete ®; como un doblete de supercampos asociado a los quarks



Cancelacion de Divergencias Cuadrdticas Ultravioleta 98

izquierdos de tercera generacion (por ejemplo, {7, y by), y <I>£ como un supercampo singlete

correspondiente al quark top derecho ?g, se definen los campos fermidnicos como:

P =Qr = <tL> . 3 =1g. (8.5)
br,

Sus correspondientes supercompaiieros escalares, denotados mediante una tilde, son:

~ t
A=QL = <~L>, Az =
by,

Por otra parte, al asociar el supermultiplete @, con un doblete de supercampos de Higgs, se

K

~+

B (8.6)

identifican los campos escalares del Higgs y sus supercompaiieros fermidnicos (los Higgsinos)

Ht N H*
A, =H = <H0> , U =H= (ﬁ[o) ) (8.7)

Con estas identificaciones, es posible recuperar los términos de Yukawa familiares que descri-

como:

ben las interacciones entre el Higgs, el quark top y sus supercompafieros:

Ly = — )\Eab(%a%z‘l%) - )\Eab(AZbi/jlaf/;:%)-
= — ANt H g — b HTtg) — Mt H™tg — by H tr),
= — \Qric*Htr + h.c., (8.8)

y los términos de interaccion de cuarto grado:

Lauarie = — N ((A3)"(A2), A5 A3 + (A7) a(A5)5e (A1) (A2)a)
= — N (|HP|tg)? + (EH™ — b HO) (I, H® — b HY)
= — N(|HP |t + |QricH|?). (8.9)

Tras la ruptura espontdnea de la simetria electrodébil, el campo de Higgs complejo H adquiere

un valor esperado en el vacio (VEV) distinto de cero, v, y se expresa como la fluctuacién h

1 0
H=— . 8.10
\/§<v+h> ( )

Al sustituir esta expresion en el término de Yukawa, se obtiene la interaccion entre el Higgs

alrededor de dicho valor:

fisico h y el quark top, la cual toma la forma:

Ly = — ML Htp — N H”tp = —XNH(tptg +trtg)

—— 2o+ bt (8.11)

V2
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Aqui, t y t representan los campos del quark top, y se sobreentiende la contraccion de indices
de espin de Dirac. Por otra parte, al sustituir en (8.9) se obtienen las interacciones de cuarto
grado:

Louate = = N(|HP|Er|* + T HH) = =N (|HPlir]* + E0|*| H[*)
A2 = ~

=— S0+ 1) (ltal” + []). (8.12)
El desarrollo anterior, concluido en las ecuaciones (8.11) y (8.12), evidencia coémo dentro de un
modelo supersimétrico, los acoplamientos de tipo Yukawa y los términos de interaccion cuérti-
cos no son independientes, sino que estan intrinsecamente relacionados a través de la estructura
del superpotencial. En particular, el acoplamiento cuartico entre el Higgs y los escalares super-
simétricos (los stops) es exactamente igual al cuadrado del acoplamiento de Yukawa del quark
top. Esta relacion no es accidental: es una consecuencia directa de la supersimetria. Gracias
a esta estructura, las contribuciones divergentes provenientes de fermiones (como el top) y de
escalares (como los stops) al potencial efectivo del Higgs se cancelan de forma exacta a nivel
de un loop. Esta cancelacidn constituye el mecanismo mediante el cual la supersimetria protege
de manera natural la estabilidad de la escala electrodébil frente a correcciones ultravioleta de
tipo cuadratico [2, 16].

8.1. Correcciones Cuadraticas a la Masa del Higgs a un Loop

-~
-

!
! |
'
\

h --------- h \ "

. ’
~ ’

h----te<=-—--h

Figura 8.2: Correccion a la masa del Higgs
proveniente de un loop escalar correspon-
diente a un sfermion asociado. El factor de-

bido al vértice —i\? surge del potencial es-

del término de Yukawa —%h tt. calar _A; B2 | ¢|2.

Figura 8.1: Contribuciéon a la masa del
Higgs proveniente de un loop fermidnico
con el quark top. El factor —z’% proviene

8.1.1. Contribucion Fermionica: Loop del Quark Top

En esta seccion se realiza el calculo de la contribucion del interior del diagrama de la figura 8.1

a la amplitud del proceso, la cual estd determinada por los propagadores de las lineas internas y
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el factor de vértice que viene dado por el término de Yukawa:

A
Ly =——=htt. 8.13
Yuk NG (8.13)

El propagador del quark top es (del término cinético del espinor libre del quark top):

Propagador del Quark-top: 7 . (8.14)
Cada vértice aporta (del término de Yukawa):
A
Factor del vértice: —i——. 8.15
3 (8.15)

Una udltima regla de Feynman importante es que, para un loop fermidnico, se toma la traza y se

multiplica por —1. Por tanto, la amplitud que se deriva de la figura 8.1 contiene la integral

r=-itigr élwl;T [(% el wf— mg] ’ (810

donde £ es el momento interno del quark top y p el momento del Higgs que entra en el vértice.

Se comienza calculando la traza en el interior de la integral, para lo cual primero debe reescri-

birse la expresion (8.16) como
N Ak | R m)(F )
=5 [ T <M2—mz>[<%+¢>2—mz1]
S B (K +me)® + (F + ma)p
2 / (2W)4T [(kQ —mg)[k? +2f - p+ p? — m?]}
A2 ode T [(F A+ me)? + (K + ma)p)

= —7—

2 J @2m)* (B = mf)[k* — mi + 2k - p +p?]’

porque fp = k - p. Ahora, como Tr [I] = 4, Tr[*] = 0y Tr[y*~"] = 4n*” [13], entonces

Tr [(F + mu)® 4+ (k + mo)p] = Tr [E> + 2fmy +m] + k- p+ myp]

=4k +k-p+mj), (8.17)
entonces
d*k (k> +k-p+m?)
I = —i2)\? ¢ 8.18
! /<27r>4 =) (& —ml + 2k p+ 1) (8.18)

Se puede reducir el denominador utilizando la ecuacién de los parametros de Feynman [12, 9]:

1 ! dx
ab /0 oz + (L= )0 8.19)
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de manera que

1 U dg
= — 8.20
(k2 — m?)(k? — m? + 2k - p+ p?) o D?’ (8.20)

donde se ha definido el denominador

D =(k* —mj)z + (1 — z)(k* —m] + 2k - p + p?)
:(ka —Cli’mf) + (k2 —mf+2k‘p+p2) —:ckz—i-mm? — 22k - p — xp?
=k* —m; +2(1 =)k -p+ (1 —2)p* + [(1 —2)p)* = [(1 — 2)p*

=0

=(k+ (1 —z)p)* —mi —[(1 —x)p]* + (1 — z)p*. (8.21)

Redefiniendo la variable de integracion en x en la ecuacion (8.20) como & = 1 — x se obtiene

/01 f(1 - a)de = — /10 f(&)di = /01 (), 522

donde la ultima definicion se sigue del hecho que la variable de integracion es muda. Sustitu-

que

yendo las ecuaciones (8.20) y (8.21) en la ecuacion (8.18) se obtiene

(K* +k-p+m?)
I = —92i)\2 L 2
z)\// [k + p)? APd:E, (8.23)

donde se ha definido A(x) = m? + (zp)? — zp®. El siguiente paso es definir ahora | = k + xp

resulta d*l = d*k y k = | — xp, de modo que (8.23) se reescribe como

_9i)2 24 (1—
22)\//1 1 2$lp+Ad4ld

—22)\2 I?+ A (1—-2z)-p
= "] L dM| da. 8.24
oo ), o +/ ] o2
La segunda integral en d*[ se cancela dada la linealidad del numerador (antisimetria) y por tanto,
queda resolver:
—2 A2 2 A
Z / / ha e (8.25)

Se puede aplicar una rotacion de Wick a esta expresion, definiendo el vector euclidiano en el

plano complejo Iz = (i1°,1*, 12, 1), de manera que [9]:

P=10t = (107 =W = =l = —[(lp)* + (Ip)* + () + (5)7); (8.26)
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entonces la ecuacion (8.25) queda como

2X2 [t [ —E A
= —E = pdr. 8.27
<2w>4/o / 7+ AES P (827

Utilizando coordenadas polares en cuatro dimensiones y aplicando un cut-off A, el cual es la

escala de energia hasta la cual se supone el modelo valdio, se puede escribir

—12 A
o / / + 13 3 dlpdudz, (8.28)
7T

donde [ dQy = 27* es el dngulo sélido. Se definen entonces las integrales auxiliares:

_ [
_ [ AR
L= / 1 apie (8.30)

Utilizando la sustitucién u = % se obtiene du = 2lpdly = 2u'/?dly, entonces las ecuaciones

(8.29) y (8.30) se reescriben como

A2 5/2 d 1 A2 2
U U U
I = — o — - d 8.31
1 /O DEUNED R /0 DEwNER ®.31)
A2 3/2 A2
L :/ Au du _ é/ udu . (8.32)
o lu+APZ2u2 2 i [u+ AP

Ambas ecuaciones se resuelven por fracciones parciales haciendo v = u + A, de manera que

dv =duyu=uv— Ay, por lo tanto

A2+A (0 AN2 A2+A 2 2
]1:_1/ (v—A) dv:—l/ v QUA—i-AdU

2 A U2 2 A U2
1 [A+A A2+A 2 PAZHA
:——/ dv+A/ ldv—A— ialv
2 A A v 2 A U2
1 ) A2 + A Az A24+A dv
S S P F’ (8.33)
] A /A2+A v — /A +A d AZ4A dU
279 Y o 2 2
A v
A A2 A A2 A2 +A
St (8.34)

2 A 2 A U2
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Entonces
A 35 3 2 A24+A
—_— = =L +LL=—-AN"+—1 —A —
/0 1%+ AJ2 dg=hth=-7 2 T A A v
1 3A . A2+ A A?
=—_A*+ 1 — A, 8.35
N T T AT T e ra) (8.35)
Sustituyendo la ecuacion (8.35) en la ecuacion (8.28) se obtiene que
2)\2 Y71 3A . A2+ A A2
1= ds2 ——A’4+—In —Ald
(2m)t \,ﬁ ( N T T A T A ) “
A2 A2+ A 202
—AZ+ Al —2A . .
=322 ; ( + Aln A +(A2+A) )dm (8.36)

Cuando A — o0, los términos que contribuyen con radiaciones aditivas ultravioleta son [2, 14,
23, 24]:

_i(_z%ﬁ/(;l:;n{(%_imt) (;é+pi— mt)} = 8):2/\ +i—ﬁ1 A/lAdx. (8.37)

8.1.2. Contribucion Bosonica: Loop del Escalar Supersimétrico

La figura 8.2 muestra un diagrama de tipo “renacuajo” (tadpole) correspondiente a una correc-
cién a 1-loop proveniente de la interaccion entre un supercompaiiero escalar del quark top, 7,

y el campo de Higgs h:
A2 =
Lyy = -5 R |t . (8.38)

Por otro lado, el propagador para el campo escalar libre esta dado por:

i

Propagador del campo escalar: [Epmp—y (8.39)
y el factor de vértice correspondiente a la interaccion es [2, 8, 9, 12, 14, 23, 24]:
Factor del vértice: — i)\2, (8.40)

de manera que la integral potencialmente divergente que involucra la amplitud asociada a dicho
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loop es:
d*k 7
__; )2

1 —Z(—Z>\ )/ (27T)4m, (841)

otacién de Wic d4l 1
RN N i (8.42)

(2m)* 1% + m?
Coordenadas esféricas >\2 A dQ4l% )\2 / A l%

— = dlp = dl 8.43
(277)4/0 Z4+m2 782 fy B +m? " (843)

La integral en dlg se resuelve haciendo la sustitucion v = Z%, de manera que du = 2lgdly =

2u'/2dl, por tanto

A2 N B2 du A2 A2
I =— / ST = 5 / Sdu. (8.44)
872 Jo u-+m22ul/?2 1672 J, u+m

Haciendo v = u + m? se obtiene dv = du y u = v — m?, de manera que

A2 AZ4m?2 9 )2 A24+m? A%4+m? 1
]:m/ Y mdvzl62[/ dv — m? —dv
T v T

m2 2 v

2 2 2
A (A2 — m?In Aﬂ) . (8.45)

m m?2

- 1672 m2

Asi, las correcciones radiativas aditivas del diagrama son [2, 14, 23, 24]:

d*k i A2 A? +m?
2 _ 2 2
i(=iA )/ (2m)4 k2 —m?2 1672 (A —mn m?2 ) ' (8.46)

Cada uno de los dos supercampos escalares en el lagrangiano (8.12) aporta correcciones cuadrati-
cas al parametro de masa del Higgs, segin la forma dada en (8.46). Al comparar las ecuaciones
(8.37) y (8.46), se observa que los diagramas mostrados en las figuras 8.1 y 8.2 generan diver-
gencias cuadréticas en el ultravioleta, las cuales se cancelan exactamente gracias a la relacion
entre las constantes de acoplamiento, impuesta por la estructura del modelo supersimétrico. Es-
to evidencia el papel fundamental de la supersimetria en la estabilizacion natural de la escala

electrodébil y da cierre al desarrollo presentado en este trabajo.
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Capitulo 9
Conclusiones

Este trabajo ha desarrollado de manera sistemética el lagrangiano supersimétrico para teorias de
Yang-Mills con N = 1 en cuatro dimensiones, utilizando de manera exhaustiva el formalismo
de superespacio y supercampos. Se obtuvo explicitamente la forma del lagrangiano con sus
términos cinéticos, de interaccion y se analizé su invariancia gauge y supersimétrica, destacando
como la estructura invariante del modelo estd profundamente determinada por las propiedades
algebraicas del formalismo.

El estudio incluyd, ademds del supermultiplete vectorial, tres supermultipletes quirales, lo que
permitié analizar una estructura de interacciones mas rica entre campos bosonicos y fermioni-
cos. Esta eleccion, més alld de ser minimalista, hizo posible capturar relaciones no triviales entre
los acoplamientos y explorar un escenario tedricamente mds cercano a construcciones como el
MSSM, aunque sin incorporar aun todos sus ingredientes fenomenoldgicos. Esta ampliacion
contribuy6 a una comprension mas completa del comportamiento de teorias supersimétricas
con multiples sectores de materia.

Uno de los resultados importantes fue demostrar que la supersimetria impone relaciones preci-
sas entre los acoplamientos y masas de los campos bosénicos y fermionicos, lo que se traduce
en una cancelacion automatica de divergencias cuadraticas en correcciones radiativas a la masa
escalar. Este mecanismo se ilustr6 mediante un modelo simplificado, que evidenci6 el poder
regulador de la supersimetria frente al problema de jerarquia del Higgs.

Pese a no haberse incorporado mecanismos de ruptura de supersimetria ni correcciones de or-
den superior, el modelo desarrollado ofrece una base sélida para futuras extensiones como la
inclusién de términos de ruptura suave o la conexion con teorias mds completas como el MSSM

o la supergravedad.

9.1. Alcance y Limitaciones

En el presente trabajo, el andlisis se llevo a cabo considerando supersimetria global y exacta,
sin incluir mecanismos de ruptura espontdnea ni términos de ruptura suave. Ademads, las eva-

luaciones de cancelaciones de divergencias se realizaron al nivel de un solo bucle (one-loop),
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suficiente para ilustrar el mecanismo de proteccién de la masa escalar, pero sin extenderse a
calculos de d6rdenes superiores ni a efectos no perturbativos. Esto deja abierto el interrogan-
te sobre la persistencia de la estabilidad radiativa en escenarios mas complejos o a escalas
energéticas mayores, particularmente si se incorporan interacciones de Yukawa realistas o se
contemplan correcciones de dos bucles o mas.

Por otra parte, el trabajo ha mantenido una orientaciéon fundamentalmente tedrica, sin contras-
te directo con datos experimentales ni discusién sobre pardmetros fenomenoldgicos, como las
masas minimas de supercompaiieros o las restricciones impuestas por resultados del LHC. Tam-
poco se abordaron temas de unificacion de acoplamientos ni efectos gravitacionales, como los
que surgen en supergravedad. En consecuencia, el alcance de esta investigacion se inscribe prin-
cipalmente en el dambito pedagdgico y conceptual, aunque sienta bases sdlidas para desarrollos

mas aplicados.
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Apéndice A
Grupos de Lie

La construccion de teorias supersimétricas requiere un manejo preciso de las estructuras alge-
braicas subyacentes, en particular aquellas asociadas a simetrias continuas. En este contexto, los
grupos de Lie y sus dlgebras asociadas constituyen una herramienta fundamental para describir
tanto simetrias internas como del espacio-tiempo.

Este apéndice retine los elementos esenciales sobre grupos de Lie, dlgebra de Lie y sus repre-
sentaciones, con énfasis en los grupos relevantes para la fisica de particulas y la supersimetria.
Se revisan definiciones clave, el grupo de Lorentz y su conexién con SL(2,C), asi como la

estructura de espinores de Weyl, Dirac y Majorana.

A.1. Definiciones iniciales

Definicion A.1 (Grupo). Un grupo es un conjunto G junto con una operacion binaria asociativa

*: G X G — G llamada multiplicacion que tiene la siguientes propiedades:

1. Existe un tinico elemento e € G llamado “identidad” tal que si g € G, entonces e x g =
gxe=g.

2. Paratodo g € G existe un elemento g~ € G llamado inverso tal que gxg~! = g7 'xg = e.

Cuando se afiade propiedades de una variedad diferenciable al conjunto, se habla de grupos de
Lie [22, 7].

Definicion A.2 (Grupo de Lie). Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada con
una estructura de grupo tal que la operacion de grupo G x G — G y el mapeo [ : G —
G| f(g) = g~ ! son diferenciables. [

Definicion A.3 (Grupo general lineal). El grupo general lineal GL(V) es el conjunto de todos
los automorfismos de un espacio vectorial lineal V. Cuando V = C" el grupo general lineal se
escribe como GL(n, C). [
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El grupo especial lineal SL(n,C) es el subgrupo de GL(n,C) que consiste en elementos con
determinate uno. Estos son ejemplos importantes de grupos de Lie y serdn detallados mas ade-

lante.

Definicion A.4 (Homomorfismo). Sean (G, %)y (H,e) grupos. Un mapeo f : G — H es un
homomorfismo si

flaxd)=fla)o f(b),  VabeG. (A1)
[ |

En el contexto de teoria de grupos, un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Si existe
un isomorfismo entre G 'y H, son isomorfos y se escribe G = H. Un automorfismo es un

isomorfismo f : G — G.

Definicion A.5 (Representacion). Sea G un grupo y H un espacio de Hilbert. Una representa-

cion de G en H es un homomorfismo
D:G— GL(H). (A.2)

Esta definicién implica que una representacion del grupo G es un subgrupo dentro del grupo
lineal general GL(H). En consecuencia, cada elemento g € G tiene asociada una matriz D(g)
que actua sobre los vectores del espacio de Hilbert 4. Debido a esto, H recibe el nombre de
espacio de representacion, y su dimension, dim(#), se denomina dimension de la representa-
cion. Lo importante de esta construccion es que los elementos de G L(7H) son vectores y pueden
representarse como combinaciones lineales de un nimero finito r de matrices base, {.J, }7_,, de

modo que un elemento genérico de la representacion puede escribirse como
W =wJ,. (A.3)

Dado que la cerradura bajo la multiplicacién del grupo se mantiene, la cantidad
W’n
A=eV=>"— (A.4)

pertenece también a la representacion del grupo. Esto sugiere que los r parametros continuos w*®
pueden utilizarse para identificar los elementos del grupo, es decir, se puede escribir g = g(w?®).

Se dice entonces que el grupo es de dimension r o que tiene r pardmetros.
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Algebra de Lie y Generadores

Las ecuaciones (A.3) y (A.4) sugieren escoger la identidad del grupo como e = ¢(0, 0, ...), lo

que implica que en la representacion matricial se cumple
D(e) = ]Idim(?-t)- (AS)

Si consideramos una variacion infinitesimal de los pardmetros w alrededor de cero, el corres-

pondiente elemento del grupo puede expresarse como

0D
Owe

oD

Y R —
W+ +8w“

w=0

ow 4 -+ . (A.6)

D(0 + bw) = D(0) +

Definiendo los generadores del grupo .J, mediante la relacion

_ 107 (w)

Jy -—
1 Ow®

) (A.7)

w=0

se obtiene que una transformacion finita puede expresarse como el limite de la aplicacion suce-

siva de N transformaciones infinitesimales, con N — o0:

a N
T(w) = lim (HH%JG) R (A.8)

N—oo

wCL
W .
Finalmente, los generadores del grupo, .J,, junto con la operacién de conmutador [J,, .J;], cons-

tituyen un dlgebra de Lie [5].

Definicion A.6 (Algebra de Lie). Un dlgebra de Lie consiste en un espacio vectorial L sobre
un cuerpo (como R o C) con una regla de composicion, llamada producto y denotada por o,

definida como:
o:LxL— L.

Si vy, v9,v3 € L, entonces las siguientes propiedades definen un dlgebra de Lie:
1. Clausura de L bajo o: vy o vy € L,
2. Linealidad: vy o (vy + v3) = v1 0 Vg + v1 O Vs,
3. Antisimetria:v, 0 v9 = —Uy O Vg

4. Identidad de Jacobi: V1 © (112 ) ?}3) + vy 0 (Ug o) 7}1) + V3 © (1)1 o) 7}2) =0.
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En efecto, el conmutador
[Ja, Jg] = Jajﬁ — J/@JOH

satisface las propiedades un dlgebra de Lie. En particular, la propiedad de cerradura se expresa

formalmente utilizando las constantes de estructura f, A, como
[Jar J5] = fop (A.9)

Las tres matrices de Pauli 0% son un ejemplo de generadores que satisfacen esta cerradura. De
hecho, se tiene que
-k
03, 05] = 2ie;j o, (A.10)

donde ¢, es el simbolo de Levi-Civita en tres dimensiones.

Formula de Baker-Campbell-Hausdorff

La férmula de Baker-Campbell-Hausdorff da el producto para dos elementos e y e” en la

representacion de grupo,

eAeB — €A+B+%[A,B]-&-%[A,[A,B]}—TE[B,[A,B}+~-~. (A.11)

Para derivar esta expresion, se consideran dos elementos en la representacién de un grupo de
Lie G, escritos en su forma exponencial como e y e”. Dado que el grupo es cerrado bajo

multiplicacién, su producto

debe pertenecer al grupo para algtin elemento C. Se pueden utilizar aproximaciones infinite-
simales para encontrar C' definiendo el logaritmo natural como una serie de potencias de sus

argumentos [7].

netef = A8 )= R S S
C=lhe'e" =In(1+e'e” —1)=h(1+X)=X 5 +3' :

donde se ha definido X = e“e” — 1. Por ejemplo, para los términos de primer orden
X=e'P=014+A+--)Y1+B+---)-1=A+B+AB+---,
y por tanto

1 1
C:X—§X2+---:(A+B+AB+---)—§(A+B+AB+---)2+---

1
= A+ B+ [A B+ (A.12)
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Como en general A = w®J, y B = w”Jjs, la ecuacién A.11 muestra que el producto de dos

elementos cualesquiera del grupo estd determinado si se especifica el conmutador
[Jav JB] = faﬁ )\J/\v

donde f Aaﬁ son las constantes de estructura. Es importante entender que la relacién anterior
debe ser cierta dada la cerradura del producto en el dlgebra de Lie y que no depende de la
representacion escogida, es decir, que las constantes de estructura son las misma para cualquier
conjunto de generadores escogido.

Considere por ultimo el siguiente calculo:

e’Be ' = (1+ A+ A%+ )B1-A+A*—...)
=B(1-A+A*—-- )+ AB(1—A+A*—--")
+A’B(1—A+A*— )+
=(B—BA+BA*>—--.)+ (AB— ABA+ ABA® — .-.)
+ (A’B — A’BA+ A’BA* — ) + -+
:B+AB—BA+%(AQB—2ABA+BA2)+---

_B4[A B+ %[A A B] + %[A, A [A, BIJ] + -

Si se escribe el conmutador de A con B como A[B] = [A, B], entonces la ecuacién anterior se
expresa como [22]:
1

1
e“Be™ = B+ A[B] + 5A?[B’] +3

A3[B] = 4[B]. (A.13)
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A.2. Grupo de Lorentz

Un punto en el espacio-tiempo es denotado por
ot = (2%, 2t 2* 2°). (A.14)

El espacio de estos puntos es el espacio de Minkowski y se denota por Ml,. El grupo de Lorentz

se define inicialmente como las transformaciones que actiian sobre el cuadri-vector z* como

't = A", (A.15)
y dejan la forma cuadratica
2? = atz, = nate’ = (2°)? — (x)? (A.16)
invariante, es decir
2? = 22" = 27 N, N x” = aATnAz = 2% = ana. (A.17)
De aqui se deduce que
AT'nA =, (A.18)

donde 7, = diag(1, —1, —1, —1). Mas formalmente se tiene la siguiente definicion.

Definicion A.7 (Grupo de Lorentz). El grupo de Lorentz, denotado por O(1, 3), se define como
L=0(1,3) = {A € GL(4,R) | ATnA =n}. (A.19)

Si un elemento A € O(1, 3) se expresa como A(t) = e, donde u es un generador de grupo,

entonces la ecuacion A.19 implica que

d d T r d
. [(etu)Tnetu] _ (etu )7’]€tu + etu 77% (etu)

dt T dt
— etuTuTnetu 4 6tuTnetuu
d
= —n=0.
dt'

Evaluando en esto en ¢ = 0 resulta que los generadores de grupo de Lorentz, deben satisfacer
ul'n 4+ nu=0.

Este resultado se resume en el siguiente teorema.
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Teorema A.1. Los generadores del grupo de Lorentz satisfacen el dlgebra de Lie o(1,3) dado
por
0(1,3;R) = {u € My(R) |u” = —nun}, (A.20)

donde M,y 4 es el conjunto de todas las matrices 4 x 4 con entradas reales. [ |
Mas particularmente, se trabaja con el grupo restringido de Lorentz.

Definicion A.8 (Grupo restringido de Lorentz). El grupo restringido de Lorentz se denota por

L1 y se define como
LT ={A€0(1,3)] det A = 1,A% > +1}. (A.21)

En una vecindad de la identidad en SO(1,3), A € L' puede escribirse en la forma
A= ]_4><4 + w, (A22)

donde w es una matriz con parametros infinitesimales. Sustituyendo la ecuacién A.22 en la

ecuacion A.19 se llega a una condicion de antisimetria para la matriz w,
Wy = —Wyy, (A.23)

de manera que

oot = " — ot = Wk ¥ (A.24)

La matriz de coeficientes w’, solo tiene seis parametros independientes, los cuales son los
parametros-angulos del grupo de Lorentz. Deben haber, por tanto, seis generadores de la re-
presentacion del grupo de Lorentz que actia sobre 4-vectores y que pueden agruparse en un
tensor antisimétrico de rango dos, M., de manera que
?
wo— _ 2 0o 1

W = 5w (M), (A.25)
El factor 2 acontece para evitar el conteo doble realizado en la contraccion de indices anti-
simétricos, mientras que el factor —: es convencional. De esta relacion se deduce que (se puede

verificar que se cumple A.25):

(Mgp)uu - i(ﬁou@;“ - 77p1/5gu>‘ (A26)
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Esta ecuacion se entiende como un arreglo rectangular 4 x 4 de matrices (tambien 4 X 4):

(Myo) = : (A.27)

donde
000 0 0 0 00 0 0
000 0 0 00 —i 0
J ) = (o) = (o) = A28
D=0 0o sl @i=1y o ool o=, ) o] @
00 i 0 0 —i 0 00 0
0 i 00 00 i 0 000 i
i 000 0000 000 0
K)E = (Kot = (Ka)t = (A.29)
(#4) 0000(2> i000(3> 0000
000 000 0 i 000

Dado que las matrices J y K recién definidas satisfacen la ecuacion A.20, son generadores de

grupo de Lorentz. Mas aun, bajando todos los indices se puede mostrar que

(Mpa),uu = i(npunou - npunau)a (A.30)

son matrices hermiticas [7]. El algebra de Lie o(1, 3;R) de estos generadores hermiticos puede

escribirse de forma compacta como se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema A.2. Los generadores M, del grupo de Lorentz obedecen la relacion de conmutacion
[M;u/a Mpa] = _i(nupMya - nuaMup - anM;w' + nyaMup)- (A31)

La estructura subyacente del grupo de Lorentz se investiga mejor cambiando la base de los

generadores mediante la complexificacion

Si

(J; +iK;), (A.32)

T,

Y Ol

(Ji —ik;). (A.33)
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Estas matrices satisfacen las relaciones de conmutacion

[Si, S;] = i€i1Sk,
[Ti> Sj] = 0.

—

Esto significa que los generadores S; y 7} obedecen las relaciones de conmutacion del alge-
bra de Lie de SU(2,C), lo que implica que el dlgebra de Lie complexificada so(1,3; R)® se

descompone en la suma directa de dos dlgebras de Lie su(2, C), es decir,
s0(1,3;R)® = su(2,C) x su(2,C). (A.35)
Debido a esto, se intuye que deben haber dos operadores de casimir, a saber
S?=5,8;, T°=TT,. (A.36)

Estos operadores tienen autovalores n(n + 1) y m(m + 1), respectivamente, donde n 'y m
son autovalores de 75 y S5 respectivamente. Por tanto, es posible etiquetar representaciones de

so(1,3;R) por el par (n, m) y dado que
Jz =53 + 1T,

se puede identificar el spin de la representacion por n + m. Por tltimo cabe mencionar que esta
clasificacion de representaciones irreducibles del dlgebra de Lie complexificada sirve también

para encontrar representaciones irreducibles del dlgebra de Lie real so(1, 3, R) = sl(2,C) [3].

A.3. Grupo de Poincaré

Definicion A.9 (Grupo de Poincaré). El grupo de Poincaré, denotado por P, se define como

todas las transformaciones reales en My de la forma
" = A ¥ + at,

que dejan invariante la forma cuadrdtica x> [ |

Un elemento de P se caracteriza de forma genérica por el par (A, ), de manera que la compo-

sicion de dos transformaciones de Poincaré se escribe como
(A27 CLQ) e} (Ah CLl) = (AgAl, Agal + CLQ). (A37)

El elemento identidad de P es (144,0) y la transformacién inversa de (A, a) es (A™', —A~1a)
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porque
(A,a)o (MY, —A~ta) = (AA™!, —AAta +a) = (1,0). (A.38)

Al igual que sucede en el grupo de Lorentz, el grupo de Poincaré contiene subgrupos; en par-
ticular esta PI el cual se caracteriza por la relacion de conmutacion (A.31), la relacion trivial
de conmutacién del grupo de traslaciones [P,, P,] = 0, y el el conmutador de traslaciones y
transformaciones de Lorentz [P, M,,], que atin queda por determinar. Para hacer esto onsidere
una representacion de PJTF,

(A,a) — g(Aa). (A.39)

Infinitesimalmente se escribe
g(Aa) =1~ %meﬂU +ia, P*, (A.40)

donde M*? y P* son los generadores de Ll y traslaciones, respectivamente. Considere ahora

una representacion g(A’A, a’). Bajo un boost g(A, 0), un elemento de P transforma como

g7 (A, 0)g(N,a")g(A, 0) = g7 (A, 0)g(A'A, )
g(A™,0)g(N'A, o)
g(ATA'A AT, (A.41)

Para una transformacion infinitesimal el lado izquierdo queda como
g7 (AL 0)g(A,a')g(A,0) = 1 — Sul, g™ (A, 0)M*g(A, 0) + ia,g~ By (A, 0)g(A, 0),

mientras que el lado derecho se expande como

-1 -1 i v o .
gATANA AT ) =1 - §w/’ﬂ,A“pA L MP? +ia) A¥ PP

De aqui se obtiene que

g~ (A 0) M g(A,0) = A* A" M, (A.42)
g (A, 0)P'g(A,0) = A" PP, (A.43)

Expandiendo ambos lados de la ecuacion A.42 se llega las relaciones A.20

[Muua Mpa] = _i(nupMya - nuaMup - anMua + nyoMup)a (A44)
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mientras que de la ecuacién A.43 se obtiene

g (A, 0)PPg(A,0) = (1 - %WMVM/”’) pPr (1 — %ww,Muu)
= PP L [, PP
= A%, P” = (8, + wF,)P" = PP 4 wF, P"
= PPy UWWWPV — PP % {npuwlwpu + npuwwpu}
— PPy %ww {nPhPY — ¥ PH) |
Es decir, comparando la segunda linea y la dltima, se obtiene la relacién de conmutacién que

quedaba por determinar:
M, Py) = —i(nu,B, — mu,P). (A.45)

Estas ecuaciones A.44 y A.45, junto con la relacién trivial para traslaciones:
[Py, P)] =0, (A.46)

completan el dlgebra de Lie del grupo de Poincaré. El grupo de Poincaré tiene también dos
operadores de Casimir, P> = P*P, y W? = W*W,, donde W, es el vector de polarizacion de

Pauli-Ljubanski definido como
1 14 loa
W, = §EWMP MPe. (A.47)

A.4. SL(2,C) e indices espinoriales

En este apartado se anotan los resultados principales del grupo SL(2,C), el cual se define

formalmente a continuacion.

Definicion A.10 (Grupo SL(2,C)). El grupo especial lineal en dos dimensiones con pardmetros
complejos, denotado por SL(2,C), se define como

SL(2,C)={M € GL(2,C)| det M = +1}.

Este grupo admite dos representaciones no equivalentes D (M), es decir, dos representaciones

que no estan relacionadas mediante una transformacién de semejanza.

Sea 1) un elemento del espacio vectorial F'y sea {¢; }&™ ¥ una base de F, de manera que

dim F’

=3 ", (A.48)
n=1
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entonces una representacion de SL(2C), D(M), que actia sobre los vectores ¢ € F' se puede

escribir como

dim F dim F'
DMy = > D" = > e, (A.49)
n=1 n=1

donde D,’(M) es una matriz de dimensién dim F' x dim F'.
Las dos representaciones no equivalentes de SL(2,C) son la autorrepresentacion D(M) =
M, la cual tiene un espacio portador F' de dimension dos y la autorrepresentaciéon compleja

conjungada D(M) = M*, cuyo espacio portador se denota por F' (también de dimensién 2).

A.4.1. Espinores de Weyl Izquierdos: (1/2,0)

Los espinores de Weyl izquierdos denotados por 1 son vectores en F' que transforman bajo la
autorrepresentacion D(M) = M vy se utilizan indices latinos no puntuandos. En esta represen-

tacion las componentes covariantes transforman como
V= MPyg, A B=1,2. (A.50)

Esta representacion del grupo se denota por (1/2,0) y existe una representacién equivalente

dada por M~ 1o que significa que existe una matriz ¢ € GL(2, C) tal que

eMe ™t =M~ (A.51)

agy _ (01 agy1_ (0 —1
(€ )—(_1 O)’ (%) —(1 O)l (A.52)

hace el trabajo. Mas atin, la ecuacion A.51 escrita indicialmente como

Es facil verificar que

<€AB)MBC<€CD)71 — (MflT)AD’

sugiere que se puede definir la matriz covariante € 4 5 como

AB\—-1 __ 0 -1
(€ap) = (¢77)7" = (1 0 ) , (A.53)

y por tanto se pueden escribir los siguientes resultados

BC c  _AB A T _BC c
€ape’” =04, € epc =00, €sge T =—=0,. (A.54)
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Con esto, se puede despejar M de la ecuacion A.51 asi:
MP = e o (MY ePB, (A.55)

En consecuencia, la matriz e (con indices superiores) y su inversa (con indices inferiores) juegan

el papel de una métrica. En efecto, definiendo
V= e = —ppet (A.56)

se puede mostrar que estas componentes de forma contravariante, es decir, transforman bajo
MflT
A —1T\A | B
= (M) " (A.57)
Los espinores contravariantes ¢** pertenecen al espacio dual F* de I, de manera que la métrica

€48 se entiende como un mapeo invertible
(*Py. F — F~, (A.58)

donde la inversa es
(€ap) : F* — F, (A.59)

y por tanto se verifica que

Y = (M) (M) e
= (M) 050 (M) e
= (M) e Feppv? (M) fve
—(M) (M) Fbe

= —yp(M™)" (M) {ve

= —pdp(M~H)PAM) e

= —¢pePepp(M)PHM) {ve

=P (MY 5 M Yo

= @Z)B(SBC?/)C

= ¢ s, (A.60)
es una invariante (escalar) bajo la autorrepresentacion M de SL(2,C). Matricialmente, indi-

ces superiores no puntuados se interpretan como filas e indices inferiores no puntuados como

columnas.
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A.4.2. Espinores de Weyl Derechos: (0,1/2)

Los espinores de Weyl derechos denotados por ¢ son vectores en el espacio portador F' de la
aurrepresentacién compleja conjugada D (M) = M* y se utilizan indices latinos puntuados, de

manera que en esta representacion las componentes covariantes transforman como
O = (M) Py A B=1,2. (A.61)
Esta representacion se denota por (0, 1/2) y existe una representacién equivalente dada por
D(M) = M* ', (A.62)
de manera que existe una matriz € € GL(2,C) tal que
eMre ! =M (A.63)

En este caso, es facil verificar que las matrices

gy _ (0 1 RN VNS U
(€ >—<_1 O>’ (€ip) = (€77) (1 0>' (A.64)

hacen el trabajo. Comparando esto con la ecuacién A.52 se ve que matricialmente € = ¢, por lo
que se descarta la notacion barrada y se deja los indices puntuados para hacer la distincion. Por

ejemplo, la ecuaciéon (A.63) se escribe como

ACM") Lepy = (M)A (A.65)

Se tienen también las siguientes relaciones para las contracciones del tensor métrico

BC c AB B
€ipe =0;, € €pe =0, (A.66)
de modo que también se puede anotar

(M*) £ = €iec(MH)C, PP (A.67)

De manera similar a como ocurre con la representacion izquierda (1/2,0), la matriz € juega el
papel de una métrica para subir y bajar indices, de modo que se puede definir las componentes
contravariantes

A = ABy g, (A.68)

las cuales transforman bajo M*~'7 = (MT)~! como

IE/A _ (M*flT)ABiﬁB_ (A.69)
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Los vectores 1/71"'l pertenecen al espacio dual F* de F', de manera que
Vit =0t e C (A.70)
La métrica €2 se entiende por tanto como el mapa
(eB) . F —s F*, (A.71)
donde el mapa inverso es
(ei5) = F* — F. (A.72)

Por otra parte, los vectores V4 € F' se mapean a los vectores en zZA € [F* conjugando y

multiplicando por la representacion matricial de una transformacién lineal (50)AB definida por
GO4B F — F*, talque o = (698 (vp)". (A.73)
El mapa inverso es

(0% 45 F* — F, talque 4= (0°),5(")". (A.74)

44 son identidades sobre los espacios que

A continuacién se verd que las matrices 0¥ ; y 7°
operan, de manera que su aparicidon como mapeos en las expresiones anteriores €s puramente
formal para evitar escribir relaciones del tipo ¢% = )%, las cuales no tienen consistencia en los

indices.

A.4.3. Relacion entre SL(2,C) y el grupo de Lorentz

En esta seccién se busca determinar un homomorfismo entre SL(2,C) y Ll. Se comienza
definiendo las matrices o como
(O-H) = (12X27U)7 (A75)

donde o = (0!, 0%, 03) son las matrices de pauli

0 1 0 —i 10
0'1—<1 O), Ug—(i O), Ug—(o _1> (A76)
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Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones:

{05,005} = 20ij1ax2 (A.77)
[0i,0;] = 2i€;,0% (A.78)
Trlo;] =0 (A.79)

1

57 rlof] =1, (A.80)

parai,j, k = 1,2, 3. Los indices espinoriales de o* se definen como siendo contravariantes, con

el indice puntuado a la derecha del no puntuado:
(o*) = (") 44 (A.81)

Los indices pueden subirse y trasponerse para definir el nuevo conjunto de matrices ¢* como:

(5“)‘4’4 = —EAB(U“)BB(—:BA = (—ea“E)AA = (€U“T6T)AA. (A.82)
De estas ecuaciones se puede mostrar que
(6") = (Laxa, —0). (A.83)

Teorema A.3. Las matrices (o) y () satisfacen las siguientes relaciones

Trlo*a"] = 2nt, (A.84)
015" + 0¥ = 2" Ly, (A.85)
o GhP = 26857 (A.86)

n

Considere ahora el conjunto de matrices complejas hermiticas 2 x 2, H(2,C), y sea X un
elemento genérico de H. Se puede definir un mapeo p entre 4-vectores y elementos de H(2, C)
como [3, 12]:

1

0 .3 1., ;.2
p: My — H(2,C)| X = pla") = 2o, = (x oo ) (A.87)
T — T 20+ 23

Dada la hermeticidad de las matrices de Pauli, es claro que
X=X, (A.88)

como es requerido por consitencia. Ademas, el lector puede verificar que el determinante de X
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es el intervalo espacio-temporal:
det X = z,2". (A.89)

El mapa inverso de (A.87) se encuentra utilizando la ecuacion (A.84) y resulta ser:
pt i H(2,C) — My |2 = p H(X) = %Tr[X&“]. (A.90)
Se llama representacion adjunta de SL(2,C) ala accién de SL(2,C) en H(2, C), es decir [3]:
ad : SL(2,C) — Aut(H(2,C)) talque adM = MXM?, (A91)

donde M, MT € SL(2,C) y Aut(H(2,C)) es el espacio de automorfismos de H(2, C) el cual
es isomorfo a GL(H(2, C)). En efecto,

(adM (z))! = (MX M) = adM (x) € H(2,C).

El mapeo de la ecuacion (A.91) solo significa que bajo SL(2,C), X € H(2,C) transforma
como
X =MPXpp(MYHE,, (A.92)

de manera que que

z),a" = det X' = det X = x 2. (A.93)

Por tanto, la representacion adjunta del grupo SL(2, C) deja invariante el determinante x,x".

Mas aun,
/ 1 /= 1 = 1 vast=
't = §T7“[X ot = §T7’[MXM ot = §TT[MQ7VU M'a"]
1

- §TT[6”MJVMT £ (A.94)

Puesto que z* = A" z¥, se concluye el homomorfismo
1
A:SL(2,C) — LT | A" (M) = §Tr[6“Ma,,MT]. (A.95)

Ahora se procede a determinar la relacion inversa, para lo cual se reescribe la ecuacion A.92
como
X' =ao" =N/z,0' = MXM' = Mz,0"M", (A.96)

de manera que se tiene la importante propiedad

Mo, M'" = Atq,. (A.97)
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Esta relacion expresa que, bajo SL(2,C), las matrices de o* transforman como 4-vectores. A
partir del hecho de que

1

TriMT] = (M) = 05(M)5; = 2(@) " (0)os(MN)
1
= ZUHMT5—M7
de la ecuacion A.97 se puede ver que
Ao ,6" = Mo, M'c" = M(4Tr[MT]). (A.98)
Entonces )
M(A) = —————A"0,0" A.99
W) = Moo (A.99)
Tomando el determinante en A.98 se puede deducir que
ATr[MT) = £[det(A" 0,5")]"/2, (A.100)

Por tanto, la forma explicita de la relacion inversa es

_ 4 Ao,0”
- T {det [AL 0,67}

M(A) (A.101)
Esto muestra que para un A € L1 existen dos matrices asociadas, M y —M. Por tanto, hay
dos representaciones del grupo restringido de Lorentz las cuales se llamas representaciones

espinoriales. Matematicamente se escribe el isomorfismo:
L = SL(2,C)/Z,, (A.102)

y se dice que SL(2, C) es el grupo de recubrimiento universal de Ll.
Por ultimo, queda senalar que los generadores de las representaciones (1/2,0) y (0,1/2) de

SL(2,C) se pueden expresar respectivamente como

(018 = [(11a10)* = 0)0405)*]. (A103)
@)% = 1 @) 40" a5 = 040" 0] (A.104)
(oM =&, (A.105)

No es dificil probar que, debido al dlgebra de Clifford A.85, las matrices o* y 6** satisfacen el
algebra de Lorentz A.31. Una forma util de o se obtiene como sigue: del dlgebra de Clifford
facilmente se ve que

—a"5" + o¥a" = 2" — "),
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pero por definicién, " = }1{0“6” — o¥g"} = —o¥", de manera que la anterior expresion es
igual a
—dio" = =2(—n" + ota").

Haciendo explicitos los indices y reorganizando se tiene la relacion util:
2(0") 2 = i[=0,"n" + (a%6") /7). (A.106)

Ahora se calculan un par de expresiones que involucran o*” y que serdn de mucha ayuda en el
célculo de supercampos escalares invariantes de guage. Se utiliza el hecho de que matricialmen-

te € y € son iguales para escribir (segtin la ecuacién A.82) que 6+ = eo*Te! y, en consecuencia:

(o' e = eaT 226(0'“5'1/ —o'e")! = %E(@'VTU“T — o)

: i
:Z_ldwyeTUuT —co'elo"") = Z(UVEU“T —o'ea”™) e
=1
i
=4(0"0" —0"a")e" = e, (A.107)

Con esta ecuacion A.107 no es dificil mostrar que
Pt = —xa" ¢, (A.108)

lo que implica que fc**0 = 0. Por dltimo, se anotan sin demostracién un par (y medio ) de

propiedades utiles de traza que involucran estos generadores o*” y " [2]:

1 1
Trfo o] = SO =0t e,
Tr[ﬁp,ua_pa] — §<77,up771/o _ nuanup) _ %e;wpo7 (A109)
Trl:o':u'a'yo'aa'ﬁ] — 2(77/“/770‘5 + 771/0477“6 — n,u'anuﬁ — Z’e/’”’aﬁ)

A.4.4. Calculos Con Espinores

En esta seccion se desarrolla una serie de calculos que serdn utilizados con frecuencia. El pri-

mero de estos calculos establece que

_ _F _ 3¢ A82  _ _u,c .
60X = 010! X = —xee' P o0 = —X0" e = —xate. (A110)

Para lo que sigue se postula que las componentes de espinores de Weyl son variables de Grass-

mann (estudiado en la seccién 5.4), es decir, que las componentes de ) y v satisfacen las
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siguientes relaciones de anticonmutacion:

{wAvl/}B} = {¢Aa¢3} = {¢A>¢B} = Oa
{4, 07} = {4, 05} = {1, 9"} =0, (A.111)
{a, P} = {va,vp} = {v*, 0"} = 0.

Teniendo esto en cuenta, se pueden realizar los siguientes cdlculos:

P = s = e BYpis = €2hothy + 2 P1ihy = —2¢19y, (A.112)
Pp = Pt = € 0PN = —P01 4 P = 2010 = —20h; = 204hs. (AL113)

Por otra parte, un desarrollo para la expresion e 4pe”“ puede intuirse contrayendo cada par de
indices; por ejemplo, si contrae By D el resultado debera ser 6 {'; si contrae Ay C' el resultado
debera ser proporcional a 57 y asi sucesivamente. No es dificil verificar que las siguientes

expresiones son consistentes con este razonamiento y son, de hecho, correctas [3]:

D D _ 5D
eapeP? = 0908 — 6855,

- D L2 A.114
cape”’ = 0507 — 0705, A
Con esto es facil probar que
6468 = —%EAB(QQ), (A.115)
(9,493— %EAB(HQ), .
049" = 1A (), (A116)

Otro resultado 1til son las férmulas de reordenamiento de Fierz:
(00)(00) = (60)(00)) = ¢* 040"V = " " Oabctp
1 1
ALl 5(00)¢>AGBCEAC@/JB = —5(99)¢A¢35fg

_ _%(eg)@p. (A.117)
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(G0)x4 = 6%0nx i = $PenctCeipx® = —ecpd®yCe ipx”

= ecp o eipx” = 656 ecpeppt o X

A6 1 N :

= 5(0“)AA(%)ECGCB€ED¢A¢BXD

A.82 1 .. .

= 5(0" ) aac e (0,) precneppt* o X
1

2
= (60" (Wi

De manera similar se muestra que

Se anotan también los siguientes calculos

(6048)(05°0) = 6* (") 150°6 (0" ) 6"
= —GA(U“)ABQCQ_B(UV)CDQ_D
= —(0")ap(0") 0" 0°0°8"
A115A.116 1(U”)AB@V)CDGACEBD(99)(0_0_)

4

1 n —1\BA Y}
= 7(0")45(%)77(60)(69)

De aqui que

. _ 1 _
(0#) 4B (00 8) = 517" 0.(00).

= ~(0") 44(0,) pr 0o "X = §¢B(UM)BDXD¢A(U“)AA

(A.118)

(A.119)

(A.120)

(A.121)

Finalmente se define el adjunto hermitiano de un espinor de Weyl 6, 0" mediante las componen-

tes
QTA = éA s 0 = A,

Con esto es fécil ver que
(¢o"x)" = (0" (@)(#)" = xo",
(09)" = (¢0)" = 076 = 05

Esto es asi porque las matrices o son hermiticas, es decir que 0" f= gt

AA AA

(A.122)

(A.123)
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A.S. Espinores de Dirac

Se define el espacio de reprentaciones complejas cuadri-dimensionales de los espinores de Di-

rac, I/, como la suma directa de los espacios de representaciones complejas F'y F™,

E=Fa&F" (A.124)

Si ¢ € F 'y € F*, entonces
U, = o1 E, a=1,234 (A.125)

wA
Si Aut(E) es el grupo automorfismo de F, se define la representacion de SL(2, C) en el espacio
E como
ME 0
M € SL(2,C) —» Su(M) = ) € Au(E). (A.126)
0 (M1)4

Por tanto, esta representacién de SL(2, C) actiia sobre un espinor de Dirac como

/ Mo
U= 1. (A.127)
M*—l 1/]
Los indices de una matriz 4 x 4 que acttia sobre espinores de Dirac deberd tener indices
Af Byg
Ly = (CAB DA (A.128)
B’

porque solamente asi se garantiza que

AB B, B cF
Log,— [ Aa%stBapt €y g (A.129)
CAB¢B —FD‘%I/}B c F*

Esta representacion es irreductible bajo paridad, como puede ser mostrado.

Representacion Quiral

La representacion Quiral, también llamada base de Weyl, hace referencia la representacion de

T = (O U“) , (A.130)

las matrices v

a* 0
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que permiten obtener una relacion directa entre espinores de dos y cuatro componentes. Como

en cualquier representacion, las matrices ~y satisfacen el dlgebra de Clifford

{447} = 20" 1yxa. (A.131)

Se define una matriz v adicional como

v* =iy R (A.132)

En la representacion Quiral toma la forma explicitca

-1 0
5 4x4
= ) (A.133
Tw ( 0 14X4> )
y satisface, en general
(7%/)2 = Lyx4, (A.134)
{vv: 7"} =0. (A.135)

Ademads, las matrices ~y tiene las siguientes propiedades

A0 =10, (A.136)
YT =4, (A.137)
V=1 i=1,23. (A.138)

Estas propiedades, junto con el dlgebra de Clifford permiten mostrar
Yo = 4. (A.139)
Este resultado es vélido e cualquier representacion.

Representacion de Dirac

La representacion de Dirac, también llamada base candnica, hace referencia a la representacion

de las matrices vy

14 4 0 . 0 O'i 0 14><4

0 X ) 5

- , - , = . A.140
P ( 0 _14><4> v (51 0) v (14><4 0 ) ( :

Teorema A.4. La representacion de Weyl de las matrices ~yy y la representacion de Dirac ~yp
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estdn conectadas por la relacion de semejanza

Yw = Xvp X', donde X = R .
7 V2

=0
—0 —14xa

A.6. Conjugacion de la carga

La ecuacion de Dirac admite soluciones de particulas y antiparticulas, las cuales se diferen-
cian por la carga. La ecuacién de Dirac debe, por tanto, tener una simetria entre particulas y

antiparticulas. El espinor de Dirac ¥ obedece la ecuacién de Dirac
(v (i0,, — eA,) — m]¥ = 0. (A.141)
Tomando el adjunto hermitiano de esta ecuaciéon

Uiy(iG, — eA,) —m]f =0 (=8, — eA,) —m]
=Ty [y (D, — ed,) — ]y
=0, (A.142)

de manera que, al definir el espinor adjunto de Dirac ¥ como

AERVIEES (A.143)

la ecuacion A.142 implica que

<_
V(=i 0, —eAy) —m] = 0. (A.144)
Tomando la transpuesta de esta ecuacion resulta
[—(4")" (10, + eA,) —m]¥" = 0. (A.145)

Se de define la matriz de conjugacién de Carga C' como una matriz compleja invertible 4 x 4
tal que
C(y")TO™t = =, (A.146)

Si esta matriz existe, entonces la ecuacion A.145 se puede escribir como

[v(i0, + eA,) —m]¥° =0, donde V°=CU”. (A.147)
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Esta es la ecuacion de una particula de carga opuesta a V. En la representacién de Dirac, la

matriz de conjugacién de carga C' toma la forma

0 —o?
Cp =iv3y% =1 .
D YDVD (UQ 0 >

En la representacion de Weyl, la matriz de conjugacion de la carga es

Esta matriz es antisimétrica, pues
OT — Z-,.)/OT 2T _ _woﬂyz = _(C.

Ademas, satisface que

C? — Z-,yz,yo(mz,yo) = 20020 =,

A.7. Espinores de Majorana

Un espinor de Dirac en la representacion de Weyl se escribe como

U = (gi) eFa

(A.148)

(A.149)

(A.150)

(A.151)

(A.152)

Para que los calculos con indices tengan sentido, las filas deben tener la estructura indicial

ot = (¢A QZA> ;

de manera que el espinor adjunto de Dirac se escribe como

U= Uiy = (¢A* Jix) <<003AB (003AB>

= (530" 9 (0%)a5)
(

Por tanto, se calcula U7 como

(A.153)

(A.154)

(A.155)
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La matriz de conjugacién de carga C'yy se puede escribir como

- 2=0\ B
Cor - ((w ¥ 0@)/;) | (A.156)

0 (ic20

de manera que el espinor de carga conjugada V¢ se expresa como

. 220\ B
v = 007 = (?020 >§ zfg . (A.157)
i%0?) 50
Pero
i02.7°F =(i0%5°) P = eaclic®a®)P =6 7, (A.158)
102400, =(ia%0°)A, = 1(i5%0°) ¢y = 04, (A.159)
donde se hizo uso de
(i0%6%)°F = B, (i6%0°) o5 = €cpp- (A.160)
entonces se concluye que
T (A.161)
¢A
Definicion A.11. Un espinor de Majorana W™ es un espinor de Dirac ¥ que satisface
vo =,
[ |
En la representacion de Weyl, un espinor de Majorana se escribe explicitamente como
Pa
U = <gz_5 e (A.162)

Este es, por tanto, un espinor de dos componentes independientes, equivalente a un espinor de

dos componentes de Weyl o un espinor de Dirac real.
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