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RESUMEN

En este trabajo se pretende formular un modelo matematico tridimensional deducido a
partir del modelo de competencia bidimensional de Lotka-Volterra. Ademads de eso, se
realizard el correspondiente andlisis cualitativo del sistema. Es decir, se encontrard los
puntos de equilibrio, se linealizara el sistema por medio del jacobiano y se analizard su
estabilidad local.

Palabras claves: Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, modelo matemaético

tridimensional, andlisis de estabilidad local.



ABSTRACT

This paper aims to develop a three-dimensional mathematical model derived from the
model of dimensional Lotka-Volterra competition. Moreover, the system corresponding
qualitative analysis is performed. That is, the equilibrium points are found, the system is

linearized by means of the Jacobian and its local stability is analyzed.

Keywords: Systems of nonlinear differential equations,three-dimensional mathematical

model,local stability analysis.
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INTRODUCCION

Una de las caracteristicas més notables de la vida en nuestro planeta es la gran diversidad
de aspectos y habitos que tienen los organismos que la componen. Sin embargo, es dificil
observar que esta manifestacién de diversidad no se da de una forma arbitraria. Los orga-
nismos viven en comunidades, formando intrincadas relaciones de interaccion, donde cada
especie depende directa o indirectamente de la presencia de las otras. Una de las tareas
de la Ecologia es el desarrollo de una teoria de la organizacién de las comunidades que

permita entender las causas de la diversidad y los mecanismos de interaccién [3].

La competencia ocurre cuando algunos organismos sufren una reduccién en su fecundidad,
supervivencia o crecimiento como resultado de la explotacién de los recursos o de la in-
terferencia por parte de otros organismos a lo cual matematicamente se denomina Modelo
de Competencia, el cual fue planteado por Alfred Lotka y Vito Volterra, pioneros de la

biomatematica.

Con este trabajo se afianzaran los conceptos de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y
Sistemas Dindmicos aprendidos a lo largo de la carrera de licenciatura en matemaéticas.
Ademss, cabe resaltar que este es un trabajo de cardcter monografico en el cual se espera
obtener resultados originales sobre un modelo matematico tridimensional deducido a partir

del modelo de competencia bidimensional de Lotka-Volterra.

Se consideran tres especies que presentan un crecimiento logistico y ademas el contacto

entre ellas influye en el decrecimiento poblacional de cada una de ellas.

La formulacién de este modelo se basa en el modelo de Volterra quien incorporé la com-
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petencia inter-especifica aniadiendo un nuevo término a la siguiente ecuacién

dP; P,
— =rP(1-— 1
a ! < k:1> ’ e
quedando asi
dP; Py a1 Py
— =rP[1-— - 2
dt i ( kl kl ) ; ( )

donde P; es el numero de individuos de la segunda especie y aq es el coeficiente de compe-
ticién; es decir, el efecto de la segunda especie sobre el grado de crecimiento exponencial

de la primera especie.

El coeficiente a1 puede ser considerado como el grado hasta el cual individuos de la segunda

especie utilizan los recursos de individuos de la primera especie.

Debido a que cada una de las dos especies competidoras ejerce un efecto en la otra, la
descripcién de su relacion mutua requiere dos ecuaciones, una para la primera especie y

otra para la segunda especie:

dP; Py ay Py
P (121
a < ko k > )
dPy Py axPy
2 (122
a2 ( ke ke ) ’

el cual es un sistema no lineal que se puede expresar como:

dPl_Q

— = P, — P —a P 4
7 " 1 (k1 1 — a1Ps) (4)

dPQ_Q

— = =Py (ko — P, —asP
i k22(2 y —agP1),

del sistema (4) se puede observar que:

a) En ausencia de la primera especie (P, = 0) se obtiene:
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dPQ 9
— = =Py (ks — P). 5

prlal e (k2 — P2) (5)
Es decir, la poblacién de la segunda especie crece de forma logistica y tiende a la poblacién
de estado estable ko [8].

b) En ausencia de la segunda especie (P, = 0) se obtiene:

dP1 ™
— =P (ki —P). 6

praia e (k1 — P1) (6)
Es decir, la poblacién de la primera especie crece de forma logistica y tiende a la poblacién
de estado estable k.

Siendo a1, ao,r1,72, k1 y ko constantes positivas.

En este trabajo se pretende estudiar algunas propiedades sobre la dindmica de un modelo
matematico tridimensional obtenido a partir del modelo de competencia bidimensional de
Lotka-Volterra. Ademds de eso, se estudiara las ceroclinas y con ello se realizard el corres-
pondiente andlisis cualitativo del sistema. Es decir, se encontrara los puntos de equilibrio,
se linealizard el sistema por medio del jacobiano y se analizard su estabilidad local. Sin em-
bargo, no se garantiza que este modelo matematico tridimensional tenga alguna aplicacién

bioldgica.
El desarrollo del trabajo consta de cinco capitulos:

En el capitulo 1, se presentan las definiciones y resultados de la teoria cualitativa de las

ecuaciones diferenciales necesarias para el desarrollo de los objetivos especificos.

En el capitulo 2, es donde a partir del modelo bidimensional de Lotka-Volterra y por medio

de algunas sustituciones se formulard el sistema que se va a trabajar.

En el capitulo 3, se encuentra por medio de procedimientos analiticos los puntos de equi-
librio asi como también se categoriza cada uno de ellos como punto origen, punto axial,

punto planar, punto interior(infinitos).

En el capitulo 4, se realiza el andlisis respectivo de nuestro modelo.
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En el capitulo 5, se encuentra las ceroclinas correspondientes al modelo.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

La teoria que se presenta a continuacion tiene como proposito facilitar la lectura y la
comprension de este proyecto. Dicha teoria ha sido tomada del libro ” Differential Equations
and Dynamical Systems” [6], asi como también del libro [4]; el cual nos ha facilitado algunos
teoremas y definiciones de gran importancia para continuar con el desarrollo de nuestro

proyecto.

1.1. Nociones Basicas

En el desarrollo de este trabajo se consideran ecuaciones diferenciales de la forma:

i= f(a), (L1)

donde f es un campo vectorial de clase C! en U, es decir, f es una funcién continua con
primeras derivadas parciales continuas en un abierto U de R™. Una ecuacién diferencial de
esta clase se llama auténoma ya que la funcién f no depende explicitamente de la variable

independiente t.

Una solucién de la ecuacién (1.1) sobre un intervalo I C R es una funcién z(t)
z: 1 —R"Y
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continuamente diferenciable que satisface la ecuacién (1.1).

Teorema 1.1.1. Existencia y unicidad. Sea U un subconjunto abierto de R™, xg un
punto en Uy f una aplicacion de clase C' en U, entonces existe un a > 0 tal que el

problema de valor inicial

i = f() (1.2)

z(0) = zo,
tiene una unica solucion x(t) sobre el intervalo [—a,a).

Definicién 1.1.2. Sea U un subconjunto abierto de R” y f una aplicacién de clase C! en
U. Para zg en U denotamos ¢(t,x¢) la solucién del problema de valor inicial (1.2) definida

sobre un intervalo maximal de existencia I. para t en I, el conjunto de aplicaciones
¢or:U—=U

definida como
Pr(wo) = o(t, o)
se llama el Flujo de la ecuacién diferencial (1.1).

Definiciéon 1.1.3. La funcién f : R® — R" es diferenciable en xyp € R" si existe una

transformacion lineal D f(xo) € L(R™) que satisface

I |f(zo +h) — f(z0) = Df(x0)h|

= 0.
|h|—0 |h|

La transformacion lineal D f(x) es llamada la derivada de f en xo.

Teorema 1.1.4. Si f : R® — R" es diferenciable en xg, entonces las derivadas parciales

gg’l,i,j =1,...,n, existen todas en xg y para todo x € R",
J

"0
Df(zo)z =) 675(%)%‘-
g=1""
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Por lo tanto, st f es una funcion diferenciable, la derivada Df viene dada por la matriz

jacobiana n X n

Df = [é’fi].

8212]'

Teorema 1.1.5 (Hartman-Grobman). (véase [1]).
Sea f de clase C' y xo un punto critico hiperbélico del sistema plano @ = f(x).Entonces hay

una vecindad de xo en la cual & = f(x) es topoldgicamente equivalente a su linealizacion
&= Df(x)z.

Definicién 1.1.6 (Ceroclinas). (véase [2]).
En lugar de trazar arbitrariamente valores tabulados, debemos preparar el camino para
darnos cuenta de lo que pasa en el lugar geométrico de puntos para cudl de las dos funciones,

ya sea fi(z,y) o fa(x,y) se vuelven cero, observemos que

1. Si fi(x,y) = 0, entonces ‘fl—f = 0, por lo que x no cambia. Esto significa que el vector

de direccién debe ser paralelo al eje y, ya que su componente Az es cero.

2. Si fo(z,y) = 0, entonces % = 0, por lo que y no cambia. Esto significa que el vector

de direccién debe ser paralelo al eje x, ya que su componente Ay es cero.

El lugar geométrico de puntos que satisfacen una de estas dos condiciones se denomina
ceroclina. La x ceroclina es el conjunto de puntos que satisfacen la condicién 1; Del mismo
modo, la y ceroclina es el conjunto de puntos que satisfacen la condicién 2. Debido a que
las flechas son paralelas al eje Y y al eje X respectivamente en estos lugares geométricos,

resultan tiles para dibujar como un primer paso.

Los puntos de interseccion de las ceroclinas satisfacen tanto £ = 0 e y = 0 y por lo tanto
representan estados estacionarios o de equilibrio. Para identificar estos y determinar las
direcciones de flujo, son ttiles una serie de pautas. Reglas para determinar los Estados

estacionarios y vectores de direccién en las ceroclinas:

1. Los estados de equilibrio se encuentran en las intersecciones de una ceroclina x con

una ceroclina y.
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2. En los Estados de equilibrio no hay cambios en los valores de x o y; es decir,los

vectores tienen longitud cero.

3. Los vectores de direccion deben variar continuamente de un punto a otro en las
ceroclinas. Asi, un cambio en la orientacién (por ejemplo, de que senala de arriba

hacia abajo) puede tener lugar solamente en estados estacionarios.

1.2. Linealizacion

Un sistema no lineal es un sistema de la forma (1,1).Una buena manera para empezar el
andlisis del sistema no lineal (1.1) es determinar sus puntos de equilibrio y luego describir

el comportamiento cerca a sus puntos de equilibrio.

El comportamiento local del sistema no lineal (1.1) alrededor del punto de equilibrio
estd determinado por el comportamiento del sistema lineal & = Az, con la matriz A =
D f(xo) cerca al origen. La funcién lineal Az = D f(zp)x es llamada la parte lineal de f en

Zo.

Definiciéon 1.2.1. Un punto xg € R" es llamado un punto de equilibrio o punto critico
de (1.1) si f(z¢) = 0. Un punto de equilibrio zy es un Punto de Equilibrio Hiperbdlico de

(1.1) si ninguno de los valores propios de la matriz D f(x() tiene parte real igual a cero.

Definicién 1.2.2. Sea xp un punto de equilibrio del sistema no lineal (1.1), entonces xg
es un punto de equilibrio no hiperbdlico si algin valor propio de D f(x() tiene parte real

cero.

Definicién 1.2.3. Sea z¢ un punto de equilibrio hiperbdlico del sistema no lineal (1.1),
entonces:
» 1 es un Sumidero si todos los valores propios de D f(x() tienen parte real negativa.
» 1) es una Fuente si todos los valores propios de D f(xg) tienen parte real positiva.

» 10 es una Silla si D f(z() tiene al menos un valor propio con parte real positiva y al

menos un valor propio con parte real negativa.

18



Teorema 1.2.4. Sea xy un punto de equilibrio hiperbdlico del sistema no lineal (1.1):

1. 87 xg es un sumidero entonces xqy es asintoticamente estable.

2. Sixo es una fuente o una silla entonces xg es inestable.

1.3. Modelo de Competencia Bidimensional de Lotka-Volterra

1 =x1(b1 — a1z — a1222)

&g = x2(by — ag1x1 — agw2)

El modelo de competencia de Lotka-Volterra 2x2 es un sistema no lineal de la forma

& = f(x), donde
P
=\ 4

o) = ( x1(b1 — a1121 — a1222) )

x2(by — ag1z1 — axx?)

si f(xg) = 0 donde zg € R™. En este caso, 2o € R?. Donde zy es un punto de equilibrio
o punto critico. Por lo tanto los puntos de equilibrio de este sistema se pueden encontrar

solucionando la igualdad f(x) = 0, es decir:
z1(b1 — anx — apprz) =0

z2(by — a1z — agws) =0

de donde se obtienen los siguientes casos:
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Caso 1

Si 21 = 0,29 = 0, se tiene como punto de equilibrio el punto (0,0) el cual se obtiene de

manera inmediata.

Caso 2

Siz; = 0,29 # 0, la igualdad f(x) = 0 se convierte en xo(by — agexs) = 0, de donde x9 = 0
0 by — agexy = 0, pero como xo # 0, entonces solo se toma en cuenta by — agexo = 0, es

decir x9 = C% y por lo tanto se obtiene como punto de equilibrio (0,%).

Caso 3

Six1 # 0,29 = 0, la igualdad f(x) = 0 se convierte en x1(by —aj121) = 0, de donde z; = 0
0 by —aj1xy = 0, pero como x1 # 0, entonces solo se toma en cuenta by — aj1x1 = 0, es

decir x1 = C% y por lo tanto se obtiene como punto de equilibrio ( :—111,0).

Caso 4

Sixy # 0,29 # 0, la igualdad f(z) = 0 se convierte en
a11x1 + a12r2 = by

az171 + agewy = bo
el cual es un sistema de ecuaciones lineales 2x2 y cuya solucion es

a12ba — az2by

r1 =
ai2a21 — 11022

a21b1 — a11bg

Tro =
ai2a21 — a110a22

20



por lo tanto se obtiene como punto de equilibrio:

a12by — ageby  azby —aiby

)
12021 — @11G22 A12021 — A110A22

21



Capitulo 2

FORMULACION DEL MODELO

En este capitulo se parte del sistema Lotka-Volterra 2x2 y por medio de sustituciones
adecuadas se lo transforma en el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que se va

a trabajar. El procedimiento es el siguiente:

para el sistema:

dP, _ _ P _aPp
a = b (1 kL R )

dPs P aP
a = 2P ( = ko )

Utilizando las sustituciones

cuyas derivadas

22



y con un poco de operaciones tenemos

T1=rx1(1—=x —ale&
1 =T171 1 kr Foo

=TT 1-— Tr1 — i)
k1

B o arks
=TT —riry{ — k—rlxlxg
1

arkori
= r1$1(1 — 1'1) — T1x9
k1

Ahora, haciendo

L= Q1
y

akary
= 0'1

k1

se obtiene

il = 041.%1(1 — 1‘1) — 01X1T2

de la misma manera,
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y con un poco de operaciones se tiene

. agky Py
T9 = ToX9 1—132— -—
ko k1
azky
=roxg (1 — 29 — T
ks
. 2 a2k1
= roXg — oy — ——ToT1 T2
ko
agkiry
= rowe(l — x9) — PRt

Ahora, haciendo

T9 = Q9
y
a2k17’2
g 0‘2
ko
se obtiene

i,‘g = 0421132(1 — :L'Q) — 0219
de lo anterior se tiene el sistema

1 =a1z1(1 — 1) — 017122

T9 = aaxa(l — z2) — oow122

el cual es el sistema de la forma

2
i = ajz;(1— ;) —oj [[ 25, donde j=1,2.
j=1

Pero lo que interesa en este trabajo es analizar el modelo de la forma:

3

i = ojw;(1 - z;) —o; [ 2, donde j=1,2,3.

Jj=1

24

(2.1)

(2.2)



es decir, el siguiente sistemas:

.fl = 041.%'1(1 — .731) — 01212273
:tg = OéQ.’EQ(l — 562) — 02X1X92T3

.fg = 043.%3(1 — 333) — 03X1X2X3

25



Capitulo 3

DETERMINACION Y
CLASIFICACION DE LOS
PUNTOS DE EQUILIBRIO

En el sistema de la forma

1 = (a1 — oz — 012223)
to = x9(ag — aoxy — 092x1T3) (3.1)
3 = w33 — azxr3z — 03x122)

si para algin punto x € Ri, se tiene que

t; = a; — (Azx); — fi(x) =0 paratodo i€ {1,2,3} (3.2)

Dicho punto es un punto de equilibrio del sistema. Para que ocurra lo anterior el lado
derecho de las igualdades (3.1) debe ser cero lo que se traduce en las condiciones x; = 0 o
N;(xz) = 0 donde
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NZ(.%') = O — O;T; — fz(.%') =0 (3.3)

en general interesa referirse al conjunto de ceros de la funcién (3.3) por lo que se deno-

tara como

N; = {(wl,l‘g,l'gg) € R‘j’r | @i — am; — fi(x) = 0}

3.1. Clasificacién de los puntos de equilibrio

Para clasificar los puntos de equilibrio se han agrupado en cuatro categorias, las cuales
son: punto origen, puntos axiales, puntos planares y punto interior que se describirdn a

continuacion.

3.1.1. Punto origen

El punto origen se presenta cuando z; = 0 para toda i € {1,2, 3}. el cual se denotard como

punto O.

3.1.2. Puntos axiales

Los puntos axiales son aquellos en los cuales N;(x) = 0 sobre el eje coordenado x;, a este

punto se lo denotard como R; y su coordenada distinta de cero es 1.

3.1.3. Puntos planares
Los puntos planares,denotados como Q;j, estan determinados por las condiciones N;(z) =

0, Nj(z) = 0y z = 0, con 1,7,k distintos. Esto quiere decir que estos puntos son la

interseccién de los planos IN; y IN; sobre el plano coordenado X;X;.
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3.1.4. Punto interior

El punto interior, denotado como P, existird solamente cuando los tres planos N; con

i € {1,2,3} se intersecten en el interior de R3.

Los puntos de equilibrio para el sistema son:

Punto Origen

si z; = 0,29 = 0,23 = 0, se obtiene de manera inmediata el punto de equilibrio (0,0, 0).

Este punto se llama punto origen.

Punto Planar ()o3

si x1 = 0,29 # 0,23 # 0, se tiene

Ozgxg(l — 1’2) = 0
agwg(l - (L‘3) = 0
de donde
(1 — 1‘2) = 0
(1 - .Tg) =0

Luego, x2 = 1y x3 = 1 y por lo tanto se obtiene el punto de equilibrio (0,1, 1). Este punto

se llama punto planar Qo3.
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Punto Planar ()3

si 1 # 0,20 = 0,23 # 0, se tiene

04156‘1(1 - .’L’l) = 0
agzs(l—x3) = 0
de donde
(1 — 1'1) = 0
(1 - .Tg) =0

Luego, x1 = 1y x3 = 1 y por lo tanto se obtiene el punto de equilibrio (1,0, 1). Este punto

se llama punto planar (J13.

Punto Planar ()

six1 # 0,29 # 0,23 = 0, se tiene
Ozlibl(l — 171) =0
OZQZL'Q(l — 1’2) =0

de donde
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(1—1‘1) = 0
(1—%2) =0

Luego, x1 = 1y xo = 1y por lo tanto se obtiene el punto de equilibrio (1,1, 0). Este punto

se llama punto planar ()1s.

Punto Axial Rj

sixy = 0,20 = 0,23 # 0, se tiene

agzsz(l—x3) = 0

de donde

(I-23) = 0

Luego, x3 = 1 y por lo tanto se obtiene el punto de equilibrio (0,0, 1). Este punto se llama

punto axial Rs.

Punto Axial R,

si x1 = 0,29 # 0,23 = 0, se tiene

OéQ.iUQ(l—iL‘Q) =0
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de donde

(1—.%'2) = 0

Luego, 2 = 1 y por lo tanto se obtiene el punto de equilibrio (0,1,0). Este punto se llama

punto axial Rs.

Punto Axial R;

six1 # 0,20 = 0,23 = 0, se tiene

alzrl(l—asl) =0

de donde

(1—1‘1) = 0

Luego, 1 = 1 y por lo tanto se obtiene el punto de equilibrio (1,0,0). Este punto se llama

punto axial R;.

Punto Interior P

En esta seccion se va a hacer el analisis cualitativo de un sistema no lineal de tres ecuaciones
diferenciales. Se va a aplicar la Proposicién (3.1.1) para probar la estabilidad asintética de

un equilibrio no trivial. El sistema no lineal es:
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.fl = ozlxl(l — a:l) — 01X1X2T3
ig = afng(l - (L'Q) — 02X1X2X3 (34)

(i?g = 043333(1 — 1'3) — 03X1X2T3,

donde «; y o; para ¢ = 1,2,3 son constantes positivas. El conjunto de interés resume los

resultados de existencia del equilibrio de (3.4) es la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.1. El sistema (3.4) siempre tiene la solucion de equilibrio trivial Py =

032122

(0,0,0), y los equilibrios no triviales en R? cuyas coordenadas satisfacen x3 =1 — et

x1 e xo recorren el camino de la superficie cilindrica.
1\? 1\? Ry-1

@102

donde
Ry =

(3.6)

@201 '

Demostracion. Los estados de equilibrio del sistema (3.4) vienen dados por las soluciones

del sistema de ecuaciones algebraicas

0411111(1 — a;l) — 011X2x3 = 0
Oégxg(l — xg) — 09X1X2x3 = 0 (37)
043.%'3(1 — 333) — 03L1T2x3 = 0.

El examen del sistema (3.7) revela la existencia del equilibrio trivial, Py = (0,0,0). Ahora
se va a determinar la existencia de equilibrios no triviales. De la tercera ecuacién de (3.7)

se obtiene

zy =1 2242 (3.8)

as
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De las dos primeras ecuaciones de (3.7) se tiene

a1
—x1(l —xz1) = xi17973
01
o2
—x9(l —x2) = xT2T3,
02
igualando las ecuaciones anteriores se obtiene

a1 (63

f.ﬁL‘l(l — 1‘1) = fl'g(l — {L‘g).

o1 09
M a2y = X200 2
o —ad) = 2ag —ad)
(&5} a9
—(af —x1) = — (23 — 12),
o1 o9

completando cuadrados, se tiene:

haciendo

102

agoy’
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se tiene:

lo que implica

O

En resumen, podemos decir que la clasificacién de los puntos de equilibrio junto con sus

coordenadas quedaria de la siguiente manera:

Clasificacion Punto de equilibrio
Punto origen O (0,0,0
Punto planar Q2 (
Punto planar Qi3 (
Punto planar Q23 (0,1,1
(
(
(

Punto axial Ry
Punto axial Ry
Punto axial R3
Punto interior P (r1,22,23)

Cuadro 3.1: Clasificacion de puntos de equilibrio
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Capitulo 4

ANALISIS CUALITATIVO DEL
MODELO

Para realizar el andlisis correspondiente al sistema, primero se debe encontrar la matriz

jacobiana A = D f(x), donde

2
041371(1 — .%'1) — 01X1X2X3 Q1x1 — 1Ty — 01X1T2X3
— — 2
f(x) = | aoxo(l—x2) —oamizoxs | = | aoxe — axi — oox11223 (4.1)
2
Ctgl’g(l — .%'3) — 03X1X2X3 Q33 — 3X3 — 03X1T2T3
luego, se tiene
a1 — 2041.731 — 01X2X3 —01T1X3 —012X1%2
A= Df($) = —02X2X3 a9 — 20&21’2 — 09X1%3 —02X1T2
—03T2X3 —03T1X3 a3 — 2043:133 — 031X

(4.2)

y evaluando cada uno de los puntos de equilibrio en A = D f(xg), donde z( es un punto de

equilibrio, se tiene:
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4.1. Analisis para O

Para el punto (0,0, 0)

a1 0 0
A=Df(0,0,00=] 0 as 0
0 0 a3

Ahora, utilizando P(\) = det(A] — A) = 0 para hallar los valores propios se tiene:

A0 0 ap 0 0
det 0 A 0 |- 0 ar O =0
0 0 X 0 0 ag
A—oq 0 0
det 0 A— o 0 =0
0 0 A — Qg

()\ — 051)()\ - 042)()\ - a3) =0

de donde \; = a3, A2 = a9, A3 = a3 y como todos los valores propios tienen parte real

positiva, entonces el punto (0,0,0) es una fuente.

4.2. Analisis para (o3

Para el punto (0,1,1)

a1 — 01 0 0 a1 — 01 0 0
A= Df(O, 1, 1) = —092 a9 — 20[2 0 = —02 —Q 0
—03 0 a3 — 20[3 —03 0 —Q3
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Ahora, utilizando P(\) = det(A] — A) = 0 para hallar los valores propios se tiene:

A0 O a;—op 0 0
det 0O X 0 |— —09 —as 0 =0
0 0 A —03 0 —as
A—ay +o0q 0 0
det 09 A4 o 0 =0
o3 0 A+ as

AN—a1+o01) A+ az)(A+a3)=0

de donde A\ = a1 — 01, A2 = —a2, A\3 = —as.
Por lo tanto para puede suceder que:
» si a; = o1, entonces A\ = 0, es decir, habria un valor propio con parte real cero,
luego el punto (0,1,1) es un punto de equilibrio no hiperbélico.

= si @y < 01, entonces la parte real de A\; es negativa, es decir, todos los valores propios

van a tener parte real negativa, luego el punto (0,1, 1) es un sumidero.

= si a; > 01, entonces la parte real de \; es positiva y como A; y Ag tienen parte real
negativa, existe al menos un valor propio con parte real positiva y existe al menos

un valor propio con parte real negativa, luego el punto (0,1, 1) es una silla.

4.3. Analisis para ()3

Para el punto (1,0,1)
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a1 — 20&1 —01 0 —Q1 —01 0
A=Df(1,0,1) = 0 Qo — 09 0 = 0 ag—o02 0

0 —03 a3 — 20&3 0 —03 —Qs3

Ahora, utilizando P(X\) = det(A\] — A) = 0 para hallar los valores propios se tiene:

A0 O —Q —01 0
det 0 X 0 - 0 a9 — 09 0 =0
0 0 A 0 —03  —og
)\"‘Oél 01 0
det 0 A—agt+oz 0 =0
0 03 A+ a3
A+a)(A—az+02)(A+a3) =0
de donde A\ = —a1, Ao = as — 09, A3 = —as.

Por lo tanto para puede suceder que:
m si ag = o9, entonces Ay = 0, es decir, habria un valor propio con parte real cero,
luego el punto (1,0, 1) es un punto de equilibrio no hiperbdlico.

» si ag < 09, entonces la parte real de Ao es negativa, es decir, todos los valores propios

van a tener parte real negativa, luego el punto (1,0,1) es un sumidero.

= si ag > 09, entonces la parte real de A2 es positiva y como A; y A3 tienen parte real
negativa, existe al menos un valor propio con parte real positiva y existe al menos

un valor propio con parte real negativa, luego el punto (1,0, 1) es una silla.
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4.4. Analisis para Qo

Para el punto (1,1,0)

a; — 20, 0 —01 —aq 0 —01
A= Df(l, 1,0) = 0 a9 — 20[2 —02 = 0 —Q —02
0 0 a3 — 03 0 0 a3 — 03

Ahora, utilizando P(\) = det(A] — A) = 0 para hallar los valores propios se tiene:

A0 O —a1 0 —0o1
det 0O X 0 — 0 —aQn —09 =0
0 O A 0 0 a3 — 03
A4 0 o1
det 0 A+ as o9 =0
0 0 A—a3+ 03
A+ ar) A+ a)A—az+03) =0
de donde )\1 = —Qq, )\2 = —Q9, )\3 = Q3 — 03.

Por lo tanto para puede suceder que:
= si a3 = o3, entonces A3 = 0, es decir, habria un valor propio con parte real cero,
luego el punto (1,1,0) es un punto de equilibrio no hiperbdlico.

= si ag < 03, entonces la parte real de A3 es negativa, es decir, todos los valores propios

van a tener parte real negativa, luego el punto (1,1,0) es un sumidero.

= si ag > 03, entonces la parte real de A3 es positiva y como A; y A2 tienen parte real

negativa, existe al menos un valor propio con parte real positiva y existe al menos
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un valor propio con parte real negativa, luego el punto (1, 1,0) es una silla.

4.5. Analisis para B3

Para el punto (0,0,1)

(03] 0 0 (03] 0 0
A=Df0,0,1)=] 0 as 0 =1 0 az O
0 0 a3—2as 0 0 —a3

Ahora, utilizando det(P(\) = AI — A) = 0 para hallar los valores propios se tiene:

A0 O a; O 0
det 0O X 0 | — 0 as O =0
0 0 A 0 0 —a3
)\—Oél 0 0
det 0 A — a9 0 =0
0 0 A+ a3
A—a))A—a2)(A+a3) =0
de donde A\; = a1, Ao = a2, A3 = —asg.

Como en este caso existe al menos un valor propio con parte real positiva y existe al menos

un valor propio con parte real negativa, entonces el punto (0,0,1) es una silla.

4.6. Analisis para R,

Para el punto (0,1,0)

40



o1 0 0 a0 0
A=Df(0,1,0) = 0 as—2a9 O = 0 —as O
0 0 as 0 0 o3

Ahora, utilizando P(X\) = det(A] — A) = 0 para hallar los valores propios se tiene:

A 0O a0 0
det 0O X 0 | — 0 —as O =0
0 0 A 0 0 a3
A—aq 0 0
det 0 A+ ag 0 =0
0 0 A—ag
()\ — Ozl)()\ + 042)()\ — a3) =0
de donde A\; = a1, Ao = —a, A3 = ag.

Como en este caso existe al menos un valor propio con parte real positiva y existe al menos

un valor propio con parte real negativa, entonces el punto (0, 1,0) es una silla.

4.7. Analisis para R,

Para el punto (1,0,0)

a1 — 2a1 0 0 —Q 0 0
A= Df(1,0,0) = 0 as 0 | = 0 a O
0 0 a3 0 0 a3

Ahora, utilizando P(X\) = det(A\] — A) = 0 para hallar los valores propios se tiene:
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A0 0 -1 0 O
det 0 A 0 |- 0 a O =0
0 0 A 0 0 a3
A4 o 0 0
det 0 A—ay 0 =0
0 0 A—ag
(A + Oél)()\ — 042)()\ — Ozg) =0
de donde )\1 = —Qq, )\2 = (9, /\3 = (3.

Como en este caso existe al menos un valor propio con parte real positiva y existe al menos

un valor propio con parte real negativa, entonces el punto (1,0,0) es una silla.

4.8. Analisis para P

Realizar el analisis cualitativo para este caso no esté al alcance de este trabajo, puesto que

no se habla de un solo punto, sino mas bien de un conjunto infinito de puntos de la forma

(1, x9,x3) cuyas coordenadas son distintas de cero, las cuales satisfacen z3 = 1 — %;3”2 y

1\? 1\? Ry—-1
Ro(e1-3) = (m-3) ="
con
Ry = 2192
201
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En resumen, podemos decir que el analisis de los puntos de equilibrio quedaria de la

siguiente manera:

Analisis

valores propios

tipo de equilibrio

Punto origen O

A =1, =, A3 = a3

fuente

Punto planar Q2

tres posibilidades

Punto planar Q3

tres posibilidades

Punto planar Qo3

tres posibilidades

Punto axial Ry

silla

Punto axial Ry

silla

Punto axial R3

Al = —ai, 2 = —Q2,A\3 = a3 — 03
Al = —Qi, 2 = g — 02,A\3 = —a3
Al =1 — 01, = —Q2,\3 = —a3
Al = —a1, 2 = az, A3 = a3
Al =1, A = —a,\3 = a3
Al =1, = az,\3 = —a3
(21,22, 73)

silla

Punto interior P

por determinar

Cuadro 4.1: Analisis cualitativo de puntos de equilibrio
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Capitulo 5

CEROCLINAS DEL MODELO

Para determinar las ceroclinas de un modelo tridimensional se debe considerar los conjuntos
que estan constituidos por puntos en donde el campo vectorial tiene al menos una direccién

nula, es decir para aquellos puntos en los que &; = 0 para algun i € {1, 2, 3}. Para el sistema:

Zfil = I (041 — 11 — 0'11'21‘3)
iig = IL‘Q(O&Q — QT — 021'11’3) (5.1)
3 = w3(a3z — azr3z — 037172)

se determinan sus ceroclinas de la siguiente manera:

5.1. Ceroclina z;

Para encontrar esta ceroclina, se hace #; = 0, es decir, ayzi(l — 1) — o1x12223 =
0 de donde x1(a; — a1 — o1x9x3) = 0, luego 1 = 0 0 a1 — aqpxy — orxexy = 0.
Por lo tanto la ceroclina x; esta conformada por el plano xex3 y el conjunto N7 =

{(1'1,562,%'3) S Ri_ ’ Q] — Q1T — 0122T3 = 0}.

Para oy = 0,2 y 01 = 0,7 la gréfica de ceroclinas quedaria de la siguiente manera:
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Figura 5.1: Ceroclina z1

5.2. Ceroclina z-

Para encontrar esta ceroclina, se hace @3 = 0, es decir, agwa(l — z2) — ooxixex3 =
0 de donde xa(ae — agzy — goxi23) = 0, luego o = 0 0 s — avxy — ooxyxy = 0.
Por lo tanto la ceroclina zs esta conformada por el plano zix3 y el conjunto Ng =

{(z1,32,23) € R} | ag — apwy — ogzq123 = 0},

Para ap = 0,5 y 09 = 0,3 la gréfica de ceroclinas quedaria de la siguiente manera:

45



Figura 5.2: Ceroclina o

5.3. Ceroclina 3

Para encontrar esta ceroclina, se hace &3 = 0, es decir, agzs(l — x3) — o3r1T223 =
0 de donde z3(az — asrs — ozx1x2) = 0, luego 3 = 0 0 a3 — azx3 — o3x1xy = 0.
Por lo tanto la ceroclina x3 esta conformada por el plano xizs y el conjunto N3 =

{(:L‘l,.%'g,.%'g) S Ri ’ a3 — (\3xr3 — 03L1Txo = 0}.

Para a3 = 0,9 y 03 = 0,2 la gréafica de ceroclinas quedaria de la siguiente manera:
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0.6

T

T

0.2

%1

Figura 5.3: Ceroclina z3

47



Para a1 = 0,2, ag = 0,5, a3 = 0,9, 01 = 0,7, 00 = 0,3, 03 = 0,2 la gréafica de ceroclinas de

las tres superficies juntas quedaria de la siguiente manera:

Figura 5.4: Ceroclinas juntas a
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Para a; =5, as = 2, a3 = 3, 01 = 6, 09 = 3, 03 = 2 la gréafica de ceroclinas de las tres

superficies juntas quedaria de la siguiente manera:

Figura 5.5: Ceroclinas juntas b
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Una superficie ceroclina divide al octante positivo R:jr en dos componentes una acotada
que contiene al origen y otra no acotada. Se dird que un punto esta ”por debajo’de la
ceroclina N; cuando este pertenezca a la componente acotada del conjunto Ri \ NV;. Saber
la posicién de un punto respecto a una ceroclina es de gran importancia en el anélisis que se
hara a continuacién, razén por la cual es importante caracterizar dicha posicién mediante

algin criterio algebraico.

Definiendo la funcién 7" : RS — R, T(z) = Az + f(z) — B donde

r1
x3
0172X3
flz)= 022123 |, (5.4)
03T1X9
aq
ag
Luego,
(651 0 0 1 01X2X3 o
Tx)=Az+ f(x)—B=| 0 ay 0 xo |+ | oomxs | — | as (5.6)

0 0 a3 T3 03T1X9 Qs

Para entender lo que hace esta transformacion, se la va a probar en algunos puntos de
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equilibrio.

Para R; se tiene:

T (R1)

Para Ry se tiene:

a1 0 0
0 (5] 0
0 0 Qs
a1 0
0 +1 0
0 0
a1 +0—oq
0—|—0— a9
0+0-— Qs
0
—Q2 )
—ag

o1

c1-0-0
0'2'1'0
o3-1-0

a1
a3

as



T(R2)

Para Rj3 se tiene:

T(R3)

0 ay O +
0 0 as 0
0 0 (65}
[e%) + 0 — le%)
0 0 (6%}
0 + 0— (65}
as +0— as
0+0-— Qs
—ay
0 ;
—as
ap 0 0
0 a2 O +
0 0 Qs
0 aq
+ 0 - a9
Qs 0 Qas
0 + 0— aq
0 + 0— (5]
as+0— aj
—aq
—Q2 ’
0
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c1-1-0 oq
09-0-0 | — | a9
03-0-1 a3
01-0-1 oq
o9-0-1 — e
o3-0-0 Qs



Para Q12 se tiene:

T(Q12)

Para (13 se tiene:

T(Q13)

a7 0 0
0 a9 0
0 0 a3
a7 0
(%) + 0
0 o3
a1 +0—ag
az+0—a
0+ 03— a3

0

0 ;
o3 — Q3
(65} 0 0
0 ay O
0 0 a3
(65} 0
0 + | o9
Qs 0
a;+0—a
0409 —as
as+0—aj

0
02 — Q3 )

0'1-1'0 (03]
+ g9 - (%)
o3-1-1 Qasg
aq
a2
ag
01'0-1 a1
+ 1 o9-1-1 - Qa9
03'1-0 as
aq
a2
a3



Para (o3 se tiene:

ap 0 O 0 op-1-1 o
T(Q23) = 0 [6%) 0 1 + g9 - 0-1 - a9
0 0 a3 1 03-0-1 o3
0 o1 Qaq
— Qa9 + 0 - (6%)]
o3 0 Qa3
O0+01—oq
= as +0— as
as+0—asg
o1 —aq
= 0 ,
0
Para O se tiene:
a; 0 O 0 o1-0-0 Qai
T(O) = 0 a2 O 0O |+] 02:0-0 | = | a2
0 0 a3 0 03'0'0 a3
0 0 a1
- 0 + 0 - (%)
0 0 a3
0 +0 — Q1
- O+O—a2
0+0— as
—aq
= —QQ )
—as
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El andlisis anterior permite ver que las imagenes de los puntos axiales R; bajo la trans-
formacién antes mencionada quedan ubicados entre los planos X; X}, es decir en la parte
acotada del conjunto Ri \ N;. Pero, los puntos planares @;; quedan ubicados sobre los ejes
coordenados y dependiendo de los signos de alfa y sigma estos pueden quedar ubicados en
la parte acotada del sistema o en la parte no acotada de este. Por ltimo, el punto origen

queda ubicado en la componente acotada del conjunto Ri \ ;.
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CONCLUSIONES Y
PREGUNTAS ABIERTAS

Luego de realizar un anélisis al modelo matemético tridimensional que se formulé a partir

del modelo de competencia bidimensional de Lotka-Volterra se concluye que:

= Se encontraron ocho puntos de equilibrio de los cuales uno es trivial y es un punto
origen puesto que sus coordenadas son ceros, ademas, seis de ellos son puntos de
equilibrio no triviales, donde tres de ellos son puntos planares ya que dos de sus
coordenadas son distintas de cero y la otra es cero. Los otros tres puntos son axiales

puesto que una de sus tres coordenadas es distinta de cero y las otras dos son ceros.

= Uno de los puntos no triviales resulté dificil de obtener por métodos elementales y

fue necesario expresarlo por medio de una ecuacién de una superficie cilindrica.

= Mediante la linealizacién del sistema se puede decir que tanto el punto origen como
los puntos axiales son puntos de equilibrio hiperbdlicos, puesto que sus valores propios
tienen parte real distinta de cero y los puntos planares pueden ser puntos de equilibrio
hiperbdlicos o puntos de equilibrio no hiperbdlicos dependiendo de los valores de los

parametros a y o.

» Finalmente se encontraron tres tipos de ceroclinas, cada una de ellas conformada por

la interseccion de uno de los planos coordenados y una superficie.

s El hecho de que este sistema tridimensional sea una deduccion del modelo de compe-

tencia bidimensional de Lotka-Volterra, no quiere decir que este nuevo sistema tenga
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una aplicacién bioldgica, es por eso que una de las preguntas abiertas es buscar si
jexiste alguna aplicacién biolégica para este nuevo sistema? y si existe ;que significan

los parametros «aq,a2,a3,01,09 v 037.

= Otra de las preguntas abiertas es realizar el anélisis de estabilidad local para los

infinitos puntos que se presentan en la ecuacién (3.5).
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