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1. Introduccion

¢ Qué es un sistema de lente gravitacional y por qué es o e
importante su estudio? '

Es una configuracion astrofisica/cosmolégica en la que
la luz de un objeto distante, es desviada por el campo
gravitacional de un objeto masivo (lente), dando lugar
a la formacion de maultiples imégenes para un
observador.

Son de alto interés investigativo dado que conectan
diferentes areas de la fisica.

Figura 1. lustracion del fenémeno de lente
gravitacional en funcion de la forma del
cuerpo  deflector. Imagen cortesia de
[ESA/Hubble, 2004].




2. Problema y objetivo principal

El proyecto pretende responder la siguiente pregunta:

¢, Cémo se caracterizan las imagenes de un sistema de lente gravitacional de acuerdo con
la topologia de los isocontornos de la superficie de tiempo de atraso, y cudl es el papel de
las lineas criticas en este fendmeno?

El objetivo general es:

Realizar un analisis de la formacidn de imagenes en diversos sistemas de lente
gravitacional, mediante una categorizacion basada en el estudio de los isocontornos de
la superficie de tiempo de atraso, vinculada a la distribucion de masa del objeto
deflector, a través del potencial gravitacional.




3. Fendmeno de lente gravitacional

® |Métrica perturbada

gap = Nap t haB €Y)

) 5

® Elemento de linea

O] O]
ds? = (1 + zc—g’> c2de? — (1 - zc—g'> (dx? + dy? + dz?) (2)

® Angulo de deflexion: masa puntual

(3)

Figura 2. Deflexion de un haz de luz
bajo la aproximacién de Born, donde el

angulo se mide por el cambio de
direccion respecto al plano transversal a
la trayectoria no perturbada.
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3. Fendmeno de lente gravitacional

® Densidad superficial

Fuente puntual
2() = [o(32)dz ® '
Plano de la fuente
® Angulo de deflexion: destruicion continua de masa puntual
- da
4G ¥l 'CM‘ avigh
S EGE ® ——

Plano de la lente

-
Obs

Figura 3. Representacion grafica del
diferencial del angulo de deflexidn,

considerando la proyeccion sobre el plano de la
lente de una distribucién continua de masa con

geometria arbitraria.




3. Fendbmeno de lente gravitacional e

® FEcuacion de la lente. ® Angulo de deflexion reducido. ® Potencial gravitacional.
- - S22 _)D - — -
f=06-a(6) (6) Q= aD—LS (7) a(6) =vv(6) (8)
oS

I ettt
o~

[ 4
e

- Figura 4. Configuracién en una dimension de un sistema lente gravitacional debido a una
12_0 masa puntual.




4. Superficie tiempo de atraso

® Superficie tiempo de atraso.

_(1+ZL)D0LD05 1 . >0
ot = (16 —pr - w 9)

Ve(6t) =10 (10)

La representacion de (7) corresponde a una superficie
parametrizada por la posicion de las imagenes, cuyo nombre es
superficie tiempo de atraso.

Figura 5. Representacion de la superficie tiempo de
atraso (NIS) con la proyeccion de sus lineas de contorno
sobre el plano de la lente.




4. Superficie tiempo de atraso

® Visualizacion de la superficie tiempo de atraso en una dimension.

=0 =4 =10
200 B 200 B 200 B
150 150 150+
1004 1004 100 -
50 50 50
— 0 — 0 — 01 — Gravitacional
[e») [+») [+») —— Geométrico
= = g —— Total
o =504 w =504 ] =501 ---' Posici6n de la fuente
—100 —100 —100
=150 - =150 - =150 -
Gravitacional Gravitacional
—200 —— Geométrico —200 —— Geométrico —200
—— Total —— Total
--- Posicién de la fuente ---' Posicién de la fuente
=250 + =250 - =250
=40 -30 =20 =10 0 10 20 30 40 -40 =30 =20 =10 0 10 20 30 40 -40 =30 =20 =10 o] 10 20 30 40
6 ) 6

Figura 6. Superficie de tiempo de atraso en 1D para una distribucion de masa esférica con nucleo, con la fuente variando s
unidades son arbitrarias.




5. Lineas criticas

® Magnificacion y Amplificacion:

(11)

Figura 7. Fendmeno de amplificacion y magnificacion sobre un elemento de una fuente. La
lineas azules caracterizan la imagen con paridad positiva, mientras que las rojas, inviert
orientacion de la fuente resultando en una imagen con paridad negativa.




5. Lineas criticas

® Convergencia.

2K = V3w (12)

K=-0.3 K=0 K=+0.3

Figura 8. Representacion del efecto de la convergencia para distintos valores de k, con lineas verdes que
indican el contorno de la imagen generada.




5. Lineas criticas

® Cizallamiento. y1=-02 y1=0 yi=+0.2

1/0%Y 9%y
=257 - 7a7) 1) @ Q ©

3 0%y 14
Y2 = 59,90, (14)
y2=-02 y2=0 Y2 =+02
yi=vi+vi (15)

@ & ©

Figura 9. llustracion del efecto de la cizalladura para distintos valores de y; y
y, donde las lineas verdes representan el contorno de la imagen deformada.




5. Lineas criticas

® Linea critica tangencial. ® Linea critica radial.
Ad=1-Kk—y (16) Ar=1-k+y

—— Linea critica tangencial
—— Linea critica radial

15

1.0

0.5

-0.5

-2.0 -15 -10 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 10. Lineas criticas y radiales en lentes con simetria eliptica. La figura de la derecha
senta una lente eliptica con un valor de f = 0.95 y un nucleo dentro de la elipse de radio
5" Las unidades son arbitrarias.

(17)



6. Clasificacion de maltiples imagenes

® Matriz jacobiana de la lente.

A = (6 ot > (18)
K 706,00,
_(1—=k-—vy 0
A= ( 0 1—k+ y) (19)
® Imagen Tipo I.
det(A) >0 (20)
tr(A) >0 21
® Imagen Tipo .
det(A) <0 (22)
® Imagen Tipo IlI.
det(A) > 0 (23)
tr(A) <0 (24)
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7. Analisis topologico
® Analisis topologico de un punto de silla.

10%T 10%T

T(f'}_;)z%-l-zaxfxlz-'_zax%x% (25)
(92T /9 x2)

=4 -2 26

& —J 02T/ x2) (26)

Figura 11. Representacién didactica de un punto de
silla, caracterizando las regiones alrededor del mismo

con los signos + y — de acuerdo a su comportamiento.




7. Analisis topologico

® Topologia para la formacién de tres imagenes.

A L e 0
- +
5] 0
_ +
L

Figura 12. llustracion de las geometrias tedricas de los isocontornos de la
superficie de tiempo de atraso que representan la formacion de tres imagenes en
un sistema de lente gravitacional. Las regiones han sido caracterizadas mediante
las siglas en inglés correspondientes a maximo (H), minimo (L) y punto de silla

(S).




7. Analisis topologico

® Topologia para formacion de cinco imagenes.

Figura 13. llustracién de la formacion de 5 imagenes considerando una curva de nivel exterior con la geometria
de una lemniscata.



7. Analisis topologico

® Topologia para la formacién de cinco imagenes.

Figura 14. Formacién de cinco imagenes para el caso en el que la linea de nivel
exterior presenta la geometria de un caracol de Pascal, mientras que la linea de
nivel interior adopta la forma de una lemniscata o de caracol de Pascal.




8. Modelos de lente

® Masa puntual

® Esfera isoterma Singular (S| S) Parametro Simbolo Valor Unidades
Constante de Hubble H, 2,182 x 10718 57!
] ] Velocidad de Ia luz c 9.715 x 10718 Mpes !
® Esfera isoterma no SlngU|ar (NIS) Constante gravitacional G 2272 x 107 Mpclkg ts?
Masa solar M 1.981 x 10* kg
: . - - Densidad de materia Q.. 31 -
® Elipsoide isotermo singular (SIE) penseud e maens o vate -
Densidad de energia oscura 97 0.634 -
® Elipsoide isotermo no singular (NIE) Densidad de curvatura A 0 -
. - ) Tabla 1. Pardmetros usados en este trabajo. En particular, las
® PseUdO'e“pSOIde Isotermo Smgmar (pSIE) magnitudes correspondientes a la densidad de materia, radiacion,
energia oscura y curvatura han sido tomadas de [Aghanim et al.,
® Pseudo-elipsoide isotermo no singular (pNIE) 2020].




8. Sistema: PG 1115+080 @

® Corrimiento al rojo de la lente y de la fuente. Figura 15. Imagen del sistema de lente
itacional PG,1115 + 080 obtenida con
z = 0311 27 zy = 1.735 28 gravt !

L 27) s (28) NICMOS a bordo del telescopio espacial Hubble.
® Coordenadas del sistema. El origen del sistema de coordenadas se encuentra
situado en la imagen C. Fotografia tomada de la

Objeto 0, (arcs) 9y (arcs) Figura 1 de [Impey et al., 1998].
Fuente 0011 -0.018 N NN

Imagen A1 -0.930 -0.780
Imagen A2 -1.120 -0.310
Imagen B 0.730 -0.650
Imagen C 0.340 1.300

Tabla 2. Coordenadas en arcosegundos
de la fuente y de las imagenes respecto
a la lente. Valores obtenidos de
[Yoshida & Omote, 1988].

AS (arcsec)

® Distancia comovil.

Z dZI — L 1 | 1 I 1 | 1 1 L | P

D¢ = Dy f , (29) 4 2 0 P
o E(z') Aa (arcsec)

y 4




8. Sistema: PG 1115+080

® Distancia comovil transversa.

Dﬂﬁsinh (VD¢ /Dy) siQ =0,
D"”{z) - DC s1 ﬂk =1 .
Dﬁvﬁ sin(vachH) sifl <0,

® Distancia de diametro angular.

Dy
Dy = 33
AT 142 (33)
Distancia Simbolo Valor (Mpc)
Distancia de la lente Dor, 975.625
Distancia de la fuente Dos 1791.243
Distancia entre lente y fuente Dis 1323.585

Tabla 3. Distancias de diametro angular para el sistema PG 1115 +
080.




8. Modelo: Masa puntual

® Angulo de deflexion. ® Funcion tiempo de atraso.

a(6) = XM

7= (1+ z,) DosDoy,
T

1|e 12 —6;%1 0 37
c Ds |2 B g In 0, (37)

(34)

® Angulo de Einstein. ® Ecuacion de la lente.

_ , D;s 4GM 329_0—5 (38)
% = DoDgs c? (35) o

® Lineas criticas.

® Potencial gravitacional.

1

Atan = <1 — —) (39)
(36) t *
p) 1 !

rad = ( + ;) (40)




8. Modelo: Masa puntual

NUm. de imagenes en PG1115+080
Magnificacidn - Lente puntual

Masa puntual s
: — u(x)=]1-1/x472
7 ---- Singularidad enx =1
6
=
o s
o, =
) g
5 z,
3.
2
1
0 O.‘ZS 0.‘50 0.‘75 1.00 1.‘25 1.‘5() 1."[5 2.60
6 [arcs] X
Figura 16. NGmero de imagenes del sistema de lente Figura 17. Magnitud de la magnificacion de una
gravitacional PG 1115+080 en el modelo de masa imagen en el modelo de lente puntual. Esta se encuentra

funciéon de la posicion de las iméagenes en notacion
adimensional.

puntual.

ll’ 12¢

v o Mo




8. Modelo: Masa puntual

Isocontornos PG1115+080 - Masa puntual

® Modelado. " 1€ * eme
¢ o
o4 e 6
M=2091x 101 Mg  (41) o ¢
O = 1.135" (42) 031
Modelo Masa (10'' M) DRP @y (arcsec) DRP & 2]
Hub/SIS 2.030 3% 1.030 10 % ® os
De Vauc/SIS 1.910 9% 1.030 10 % e
Hub/Pt 2.030 3% 1.150 1.3%
PMXS - - 1.137 0.7 % -1.0 4
Tabla 4. Comparacion de las masas y angulos de Einstein
para el sistema PG 1115+080. La DRP corresponde a la -15 s 10 s oo s o s
diferencia relativa porcentual respecto al valor usado en este 6, (arcsec)

trabajo. . » L .
Figura 18. Formacion de imégenes del sistema de lente

gravitacional PG 1115+080, mediante el analisis de los

[Yoshida & Omote, 1988; Schechter et al., 1997; Impey et al., 1998]. isocontornos de la superficie tiempo de atraso para una
masa puntual.




8. Modelo: SIS

® Densidad. ,

5y . Ov
() = G 2

® Angulo de deflexion reducido.

4‘T[GV DLS
a(f) = é
S
® Angulo de Einstein.
41TGV DLS
HE sis = C2 DOS

® Potencial gravitacional.

Y(B) =06, _is 6

(43)

(44)

(45)

(46)

® Funcion tiempo de atraso.

_ (1 4+ z,) DosDy,

C

1 6

® Ecuacion de la lente.

® Lineas criticas.

~ Bl -

eE—SiS|§|]

(47)

(48)

(49)

(50)



Urarsetat o Narske.

8. Modelo: SIS

a(8) [arcs]

1|

Soluciones para modelo SIS Magnificacién - SIS

4 8
H -
= . 50 : H -
—— a(6) = B¢ sign(6) : : - — (x) = |x|/(]x] - 1)
=0- : : - . .
3 fer=06-p : i 7 ; ---- singularidad en |x| =1
----- & : :
: : e
H H -
2 i i el 6
H H -
: HEPSe
: He _
H C
14 { o S 51
: P [v]
i -7 ©
: el 9O
=
0 : — =
i . =
H - ©
g £
14 P £ ;]
T 3
Pl
-
=2 s 2
p
”’
.
"
-3 L 1
/',
1”
—4 , : . T T T 0 . . ! .
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 1.0 15 2.0 25 3.0
6 [arcs]

Figura 20. Magnitud de la magnificacién de una
imagen en el modelo SIS. Esta se encuentra descrita en
notacion adimensional.

Figura 19. Numero de imagenes del sistema de lente
gravitacional PG 1115+080 en el modelo SIS.

v o Mo




8. Modelo: SIS

Isocontornos PG1115+080 - SIS

1.5
® Modelado.
1.0 4
oy =235 km/s (51) [Kundié¢ et al., 1997,
Impey et al., 1998] 051
0 _sis = 1.1754" (52) H
2 0.0
AT, _ &
A1C 0.6 (53) [Shimanovskaya et o5 4
ATpp al., 2015]
_1_0_
Modelo Oy (kII]/S) DRP e 15 10 -o0s 0.0 0.5 10 15
SIE/SIS 230 2% P laresed
SIE/Pt 243 3¢ Figura 21. Formacion de imagenes del sistema de
lente gravitacional PG 1115+080, mediante el
Tabla 5. Diferencia relativa porcentual de la analisis de los isocontornos de la superficie tiempo
velocidad de dispersion para el sistema PG de atraso para una masa puntual.
1115+080 con respecto al valor usado en este
trabajo.




8. Modelo: NIS @

® Densidad. .2 . ® Funcion tiempo de atraso.
_ Yy
() = %W (54) - (1+2z) DODSDOL E 10— B — lP(e)] (58)
® Angulo de deflexion reducido. ‘ ke
i 02102 o ® Ecuacion de la lente.
&’(9) = O _sis (TC - é) co (55) o o
p=0-7d(0) (59)
® Angulo de Einstein.
® |ineas criticas.
Oc

O nis = Op_sis |1 —2

(60)

(56) x% —x% +x% + x,
22

2 2 _
® Potencial gravitacional. Mg =1+ VX© X — X 1

x? VX2 + x?
w(0) = 6,_gis [ l02 + 02 —0,1In | [02 + 02 + 6,

l (57)




8. Modelo: NIS

® Posicion teoricas de las imagenes.

Imagen 6. (arcs) y (arcs)
0+ -1.005 -0.614
0_ 0.969 0.592
Ocen 1.574 x 101 0.962 x 10~*

Tabla 6. Coordenadas tedricas de las
imagenes del sistema PG1115 + 080 en el
modelo NIS.

al8) [arcs]

NUm. de imagenes en PG1115+080 - NIS

2.0 - : ]
— a(8) : I
H -
15 7" ®)=06-8 : el
...... Be_ i -
E—nis : s
H -0
101 : <
: -7 :
H - :
H 7 H
H e H
0.5 o
: - ;
: - :
" :
: -
0.0 : —-
: -
: 7
: -
—0.5 : e
: -~
H -
: -
: -
~1.01 >
1.0 P e
P
e
-
—1.5 e
-
14’
=
—2.0 +5 T T T . . .
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15 2.0
@ [arcs]

Figura 22. Numero de iméagenes del sistema de lente
gravitacional PG 1115+080 en el modelo de masa puntual.



8. Modelo: NIS

Magnificacién del modelo NIS

— u(x)
--- Linea critica tangencial
--- Linea critica radial

® Posicion teoricas de las imagenes.

Imagen 6. (arcs) y (arcs) :§ ol
0, -1.005 0.614 S
0 0.969 0.592 % *1
Ocen 1.574 x 10~*  0.962 x 10~* E
=7
Tabla 6. Coordenadas tedricas de las * 2]
imagenes del sistema PG1115 + 080 en el
modelo NIS. R S

1.‘0 1.‘5 2.‘0 2:5 3.‘(]
x (posicion radial adimensional)
Figura 23. Magnitud de la magnificacion de una imagen en el

modelo NIS. Esta se encuentra descrita en notacion
adimensional.




8. Modelo: NIS

Isocontornos PG1115+080 - NIS

15

® Tiempos de atraso. 4 AV
1.0 _ — ¢ ¢ o
L2200 Atan=0
Tiempo de atraso Valor (dias) . £T55 Aa =0
A’TAIB 11562 E"‘ .', .“
ATasm 8.885 g oo | i
ATaic 10.545 ° ¥ /
ATz 13.212 »
ATsc 22.097
Tabla 7. Tiempos de atraso entre imagenes s . . : ‘ ‘ . |
para el sistema de lente gravitacional PG -5 -1o  -05 00 05 10 15
8. (arcsec)

1115+080 modelado con un perfil NIS.

Figura 24. Formacion de imégenes del sistema de lente
gravitacional PG 1115+080, mediante el analisis de los
isocontornos de la superficie tiempo de atraso para una
masa puntual.

[Bonvin et al., 2018]




8. Modelo: SIE

@ Densidad. \/7 ® Lineas criticas.
2(¢) = ﬁ N (62)
§ + /%8 Araa =1
® Angulo de deflexion reducido. \/_
—_ Jf
( )
o W 63) Xt = A cosd,sin¢p
a;(x) = \j/j Iarcsm (f?’ cos ¢>l (64) ‘
a,(x) = garcsin(f’ sin ¢) (65)

® Potencial gravitacional.

Plx,p) =x—- [sm ¢ arcsin(f’ sin ¢) + cos ¢ arcsinh (f?’ cos c|)>l (66)

1120
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8. Modelo: pSIE

® Potencial gravitacional.

Y(0) = 05 _sjs ,912 + 262

® Angulo de deflexion reducido.
- 0,
a0 ) =0p_gjc ————=
1( ) E SIS\/W
f%6,

,(6) = 0 _sis m

® Convergencia.

Ok _sis 0% + f*62
= 1 2 e 72
(69) ST 175 el R ) B

® Cizallamiento.

2 402

(70) Ok _sis , 01 —f76;
= —_= 73
LT et ) R

71
7D vy = — Op—sis 266, (74)
2 (912 +f2922)1/2 912 +f2922



8. Modelos: SIE y pSIE

Isocontornos PG1115+080 - SIE Isocontornos PG1115+080 - pSIE

15 15
< * Fuente  Fuente
--= Atan=0 Atan=10
1.0 4 1.0
0.5 4 0.5
= o
(1] (1]
v w
= 0.0 Y 004
o &
< Ly
—0.5 -0.5
—1.0 1 -1.0
-15 ; T " T T T -15 . . . . ; . .
-1.5 -10 -05 0.0 0.5 1.0 15 -1.5 -10  -05 0.0 0.5 1.0 1.5

B, (arcsec) B, (arcsec)

Figura 25. Formacion de imagenes del sistema de lente gravitacional PG 1115+080, mediante el analisis de
los isocontornos de la superficie tiempo de atraso.

oy =235 km/s (75)
f = 0973 (76)
@ = 45° (77)




8. Modelos: SIE y pSIE

Isocontornos PG1115+080 - pSIE

15 15
A 4€ B
® Clasificacion de imagenes.
05 ,,"l \‘\‘ 054
1 1 g 0.0 - 5’, * ;: § 0.0
Imagen Tipo Paridad s " / a
. —0.51 5 /" —0.54
Al P. de silla - 1T - A %
A2 Minimo - 1 + 10
B Minimo - I + s e
—-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15 —-1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 10 15
P. ill = II - 0x (arcsec) By (arcsec)
C de stiia s Isocontornos PG1115+080 - pSIE Isocontornos PG1115+080 - pSIE
(o
Tabla 8. Clasificacion de imagenes del 1ol
sistema PG 1115+080 en el SIE.
é 0.0 g
-1.04
R R PR PR 0.5 10 15 ’ 15 10 -05 00 0.5 10 15
8, (arcsec) B, (arcsec)

Figura 26. Formacién de las imagenes del sistema de lente gravitacional PG
1115+080 en funcién de la evolucién temporal de las lineas de contorno de la
superficie de tiempo de atraso del modelo pSIE. Los isocontornos grises se
forman para tiempos mayores, por lo cual su adicion es Unicamente estética.




8. Modelos: SIE y pSIE

Isocontornos PG1115+080 - pSIE

15

15
A 4€ B
® Comparacion con modelo SIE/Pt.
05 ,,"l \‘\‘ 054
é 0.0 i’, * .:: § 0.07
A . S | A2 ] :
Parametro Valor Unidad DRP ¥ L,/
\+\A1 +
QE 1. 15 arcs 2 % 10 \‘-\_\ ~1.0
oy 243 km/s 3%
f 0 95 3 (7 i 15 -10 -os 00 o5 10 15 - 15 10 -0s 00 05 1o 15
. —_ (4] By (arcsec) B (arcsec)
s Isocontornos PG1115+080 - pSIE Isocontornos PG1115+080 - pSIE
Tabla 9. Diferencia relativa porcentual entre ¢
los parametros usados en este trabajo (modelo “
SIE) y el modelo SIE/Pt de la referencia
[Impey et al., 1998]. ol {
-1.04
R R PR PR 0.5 10 15 ’ 15 10 -05 00 0.5 10 15

8, (arcsec) B, (arcsec)

Figura 26. Formacién de las imagenes del sistema de lente gravitacional PG
1115+080 en funcién de la evolucién temporal de las lineas de contorno de la
superficie de tiempo de atraso del modelo pSIE. Los isocontornos grises se
forman para tiempos mayores, por lo cual su adicion es Unicamente estética.




8. Modelo: NIE

® Densidad. ,

- o
2(0)=—> i (78)

2GDoL /02 + £2602 + 62
® Potencial gravitacional.
In (9 01)>+ (0, —65)% . |
W(0y,60,) = 0, _sis an UG f29’2+292 2~ d6; do, (79)
2 [

® Angulo de deflexion.

*

(04

‘garcsm (E /b’z + b§> — arcsin(E bc)] (80)

fl

(11
1l

(81)




8. Modelo: pNIE

® Potencial gravitacional.

¥ = 0y is| [0 + 1203 + o ®2)
. . 0
® Angulo de deflexion. W = 0p_gis o f2192 — (83)
1 2 +0c
B f26,
oy = O _gis NNy (84)

® Convergencia.

O5_si 07 + f*63
= 2 }23215 2121+f2_212222 (85)
2(07 + 207 +62)Y 07 + f205 + 67

® Cizallamiento.

vy = 05 _sis l . 67 — f*65 l

2(0% + 202 + 62)1/2 0F + 202 + 62

_ Op_sis [ f29192 ]
(62 + £2603 + 02)"/? 107 + 207 + 6¢




8. Modelos: NIE y pNIE
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Figura 27. llustracién modelos NIE y pNIE de los isocontornos de la funcién tiempo de atraso del sistema PG 1115+080.
Los isocontornos grises se forman para tiempos mayores, por lo cual su adicién es Gnicamente estética.



9. Lenstronomy

s Lineas criticas y causticas Potencial de Fermat
1.0 1
0.5 1

y [arcsec]
[=)
[=)

_10 4

-1.5 : ; ‘ . .
~1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
x [arcsec]

Figura 28. Isocontornos superficie tiempo de atraso, lineas criticas y causticas del sistema PG 1115+080 en
Lenstronomy. Se considero q=0.95y ¢ = 45°




10. Conclusiones y recomendaciones

® A partir de las curvas con geometria de lemniscata y caracol de Pascal definidas por la topologia del potencial de
Fermat, es posible clasificar las imagenes de sistemas de lente gravitacional presentes en la naturaleza, esto mediante el
analisis de la evolucion temporal de las lineas de contorno para cada sistema.

@ Como primera aproximacion, los modelos SIE y pSIE son apropiados para llevar a cabo un estudio topoldgico de la
superficie de tiempo de atraso.

® | as lineas criticas funcionan como una herramienta visual para identificar las regiones del plano donde la magnificacion
es tan alta que una imagen situada en sus proximidades puede deformarse hasta el punto de dar lugar a nuevas imagenes.

O La formacion de iméagenes a través de las causticas, tanto de forma analitica como mediante métodos computacionales,
considerando ademas la ampliacion de los modelos de lente, como lo es el perfil Navarro-Frenk-White (NFW).

O Estudiar sistemas de lente gravitacional no a partir de una Unica lente, sino a través de un grupo de galaxias en el plano de
la lente, o considerando cuerpos deflectores a lo largo del camino del rayo de luz, incluso, se propone el anélisis de las
lentes gravitacionales desde un enfoque mas cercano a la optica fisica
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