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INTRODUCCION

El nucleo principal de este texto, es un tema de Geometria Analitica que
aborda el estudio de las cénicas. Ademds, se tratan otros temas
relevantes para el estudio integral de estas formas cuadraticas,
conocidas también como secciones conicas.

El nombre de cdnica, se debe a que son producto de intersecciones
especiales de un plano con un cono circular recto de dos hojas; dichas
intersecciones, particularmente reciben el nombre de: elipse, parabola e
hipérbola (Figura 1).

(a) Circunferencia (b) Elipse (c) Pardbola (d) Hipérbola

Figura 1. Cénicas.
Fuente: Swokowski y Cole (2009), p. 816.
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Ademas, una interseccion puede dar lugar a un punto, una linea recta,
dos rectas que se cruzan en un punto (consideradas como cénicas
degeneradas), o incluso, puede dar lugar a una circunferencia, la cual no
se clasifica como coénica. En el caso de una circunferencia, como se
explicard en este libro, no cumple con la definicién general para las
cdnicas; sin embargo, en ciertos contextos matematicos, la circunferencia
se puede considerar como una cénica, al margen de la definicién general
y de las condiciones establecidas para ser un tipo de conica, tal como
sucede con la elipse, la parabola y la hipérbola.

La interseccion de un cono circular recto con un plano, donde el eje del
cono es perpendicular al plano, si es una circunferencia.

Hablando en términos de limites, se podria considerar la siguiente
afirmacion:

Cuando la longitud del semieje mayor de una elipse “tiende” a la longitud
del semieje menor, entonces la elipse “tiende” a una circunferencia. En
este caso, el semieje mayor, asi como el semieje menor, tienden al radio
de la circunferencia. También, la distancia entre los focos de la elipse y
su excentricidad, tienden a cero. Debido a esto ultimo, en las
circunferencias no existe la recta directriz.

En este libro se llevan a cabo los procedimientos algebraicos para
obtener las distintas ecuaciones de las cénicas, asi como las ecuaciones
de las rectas y las coordenadas de los puntos mencionados en su analisis,
a partir de las definiciones y otros elementos considerados en el mismo.

Hacer la lectura de estos procesos algebraicos, puede resultar un poco
tedioso para el lector, pero se realizan para dar coherencia y justificacién
de los resultados y no exponer o plantear los temas en forma directa y de
manera algoritmica. Muchos estudiantes tienen la inquietud del por qué
o desean saber el como se obtienen. Esta metodologia también puede
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servir como base y motivacion para que los lectores apliquen procesos
similares en otros temas o campos de la matematica.

Es fundamental reconocer el tipo de cénica que resulta de una ecuaciéon
cuadratica con dos variables, al llevar la ecuacion a la forma candnica de
la conica correspondiente, mediante la rotacion o traslacion de sistemas
de coordenadas lineales. Esto nos permite determinar las coordenadas
de los puntos, las ecuaciones de las rectas y otros elementos
mencionados en el estudio de las conicas. Estos temas son abordados en
este libro, el cual es desarrollado como notas de clase.

Finalmente, este libro esta dirigido principalmente a estudiantes de las
carreras de ingenieria, particularmente de electrénica, sistemas, civil;
como también a estudiantes de Fisica y de Matematicas.



1. CONICAS

Ciertos elementos geométricos que tienen representaciéon analitica
mediante expresiones algebraicas de grado dos (formas cuadraticas),
tales como la parabola, elipse, hipérbola y ciertas superficies y
volumenes de revolucidn, se les denomina conicas.

Definicion

En un plano 2, sean un punto fijo F, llamado foco; una recta fija D,
llamada directriz, tal que F & D.

Una cénica se define como el conjunto de todos los puntos P de un plano
P, tales que, PF = e x d(P, D), donde la expresion d(P,D) expresa la
distancia del punto F alarecta D y e es un numero real positivo, llamado
excentricidad de la cénica.

Cuando 0 < e < 1, 1a cénica es una elipse (Figura 2).
Cuando e = 1, la cénica es una parabola (Fjgura 3).

Cuando 1 < e, la cénica es una hipérbola (Figura 4).

11
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Nota

De la definicion anterior, se deduce que una circunferencia no es una conica
porque no tiene excentricidad, tal como se observara mas adelante.

D
D
/
/ V,
~ .
Figura 2. Elipse Figura 3. Parabola Figura 4. Hipérbole
Fuente: Elaboracion propia  Fuente: Elaboracion Fuente: Elaboracion

propia propia
Elementos de una cdnica

Eje focal. Es la recta perpendicular a la directriz y que contiene al foco
(recta E).

Vértices. Son los puntos de corte de la conica con el eje focal (puntos V y V")

Centro de la conica. Es el punto medio entre los vértices (punto C, Figura
2, Figura 4).

Lado recto. Es el segmento de recta con extremos en la coénica,
perpendicular al eje focal y que contiene al foco.

Nota

Una elipse y una hipérbola tiene cada una dos focos, dos directrices, dos
lados rectos y un centro.
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Una parabola tiene un solo vértice y un solo foco, de hecho, un solo lado

recto y una sola directriz. No tiene centro.

Particularmente, cada cénica tiene su propia definicion, como se
presenta en seguida.

Elipse. Es el lugar geométrico o conjunto de todos los puntos P de un
plano P, tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos F y F'
(focos de la elipse) es igual a una constante k; asi:

E={PeP/PF+PF =k} @

Parabola. Es el lugar geométrico o conjunto de todos los puntos P de un
plano P, equidistante de un punto fijo F (foco) y de una recta fija D
(directriz); asi:

P={Pe®P/PF=d(P,D)} @

Hipérbola. Es el lugar geométrico o conjunto de todos los puntos P de un
plano P, tales que el valor absoluto de la diferencia de su distancia a dos
puntos fijos F y F' (focos de la hipérbola) es igual a una constante k; ast:

H={Pe®P/|PF-PF'|=k} ©

13
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2. ECUACIONES CANONICAS

La ecuacién candnicade una cénica, en un sistema cartesiano rectangular
XYO0, se la obtiene cuando el eje focal es un eje coordenado, y el punto O
es el centro de la elipse o de la hipérbola y el vértice de una parabola.

En este libro, primero se obtiene una ecuacién candnica de cada cénica
y, luego, mediante traslacion y rotacion de ejes, se obtiene o se deduce la
respectiva ecuacion de cada coénica, finalmente se establece la ecuacién
general correspondiente.

Ecuaciones canonicas de una elipse
Se presentan dos casos, dependiendo del eje focal.
Caso 1a

Si el origen O es el centro de la elipse y el eje focal es el eje X, entonces,
los focos y los vértices de la elipse estan el eje X (Figura 5).

Se establece los puntos F(c,0),F'(-¢c,0), V(a,0),V'(-a,0) y los puntos
B(0,b), B'(0,-b) de corte del eje Y con la elipse.
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+Y
A
M'(-¢,b%/a) D=L W M D: x=Z M (¢, b2 /a)
|
i |
) V&:/TF- ' "
N’ (- ¢, - b2 /a) N i N N (c, - b2 /a)
Ye=c/a

Figura 5. Caso 1a
Fuente: elaboracion propia

Como V y V' son puntos particulares de la elipse, entonces segin €J,
aplicando la distancia entre puntos, se tiene:

VE+VF' = (a—c)? +(a+c)? =k
Delo cual, |a-c| + |a + c| = k.

Dado que, 0 < c < a, se tiene: 0 < a-c y 0 < a + c; en consecuencia,
(a-c) + (a+c) = k; de donde, 2a = k.

BF+BF = (0—¢)2+(b—0)2+/(0+c)2+(b—-0)2=k
= 2a

=Vc2+b2+4/c2+b2=2a
= 24/c? +b? = 2a.

Entonces,

BF + BF' =+/c2 + b2 = a.

15
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Al elevar al cuadrado la ultima igualdad, se obtiene:
c?+ b% =a>

De este modo,
b? +c? = a? = b% =a% -2

Segun los procesos anteriores,
VF =a-c; VF' =a+c; BF = BF' = a.

Ahora bien, para todo punto P(x, y) de la elipse, segtin €), se tiene:

PF+PF ={(x—c)2+ (¥ —-0)2+/(x+c)2+(y—-0)2=k
= 2a

=J(x—c)2+ y2 +/(x+ )2 +y?=2a
De aqui, resulta:

Jx—0)2+y?2=2a—+(x+c)?+y2

Al elevar al cuadrado y desarrollar los cuadrados de los binomios, se
obtiene:

x? = 2cx + c? + y?
=4a% —4a\(x + )2 + y2 + x% + 2cx + ¢ + y2.
Al cancelar, reducir términos semejantes y despejar el radical, resulta:
4a/(x + )% + y% = 4a? + 4cx.

De aqui, se obtiene:

ay (x + )2 + y% = a? + cx.
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En esta igualdad, elevando al cuadrado y desarrollando los cuadrados de
los binomios, resulta:

a?(x? + 2cx + c? + y?) = a* + 2a%cx + cx?;
a’x? + 2a%cx + a*c? + a?y? = a* + 2a%cx + c*x2.
Al cancelar 2a%cx y transponer términos, resulta:
a’x? — c?x% + a?y? = a* — a®c%
Al factorizar a? — c?, se obtiene:
(a? — c»)x? + a’y? = a%(a? — ¢?).

2

Dado que, a? — ¢? = b?, expresion que se obtuvo anteriormente, resulta:

b%x? + a*y? = a®b>.
Al dividir por a?b? y simplificar, se obtiene:

xZ yZ

;-Fﬁ:l (1(1)

Esta ecuacién corresponde a una elipse con centro en el punto O y eje
focal X, enlacual, a > b.

Consideraciones:

El segmento de recta VV’ es el eje mayor y el segmento BB’ es el eje
menor de la elipse. B y B’ son los sub vértices.

VV' = 2a = k es la longitud del eje mayor, es la constante k en la
definicién €.

VO es semieje mayor, al igual que V'O.

BO es semieje menor, al igual que B’O.

17
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Ecuacién de la directriz:

Como el eje focal y la directriz son rectas perpendiculares, y en este caso,
el eje focal es eje X, entonces la directriz es perpendicular a X o paralela
al eje Y.

Segun lo anterior, la ecuacién de la directriz D es x = ¢, parat € R.

Al foco F le corresponde la directriz D; en este caso, t > 0; al foco F' le
correspondela directriz D', t < 0.

Para obtener el valor de t, se establece la ecuacién de D, asi: x + 0y-t = 0.
En primer lugar, aplicando la distancia de un punto a una recta, se tiene:

Para los puntos V y B:

d(V,D) = lat0-t _ la-t[;
102
d(B,D) = [0 + 0b-t|/\/1% + 0% = |-¢t| = [¢].
Entonces,
d(V,D) = |a-t|;

d(B,D) = |-t| = [t|.

Aplicando la definicién general de una cénica con los puntos V y B,
resulta:

VF = e x d(V,D);

BF = e x d(B, D).
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Despejando e:
VF/d(V,D) = e;
BF/d(B,D) = e.

De aqui, se obtiene:

VF _ BF
d(V,D) d(B,D)

VF x d(B,D) = BF x d(V, D).

Al reemplazar los valores VF, BF, d(V,D) y d(B,D), obtenidos
anteriormente, resulta:

(a-¢c) X |t] = a X |a-t|.
Como(a-c) > 0ya > 0, entonces:
|(a-0)t| = |a(a- D).
Aplicando propiedades de valor absoluto, resulta:
(a-c)t =a(a-t) o (a-c)t =-a(a-t).
De la expresion: (a-c)t = a(a-t) se obtiene la siguiente ecuacidn:
at-ct = a*-at.

a2

Esta ecuacién no corresponde a la directriz D: t = p—

De la expresion: (a-c)t =-a(a-t), se obtiene:

at-ct = a® + at;

t=—.
c

19
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2
7 . . a
Esta ecuacién corresponde a la directriz D: t = —

Luego, la directriz D, esta determinada por la siguiente expresion:
a2
D:x = ?,para todoreal y,c # 0.
De igual manera, realizando proceso similar al anterior tomando el foco
F' y el punto B, o bien con B’, se deduce que,
a2
D':x = —?,para todo real y,c # 0.

Excentricidad:

Comod (V,D) = |a-t|, entonces:

2l lac-a?| alc-a| ala-c|
a-— = = :
c

d(V,D) =

Cc c c

La excentricidad e es constante, entonces, se la puede obtener con
cualquier punto de la elipse.
ala-c|

Se tiene que, VF = e x d(V, D), entonces, (a-c) = e X —

Como a-c > 0, entonces, (a-c) = e X a(a-c)/c; al cancelar (a-c) y
despejar e, se obtiene: e = 2 a+0.

De esta expresion se deduce que, 0 < e < 1, pues, 0 < ¢ < a.
Afirmacién:

La excentricidad de una elipse es el cociente entre la distancia de sus focos al
centro de la elipse y la distancia de sus vértices al centro de la elipse.
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Lado recto:

Si el segmento MN es el lado recto que pasa por F, entonces M(c, m);
N(c,n).

Para obtener m se reemplaza la variable y por m, x por c en la ecuacion
(1a), porque M es punto de la elipse.

c? m 2 m 2 c? c?
— + — =1=— =1-—==m? = b2<1——>

a? b2 b2 a? a?
2 a’? — c? b%2.b? b* b% b?
= = = m = —_—
a? a? a? a? a
b2
=m=—
a

Dado que los puntos M y N son simétricos respecto al eje X, sus

coordenadas son:
b? b?
M <c,—> y N (c, ——>.
a a

Si M'N’ es el lado recto que pasa por F’, entonces,

b2 b2
M(—c,—)y N'[—c,——).
SRS

Se establece las anteriores coordenadas teniendo en cuenta que, M con
M'y N con N' son simétricos respecto al eje Y.

Caso 1b

Si el origen O es el centro de la elipse y el eje focal es el eje Y, entonces,
los focos y los vértices de la elipse estan en el eje Y (Figura 6).

21
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Se establece F(0,c), F'(0,—c), V(0,b), V'(0,—b) y los puntos B(a,0),
B'(—a, 0) corte del eje X con la elipse.

+Y
D:y=5b?/e, para todo real x

V(0,b)

N (-a?/b,c) N F(0,¢c) M (a’/b,c)
e=|blc
B o B +X
B’ (-a,0) B (a. 0)

N (-a?/b; —) N M? F(0,—¢) M’ (a/b,—¢)

Vv’ (0,— b)

D’ y=0b2/c, paratodo real x

Figura 6. Caso 1b
Fuente: elaboracién propia

Realizando procesos similares a los efectuados en el caso 1a, se obtiene
la ecuacion de la elipse:

N

2

=
<

+

=1 (1b)

N

a 2

o>~ O

Pero en este caso, ¢ < b, a® + ¢ = b?; esto es, b?> = a®-c?. Por lo cual,

a<b.

La constante k de la definicién @ es 2b, longitud del eje mayor, igual que
en el caso anterior.

Excentricidad e = b/c: distancia de los vértices al centro de la elipse
sobre distancia de los focos al centro de la elipse.
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Directrices. D:y = b?/c, para todo real x.
D':y = b?/c, para todo real x.

Resumen:

La ecuacién en un sistema rectangular cartesiano XY O de una elipse con
centro O, eje focal el eje X o el eje Y es.

xZ yZ
p + ﬁ =1 (D

Cuando a > b, el eje focal es el eje X y si b > a, entonces el eje focal es el
ejeY.

Las coordenadas de los focos, vértices, sub vértices y ecuaciones de las
directrices, ya estan establecidas en cada caso.

La excentricidad en cualquier caso es:

Distancia de los vértices al centro de la elipse sobre distancia de los focos
al centro de la elipse.

La constante k en la definicion general de la ecuacién para la elipse, es:
k: Longitud del eje mayor.
Ejemplos:

1. Dada la ecuacidn en un sistema rectangular XY O, establecer en cada
caso los elementos de la elipse dada:

c) 81x? + 225y% = 18.225.

23
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Solucién
2 2 xZ yZ
a) Si E+E= 1, entonces §+E= 1.

Como 5 > 4, entonces, los focos y vértices estan en el eje X.
Asi,paraa =5,b = 4:¢c? = a?-b* = 25-16 =9 = 3%;¢c = 3.

a2_25_c_3

=—;—=—; 2a = 10; b—2=E
c 3'a 5’ "a 5
Coordenadas de focos, vértices y sub vértices:

F(3,0); F'(-3,0); V(5,0); V'(-5,0); B(0,4); B'(0,-4).
Ecuacion de directrices:

D:x = 25/3, paratodoreal y.

D':x =-25/3, para todo real y.
Excentricidad: e = 3/5.
Constante k: k = 10.

Extremos de lados rectos:

Si el segmento MN es el lado recto que pasa por F, entonces: M(3,16/5)
yN(3,-16/5).
Si el segmento M'N’ es el lado recto que pasa por F’, entonces:
M'(-3,16/5)y N'(-3,-16/5).

. 2 y2 x2 2
b) Si %-I_lﬁi() = 1, entonces §+1—02 = 1.

Como 10 > 6, entonces los focos y vértices estan en Y.
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Asi,paraa = 6,b = 10:¢? = b?-a? = 100-36 = 64 = 82; ¢ = 8.

e B 4, @ 36 18
2’b 10 5 b 10 5°
Coordenadas de focos, vértices y sub vértices:

F(0,8); F'(0,-8);V(0,10); V'(0,- 10); B(6,0); B'(- 6,0).
Ecuacion de directrices:

D:y = 25/2, para todo real x.

D':y =-25/2, para todo real x.
Excentricidad:- e = 4/5.
Constante k: k = 20.

Extremos de lados rectos:

Si el segmento MN es el lado recto que pasa por F, entonces:

M(18/5,8)y N(- 18/5,8).

Si el segmento M'N’ es el lado recto que pasa por F’, entonces,

M'(18/5,-8) y N'(-18/5, - 8).

¢) Si 81x2% + 225y% = 18.225, entonces:

81x? N 225y? . x? N 225y? . x? +225y2
= - = - — =
18.225  18.225 18.225 ° 18.225 225 81
81 225
X2y
4+l =1
~ 157 o

1

Segun la ultima ecuacién, se trata de una elipse con centro en el origen O

del sistema coordenado. Ademas, como 15 > 9, los con focos y vértices
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estan en el eje X, sub vértices en el eje Y y directrices perpendiculares al
eje X (Caso 1a).

Asi,paraa = 15,b = 9:¢? = a?- b%? = 225-81 = 144 = 12%,¢c = 12.

Coordenadas de focos, vértices y sub vértices:
F(12,0); F'(-12,0); V(15,0); V'(-15,0); B(0,9); B'(0,-9).
Ecuacion de directrices:
D: x = 75/4, para todo real y.
D':x =-75/4, para todo real y.
Excentricidad:- e = 12/15 = 4/5.
Constante k: k = 30.
Extremos de lados rectos:
Si el segmento MN es el lado recto que pasa por F, entonces:

M (12,2?7) ‘N (— 12,%).

Si el segmento M'N’ es el lado recto que pasa por F’, entonces:
i 27\ . apr z
m (-12.2); 8 (-12,-2).

2. Teniendo en cuenta la forma de la ecuacion canonica de la elipse,
analizar la grafica de la siguiente ecuacion:

X2 2
i+l
49 49
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Solucién

x 2 2 X 2 2
Si 9 + Z—g = 1, entonces 7z + }7]—2 = 1.
Enestecaso,a =7 =b:c =7*-7? =0.

Segun lo anterior, el semieje menor es igual al semieje mayor, es decir,
no hay semieje menor ni mayor.

En este caso, el semieje se lo denomina radio y su longitud es 7.

La grafica es una circunferencia de radio 7 y centro el origen de
coordenadas.

Ademas, c? = a?-b* =49-49=0; c =0 =-c.

Segin lo anterior, hay un solo foco y es el punto O, origen de
coordenadas.

Aplicando la férmula de la excentricidad: e = ¢/a = c/b = 0/7 = 0; por
lo cual, no cumple con la condicién de la excentricidad planteada en la
definicion general de una conica, que requiere que sea un real positivo;
ni con la condicién particular parala elipse: 0 < e < 1.

Por otra parte, la ecuacion de una de las directrices:
D:x = a?/c = 49/0, para todo real y, configura una indeterminacién.

D':x =a%?/c =49/0, para todo real y; corresponde a una
indeterminacién.

Conclusion:

Segiin los anteriores andlisis y resultados, se concluye que una
circunferencia no cumple con las condiciones de la definicion general de
una cénica ni con las de una elipse.
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Ejercicios
1. Establecer los elementos de cada una de las siguientes elipses:

@) 400x2 + 144y? = 57.600 b) 100x2 + 36y = 3.600
¢) 144x2 + 225y% = 32.400 d) 256x2 + 400y?-102.400 = 0

2. Obtener la ecuaciéon canoénica de la elipse, de las directrices,
coordenada de vértices, subvértices, extremos de los lados rectos,
excentricidad; si sus focos son F(0,16), F'(0,-16) y la constante k de
la definicién @, es 40.

3. 3.0Obtener la ecuacién canoénica de la elipse, directriz D', coordenadas
de vértices, subvértices, extremos de los lados rectos, del foco F'; si
un foco es F(12,0), la excentricidad es 4/5 y directriz D:4x-75=0.

Ecuaciones candnicas de una parabola

Caso 2a
El vértice de la parabola es el punto O y el foco esta en el eje X.

SiF(c,0)eselfocoyelvértice V es el origen de coordenadas O, entonces,
el eje focal es el eje X y la directriz D es perpendicular al eje X; en
consecuencia, la ecuacién de la directriz D es: D:x = k, o bien x-k =0
para todo real y.

El valor de k es un real fijo, constante.

Aplicando la definiciéon @, VF = d(V,D), porque V es un punto
particular de la parabola; ademas, V(0,0).

Como V(0,0), entonces:

aw,0) =2 _ =
' 12+ 0 '
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Parac > 0,VF = c (Figura ); parac < 0,VF =-c (Figura ); en cualquier
caso, VF = |c| = |k|.

Por propiedad de valor absoluto: k = co k =-c.

Segun lo anterior, y teniendo en cuenta que F € D, solo se cumple que
k =-c,yaseac>00c<0.

Cuando ¢ > 0, entonces k < 0 (Figura ), y cuando ¢ < 0, se tiene que k >
0 (Figura).

En definitiva, D: x =-c, esto es, D: x + ¢ = 0 para todo real y.

T+Y +Y

Dix=—c Vértice V (0, 0) Dix=-c

>
//M(c, 2¢)
< O——F{e;0) +X +X
\%
v
Figura 7. Caso 2a-1 Figura 8. Caso 2a-2
Fuente: elaboracion propia Fuente: elaboracion propia

Para todo punto P(x,y) de la parabola, aplicando la definicién @, se
tiene: PF = d(P, D).

| x + c|
x—c)2+(@y—-02 = ——= =|x+c|.
Vo=t =02 = o =lx+c]
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Elevando al cuadrado y desarrollando los cuadrados de los binomios,
resulta:

x2-2cx + c? +y? =x% + 2cx + 2.
Simplificando términos semejantes, se obtiene:
y? =4cx. (2a)

La expresion (2a) corresponde a la ecuacién candnica de una parabola,
con vértices el punto O y como eje focal el eje coordenado X.

Sic > 0, entonces, x = 0 (Figura 2a.1); si ¢ < 0, entonces, x < 0 (Figura
2a.2). Lo anterior porque, y? > 0, para todo real y.

Extremos del lado recto:
Si M y N son los extremos del lado recto, entonces M(c,t) y N(c,-t).
Como M es un punto de la parabola, entonces, en (2a), se obtiene:
t? = 4cc = 4c?; t = +2¢; M(c,2c); N(c,-2c).
Caso 2b
El vértice de la parabola es el punto O y el foco esta en el eje Y.

Si F(0,c) es el foco y el vértice V es origen de coordenadas O, entonces,
el eje focal es el eje Y y la directriz D es perpendicular al eje Y; en
consecuencia, la ecuacidn de la directriz es: D:y =k, o bien, y-k =0
para todo real x; el valor de k es un real fijo, constante.

Aplicando la definicién @ se tiene que, VF = d(V, D), porque V es un
punto particular de la parabola, ademas 7 (0,0).
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Dado que, V(0,0), entonces:
10 — kI
VTt 0
Para ¢ > 0,VF = c (figura 2b.1) y para ¢ < 0,VF =-c (figura 2b.2); en

cualquier caso, VF = |c| = |k|.

d(V,D) = = |-k| = [kl.

Por propiedad de valor absoluto, se tiene que: k = co k =-c.

Segun lo anterior, y teniendo en cuenta que F & D, solo se cumple que
k =-c,parac >00c <0.

Cuando ¢ > 0, entonces, k < 0 (Figura 9) y cuando ¢ < 0, se tiene que
k > 0 (Figura).

En definitiva, D: y = —c, es decir, D: y + ¢ = 0, para todo real x.

o +Y
T T
\ f Diy=-c
\ /
\ /
\\ .lf
N (=2c, c.'}\ T y M (2, ¢) v\ X
\f'é;TiCe V(0,0) D i +X M (264 ) «F (0, C)\\N (—2e,€)
< |’I ‘\
Diy=-c \[/ \
W
Figura 9. Caso 2b-1 Figura 10. Caso 2b-2

Fuente: elaboracién propia Fuente: elaboracién propia
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Para todo punto P(x,y) de la parabola aplicando la definicién @), se
tiene: PF = d(P, D).

|y + ¢
x=02+{@y—c)P = ——=|y+c].
v ) S =y +cl

Elevado al cuadrado y desarrollando los cuadrados de los binomios,
resulta:

x2+y?—2cy+c?=y%+2cy+ 2
Reduciendo términos semejantes, se obtiene:
x? =4cy (2b).

La expresion (2b) es la ecuacion canodnica de una parabola con vértices
en el punto O y el eje focal es el eje coordenado Y.

Si ¢ > 0, entonces, y = 0; si ¢ < 0, entonces y < 0; esto porque x%>>0
para todo real x.

Extremos del lado recto
Si M y N son los extremos del lado recto, entonces M(t,c) y N(-t,c).
Como M es un punto de la parabola, entonces, de (2b), se tiene:
t2 = 4cc = 4c?; t = +2¢; M(2¢,¢) y N(-2c¢, ¢).
Simetrias:

En el caso (2a), la pardbola es simétrica respecto al eje X, el cual, es el eje
focal; esto porque, si P(x,y) es un punto de la parabola, entonces
Q(x,-y) también es punto de la parabola.

En el caso (2b), la pardbola es simétrica respecto al eje Y, el cual, es
el eje focal.
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Lo anterior porque, si P(x,y) es un punto de la parabola, entonces
Q(-x,y) también es punto de la parabola.

Ejemplos

1. Si y? = 20x, entonces y? = 4(5x). Teniendo en cuenta que es de la
forma de la ecuacion (2a), se trata de la ecuacidn de una parabola con
vértice en el punto origen O, el foco F esta en el eje X, la directriz es
paralela al eje Y.

El valor de c es 5, en consecuencia, F(5,0); la directriz es D: x =-5 para
todo real y.

Los extremos de los lados rectos son: M(5,10) y N(5,-10).

2. Six? + 80y = 0, entonces x> = 4(- 20y). Teniendo en cuenta que es
de la forma de la ecuacién (2b), se trata de una parabola con vértice
el punto origen O, el foco F esta en el eje Y, la directriz es paralela al
eje X.

El valor de c es - 20, en consecuencia, F (0, - 20); la directrizes D: y = 20
para todo real x.

Los extremos de los lados rectos son: M(-40,-20) y N (40, - 20).
3. Si(x2?/30)-y = 0, entonces, x2/30 = y.
x? =30y = 4(15/2)y.

Segun la ultima ecuacion, se trata de una parabola con vértice el punto
origen O, el foco F esta en el eje Y, la directriz es paralela al eje X.

El valor de ces 15/2 = 7.5; en consecuencia, F(0,7.5) y la directriz es
D:y =-7.5 para todo real x.

Los extremos de los lados rectos son: M(15; 7.5); N(- 15; 7.5).
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4. Si64x + 2y? = 0, entonces, 32x + y? = 0; y? =-32x = 4(- 8)x.

Ecuacion de una parabola con vértice el punto origen O, el foco F esta en
el eje X, la directriz es paralela al eje Y.

El valor de c es - 8, en consecuencia, F (- 8,0); la directrizes D: x = 8 para
todo real y.

Los extremos de los lados rectos son: M(-8,16); N(-8,-16).
Ejercicios

Obtener las coordenadas del foco, de los extremos de los lados rectos y
la ecuacion de la directriz de las siguientes parabolas:
x2
y? = 80x; x% + 20y = 0; 50 V= 0; 128x + 2y? = 0.

Comprobar en cada caso las igualdades: MF = d(M,D)NF = d(N, D)
donde M y N son los puntos extremos del lado recto.

Ecuaciones Candnicas de una hipérbola
Caso 3a

El centro de la hipérbola es el punto O, los focos y vértices estan en el eje X.

Segun lo anterior, el eje focal, es el eje X y las directrices, son paralelas al
ejeY.

Para F(c,0), F'(-c,0) y para cualquier punto P(x,y) de la hipérbola,
segun la definicion @), se tiene: |PF- PF'| = k.
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En primer lugar, se obtiene la constante k, asi:

SiV(a,0) es un vértice de la hipérbola, ya > 0, entones 0 < a < ¢, 2a >
0 (figura 3a).

Ademas,

VF=\c—a)2+(0-0)2=.c—a)?=|c-a|] =c-a esto
ultimo, porque c-a > 0.

VF'=\c+a)2+(0-0)2=,c+a)?=|c+al|=c+a;, esto
ultimo, porque ¢ + a > 0.

Como V es un punto particular de la hipérbola, entonces: |VF-VF'| = k.
Reemplazando VF y VF' en la anterior igualdad: |c-a-c-a| = |-2a]| =
|2a| = 2a = k.

Reemplazando el valor de k en la ecuaciéon general, se obtiene:
|PF-PF'| = 2a.

En general, para cualquier punto P(x, y) de la hipérbola, se tiene:

PF=\x—0c)2+(y-0)2=

(PF)? = (x-¢)?> + y?> = x?-2xc + c? + y*
= (x? +y% + c?)-2cx.

PF' =\x+c)?+(y—-0)? =

(PF)? = (x+c)?>+y? =x? 4+ 2xc + c? + y?
= (x?+y?+c?) + 2cx.

(PF)?2+ (PF")? = (x*+y? + ¢c?)-2cx + (x? + y2 + ¢?) + 2cx
=2(x% +y?% + ¢?).
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((PF)? + (PF)%)? = 22(x* + y® + ¢*)? = (PF)?* + (PF')*
= 4(x? +y% + ¢?)2
(PF)?(PF)? = [(x? + y% + ¢?)-2cx][(x? + y% + ¢?) + 2cx].
Aplicando el producto notable de suma por diferencia, resulta:
(PF)?(PF")? = (x? 4+ y? + ¢?)?- 4c¢?x?
Elevando al cuadrado la ecuacién general de la hipérbola, resulta:
(PF-PF")? = 4a*? = (PF)? + (PF')?>-2(PF)(PF') = 4a* =
(PF)? + (PF")?-4a? = 2(PF)(PF")
Elevando al cuadrado la ultima ecuacion, se obtiene:
[PF? + (PF)?])*-8a2[PF? + (PF")?] + 16a* = 4PF?(PF')?

Reemplazando en la ultima igualdad los valores obtenidos
anteriormente, resulta:

4(x% +y? +¢c?)?2-8a? x 2(x? + y? + ¢?) + 16a4
=4(x? +y% + c?)?-16c%x2.

Simplificando términos semejantes, resulta:
-16a%(x? + y? + ¢?) + 16a* =-16c%x2.

Simplificando 16 y distribuyendo términos, se obtiene:
-a?x?-a%y?-a%c? + a* =- c?x2.

Transponiendo términos y reduciendo términos semejantes, resulta:

(c2-a?)x?-a?y? = a%c%-a* = a?(c?-a?)
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Reemplazando en esta tltima expresion (c?-a?) por b?, se obtiene:
b2x?- a?y? = q?b?
Pasando a dividir a?b? y simplificando, se obtiene:

XZ yZ

72 ﬁ = 1. (3(1)

La expresion (3a) corresponde a la ecuaciéon de una hipérbola con centro
en el punto O y eje focal X, en la cual, b? = ¢ — a? (Figura).

Los puntos B(0,b) y B'(0,- b), los cuales, por supuesto, estan en el eje Y,
no son puntos de la hipérbola. Se los puede llamar puntos auxiliares y se
los ubica de tal manera que, a® + b? = c2.

Rectangulo auxiliar
Es el rectangulo que contiene los puntos V,V',By B'.
Asintotas

Las rectas T y T' que pasan, respectivamente, por las diagonales del
rectangulo, son rectas asintotas de la hipérbola.

Y F(c,0) F(-¢c0)
D D V(a0 V(a0
I t T B (0,5) B (0, —b)

M/L/% Dix=a’lc
BT D:x=-d’lc

M (e, b? /a) M’ (—c, b? Ja)

Nc.—b2la)y N (—c,—b*la)

Ty=(bla)x

T:y=—(bla)x

e=cla >1

Constante kk = 2a = VI’

Figura 11. Caso 3a
Fuente: elaboracién propia



38

Héctor Jairo Portilla Obando - Segundo Javier Caicedo Zambrano

Ecuacion de las directrices

Como V(a,0)yV’'(-a,0) son puntos particulares de la hipérbola,
entonces segun la ecuacion general de las cénicas, se tiene:

VF =exd(V,D);V'F =exd(V',D).
Despejando e en cada caso:

VF  V'F
d(Vv,D) d{V',D)

e.

Pasando a multiplicar los divisores, resulta:

VF xd(V',D) = V'F x d(V,D)

VF =\c—a)2+(0-0)2=+c—a)?=|c-al

V'F={(c+a)?2+(0-0)2=+(c+a)?=]|c+al
Como la directriz D es perpendicular al eje X, entonces su ecuacion es:
D:x =t;estoes,D:x +0y-t = 0.

Aplicando la férmula de la distancia de un punto a una recta, se obtiene:

la — t]
d(V,D) = —— = |a-t|.
VD= Trre
De igual manera,
d(WV',D) =|-a-t|=]-(a+ t)] =]a+ t]

Reemplazando los valores obtenidos:

c-a| X |a +t] = |c+ a| X |a-t|.
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Comoc-a > 0yc+a>0,entonces por propiedad de valor absoluto,
se tiene:

|(c-a)(a + )| = |(c +a)(a-t)[;
|ca + ct-a?-at| = |ca-ct + a?- at].

Aplicando la siguiente propiedad de valor absoluto: si |[A| = |B| entonces
A =B oA =-B,setiene:

ca + ct-a’-at = ca-ct + a*- at;
ca + ct-a?-at =- (ca- ct + a®-at) =-ca + ct-a? + at.

Cancelando y reduciendo términos en la primera igualdad: 2ct =
20> = t =a?/c.

Cancelando y reduciendo términos en la segunda igualdad: 2ca = 2at =
t =c.

La igualdad t = ¢ no se cumple porque esto implicaria que el foco F esté
en la recta D, lo cual no es posible, porque la condicion de las cénicas es
que el foco no pertenece a la directriz; en consecuencia:

Lo anterior porque D' es simétrica con D respecto al eje Y.
Excentricidad

Como VF = e x d(V, D), entonces, |c-a| = e|a-t|.
Reemplazando el valor de t: |c-a| = e|a-a?/c| = e|a(c-a)/c|.
Dado que,c-a > o0,a > 0,c > 0, entonces,c-a = e X a(c-a)/c.

Cancelando c- a y despejando e, se obtiene: e = c/a.
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Como a y ¢ son positivos, y ¢ > a, entonces, e > 1, tal como se afirmo
para el caso de la excentricidad de las hipérbolas.

Extremos de lados rectos

Como M es un punto de la hipérbolay si M(c, h), entonces, en la ecuacion
(3a), se obtiene:

c? h? c? h? c?—a* h? b*> h? b*
2 T TR TrT et T2
b2
=h*=—=h
a

b? C g
Luego, M(c, 7) y como M es punto simétrico con N respecto a X, con M’

respecto aY, con N' respecto a O, entonces:

b? b? b? b?
M <c,—> ' N <c, ——) M’ <—c,—> N’ <—c, ——>.
a a a a

Ecuaciones de asintotas

T pasa por la diagonal del rectangulo auxiliar, entonces, su pendiente es
b/a y pasa por el punto origen O; en consecuencia, para todo punto

P(x,y) de T, la ecuacion punto-pendiente es: y- 0 = g (x-0).
Despejando y, se obtiene: y = Sx.

De igual manera, como T' pasa por la otra diagonal y también por el

. . b
punto origen O, la ecuacién es: y = — —X.
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Caso 3b
El centro de la hipérbola es el punto 0, los focos y vértices estan en el eje Y.

Segun lo anterior, el eje focal es el eje Y y las directrices son paralelas al
eje X.

Considerando los puntos (0,c),F'(0,-¢),V,V'(0,-a),B(b,0),B'(-b,0)
(Figura).

A

Figura 12. Caso 3b
Fuente: elaboracion propia

Siguiendo los procesos algebraicos tal cono se realizaron en el caso
(3a), lo cual se recomienda al lector desarrollar, se obtienen los
resultados que siguen.
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Ecuacién candnica de la hipérbola:

2 2
y X
E—ﬁ_— 1 (3b)

La expresion (3a) corresponde a la ecuacion de una hipérbola con centro
en el punto O y eje focal el eje Y, en la cual, b? = ¢~ a? (Figura 3b).

Ecuacion de las asintotas:

a , a
T:y=3x; T:y=—3x.

Ecuacion de las directrices.

Extremos de los lados rectos:

b? b? b? b?
M <—,c>;N <——,c>;M’ (—,—c);N’ <——,—c>.
a a a a
Excentricidad.

c
e =—

a

Distancia de los focos al centro O sobre distancia de vértices al centro, es
igual que en el caso 3a.

Como a y c¢ son positivos y ¢ > a, entonces, e > 1, tal como se afirmo
sobre la excentricidad de las hipérbolas.

Ademas, en los casos (3a) y (3b), ¢ = a® + b?, donde c es distancia de
los focos al centro 0, a es la distancia de los vértices al punto O y b es la
distancia del punto B al punto O.
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La constante k de la definicién @) es:k = 2a = VV'.
Cuando a = b, se obtiene una hipérbola equildtera.

Luego, cada ecuacion:

= 1, corresponde a una hipérbola equilatera.
Ejemplos
Obtener los diversos elementos de cada hipérbola.

a) Las ecuaciones que siguen, corresponden a hipérbolas con centro en
Oy focos en X.

2 2 xZ 2

1) 5 -5 =15 2) 5 — 22 = 1; 3) 647~ 36y = 2.304; 4) 49%°
= 2401 + 49y2.

b) Las siguientes ecuaciones corresponden a hipérbolas con centro en
Oy focosenY.

y2 x2 yZ xZ
5) 32—1 6) BT = 1; 7) 64y%-36x% = 2.304; 8) 49y?
= 2.401 + 49x2.
Solucién

En la solucién ya se aplica los resultados obtenidos en el proceso
tedrico de (3a) y en (3b).

1. En este caso,a = 4,b = 3 y como ¢? = a? + b?, entonces, c? = 16 +
9 = 25,delocual, c = 5.
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Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:
F(SIO)I F’(_ 5)0)1 V(4';0)' VI(_ 4‘,0), B(OIB)I BI(OI - 3)

Ecuacion de las asintotas:

iy = () =(3)
y=\7)6Ty=-{(z)x

Ecuacion de Ias directrices:

Extremos de Jos lados rectos:

M (52)in (5,—2)sm (~5.2) 5w (=5,-)
’4 ) ) 4 ) F4 ) ) 4'

Excentricidad

2. Comoa? =9yb? =16,entonces,a = 3,b = 4;¢c? =9+ 16 = 25,de
lo cual, ¢ = 5.

Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:

Ecuacion de las Asintotas:

iy = (5)mrr = (3)
y=\3)6Thy=-(3)x
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Ecuacion de las Directrices:

D: _a2_9_D,_ _az_ 9
x=—=gDix=-—=-v

Extremos de los Lados rectos:

M(S 16)-N(5 16)-M’( 516)-N’< < 16)
;3 ] ;_3 ] - )3 ] -J,7 .

. . c 5
Excentricidad: e = =3

3. Si64x%-36y? = 2.304, entonces, 64x2/2.304-36y?%/2.304 = 1.

x2 yz

7304 2304 — U
64 36

xZ yZ

%l

xz 2

AP A

62 82

Segin lo anterior, a = 6,b = 8;¢? = a® + b? = 36 + 64 = 100; ¢ = 10.
De aqui, se obtiene:

b 8
6

a

10 5'a 6 3'a 6

4_a2 36 18 b2_64 32 ¢ 10
3" ¢ -
Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:

F(10,0); F'(-10,0);V(6,0); V'(-6,0); B(0,8); B'(0,- 8).
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Ecuacion de las Asintotas:

riy=(3)my=(3)
Ly = 3 x Ty =- 3 X.
Ecuacidn de las Directrices:

18 18
_B 1k

D:x = ;D"
*=% 5
Extremos de los Lados rectos:

(10 2)ix (10-2)w (-10 2w (-10,-2)
;3 ) 1_3 ) - 13 ) - I_3 '

. 5
Excentricidad: e = p

4. Si49x? = 2.401 + 49y?, entonces:
2

X 5 49x% 49y? x? y
49 49

:ﬁ—y—2=1: x—z—y—2=1

49 49 7% 72 '

Segun la Gltima ecuacion, se trata de una hipérbola equilatera.
En este caso, a = b = 7, luego, c? =494 49 = 2x49,delocual c =

7V2.

b_7_,@_4 7 _TW2b 47 c T2 _
a 7 ¢ w2 NZ 2'a 7 a 7

Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:

F(7v2,0); F'(-7v2,0);V(7,0); V'(- 7,0); B(0,7); B'(0,- 7).
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Ecuacién de las Asintotas: T:y = x; T": y =-x.
Ecuacion de las Directrices:

W2 V2

D: D"
T XET

Extremos de los Lados rectos:
M(7v2,7); N(7v2,-7); M' (- 72,7); N'(- 7v2,- 7).
Excentricidad:e = V2.

Las ecuaciones de 5 a 8 corresponden a hipérbola con centro en 0 y
focosenel eje Y.

5. En esta ecuaciéon a = 4 y b = 3, entonces, ¢ = 16 + 9 = 25, de lo
cual, ¢ = 5.

4.4 16 b?
3 ¢

I

|

|

I
A0
| ol

Qo

a
b
Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:

Ecuacion de las asintotas:

ey =(5)s1y =(3)
y=\3)6T:y=-(3)x

Ecuacion de las directrices:

16 16
D:y=—;D":y =——.
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Extremos de los Lados rectos:

M(9 5);n ° 5)-M’(9 5): 0 ( ° 5)
4) ) _41 ) 4)_ ) _4l_ .

Excentricidad: e = c/a =5/4.

6. Como a? =9y b? = 16, entonces, a =3y b = 4; ademas, c2 =9 +
15 = 25,delo cual, ¢ = 5.

B _b2_16

a2
c "a 3’

ul] O

a3_
b 4’

Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:

F(0,5); F'(0,-5);V(0,4);V'(0,-4); B(3,0); B'(- 3,0).

Ecuacion de las Asintotas:

iy =(g)ury=(3
y=\7) 6Ty =-(3)x

Ecuacion de las Directrices:

2 9
D:y=§;D :y=—§.

Extremos de los Lados rectos:

M(16 5)-N( 16 5)-M’<16 5>-N’< 16 5)
31 ) _3) ) 3)_ ) _3'_ .

Excentricidad: e = c/a = 5/4.
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7. Si64y?-36x% = 2.304, entonces:

64y2-36x2 = 2304 = oY 30X _ Y x
YO = e = 0304 2304 2.304 2304
64 36
2 xZ
Yy X _q
36 64

Como a? = 36 y b? = 64, entonces,a = 6,b = 8;¢c? = 36 + 64 = 100,
delo cual, ¢ = 10.

10 5’'a 6

a2 36 18 b2 64 32 ¢ 10
c 10 5’a

6 3
8 4’

a
b
Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:

F(0,10); F'(0,-10);V(0,10); V'(0,- 10); B(8,0); B'(- 8,0).

Ecuacion de las Asintotas:

ry=(gury=()
y=\7) 6Ty =-{3)x

Ecuacion de las Directrices:

18 | 18
D:y=?;D :y=—?.

Extremos de los Lados rectos:

o (32 10) o (<22, 10) (210 (-2, 10
5; ) _5P ) 5I_ ) _5i_ '

Excentricidad: e = c/a = 5/3.
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8. Si49y? = 2.401 + 49x2, entonces:

49y2-49x2 = 2.401 = 493'2_&"2:1: y: - % =1
' 2.041 2.401 2.041  2.401
49 49
y: X
49 49

Segun la ultima ecuacion, se trata de una hipérbola equilatera.

Como a? = b? = 49, entonces,a = 7,b =7y c? =49 + 49 = 2 X 49; de
donde, ¢ = 7V2.

)

a
_=—=1’ = —= =
b 7 c VW2 W2

Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:

7 a’? 49 7  7V2 b* 49
2 a

F(0,7v2,); F'(0,- 7v2,); V(0,7); V' (0,- 7); B(7,0); B'(- 7,0).
Ecuacidn de las Asintotas:

T:y=x;T"y=-x.
Ecuacion de las Directrices:

_W2 7V2
- 2 ) . - 2 .

D:x

Extremos de los lados rectos:
M(7,73V2); N(-7,732); M'(7,-7V2,); N' (- 7,- 72).

Excentricidad: e = /2.
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Consideraciones

Una hipérbola en el caso 3a y en 3b es simétrica respecto al eje X, al eje
Y y también respecto al origen O.

Si P(x,y) es cualquier punto de una hipérbola, entonces:

P(x,-y) es punto de la hipérbola (simetria respecto al eje X).

P(-x,y) es punto de la hipérbola (simetria respecto al eje Y).

P(-x,-y) es punto de la hipérbola (simetria respecto al punto 0).

La constante k de la definicién €) es la distancia entre los vértices:k = VV'.

La excentricidad e es el cociente entre la distancia de los focos al centro
y la distancia de los vértices al centro.

Ejercicios

1. Obtener los diversos elementos de cada hipérbola:

144x2-256y% = 36.864 256x? = 36.864 + 144y?
x2-225-y%2 =1 144y?-256x% = 36.864
256y? = 36.864 + 144x? y2-225-x* =1

2. Obtener la ecuacién canoénica de la hipérbola, las directrices, asintotas,
coordenadas de los vértices, puntos auxiliares y la excentricidad, si sus
focos son F(0,15), F'(0, - 15)y la constante k es 24.

3. Obtener la ecuacién candnica de la hipérbola, de la directriz D’,
asintotas, coordenadas de sus vértices, del foco F’, puntos auxiliares
y la constante k; si un foco es F(15,0), una directrizes D: x = 48/5y
la excentricidad es e = 5/4.
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3. CONICAS TRASLADADAS

Cuando el centro de una elipse, de una hipérbola o el vértice de una parabola
no es el punto de origen O de un sistema coordenado XYO; ademas, el eje
focal es paralelo al eje X o bien al eje Y, entonces, se afirma que la conicaesta
trasladada. En algunos casos el eje focal es X o es el eje Y.

En este caso, para obtener la ecuacidn de la conica en el sistema XY O, se
establece un segundo sistema X'Y'0’, tal que O'(k,h) en el primer
sistema XYO, donde O’ es el centro de la elipse, de la hipérbola o el
vértice de la parabola y se establece la respectiva ecuacién candnica en
el segundo sistema.

En esta secciéon no se realizan procesos para obtener las ecuaciones
canodnicas en X'Y'0’, simplemente se aplica las obtenidas anteriormente
en el sistema XYO. De igual manera se establece las coordenadas de
focos, vértices, ecuaciones de las directrices y demas elementos en el
sistema X'Y'0’, tal como se efectu6 en los casos (1a), (1b) y (1c¢).

Para obtener las ecuaciones en XY O y los demas elementos de la cénica,
se aplica las formulas que relacionan las coordenadas de un punto en
estos dos sistemas.
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Si P es un punto cualquiera de la conica, tal que, P(x,y) en XYO y
P(x',y")en X'Y'O', entonces (Portilla y Caicedo, 2023; Leithold, 1987):

x'=x-k;x =x"+k;
y'=y-hy=y"+h
Elipses trasladadas
Caso 12’

Si el centro de la elipse es el punto O’ y el eje focal es el eje X', entonces,
la ecuacion en el sistema X'Y'0’ es:

Esta expresién, corresponde a la ecuacion de la elipse con centro en el
punto O’ y eje focal paralelo al eje X; ademas, a > b; c? = a?- b>.

La ecuacion anterior se obtiene con proceso similar al realizado en el
caso 1a, por lo cual, en esta seccion se aplica dicho proceso.

La excentricidad e = c/a, corresponde a la distancia de los focos al
centro de la elipse sobre distancia de los vértices al centro de la elipse.

En el sistema X'Y'0’:
(Ct O)F F’(_ (o8 0): V(al 0): V,(_ a, O)! B(OF b)l B,(OI - b)

Extremos de los lados rectos:

< b2> < b2> b2 b2
M(c,—]|;N|c,-— ;M’(—c,—);N’(—c,——).
a a a a
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Ecuaciones de directrices:
D:x' = a?/c paratodoreal y'.
D':x" =-a?/c paratodo real y'.
Reemplazando en la anterior ecuacion las coordenadas x’, y’ se obtiene

(Figura 13):
(>C—k)Z+(3/—h)2 _

1. (1a)

a? b2

> ﬂz 3
D: x*=— paratodo y

} |

Figura 13. Caso 1a'
Fuente: elaboracion propia

Caso 1b’

Si el origen O’ es el centro de la elipse y el eje focal es el eje Y’, entonces
los focos y los vértices de la elipse estan el eje Y’ (Figura).
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Aplicando la ecuacion del caso 1b, se obtiene la ecuacién de la elipse en
X'Y'0'"

En este caso: ¢ < b,a? + ¢? = b? 0 b? = a?-c?; porlo cual, a < b.

Excentricidad e = c/b: distancia de los focos al centro de la elipse sobre
distancia de los vértices al centro de la elipse.

La constante k de la definicién @) es: k = 2b: longitud del eje mayor,
igual que en los casos anteriores.

En el sistema X'Y'0":
F(0,c); F'(0,-¢);V(0,b);V'(0,-b); B(a,0); B'(-a,0).
Directrices:
D:y’ = b?/c, para todo real x'.
D:y’ = b2/c, para todo real x'.

Extremos de los lados rectos:

y a2 N aZ 'M, aZ .N, al
bpcﬂ _b)C’ b,_c, —b,—C.
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Y
D:y’ = b2/ c, para todo real X
V(0.5) -
F(0,¢) T
B (a, 0)
a<bh
B B K 3
B’ (—a,0) \ /
F(0,—¢) “ o > 5
Vv’ (0.-b) NN Fr M?
Dy’ =b?%/c, para todo real x’ l

Figura 14. Caso 1b’
Fuente: elaboracién propia

Para obtener las coordenadas de los focos, vértices, sub vértices,
extremos de lados rectos, ecuacién de la elipse, las directrices tanto en
como en (1a") como en (1b’), se aplica las férmulas de traslacion
establecidas anteriormente.

La ecuacidn de la elipse en el sistema XY O es:

(x—k)? -h?
Z T

1. (1b)

Ejemplos

Se establece un sistema X'Y'0’, tal que 0'(6,3) en XYO, ademas X' es
paralelo al eje X. Obviamente, como son sistemas lineales rectangulares,
entonces Y' es paralelo con Y.

a.

2 2 2 2
sj & + o _ 1, en el sistema X'Y'0’, entonces, @ + %
25 16 5 4

ecuacion candnica de una elipse en sistema X'Y'0’.

=1lesla
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Como 5 > 4, entonces, los focos y vértices estan en X', los sub vértices en
el ejeY’.
Asi,paraa = 5,b = 4:¢? = a®>-b? = 25-16 =9 = 3%;¢ = 3.

az_ 5

c _3_2 B 10_b2 16
c 3’a 5T LT
La excentricidad es e = 3/5; la constante k para la elipse es k = 10.

En el sistema X'Y'0’ se establece las coordenadas de focos, vértices, sub
vértices, extremos de los lados rectos y ecuacion de directrices, tal como
en el caso (1a):

F(3,0); F'(-3,0);V(5,0),V'(-5,0); B(0,4); B'(0,- 4).

Extremos de lados rectos:

M(S 16)-N(3 16)-M’< 316)-N’< 3 16)
I5 ) ;_5 ) - 15 ) - I_5 '

Ecuacién de directrices:
D:x' = 25/3, para todo real y'.
D’:x' =-25/3, para todo real y'.
Las ecuaciones de traslacion correspondientes, son:
x'=x-6;, x=x"+6.
y'=y-3y=y"+3.

Se aplica estas ecuaciones para obtener en XY O; la ecuacion de la elipse,
las coordenadas de focos, vértices, sub vértices, extremos de los lados
rectos de ecuacion de directrices:
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La ecuacion de la elipse en XY O, es:

(x—6) (y—3)*
52 + 42 -

1.

Como F(3,0) en X'Y'0’, entonces: x =3+ 6 =9;y = 0+ 3 = 3; luego,
en XY0, F(9,3).

También V'(-5,0) en X'Y'0O’, entonces, x =-5+6=1;y=0+3 = 3;
asique, V'(1,3) en XYO.

Ecuacidn de directriz:

D:x' = 25/3, para todo real y’, entonces, x = 25/3 + 6 = 43/3 para
todo real y.

De esta forma se procede con los demds puntos y la ecuacion de la
otra directriz.

En resumen, en el sistema XY O, se tiene lo siguiente:
F(9,3);F'(3,3);V(11,3),V'(1,3); B(6,7); B'(6,- 1).

Extremos de lados rectos:

M(931)-N<9 1)-1\4’(3 31)-N’<3 1)
15 ) )_5 ) 15 ) 1_5 .

Ecuacion de directrices:
D:x = 43/3, para todo real y.
D':x =-7/3, para todo real y.
Ejercicios

Teniendo en cuenta que e = 3/5y k = 10, comprobar que BF + BF' =
y BF = e X d(B,D).
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Para F(3,0);F'(-3,0);B(0,4);D:x" =25/3, para todo real Y/,
determinar coordenadas y ecuacion en el sistema X'Y'0’.

Para F(9,3); F'(3,3); B(6,7); D: x = 43/3, para todo real y; determinar
coordenadas y ecuacion en el sistema XY O.

Tomar cualquier punto P de la elipse con coordenadas en XYO o en
X'Y'0" y comprobar las siguientes igualdades:

PF + PF’' = ky PF = e X d(P, D).
b.

Sea la ecuacién 100x? + 36y? + 800x- 144x-1856 = 0 en el sistema
XYO, entonces:

100x2 + 800x + 36y2 — 144y-1.856 = 0
100(x% + 8x) + 36(y%-4y)-1.856 = 0 (*)

Se completa trinomios cuadrados perfectos a partir de los binomios x? +
8x, y?- 4y.

x% +8x =x%+2x(4) +4%-4> = (x + 4)*> - 16
y?-4y = y*-2(y)2 +2%-2% = (y-2)* — 4

Reemplazando estos resultados en (*) y realizando procesos algebraicos,
resulta:

100[(x + 4)2-16] + 36[(y-2)?- 4]- 1.856 = 0;
100(x + 4)2-1.600 + 36(y-2)%- 144- 1.856 = 0;
100(x + 4)2 + 36(y-2)2-1.600- 144- 1.856 = 0;

100(x + 4)% + 36(y- 2)2-3.600 = 0;
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100(x + 4)2 + 36(y-2)? = 3.600;

100(x + 4)? N 36(y —2)° L
3.600 3.600

2 _ 2
C+9? =27 _

36 100 L

C+9? -2 _

62 102 L

Esta ecuacidn corresponde a una elipse con centro en el punto (-4,2);
como 10 > 6, los focos y vértices estan en un eje paralelo al eje Y.

Estableciendo por traslacion un segundo sistema X'Y'0O’, tal que
0'(-4,2) en XYO, se tiene:

x'=x+4;x=x"-4.
y'=y-2y=y+2.
Segtin lo anterior, la ecuacion canénica de la elipse en el sistema X'Y' 0’ es:

xl 2 N2
2, 00
62 102

Paraa = 6,b = 10:¢? = b?-a? = 100-36 = 64 = 8%; ¢ = 8.

b? 100 25 c_8_42b_20a2_36_18
c 8 2'b 10 577 "7p 10 5°

Excentricidad: e = 4/5.
La constante k para la elipse es: k = 20.

Aplicando los resultados obtenidos en el caso (1b), se establece las
coordenadas de focos, vértices, sub vértices, extremos de lados rectos,
ecuaciones de directricesen X'Y'0":
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Focos, vértices, subvértices:

Extremos de lados rectos:

M(18 8)-N( 18 8>-M’(18 8>-N’< 18 8)
51 . _5) ) 5)_ ) _51_ .

Ecuacién de directrices:
D:y'" = 25/2 para todo real x'.
D":y' =-25/2, para todo real x'.

Tal como se hizo en el ejemplo anterior, se aplica las ecuaciones de
traslacién para obtener las coordenadas de focos, vértices, sub vértices,
extremos de lados rectos, ecuaciones de directrices en XYO:

En XYO:
Focos, vértices, subvértices:
F(-410);F'(-4,-6);V(-4,12),V'(- 4,-8); B(2,2); B'(- 10,2).

Extremos de lados rectos:

M( 2 10)'N( 38 10)'M'( 2 6>'N'( 38 6)
_51 ) _5) ) _5l_ ) _5I_ '

Ecuacion de directrices:
D:y = 29/2 para todo real x

D':y =-21/2 para todo real x.

61



62

Héctor Jairo Portilla Obando - Segundo Javier Caicedo Zambrano
Ejercicio:
Teniendo en cuenta que e = % y k = 20, comprobar que VF + VF' = ky
VF =exd(V,D).

Para F(0,8);F'(0,-8);V(0,10),D:y' =25/2, para todo real x’,
determinar coordenadas y ecuacion en X'Y'0’.

Para F(-4,10);F'(-4,-6);V(-4,12); D:y = 29/2, para todo real x,
determinar coordenadas y ecuacion en XYO.

Tomar cualquier punto P de la elipse con coordenadas en XYO o en
X'Y'0" y comprobar las siguientes igualdades: PF + PF' =k y PF =
e xd(P,D).

C.

Sea la ecuacion 81x2 + 225y? + 486x-17.496 = 0 en el sistema XYO,
entonces:

81x?% + 486x + 225y2-17.496 = 0
81(x% + 6x) +225y2-17.496 =0 ()

Se completa trinomios cuadrados perfectos a partir del binomio x? + 6x:
x?+6x =x%+2x(3)+3%-32=(x+3)?-0.

Reemplazando esto resultado en (*) y realizando procesos algebraicos,
resulta:

81[(x + 3)2-9] + 225y2-17.496 = 0;
81(x + 3)%-729 + 225y%-17.496 = 0;

81(x + 3)2 + 225y2-18.225 = 0;
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81(x + 3)% + 225y2 = 18.225;

81(x + 3)? . 225y%

18225 T1g225 U

G+3° ¥
225 81 ’
43 v
152 92

La anterior ecuacién corresponde a una elipse con centro en el punto
(-3,0); y como 15 > 9, entonces, los focos y vértices estan en el eje
coordenado X.

Estableciendo por traslacion un segundo sistema X'Y'0O’, tal que
0'(-3,0) en XYO, se tiene:

x'=x+3;x=x"-3;
y =y-0;y=y".
Segun lo anterior, la ecuacion canénica de la elipse en el sistema X'Y' 0’ es:

12 12

y_ _
152 Tz =

Paraa = 15,b = 9:¢? = a?-b%? = 225-81 = 144 = 12%yc = 12.

12 4 b? 81 27
=—==;20a=30,—=—=—.

a2_225 c B
a 15 5 a 15 5

c 12

25
2 )

Excentricidad: e = 4/5.

Constante k para la elipse: k = 30.
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Aplicando los resultados obtenidos en el caso (1a), se establece las
coordenadas de focos, vértices, sub vértices, extremos de lados rectos,
ecuaciones de directricesen X'Y'0':

Focos, vértices, subvértices:
F(12,0); F'(-12,0);V(15,0),V'(-15,0); B(0,9); B'(0,-9).

Extremos de lados rectos:

M (12,2) ;N (12,_2) ;M (— 12,5) ;N (— 12,—2)
5 5 5 5
Ecuacion de directrices:
D:x’ = 75/4, para todo real y'.
D':x" =-75/4, para todo real y’

Tal como se explic6 en los ejemplos anteriores, se aplica las ecuaciones
de traslacién para obtener las coordenadas de focos, vértices, sub
vértices, extremos de lados rectos, ecuaciones de directrices en XYO.

En el sistema XYO:
Focos, vértices, subvértices:
F(glO)F F,(_ 15PO)F V(]‘ZPO)P V,(_ 18I0)I B(_ 3I9)I B,(_ 3: - 9)

Extremos de lados rectos:

m(9 27)-1\/(9 27)-1\/1'( 15 27)-1\/'( 15 27)
15 ) )_5 ) - )5 ) - '_5 .

Ecuacion de directrices:
D:x=63/4, para todo real y.

D':x =-87/4, para todo real y.
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Ejercicio:

Teniendo en cuenta que e = 4/5yk = 30, comprobar que VF + VF’' =k
yVF =exd(V,D).

Para F(12,0); F'(-12,0);V(15,0); D:x" = 75/4, para todo real y’,
determinar Coordenadas y ecuaciéon en X'Y'0’.

Para F(9,0); F'(-15,0);V(12,0); D:x = 63/4, para todo real Yy,
determinar coordenadas y ecuaciéon en XYO.

Tomar cualquier punto P de la elipse con coordenadas en XYO o en
X'Y'0' y comprobar las siguientes igualdades:

PF + PF' = kPF = e x d(P,D)yPF' = e x d(P,D")
Parabolas trasladadas
Caso 2a’

Si el vértice de la pardbola es el punto O’ y el eje focal es el eje X',
entonces, la ecuacion de la parabola en el sistema X'Y'0’ es:

y'2 = 4c(x").

La anterior igualdad es la ecuaciéon candnica en X'Y’'0’ de una parabola,
con vértices el punto O’ y el eje focal es paralelo al eje X, considerando el
sistema X'Y'0’ como una traslacion de XYO.

La ecuacion anterior se obtiene con proceso similar al caso (2a), por
esto ya se aplica este caso.

Como y'> > 0 para todo y’, entonces:
Sic > 0, entonces, x’ > 0 (Figura 15).

Sic < 0, entonces x' < 0 (Figura 16).
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+Y? +Y +Y?
D:x’=-¢ Vértice V (0, 0) D:x’=-c¢
M (c, 2¢) (c,120)
|
| \
ke D) +X F{e )02 X
|
l c, —2¢) (c, 2c)
< (0] ) +X

i

Figura 15. Caso 2a’-1 Figura 16. Caso 2a’-2
Fuente: elaboracion propia Fuente: elaboracion propia

Se establece en X'Y'0’ las coordenadas del foco, vértice, entremos del
lado recto y la ecuacion de la directriz, tal como en el caso (2a):

F(c,0);V(0,0); M(c,2c); N(c,-2c) parac >0yc < 0.
D:x' =-c paratodo numero real y'.

Aplicando las ecuaciones de traslacion, se obtiene en XY O la ecuacién de
la parabola, las coordenadas del foco, vértice, entremos del lado recto y
la ecuacion de la directriz.

(v —h)? =4c(x.k) (2a).

La expresion (2a') corresponde en XY O ala ecuacion de una parabola
con eje focal paralelo al eje X y vértice V(k, h).

Caso 2b’

Si el vértice de la parabola es el punto O’ y el eje focal es el eje Y’, entonces
la ecuacion de la parabola en el sistema X'Y'0’ es:

x'% = 4c(y').
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La anterior igualdad es la ecuacién canénica en X'Y'0’de una parabola,
con vértices el punto O’ y el eje focal paralelo al eje Y.

La ecuacion anterior se obtiene con proceso similar al caso (2b), por esto
ya se aplica este caso.

Comox'>>0 para todo x’, entonces:
Sic > 0, entonces y' > 0 (Figura).
Sic < 0, entonces y’ < 0 (Figura).

Se establece en X'Y'0' las coordenadas del foco, vértice, entremos del
lado recto y la ecuacion de la directriz tal como en el caso (2b):

F(0,¢);V(0,0); M(2¢,c); N(-2¢,c),parac > 0o c < 0.

Directriz: D:y’ =- ¢ para todo nimero real x'.

A
+Y +Y +y
i A Vértice|V (0, 0)
| | ——— —>
| | Dy’ =—¢
'\‘
\ /
N(-2e.0)% {F (0,01 /M (2c. ©) DN > X
- \\ ~ — 0 / \\4 +X
< e / \
o} M(2c,0) f FO;e) N (- 2¢,¢)
Diy'=-¢ I\'I .“
\ ?
NA N
1\

Figura 17. Caso 2b’-1.
Fuente: elaboracién propia

Figura 18. Caso 2b’-2.
Fuente: elaboracion propia

Aplicando las ecuaciones de traslacion, se obtiene en XY O la ecuacién de
la parabola, las coordenadas del foco, vértice, entremos del lado recto y
la ecuacion de la directriz:

(x — k)2 =4c(y —h). (2b")
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La expresion (2b") es la ecuacion en XYO de una parabola con eje focal
paralelo aY y vértice V (k, h).

Ejemplos

1. Siy'* =80x' entonces y'* = 4(20)(x") es la ecuacién candnica de
una parabola en un sistema X'Y'0’

El punto vértices es O’, el eje focal es X'. Segun el caso (2a’), ¢ = 20.
Luego, en X'Y'0’ se tiene:

F(20,0); V(0,0); M(20,40); N(20, - 40).
Directriz D: x" =- 20 para todo real y'.

Si el sistema X'Y'O' es obtenido por traslacion de XYO, donde
0’'(-40,-15) en XYO, se tiene:

x =x+40;x = x'-40.
y =y+ 15,y =y'-15.

Aplicando estas ecuaciones, se obtiene en XY O la ecuacién de la parabola,
las coordenadas del foco, vértice, entremos del lado recto y la ecuacion
de la directriz:

(v + 15)% = 80(x + 40).
Es la ecuacion en XY O de una parabola con eje focal paralelo a X.

Coordenadas del foco, vértices, extremos lado recto, ecuacion de la
directriz en XY O:

F(-20,-15); V(- 40,-15); M(- 20,25); N(- 20, - 55).

Directriz D: x =- 60 para todo real y.
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2. Si6(x")?+ 100y’ = 0, entonces 6(x")" =-100y’.
(x")? =- 100y’ /6;
(x")? = (-100/6)y’";
(x')? = 4(-25/6)y".

La ultima igualdad corresponde a la ecuacién canoénica de una parabola
en un sistema X'Y'0’.

El punto vértice es 0, el eje focal es Y'.
Segun el caso (2b"): ¢ =-25/6.

Luego en X'Y'0’ se tiene:

F(O 25)-V(00)-M( 25 25)-N(25 25)
)y - 6 ) ) ) - 3 - 6 ) 3 )y 6 .

Directriz D:y’ = 25/6 para todo real x'.

Si el sistema X'Y'0O’' es obtenido por traslacion de XYO, donde
0'(-10,12) en XYO, se tiene:

x'=x+10;x = x'-10.
y' =y-12;y =y' +12.

Aplicando estas ecuaciones, se obtiene en XY O la ecuacién de la parabola,
las coordenadas del foco, vértice, entremos del lado recto y la ecuacion
de la directriz:

(x +10)? = 80(y-12).

La anterior igualdad es la ecuacién en XY O de una parabola con eje focal
paralelo al eje X.
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Aplicando las ecuaciones de traslacidn, se obtiene las coordenadas del
foco, vértices, extremos lado recto, ecuacion de la directriz en XY O:

P10 ) ver01m (-2, D) (2. 2)
- ;6 ’ - ] ) _316 ) _3'6 .

Directriz D: x = 97/6 para todo real y.
3. Si40x + y? + 10y- 695 = 0 en un sistema XY 0, entonces:

A partir de y? + 10y se forma un trinomio cuadrado perfecto y se
reemplaza el resultado en la ecuacién dada:

y2+ 10y = y% + 2(5)y + 52- 5% = (y + 5)?- 25
Reemplazando en 40x + y? + 10y- 695 = 0, se obtiene:
40x + (y + 5)%-25-695 =0
Operando constantes:
40x + (y +5)2 =720
Transponiendo 40x:
(y +5)? = 720- 40x
Factorizando - 40:
(v + 5)% =-40(x-18)
Factorizando - 4:

(y +5)% = 4(-10)(x- 18)
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Estableciendo por traslaciéon de XY O un sistema X'Y'0’ tal que
0'(18,-5) en XYO, se tiene:
x'=x-18;x = x" + 18.
y =y+5y=y-5.

Reemplazando y + 5, x- 18 en la ecuacién (y + 5)% = 4(- 10)(x-18) se
obtiene:

y'? = 4(-10)x’.

La anterior igualdad corresponde a la ecuacién canénica en X'Y'0’ de
una parabola con vértices en el punto O’ y eje focal X'. Segun el
caso (2a’), c =-10.

Luego, en X'Y'0’ se tiene:

F(-10,0);V(0,0); M(-10,20); N(- 10, - 20).
Directriz:

D:x’ = 10 para todo real y'.

Aplicando las ecuaciones de traslacién, se obtiene en XYO las
coordenadas del foco, vértice, entremos del lado recto y la ecuacién de la
directriz:

F(8,-5);V(18,-5); M(8,15); N(8,-25).
Directriz:
D:x = 28 para todo real y.
4. Six?- 100y + 1400 = 0 en un sistema XY O, entonces:
x? = 100y-1400 = 100(y-14).
x? = 4(25)(y-14).
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Estableciendo por traslacion de XY O un segundo sistema X'Y'0’ tal que
0'(0,14) en XY O, se tiene:

x'=x;x =x'.
y =y-14;y =y’ + 14.
Reemplazando en x? = 4(25)(y- 14) las variables x, y se obtiene:

x'? = 4(25)y’.

La igualdad anterior es la ecuacién canénica en X'Y'0’ de una parabola
con vértice en O’ y eje focal Y'.

Lo anterior es similar al caso (2b’), en consecuencia, ¢ = 25 y se
establece en las coordenadas del foco, del vértice del extremo del lado
recto y la ecuacion de la directriz, tal como este caso:

F(0,25);V(0,0); M(50,25); N(-50,25).
Directriz:

D:y' =-25 para todo real x'.

Aplicando las ecuaciones de traslacion, se obtiene en XYO las
coordenadas del foco, vértice, entremos del lado recto y la ecuacién de
la directriz:

F(0,39);V(0,14); M(50,39); N(-50,39).
Directriz:

D:y =-11 para todo real x.
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Hipérbolas trasladadas
Caso 3a’

Si el centro de una hipérbola en un sistema X'Y'0’ es el punto O’ y el eje
focal es X', entonces la ecuacidn candnica en este sistema es:

La anterior ecuacién es similar o copia del caso (3a), por lo cual, a? +
b? = c2.

Ademads, se establece en X'Y'0’ las coordenadas de los focos, vértices,
sub vértices, extremos de los lados rectos, las ecuaciones de las
directrices y de las asintotas, tal como el caso (3a).

F(c,0);F'(-¢,0);V(a,0);V'(-a,0); B(0,b); B'(0,-b).

b? b? b? b?
M <c,—>;M’ (—c,—);N(c,——);N’ <—c,——>.
a a a a

a? a?

D:x = D':x = T _b T' __b
.x—c, X = o .y—ax, Yy = ax.

La excentricidad e y la constante k de la definicién 3, no cambian.

Se considera un sistema XY O tal que O’ (k, h) en XYO y el eje X es paralelo
con el eje X' (Figura 19).

Las rectas T y T' que pasan respectivamente por las diagonales del
rectangulo, son recta asintotas de la hipérbola.
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A+Y’ +Y
D
4 T
¥
MY

B

he v 1: h| X

K A 0 T ix

v M e=cla>1

A J

Constante k = 2a = VV’

Figura 19. Caso 32’
Fuente: elaboracion propia

Las ecuaciones que relacionan las coordenadas de un punto en estos dos
sistemas son:

x'=x-k;x =x"+k;
y' =y-hy=y +h

Aplicando estas ecuaciones se obtiene en XYO las coordenadas de los
focos, vértices, sub vértices, extremos de los lados rectos, las ecuaciones
de las directrices y de las asintotas.

Caso 3b’.

Si el centro de una hipérbola en un sistema X'Y'0’ es el punto O’ y el eje
focal es Y’, entonces la ecuacién canonica en este sistema es:
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La anterior ecuacion es similar o copiadel caso 3b, porlocual,a? + b? = c¢2.

Ademas, se establece en X'Y'0’ las coordenadas de los focos, los vértices,
subvértices, extremos de los lados rectos, las ecuaciones de las
directrices y de las asintotas, tal como en el caso (3b).

F(0,c);F'(0,-¢);V(0,a);V'(0,-a); B(b,0); B'(-b,0).

b? b? b? b?
M(—,c);M’ <—,—c>;N<——,c>;N’<—c,——>.
a a a a

La excentricidad e y la constante k de la definicién 3, no cambian.

Se considera un sistema XY O tal que O’ (k, h) en XYO y el eje Y es paralelo
con el eje Y’ (Figura).

Figura 20. Caso 3b’.
Fuente: elaboracion propia
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Las ecuaciones que relacionan las coordenadas de un punto en estos dos
sistemas son:

x'=x-k;x=x"+k;
y'=y-hy=y" +h
Aplicando estas ecuaciones se obtiene en XY O las las coordenadas de los

focos, los vértices, subvértices, extremos de los lados rectos, las
ecuaciones de las directrices y de las asintotas.

Ejemplos:

1. Si 9x%-16y?-198x + 256y-79 = 0 es la ecuacion en XYO de una
hipérbola, entonces, 9x2- 198x- 16y? + 256y-79 = 0.

A partir de los binomios 9x%-198x, - 16y? + 256y se completa un
trinomio cuadrado perfecto para reemplazar los resultados en la
ecuacion anterior:

9x2-198x = 9(x%-22x) = 9(x%-2(11)x + 112-11?)
= 9([x-11]?-121) = 9[x-11]%>-1.089;

-16y? + 256y =-16(y?-16y) =-16(y?*-2(8)y + 82-8?)
——16([y- 8]?- 64) =- 16[y-8]? + 1.024.

Reemplazando y realizando procesos algebraicos, se obtiene:
9[x-11]%-1.089- 16[y- 8]% + 1.024- 79 = 0;
9[x-11]%-16[y-8]*- 1.089 + 1.024- 79 = 0;
9[x-11]%-16[y-8]*- 144 = 0;

9[x-11]2-16[y-8]* = 144;

9[x-11]? 16[y—8]2_1
144 144 ’
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[x-11]* [y-8]* _

6 9 b
(x-11)* (y-8)?
2z 3 LM

Se establece por traslacion del sistema XY O un segundo sistema X'Y'0’,
tal que 0'(11,8) en XYO:

x'=x-11;x = x" + 11.
y' =y-8y=y+8.

Reemplazando en (*), resulta:

La anterior igualdad corresponde a una hipérbola con centro en 0’ y eje
focal X'; similar al caso (3a).

En este ejemplo:a = 4,b =9y c? =16 + 9 = 25, porlo cual, c = 5.

Aplicando los resultados del caso (3a), los cuales también estan
establecidos en la parte tedrica del caso (3a’), se tiene las coordenadas
de los focos, vértices, subvértices, extremos de los lados rectos,
ecuaciones de directrices y de asintotas en X'Y'0":

F(5,0); F' (- 5,0); V(4,0); V'(- 4,0); B(0,3); B'(0, - 3).

(5g)omw () (5-3)m (-5-3)
14 ) - 4 ) 1_4 ) - 1_4 .

D_ 1_16_Dl_ I 16_T_ 1_3 I_Tl_ [ 3 !
.x—5, X = .y—4x, Y ——4x.
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Para obtener las coordenadas de los puntos anteriores y las ecuaciones de
directrices y asintotas, se aplica las ecuaciones de traslacién obtenidas:

A manera de ejemplos:

ParaF:x=x'"4+11=5411=16;y=y'+8=0+8 =
8; asi, F(16,8).

ParaV':ix =x"4+11=-44+11=7,y=y'"+8=0+38
= 8;asi,V'(7,8).

ParaB:x =x'+11=0+11=11;y=y"+8=3+38
= 11;asi,B(11,11).

9
ParaN:x=x’+11=5+11=16;y=y’+8=—Z+8

_ 23 ’N(1623)
= ash )

ParaD:x =x"+11 =16/5+ 11 = 71/5; luego: D: x = 71/5 para todo
real y.
Para T":y' =—2x’, entonces, y-8 =—%(x—11) =—%x +§; Ty=

-2x +65/4.

De esta forma, se obtiene las coordenadas en XY O de los demas puntos
y ecuaciones:

41 41 23
F'(6,8); V(15,8); B'(11,5); M (16, T) M (6, T) N (6, T)'
o393 1

x =Ty = gx-0
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Ejercicio:
Con los puntos V(15,8),B(11,5) y M(16,41/4), comprobar que sus

coordenadas satisfacen la ecuacién de la hipérbola en XYO.

Sugerencia: este ejercicio se lo puede resolver utilizando la ecuacion
inicial dada en este ejemplo o con la ecuacion (*).

2. Si36x%-64y% + 720x + 768y + 3.600 = 0 es la ecuacién en XYO de
una hipérbola, entonces:

36x2 + 720x- 64y2 + 768y + 3.600 = 0.
36(x? + 20x)- 64(y2-12y) + 3.600 = 0.

Completando trinomios cuadrados perfectos a partir de los binomios
(x? + 20x); - 64(y2-12y), reemplazando los resultados en la anterior
igualdad y siguiendo los pasos algebraicos tal como en el ejemplo
anterior, los cuales se recomienda al lector que los realice, se obtiene la
siguiente ecuacion:

(y-6)? (x+10)?
62 g2

=1 ().

Se establece por traslacion del sistema XY O un segundo sistema X'Y'0’,
tal que 0'(-10,6) en XYO:

x'=x+10;x =x'-10
y =y-6y=y"+6

Reemplazando en (*):
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La anterior igualdad corresponde a una hipérbola con centro en 0’ y eje
focal Y'; similar al caso 3b.

En este ejemplo,a = 4,b = 9: ¢? = 16 + 9 = 25, porlo cual ¢ = 5.

Aplicando los resultados del caso 3b, los cuales también estan
establecidos en la parte teérica del caso 3b’, se tiene las coordenadas de
los focos, vértices, subvértices, extremos de los lados rectos, ecuaciones
de directrices, de asintotas en X'Y'0’.

Aplicando las ecuaciones: x =x'-10,y =y’ 4+ 6, se obtiene las
coordenadas de los focos, vértices, subvértices, extremos de los lados
rectos, ecuaciones de directrices, de asintotas en XYO.

Ejercicio:

Obtener las coordenadas de los puntos y ecuaciones de directrices,
asintotas en ambos sistemas.

Sugerencia

Los procesos son similares a los realizados en el ejemplo anterior
(ejemplo 1).

Con algunos puntos de la hipérbola, comprobar las igualdades en la
definicién general de cdnica y en la definicidn particular de hipérbola. Se
lo puede realizar en cualquier sistema.

Tener en cuenta que la excentricidad y la longitud de los vértices no
varian, esto es, en cualquier sistema es lo mismo.



4. CONICAS ROTADAS

Cuando el centro de una elipse, de una hipérbola o el vértice de una
parabola en un sistema XY O es el punto origen 0, ademas el eje focal no
es paralelo al eje X ni al eje Y, se considera una cénica rotada.

Se establece un sistema X'Y’0, tal que la medida del angulo de +X a +X’
es el angulo 0, donde 0 < &< 90° (Figura).

El &ngulo 0 se establece con el fin de que el eje focal de la conica sea el
eje +X' o bienel eje Y'.

+Y 4
+X’
+Y’

+X

\ 4

A

Figura 21. Rotacion de cénicas
Fuente: elaboracion propia
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Para cualquier punto P del plano, si P(x,y) en XYO y P(x',y"), las
igualdades que relacionan las coordenadas de P en estos dos sistemas,
son las siguientes (Portilla y Caicedo, 203; Leithold, 1987):

X' =xcosf +ysenb;x =x"cosf-y' senb.
y' =ycosf-xsenf;y =x"senf +y'cosf.

Elipses rotadas
Caso 13"

Si el eje focal es el eje X' (Figura), tal como en el caso(1a), la ecuacion
canodnica de la elipse en X'Y'0, es

12 12

X Y — 1. v pl — 42 2
?+F—1,a>b,c = a“-b-.

Caso 1b”

Si el eje focal es el eje Y’ (Figura 23 2) tal como el caso (1b), la ecuacion
canonica de la elipse en X'Y'0, es:
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+Y T
+X
S Y
<.,

) 6 " X « +X

) 0

v ,

Figura 22. Caso 1a” Figura 23 2. Caso 1b”

Fuente: elaboracién propia Fuente: elaboracion propia:

Parabolas rotadas

Caso 2a”

Si el eje focal es el eje X" (Figura) tal como en el caso 2a, la ecuacién
canoénica de la parabolaen X'Y'0, es:

y’2 = 4c(x").
Caso 2b”

Si el eje focal es el eje Y'(Figura) tal como en el caso 2b, la ecuacion
canoénica de la parabolaen X'Y'0, es:

x'? = 4c(y').
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+Y

Figura 24. Caso 2a”
Fuente: elaboracion propia

Hipérbolas rotadas

Caso 3a”

+Y?

+Y 4

+X

X

v

Figura 25. Caso 2b”

Fuente: elaboracion propia

Si el eje focal es el eje X' (Figura) tal como en el caso 3a, la ecuacion
canonica de la hipérbola en X'Y'0, es:

Caso 3b”

Si el eje focal es el eje Y’ (Figura) tal como en el caso 3b, la ecuacion
canodnica de la hipérbola en X'Y'0, es:
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Y ¢ +Y 4
+X°
+Y? +Y?
« e « o X
O O| \
v
v
Figura 26. Caso 3a” Figura 27. Caso 3b”
Fuente: elaboracion propia Fuente: elaboracion propia

Obtenida una ecuacién candnica de la conica en X'Y’'0, las coordenadas
de los focos, vértices, subvértices, extremos de lados rectos, ecuaciones
de directrices y asintotas en este sistema, son exactamente las mismas
que se establecieron en su respectivo caso en XYO y en el sistema
establecido por traslacion X'Y'0’.

Para obtener en XYO las coordenadas y ecuaciones de los elementos
mencionados en el parrafo anterior, se aplica las ecuaciones que
relacionan las coordenadas de un punto en los dos sistemas.

La excentricidad de la cénica, asi como la distancia entre puntos, es
independiente del sistema coordenado.

Cuando la ecuacion de la conica esta en el sistema inicial XY O, entonces,
se procede a obtener el angulo de rotaciéon para establecer el sistema
X'Y'0 y obtener la respectiva ecuacién candnica y luego las coordenadas
de los elementos de la cénica en este sistema.

Para obtener el angulo de rotacién, se reemplaza en las ecuaciones
canodnicas establecidas anteriormente las variables x’, y’ con el fin de
establecer una formula para tal fin.
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Los procesos son faciles porque, simplemente se aplica temas
elementales de algebra y trigonometria, pero son muy extensos. A
manera de ilustracion, se realiza el proceso con la ecuacién del caso 1a”:

De esta ecuacion se obtiene:
b2x'? + a?y'* = a?b?.
Reemplazando x', y’, resulta:
b?(x cos 8 + y sen 8)? + a*(y cos 6 - x sen 6)? = a?b?.

Desarrollando los cuadrados y luego multiplicando estos resultados por
a # 0y b # 0 se obtiene:

b?x?% cos? 0 + b?y?sen? 0+ 2b*xy cos 0 sen 0+ a’y? cos? 0
+ a’x?sen?@— 2a’xy cos @ sen 8 = a’b?.

Realizando factorizaciones, con factor comun: x2, y?2, 2(cos 6 sen 8)xy:

(b2%cos?0+ a’sen?O)x? + (b*sen? O+ a®cos? H)y*?
+ (b%-a?*)2(cos O sen O)xy-a*b? = 0.

Teniendo en cuenta que 2cosfOsenf =sen(26) y haciendo las
siguientes asignaciones:

A = (b?%cos? 0+ a?sen?0); B = (b*sen?0+ a?cos?0);C =
(b%-a?)sen(26); F =-a?b? se obtiene la ecuacion en XY O de la forma:

Ax?*+ By + Cxy + F = 0.

A>0,B>0,C<0,F <0.Eneste caso b?>-a? < 0 porque a > b.
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Se obtiene exactamente la misma ecuacion con los mismos valores,
realizando el proceso para la ecuacién (1b”), pero en este caso, b~ a? >
0 porque b > a, porlocual C > 0.

Cuando 8 = 0, obviamente no hay rotacién, y en este caso, A = b?,B =
a?,C = 0, de donde se obtiene la ecuacion: b2x? + a?y?-a?b? = 0;de lo
cual se concluye:

XZ y2
=

Esta expresion corresponde a los casos (1a) y (2a); es decir, es la
ecuacion candnica de una elipse en XYO.

Segun lo anterior, se puede afirmar que si C # 0, el término Cxy indica
que se trata de una elipse rotada.

Reemplazando x’, y’ en las ecuaciones canonicas del caso (2a’) y del
caso (2b'"), tal como se hizo en el anterior ejemplo, se obtiene la
ecuacion:

Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey = 0.
En el caso (2a'"):
A=sen?0> 0;B = cos*6> 0;C =-sen(260) < 0;D # 0;E # 0.
En el caso (2b"):
A =cos?0>0;B =sen’0> 0;C =sen(26) > 0;D # 0; E # 0.

Reemplazando x’, y' en las ecuaciones canodnicas del caso (3a"") y del
caso (3a'"), se obtiene la ecuacion:

Ax? + By? + Cxy+ F = 0.
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En el caso (3b"):

A = b%cos?6 — a’sen?8; B = b%*sen?0 — a?*cos?0; C
= (a% + b*)sen(20); F = a’b?.

A#0;B+0;C>0;F <O.
En el caso (3b"):

A = b?sen?8 — a®cos?; B = b%cos?0 — a*sen?6; C
= —(a® + b®)sen(26); F = —a?b>.

A+0B+0;,C<(0;F <.
Angulo de rotacién

Para obtener el correspondiente angulo de rotacién en términos de A, B
y C, se tiene en cuenta los valores de estos coeficientes en cada uno de
los casos anteriores y se efectia procedimientos algebraicos
elementales.

En cualquier caso, se obtiene la siguiente formula:

C
Tan(29) = m

A continuacion, se considera tres de estos casos.
En el caso (1a’):

A = b?%c0s?60 + a’sen?; B = b%*sen?6 + a*cos?6;C
= (b? — a®)sen(26).

Se obtiene el valor de b? — a?, asf:

A — B = (b?cos?6 + a’sen?) — (b%sen?8 + a*cos?0)
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Factorizando: cos?0 y sen?, se obtiene:

A— B = (b? —a®)cos?0 + (a® — b?)sen?0
= (b? — a®)cos?0 — (b? — a?®)sen?6

Factorizando b? — a?:

A—B = (b? — a?)(cos?8 — sen?0)

Por identidad trigonométrica, cos?8 — sen?8 = cos (28), entonces:

A—B = (b? — a®) cos(26);

A—-B

2 _ .2 _
b™~a cos(28)

Reemplazando b? — a? en C = (b? — a?)sen(20), se tiene:

_ B 2o = -5 2D _ - yran(26)
N ZQSen - cos(20) - an '
Por tanto, como se queria demostrar, se tiene que:
Tan (26) = —°
an = A — B

En el caso (2b""):
A = c0s?8; B = sen?8; C = sen(20).
A — B = cos?*0 — sen?6 = sen(26).
Entonces,

C  sen(20)
A—B  cos(26)

= Tan(20).
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Esto es,

C
Tan (29) = m

En el caso (3b""):
A = b%*sen?0 — a?cos?0; B = b%cos?*6 — a’sen?0; C
= (a® + b?)sen(26);

A — B = (b%sen?0 — a%cos?0) — (b%cos?0 — a’sen?0);

A—B = (—a? — b?)cos?0 + (b? + a?)sen?0.
= —(a® + b?)cos?0 + (b* + a*)sen?0;

A—B = —(a? + b?)(cos?6 — sen?8) = —(a® + b?) cos(26);

C —(a* + b*)sen(20) sen(20)
= = = Tan(20).
A—B —(a?+ b?)cos (28) cos (26)
Esto es,
C
Tan (29) = m
Ejercicio

Obtener la expresion anterior para los casos (1b"), (2a"), (3b™).
Ejemplos

Obtener en el sistema XY O las coordenadas de focos, vértices, extremos
de lados rectos, ecuaciones de directrices, asintotas en cada una de las
conicas cuyas ecuaciones en XY O se dan en seguida.
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369x? + 481y2-384xy-22.500 = 0.
A =369,B =481,C =-384.

ran(26) — C  -384  -384 48 24
Ay = A BT 369481 —-112 14 7

Entonces, Tan(260) = %.

De aqui, resulta: Arc (Tan(20)) = Arc(Tan(Z—;') = 73,73979529

Por lo tanto, 8 = 36,86989765°.
Ahora bien,
sen 6 = sen(36,86989765) = 0,6; cos 8 = cos 36,86989765 = 0,8.

Por rotacion de XY O se establece un sistema X'Y'0 tal que el angulo de
+X a+X', sea0.

SiP(x,y)en XYOy P(x',y") en X'Y'0, se tiene:
x =x'cos@—y'send=x'(0,8) —y'(0,6)
y = x'sen@+ y'cosd= x'(0,6) + y'(0,8)
Reemplazando x’, y’ en la ecuacién dada en este ejercicio, resulta:

369(0,8x'- 0,6y")2 + 481(0,6x' + 0,8y")2- 384(0,8x'- 0,6y")(0,6x’
+0,8y")-22.500 = 0
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Realizando por partes los respectivos procesos algebraicos, se tiene:

369[0,64(x")2-0,96(x'y") + 0,36(y")?] + 481[0,36(x")? + 0,96(x'y")
+0,64(y")?]- 384[0,48(x")?
+0,64(x'y")-0,36(x"y")-0,48(y")?] = 22.500

236,16(x")%- 354,24(x'y") + 132,84(y")? + 173,16(x")?
+461,76(x'y")
+307,84(y")%- 184,32(x')?- 245,76(x'y")
+138,24(x"y") + 184,32(y")? = 22.500

Factorizando (x")?, (y')?,x'y’ se tiene:

[236,16 + 173,16- 184,32](x")? + [132,84 + 307,84
+184,32](y")? + [- 354,24 + 461,76~ 245,76
+138,24](x'y") = 22.500

225(x")% 4+ 625(y')? + 0(x'y") = 22.500.

&), O _
100 36

1.

Se obtiene la ecuacion candnica en X'Y'0O:

b?> 36
a=10;b=6;c>=a?>—-bh?>=100-36 = 64;c =8, — = —
a 10

= 3,6.

Corresponde a una elipse con centro en 0, vértices y focos en el eje X'; en
consecuencia, se estable X'Y'0 las coordenadas de vértices, subvértices,
focos, extremos de los lados rectos, ecuaciones de directrices, tal como
en los casos (1a) y (1a’).
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Coordenadas de focos, vértices y subvértices:
F(8,0); F'(-6,0);V(10,0); V'(-10,0); B(0,6); B'(0,- 6).
Ecuacion de directrices:
D:x’ = 25/2, para todo real y'.
D":x" =-25/2, paratodoreal y'.
La excentricidad es e = 4/5.
La constante k parala elipse es: k = 20 = VV'.
Extremos de lados rectos:

Si el segmento MN es el lado recto que pasa por F, entonces, M(8,3,6) y
N(8,-3,6).

Si el segmento M'N’ es el lado recto que pada por F', entonces, M’ (- 8,3,6)
y N'(-8,-3,6).

Para obtener las coordenadas y ecuaciones en XYO, se aplica las
siguientes formulas:

x = x'cosf— y'send=0,8x" — 0,6y’;
y = x'senf+ y'cosf=0,6x"+0,8y’".

Para F(8,0),x' =8,y' = 0; por lo cual, x =0,8 x8-0,6 X0 =6,4;y =
0,6 x84+ 0,8x0=4,_8.

ParaV'(-10,0),x" =-10,y’ = 0; porlo cual,x = 0,8 X (-10)-0,6 X 0 =
-8y =0,6% (-10) + 0,8 X 0 = 6.

Para B(0,6),x' =0,y" = 6; por tanto, x =0,8 X 0-0,6 X 6 =-3,6y =
0,6 x0+0,8x%x6=4,8.
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Para M(8;3,6),x' =8,y' =3,6; por lo cual, x =0,8x8-0,6 3,6 =
4,24,y =06x8+0,8x 3,6 =7,68.

D:x' = 25/2, para todo real y'; x = 0,8(12,5)-0,6y' = 10-0,6y";y =
7,5+ 0,8y’.

Igualando coeficientes de y’ resulta: 0,8x = 8-0,48y’;0,6y = 4,5 +
0,48y’

Sumando: 0,8x + 0,6y = 12,5;8x + 6y = 125.
Segun lo anterior, en XY O:

F(6,4;4,8); V'(-8;-6); B(- 3,6; 4,8); M(4,24; 7,68); D: 8x + 6y
= 125.

Ejercicio
Obtener en XY O las coordenadas de F',V,B’,N,M', N' y la ecuacién de D'.
2.
x2 4+ y? + 2xy + 48x-48y = 0.
En este ejemplo,A =1,B =1,C = 2.

C -2 -2

Tan(29)=A_B=1_1 0

lo cual es una indeterminacion; pero 26 = 90° y 8 = 45°.

V2 2
Sen(45%) = —, cos (45%) = —.
2 2
Por rotacién de XY O se establece un sistema X'Y'0 tal que, el &ngulo de
+X a+X'seaf = 45°.
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SiP(x,y)enXYOyP(x',y')enX'Y'O, se tiene:

VZ\ | (V2\ V2
x =x'cos-y'senfd=x' (—) -y’ <—> =— " =y".
2 2 2
V2 V2 V2
y =x'senf+y'cosf=x' - +y' - :7(x’+y’).

Reemplazando x , y en la ecuacion dada en este ejercicio, resulta:

(B (B o] (o

+48<\/_>(x -y')- 48<\/E>(x +y')=0.

1 1
(5)167 + 0220y T+ (5) 17 + )7 + 26y + [ Y]
4+ 24V2(x" - y)-242(x" +y") =0

D2 O DR O e oz
XY A Y + ()2 ()

+ 24 2x" - 24~N2y"- 24\2x"- 244/2y" = 0

Reduciendo términos semejantes, resulta:
2(x")?-48v2y’ =0
Simplificando por 2 y despejando (x')?, se obtiene: (x')? = 24+/2y’".

Finalmente, se tiene que: x'* = 4(6v2)y’.
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La anterior ecuacion es candnica en el sistema X'Y'0 y corresponde a
una parabola con vértices en el punto origen O y con foco en el eje Y’,

porque ¢ = 6v/2.

En el sistema X'Y'O se establece las coordenadas del vértice, foco,
extremos del lado recto, las ecuaciones de la directriz, tal como en los
casos 2by 2b’.

Foco: F(O,6\/§); vértice; V(0,0), extremos del lado recto:
M(12v2,6v2); N(- 12V2; 6v2)

Directriz: D: y' =- 6+/2 para todo real x'.

Para obtener las coordenadas y ecuaciones en XYO, se aplica las
siguientes féormulas:

V2 V2, 2
x=x'cos@—y'senf=—x'-—y' =—(x"-y").
2 2 2
Vi, NI, 2
y =x'senf+y'cos= Sty = T(XI +y').
V2 V2
F(0,6V2);x = —(0- 6V2) =-6;y = —(0+ 6V2) = 6.
V2 V2
V(O;O);X = 7(0—0) = O;y = 7(04‘0) = 0.

M(12/2,6V2);x = g(nx/ﬁ— 6V2) = 6;y = g(ux/i +6V2) = 18.

N(-12vV2,6V2);x = g (-12v2-6V2) =-18;y = g (-12v2 + 6V2)
=-6.
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D:y’ =-6+/2 para todo real x'.

x=£(x’+6\/§)=£x’+6
2 2
y= g(x’— 6V2) = g(x’)—6

Restando x- y, resulta: x-y = 12.
Asi que, en XY O, se tiene:

F(-6,6);V(0;0); M(6;18); N(-18;-6); D: x-y = 12.

7y% + 24xy-3.600 = 0.
En este ejemplo, A = 0; coeficiente de y?: B = 1; C = 24.

24 24

Tan(29)=A_B=0_7——7.

24
(208) = Arc (Tan (— 7)) =-73,73979529°.

Dado que, 0 < #< 90°, entonces, 0 < 26 < 180°.
Segun lo anterior:

20 = 180°-73,73979529° = 106,2692047°; 6 = 53,13010235°.
Para este valor de 6, resulta: Sen8 = 0,8; cos 8 = 0.6.

Se establece por rotacion de XY O un sistema X'Y'0O tal que, el angulo de
+X a+X"esH.
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SiP(x,y)enXYOyP(x',y") enX'Y'O se tiene:
x =x"cosf —y'senf = 0,6x" —0,8y".
y = x'senf + y'cosf = 0.8x' + 0,6y’.
Reemplazando x, y en la ecuacion dada en este ejercicio, resulta:
7(0.8x" + 0,6y')? + 24(0,6x" — 0,8y")(0.8x" + 0,6y')-3.600 = 0.

7[0,64(x")? + 0.36(y")? + 0.96x'y'] + 24[0,48(x")?- 0,48(y")?
+ 0.36(x")(y")-0,64(x")(y")] = 3.600

4,48(x")? + 2,52(y")%* + 6,72x'y" + 11,52(x")2-11.52(y")?
+ 8.64(x")(y")-15,36(x")(y") = 3.600.

Reduciendo términos semejantes, se obtiene:

4,48(x")?% + 11,52(x")? + 2,52(y")*-11.52(y")* + 6,72x"y’
+8.64(x")(y")-15.36(x")(y") = 3.600.

16(x")%-9(y")? + 0(x")(y") = 3.600.

16()? 90

=1.
3.600 3.600
SOOI
225 400 '

Finalmente, se obtiene:

La cual es la ecuacion canodnica en X'Y'O de una hipérbola con focos y

vértices en X'.
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Para a =15b =20, se tiene que: c?=a?+b%?=225+400=
625;c = 25.

Se estable en X'Y'0 las coordenadas de puntos y ecuaciones de rectas, tal
como en los casos 3a y 3a’.

Coordenadas de focos vértices y de puntos auxiliares:
F(25,0); F'(-25,0); V(15,0); V'(- 15,0); B(0,20); B'(0,- 20).
Ecuacion de las asintotas:

T I_4ITI I_4I
1y =g Thy =-gx

Ecuacion de las directrices:

2 2
. ,—a — . Il I— a —
D:ix'=—=9;D":1x" =——=-9,
c c

Extremos de los Lados rectos:

(25, %2)o0 (25,-2)s  (-252), v (25, -2)
13 ) F_3 ) - F3 ) - I_3 '

. . [ 5
Excentricidad: e = e

Para obtener las coordenadas y ecuaciones en XYO, se aplica las
siguientes formulas:

x =x"cosf —y'senf = 0,6x'-0,8y’
y = x'senf + y'cosf = 0,8x" + 0,6y’

Para F(25,0),x" =25,y' =0; luego, x =0,6 Xx25-0,8x 0 =15;y =
0,8x 25+ 0,6 x0 = 20.

Para V'(-15,0);x" =-15,y' =0; luego, x =0,6 X (-15)-0,8%0 =
-9y =0,8x (-15) + 0,6 X 0 =-12.
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Para B(0,20),x' =0,y" = 20; luego, x = 0,6 Xx0-0,8 X 20 =-16;y =
0,8x0+4+0,6x20=12.

Para M (25;1—0):96' =25,y = ?; luego, x = 0,6 X 25-0,8 X ? =
-19 80

=2y =08x%25+0,6x> =36

80 ’ ’ 80 80
Para N(25,—?) 1x' =25,y" =-—; luego, x = 0,6 X 25-0,8 X (—?) =
19,5 =0,8x% 25+ 0,6 x (_83—0

— = 4.
3

N——

D:x' = 9, paratodoreal y'.

x=06x%9-08y" =54-08y’;y=08x9+0,6y’
=7.2+0,6y.

Igualando coeficientes de y':
0,6x = 3,24-0,48y';0,8y = 5,76 + 0,48y".
Sumando:
0,6x + 0,8y =9 = 6x + 8y =90 = 3x + 4y = 45.
D:3x + 4y = 45.

Para la asintota: T": y’ =—§x’; 4x’ + 3y’ = 0, para lo cual, se tiene en
cuenta las igualdades:

x' = xcosf + ysenf = 0,6x + 0,8y.

y' = ycosO — xsenf = 0,6y-0,8x.
Reemplazando x', y':

4(0,6x + 0,8y) + 3(0,6y-0,8x) = 0.

2,4x 4+ 3,2y +1,8y-24x =0= 0x 4+ 5y = 0 = y = O,para
todo real x.

Luego T':y = 0, para todo real x.
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Segun lo anterior, T' es la recta X.

De igual manera se obtiene la recta T: 24x + 7y = 0 (se deja al lector
realizar el proceso).

—19 109
F(15,20);V'(-9,-12); B(-16,12); M (T' 36) i N (—,4) ;D:3x

3
+ 4y = 45.
Ejercicios

1. Obtener las coordenadas en XYO de F',V,B’,M', N'yla ecuacion de D’.

2. Obtener en XYO las coordenadas de los puntos fundamentales de
cada cdnica y las ecuaciones de las rectas directrices, asintotas segin
el caso, cuyas ecuaciones se establecen en XYO.

@) 544x% + 481 + 216xy-250.000 = 0
b) x% + 3-2V/3xy- 64v/3x-64y = 0

3. Obtener en XYO las coordenadas de los puntos fundamentales de la
conica y las ecuaciones de las rectas directrices, asintotas segun el
caso, cuya ecuacidon se establece en el sistema establecido por
rotacion X'Y'0 y el angulo de rotacién es 8 = 60°:

4. Obtener la ecuacién en XY O de la cénica del ejercicio 3, y comprobar
que las coordenadas en XY O de un punto extremo de un lado recto,
cumple con la ecuacién obtenida.
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5. CONICAS TRASLADADAS Y ROTADAS

Cuando el centro de una elipse, de una hipérbola o el vértice de una
pardbola en un punto C(k, h) en XYO y su eje focal no es paralelo al eje X
nial eje Y, entonces, se considera como un cénica trasladada y rotada con
respecto al sistema XYO (Figura 28).

+Y’T Y
+X,’
_"_Y’,

0 +X°

/ S |° " ix

Figura 28. Traslacion y rotacion de conicas
Fuente: elaboracidén propia.

F 3




Elementos de Geometria Analitica - Conicas

En este caso, para obtener la ecuacion candnica de la cénica cuya
ecuacion estd planteada en el sistema XYO, es conveniente primero
establecer por rotacion de XY O un segundo sistema X'Y'0.

Si P es un punto cualquiera tal que P(x,y) en XYO,P(x',y')en X'Y'0y 0
es el angulo de rotacién, entonces:

x' = xcosB + ysenb; x = x'cosf — y'sen#;
y' = ycosO — xsenf;y = x'senf + y’cosf.

El angulo 6 se establece con el fin de que el eje focal de la cdnica sea
paralelo el eje X' o bien al eje Y'.

Luego se establece por traslacion de X'Y'0 un tercer sistema X"'Y"'0’, tal
que O’ sea el centro o el vértice de la conica.

SiP(x',y)enX'Y'0,P(x",y")enX"Y"0" yO'(k,h) en X'Y'0, entonces:
x"=x"-k;x'=x"+k;
yll — yl_ h;yl — yll + h.

Para obtener las variables x"’, y'’ de la conica, se factoriza en la ecuaciéon
en X'Y'0 trinomios cuadrados perfectos, tal como se hizo en los ejemplos
dados en la seccion de conicas trasladadas.

De esta manera se llega a obtener la ecuacion candnica de la cénica en el
tercer sistema X"Y"”0' y se establece en el sistema X'"Y"0' las
coordenadas de focos, vértices, subvértices, extremos de lados rectos,
ecuaciones de directrices, asintotas tal como se hizo en los casos
anteriores cuando se obtenia una ecuacion candnica.
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Para obtener las coordenadas de estos puntos y las ecuaciones de las
rectas en el sistema X'Y’0, se aplica las siguientes igualdades:

x' =x"cosO — y''senb;
y' = x'senf + y'' cosf.

Finalmente, para obtener las coordenadas de estos puntos y las
ecuaciones de las rectas en el sistema XYO, se aplica las siguientes
igualdades:

x=x"+k;
y=y'+h.

Como se puede observar de la explicacion anterior que, en este caso. no
es mas que aplicar los procesos realizados en las secciones de conicas
trasladas y rotadas.

Si la ecuacién obtenida en X"'Y"' 0’ es de la siguiente forma:

a? b2

se sabe que corresponde a una elipse con centro en O’ y focos en X"
cuando a > b o focos en Y cuando a < b.

Si es de la forma:
(v")? = 4c(x) 0 (x")? = 4c(y")

corresponde a una parabola con vértice en O’ y foco en X"’ en la primera
ecuacion, o foco en Y en la segunda ecuacion.
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Si es de la forma:

x2  y? . y2 2 .
- = o0 ———=1.
a? b? a? b?
corresponde a una hipérbola con centro en O’ y focos en X". en la
primera ecuacion; y focos en el eje Y, en la segunda ecuacion.

Llevando las anteriores ecuaciones canénicas al sistema XY O aplicando
las ecuaciones de traslacion y de rotacion, tal como se hizo en estos dos
casos, se obtiene una ecuacion de la forma:

Ax?*+By*+Cxy+Dx+Ey +F = 0.

Obviamente, los coeficientes 4, B, C, D, E, F toman valores diferentes en
cada conica.

Los coeficientes A y B son nimeros reales no nulos simultaneamente; C
es un real no nulo.

Ejemplos:

Obtener en XYO las coordenadas de focos, vértices, subvértices,
extremos de lados rectos, ecuaciones de directrices, asintotas de cada
conica cuya ecuacion esta en el sistema XY O:

1) 461x? 4+ 369-384xy + 14.616x-10.512y + 107.244 = 0.

Como se explicé anteriormente, se establece un segundo sistema X'Y'0
por rotaciéon de XY O y después un tercer sistema X''Y"' 0’ por traslacion
X'Y'0.

c = -384
A—B 461 —369

Para A = 461,B = 369,C =-384:Tan(20) =

24
7
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20=arc <Tan (— 274)> =-73,739795529; 0 26 = 180-73,739795529
= 106,2602047.
Como 0 < 8< 90°, entonces, 8 = 53,13010235°.
Para este valor de 8: senf = 0.8; cos6 = 0,6.
Segun las féormulas de rotacion, se tiene:
x = x'cosf — y'senf = 0,6x'-0,8y’".
y = x'senf + y'cosf = 0,8x' + 0,6y".

Reemplazando x, y en la ecuacién dada en este ejercicio y realizado los
respectivos procesos algebraicos, se obtiene la ecuaciéon en X'Y'0:

225(x")? + 625(y")% + 360x’ — 18.000y’ + 107.244 = 0.
Formando trinomio cuadrados perfectos, resulta:

225(x")? + 360x" = 225[(x")? + 1,6x'] = 225[(x")? + 2 x 0,8x']
= 225[(x")? + 2 x 0,8x" + 0,82-0,8?]
= 225[(x’ + 0,8)2-0,64] = 225(x’ + 0,8)%- 144.

Siguiendo un proceso similar al anterior, se tiene:
625(y')?-18.000y’ = 625(y’ — 14,4)2-129.600.

Reemplazando estos resultados en la ecuacion en X'Y’0:
225(x' + 0,8)%-144 + 625(y'-14,4)? — 129.600 + 107.244 = 0.
225(x' 4+ 0,8)% + 625(y’ — 14,4)? — 22.500 = 0.

225(x’ + 0,8)% + 625(y’ — 14,4)? = 22.500.
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Parax’' +0,8 =x",y' — 14,4 = y", se obtiene:
225(x")? + 625(y"")? = 22.500.

Segiin esto, se ha establecido un tercer sistema X''Y"0’ donde
0'(-0.8;14,4) en X'Y'0; por lo cual:

x'"'=x'"-k=x"+08;y"=y'—h=y"—144.

Pasando a dividir 22500 y simplificando, se obtiene la siguiente
ecuacion:

11\ 2 11\2
2, O _

102 62 L

Corresponde a la ecuacion canénica en X"Y"' 0’ de una elipse con focos y
vértices en X" y centro en O'.

Paraa = 10y b = 6, se tiene que:

> 100-36 = 64,c = ;o = S0 _ 36 100 _50_ s
TR EREES T T 0 Y e T g T e e

Segun lo anterior, en X"'Y" 0’ se tiene las coordenadas de focos, vértices,
subvértices, extremos de lados rectos:

F(8,0); F'(-8,0); V(10,0); V' (- 10,0); B(0,6); B'(0, - 6).

M(8;3,6);N(8;-3,6);M'(-8;3,6); N'(-8;-3,6).
Ecuacion de las directrices:

D:x" =12,5;D":x" =-12,5 para todo ntimero real y".

Para obtener las coordenadas de puntos y ecuaciones de rectas en el
sistema X'Y'0, se aplica las siguientes formulas:

x'=x"+k=x"-0,8.

y' =y"+h=y"+14,4

107



108

Héctor Jairo Portilla Obando - Segundo Javier Caicedo Zambrano

Para F(8,0):x' =8-0,8=17,2;y' =0+ 14,4 = 14,4;
luego, F(7,2;14,4) en X'Y'0.
ParaV(10,0):x"' =10-0,8 =9,2;y' =0+ 14,4 = 14,4;
luego, VV(9,2; 14,4) en X'Y'0.
ParaB'(0,-6):x' =0—-0,8 =-0,8;y' =-6 + 14,4 = 8,4;
luego, B'(-0,8;8,4) en X'Y'0.

D:x" = 12,5 para todo nimero real y".

x' =12,5-0,8 = 11,7 para todo nimero real y'.

De la misma forma se obtiene las coordenadas de los demdas puntos y
ecuacion de D', lo cual se deja para que lo realice el lector.

Para obtener las coordenadas de puntos y ecuaciones de rectas en el
sistema XY O, se aplica las siguientes formulas:

x=0,6x"—0,8y'.
y =0,8x"+0,6y’.
Para F(7,2;14,4):
x=06x72-08x%x144 =4,32-11,52 =-7,2;
y=08x72+0,6x144 =576+ 8.64 = 144.
ParaV(9,2;14,4):
x=0,6x92-08x 14,4 = 5,52-11,52 =-6.

y=08x92+0,6x144 =736+ 8.64 = 16.
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Para B'(-0,8;8,4):
x=06x%x(-08)-08x84=-048-6,72 =-7,2.
y=08x(-08)+0,6x84=-0,64+5.04 =4,4.
D:x" = 11,7 para todo nimero real y’.
x=06x"-08y" =0,6x11,7—-0,8y' =7,02-0,8y’
y=08x"+06y =08x11,74+0,6y' =936+ 0,6y’
Igualando coeficiente de y’, se tiene:
0,6x = 0,6(7,02-0,8y') = 4,212-0,48y".
0,8y =0,8(9,36 + 0,6y") = 7,488 + 0,48y".
Sumando: 0,6x + 0,8y = 4,212 + 7,488 = 11,7.
D:0,6x + 0,8y = 11,7; estoes, 6x + 8y = 117.
En resumen, en XYO:
F(-7,2;14,4);V(-6;16); B'(-7,2;4,4); D: 6x + 8y = 117.
Obtener en XY O las coordenadas de los demas puntos y la ecuaciéon de D'.
2) 16x% + 9 + 24xy + 1.500x-2.000y-37.500 = 0.

Aqui, se tiene:A = 16,B = 9,C = 24.

C 24 24 1 24
Tan(26)=A_B = Tg—9= 7 y 20 = Tan <7)

= 73,73979529; 6 = 36,86989765

Para este valor de 8; senf= 0,6 y cos@ = 0.8.
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Estableciendo por rotacion de XY 0 un segundo sistema X'Y'0, tal que el
angulo de +X a +X' sea 0, se tiene:

X = senf(x") — cosO(y") = 0,8x"' — 0,6y".
y = cosO(x') + sen0(y’') = 0,6x" + 0,8y".
Reemplazando x, y en la ecuaciéon planteada, resulta:

16(0,8x' — 0,6y")% + 9(0,6x" + 0,8y")?
+ 24(0,8x" — 0,6y")(0,6x" + 0,8y")
+ 1.500(0,8x'-0,6y") — 2.000(0,6x" + 0,8y")
—37.500 = 0.

Realizando los respectivos procesos algebraicos, se obtiene la ecuacion
en X'Y'0:

(x")?-100y'-15.000 = 0.
(x")? =100y’ + 15.000 = 100(y’ + 15) = 4 x 25(y’ + 15).
(x'-0)2 = 4 x 25(y’ + 15).

Se establece por traslaciéon de X'Y'0 un tercer sistema X"'Y"' 0’, tal que
(0,-15)enX'Y'0

Para cualquier punto P(x’,y")en X'Y'O y P(x",y") en X"Y" O’

y" =y"+15.
Reemplazando en la Gltima ecuacidn, se obtiene la ecuaciéon en X"Y"0’:

(x'")? =4 x 25y".
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Esta ecuacion canoénica corresponde a una parabola con vértices en O’ y
focoFenY".

En X"Y"0’: F(0;25);V(0;0).

Extremos del lado recto: M(50; 25); N(50; - 25).
Ecuacion de la directriz:

D:y'" =-25 para todo nimero real x".

Para obtener las coordenadas de F,V, M, N y la ecuacién de la directriz
en X'Y'0, se aplica las siguientes formulas:

x'=x"+0;

y' =y"-15.
ParaF(0;25):x' =x"+0=04+0=0;y' =y" —15 =25-15 = 10.
ParaV(0;0):x'=x"+0=04+0=0;y' =y"-15=0—15 =-15.
Para M(50;25):x' =x"+0=50+0=50;y' =y"-15=25-15=10

Para N(50;-25):x"=x"+0=50+0 = SO;y' = y"— 15 =-25 —
15 =-35.

Para D:y" =-25 para todo nimero real x".
x'=x"4+0=x";y'=y"-15 =-25-15 =-50.
En resumen, en X'Y'0:
F(0,10); V(0,-15); M(50;10); N(50; - 35).

D:y' =-50, para todo numero real x’.

111



Héctor Jairo Portilla Obando - Segundo Javier Caicedo Zambrano

Para obtener las coordenadas de F,V, M, N y la ecuacién de la directriz
en XYO, se aplica las siguientes formulas:

x = cosO(x’) —senO(y’) = 0,8x' — 0,6y’ ;
y = senB(x’) + cosO6(y") = 0,6x" + 0,8y".
Para F(0,10):
x=08x"-06y' =08x0—-0,6x%x10 = —6;
y=06x"+08y =06x0+08x10=8.
Para M(50; 10):
x=0,8x"—0,6y' =0,8%x50—0,6 %10 = 34;
y=0,6x"+ 0,8y =0,6 x50+ 0,8 % 10 = 38.
De igual manera se obtiene las coordenadasde Vy N:V(9;-12); N(61; 2)
Para D:y' =-50, para todo niimero real x'.
x = 0,8x"—0,6y" = 0,8x" — 0,6 X (—50) = 0,8x" + 30;
y =0,6x" + 0,8y’ = 0,6x' + 0,8 X (—=50) = 0,6x" — 40;
Igualando coeficientes de x':
0,6x = 0,48x" + 18;
0,8y = 0,48x" — 32.
Restando:

0,6x — 0,8y = 18 + 32 = 50; esto es, 6x — 8y = 500.
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En resumen, en XY O:

F(-6;8);V(9,-12); M(34;38); N(61; 2); D: 6x- 8y = 500.
3) 7x? + 7 + 50xy + 368x + 656y + 8.128 = 0.
De aqui, se tieneque: A = 7,B = 7,C = 50.

ran(26) — C 50 50
M) = A "B~ 77" 0

Lo cual es una indeterminacién; pero 20 = 90°, entonces, 8 = 45°.

Para este valor de 0, se tiene:

0 = cosf = —.
sen cos >

Estableciendo por rotacion de XY O un segundo sistema X'Y'0, tal que el
angulo de +X a +X' sea 0, se tiene:

I

Nlél

x = senf(x’) — cos 0(y’) = y' = (X -y

Iél Nléu

!

"ty =

y—cose(x)+sen9(y)— x"+y").

S
ol ~|ﬂ

Reemplazando x, y en la ecuacion planteada y realizando los respectivos
procesos algebraicos, tales como desarrollo de cuadrados de binomio,
reduccion de términos semejante, entre otros; se obtiene la ecuacién en
X'Y'0:

16(x")% — 9(y")? + 256V2x’ + 722y’ + 4.064 = 0.
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Completando y factorizando trinomios cuadrados perfectos, resulta:

16(x")% + 256V2x" = 16[(x")? + 16vV2x']
= 16[(x")? + 2(8V2)x' + (8V2)%-(8v2)?]
= 16[(x") + (8V2)] - 16(8v2)
= 16[x' + 8VZ]- 2.048.

De igual manera:

-9(y")? + 72V2y’ =-9[(¥')?-8V2y'] =-9[(y")*-2(4V2)y']
=-9[y"- 4/2]? + 288.

Reemplazando estos dos resultados en la ecuacion de la conicaen X'Y'0,
resulta:

16[x’ + 8v2]? — 2.048-9[y’ + 4v2]" + 288 + 4.064 = 0;
16[x' + 8V2]%-9[y'-4v2]? + 2.304 = 0;

~9[y" — 4v2]? + 16[x’ + 8V2]? + 2.304 = 0;
9[y'-4v2]?-16[x" + 8V2]?-2.304 = 0;

9[y’ — 4V2]% — 16[x’ + 8V2]? = 2.304.

Estableciendo un tercer sistema X"'Y"' 0’ por traslacion de X'Y'0, donde
0’'(-8v2;4v2) en X'Y'0, entonces para cualquier punto P(x',y') en
X'Y'OyP(x",y")enX"Y"0', se tiene:

X" =x'+ 8V2;

y/r — yr _ 4\/’2
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Para los puntos de la cénica, reemplazamos en su ecuacion:
9(y'")2-16(x"")? = 2.304.
Pasando a dividir 2.304 y simplificando, se obtiene la siguiente igualdad:
O &
162 122 '

Esta igualdad es la ecuacién canénica en X"Y"'0’ de una hipérbola con
focos y vértices en el eje Y''.

Se establece en este sistema las coordenadas de focos, vértices, extremos
de lados rectos, ecuacion de directrices, asintotas, tal como se hizo en
ejemplos anteriores cuando se obtiene la ecuacién candnica.

2
Para a=16,b=12:c2=a2+b2=216+144=400;c=20;%=
a’? 256

W _9. L _26_ 1738
16 c 20

F(0;20); F'(0;-20);V(0;16);V'(0;-16); B(12;0); B'(-12;0).

M(9;20); N(-9;20); M'(9;-20); N'(-9;-20).

Directrices: D:y"' = 12,8; D": y"" =-12,8 para todo niimero real x".
Asintotas:

T 11_16 11_4 IITI " o__ 16 "o o__ "

Yyt =pxt =g Tyt = - pa = — ot

Para obtener las coordenadas en X'Y'0 de los puntos y ecuaciones de las
rectas, se aplica las siguientes ecuaciones:

x' =x'"- 8\/5,

y =y +4V2.
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Para ilustracion, se toma los puntos F,V',B; N,M'; lasrectas Dy T".

F(0;20):x' = x""-8V2 = 0-8V2 =-8V2;y' = y" + 42
=20 + 42,

V'(0,-16):x" = x"-8v2 = 0-8V2 =-8V2;y' = y" + 42
=-16 + 4V2.

B(12,0):x’ = x"-8V2 =12-8V2;y = y" + 4V2 = 0 + 4V/2
= 4+/2.

N(-9,20):x" = x""-8V2 =-9-8V2;y' = y" + 4V2 = 20 + 4V2.

M'(9,-20):x" = x"-8V2 =9-8V2;y' = y" + 42
=-20 + 4V2.

EnX'Y'0:
F(-8V2;20 4+ 4V2); V'(-8V2;- 16 + 4v2); B(12- 8v2; 4V2).
N(-9-8v2;20 + 4V2); M'(9- 8v2; - 20 + 4V2).

Para la directriz D: y" = 12,8 para todo nimero real x".

y' =y" +4v2 =12,8 + 4V2;x" = x""-8v2, como x" es cualquier real,
entonces x' también es cualquier niimero real.

D:y' = 12,8 + 4+/2 para todo niimero real x'.
’ ! : ! n 4 144
Parala asintota 7', se tiene: T": y"' = (— g)x ;
x/ — x"—8\/§;y' — yr/ + 4\/5
Reemplazando y"/, se tiene:

4
y’ = (—g) x" + 4\/§
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Multiplicando por (- 3/4) la altima igualdad, resulta:
(-3/4)y" = x" + (-3/4)4V2 = x"-32
Dado que:
x' = x"-8V2; (— Z) y' =x"- 3v/2.

Entonces:

x'- (— Z) y' =- 8V2 + 3V2 =-5V2;

3
T':x' + (Z) y' +5V2 =0;T":4x" + 3y’ 4+ 20v2 = 0.

Para obtener las coordenadas en XY O de los puntos y ecuaciones de las
rectas, se aplica las siguientes ecuaciones:

2
=2 -y

2
I

También, a manera de ilustracién, se obtendra las coordenadas de los
puntos F,V’,B; N, M’ y las ecuacionesde Dy T".

F(-8v2;20 + 42):

x = g(x'—y’) = g (-8v2-20-4v2) = g (-20-12v2)
=-12-10V2.

y= g(x’ +y) = g(—8\/§+ 20 +4V2) = ?(20-4\/5)
=-4+ 10V2.
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V'(-8V2;-16 + 42):

x = ?(x’ —y) = g(—sx/i +16-4V2) = g(m— 12V2)
=-12 + 8V2.

y= g(x’ +y) = g(—S\/E—16+4\/§) =§(—16—4\/§)
=-4-8V2.
B(12-8v2;42):

x = g(x'-y') = g(- 8V2 + 12-4V/2) = g(m- 12V2)
=-12 + 6V2;

y =§(x’ +y") =§(—8\/§+ 12 + 4v/2) =§(12_4\/§)
=-4+ 6V2.

N(-9-8V2;20 + 4/2):

x = \/E(x’—y’) = g(- 9-8v2-20-4+2) = g(- 29-12v2)

z V2
29V2
=1z

y =g(x’ +y") =g(—9—8\/§+20+4\/§) =§(11-4x/§)
g 12

2
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M'(9-8v2;-20 + 4/2):

x = g(x’—y’) = g (9-8V2 +20-4v2) = g (29-12v2)
=-12+ %.
2
y = g(x’ +y) = E(9—8x/§—20 +4V2) = g(—n-z}\/i)
_ 11\/_
T2
Resumen:

En XYO:

F(-12-10vV2;-4 + 10v2); V'(- 12 + 8V2; - 4- 8V2); B(- 12
+6V2;-4+ 6V2).

292 11V2 292 11V2
N(-12-——;-4+—— M’ 12+ — -4 —— ).

D:y' =128+ 44/2, para todo nimero real x':

x = g(x’—y’) = E (x’— 12,8- 4\/5)
= Ex 2 (12,8)-E (4v2) = Qx’-\/i(6,4)-4.
2 2 2 2
y = g(x’ +y') = E(x’ +12,8 + 4V2)
Vi, 2 V2

— X+ (12, 8)+—(4\/_)

= gx' + ﬁ(6,4) + 4.
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V2
xX-y = 7x’+\/§(6,4)+4

gx’— V2(6,4)- 4] -

=-2v2(6,4)-8 =-12,8V/2-8.

En XYO:

D:x-y =-12,8V2-8.
3
T':x' + (Z) y' +5V2 =0;T":4x" + 3y’ 4+ 20v2 = 0.

Reemplazar x’, y’, aplicando las ecuaciones:

x' = E(x +¥);
2
2

y' =§(x—y)-

4§(x+y) + 3§(x-y) +20V2 = 0;

V2 2
2\/§x+2\/§y+37x-37y+20ﬁ= 0.

Multiplicando por 2 /+/2, se obtiene:
4x+4+y+3x-3y+40=0;
7x+y+40=0.

En XYO:

T":7x+y+40=0.
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6. RESUMEN GENERAL

La ecuacion general de las conicas en un sistema rectangular XYO es de
la forma:

Ax?*+By*+Cxy +Dx+Ey + F = 0.

Los coeficientes 4, B, C, D, E, F son numeros reales, no todos igual a cero.

Consideraciones:

1. Cuando Ay B son positivos o son negativos y C?-4AB < 0, entonces,
es posible que se trate de una elipse.

2. Cuando (A>=0yB>0)o(A<0yB <0),donde 4, B no nulos a la
vez, C2-4AB = 0, es posible que corresponda a una parabola.

3. Cuando (A>0yB<0)o(A<0yB >0);C?-44AB > 0, es posible
que corresponda a una hipérbola.

4. La expresion C?-4AB es el discriminante de la ecuacion general y es
condicidn necesaria pero no suficiente para determinar la conica.

5. SiC # 0, entonces se obtiene una cdnica que esta rotada respecto al

sistema XY O, es decir, el eje focal no es paralelo al eje X nial eje Y. En
este caso, se establece por rotacién de XYO un segundo sistema
X'Y'0, tal que el angulo de +X a +X' sea 6; esto con el fin de que el
eje focal sea X' oseaY'.
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El angulo 6 se obtiene mediante la siguiente expresion:

C
Tan(206) = ——.
20) =-—%
Para obtenerla ecuacion de la conica en X'Y'0, se aplica las siguientes
ecuaciones:

x = (cos@)x'- (senf)y’;
y = (sen@)x’ + (cosb)y'.

Reemplazando en la ecuacion las variables x, y se obtiene una ecuacion
en X'Y'0 de la forma:

A(xN?*+B'(y)2+D'x'+E'y' +F =0.

Para obtener la ecuacion canénica de la cénica, se establece por
traslacion de X'Y'0, un tercer sistema X"'Y"'0’, tal que el punto 0'(k; h)
en X'Y'0O sea el centro de la elipse o de hipérbola, o el vértice de la
parabola, si es que se trata de una cénica.

Para obtener las coordenadas k, h se completa y se factoriza trinomios
perfectos a partir de la expresion A’'(x')?> + D'x" o de la expresion
B'(y")? + E'y’', cuando esto se posible; es decir, cuando A’, D’ o cuando
B',E' no son iguales a cero. De no ser asi, se factoriza el coeficiente A’ o
el coeficiente B’ con F". Tener en cuenta que, en una coénica no pueden
nulos alavez A" y B', pues no se trataria de una forma cuadratica, o en
este caso de una conica.

En definitiva, se obtiene binomios de la forma (x’ + k) o (y’ £ h), siendo
k un real positivo o negativo, al igual que h. En algunos casos puede ser
k =00 h = 0, perono ambos a la vez.
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Reemplazando (x' *+ k) por x” y por (y' + h) por y", se obtiene la
ecuacion de la conica en XY 0’, 1a cual sera de la forma:

A'(xX")?*+B'(y")*+F"=0.

Como O'(k,h) en X'Y'O, entonces, para cualquier punto P(x',y") en
X'Y'OyP(x",y")enX"Y"0', se tiene:

x" = x" - k;
y'=y-h

De la ecuacién de la cénica, se obtiene una de las siguientes ecuaciones:

11\ 2 11\2
G O
a b2
'")? = 4c(x") o (x")? = 4c(y").
xZ yZ 3 y2 x2 _q
a2 % T

Cualquiera de ellas, es la ecuacion canoénica de una conica en el sistema
XII Yllol

A partir de estas ecuaciones, se establece, segun el caso, las coordenadas
de focos, vértices, subvértices, extremos de lados rectos, ecuaciones de
directrices, de asintotas en el sistema X"'Y"0’, tal como se ha hecho
cuando se obtiene una ecuacién canodnica en cualquier sistema.

Para obtener coordenadas de puntos y ecuaciones de rectas en el sistema
X'Y'0. se aplica las siguientes igualdades:

x'=x"+k;

y'=y"+h
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Finalmente, para obtener coordenadas de puntos y ecuaciones de rectas
en XY O se aplica las siguientes igualdades:

x = (cos@)x'- (senf)y’;
y = (senf)x’ + (cosO)y'.

6. SiC=0, entonces la conica no esta rotada respecto al sistema XYO, En
este caso, la cénica puede estar trasladada o no estarlo. Si no esta
trasladada, lo cual se sabe si no se puede formar binomios (x * k),
también (v’ + h).De ser asi, delaecuacion Ax* + B+ Dx + Ey + F =
0, se obtiene la ecuacion canonica.

Si la conica esta traslada, es porque se puede establecer binomios (x +
k) o (y' = h). En este caso se procede a establecer por traslaciéon de XYO
un segundo sistema X'Y'0 tal como ya se ha explicado anteriormente,
O(k,h) en XYO. De esta manera se obtiene la ecuacién canénica de la
conicaen X'Y'0.

Se procede a establecer las coordenadas de punto y ecuaciones de rectas
en X'Y'0, para luego obtener las coordenadas y ecuaciones en XYO,
aplicando las respectivas férmulas de traslacion.

7. Toda cénica es simétrica respecto a su eje focal. La elipse es, ademas,
simétrica al punto centro y respecto al semieje menor, y de hecho, a
la recta que contiene al eje menor. La hipérbola también es simétrica
respecto a su centro y respecto a la recta perpendicular al eje focal y
que pasa por el centro de la hipérbola.
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El nucleo de este texto es un tema de Geometria Analitica, del cual hacen
parte las cénicas.

El libro ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANALITICA: CONICAS, desarrolla el
tema de las cénicas; se desarrollan procedimientos algebraicos para derivar
las diversas formas de representacion analitica de las conicas, asi como las
ecuaciones de las rectas y las coordenadas de los puntos clave de las mismas.
Hacer la lectura de estos procesos algebraicos, puede resultar un poco tedio-
so para el lector, pero se realizan para dar coexistencia y justificacion de los
resultados y no exponer o plantear los temas en forma directa y de manera
algoritmica. Muchos estudiantes tienen la inquietud del por qué o desean
saber el como se obtienen. Eta metodologia también puede servir como base
y motivacion para que los lectores apliquen procesos similares en otros
temas o campos de la matematica.

Es fundamental reconocer el tipo de conica que resulta de una ecuacion
cuadratica con dos variables, al llevar la ecuacién a la forma canonica de la
conica correspondiente mediante la rotacion o traslacion de sistemas de
coordenadas lineales. Esto nos permite determinar las coordenadas de los
puntos, las ecuaciones de las rectas y otros elementos mencionados en el
estudio de las conicas. Estos temas son abordados en este libro, el cual es
desarrollado como notas de clase.

Finalmente, este libro esta dirigido principalmente a estudiantes de las
carreras de ingenieria, particularmente, de Electrénica, Sistemas, Civil; como
también, a estudiantes de Fisica y de Matematicas.
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